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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como finalidad mostrar al lector cémo se llevd a cabo el desarrolio del
Célculo Diferencial e Integrat.

La primera etapa de este desarrollo es la utilizacién implicita de la derivada y de la integral, donde
se empiezan a buscar soluciones a problemas particulares que mas tarde se observaria que
comparten caracteristicas comunes. A continuacidén encontramos la etapa del descubrimiento,
donde se logran métodos generales para resolver los problemas antes mencionados y en la que se
alcanza una notacion unificada. La etapa que culmina la historia del céiculo es la del desarrollo del
analisis y su fundamentacion, donde ya no queda ningin concepto sin formalizar y se establece
claramente la idea de limite.

Es muy sabido que el descubrimiento del Célculo fue realizado por Leibniz y Newton en el siglo
XVIl. Muchas veces nos detenemos muy poco a pensar en el porqué se les reconoce como los
descubridores, o cdmo llevaron a cabo su trabajo. Cuando se logra un nuevo conocimiento o se
habla de un descubrimiento, éste no es resultado, en general, del trabajo de un sélo hombre, sino
que es el resultado de muchos esfuerzos e intentos realizados por muchos individuos que viven
antes o durante la época del que se reconoce finalmente como descubridor.

En el caso del Célculo, muchos hombres tales como Galileo, Descartes, Cavalieri, Fermat,
Roverbal, Wallis, Gregory, entre otros, sentaron las bases y las ideas fundamentales que mas tarde
permitieron a Newton y a Leibniz lograr grandes progresos en la materia que nos atafie.

Pero no sélo esto, todos ellos no se sentaron un dia y dijeron “quiero investigar este tema”, primero
existe un problema que resolver, algo que origina y da forma a una idea. Recordemos que durante
esta época el comercio se encontraba en su auge y el describir rutas maritimas adecuadas
redituaba en ahorro de tiempo, en aumento de ganancias y disminucion de pérdidas. Problemas de
este tipo llevaron a profundizar en el estudio del concepto de funcién. Mas tarde se requirid
encontrar bajo que condiciones se maximizaba o minimizaba una distancia, una ganancia, una ruta.
Y es aqui donde inician los descubridores a probar métodos, a construir formas de solucion,
mismas que en su nacimiento eran demasiado particulares e informales.

Cada uno de estos precursores, si bien encontraron una solucién correcta al problema estudiado en
forma independiente al problema que fue cbjeto de su estudio, no encontraron un método general
ni establecieron las bases necesarias para establecer los fundamentos de estos métodos.

Despues de esta etapa podemos situar a Leibniz y Newton, quienes lograron establecer métodos
generales de soluci6n, aplicables a todos los problemas estudiados anteriormente, lo que permitio
corroborar los resultados obtenidos en forma particular. Percibian la existencia del concepto de
limite y vislumbraron la necesidad de formalizarlo, de hecho hicieron buenos intentos, pero no
lograron establecer los fundamentos. Nos encontramos aqui en una fase de aplicacion, aunque va
se inicia la fase de formalizacidn y generalizacién.



Pero no es sino hasta la presentacién de los trabajos de Lagrange y Cauchy que se consiguen
grandes progresos en cuanto a la formalizacion y generalizacion de! Célculo, y se establece como
una disciplina formal.

Queremos mostrar al estudiante de Calculo el qué y el porqué de esta disciplina, sus origenes, sus
problemas y para qué nos sirve todo este desarrollo, es decir, su aplicacién en nuestro mundo
actual,

Aprgvecho para agradecer el gran apoyo recibido por el profesor Miguel Lara Aparacio, su
dedicacion y paciencia, asi como el trabajo y ayuda desinteresadas mostrada por mis sinodales.
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CAPITULO 1

DESCRIPCION DE LA EPOCA EN LA QUE SE DESARROLLO EL CALCULO.

Para introducir al lector al fascinante desarrollo que tuvo el Calculo Diferencial e Integral
es necesario situar histéricamente el momento que se vivia en el siglo XVIl. Este
momento historico tuvo ciertas caracteristicas especiales que crearon un ambiente
propicio para el desarrollo de las ciencias en general y del Calculo Diferencial e integral
en particular.

1. LA MATEMATICA EN LA EPOCA DE LEIBNIZ Y NEWTON

El momento historico en el que se desarrolia el Calculo coincide con una época de
cambios politicos y con el auge comercial-maritimo que vive Europa. Es |la época de
transicidén en la que se vive el inicio del fin de las monarquias absolutistas, la sociedad
exige cambios religiosos y el hombre quiere conoccer la verdad, comienza a utilizar
métodos de investigacion y de experimentacion para lograrlo.

Desde la época de los griegos podemos encontrar trabajos que ya reflejan caracteristicas
de lo que hoy llamamos Caélculo Diferencial e Integral, pero fue durante el siglo XVII que
se lograron las bases que permitieron el desarrollo de esta imporiante disciplina de las
matematicas.

Podemos citar tres aspectos como los mas importantes:

» El desarrollo de la Geometria Analitica.
s El desarrollo del concepto de Funcién.
» La necesidad de utilizar formulas matematicas dentro de la ciencia.

A continuacion se describira el trabajo realizado por grandes matematicos que influyeron
en el pensamiento de Newton y de Leibniz. Newton mismo reconoce mas tarde que el
avance que logroé se debe a que pudo subirse en los hombros de “gigantes”, y de esta
manera pudo ver mas lejos .

2. APORTACIONES Y DESARROLLOS QUE PERMITIERON_EL DESCUBRIMIENTO
DEL CALCULO

La Geometria Analitica permiti6 manipular mas facilmente expresiones matematicas,
investigar nuevas curvas como la cicloide, o el folio de Descartes y, en general, analizar
mas facilmente las curvas ya conocidas como las conicas y las cibicas.

Estas nuevas curvas surgieron a través del estudio del movimiento, dicho estudio surgio
por necesidades econdmicas como veremos a continuacion.



El estudio del movimiento predominé durante el siglo XVII. Existia una prediteccién por los
temas referentes al movimiento de los astros. Durante esta época el estudio del
movimiento de los planetas y otros cuerpos celestes, como la luna, tuvo un gran auge.

Dentro de este campo podemos mencionar los trabajos de Kepler como aigunos de los
més importantes acerca del movimiento de los planetas. Las leyes de Kepler fueron sélo
aproximadamente exactas, serian totalmente exactas si hubiera un sol y un solo planeta
girando alrededor de él, pero sabemos que estas condiciones no se cumplen, sin
embargo, sus estudios fueron la base para los estudios posteriores referentes al
movimiento de los planetas. Kepler consideraba que habia una fuerza de atraccion entre
los cuerpos pero le faltaba explicarlo, asi como el porqué los planetas describen la ruta
eliptica que él descubrio.

Por otra parte, la astronomia perseguia un objetivo practico. Los navegantes necesitaban
metodos exactos para determinar la longitud y la latitud para poder llegar asi a los
destinos fijados. Recordemos que en esta época el comercio maritimo desempeiaba un
papel muy importante en la economia de los paises.

La latitud se determinaba observando el sol y las estrellas, pero determinar fa longitud
resultd ser un proceso mas complejo. Se utilizé la posicion de la luna con respecto a las
estrellas. Pero saber cuél era el movimiento que describia la luna fue muy dificil. Ademas
la posicion de ésta con respecto a las estrellas no es exacta, varia dependiendo del lugar
donde se encuentre el observador y del periodo del afio. Ademas, pequefios errores en
el célculo de ia longitud (digamos 15°), podian significar una desviacion de al menos 100
millas del destino deseado y el atraso correspondiente en la entrega de mercancias.

Este fue uno de los motivos principales que alentd el desarrollo de expresiones
matematicas que pudieran describir el movimiento y asi poder ubicar rutas con exactitud.

Otro fendbmeno que atrajo la atencidn de los mateméticos de esta época fue el
movimiento de un proyectil que al ser lanzado al espacio regresa a la tierra. Se
sospechaba ademas que las mismas leyes que regian el movimiento en la tierra, regian
el movimiento en el cielo,

Para este fipo de estudio se hizo necesaria la construccion de relojes mas exactos para
medir mejor el tiempo, que es una variable ligada al movimiento. Galileo observéd que el
pendulo oscita debido a la rotacién de la Tierra y que dichas oscilaciones son constantes.
Hooke y Huygens hicieron el trabajo basico en péndulos y lo aplicaron a la fabricacion de
relojes. Desgraciadamente estos relojes no eran buenos en los barcos ya que el
movimiento del-barco perturbaba el movimiento del péndulo.

De todas estas investigaciones surgié de manera implicita el concepto de funcion. Galileo
expresa sus “funciones” como proporciones. Por ejemplo, en sus trabajos de resistencia
de materiales, expresa:

 Las areas de dos cilindros de igual volumen (en las que despreciamos sus bases) son
proporcionales a la raiz cuadrada de la razén de sus alturas.

» Los volimenes de cilindros rectos que tienen igual superficie son inversamente
proporcionales a sus alturas.

» Los espacios descritos por un cuerpo que cae con una aceleracion uniforme son entre
si como los cuadrados del tiempo empleado en recorrer dicha distancia.



Es claro que aqui se relacionan variables. Este tipo de relaciones se tradujeron al algebra,
como por ejemplo, el espacio descrito por un cuerpo en caida libre se escribe en forma de
ecuacién como, ‘

s = kt?

Esta ecuacién refleja que el espacio recorrido es proporcional al cuadrado del tiempo.

Es importante recalcar que nuevas curvas, como la cicloide, fueron introducidas al
estudiar el movimiento. En tiempos de los griegos algunas curvas, como la cuadratriz y la
espirai de Arquimedes, fueron definidas en términos del movimiento pero sin
planteamientos matematicos validos. Observemos cémo se introducen nuevos conceptos
y temas de estudio:

*» Mersenne en 1615 definié la cicloide (conocida ya anteriormente, pero no estudiada a
fondo) como el lugar geométrico de un punto que se mueve en una rueda que se
desplaza sin resbalar a lo targo del suelo.

* QGalileo mostré que la trayectoria que sigue un proyectil lanzado en el aire es una
parabola.

» Roberval, Barrow y Newton definen la trayectoria como un conjunto de puntos en
movimiento,

Gradualmente fueron introduciéndose términos y simbolos para representar curvas y
funciones. Se empezb a trabajar con relaciones que contenfan valores irracionales, es
decir se empezé a fundamentar el conjunto que mas tarde se conoceria como el conjunto
de los nimeros reales. Es importante observar como ef concepto de limite surgio y se
fundamenté a la par del concepto de funcién y la teoria de los nimeros.

James Gregory dio una primera definicién explicita del concepto de funcién en 1867.
Definié una funcidon como una cantidad obtenida de otras cantidades por una sucesién de
operaciones algebraicas o por cualquiera otra operacién imaginable (por ejemplo
logaritmos).

Por otro lado, Newton utilizb el término fluente para representar cualquier relacién entre
variables.

En 1673 Leibniz utilizé la palabra funcién para nombrar cualquier cantidad que varia de
punto a punto de una curva. Por egjemplo, la longitud de la tangente, la normal, la
subnormal y la ordenada. También introdujo los términos constante, variable y parametro
que mas tarde aplicé a familias de curvas. En 1714 usé la palabra funcién para nombrar
cantidades que dependen de una variable.

John Bernoulli adoptd la siguiente nomenclatura; como notacién escribio X, & y mas
tarde @x para una funcion general de x. Euler introdujo Ia notacién f(x) en 1734.



3. PROBLEMAS QUE ORIGINARON SU ESTUDIO

Después de adoptar el concepto de funcion, el desarrolio del Calculo fue impresionante y
se puede considerar que al igual que la Geometria Euclidiana, el Calculo es una de las
mas grandes creaciones dentro de las matematicas.

Las bases de su desarrolio se cimentaron al estudiar cuatro tipos de problemas:

PRIMER PROBLEMA:

Dada la formula de [a distancia de un cuerpo como una funcién del tiempo, encontrar la
velocidad y la aceleracién del cuerpo en cualquier instante e inversamente, dada la
aceleracién en funcién del tiempo, encontrar la velocidad y la distancia recorrida. Este
problema aparece directamente en el estudio de! movimiento y la dificultad residia en que
la velocidad y la aceleracién cambian de instante a instante y para calcular la velocidad
instantanea no se puede dividir el espacio recorrido entre el tiempo (como en el caso de
la velocidad promedio), ya que en un instante tanto la distancia como el tiempo son cero y

% no esta definido.

Sin embargo, es claro que un cuerpo en movimiento tiene una velocidad en cada instante
de su desplazamiento. Para el problema inverso tampoco es posible hacer una
multiplicacién para encontrar la distancia (yaque d =v-t y t =0).

EL SEGUNDO PROBLEMA:

Consiste en encontrar la tangente a una curva. Fue un problema de geometria pura y de
gran importancia en las aplicaciones cientificas. Por ejemplo en optica, para estudiar
como pasa la luz por una lente se debe conocer el angulo con el cual el rayo incide en la
lente para aplicar la ley de refraccién; dicho &ngulo es el determinado por el rayo vy la
normal a la curva (lente), donde la normal es la perpendicular a la tangente.

Para secciones conicas la tangente se definid como una linea que toca a una curva en un
solo punto y que no la toca o la corta en ningln otro lado. Para curvas méas complicadas
esta definicion no fue adecuada. Actualmente, la definicién analitica de recta tangente
tiene un sentido local, se define como aquella recta que toca a la curva en un tnico punto
y cuya pendiente es la derivada de la funcién en el punto en cuestién.

TERCER PROBLEMA:

Encontrar los valores maximo y minimo valor de una funcién. Por ejemplo, se observé
que cuando se lanzaba un proyectil con un cafién, la distancia recorrida con respecto a su

lugar de salida, asi como la altura que alcanzaba dependian del angulo de inclinacién con
que se dispara.



CUARTO PROBLEMA:

Se requeria conocer la longitud de una curva (por ejemplo, la distancia que recorre un
planeta en un cierto periodo), el centro de gravedad de un cuerpo, las areas limitadas por
superficies, etcétera.

Los griegos utilizaron el método de exhausién para calcular algunas areas y volimenes.
Este meétodo mas tarde fue modificado y luego erradicado por el Calculo, aunque
realmente sirvid de base para los métodos finalmente conseguidos por esta disciplina.



CAPITULO 2

EL PROBLEMA DIRECTO DEL CALCULO.
TANGENTES A CURVAS,

LOS GIGANTES DE NEWTON

En este capitulo revisaremos los trabajos de los matematicos predecesores a Leibniz y Newton.
Observaremos cdmo la idea de aproximacion empieza a gestarse, cdmo tienen la idea de limite
pero no cuentan con toda la informacién necesaria para plasmar y manejar abiertamente este
concepto, fundamental en el Calculo Diferencial e Integral.

Es importante recalcar que todos los investigadores contaban con una poderosa capacidad de
analisis y calculo, ya que lograron grandes descubrimientos adn sin contar con las herramientas
necesarias que se tienen hoy en dia. Esta etapa representa el percatarse de la necesidad de
desarrollar una herramienta que permita resolver problemas que subyacen bajo ciertas
caracteristicas comunes, aunque en esta primera fase se traten como problemas aislados, pues los
investigadores no se dan cuenta aln que estan trabajando con el mismo problema.

1. METODOS GRIEGOS PARA CONSTRUIR TANGENTES A LAS CONICAS.

Los griegos manejan un concepto sencillo de tangente. Para ellos fa tangente es la recta que toca
en un solo punto ala curva. Claro estd que su concepto esta bien definido en cuanto se refiere a
las conicas, pero no es correcto para cualquier curva en general.

Sin embargo, el trabajo fundamental de los griegos, en este campo, se refiere a las conicas, por lo
que su definicion de tangente es correcta. Entre los principales personajes que contribuyeron a
estudiar esta materia podemos mencionar a Apolonio de Perga (250175 A. de C.) y a Arquimedes
(287-212 A. de C.).

Todas sus construcciones fueron hechas apoyandose en el uso de la regla y el compas. Poseian
un método especifico para encontrar la tangente a cada cénica.

Mostramos, como ejemplo del ingenio de los griegos, la construccién de la tangente a una
hipérbola. Los demas casos podran encontrarse en el apéndice.

Es posible realizar analogamente todos los pasos que a continuacion se describen, para cualquier
punto en la rama izquierda de ia hipérbola o para cualquier punto en los cuadrantes Il y IV que
pertenezca a la curva, ya que los pasos necesarios se basan en longitudes y los signos de las
distancias son irrelevantes, como podra observarse.



El método consiste en construir la bisectriz de! angulo FTF,. Afirmando asi que la bisectriz
encontrada es tangente a la hipérbola en el punto T.

Teorema: La bisectriz del angulo FTF, es tangente a la hipérbola en el punto T'.

Demostracion.

Por definicion de hipérbola sabemos que F,T -TF, = C (constante).
Por demostrar que la bisectriz del angulo K, TF, es tangente a la hipérbola en el punto T.

Sera suficiente probar que T es el Unico punto de contacto entre la recta y la hipérbola. Es decir,
para otro punto S sobre la bisectriz, probaremos que éste no pertenece a la hipérbola.

Trazamos un circulo con centro en T y radio TF,. Sea E la interseccién del circulo con el
segmento £ T.

Observamos que el triangulo TEF, es isosceles por construccion, esto es ET = TF,; por lo que TS
biseca a EF,, esto origina que en este caso particular la bisectriz de FTF, coincida con la

mediatriz del segmento TEF,, por lo que S esta a la misma distancia de E que de F, (propiedad de
la mediatriz ).

Por tanto SE = SF;. Por otro lado se tiene que F,T = F,E + ET lo que implica que FT-ET=FE.
Ahora, F\T-TF, = F E (FE es constante por definicion de hipérbola.)
Del triangulo F ES y por la desigualdad del tridngulo, tenemos que:
C=FE)F,§-SE=F_§-SF,
Por tanto § no pertenece a ta hipérbola.

Por lo que la recta 7S es tangente a la curva, lo que queda demostrado.



Cabe hacer notar que el método de aproximaciones sucesivas esta implicito en este desarrollo, ya
que, a medida que tomemos el punto § mds cercano al punto T, el tridngulo SEF,, fundamental

en la demostracion antes expuesta, degenera paulatinamente hasta convertirse en una recta
cuando el punto § coincida con el punto 7 . De aqui que el hecho de que el puntc T sea el Gnico
punto de contacto de la tangente con la hipérbola es muy importante..

2. RENE DESCARTES (1596 - 1650)

EL METODO DE LAS RAICES IGUALES

René Descartes fue filosofo, soldado, caballero y matematico, nacié en Turin el 31 de marzo de
1596. Su padre fue un famoso abogado que formé parte del parlamento. René nacié en una vieja
famifia, cuyos hijos estaban destinados a ser cabaileros independientes en el servicio de Francia;
nunca necesitd trabajar para vivir. Su madre murié pocos dias después de su nacimiento.

Su fragil salud le obligd a permanecer en cama hasta la edad de ocho afios, cuando fue enviado al
colegio jesuita de La Fléche. Atrajo rapidamente la atencién de su rector, quien permitid que su
talentoso pupilo descansara en cama hasta que pudiera unirse a su clase. Este habito formé parte

de su vida. En esas ftranquilas mafianas tuvo sus mejores ideas tanto filosdficas como
matematicas.

Después de ocho afios de estudiar al lado de los jesuitas, Descartes fue a Paris. Sin embargo,
rapidamente se aburrio de la vida social y se retiré por dos afios a una villa tranquila a meditar y
estudiar, obteniendo ademas su grado de abogado.

En 1617, sorpresivamente se enlists en la armada de Dutch en Breda. Holanda consiguié la paz y
Descartes pudo disfrutar de dos afics mas de meditacién, mientras aprendia el arte del soldado del
principe Mauricio de Orange.

En noviembre de 1619 cuando su regimiento estaba resistiendo el invierno en los cuarteles,

Descartes tuvo un suefio un tanto traumatico que lo convencio de la futilidad de su vida; es aqui
donde Descartes decide ser un fildsofo. _

El 10 de noviembre de 1619 proclama el nacimiento de la Geometria Analitica v, claro, de las
matematicas modernas.

Tomé parte en la batalla de Praga en 1620; pero en el siguiente afio completamente desilusionado
de la guerra y de sus terribles consecuencias, decide abandonar su carrera militar.

Tras viajar algunos afos por el norte de Europa e Italia, regresa a Paris en 1625. Pasa ahi tres
pacificos y felices afios. La vida militar sigue atrayendo su atencidn y en 1628, Descartes se
embarca para unirse a las fuerzas del Dugue de Savoy. Le ofrecen el grado de general, mismo que
rechaza. Después decide vivir en Holanda y permanece ahi durante veinte afos.

Pas6 sus Ultimos afios al servicio de la reina Cristina de Suecia, que le obliga a ir a Estocolmo
donde muere en 1650,



En la obra filos6fica de Descartes destacan su famoso Discurso del Método (1637) y Las Pasiones
del Alma (1650).

Descartes, padre de la Geometria Analitica, mérito que comparte con Fermat, atacé el problema de
la tangente a una curva en una forma muy diferente a la utilizada por los griegos. Su método se
basa en sus conocimientos de Geometria Analitica, aunque como podremos observar, su metodo
no es generalizable y sélo se aplica a ecuaciones cuadraticas.

Tomemos como ejemplo la curva y = x°.

Descartes inicia considerando una recta que corta en dos puntos a la pardbola, es decir, una
secante. A continuacién manipula las ecuaciones de ambas curvas de forma tal que la recta
secante se aproxime hasta concluir en la tangente buscada.

Como ejemplo, encontraremos la tangente ala curva y =x* enelpunto (2,4).

Por sus estudios en Geometria Analitica, Descartes sabia que la recta pertenece a la familia de
rectas que pasan por el punto coman (2,4) :

y—4=m(x-2)

Para encontrar los puntos de interseccion (ya que inicialmente considera a la recta como una
secante) resuelve el sistema:

y=x

y—4=m(x—-2)

X —4=mx-2m
X —mx+2m—-4=0

mtym —8m+16

2

X =

Para que la raiz sea Unica (lo que implicaria un sélo punto de interseccién y por consiguiente la
recta tangente), es necesario que,

m —8m+16=0

De aqui,
_ 8% J64-64 8 B
mETT TS
Por tanto, la ecuacién de la tangente es
y—4=4(x-2)
dx-y-4=0



En general, el método de Descartes se aplica a curvas de la forma y=ax’ +b. Por ejemplo,
Supongamos que se quiere encontrar |a tangente a tal curva en el punto (x,, y,). Descartes sabia
que la tangente pertenece a la familia de rectas y -y, =m(x—x_). A continuacion encuentra la
interseccion de fa curva con la secante, resolviendo el sistema

y=ax’+b
Y=o =mx—x,)
Obteniendo la ecuacién
ax’ —mx+(b+mx, —y,)=0.
Al utilizar la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, tenemos

mi\/m2 —da(b+mx, - y,)
- 2a

X

Para que la raiz sea (nica debe cumplirse que
m® —damx, +day, —4ab =0

Utilizando la formula general para m y y=ax® +5,

_ dax, £/16a%x? - 4(4ay, ~ dab)
2

m

dax, i\jl 6a’x} — 4(da(ax,’ +b)—4ab)
m=
2

Observamos que dentro del radical tenemos una expresion que es igual a cero, por lo que esta
ecuacion tiene una raiz Onica,

m=2ax,,

Con lo que se obtiene asi el valor de la pendiente de la recta tangente.

Como antes se menciono, su método no puede aplicarse a ecuaciones como y = x°, ya que la idea

principal del metodo falla, ya que en este tipo de curvas, no es posible partir del hecho de que la
tangente toca a la curva en un punto Unico, como ocurre en el caso de la tangente a una curva de
segundo grado (conica); veamos la siguiente figura:
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3. PIERRE DE FERMAT (1601 - 1665).

Pierre de Fermat nacié en 1601 en Beaumont de Lomagne, cerca de Montauban. Su padre,
comerciante de cuero, después de haber dado una introducciéon sélida en su familia, le envié a
estudiar derecho a Tolousse. Alli pasd toda su vida, ejercitando derecho, a partir de 1631, fue
consejero en el parlamento, y murié en Castres en 1665.

Fermat tuvo una carrera apacible, caracterizada por un cuidado ejemplar de hacer bien su tarea v,
en sus momentos de ocio, supo crearse ocupaciones literarias y apasionarse por las matematicas.

Fermat rara vez publicé sus descubrimientos; apenas algunas notas como apéndices a tratados
escritos por otros. Para distraerse de su trabajo se entretenia en leer tratados de matematicas,

anotando sus resultados mas bellos en los margenes de éstos libros, por lo que un gran numero de
sus trabajos se ha perdido.

Mantuvo correspondencia con todos los cientificos de su época; su reputacién de matematico
competente fue inmensa, y la estima en la que se le tuvo fue general. Pascal confesd que Fermat
era aquel a quien tengo por el gran geémetra de toda Europa , y este personaje tan atrayente, de
un caréacter constante, afable, poco susceptible, sin orgullo, contribuyé ampliamente a la evolucion
de las matematicas en campos tan valiosos como ta Geometria Analitica, el Calculo Diferencial e
Integral, la Teoria de los nimeros y la Teoria de las Probabilidades.

Los principales escritos de Fermat fueron publicados, después de su muerte, por su hijo Samuel en
1679, bajo el titulo Varia opera mathematica . Aunque esta publicacién no encierra mas que una

parte de su produccion, basta por s sola para clasificar al célebre habitante de Toulouse como el
mas importante matematico francés del siglo XVII.

Su método es diferente al utilizado por Descartes y puede aplicarse a cualquier curva; de hecho,
Fermat es el predecesor directo del método utilizado actuaimente.

Primero sitia el punto T donde quiere encontrar [a tangente y toma otro punto cercano a él.
Traza, en seguida, la recta que une estos dos puntos y que es secante a la curva.
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Entonces calcula la pendiente de esta recta. En general, calcula la pendiente de la familia de rectas
que pasan por el punto T y observa lo que ocurre con la pendiente cuando ef punto P se aproxima

alpunto T.

Veamos un ejemplo,

Sea y=x"y I'(-3,9)

Piw,v)

-39

La pendiente de PT es,

-9
JPT =~
w+3
Como P pertenece a la parabola,
2
-9
o PT = =w=-3
w3
PTr=w-3

si P se aproximaa T, entonces w se aproxima a -3. Por tanto

w1 = -6,
por lo que la ecuacién de la tangente es,
y+3==-6(x-9)
bx+y~51=0

En una forma mas general y usando la notacién actual, observemos lo que pasa con la funcién

y=x.
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Sea (x,y) el punto donde queremos encontrar la tangente y (v,w) un punto cercanc a él sobre la
curva.

;:(x)=li;ni7{e de la pendiente PT

3,3
V= W —Xx
p(x) =lim Y = lim

WX w--x WX w--x

(W~ X)W +wx+x?)

H(x)=1lim
worx W= X

(x) = limw* +wx + x?
WX
#(x) =3x*
De esta manera se calcula la tangente a la curva en cualguier punto. Notamos que Fermat tiene la

misma idea que mas tarde se apreciaria en el trabajo de Newton, donde primero se divide entre un
incremento y después lo elimina.

Otro método utilizado por Fermat para encontrar tahgentes y que podemos distinguir del anterior
llamandole método gréafico, es el siguiente:

f(xy)=0

Se quiere encontrar la tangente a la curva en el punto (x, y) de la funcion f(x,y)=0. El trabajo
de Fermat consiste en enconfrar la subtangente a en el punto (x, y} de la curva (la subtangente es

la longitud del segmento de recta comprendido entre la interseccién de la tangente coneleje X vy
la abscisa del punto (x, y}).Para ello toma un punto cercano al punto de tangencia.

Por triangulos semejantes tenemos que,

ordenada punio cercano

Yo
a ate
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Io que nos lleva a,

ordenada punto cercano= y[l +£)
a

, e
por lo que las coordenadas de un punto cercano al punto de tangencia son f:x +e, y[l + —J]
a

Este punto es tentativamente tratado como si perteneciera a la curva, obteniendo

f[x+e, y[1+§]]=o

A continuacion divide entre e. En seguida, Fermat supone e= 0. La ecuacion resultante nos da e
valor de la subtangente.

Utilizando los procesos actuales, podemos afirmar que el proceso de Fermat equivaie a obtener la

derivada de la funcién f [x-f— e, y(l + EH =0, con respecto a e. Tenemos la funcion compuesta
a

R—->R* LR

|-

e

2
S~ S

e—> [x + e, y(l +

Obteniendo |a derivada con respecto a e:
& . d 3
@& & &

io que nos lleva a

Donde a es la longitud de la subtangente. De aqui, al conocer ahora dos puntos sobre la tangente,
el metodo de Fermat nos permite conocer la tangente.

Este proceso es similar al método de diferenciales utilizado en Calculo. El mayor problema estriba

en el concepto de limite. De hecho Fermat ni siquiera utiliza el término fimite, y en su lugar utiliza la
expresion “es parecido a”.

Ejemplo. Fermat aplicd su método a la curva llamada “folio de Descartes™:

x’+y® =nxy

14



AN,

Sustituyendo las coordenadas de un punto cercano tenemos,

(x+e)’ +y3(l+§-)3 —ny(x+e)(1+§)=0

3 3 3 3 k}
Ot + 2y v Brr -y P14 25 =0
a a a a a

Dividimos entre e. A continuacion se iguala e a cero, asi enconframos que,

3y® —nxy
3x? —ny

Donde a es la subtangente. De esta forma, al conocer la posicion de la subtangente, Fermat puede
conocer la tangente.

Ei método de Fermat para encontrar maximos y minimos puede apreciarse y resumirse en el
siguiente problema.

Dado un segmento de recta B se desea encontrar un segmento A (donde A es una porcién de
B)tal que los dos segmentos A y B~ 4 asi encontrados formen un rectangulo de area maxima.

Sea B el segmento dadoy A una porcidn del mismo:

/ A )
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Por tanto, el area es A(B— A) = AB - 4*

Al reemplazara A por A+ &, donde & es un pequefio incremento, el area es (A+e)(B-A-¢).
Enseguida se igualan ambas &reas (la original y Ia Ultima con el incremento en A),

AB~A* = AB— A* —2d4e+Be—-¢?

Lo que implica, B=2A4+¢

Después toma £=0 y obtiene 4= g .es decir, el rectangulo de mayor 4rea es un cuadrado.

En general, Fermat resume asi su método: “ Si 4 es la variable independiente y se incrementa a
A+ e entonces, cuando £ se vuelve indefinidamente pequefio y la funcién pasa por un maximo o
un minimo, los dos valores de la funcion seran iguales. La ecuacién se divide entre & y éste se

anula, resultando asi el valor de 4 que permite determinar el valor maximo (en este caso) de la
funcion”,

Lo que reaimente afirma Fermat es que cuando existe un maximo (actualmente agregamos la
condicién de que la funcion sea derivable ), la derivada de la funcion es cero. Podemos probar este
resultado.

Teorema: Sea f una funcidn definida sobre (a,b). Si en x f alcanza un maximo (o
un minimo} en (a,b),y f esderivable en x, entonces f'(x)=0.

Demostracion

Consideremos el caso en que f tiene un maximo en x. (La idea del razonamiento es sencilla; las
secantes trazadas por puntos a la izquierda de (x, f(x)) tienen pendientes mayores o iguales que

cero, y las secantes trazadas a la derecha de (x, f (x)) tienen pendientes menores o iguales que
cero). Analiticamente:

Si h es un nimero cualquiera (que corresponde a la & de Fermat) tal que x + h estaen (a,b),
entonces
f(x}2 f(x+h), puesto que 1 tiene un maximo sobre (a,b)en x.

Esto significa que
fx+h)-f(x)<0

Asi pues, si A >0 tenemos
f(erl’llz“f(x)SO

y en consecuencia

lim f(x+h)-f(x)so

h—0* h
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Por otra parte, si 4 <0 tenemos

fGH-S@)
P
de modo que

h.mf(x+h)—f(x)20

h—0" h

Por hipotesis, f es derivable en x, de modo que estos dos limites deben ser iguales entre si e
iguales a f'(x). Esto significa que f'(x)<0y f'(x)20,
de lo cual se sigue que f'(x)=0, Q.E.D.

La demostracion es analoga en el caso de que f tenga un minimo.

Fermat no vio la necesidad de justificar en su método la introduccién de &= 0, dividir entre este
mismo valor y después hacer que ¢ = 0. Es decir, ain no se fundamentaba el concepto de limite.

4.1SAAC BARROW (1630 - 1677).

Realizd estudios en Charterhouse, Felsted y en el Trinity College de Cambridge. Ingresé a los
catorce afos al Trinity College, terminando sus estudios en 1648. Después por razones religiosas,
dejo Cambridge y por tres afios visitd Paris, Florencia, Esmirna, Constantinopla y Venecia; volvio a
Inglaterra pasando por Alemania y los Paises Bajos. Aprovech6 sus viajes para perfeccionarse y
para establecer contactos con matematicos de Francia e ltalia.

Recibié las ordenes religiosas a su vuelta a Inglaterra, ocupd inmediatamente un puesto de
profesor de griego en la Universidad de Cambridge. En 1662 acepté un puesto de profesor de
Geometria en el Colegio Gresham de Londres. Fue de los primeros elegidos como Fellow por la
Royal Society después de su constitucion.

En 1663 se convirtio en el primer profesor lucasiano de matematicas en Cambridge, sucediendo a
Henry Lucas (1610-1663), fundador de la catedra que lleva su nombre. Barrow dejo su puesto de
profesor a Newton en 1669. El mismo afio fue nombrado capellan de Carlos Il y en 1672, profesor
del Trinity College.

Muy competente en arabe y griego, Barrow tradujo ciertas obras de Euclides y mejord las
traducciones de textos de Euclides, Apolonio, Arquimedes y Teodosio. Su admiracién por los
estudios clasicos le llevd probablemente a adoptar un punto de vista conservador en matematicas,
rechazando el formalismo en algebra; pensaba que el algebra debia formar parte de la l6gica mas
que de las matematicas.
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Publicé en 1669 sus Lectiones Opticae y en 1670 aparecieron sus célebres Lectiones Geometricae,
Que comprenden trece lecciones. A pesar de una presentaciéon enteramente geométrica que hacia
dificil fa lectura de sus lecciones de geometria, Barrow hizo un esfuerzo sistematico para incluir en
Su obra todo el campo de los procedimientos infinitesimales conocidos por él, asi como un método
algebraico para la determinacion de las tangentes, al parecer, por sugerencia de Newton.

Los trabajos de Barrow, considerados como algunos de los trabajos cuiminantes de las
investigaciones geométricas del siglo XV, representan la exposicidn mas sistematica y detallada
de las propiedades de las curvas tales como las tangentes, arcos ,areas, etcétera, lo que en manos
de Newton y Leibniz, conducira rapidamente a la invencion del Calculo Diferencial e Integral. De
todos los matematicos que se aproximaron a los distintos aspectos del Célculo Diferencial e
Integral, Barrow es el que estuvo mas cerca.

Hizo un esfuerzo notable para relacionar los diferentes resultados conocidos en un bosquejo
esencialmente geométrico, y fue quizas esta fidelidad a los métodos geométricos lo que le impidid
desempefiar un papel mas importante como habia deseado.

Las razones que llevaron a Barrow a abandonar su catedra de Cambridge para dejarsela a Newton
son numerosas y diversas. Se sabe sin ninguna duda que, después de la aparicidon de sus
lecciones de geometria se consagré a la teologia, dejando a su eminente sucesor la tarea de
realizar su sintesis inacabada.

Isaac Barrow fue uno de los pioneros en descubrir métodos para encontrar tangentes a curvas.
Recordemos que Barrow fue profesor de Newton y que sus ideas influyeron enormemente en los
inicios de las investigaciones de este Gltimo.

El metodo utilizado por Barrow para encontrar tangentes es simitar al seguido por Fermat.

Barrow pretende encontrar la tangente de una curva en el punto P.

Sea PT latangente a la curva en el punto P y T el punto de interseccion de la tangenie con el eje
X . Sea M la coordenada x del punto P. E!segmento TM se conoce como subtangente.

La curva se presenta en la siguiente figura.
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Sea PT la tangente que se quiere encontrar o definir. Sea 0 un punto cercano a P en la curva.

Los triangulos PTM y PQR son muy similares y Barrow sostiene que cuando el triangule  POR
llega a ser indefinidamente pequefio, se tiene que,

RP MP

OR~ TM
Llamemos QR=e y RP=a. Si las coordenadas de P son(x,y), entonces las de
son(x—e,y—a). Sustituyendo estos valores en la ecuacién de la curva y despreciando los

. . . . . e
términos que incluyen potencias mayores a unode a y e, encontraremos la razén — .

a
Tenemos enfonces que,

_ _ @)_ (E)
OT=0M-TM = OM MP(RP =X

Determinandose asi la recta tangente, ya que al conocer la subtangente se conocen dos puntos
sobre la recta tangente. Cabe notar que el signo de la subtangente es importante ya que estamos
calculando distancias. Su método no funciona cuando la derivada es cero ya que, en este caso, la

tangente es una recta horizontal y no toca al eje X', por ello no es un método general pero es una
idea muy cercana al concepto de derivada, ademas el trabajo de Barrow propicid las
investigaciones que Newton hizo mas tarde.

Para ilustrar su método apliquémoslo a la curva x* + y* = ¢’

Sustituyendo los valores de las coordenadas del punto O tenemos:
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(x-e)’ +(y-a)’ =r

x’-3x’e+3xe’ -’ +y’ -3y*a+3ya’ —at =1’
Descartando los términos que contienen potencias de a y e, mayores que 1 ademas de utilizar el
hecho de que x* + y* =r’ tenemos
3x’e+3yla=0
de donde

o . e dy
La notacion para la inversa de la razén — es por supuesto nuestra moderna Zx_ Observemos
a

que realmente lo que hace falta en el método de Barrow es la teoria de limites, sobre todo en la
primera parte donde afirma que los triAngulos PTM y PQR son “casi” proporcionales. También

notamos la falta del concepto de limite cuando elimina los términos que contienen potencias de a y
e superiores a uno.

Sin embargo, su trabajo tuvo una enorme influencia en las investigaciones que mas tarde realizaria
Newton, quien tuvo acceso a estos trabajos desde su época de estudiante en la Universidad de
Cambridge donde Barrow fue su tutor.
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CAPITULO 3

EL PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO.
CUADRATURAS.

En el capitulo anterior revisamos los primeros trabajos referentes a encontrar la tangente a la
gréfica de una funcién, problema que mas tarde culminaria con el descubrimiento del concepto de
derivada. Ahora analizaremos los primeros trabajos que originaron la idea de integral y que unidos
a las investigaciones ya tratadas en el capitulo anterior, forman los cimientos de lo que hoy
conocemos como Calculo Diferencial e Integral.

Observaremos que los primeros trabajos datan de la época de los griegos, y se formalizan sdlo
como métodos generales hasta la aparicion de los trabajos de Newton y Leibniz. Ademas, veremos
c6mo la idea de maximo y minimo comienza a gestarse como un problema de interés general. Al
mismo tiempo y de gran importancia, cabe mencionar que ya se aprecia la relacion inversa que
existe entre derivada e integral, lo que redituaria en el Teorema Fundamental del Célculo.

1. ARQUIMEDES DE SIRACUSA (287 a.C - 212 a. C)

La posicion de Arquimedes como el mas creativo y original matemético de la antigiedad nunca se
ha cuestionado, en lugar de eso, es considerado junto a Newton y Gauss como uno de los genios
matematicos supremos de todos fos tiempos.

Nacié en el afio 287 a. C. en Siracusa en Sicilia, hijo de Phideas, el astronomo. Estudié algunos
afios en Alejandria, después regresé a su patria a pasar el resto de sus dias.

Sabemos poco de su vida, pero sabemos mucho mas acerca de su muerte en el afio 212 a.C. La
ciudad griega de Siracusa tomo el lado equivocado durante la sequnda guerra punica; fue sitiada
por la armada romana bajo las ordenes de Marcelo. Eventuaimente, la ciudad fue capturada y
Arquimedes asesinado.

Ei biografo historico Plutarco narra que Arquimedes fue asesinado cuando intentaba resolver un
problema geométrico en el suelo y un soldado romano le pidid que le siguiera a ver a Marcelo;
Arquimedes se negd ya que se encontraba trabajando en una demostracion, tras lo cual et soldado
sach su espada y le maté. La muerte de Arquimedes afligié a Marcelo.

Plutarco da varios ejemplos acerca de la vida de Arquimedes. Una de las historias mas conocidas
es cuando Arquimedes descubrié la iey de los fluidos en un instante de intuicion mientras tomaba

un bafo, corrid por las calles de Siracusa completamente desnudo gritando “Eureka, eureka” (lo
encontré).

Arquimedes se interes6 por la astronomia, la hidraulica, la mecéanica y la ingenieria en general.
Fue muy conocido en Siracusa debido a sus conocimientos préacticos. Invento la polea compuesta y
el tomillo de sin fin . Comprendié |la importancia del apalancamiento; Arquimedes dijo; Dénme
donde apoyarme y moveré la Tierra.

Durante la guerra, Arquimedes mostrd su ingenio. Plutarco nos da un vivido relato:

El pueblo de Siracusa estaba provisto de fuerzas superiores debido a los inventos de Arquimedes.
Todas las demas armas se descartaron y con esas herramientas de defensa la ciudad resistié el
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ataque y se defendio. Al final los romanos fueron reducidos considerablemente. La alarma se
apodero de ellos y bastaba con que una pieza de cuerda o de madera apareciera sobre el muro
Para que los romanos gritaran: jmiren, Arquimedes esta lanzando otra de sus maquinas contra
hosotros!, y con ello echaran a correr. Cuando Marcelo vio esto, abandond el intento de capturar la
ciudad por asalto, y decidié sitiar la ciudad.

Arquimedes toma parte dentro de la tradicidén filoséfica griega, sosteniendo la primacia del
pensamiento abstracto. Sus tratados son Unicos en elegancia, lucidez y contenido mateméatico. En
uno de sus prefacios se refiere a su habito de enviar alguno de sus resultados a sus amigos de
Alejandria pero sin demostracién, ya que ellos debian hacerle el favor de encontrarla por si
mismos. Sabia sin embargo, que algunos de sus resultados eran usados sin demostracién. En el
ultimo comunicado, les dice que ha incluido dos teoremas falsos y que aquél que diga que los ha
descubierto todos, pero que no realice las demostraciones de los mismos, debe ser refutado ya que
pretende descubrir lo imposible.

Cuadratura de un segmento parabélico.

Arquimedes es, basicamente, el que primero integra “numéricamente” para aproximar el area bajo
una curva y lo hace de la siguiente manera:

Considera un arco de la pargbola y=x* en el intervalo (0,1), e inscribe un tridngulo POQ' de area
a (maxima) en el segmento parabdlico. En los segmentos generados por el contacto de los
vértices del tridngulo con la curva, PQR , PQ'R', construye nuevamente triangulos de area maxima.
Continda indefinidamente con este proceso.

y=x

N
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Después calcula el area total de estos triangulos. Arquimedes considera que el area de los

tridngulos obtenidos en un paso es % del area de los triangulos obtenidos en el paso anterior.

Podemos mostrar que esta afirmacién es cierta, usando las herramientas que actualmente
conocemos de la siguiente manera. Tomemos el segmento de parabola que va de P(0,0) a O(L1).

i 1
El &rea de del triangulo formado por los puntos (0,1), P y Q tiene areaiguala —.

1 faan

W

Queremos encontrar el tridngulo de area mayor inscrito en el espacio comprendido entre la
parabola y el lado PQ del triangulo. Es decir, queremos encontrar el valor maximo de la funcién

1
area A(x)= Eb'a(x) , donde la base b= PQ vy la altura del tridngulo varia de acuerdo a la abscisa

que se tome, de tal forma a(x) =d(S,T). Yaque P(0,0) y Q(1,1) pertenecen a la parabola, el lado

PQ del triangulo tiene por ecuacion y =x y la ecuacion de la parabola es y=x?. La altura del
triangulo por construir estara dada por el segmento de recta perpendicular al lado PQ que interseca
a la parabola en el punto (x,x?). La recta perpendicular a! lado PQ), tiene pendiente ~1 y pasa .

por el punto (x,x?). De tal forma, la recta buscada tiene por ecuacion;

Y=—(X-x)+x? e interseca a:
Y=X

Resoiviendo el sistema se obtiene

x(x+1)
2

X =

Por tanto el punto S tiene coordenadas S[x(x;- 1) , x(x2+ 1)].

Vamos a encontrar el maximo de la funcién distancia, para ello tomamos el cuadrado de la
distanciaentre S y T
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Simplificando se tiene que,
X
ax)=—7=(x-1
(x) ﬁ( )
Yy, asli,
@) =T ==
- V2

1
Si a'(x)=0, entonces x = -2—

De tal forma que la altura es a(%) = L; por tanto el area es:

42
N 1~ 1 1

1
A(—j =—+/2 . —==—-—, por lo que se cumple la afirmacion de Arquimedes para la construccién
2) =3 V2 g =7 g porioave secump auimedes p

de los primeros tridngulos. Puede demostrarse por induccidon que esta igualdad se cumple para la
construccion de los triangulos en los pasos siguientes.

De tal forma tenemos:
oo (D oo () ol
A, =a+—a+{—=| a+|—=| a+.. .+ ]| a
4 4 4 4
Arquimedes observa que,

(&) 56 56
—| +=|=| la==|—=| a
4 3.4 3.4
Después caicula,
jo+(1) o+ (@) e ) erd o oo o od)
a+—a+|—| a+|—| atH —}| at+t-|—-a+|—=]| a+|—| a+. . H—=| a| (*)
4 4 4 4 314 4 4 4
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11 Yy N
=a+—a+-|—a+|—| a+|=| a+..H -] a (")
3 3|4 4 4 4
Igualando a (**) con (*), tenemos que:

1 1Y 1Y 1Y 11} 4
at+—a+|—|a+|=|a+...+{=|la+=—|—| a=—a (1)
4 4 4 4 3 (4 3

v

T K

4
Donde T es el area de los triangulos inscritos en el segmento parabdlicoy K = ga .

. - 4 . . s
Teorema: El area de un segmento parabdlico es 4, = Ea donde a es el area del primer triangulo
inscrito.
Demostracion.

Arquimedes realiza la prueba mediante una doble reduccién al absurdo.
Sea B el 4rea del segmento parabdlicoy T la suma de las areas de los tridngulos inscritos.

Caso 1. K<B

Si K < B los tridngulos pueden ser inscritos tomando » suficientemente grande, de tal forma que

B-T<B-K, pues T puede crecer tanto como se quiera, dependiendo del nimero de
iteraciones que se realicen para construir los triangulos inscritos.

Lo que implica T > K Por (1), y asi, tenemos una contradiccién, yaque K >T.

Caso 2. K>B

» 4
s -

Si K > B, para una n determinada y suficientemente grande (&) a<K-B

Sabemos de (1) que K—T=l(l) a<(l) a.
3\4 4

Lo que implicaque K -T <K - B, Yy, portanto, B <T logue es una contradiccion.
Por tricotomia

K=B
lqqd.
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2. JOHANNES KEPLER (1571 — 1630).

Estamos investigando cémo se concibié la idea de integral a través del concepto de suma de areas.
Continuando con el método de aproximacion por figuras geométricas, utilizado por Arquimedes
éncontramos también los trabajos de Kepler quien determind el area de figuras circulares.
Considero a ta circunferencia formada por una infinidad de triangulos infinitamente delgados. La
altura de la infinidad de triangulos infinitesimales es igual al radio.

Si lamamos b,,b,,...,b,,... a la infinidad de bases infinitesimales a lo largo de la circunferencia,
entonces el area del circulo {(esto es, la suma de las areas de los triangulos infinitesimales) sera:

1 1 1 1
Eblf+Ebz?‘+---+“£b,,f+~--='2""(51+---+b,.+---)
Pero como la suma de las bases infinitesimales de los triangulos es igua!l a la circunferencia C,

) 1 . -
tenemos que el area del circulo es 5 del radio multiplicado por la circunferencia,

1
Azarc

.. 22
Kepler utiliza una aproximacién para el valor de n: —

Cabe hacer notar que Kepler encuentra una buena aproximacion del valor real de .

No vio la diferencia entre dos figuras, por esto una recta y un area infinitesimal eran lo mismo; en
muchos problemas tomé el area como la suma de rectas.

El tercer problema (maximos y minimos), también fue tratado por Kepler. Observd que al inscribir
paralelepipedos en una esfera, el de mayor volumen era el cubo. Ademas, a medida gque se
aproximaba al maximo, e! crecimiento de las dimensiones (largo, ancho y alto) del paralelepipedo
era mas pequefio. No se aprecia ninglin tipo de procedimiento, de hecho lo que Kepler hace aqui
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€s variar las dimensiones e ir calculando volimenes. Sin embargo, Ia importancia de su trabajo
radica en que se aprecia el concepto de valor maximo.

3. GALILEO GALILEL (1564 — 1642)

Galileo coincidia con varias ideas de Descartes. Entre ellas, la afirmacion de que todo fenémeno de
la naturaleza podia expresarse mediante una ecuacién matematica. Ademas los dos apoyaron la
teoria atémica de la formacién de los cuerpos.

Pero fue Galileo quien formulé los mas radicales, efectivos y concretos procedimientos de la ciencia
moderna y quien, a base de su propio trabajo, demostré su efectividad.

Galileo opinaba que muchos de los principios basicos son obtenidos mediante la experimentacién.
Incluso los resultados obtenidos deben probarse experimentalmente.

Mediante experimentos observé que los cuerpos caian con la misma aceleracién en el vacio. Este
hecho fue el principio de sus investigaciones.

A diferencia de los cientificos medievales que buscaban el porqué de la pérdida o adquisicion de
las cualidades de los cuerpos, Galileo se propuso encontrar axiomas cuantitativos. Este punto es
muy importante ya que ileva a la busqueda y formulacién de expresiones matematicas, es decir, es
el principio fundamental para expresar un fendmeno natural con bases matematicas.

Por ejemplo, los griegos decian que una pelota caja porque tiene peso y que cada cuerpo busca
su lugar natural, el cual es el centro de la Tierra. Estas son propiedades cualitativas.

Por otro lado, Galileo dice v=9.6¢; esta es una apreciacién cuantitativa. Pero el uso de esta
fébrmula no explica porqué el cuerpo cae; nos dice solamente cdémo cambia la velocidad en el
tiempo. En otras palabras, las formulas no explican, sdlo describen.

Galileo, es el fundador de la metodologia de la ciencia moderna. Introduce el concepto de variable
y coloca los cimientos del concepto de funcidn. Sus trabajos influyeron enormemente en las
acciones de Newton.

Galileo tenia el mismo concepto que Kepler acerca de area. Para Galileo el 4rea bajo la curva
tiempo - velocidad es la distancia. Supongamos que un cuerpo se mueve con una velocidad
variable v =9.6¢ , representada por una linea recta: :
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L
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l
D
A
D
0 A' A
TIEMPO

Entonces la distancia cubierta en el tempo OA es el area AOB. Galileo llega a esta conclusion
tomando a A'B’ como la velocidad tipica en un instante y también como la distancia infinitesimal
cubierta (la que obtendriamos al multiplicar fa velocidad por un infinitésimo de tiempo).

De aqui concluye que el area AOB la cual estd formada por segmentos de recta del tipo AB'

debe ser la distancia total. Si 4B es 9.6r y OA4 es ¢t entonces el &rea OAB es 4.8t%.

El razonamiento no es muy claro, pues se trabaja con un infinito nimero de unidades indivisibles
como A'B.

El trabajo de Galileo nos permite observar la idea que lievaria a descubrir el Teorema Fundamental
del Calculo, consideremos o siguiente:
. d . . .
Si v=—, entonces d =v-¢t. Ademas sabemos que d'(¢t)=v. Estas consideraciones se basan en
t

el calculo de la velocidad promedio. Si queremos encontrar la velocidad instantanea, o distancia
instantanea, comenzamos aproximandola por la velocidad promedio, de la siguiente forma:

oo 00— o<

4

t t

Tiempo
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\
|

<&

Tiempo

Tomamos fa velocidad en el intervalo de ¢, a ¢,

4:17,I - d'o =v,(t, —t,)
Obteniendo asi la distancia recorrida en ese intervalo
d=V,(t —t,)

La distancia total la obtenemos en forma semejante, considerando la suma de las distancias
recorridas en cada intervalo (¢, —¢,_),

n

dl =3 (), ~ 1) = ]’V(r)dz

i=]
que es la distancia recorrida de ¢, a ¢, .

Vemos que esta idea se encuentra en el procedimiento de Galileo al obtener la distancia a partir de
la velocidad. Este es uno de los primeros trabajos en los que se aprecia la relacién inversa entre

derivada e integral, relacién que culminaria, como ya se menciond, en el Teorema Fundamental del
Calculo.

4. BONAVENTURA CAVALIERI (1598 - 1647).

Nacié en Milan en 1598. Fue discipulo de Galileo a la edad de 15 afios. Mas tarde fue profesor de
matematicas en la Universidad de Bolonia de 1629 hasta su muerte en 1647.
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Fue uno de los matematicos mas influyentes de su tiempo v escribid numerosos trabajos sobre

matematicas, optica y astronomia. Sus ideas fueron influidas por las del propio Galileo y las de
Kepler.

Su mas grande contribucion a las matematicas es el tratado “Geometria indivisibilibus”, publicada
en 1635, donde encontramos un ancestro del calculo “el método de los indivisibles”. El tratado de
Cavalieri es verbal y no claramente escrito y es dificil saber que entiende por “indivisible”.

Podemos ver que para un ptano, un indivisible es un segmento de recta o cuerda y para un soélido
€S una seccion plana del mismo. Considera que un plano esta formado por un conjunto infinito de
cuerdas paralelas y que un sodlido, a su vez, estd formado por un conjunto infinito de secciones
planas paralelas.

Cavalieri afirma que si rebanamos cada miembro del conjunto de cuerdas paralelas de una figura
plana dada, a lo largo de su propio eje, de forma tal que los puntos finales de las cuerdas formen
un contorno continuo, entonces el area de la nueva figura plana asi formada, es la misma que la de
la figura plana original, ya que las dos piezas estan formadas por las mismas cuerdas.

El rebanar en forma similar los elementos de un conjunto de secciones planas paralelas de un
solido dado nos llevara a obtener otro sélido con el mismo volumen de! sélido original. Estos
resultados se generalizan en los llamados principios de Cavalieri:

1. Sidos figuras planas se encuenfran entre un par de rectas paralelas y si la longitud de los dos
segmentos cortados por ellas en cualquier recta paralela a las rectas que las incluyen estan

siempre en una razéon dada, entonces las areas de las 2 figuras planas estan también en la
misma razén

2. Si dos sélidos estan incluidos entre dos planos paralelos y las areas de las dos secciones
cortadas por ellos en cualquier plano paralelo a los planos que los incluyen, estan siempre en
una razon dada, entonces tos volimenes de los solidos estan también en esa razon.

Su método constituyd una nueva herramienta para calcular areas y volimenes.

llustremos su método como sigue:

La idea fundamental se basa, como ya se dijo, en gue un plano F esta constituido por un conjunto
de rectas, denotado como &, (¢).
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Supongamos que el rectangulo F de base a y altura b, esta dividido, por su diagonal, en dos
triangulos: el tridnguio T y el triangulo §.

Cada linea BM en el triangulo T corresponde a otra igual HE en el tridngulo S, entonces si
representamos al conjunto se segmentos que forman una figura con &, (£), tenemaos que,

& (€) = &(£)

Por otro lado, cada recta BA esta constituida por un segmento del triangulo § y otro segmento del
trianguio T .

8:-(8) = g.(0) + &:(¢)
= 4.(£) = 26.(¢)

Lo que denota que la longitud de las rectas del rectangulo es el doble de la longitud de las rectas
que hay en cada triangulo.

Observando la figura, tenemos que, por triangulos semejantes, L = % de donde se tiene que cada
a

segmento de recta esta definido por y =—¢ . Cavalieri suma entonces la infinidad de segmentos de
a

recta. Con notacién moderna esto significa que:
ab=2 ‘[2 tdt
;4

De esta manera 1o que logra Cavalieri es encontrar la formula o valor de la integral definida

2
a

Jtdt ==

Observemos ahora cémo es que Cavalieri usa su método para calcular el area de una elipse a
partir del area de un circulo.
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2 2
Sean -7+—b~;—:1 con a>b>0 y x*+y’=a’ las ecuaciones de la elipse y el circulo
a
respectivamente.

Despejando a y se tiene que,

1
2

b 1
y=—(a-x)" ; y=(@a’-x)

L , b

De aqui se sigue que las ordenadas de la elipse y del circulo estan en la razdbn —. Por tanto, las
a

cuerdas verticales de la elipse y del circulo estan también en esa razon y por el primer principio de

Cavalieri, también las areas de la elipse y del circulo, por lo que se concluye que:

, b
Area elipse=—(area del circulo)
a

b
=— (m*)=mb,
a

que es un resultado correcto.

Para ilustrar cdmo aplica Cavalieri su método en el caso de un sélido, encontraremos el volumen de
una esfera de radio r.
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Tenemos un hemisferio de radio r a la izquierda y a la derecha un cilindro de radio  y altura r,
con un cono en su interior cuya base es la base superior del cilindro y cuyo vértice es el centro de
la base inferior del cilindro, de tal forma que el sélido es el cilindro con una perforacion en su centro
formada por la introduccion del cono. Los dos sélidos estan sobre un plano coman.

Cortamos ambos sélidos con un plano paralelo al plano base a la distancia # de éste. Este plano
corta al hemisferio en una seccion circular y al cilindro en una seccién en forma de anillo.

Las dos secciones tienen un area igual a z(r’ — A*) (para el cilindro hay que restar el area de la
seccion plana circular del cono de la seccion circular plana del cilindro; para obtener el area de la
seccion plana originada en el hemisferio, nos basamos en el triangulo rectangulo de altura 4 e

hipotenusa r, que se muestra en fa figura, para asi obtener el radio y calcular el area de esta
seccion plana).

Del principio de Cavalieri se sigue que los dos sélidos tienen igual volumen. De ahi gue e! volumen
V de la esfera este dado por,

V' = 2 (volumen del cilindro — volumen del cono)

w4
V= } T Nl
2(m 3) 3zzr

Otros investigadores como Fermat, Pascal y Roverbal usaron este método pero consideraron al
area como una infinidad de rectangulos mas que como una infinidad de rectas.

Precisamente, es en esta parte donde podemos apreciar la falta de precision en la idea de
Cavalieri, lo que provocd que su método fuera fuertemente criticado. Ya que si bien su idea se
basaba en rectangulos infinitesimales, sélo menciona que el area esta formada por un conjunto
“infinito” de rectas. Cierto que su idea dio pie a las investigaciones efectuadas para encontrar

areas, problema que origind el concepto de integral. Sin embargo, él construia areas a partir de
rectas.
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Como se mencioné anteriormente, varios de sus contemporaneos cambiaron esta idea, pero se
basaron en el trabajo realizado por Cavalieri. Este trabajo fue de suma importancia para el
desarrolio posterior de!l Calculo.

5. GILLES PERSONE DE ROVERBAL (1602 - 1675)

Roverbal usd esencialmente el método de los indivisibles para encontrar el area bajo un arco de la
cicloide, llamé a este método el “método de los infinitos”.

Para mostrar el trabajo que realizd Roverbal, y que su resultado es correcto, vamos a utilizar las
ecuaciones pararétricas de la cicloide.

x = a(t—sent)

y =a(l —cost)
Y
D c
0 "_.-—' "\.\\
” \\
i ~
~
~
~
~
b
N
~
N
\\
~
F AN
\\
Y
-
I \"‘-
A

Sea PM la perpendicular trazada a partir de P al radio OI. Dibujemos posiciones sucesivas de
PM . El lugar geométrico de M (conocida como curva de Roverbal o acompafiante de Ia cicloide)
divide cada uno de los rectangulos 4C y CB simétricamente. Afirmamos que la curva de
Roverbal divide al rectangulo ADCR en dos partes iguales.

Demostracion

Sean M y N dos puntos sobre la cicloide, correspondientes a ¢ y 7 —¢ respectivamente.
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P.D. que PM esta a la misma distancia hacia arriba y a la derecha de 4como QN esté hacia
abajo y a la izquierda de C. Es decir,

P.D.
Al = NK
MI=CK
Al =arcPl=at

NK = AR -(Q, +ON)
=x—(x(x—1)+asent)

=/m —[a(fr—t)—asen(fr-t)+ascnt]

=m —[7!11 —at —a(senrcost - cosasent) +asent]
=at +a(-sent) +asent

= at.
Por tanto NK = Al .
P.D.Que IM=CK

IM =a—-acost
CK =CR—-KR

KR=Q, =y(r-1)
=a—acos(x —1)

=a- a[cos 7 COst + sen rsen t]
=a — a(—cost)

=a +acost.

Por otro lado tenemos que CR = 2a, por lo que,
CK =2a—-a—acost
Por lo tanto /M =CK .

Por el principio de Cavalieri, sabemos que la curva de Roverbal divide simetricamente al rectangulo
ADCR.

Para obtener el area bajo la cicloide vamos a sumar el area bajo la curva de Roverbal al area
comprendida entre la cicloide y la curva de Roverbal.

El area bajo la curva de Roverbal es
1 1
A(acompariante) = > ADCR = 5 (2ma - 2a) = 2ma’?

Para calcular el area entre la cicloide y la curva de Roverbal probaremos que ésta area es igual a
la semicircunferencia AD,
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La semicircunferencia AD tiene por ecuaciones paramétricas

(x(8), y(6)) = (acosB,a —asentd)

P.D.que PM =2§.

AS =a-acost =P,
Como Z pertenece a la circunferencia AD,

Z, =a-asenf@=AS

lo que implica que sen& = cost y
& = ang sen(cost)

cost

1

\J 1-cos?t = sent

lo que implica que cos& =sent
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Z, =acosd =asent
ZS§ = asent = PM

2
N - m
Por lo tanto el area entre |a cicloide y su curva acompaiante es ——.

De donde el area bajo un arco de la cicloide es

2
Alcicloide) = 2m* +£§— = —2—71212.

6. JOHN WALLIS (1616 - 1703)

En Aritmética Infinitorum, Wallis aplica técnicas analiticas, basandose en el método de los
indivisibles de Cavalieri. Trabajo que mostraremos a continuacion.

Wallis se dedicod a reemplazar técnicas geométricas con conceptos algebraicos cuando esto era
posible.

Wallis se mantiene a favor de las ideas manejadas en su tiempo, sosteniendo que un plano se
forma por una infinidad de rectas.

WD -0

Toma las longitudes de las rectas sucesivas en el triangulo como 1,2,3,4,...,n .
Claramente se tiene gque,

O+1+-+n  drea del tridngulo 1

n+n+-+n  drea del rectangulo 2

Después intenta evaluar una razén similar con sumas de cuadrados.
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Sin:l,

Sin=2,

02 +12+2 5 1+ 1
22423422 1273 12
En general

0% +1* + 2% 4+ tn? 1+1
nt+nt +nt+-4n® 3 6n

. 1
Observamos que la razén tiende a 3 si n es muy grande,

1
Esto es equivalente a decir que el area (o cuadratura) bajo lacurva y=x> de x=0a x=1 es —.

Siguiendo el ejemplo anterior y tomando las potencias 3, 4 ,etcétera. Wallis encuentra las
cuadraturas para las funciones y = x™, que en notacién actual corresponde a:
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CAPITULO 4

Después de analizar los trabajos de sus predecesores, toca ahora revisar los trabajos de
Newton y Leibniz. Es importante observar la generalidad de sus procedimientos, el
desarrollo de una notacién unificada y el reconocimiento de un concepio (nico que se
encuentra atras de los problemas a resolver. Por todo ello, se les reconoce como los
descubridores del Calculo aunque, a pesar del avance logrado, no liegaron a
formalizarlo.

LOS TRABAJOS DE NEWTON Y LEIBNIZ
CON RESPECTO A LA DERIVADA

Los métodos del andlisis utilizados por los predecesores de Newton y Leibniz fueron
desarrollados con el objeto de resolver problemas bien definidos, tales como la
construccion de tangentes a curvas, la obtencion de maximos y minimos y e! célculo de
cuadraturas. Gracias a la geometria analitica de Descartes y Fermat, resultaba posible
tratar cuestiones no como problemas especificos de cada curva, sinc mediante un
método general aplicable a todas las curvas de una cierta clase. Considerando la forma
algebraica de la ecuacién de una curva se podia intentar su clasificacion. Se podia
esperar entonces que, mediante un proceso de refinamiento gradual de los algoritmos,
resultara posible combinarios con el fin de elaborar soluciones mas generales todavia.
Aungue diversos matematicos del siglo XVII habian desarrollado algoritmos eficaces,
ninguno de ellos habia conseguido proporcionar el método general que se esperaba.
Asimismo, pocos matematicos habian percibido los estrechos lazos existentes entre los
problemas estudiados porque les faltaba un método general de célculo o porque se
preocupaban demasiado en encontrar una solucién especifica para su problema.

Newton y Leibniz fueron los primeros que estudiaron los problemas del analisis
infinitesimal elaborando un método general y nuevo aplicable a muchos tipos de
problemas. La notacion algebraica y las técnicas que utilizaron les permitieron no sélo
emplear una herramienta mas eficaz que la de la geometria, sino también estudiar
diversos problemas de geometria vy fisica mediante el mismo método general.

El descubrimiento final del cllculo diferencial e integral exigid la asimilacion de los
métodos geométricos de Cavalieri y Barrow y de los métodos analiticos de Descartes,
Fermat y Wallis. Hacla falta también estar en condiciones de comprender la relacién de
reciprocidad entre el problema de las tangentes y el problema de las cuadraturas,
cualquiera que fuera la naturaleza de los problemas especificos. Ademas, habia que
traducir los problemas de variacién, tangentes, maximos y minimos y sumas a problemas
de derivacion y derivacién inversa (integracion). A continuacion observaremos lo que
debemos a Newton y a Leibniz y por lo cual ahora se les reconoce como los
descubridores del Célculo Diferencial e Integral.

En esta seccion nos referiremos Unicamente al problema directo de! Calculo: la derivada,
El problema inverso de las tangentes sera tratado en el siguiente capitulo.
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1. ISAAC NEWTON (1642 - 1727).

Nacio en 1642, en el pueblito de Woolsthorpe, en Lincolnshire, Inglaterra. Fue un nifo
prematuro y su padre murid antes de su nacimiento, a los treinta y siete afios. Newton
frecuent la escuela del lugar y desde muy pequefio manifesté un marcado interés por los
juguetes mecanicos. El reverendo William Ayscough, tio de Newton convenci6 a su madre
de que lo enviara a Cambridge en lugar de dejarlo en la granja familiar. Asi pues, en junio
de 1661, a los 18 afios era alumno del Trinity College. Esta institucion le brindd
hospitalidad, libertad y una atmésfera amistosa que le permitieron tomar contacto
verdadero con el campo de la ciencia.

Al comienzo de su estancia en Cambridge se interesé por la quimica y, probablemente
por primera vez, leyd una obra de matematicas sobre la geometria de Euclides, lo que le
desperto el deseo de continuar estudiando otras obras. En 1663 Newton leyd los trabajos
de Descartes, de Galileo y de Kepler, y en 1644 la Aritmética de Wallis que le serviria
como introduccién a sus investigaciones sobre las series infinitas, el teorema del binomio
y ciertas cuadraturas.

A partir de 1663, Newton conocié a Barrow y tuvo contacto con sus trabajos y con los de
Fermat, Huygens y otros. Desde finales de 1664 inicia su contribucidon a las matematicas,
aborda el teorema del binomio a partir de los trabajos de Wallis y el calculo de fluxiones.
Debido a una epidemia de peste bubonica, Newton pasa al lado de su familia los afios
1665-1666, este es un pericdo muy intenso de descubrimientos: descubre la ley del
inverso de los cuadrados, de la gravitacion, desarrolla el calculo de fluxiones, generaliza
el teorema del binomic y pone de manifiesto la naturaleza fisica de los colores. Debido a
fuertes criticas a sus trabajos Newton guarda silencio sobre sus descubrimientos y
reanuda sus estudios en Cambridge en 1667.

En 1669 Barrow renuncia a su catedra lucasiana de matematicas, sustituyéndole Newton,
puesto que ocupo hasta 1696. Después de las criticas a su publicacién sobre la teoria de
la luz en 1672, Newton no publica nada hasta 1687, afio en que publica sus Principia.
Hacia 1679, verifico su ley de la gravitacion y establecié la compatibilidad entre su ley y
las tres de Kepler sobre los movimientos de los planetas.

Newton descubrié los principios de su Célculo Diferencial e Integral hacia 1665-1666, y
durante el decenio siguiente elabor® al menos tres enfoques diferentes de su nuevo

analisis. Gracias al apoyo moral y econdémico de Edmund Halley, Newton publicé sus
Principia en 1687.

En este mismo afo, Newton defendié los derechos de la universidad de Cambridge contra
el impopular rey Jacobo Il, como resultado fue elegido miembro del parlamento en 1689,
momento en el que el rey es destronado y obligado a exiliarse. Durante estos afios se
dedicé al estudio de la hidrostatica y la hidrodinamica, ademas de construir telescopios.

Después de haber sido profesor durante cerca de treinta afos, Newton abandoné su
puesto para aceptar la responsabilidad de Director de la Moneda en 1696. Durante los
dltimos treinta afios de su vida, abandond practicamente sus investigaciones y se
consagréd progresivamente a los estudios religiosos. Fue elegido presidente de la Royal
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Society en 1703, y reelegido cada afio hasta su muerte. En 1705 fue hecho caballero por
la reina Ana, como recompensa por los servicios prestados a Inglaterra.

Los ditimos afos de su vida se vieron ensombrecidos por la desgraciada controversia
sobre la invencién del Calculo, con Leibniz. Controversia que terminé con la muerte de
Leibniz en 1716.

Después de una larga y atroz enfermedad, Newton murié el 20 de marzo de 1727, y fue
enterrado en la abadia de Westminster entre los grandes hombres de Inglaterra.

No se como puedo ser visto por el mundo, pero en mi opinién, me he comportado
como un nifio que juega al borde del mar, y que se divierte buscando de vez en
cuando una piedra mas pulida y una concha mas bonita de lo normal, mientras
que el gran océano de la verdad de exponia ante mi completamente desconocido.

Esta era la opinién que Newton tenia de si mismo al fin de su vida. Fue muy respetado y
recibi6 muchos honores. Heredd de sus predecesores, como él bien dice - si he visto méas
lejos que otros hombres es porque me he subido en hombros de gigantes - los ladrillos
necesarios que supo disponer para erigir la arquitectura de la dinamica y la mecanica
celeste, al tiempo que aportaba al Calculo Diferencial e Integral el impulso vital que le
faltaba.

Basicamente Newton utiliza tres métodos o procedimientos para calcular derivadas. Los
llamé método de los momentos, de las fluxiones y de la primera y Gltima razén. Cabe
mencionar que [os hemos nombrado de acuerdo al orden en que Newton los creé.

Basicamente, Newton utiliza el teorema del binomio para calcular fluxiones como
mostraremos un poco mas adelante,

Método de los momentos.

Newton escribié De Analysi a partir de conceptos elaborados entre 1665 y 16686. Sin
embargo, no fue sino hasta 1669 que se tuvieron ias primeras noticias de este trabajo que
finalmente fue publicado en 1711. En esta época, Newton estudio los trabajos de Barrow
y enuncio el teorema del binomio, mismo que le fue de gran utilidad en sus métodos
seguidos para calcular derivadas.

En 1666, Newton todavia no habla desarrollado completamente la notacién de las
fluxiones, y en 1669, cuando redacta De Analysi, reserva para una ulterior publicacién sus
fluxiones como concepto operacional a nivel algoritmico.

En este periodo, Newton aln no aclara la idea de fluxién y todavia utiliza la idea de
infinitésimos tal como lo hacen Barrow y Fermat. Un punto basico y fundamental que
podemos apreciar en el trabajo de Newton es el hecho de que muestra procedimientos
generales, es decir, que se pueden aplicar a diversas funciones, a diferencia de los
procedimientos utilizados por sus aniecesores que se aphcaban Unicamente a una
funcién particular.
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llustremos el enfoque que Newton utilizé para la determinacién del cambio instantaneo de
una variable con respecto a otra.

En su primer trabajo, Newton parte de la cuadratura de una funcién f (o sea la primitiva
F de una funcién f) y usando el concepto de momento de area recupera la funcion f.

Consideremos una curva cuya area se expresa como.
A=ax™. (1)
Donde m es un racional. Newton denota con o a un intervalo de tiempo muy pequefio v

con el momento de x representa a un incremento infinitesimal de x. Aqui oes
equivalente a la E de Fermat. De la misma manera, oy se llamara el momento de Yy

A + oy el crecimiento del area cuando x varia o . Por tanto,
A+oy=a(x+0)".
Desarrollemos esta expresidn aplicando el teorema del binomio:
A+oy=a[x" + mx" "o+ 40" ], 2
Restemos el area (1) del area (2) con lo que se tiene,
| oy=a[mx'""o+...+o"’],

dividamos entre el incremento o y eliminemos los términos que alin contienen a o con lo
que se obtiene,

yzmaxm—!

De este modo, el cambio del 4rea para todo valor de x es el valor de y para este valor

de x. Observemos que el proceso anterior, corresponde al que se emplea hoy en dia
para obtener la derivada de una funcién pero sin justificar el paso al limite. De hecho,

apreciamos el método de los cuatro pasos que suele ensefarse en el bachillerato, como
un método de introduccion a los estudiantes de Célculo.

Método de las fluxiones.

Basicamente, Newton utiliza el teorema del binomio para calcular fluxiones.
Por fluxion, Newton entiende una cantidad que no esta fija, que cambia de instante a
instante, es decir, que fluye.

Cuando Newton considera que no parte de una cuadratura sino de una funcién arbitraria,
que es funcion del tiempo, entonces utiliza basicamente el método de las fluxiones para
calcular la derivada de la funcién a lo que le llama la fluxién de la funcién. En este caso,
Newton esta derivando con respecto al tiempo, empleando la regla de la cadena.

42



Ademds, en este caso cambia la notacidn de la manera que se ilustra a continuacion con
un ejemplo.

Para determinar la fluxibn de y=x" sustituye a x y y por x+xo,y+yo
respectivamente, donde considera a o como un pequefio intervalo de tiempo y, asi,

xo0,yo seranlos momentosde x y y, respectivamente. De esta manera,

y+yo=(x+x0)",
por lo que,

ytyo=x" 4 (o) + 70D 2 iy Loy

Ahora, cancela términos que no contienen a o y divide entre o,

n(n+1) )

y =" (x) + () 0+.. +(x)" 0"

Como supuso que o era infinitamente pequefo, elimina los términos que contienen a o
para obtener, finalmente,

y = nx"(x).

Este proceso fue duramente criticado por Berkeley, como mas adelante se vera.

Método de Ia ltima razon de los cambios.

Otro procedimiento seguido por Newton, es el de la dftima razén. En seguida se muestra
un ejemplo de este procedimiento.

Para determinar la fluxién de x", reemplaza a x por x+ o, enlugarde x+xo0, como lo
hizo en el método de las fiuxiones.

Luego desarrolla (x+o0)" utilizando el teorema del binomio, después sustrae x". El

resultado es el cambio en x" correspondiente al cambio oen x después de despreciar
los términos que contienen a o, y forma la razén de cambio en x con respecto al cambio
en x":

Ei cambio en x" El cambioen x

{x+0)" —x" (x+0)~x

43



Por tanto la razon de cambio es:

(x+0)-x
(x+0)" -x"

o

o(nx"" +--+0"")

A esta Ultima razén Newton la llama /a dlfima razén de los cambios. El inverso de este
resultado es lo que hoy conocemos como la derivada de la funcién f(x)=x". Newton
llama a este método la Gltima razon de los cambios porque a medida que o se hace mas
y mas pequefio, la sucesion de cocientes formados por el cambio en x" entre el cambio

en x, se aproxima cada vez mas a

—. De tal forma que este Ultimo cociente es para
nx

Newton, la dltima razén de los cambios.

2. GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 - 1716)

Gottfried Wilheim Leibniz nacid en Leipzig, ingresé a los 15 afios a la universidad y a los
17 se gradud. Estudi6 teologia, leyes, filosofia y matematicas en la universidad y algunas
veces se le recuerda como €l Ultimo sabio que tuvo un conocimiento universal. Cuando
tenia 20 afios de edad estaba preparado para recibir el grado de doctor en leyes, pero le
fue denegado debido a su juventud.

Dej6 Leipzig y obtuvo su doctorado en Altdorf en Nuremberg, donde se le ofrecid un
profesorado en leyes, el cual declind. Leibniz ingresé al servicio diplomatico, primero por
el electorado de Mainz, después por el de la familia de Brunswick y finalmente por el de
los Hanoverianos, a quienes sirvié durante 40 aiios.

En 1672 fue a Paris. Ahi conocid a Huygens, quien le sugirid que deberia dedicarse a las
matematicas y leer los tratados de Pascal de 1658-1659. En 1673 una mision politica lo
llevd a Londres, donde comprd una copia de Lectiones Geometricae de Barrow, conocio
a Oldenburg y a Collins, y llegd a ser miembro de la Royal Society. De estos sucesos se
diria después, en cuanto a las controversias por la prioridad del descubrimiento del
célculo, que Leibniz quizas tuvo acceso a los manuscritos de De Analysi de Newton. Sin

embargo esto es dudoso, ya que, en esta época Leibniz no estaba preparado en
geometria ni en analisis.
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En 1676, Leibniz visita nuevamente Londres, llevando consigo su maquina calculadora;
fue durante estas dos visitas a Londres que el Céalculo Diferencial habia tomado forma. En
el caso de Newton, las series infinitas desempefaron un papel importante en sus
primeros trabajos.

El triangulo arménico.

Huygens alentd a Leibniz para que investigara el problema de encontrar ia suma del

reciproco de los nimeros triangulares, esto es, nimeros de la forma neD Leibniz
n(n

descompuso el término en dos fraccicnes, de la siguiente forma:

)
a(n+1) \n n+l)’
de donde es obvio que al desarrollar algunos términos,

22(1—;)=2(1—%+-;——1+-._,—L]

=R 3 n+l

1 1
la suma de los primeros n términos es 2(1— —:1-) , por lo que la suma de la serie infinita
n

es 2.

Con el éxito de este trabajo, Leibniz concluyd que podia encontrar la suma de casi
cuaiquier serie infinita.

A Leibniz le fascinb la analogia del triangulo arménico con el triangulo aritmético de
Pascal,

Triangulo Aritmético Triangulo Arménico
11 1 1 1 11 1 3 3 + 1+ 3%
1 2 3 4 5 6 i1 5 = =

1 3 6 10 15 T 5 5 =

1 4 10 20 5 &

1 5 15 1 %

1 6 e

1
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El triangulo aritmético se forma colocando unos en el primer rengldn y en la primera
columna; a partir de ellos los demas elementos son el resultado de sumar todos los
elementos en el renglén precedente y que se encuentran a la izquierda de él (por ejemplo
el 6 del tercer renglén resulta de sumar 1+ 2+ 3 del rengléon anterior). Por otro lado,
para formar el triangulo arménico se coloca en e! primer renglén los inversos de los
nimeros naturales; a partir de ellos cada elemento es el resultado de ia diferencia de los

. . ., 1 1 1
términos exactamente arriba de él y a la derecha ( en el tercer renglén, — =——-—, los

12 6 12°

- - . 1
titimos términos se encuentran en el sequndo renglén por arriba de 1—).

Asi vemos, que en el tridangulo aritmético cada elemento (que no esté en la primera
columna) es la diferencia de los dos términos directamente abajo y a la izquierda; en el
triangulo armonico cada término (que no esté en el primer renglén) es la diferencia de los
dos términos que se encuentran directamente arriba y a la derecha. Mas adn, en el
triangulo aritmético cada elemento (que no esté en el primer renglén o columna) es la
suma de todos los términos que se encuentran en la linea arriba y a la izquierda de el,
mientras que en el triangulo armoénico, cada elemento es la suma de todos los términos
que se encuentran en el renglén debajo y a la derecha de él. Ya que el numero de
términos en el tridngulo arménico es infinito, Leibniz adquiri® mucha practica sumando
series infinitas. La serie en el primer renglén es la serie armdnica, que diverge; para todos
los demas renglones las series convergen.

Los numeros que aparecen en el segundo renglén de! triangulo armoénico son fa mitad de
los reciprocos de los nimeros triangulares y Newton sabia que la suma de estos niGmeros
es 1. Los numeros en el tercer rengién son la tercera parte de los reciprocos de los
nOmeros piramidales,

1 i-2.3
3 n(n+1)(n+2)

y el trianguio armédnico indica que la suma de esta serie es E; los numeros en el cuarto

renglén son un cuarto del reciproco de los numeros figurados correspondientes a la
cuarta dimension,

1 1-2-3-4
4 n(n+D(n+2)(n+3)

1 , :
y SU suma es 3 y asi sucesivamente para los demas renglones en el triangulo arménico.

Los numeros de la enésima diagonal en este triangulo son los reciprocos de los nimeros
de la enésima diagonal correspondiente del triangulo aritmético divididos entre » .

El triangulo aritmético de Pascal y el triangulo arménico de Leibniz comparten una cierta
relacién inversa con respecto a la manera en que se forman, conteniendo sumas en el
primer caso y diferencias en el segundo. En el triangulo aritmético cada renglén consta
de las sumas de los términos en el rengldn anterior y de las diferencias de los términos en
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el siguiente renglén. En el triangulo arménico, sin embargo, cada rengléon consta de las
diferencias de los términos en el renglon precedente y de las sumas del renglén siguiente.

Es importante recalcar que Leibniz inicia sus estudios en matematicas un poco tarde,
pero el estudio de las series, fue importante para los descubrimientos logrados mas tarde
en Calculo Diferencial e Integral. El estudio de los triangulos armoénico y aritmético y sus
propiedades inversas implantaron en el pensamiento de Leibniz una concepcién que
desempefid un papel dominante en el desarrollo de su Calculo, la nocidn de una rejacién
inversa entre la operacién de tomar diferencias y formar sumas de los elementos de una
sucesion.

Después de sus estudios sobre series infinitas y el triangulo arménico, leyé los trabajos
de Pascal sobre la cicloide y otros aspectos del andlisis infinitesimal.

Leibniz se dio cuenta cerca de 1673, que la determinacidn de la tangente a una curva
dependia de la razén de las diferencias en ias ordenadas y en las abscisas, cuando éstas
se hacian infinitamente pequefias y que las cuadraturas dependian de las sumas de las
ordenadas o rectangulos infinitamente angostos conteniendo &rea.

La notacion y férmulas de Leibniz

Una de las aportaciones méas importantes de Leibniz al calculo fue su notacién, la que
todavia se usa hoy en dia.

Ademas, Leibniz establece las reglas basicas para la derivacion de productos, sumas,
cocientes y potencias de funciones,

d(a)=0
diviy)=dxtdy
d(uw) = udw+ wdu

dv — vd
d(X) = y__z__y_
¥ y
d(x") = nx™

Leibniz enuncia esta Ultima ecuacién sin dar una demostracion de la misma y establece
las ecuaciones anteriores en la forma siguiente:
Tomemos el producto xy, entonces

d(xy) = (x +dx)(y + dy)—xy
d(xy) = xdy + ydx + xy + dxdy — xy
d(xy) = xdy + ydx
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Leibniz descarta dxdy, considerando que su valor es demasiado pequefio. En forma

similar obtiene las otras ecuaciones.

Su notacién hace mas comprensible la regla de la cadena, come lo podemos observar en

el siguiente ejemplo.
Sea la funcion z = \/g? + y* donde g es una constante.

Sear=g'+y’ y dr=2ydy

dr
dz=d\r =—=
2Jr
Sustituyendo ry dr;
2ydy __ydy Yl

dz = = =
z 2\/g2+yz \/?+y2 2
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CAPITULO 5

Hemos analizado hasta ahora como se investigé la forma de construir una recta tangente
a una curva, cémo calcular areas bajo curvas, para llegar finalmente a analizar los
trabajos de Leibniz y Newton, respecto a obtener la derivada de una funcion.

Para complementar los temas centrales del Célculo, analizaremos ahora los trabajos
realizados por Leibniz y Newton en lo que respecta al método inverso de las tangentes,
primer nombre con el que se reconoce a la integral.

Cabe destacar que estos trabajos se encuentran en la correspondencia que sostuvieron
Newton y Leibniz y que algunas partes no se conocen actualmente.

EL METODO INVERSO DE LAS TANGENTES:
un didlogo entre Leibniz y Newton {1665-1667)

Después de la creacion de la Geometria Analitica, se describieron varios procedimientos
para determinar tangentes a ciertas clases de funciones, dada una relacion entre dos
variables.

El inverso de este método directo de construccién de tangentes, consiste en deducir la
ecuacion de la propia funcién dada cierta propiedad caracteristica de su recta tangente.
Cuando Leibniz inicid el desarrollo del Calculo Diferencial, se percatd de la importancia de
este método relativo al problema de cuadraturas.

Los manuscritos del periodo inicial de sus primeros estudios matematicos son evidencia
del significativo papel que desempefd el problema inverso de las tangentes en el
pensamiento de Leibniz. En repetidas ocasiones tuvo contacto con el problema inverso de
las tangentes en su correspondencia con Newton.

La opinidn de Newton sobre este tema se encuentra principalmente en su segunda carta a
Leibniz, lamada “Epistola Posterior”. Esta, en cierto grado, se encuentra respaldada por
sus publicaciones, sin embargo el trabajo completo no se conoce en el presente.

1. Leibniz: La creacion del Cdlculo y sus primeros pensamientos acerca del método
inverso de las tangentes.

Se sabe que desde 1673 Leibniz habia estado buscando un método para manejar
problemas infinitesimales, un calculo, un método formal conveniente para expresar la
variacién de relaciones funcionales que ocurren en este tipo de problemas.
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Durante octubre de 1675 dio pasos decisivos: la introduccién de los simbolos dx (primero
como -3) y I f(x)dx en el estudio de problemas infinitesimales y el establecimiento de

reglas basicas en el uso de la nueva notacién.

Como ya se menciond, se habian descubierto varios métodos para determinar las rectas
tangentes de ciertos tipos de funciones, pero nadie habia conocido aun métodos similares
para la solucidén del problema inverso:

“Dada la recta tangente a una curva que tiene cierta propiedad, ;Cémo determinar la
curva?”

Desde 1673 Leibniz tenia una idea clara de este problema. De hecho, mientras se
introducia en importantes trabajos matematicos de su tiempo (debemos recordar que
Leibniz se dedicé en un principio al estudio de otras corrientes de la ciencia),hizo algunos
progresos en este campo.

En un manuscrito de agosto de 1673, del cual sélo se han publicado algunos fragmentos,
dio un titulo significativo: Methodus tangentium inversa, seu de functionibus.

Leibniz establecio el problema de la siguiente forma: “Determinar el lugar geométrico de la
funcion, provisto de la ley que determina la subtangente”. En otros manuscritos habla de
‘regresar de las tangentes u otras funciones, a las ordenadas” donde con “otras
funciones” se refiere a normaies, subtangentes, subnormales, etcétera.

La idea de Leibniz consistia en preparar un conjunto de tablas de funciones junto con sus
derivadas. Esta tabla indicaria cuales funciones aparecen como derivadas de curvas
comunes como el circulo, la elipse, la hipérbola, la parabola, la cicloide, la tractriz,
efcetera, y al mismo tiempo serviria como una tabla Otil para tratar con cuadraturas,
rectificaciones y problemas inversos de la tangente.

Finalmente, Leibniz enfatiza que... “casi toda la teoria del método inverso de Ia tangente
es reducible a cuadraturas”.

A continuacidn analizaremos algunos ejemplos donde Leibniz utilizé series infinitas para
resolver el problema inverso de la tangente.

La subtangente sde una funcién es proporcional a su respectiva y, como la unidad
infinitesimal dx lo es a la diferencia de dos ordenadas dy. dx es una unidad arbitraria tan
pequena como se quiera. A dx Leibniz le asigné el valor de 1:
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d
P(x.y)
dx
/ y "
) X T
-~ s 7
s _r
dx  dy
y dy
Z_Z 1
T = (1)

E! problema, por tanto, es determinar la ordenada y como una funcién de x, de la
diferencia dy de las ordenadas; esta diferencia es (en el caso dx =1) igual a la razén de

la ordenada y a la subtangente s .

Considerando la parabola para la cual se cumple la siguiente relacion,

22
s 2x
y, considerando ademas a gx}i como la diferencia de dos ordenadas,
dy
Z'; =MV

Por tanto, tomando dx =1 y usando (1) tenemos:

Yo .
™ —=DVo-
Despejamos ay,
y
= 2; T Vo

51



En general:
_JIa

=——+y..
yn+l 2x yn

n

Leibniz introduce los valores x, =1,x, =2,x, =3,...,x, =n +1 para obtener una serie para

Ya.
Con x, =1 tenemos que:

y
J’|=?D+.VO
Para x, =2
K
4 Yo N
T _y Yo Yo VY
lo que implica yz_?’+yl_.5_._27+2_g+_;_+yo’
Yo Yo Yo
= S— z -
y2 y() 2 222 22
Para x, =3
Y
_é“=Y3"'y2
Y3 Yo | Yo Ya Yo Yo Yo Yo
=ty =224 + + +y, + =020
T T T e T 2ot g 2t 20Ty a7 T

Yo Yo Yo
=y, + 72+ + +...
=N St T T 03

En general, se tiene la expresién,

Yo Yo Yo
=y, +22+ + +...
I = Y T T 3

Leibniz obtuvo resultados similares para el circulo y la hipérbola y aunque su
razonamiento no fue muy claro, estaba seguro de poseer un método general que
producia series finitas de numeros racionales. Aunque era un método muy general pudo,
en principio, reducir el método inverso de las tangentes a series infinitas pero a diferencia
de Newton, no dedicé mucho tiempo al estudio de las series.
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En otros documentos de 1675 se encuentran algunos ejemplos especificos, mismos que
se desarrollan a continuacioén:

1. Supongamos que o= y% (o=subnormal), es inversamente proporcional a la
a2

ordenada y , es decir o= —.
Yy

De aqui encuenira facilmente que:

lo que implica,

Leibniz no afiade ninguna constante al resultado ya que considera que todas las curvas
pasan por el origen.

2

2. Después estudié o = f——, obteniendo:
X

dy a
ydxu x
2
a
ydy =—dx,
x
2
Log &
2 x

Leibniz se da cuenta de que para resolver esta ecuacion requiere de la curva logaritmica.

2 2
. P s .. . a a
Los dos ejemplos siguientes inician con condiciones similares: x+o=— y x+g=—
y X
donde x+ o representa |a distancia desde el origen hasta la interseccién de la normal
con ¢l gje x.
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2 —_ e
xdx+ ydy = 2 dx xdx + ydy = —dx
2 2 X +y 2 (dx
Ml Y o 2 ¢ -[x

Sin embargo, Leibniz cometié un error al considerar I— como el logaritmo de y.
y

En este trabajo Leibniz muestra otro ejemplo, que como observaremos, pudo haber sido

inspirado por los ejemplos previos.
o=Ax*+y*,

ydy =+/x* +yidx,
2
%—: sz +yidx.

Leibniz intenta aproximar esta integral, ya que no puede resolverla directamente.

Sustituye x =1 en la ecuacion
yz = ,xz +y2

yt=1+y%.

4
Despeja erréneamente a y como y = AL) . Sustituye para obtener
g 2
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como una buena aproximacién.

Es interesante observar la claridad del trabajo realizado por Leibniz, lo que le condujo a la
solucion de la integral. No hay descripciones dificiles, ni transformaciones geometricas
especiales. Claridad y generalidad que no se encuentra en el trabajo de sus antecesores.

El trabajo de Leibniz muestra el manejo aigebraico de los infinitesimales, en una forma
clara, que permite comprender el significado de los mismos.
Basandose en su trabajo, Leibniz cred una tabla de funciones y sus derivadas y por ende

tenia una tabla de primitivas de tales funciones. Confiaba en que esta tabla fuera una
clave para el nuevo analisis y ligara el método directo con el inverso de las tangentes.

Pensaba que teniendo las funciones basicas podria obtener las restantes a través de
investigar sus propiedades y de hacer comparaciones y formar otras funciocnes con sumas
y restas de las funciones basicas.

Otro resultado interesante lo obtiene a partir de la serie;

y encuentra

Sabia que esta ecuacion diferencial podria ser satisfecha solamente por
x=log(l+y).

Nétese que usaba la funcidn logaritmo pero no la exponencial pues en este momento atin
no la conocia.

A diferencia de Newton, Leibniz no continué sus investigaciones utilizando series.

2. Comentarios a la epistola posterior de Newton.

Newton trabajé con ecuaciones que relacionaban fluentes con sus fluxiones . En términos
modernos, para resolver ciertas ecuaciones diferenciales de primer orden, Newton trabajé
con los siguientes casos:
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1. Ecuaciones que contienena x 0a y.
2. Ecuacionescon x y y.

3. Ecuaciones con mas de dos fluxiones. ’
Caso 1.
Y
dl dy
tix
t
L~
/ Y \
4 X
X
o~ s v,
Fig. 1

De la fig. 1, por las propiedades de los triangulos semejantes, se tiene que

dx dy dx
s=yp 6 =

O lo que es lo mismo, en la simbologia de Newton:

X
o

s
y

=

Para resolver esta ecuacion, Newton sugiere reemplazara y por b+y (donde b es
cualquier constante arbitraria).
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Integrando término a término con respecto a y tenemos que:

sy & sy

X=—"—-—

b 257 35

Caso 2.

Mediante un ejemplo ilustraremos como trabajé Newton con las ecuaciones diferenciales
de este tipo.
Sea

1 4 s
=%—4y2 +2yx? —-—5—x2 + Tyt +2y°

A

Newton obtiene la solucion de este problema mediante los siguientes pasos (ver tabla 1):

Paso 1.

Escribe todos los términos que no contienen a x en el primer renglén, ordenados de
acuerdo a sus potencias.

Paso 2.
Escribe los terminos en x en la primera columna de la seccién A

Paso 3.
Reserva el siguiente renglon libre para las sumas que se formen durante el proceso.

Paso 4.

De aqui obtendra los valores de x por integracion (colocandolos en el siguiente renglén
de la seccidn B).

Paso 5.

1
?

En la seccion B hay dos renglones mas, uno para calcular x* y otro parax?.

Paso 6.
Se suman los valores de la primera columna de la seccidon A.

Paso 7.

1
Se encuentra x por integracién y a partir de ésta los valores de x* y x* y se expresan
en los lugares correspondientes de la seccién B.
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Paso 8.

Se sustituyen en las expresiones de la primera columna de la seccidn A y los terminos
obtenidos se colocan en la columna correspondiente con términos semejantes.

Paso 9.
Se suma la columna y se repiten los pasos 7y 8.

El valor aproximado de xse obtiene en una serie en x en el renglon SUMA..

2 3 3
%y —4y 7y 2y
A 2yx% ’ }"2 " "'2J’3 4y% _2)"l
L * * * * 1
__:.xz —§y4
Suma H —3y? 3 * 1 — 41
2 S v
@T*m
X = 2 -y3 2 T 8 1 41 5
—_ y -yl -
. 4”7 97 100
1 1 2 s 3
xi= - Y 2y? Y
2y
x2= 1 4
16”
Caso 3.

De la fig. 1, Newton plantea la siguiente ecuacién diferencial,
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No mostraremos el procedimiento que Newton utilizd para resolver esta ecuacion
diferencial, Gnicamente mencionaremos que usd la ecuacién de una hipérbola y ciertos
cambios de variable.
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CAPITULO 6

CONTROVERSIAS SOBRE LOS FUNDAMENTOS DEL CALCULO,
ANTES DE SU FORMALIZACION

LAS CRITICAS DE GEORGE BERKELEY.
GEORGE BERKELEY (1685 - 1753)

Fue obispo anglicano y filésofo, nacié en Kilkenny, Irlanda. Estudié en el Trinity College
de Dublin, donde permanecié como pupilo y tutor hasta 1713. Sus libros mas importantes
fueron publicados en estos primeros afios: Essay towards a New Theory of Vision (1709),
A Trealise concerning the Principles of Human Knowledge (1710}, y Three Dialogues
between Hylas and Philonous (1713).

En estos trabajos Berkeley desarrolla su celebrada frase ser es ser percibido — el
contenido def mundo material son ideas que solo existen cuando son percibidas con la
mente.

Berkeley llegd a ser decano de Londonberry (1724), pero se obsesiond con la romantica
idea de fundar un colegio en las Bermudas para promover la propagacion del evangelio
entre los salvajes americanos.

Despues de afios de intensa busqueda de financiamiento en Londres, navegd hacia
Ameérica con su esposa (1728) y temporalmente convirtid a Rhode Island en su hogar.

Berkeley esperd cerca de tres afios, los donativos no se materializaron y el colegio nunca
se fundd.

Berkeley regresé primero a Londres y en 1734 fue nombrado Obispo de Cloyne. Su
trabajo literario restante se divide entre cuestiones de reforma socia! y reflexién religiosa.

A raiz de los trabajos realizados durante el siglo XVIll existian dudas generales acerca
de los fundamentos de los métodos de fluxiones y dei Calculo Diferencial.

En Inglaterra, la falta de claridad de los conceptos y la inconsistencia de la notacin
fomentd la confusion de fluxiones con momentos.

En la parte continental de Europa los seguidores de Leibniz deliberadamente intentaron
interpretar las diferenciales como cero, esta inconsistencia repercutio en fuertes criticas
para Leibniz.

Esta situacién no podia continuar asi por mas tiempo.

E! fisico y gedmetra holandés Bernard Nieuwentijdt pronto cuestioné la validez de las
diferenciales de orden superior. El matematico francés Pierre Gassendi dijo que las
demostraciones matematicas basadas en diferenciales no eran validas.

Sin embargo, el mas general y significativo ataque acerca de la estructura de los
procedimientos del nuevo analisis corresponde al obispo George Berkeley. En 1734 su
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trabajo aparecié publicado en un articuio titulado “ El analista “, y subtitulado “una
disertacion dirigida a un matematico infiel”, el que se presume es Edmund Halley.

Berkeley no niega la utilidad del calculo o la validez de sus resultados, simplemente
sostiene que los matematicos no tienen bases sélidas que respalden sus métodos y que,
en la mayoria de los casos, habian utilizado un razonamiento inductive en lugar del
deductivo que es propio de la ciencia matematica.

Analizaremos algunos puntos claves que Berkeley criticd con mas énfasis.

Primero centra su atencién en una demostracion realizada por Newton en su libro
“Principia” , donde Newton utiliza cantidades infinitamente pequefias al determinar el
momento de un producto. Para ello encuentra el momento de un rectangulo de la
siguiente forma:

1 1
Sean A y B las dimensiones del rectangulo y -z-a, ?Z—b, los incrementos de A y B

respectivamente.

1 i
En seguida Newton forma un rectangulo aumentado cuyos lados son A4 +—2-a , B +5b y

1
otro disminuido cuyos lados son A4 -4 B —Eb .

Después, sustrae el rectangulo disminuido del rectangulo aumentado para asi obtener el
momento del rectangulo original.

1 1
Berkeley critica el hecho de que Newton utilice los incrementos an Eb en lugar de
a,b, y asi poder omitir ia cantidad infinitamente pequefia ab, del calculo final .
1 1
Observemos los resultados obtenidos utilizando los incrementos —ay Eb como o hizo

Newton y lo que se obtiene utilizando los incrementos completos (a,b), para comprender a
lo que se refiere Berkeley.
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Segun Newton,
(B+2b)[A+2a - B—zb A 24 =

I 1 1 1 1 1
AB+EaB+—2~bA+Zab—AB+~2—bA+2aB—4ab—

=bA +aB

ahora, si utilizamos los incrementos completos tenemos que:
(A+a)(B+b)= AB+aB+bA+ab,

nuestro rectangulo original tiene area AB, de tal forma que el incremento esta formado
por :

aB+bA+ab.

Como se observa la diferencia es el término ab .

Lo que Berkeley obieta es que al usar |la mitad de los incrementos omite el término ab del
calculo final, es decir, Newton se vale de artificios para no tener que explicar la
desaparicidn del término ab.

Ofra critica importante realizada por Berkeley est4 dirigida al método de la tltima razon
utilizada por Newton en “De Quadratura”, donde Newton intenta evitar el uso de
cantidades infinitamente pequerias, de la siguiente forma:

Usa x y el incremento o, y desarrolla (x + 0)" utilizando el teorema del binomio, después
sustrae x" para obtener el incremento en x", luego divide entre o para encontrar la

razén de los incrementos x"y x. A continuacién toma o igual a cero para determinar la
ultima razén de los incrementos.

Berkeley afirma que Newton se contradice al fomar odiferente de cero y después,
cuando le resulta conveniente para alcanzar el resultado esperado, lo toma igual a cero.

Berkeley sostiene que el hecho de que los incrementos se anulen destruye el hecho de
que habia incrementos.

La interpretacion moderna en términos de limites considera la secuencia infinita formada
por las razones de incrementos que se aproximan a cero y esta secuencia no tiene un
uitimo término, aunque ésta es la definicién de limite, misma que no se conocia en esa
época.

62




Todos los problemas que aparecen en los conceptos de infinito, continuo y nimero real
fueron resueltos hasta la segunda mitad del siglo XiX.

Aunque las criticas de Berkeley estaban dirigidas al método britanico de fluxiones, el
método de diferenciales también atrajo su atencién.

Berkeley explica que para encontrar tangentes, primero se dan incrementos que
determinan una secante, no la tangente; sin embargo, se corrige este error al rechazar las
diferenciales de grado mayor que uno. Asi, mediante un proceso no valido se llega a un
resultado correcto y este procedimiento no es un método cientifico.

Oftra critica mas esta dirigida al concepto de velocidad instantanea. Berkeley argumenta
que el concepto de velocidad depende de intervalos de espacio y de tiempo y que es
imposible concebir una velocidad instantanea donde el tiempo y el espacio son nulos. Su
argumento es completamente vélido al mostrar que la velocidad instantanea no tiene una
realidad fisica, pero su falla radica en que este concepto debe entenderse como una
abstraccion matematica.

Muchos se dieron a la tarea de defender los trabajos y opiniones de Newton de las
criticas realizadas por Berkeley.

Lejos de ser perjudiciales estas criticas, vastamente fundamentadas, fueron de gran
ayuda para buscar los cimientos del calculo pues mostraron claramente que 1as bases no
estaban firmes. Gracias a esto, los seguidores se afanaron en dar una respuesta clara y
precisa a los delractores del calculo.

A continuacion, se describen las primeras respuestas de los defensores del calculo y de
cémo sus ideas fueron paulatinamente evolucionando hasta culminar con las bases claras
y precisas con que cuenta hoy el Calculo Diferencial e Integral.

LEONHARD EULER (1707 - 1783)

Euler nacidé en Basel, Suiza. Estudi® matematicas bajo la instruccion de Jean Bernoulii.
Fue profesor de fisica (1731) y después de matematicas (1733) en la Academia de
Ciencias de San Petersburgo. En 1738 perdio la vista de un 0jo. En 1741 se traslado a
Berlin como director de matematicas y fisica en la Academia de Berlin, pero regresd a
San Petersburgo en 1766, tan pronto perdié la vista del otro ojo. Fue un gigante de las
mateméaticas, publicé cerca de 800 diferentes libros y articulos en matematicas puras y
aplicadas, fisica y astronomia. Su Introductio in analysin infinitorum de 1748 y los
tratados siguientes en Célculo Diferencial e Integral son tomados como libros de texto
durante un siglo y su notacion del nimero e es usada desde entonces.
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Euelr escribi6 a la princesa de Anhalt-Dessau Lettres & une princesse d‘Allemagne (1768-
1772), mostrando en este trabajo un resumen claro y no técnico de las principales teorias
fisicas de la época.

Euler tuvo una memoria prodigiosa, la que le permitid continuar con su trabajo
matematico y célculos complejos en su cabeza cuando estaba totalmente ciego. No tuvo
igual en el uso de algoritmos para resolver problemas.

Otra tendencia a seguir dentro de los intentos por formalizar el calculo fue utilizar
manipulaciones algebraicas mas que geomeétricas. Los trabajos de Euler son los méas
representativos de esta tendencia. Euler rechazo la geometria como base del calculo e
intentd trabajar pura y formalmente con funciones, esto es, con sus representaciones
algebraicas.

Rechaza el concepto de infinitesimal como una cantidad menor que cualquier cantidad
. . : dy 0 . .
asignada y no nula. Euler considera a el cociente Ex_= 0 como un numero definido, y

procede de la siguiente manera:

Para cualquier nimero n
n-0

I
o

=
1l
oo

Por tanto, para él la derivada sélo fue una forma conveniente para determinar el cociente
0

0

Euler afirma que (dx)’ se anula antes que dx. Es interesante observar cémo maneja
algebraicamente las diferenciales, veamos un ejemplo:

Si tenemos la proporcion dx + (dx)*:dx , entonces

dx+(dx)”

l+dx=1
I +

Otro punto interesante o encontramos en su concepto de infinito. Para Euler el o es un
a

(dx)®

a
nimero definido. Asi — = o pero

o =c0 es un infinito de segundo orden, etcétera.

Para calcular derivadas, no apreciamos realmente un avance con respecto a lo obtenido
por Newton, solo podemos mencionar que logra manipular algebraicamente y con mucha
facilidad las expresiones de funciones.
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Por ejemplo, para obtener la derivada de y = x* daa x el incremento w y el incremento

parayesn=2xw+ w? . A continuacién toma la razén 7 = 2x + w. Afirma que la razén se
w

aproxima a 2x cuando se toma el valor mas pequefio de w (que en su concepcion es
igual a cero).

Euler acepta que existen cantidades que son absolutamente cero pero que su razon es
un numero finito.

Veamos otro ejemplo:

Sea y =logx

reemplaza x por x+ dx . Por tanto,
dx
dy =log(x + dx) — logx = log(l +—)
X

Utiliza a continuacién el resultado

2 3 4
z 4

Z
logl+z2)=z-—+—=-—+...
g(l+z) St 37

dx
Reemplaza z por ?

dx  (dx)'  (dx)’
gy=2_1) e
4 x  2x? 3x*

ya que después del primer término los demas son nulos, y obtiene finalmente:
dx
d(logx) = "

Euler manipula las expresiones algebraicas de las funciones en una forma muy senciila,
pero su trabajo no aporta nada que pueda aclarar los fundamentos del calculo tales como
limite y continuidad.

Estos conceptos se aclararian mas tarde con Bolzano, Cauchy y Weierstrass.

El dltimo trabajo que vamos a analizar antes de llegar a la formalizacién del calculo es el
trabajo realizado por Lagrange.
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JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736 - 1813)

Nacié el 25 de enero de 1736 en Turin, capital del reino de Cerdeda.

Cursé sus estudios en Turin; después la lectura fortuita de una memoria sobre algebra
del astrénomo Halley le orienta hacia las mateméaticas y entra luego en contacto con los
trabajos de Newton, Leibniz, Euler y los Bernoulli. Con solo dieciocho afios, s& muestra
dispuesto a volar con sus propias alas y comienza una correspondencia matematica con
Fagnano y Euler. En 1755, ensefa en la Escuela de Artilleria de Turin, y en esa misma
época, redacta sus primeras memorias.

En las Investigaciones sobre la naturaleza y propagacién del sonido, da la razén a Euter
en contra de su amigo D'Alembert en lo que respecta a la solucion del problema de las
cuerdas vibrantes.

Una segunda memoria, presentada primero como cartas a Euler, que trata del problema
de los isoperimetros y comprende la primera exposicidon del calculo de variaciones
mediante un nuevo método, le permite ingresar, como miembro extranjero, a la Academia
de Berlin gracias al apoyo de Euler.

En 1758, Lagrange funda, en colaboracidn con cientificos de Turin y alumnos suyos, una
sociedad que mas tarde se convertira en la Academia de Ciencias de Turin. En el boletin
publicado por esta nueva sociedad cientifica se encuentran los principales trabajos de
Lagrange y en particular los cinco volimenes conocidos generalmente bajo el titulo de
miscellanea Taurinensia. Es laureado por la Academia de Ciencias de Paris en varias
ocasiones.

E! trabajo mas famoso de Lagrange es su Mécanique Analytique de 1768; en este trabajo
generalizéd, formalizé y corond el trabajo de Newton sobre mecanica. Las
solucionesexactas particulares que obtuvo en el problema de los tres cuerpos ocasiond
que Legarange ganara un premio en 1772 con su obra Essai sue lé probleme des trois
COorps.

Lagrange viaja a Paris donde conoce a los matematicos D'Alembert, Fontaine, Clairaut,
Condorcet y otros.

Regresa a su pais natal, deseoso de obtener un puesto de profesor de matematicas
menos molesto que el de la Escuela militar, y por invitacion de Federico If acepta ocupar
el puesto que dejara vacante Euler en la Academia de Berlin. Gracias a las
recomendaciones conjuntas de Euler y D'Alembert, Lagrange obtiene ese puesto y parte
hacia Paris en 1766. Lagrange reside en Berlin hasta 1787.

Lagrange lleva en Berlin una vida ordenada en la que cada dia se desarrolla segin un
horario rigurosamente establecido que le permite repartir sus actividades, para evitar asi
el exceso de trabajo y sacar partido al maxime de las horas méas aprovechables para sus
trabajos cientificos. Lagrange da muestras siempre de una gran dulzura de caracter y una
amabilidad desconcertante.

Durante su estancia en Berlin, Lagrange redacta cerca de ciento cincuenta memorias

consagradas a las matematicas y a la mecanica. Sus memorias, todas escritas en
francés, muestran un cuidado extremo por la perfeccion de forma y de pensamiento.
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Su obra menos vasta que la de Euler, casi iguala a la de su padrino y rival en variedad e
importancia. El método analitico gozd de sus preferencias, siendo uno de los que mas
contribuyeron a introducirlo en la ensefianza.

Napoledn le cubre de honores, haciéndole miembro del Senado conservador, gran oficial
de la Legién de Honor, conde del Imperio. Concluye una carrera de sesenta afos
consagrados a las mateméticas el 10 de abril de 1813, a los setenta y siete afios.

Intentd dar una definicién de derivada eliminando toda referencia a conceptos que no
estuvieran completamente comprendidos como infinitesimal, fluxidn y limite. Al igual que
Euler utiliza métodos algebraicos. Su trabajo se basa principalmente en expresar
cualquier funciébn como una serie de potencias.

Para Lagrange, cualquier funcién puede expresarse como
f(x+h)= f(x)+ph+qh® +ri’+...

donde p,q,r son funciones de x que no dependen de k. Verificd por experiencia que
era posible expresar todas las funciones que él conocia en serie de potencias.

El proceso que sigue es el siguiente:

Primero supone que f(x+ 4) = f(x)+ hP(x, h) donde

Py = L€

define p{x) = P(x,0) como la parte que no se anula cuando A=0.
A continuacion define Q(x, i) = f—(—%—‘ﬂ de tal forma que

P(x,h)= p+hQ
y asi,

fx+hy= f(x)+hp+hQ

Repite el proceso para Q y asi sucesivamente.

Para encontrar la derivada de una funcién Lagrange elimina todos los términos después
del segundo,

fx+m)-f(x)=hp

p- LGN

=/'(x)
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Lagrange afirmaba que este método le permitia derivar los resultados basicos sin
necesidad de considerar infinitesimales o limites, aunque estos conceptos estaban
implicitos en su desarrollo. En realidad, su método estaba muy lejos de resolver el
problema referente a las bases del calculo ya que, en lugar de evadirlos, lo que se
requeria era cimentarlos.

Veamos un ejempio de su método.

1 1
Sea f(x)=—y f(x+h) =~

+h
Por (1),
pol( L1
 h\x+h x/ x(x+h)'P_ x?
o- 1 L L)_;. L
TR\ x(x+h) x* "xz(x+h)'q_x3
por tanto,
1 _1 h K
x+h x x* x°
De aqui que la derivada es
1
P——xz

Si aplicamos este proceso a la funcién f(x)=senx, observaremos que la falta del uso

- ) . . 0
del concepto de limite nos lleva a obtener el cociente indeterminado 0 Lagrange, como

ya mencionamos, no logra cimentar el concepto de limite, pues el proceso que sigue es
aplicable sélo a funciones polinomiales.
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LA FORMALIZACION DEL CALCULO.

A principios del siglo XIX los criticos de Lagrange empezaron a cuestionar la validez del
principio que enuncid, en el que afirma que una funcién continua puede siempre ser
expresada mediante el tecrema de Taylor como una serie infinita.

Empezaron a preguntar qué era una funcidén en general y una funcién continua en
particular y criticaron el uso casi indiscriminado de series infinitas. Lagrange inicié un
cambio en este aspecto al considerar sélo algunos términos de la serie y un residuo.

Al igual que Arquimedes, Lagrange no consideraba que las series se extendieran hasta el
infinito, le bastaba con tomar un residuo suficientemente pequeiio.

Sin embargo, durante el siglo XIX, e! concepto de infinito fue basico en el calculo a través
de series infinitas.

Uno de los pioneros en la formalizacién del calculo fue Bernhard Bolzano.

BERNHARD BOLZANO (1781 - 1848)

Filésofo, logico y matematico checo, nacié en Praga en 1781. Era hijo de un anticuario
italiano y de una alemana. Al terminar sus estudios se piensa en el para la catedra de
matematicas recientemente vacante en la Universidad de Praga. Después de haberse
consagrado como sacerdote, ensefa filosofia y religién en la Universidad, pues el puesto
de matematicas habia sido adjudicado a un candidato que poseia mayor experiencia
pedagbgica que la suya. Acusado de racionalismo, en 1820 se le expulsé de la
Universidad y se prohibié la publicacion de sus obras. Bolzano menciona en una carta del
18 de diciembre de 1843, dirigida a su alumno Fesl en Viena que durante la estancia de
Cauchy en Praga, se visitaron varias veces.

En su memoria de 1817, titulada Demostracion puramente analitica del teorema: entre
dos valores cualesquiera que dan dos resuftados de signos opuestos se encuentra af
menos una raiz real de la ecuacion, Bolzano presenta definiciones rigurosas de la funcidn
continua y de la derivada de una funcién, asi como una concepcion clara de las
relaciones que unen la diferenciabilidad y la continuidad de una funcién.

Al igual que Lagrange, Bolzano evité introducir el tiempo y el movimiento en sus estudios
matematicos. Esta actitud hizo necesaria en primer lugar una definicién satisfactoria de
continuidad.

Newton evité este problema al considerar un movimiento continuo. Leibniz evadié el
mismo problema utilizando postulados de continuidad.

Bolzano, sin embargo, dio una definicion de funcidon continua, la que por primera vez
indicaba claramente que las bases de la idea de continuidad se encontraban en el
concepto de limite.

Bolzano define una funcién f{x) continua en un intervalo, si para cualquier valor de x en
ese intervalo la diferencia f(x+ Ax)— f(x)} es menor que cualquier cantidad dada para

Ax suficientemente pequeia, positiva o negativa. Esta definicidbn no es esencialmente
diferente de la presentada mas tarde por Cauchy.
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Bolzano define la derivada de f(x), para cualquier valor de x, como la cantidad f'(x)
tal que,

Sx+Ax) - f(x)
e :

f'(x)=

donde Ax se aproxima tanto como se desee a cero, para Ax positiva o negativa.

Esta definicion es similar a otras que se expresaron antes, pero Bolzano explica mejor la
naturaleza del concepto de limite,

Lagrange y otros matematicos usan limites del cociente de cantidades que se anulan al

d
igual que Euler que interpretd a Exji como un cociente de ceros.

. 4 ,
Pero Bolzano enfatiza el hecho de que la razén _&;y_ no debe tomarse como el cociente de

ceros, sino como un simbolo para una funcién dnica.

Lagrange con su método de series habia tratado de evitar la necesidad de considerar los
infinitesimales o los limites de funciones, pero para Bolzano en cuestiones de series
infinitas era necesario considerar los problemas de convergencia.

Sus trabajos sobre e! infinito son muy extensos, intentaremos mostrar a grandes rasgos la
forma en que manejaba este concepto.

Bolzano afirma que es posible efectuar calculos con lo infinitamente grande al igual que
con lo infinitamente pequefio:

1

“En efecto, si N, es infinitamente grande, es necesario que —N—-—sea infinitamente
0

pequeno.”

Boizano ejemplifica su afirmacién con el siguiente ejemplo: “Si nos preguntan cual es la
probabilidad de que aiguien dispare una bala al azar y de que el punto medio del proyectil
pase exactamente por el punto medio de la manzana que cuelga de un arbol, es
necesario admitir que el conjunto de todos los casos posibles con sus distintos grados de
probabilidad, es infinito. Pero de esto se sigue que el grado de probabilidad en cuestién

, 1
es igual o menor que —".
[s ¢}

Por otro lado, supone licito el utilizar al cero como divisor y que el cociente — no es en
realidad otra cosa mas que una cantidad infinitamente grande, mientras que el cociente

0
5 denota una cantidad completamente indeterminada.
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En lo que se refiere al calculo diferencial e integral escribe:

“Supongamos ahora que se sabe, por ejemplo, que el valor de una cantidad variable y
depende del de otra cantidad x de tal manera que entre ambas se de constantemente la

relaciéon expresada por la ecuacion:

y=x'+ax’ +bx* +cx+d

Y que la circunstancia de que éstas puedan adquirir valores infinitamente pequefos sea
compatible con la naturaleza de la clase especial de cantidades a las que pertenecen
tanto x como y “.

Si x se incrementa en la cantidad infinitamente pequefia dx y denotamos la modificacion
correspondiente de y con dy obtendremos:

y+dy = (x+dx)* +a(x+dx)® +b(x+dx)’ +c(x+dx)+d

y+dy=(x"+ax® +bx? +cx+d) +dx(4x® +3x + 2bx + ¢) +dx’ (6x° +3ax +b) +dx*(4x + a) + dx’
%:(4)&:3 +3x%a + 2bx + ¢) + dx(6x® + 3ax + b) + dx* (4x + a) + dx’

Esta ultima ecuacion representa la relacion de dos cantidades infinitamente pequeias
como algo que depende no sblo de a,b,c y xsino del valor de la variable dx.

Veamos otro ejemplo donde Bolzano utiliza infinitesimales. Una vez gue se tiene una
ecuacién en x y y resulta muy facil, y es algo conocido, encontrar la derivada de y . Por

ejemplo, si
y3 = axl +a3
Se tiene que para cada Ax # 0

v+ Ay’ =a(x+Ax)* +a’.

De donde,
¥ 43y Ay +3yAy° + Ay* = a(x® +2xAx + Ax*) +a’
por tanto,
Ay(3y® +3yAy + Ay?) = Axa(2x + Ax)
lo que implica

Ay 2ax + aAx
Ax  3y? +3yAy + AY?
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2ax -
Siendo la funcion derivada 397 gue es una funcién que se obliene a partir de sustituir en
Y

- - : : y
la expresion Ey los términos Ax y Ay iguales a cero, es decir, en la expresion

2ax +alx
3y? +3yAy + Ay’

Aunque las ideas de Bolzano indicaron la direccién en la cual se encontraba la
formulacién final del calculo, no constituyeron una influencia definitiva para elio, ya que su
trabajo no fue conocido sino hasta medio siglo después, cuando Hermann Hankel lo
redescubrid.

Afortunadamente, Cauchy trabaj6é en ideas similares al mismo tiempo y tuvo éxito en
establecerlas como basicas para el célculo.

Hemos visto desarrollarse gradualmente el concepto de limite desde los griegos con el
método de exhausidn hasta que fue expresado en forma definitiva por Bolzano y otros,
como un concepto basico del calculo.

Sin embargo, a través de este largo periodo, le faltaba precision para su formalizacion. Un
punto importante que impedia dar una definicion precisa es que los trabajos presentados
se basaban sélo en la intuicidn geometrica.

El calculo fue interpretado, por sus precursores, como un instrumento que trataba con
proporciones entre cantidades asociadas a problemas geométricos y esta idea siguio
aceptandose por sus sucesores.

AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789 - 1857)

Naci6 el 21 de agosto de 1789 en Paris, casi seis semanas después de la caida de la
Bastilla. Era el mayor de una familia pobre de seis hijos y crecié durante la Revolucién. A
pesar de la buena voluntad de su padre, Louis Frangois, Cauchy, sobrevivio al terror, pero
heredd una salud delicada. Su educacién primaria quedé asegurada enteramente por su
padre, porque las escuelas de aquella época eran practicamente inoperantes. El 1 de
enero del aio 1800, su padre fue elegido secretario del senado y el joven Augustin Louis
continué sus estudios en el despacho de su padre. Fue asi como conocié a los grandes
matematicos franceses de la época, Laplace y Lagrange y este Ultimo manifestd ya
entonces, con respecto a él una cierta admiracién. Sin embargo su padre no descuidd su
educacion literaria, preocupandose de que su hijo no se limitara exclusivamente a las
matematicas. Macia los trece afos, Cauchy entro en la escuela Central del Panteon vy alli
obtuvo primeros premios en griego y en composicién latina. En 1804, hace su primera
comunién, deja la escuela para estar bajo la instruccion de un tutor en matematicas. En
1805, Cauchy es el segundo en el concurso de entrada en la Escuela Politécnica, pero, a
causa de su salud, Lagrange y Laplace le aconsejan consagrarse a las matematicas.
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Diplomado por el cuerpo de Ingenieros de Caminos, Cauchy participé a partir de 1810 en
las obras del puerto de Cherburgo, pero abandoné pronto su trabajo como ingeniero para
dedicarse a la ciencia pura.

En efecto, vueive a Paris en 1813, y a los veinticuatro afos, Cauchy atrae la atencion de
los matematicos experimentados de Francia por sus trabajos de investigacién sobre los
poliedros y las funciones simétricas.

En febrero de 1811, presenta su primera memoria consagrada a la teoria de los poliedros,
en la que Cauchy muestra que no existen mas poliedros regulares que los que tienen
4,6,8,12 & 20 caras, ademéas de desarrollar la célebre formula de Euler que une las
aristas, las caras y vértices de un poliedro. Estimulado por Legrendre, publica una
segunda memoria sobre el tema en enero de 1812. Después en 1814, presenta Mémoire
sur la theorie des intégrales définies (Memoria sobre las integrales definidas.), sequida en
1815 de una memoria fundamental sobre los grupos de sustitucion, asi como una
demostracién de un importante teorema de Fermat. todo entero positivo puede
expresarse como una suma de tres numeros triangulares, cuatro nimeros cuadrados,
cinco numeros pentagonales, etc. El afio siguiente, Cauchy es merecedor del Gran
Premio que ofrece la Academia por su memoria sobre Une théorie des ondes sur la
surface d'un fluide dense de profondeur infinie (Un estudio de la teoria de las ondas sobre
la superficie de-un fluido denso de profundidad infinifa). A los 27 afios de edad, Cauchy es
propuesto para ocupar el proximo puesto vacante en la Academia, ensefando al mismo
tiempo algebra en la Facultad de Ciencias, fisica matematica en el Céllege de France y
mecanica en la Escuela Politécnica,

Nombrado académico por decreto en 1816, en el lugar de Monge que habia sido excluido
por Napoledn a su regreso de la isla de Elba, Cauchy desarrollé una actividad matemética
increible, tanto por su produccién incesante como por la calidad incomparable de sus
memorias sobre practicamente todas las ramas de las matematicas.

Su reputacién se extendié por toda Europa y numeroscs oyentes acudian a Berlin,
Madrid, San Petesburgo, etc. Para asistir a sus maravillosas conferencias, en las que
Cauchy presentaba los resultados originales de sus investigaciones, particularmente en
analisis y en fisica matematica. Se caso, en 1818, con Aloise de Bure, hija de una familia
cultivada. De su unién que dur6é casi cuarenta afos, nacieron dos hijas que fueron
educadas segun los principios de la religion catélica.

Siguiendo la tradicion establecida en la Escuela Politécnica, Cauchy fue estimulado a
escribir los apuntes de sus cursos y asi aparecieron sucesivamente los Cours d'analyse
de L'Ecole Polytechnique (1821), el Résumé des lecons sur le calcul infinitésimal (1823) y
las Lecons sur le calcul différentiel (1829).

Cauchy presenta el calculo diferencial e integral con un gran rigor y el concepto de limite
constituye la piedra angular de su analisis. A partir de 1826, publico una especie de diario

personal titulado Exercises de mathématiques que sera proseguido, después de 1830
" bajo el titulo de Exercises d'analise mathématique et de physique en el que publicara
mensualmente sus trabajos de matematicas puras y aplicadas.

Pero en 1830 las intrigas politicas modificaron durante algunos afios su carrera de
hombre de ciencia. En efecto, ardiente realista y partidario de los Borbones, perdi6 su
empleo por haberse negado a prestar juramento a la monarquia de julio, y decidio
expatriarse voluntariamente.
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Se fue a Suiza por algin tiempo y después aceptd una catedra en la Universidad de
Turin, dejando a su familia en Paris y conservando siempre su sillén en la Academia.
Llamado a Praga en 1833 por Carlos X, quien le confié la educacion cientifica del conde
de Chambord, aceptd esta invitacion. Su familia se reunié con él un afio més tarde. Su
trabajo de tutor fue pesado y agotador y Cauchy conseguia dificimente librarse de €l de
vez en cuando para proseguir sus investigaciones. Pudo al menos escribir una larga
memoria scbre la dispersion de la luz durante este periodo de tutela. Pero en 1838,
regresa a Francia con el titulo de baron, Cauchy ensefi¢ en varios establecimientos
religiosos y fue elegido miembro de la Oficina de Longitudes en 1839, pero el gobierno de
Luis Felipe no ratifico esta propuesta. La republica restaurada después de la revolucién
de 1848 le nombré profesor de astronomia matematica en la Facultad de Ciencias, y en la
Sorbona, aunque era un legitimista declarado.

Durante los diecinueve Ultimos afios de su vida, escribié méas de 500 memorias sobre
todas las ramas de las matematicas, incluyendo la mecanica y la fisica. Hombre universal,
interesado por todo y en particular por la poesia, autor de un trabajo sobre la prosodia
hebraica, profesd siempre con fervor la fe catblica. Pasé con quietud y paz los dltimos
afos de su vida y su muerte acaecida en Sceaux el 23 de mayo de 1857, dejd el recuerdo
de una personalidad algo ambigua. Hombre sociable, moderado y sincero, fue un
profesor admirable y un habil conversador. En cambio, fanatico de la religion, intentd
demostrar toda su vida su superioridad y su insaciable deseo de producir siempre mas le
impidi6 probablemente ayudar a aquellos que, como Abel y Bolzano, habrian podido
beneficiarse de su inmensa influencia para dar a conocer sus trabajos. La obra cientifica
que realiz6 le coloca entre los mas grandes matematicos de todos los tiempos.

Autor de mas de setecientas memorias (s6lo Euler le sobrepasa en nimero), su obra
inmensa, en la edicidon moderna, ilena 27 volimenes.

Cauchy fue el fundador de la teorfa de las funciones analiticas. Hizo experimentar
inmensos progresos a la teoria de determinantes, ademas de introducir el rigor en el
analisis. Sus contribuciones originales se refieren en especial a las ecuaciones
diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, a la teoria de grupos de sustitucion, a la
clarificacién y a la formulacién de los conceptos de la teoria de curvas, a los nimeros
complejos y a las congruencias polinémicas. En mecanica, escribié importantes memorias
sobre el equilibrio de varillas y placas elasticas, sobre la teoria de ondas que Fresnel
acababa de establecer, asi como sobre el tema de la dispersién y la polarizacion de ia
luz.

Euler y Lagrange intentaron manejar los conceptos del caiculo en una forma diferente,
utilizando el concepto de funcién. Sin embargo, rechazaron y evadieron la idea de limite.

En el trabajo de Cauchy el concepto de limite es claro y definitivamente mas aritmético
que geométrico.

Al dar su definicién en su “Cours d’analyse”, Cauchy separa la idea de toda referencia a
figuras geometricas o magnitudes de las mismas, “Cuando los valores sucesivos de una
variable se aproximan a un valor, de tal forma que al final la diferencia entre ellos es tan
pequefia como se desee, este valor es el limite de todos los otros”.

La definicidn de Cauchy se aplica a las nociones de nimero, de variable y de funcidén mas
que a intuiciones geomeétricas y dinamicas.
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Cauchy traté a los infinitesimales como a cualquier otra funcion, excepto que se debe
comprender que la variable toma valores de tal forma que converge a cero como Su
limite.

Habiendo establecido las nociones de limite, infinitesimal e infinito, Cauchy pudo definir
uno de los conceptos centrales del Calculo, a saber, la derivada.
Su formulacién es la misma que dio Bolzano:

Sea la funciéon y = f(x), la variable x toma un incremento Ax =#; y considérese la

A +h) - f(h ;
razon Ey = [ }2 S(h) . Al limite de esta razon (si existe) cuando /4 se aproxima a

cero, Cauchy la representa por f'(x) y la llama la derivada de y conrespectoa x.

Leibniz habia considerado que las diferenciales eran el concepto fundamental y el
cociente diferencial se definia con base en elios. Pero Cauchy hizo exactamente lo
contrario. Habiendo definido la derivada en términos de limites, expresé las diferenciales
en términos de derivadas, de la siguiente manera, '

Si dx es una constante finita entonces la diferencial dy de y = f(x) es definida como
['(x)dx . En otras palabras, las diferenciales dy y dx son cantidades escogidas de tal

d A
forma que su razdn ay coincide con el limite y'= f'(x) de la razén Ey cuando Ax

tiende a cero .

Cauchy dio a la derivada y a la diferencial una precisién formal valiéndose sodlo del
concepto de funcion. La diferencial dy = f'(x)dx es una funcidon de x y dx. Tomando dx

como fija, la funcién f'(x)dx tendrd una derivada f''(x)dx y una diferencial
d’y=f"(x)dx*. En general, d"y = f"(x)dx"

En seguida, Cauchy se dio cuenta de que era necesaria una definicién de continuidad
como la siguiente,

“La funcién f(x) es continua en limites dados si entre estos limites un incremento

infinitarmente pequefo h en la variable x produce siempre un incremento infinitamente
pequeiio f(x+ k)~ f(x) en la funcion”

La expresion “infinitamente pequefio” debe entenderse como cualquiera en el trabajo de
Cauchy, es decir, f(x) es continua en un intervalo, si el limite de una variable f(x)

cuando x se aproxima a a es f(a), para cualquier valor de a dentro de ese intervalo.

Cauchy muestra que la nocidn matematica de continuidad depende de la idea de limite y
no al revés como lo consideraron sus predecesores.
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En cuanto a la definicién de integral, los ultimos antecesores de Cauchy habian intentado
gliminar la idea de suma en la definicién de integral. La integral se consideré como la
antiderivada de una funcién.

Cauchy restaur6 la idea de suma y definid a la integral como sigue.
Para una funcién y = f{x) continua en el intervalo de x, a x, forma la suma de los
productos

S, = (%) = xo) f(xg) +(x, ~x ) () F X = x, ) f(x,.)

Si los valores absolutos de las diferencias x,;,, — x; decrecen indefinidamente, el valor de
S, “finalmente alcanzara un cierto limite” § para el cual dependera Unicamente de la

forma de la funcién f(x) y de los valores extremos del intervalo x,y X ... este limite se
llama la integral definida”.

Cauchy mostrd que si f(x) es una funcién continua, entonces la funcién definida como la
X
integral F(x) = L f(x)dx tiene una derivada, la funcién f(x).Esta fue la primera

demostracion rigurosa del teorema fundamental del Calculo.

En los trabajos de Lagrange observamos que constantemente utiliza series, pero al
rechazar la idea de limite tampoco se preocupa por la convergencia de las series.
Cauchy trabaja con la convergencia de las series de la forma siguiente:

Sea
S, =uy +ut. AU,

que es la suma de los primeros elementos de una suma infinita (para » un entero
arbitrario). Si al incrementar los valores de »n, la suma S, se aproxima a un limite §, se

dice que la serie es convergente y el limite en cuestion sera la suma de la serie.
Por el contrario, si al aumentar el valor de n la suma §, no se aproxima a ningun limite,

la serie sera divergente y no existira una suma.

En seguida mostramos la forma en que Cauchy realiza sus demostraciones, utilizando su
metodologia y sus conceptos.

Teorema: Sij la funcién f(x) es continua entre los valores x=x, y x=X ysiAyB

son los valores mas pequefio y mas grande, respectivamente, de la derivada
f'(x) en ese intervalo, entonces la razdn de las diferencias finitas

S(X) - f(xo)

esta entre Ay B.
X -x,
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Cauchy inicia su demostracién escogiendo & y & de forma que para todos los valores de 4
con | k<8 y para cualquier valor de x en el intervalo [x, X'] se cumple que:

Sx+h)-f(x)
h

fi(x)—e< <f'(y+e ..{1)

£! hecho de que tal valor exista se sigue de la definicién de Cauchy de la derivada como
un limite. Cauchy usa el hecho de que dada ¢ la misma 3 funciona para cada x en el

intervalo. En cualquier caso, Cauchy toma n-7 valores: x, <x, <...<x,_, entre x=x, ¥
x=X con la propiedad de que x, ~x, , < ¢ paratodai(i=1,2,...,n)

a-1

La desigualdad (1) se aplica para cada par de valores de los n dados, por tanto,

£ < S (x) - fx,) <

X = Xy

A-

B+e

Cauchy utiliza un resultado algebraico para concluir que la suma de los numeradores
dividido entre ia suma de los denominadores también satisface la misma desigualdad:

o L) LG+ f(60) = fla+ 4 f (%) = (%)

X, =Xy + X, — X X, - X,

A- <B+&£.

Como x, = X tenemos,

L0716

A-
& X —x,

B+e¢

Con lo que se concluye el teorema.

Esta demostracion es la primera donde se utilizan los simbolos € y 6, tan familiares y tan
dificiles para los alumnos hoy en dia.

BERNHARD RIEMANN (1826 - 1866)

Nacié el 17 de septiembre de 1826 en Bresenlenz, Hannover, en una familia pobre pero
feliz. Su padre, pastor luterano, se ocupd personalmente de instruirle en historia,
aritmética y geometria y completd su primera educacién, Mas tarde, a los catorce afios,
comenzd sus estudios secundarios y su timidez acentuada constituyé para é1 una fuente
de numerosos sinsabores. Durante sus estudios en el colegio, Riemann demostré ya un
talento natural y prodigioso para las matematicas. En 1846, entra en la Universidad de
Gotinga como estudiante de filosofia y teologia. En esta época Riemann queria ser pastor
como su padre. Después de un afio en Gotinga fue a Berlin, en donde fue alumno de
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Jacobi, Dirichlet, Steiner y Einstein. Volvié a Gotinga para redactar su tesis doctoral bajo
la direccion de Gauss. En 1851 presentd |a tesis titulada Fundamentos para una teoria
general de las funciones de una variable compleja , en la que introdujo las céiebres
superficies que llevan su nombre. Después de haber ocupado diversos puestos de
ensefianza en la universidad fue nombrado profesor extraordinario en 1857 y sucedit a
Dirichlet en 1859 en la catedra de matematicas de Gotinga. En 1862, aproximadamente
un mes después de su matrimonio con Elise Kich, cayd gravemente enfermo y el gobierno
aleman le concedi6 fondos para proseguir su convalecencia en ltalia esperando que el
clima le permitiera recuperarse completamente. Interrumpida por viajes a Gotinga, su
estancia en ltalia no le permitid curarse y murié el 20 de julio de 1866 en Selasca, cuando
tenia solamente 39 afios.

Riemann generalizd el concepto de integral que engloba las funciones f(x) definidas y
acotadas en un intervalo cerradola,b]. Subdivide el intervalo en n subintervalos
Ax, =x,—-a, &x, =x,-x,, ..., Ax, =b-x .

Riemann forma la serie,
Sn = f"‘xl.f(‘:I + 51‘5‘1) + szf(xl + 5252) +..+ Axnf(xn—l + 5"5")
donde x,_, + 0;¢; es cualquier punto en el intervalo (x,_,,x,) donde 0 < &, <1 paratoda :

Si nse aproxima a un limite fijo 4, cuando todos los Ax; — 0 independientemente de la

eleccién de los Ax; y de los ¢, entonces A es el valor de la integral definida ff(x)dx.

Riemann habla de la condicion necesaria y suficiente para que una funcién acotada sea
integrable en [a,b] y la formula de la siguiente forma

Sea
S=M7o +..+ M,

s=md, +.+m,0,
donde M,y m, son los valores maximos y minimos, respectivamente de f(x)en J;.

Sea D, =M,-m,.

78




Riemann enuncia que la integral de f(x) en [a,b] existe si y solo si

lim {D,8, +D,5,..+D,5,}=0

max & —0

para todos los &, que cubren enteramente el intervalo [a,b].

Ahora veamos la demostracion del teorema de Riemann.

Teorema

»

Supbngase que f es continua en [a,b], entonces para todo ¢ > 0 existe algun J > 0 tal
que, si P={t,,.,t,} es una particion cualquiera de [a,b] con todas las longitudes
t, -t <0,entonces

I

n b
Zf(x,.)(t‘. —ty) - If(X)dx <&

=l
para cualquier suma de Riemann tomando x;en [t,. -t ]

Demostracion

Para demostrar este teorema nos valdremos de algunas definiciones y teoremas que no
demostraremos aqui.

Definicion 1. Una funcién f acotada sobre [a,b] es integrable sobre [a,b] Si
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sup{L(f,P): P/ & [ab)=inf{U(f,P):P/ & [a,b}=|f

Definicién 2. Suma inferior L(f,P) =Y m(t; -1,

i=l

Suma superior U(f,FP) = ZM,.(IJ. -t,,), donde
i=l

m, =inf{f(x):t,, <x<t}y M, = sup{f(x):t,, S x <t}

Jeorema 1. Sea f acotada sobre [a,b], f es integrable sobre [a,b] si y sélo si para
todo &> 0 existe una particion P de [a,b] tal que U(f,P)-L(f,P) < £.

Teorema 2. Si f es continua en [a,b], entonces f es uniformemente continua en [a,b].

Teorema 3. Si f es continua en [a,b], entonces f es integrable en [a,b].

Ahora iniciemos nuestra demostracion.

Dado >0 témese J >0 de tal modo que si |x—y| < J para todos los x,y en [a,b],
entonces
£

ORI R

Valiéndonos del teorema que demuestra que si f es continua entonces es integrable,
tenemos

U(f,P)-L(f,P)<¢

por definicién de suma de Riemann sabemos,

LU, PY <Y S ~ 1) SU(SH P)

i=l
pero como es una funcidn integrable
b
L(f,P)< [f(x)dx SU(S,P)
para todas las particiones de [a,b].

De aqui,

Y FO ~t) - [£()] < & laad

=]
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KARL WEIERSTRASS (1815 - 1897)

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass nacié el 31 de octubre de 1815 en Ostenfelde,
Westfalia, en una familia catélica pero liberal.

Karl fue el mayor de una familia que contaba ademés con otro hijo y dos hijas, pero
ninguno de ellos se casaria, probablemente a causa de la actitud dominadora de su
padre. Después de brillantes estudios secundarios, ingresd a la Universidad de Bonn
como estudiante de Derecho, pero no logré completar sus estudios universitarios. Se
dedico a las matematicas sélo a partir de 1838, pero no llegd a terminar sus estudios de
doctorado.

Karl se orienté mas bien hacia la ensefianza y de 1841 a 1854 fue profesor en un colegio
privado. Después de haber debutado como maestro en Munster, y luego en Deutsch-
Drone y Braunsberg, fue nombrado profesor en 1856 en el Instituto Profesional de Berlin,
gracias principalmente a algunos resultados que fueron publicados en un periodo durante
el cual no mantuvo practicamente ninguna correspondencia con mateméticos de su
época, excepto con Christopher Guderman (1798-1851) que estaba interesado,
particularmente, en la representacion de funciones mediante series de potencias.

Encargado del curso en 1856 en la Universidad de Berlin, Weierstrass se convirtié en
profesor titular de esa Universidad a partir de 1863. Permaneci6é en su puesto hasta su
muerte, a los ochenta y dos afios, el 19 de febrero de 1897. Metodico y cuidadoso,
Weierstrass intenté fundamentar las matematicas y en particular el analisis con el maximo
rigor posible, evitando recurrir a la intuicion.,

Al haber publicado muy poco, se dio a conocer por sus ensefianzas en la universidad. Su
influencia se hizo sentir a través de las publicaciones mateméticas de sus numerosos
discipulos. En el congreso Internacional de Paris en 1900, Charles Hermite dijo
refiriéndose a Weierstrass “es el maestro de todos nosotros”.

Los trabajos de Weierstrass sobre la aritmetizacién del andlisis completaron los trabajos
de Bolzano y Cauchy y serian conocidos sélo a partir de 1859 por sus ensefianzas en la
Universidad de Berlin. La expresion “una variable se aproxima a un limite” que se

encuentra en las definiciones de Cauchy y Bolzano sugiere implicitamente el tiempo vy el
movimiento.

Weierstrass por su parte, resalta el concepto aritmético e interpreta sencillamente una
variable como “una letra que representa cualquier valor de un conjunto dado”, eliminando
asi la idea de movimiento.

Para Weierstrass una variable continua es una variable tal que si x, es cualquier valor del
conjunto de los valores atribuidos a la variable y & es cualquier nimero positivo, hay otros
valores de la variable en el intervalo (x, -5, x, +3).

Aunque Cauchy fue quien dio a los conceptos del calculo su forma presente, en general,
basado, principalmente, en ef concepto de limite, la Ultima palabra en rigor no habia sido
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dicha. Fue Kari Weierstrass quien construyd una base puramente aritmética para la
formailizacién del calculo, independiente de toda intuicién geométrica.

La primera definicion de limite de una funcién en términos de € y 3 propuesta por
Weierstrass puede encontrarse en su curso de Calculo de 1861. La formulacién de
Weierstrass precisa la expresién vaga “llega a ser, y sigue siendo, tan pequefia como
cualquier cantidad dada”, que puede encontrarse en las definiciones de Cauchy y
Bolzano, en estos términos:

Si es posible determinar una cota & tal que para todo valor de h, mas pequefio en valor
absoluto que & f(x+h)-f(x) sea mas pequefia que una canlidad & tan peguefia como se
quiera, entonces se diréd que se ha hecho corresponder a una variacién infinitamente
pequefia de la variable una variacion infinitamente pequeda de fa funcion.

La definicion de la continuidad de una funcién propuesta por Weierstrass, equivalente a
las de Bolzano y Cauchy, tiene el mérito de ser mas precisa y menos ambigua:

f(x) es continua en x=x, si para un nimero positivo y arbitrariamente pequefio ¢ es
posible encontrar un intervalo alrededor de x, de amplitud J tal que para todos los

valores en ese intervalo la diferencia | f(x) - f(x,)| < & cuando |x - x,| < 5. Weierstrass

extiende la continuidad de la funcidn en un intervalo mostrando que es continua en cada
punto de ese infervalo.

Para Cauchy resuitaba suficiente que una funcidén fuera continua para que existiera su
derivada, excepto para algunos valores aislados en el intervalo. Después de 1861
Weierstrass se planted ia cuestién de la construcciéon de una funcién continua que no es
derivable en ningin punto. La célebre funcidn de Welerstrass fue comunicada en una
carta de 1874 a Du Bois-Reymond. Fue a partir de esta correspondencia cuando los
matematicos se plantearon un nuevo y completo examen de los fundamentos del analisis.

Su funcion se define como sigue:

f(x)= ib" cos(a” zx)

n=0

donde x es una variable real, a es un ndmero impar y b es una constante positiva menor
que uno, de tal manera que:

ab>1+1;—r-
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La serie es uniformemente convergente y por tanto continua Esta funcidn que es continua
en todos los reales pero no derivable en ningdn punto, precipité la crisis que engendrd la
construccién del sistema de los nimeros reales.

De esta forma, para Weierstrass la intuicién no deberia ser seguida y tratd de hacer las
bases del analisis precisas y formales tanto como fuera posible.

Una parte importante del curso de 1861 fue el estudio de la derivacion de las series
infinitas, en el que Weierstrass introdujo la nocién de convergencia uniforme. Sabemos
que la convergencia uniforme exige que, dado un ¢ cualquiera, exista un N natural tal
que para todo n > N,

lS—im(x)(e

para todo x en el intervalo considerado, donde § es la suma de la serie. Weierstrass
utilizé esta nocién de convergencia uniforme para demostrar que el limite uniforme de
funciones continuas es una funcién continua y también para demostrar los teoremas de
derivacién e integracion término a término de una serie de funciones.

Weierstrass se distinguié en numerosas ramas de las matematicas, fue el primero que
utilizd ampliamente las series de potencias para representar funciones en dominios
diferentes; sus estudios sobre las funciones elipticas expresados como cocientes de
series de potencias le condujeron a completar y remodelar la teoria de estas funciones;
sus trabajos referentes al calculo de variaciones engendraron un nuevo interés y
estimularon las actividades de matematicos dedicados a esta disciplina. Weierstrass se
ocup6 igualmente de las algebras de dimension finita, de las integrales abelianas y de la
Geometria Algebraica. Finalmente, sus estudios sobre los fundamentos de la aritmetica y
su teoria de nimeros reales, marcaron profundamente el desarrollo de los fundamentos
1bgicos de las matematicas, no sélo del Calculo Diferencial e Integral.
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CONCLUSIONES

Todos los que alguna vez hayan tenido contacto con algiin tema de Calculo diferencial e
Integral recordaran, como un dato importante, que sus descubridores son Newton y
Leibniz.

Sin embargo, rara vez un estudiante sabe algo mas referente a la historia que hay atras
de esa rama de las matematicas que representa una herramienta poderosa y que es el
calculo.

Newton y Leibniz efectivamente son considerados los descubridores en el sentido de que
fueron ellos los que iniciaron la fundamentacion de los procesos infinitesimales que los
precursores habian desarrollado e incluso crearon procedimientos algoritmicos y sentaron
las bases para que sus sucesores dieran una precisién necesaria para continuar con el
desarrollo del calculo.

Su trabajo difiere de los métodos que utilizaron sus predecesores, como Barrow y Fermat,
mas en actitud y generalidad que en sustancia y defalle.

Como sucede, generalmente, atras de un gran descubrimiento matematico o de cualquier
otro descubrimiento cientifico, en el calculo diferencial e integral se tuvo un proceso
evolutivo desde la germinacién de las ideas a partir de los problemas que dan origen al
calculo hasta su concepcidn general y el desarrollo de un lenguaje propio para poder
expresar tales conceptos.

Sin la contribucidn realizada por sus predecesores, Leibniz, Newton y sus sucesores
seguramente no hubiesen logrado cimentar el calculo.

Es importante observar, por ejemplo, que el concepto de continuo de Cantor habia sido
expresado ya por Zendn y que el concepto de limite de Weierstrass habia sido
interpretado -en forma idéntica en la primera y Ultima razén de Newton o aun con el
antiguo método griego de exhausion, Asimismo, la derivada y la diferencial de Cauchy es
idéntica en concepto a las ideas de Leibniz. También la integral definida de Cauchy se
describio en forma similar por Fermat o aun por Cavalieri y por Arquimedes. Claro es que
en cada etapa se cimentaba y perfeccionaba una idea, aunque en principio los motivos de
investigacion eran similares.

Por todo ello, no debemos olvidar que la fundamentacién del calculo es la culminacion de
siglos de pruebas, errores y siempre un espiritu firme de investigacion.

Al familiarizarnos no sélo con los elementos del calculo sino también con la historia de su
desarrollo, se fomenta la convicciéon de que los fundadores de la materia son en realidad
varios personajes como Weierstrass, Cauchy, Newton, Leibniz, Barrow, Fermat,
Cavalieri, Kepler, Arquimedes y Eudoxo, entre otros.
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En la ensefianza del calculo, normalmente se parte de definiciones para obtener
teoremas que desarrollan la parte tedrica de la materia y después se ven las aplicaciones
de tales resultados.

Sin embargo, es importante recalcar que el descubrimiento del calculo no se hizo de esta
manera, de hecho, de los problemas de aplicaciones surge la necesidad de formalizar y
generalizar fos resultados.

Como hemos observado a lo largo de la exposicion de este trabajo, el calculo se inicié
resolviendo ciertos problemas que mas tarde se notdé que compartian una forma de
solucién coman y por ultimo se establecid, en forma precisa, los conceptos del célculo.

En efecto, podemos decir que las etapas del desarrollo del calculo tienen el siguiente
orden cronologico:

La derivada y la integral fueron manejadas en forma implicita y en problemas aislados sin
percatarse de su generalidad y sin tener cabal idea de sus conceptos. No es sino mucho
tiempo después que se logra la fundamentacién tedrica de tales conceptos.

Los primeros indicios del calculo los encontramos en la época de los griegos.

Los conceptos que marcan su nacimiento son aquéllos que abarcan la variacién y la
continuidad, lo infinito y o infinitesimal.

Estos principios los observamos en el método de exhausion de Eudoxo o en las
paradojas de Zenén.

No obstante, en el siglo XVil se da un auge para hallar la solucidén de problemas

planteados desde la antigiledad y para resolver problemas que estaban vigentes en esa
época.

Un punto importante y fundamental que permitid el desarrollo del calculo fue el desarrollo
de la geometria analitica por medioc de la cual se pudo representar a una curva mediante
una ecuacion, ademas de establecer que cada ecuacion representaba una curva. Lo que
significd que se aumentara significativamente la clase de curvas que se podian estudiar
ya que con los métodos clasicos no era posible hacerlo.

De esta forma aparecieron varios metodos para calcular tangentes, areas y maximos y
minimos. En esa época se utilizan ya los conceptos de infinito, infinitesimal, movimiento y
continuidad, aunque en la mayoria de los casos, los investigadores de este periodo evitan
el uso del algebra y de la geometria analitica y sus métodos no son compatibles con la
demanda de rigor heredada de los griegos.

Es aqui donde mencionamos los trabajos de Fermat, Roverbal, Descartes, Wallis y
Barrow entre otros. En general, podemos decir que basan sus métodos para encontrar

Sx+h)~ f(x)
h

tangentes en calcular la pendiente de la secante , suponen después de

desarrollar este cociente que la tangente la encontraran cuando un cierto incremento h
tienda a cero
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Durante este periodo gran parte de los problemas estudiados que permitieron el
desarrollo del calculo se basaron en la fisica del movimiento, como fue el caso de los
estudios realizados por Newton. Aungue no podemos decir que el origen del calculo es
puramente fisico sino también geométrico, si podemos afirmar que este tipo de
problemas preparé al pensamiento de los investigadores para la introduccion del
concepto de cambio.

Los primeros problemas para ser resueltos, asi como las primeras aplicaciones, aparecen
principalmente en la geometria.

El concepto de derivada se desarrollé gradualmente junto a las ideas de tangente, limite,
continuidad y funcién. El concepto de funcion fue de gran importancia ya que todos los
desarrollos del calculo se referian de alguna forma a funciones, sin embargo este
concepto se desarrolld en forma paralela al desarrollo del calculo y al lograr formalizarse
permitié la fundamentacién de los conceptos del calculo.

Todos los procedimientos de solucion dependian del establecimiento del concepto de
limite. La carencia de este concepto llevd a la confusion y falta de logica en docenas de
métodos para la solucidon de un problema fundamental: encontrar la derivada de una
funcion.

Aunque el trabajo realizado por Newton y Leibniz fue de gran importancia no concluye el
desarrollo total del calculo ni de su conceptualizacién. Ellos manejaron las propiedades
de la derivada que fueron muy Utiles y que permitieron encontrar resultados ciertos, pero
el concepto de limite sobre el que se basa el calculo, tampoco queda claro en ese
momento.

Newton utiliza el término limite en la siguiente forma: “Las razones Gltimas con las que se
anulan las cantidades no son realmente razones de cantidades Ultimas, sino limites hacia
jos cuales convergen esas razones de cantidades que decrecen sin limite y a los cuales
se acercan mas que cualquier diferencia dada; pero ni los rebasan ni los alcanzan, sélo
cuando ias cantidades decrecen infinitamente”.

Al decir “ni los alcanzan, ni los rebasan”, Newton impide que una variable oscile alrededor
de su limite y realmente para él el limite es una cota.

Mas tarde, George Berkeley ataca al caiculo de Newton precisamente en ese punto y
critica fuertemente la falta de rigor de Newton al utilizar en sus demostraciones la
cantidad infinitamente pequefia o la cual, afirma Newton no es nula, sin embargo, cuando
le conviene a Newton la considera igual a cero. Con justa razén, Berkeley opina que esta
consideracién es contradictoria y por lo tanto invalida la forma de proceder de Newton.

Las criticas de Berkeley estan fundamentadas. Es uno de los principales atacantes de los
procesos del calculo, aunque nunca hiega la validez de los resultados obtenidos. Lejos de
ser dafinas sus criticas, fomentan el estudio a fondo de las bases del calculo. Es aqui
donde podemos situar la siguiente fase en el desarrollo del calculo: El desarrollo profundo
de los conceptos.

En esa etapa podemos situar los trabajos de Euler, Taylor y Lagrange. En general,

podemos decir que lo que intentan hacer es explicar el concepte de limite o en su caso
evadirlo. .
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Brook Taylor desarrollé una herramienta muy Util: partiendo de las diferencias finitas,
escribié una ecuacion expresando que la escribiria como f(x + k) en términos de f(x) y

sus cocientes de diferencias de varios érdenes. Dejé que las diferencias se volvieran
pequefias, de ahi paso al limite y dio la férmula que lleva su nombre, las series de Taylor.
La importancia de esta propiedad de las derivadas radica en que proporciona una
herramienta poderosa para estudiar funciones y para aproximar las solucion de
ecuaciones.

Esta herramienta fue fuertemente usada por Lagrange quien intentd demostrar que
cualquier funcién tenia una expresién en series de potencias. Su intencion era utilizar
métodos puramente algebraicos para encontrar los cimientos del calculo en forma
precisa. Lagrange no logra obtener los resultados que esperaba, pero su trabajo muestra
aspectos importantes; por ejemplo, fue el primero en mostrar a la derivada como una
funcién que a su vez tiene también una derivada y justamente es €l quien introduce el
término “funcién derivada”.

Para Lagrange, la derivada es mas una funcién que una razéon o una velocidad como se
habia manejado antes de él.

Otros matematicos, entre ellos Leonhard Euler, lograron obtener resultados interesantes
a partir de las series de Taylor. Pero sus conceptos eran ain mas oscuros, ya que para él

: , , : 0
las diferenciales y sus cocientes eran ceros absolutos. De tal forma que el cociente 0 no
era una cantidad inconmensurable sino mas bien definida, pues parte del siguiente

. , L 0 d
razonamiento: si x-0=0 implica que x=6, entonces el cociente Ey representa a

cualquier nimero.

Después de esta época encontramos los trabajos de Bolzano, Cauchy y Weierstrass
principalmente, con quienes se llega a la etapa final del calculo: su conceptualizacian.

Bolzano logra manejar extraordinariamente el concepto de infinito y realiza un trabajo
completo referente a este tema, aunque le faltan detalles para completar la definicion de
derivada. Aunque su trabajo es muy importante, no fue conocido sino hasta despues de
las investigaciones realizadas por Cauchy.

El trabajo de Cauchy es uno de los mas importantes, ya que casi logra la cimentacién del
célculo.

Cauchy enuncié la definicién de limite con palabras y logra una exactitud muy grande, ya
que siempre considera la desigualdad algebraica abandonando la restriccion de que las
variables nunca sobrepasan sus limites.

Siempre afirmé que el concepto de derivada y de continuidad dependian del concepto de
limite y no a la inversa, como muchos de sus predecesores afirmaban.
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Cauchy definio a la derivada de f{(x) como el limite (cuando existe) del cociente de

S(x+h) - f(x)
h

diferencias cuando A tiende a cero.

Aunque la definicion no estd completa si esta fundamentada y es clara. Cauchy logra
colocar al calculo en un plano riguroso con métodos poderosos, cimentados en bases
carrectas.

Finaimente, encontramos a Karl Weierstrass, quien logra la conclusion de los conceptos
del calculo. Weierstrass sustituye con desigualdades algebraicas las palabras que antes
usara Cauchy en sus definiciones. De hecho las definiciones actuales del calculo que
encontramos en los libros sobre la materia, que utilizan la notacién delta — épsilon, son las
de Weierstrass.

Antes de Weierstrass se intuia que todas las funciones continuas eran derivables, pero
Weierstrass muestra una funcion continua que no es derivable en ningun punto. Esto es
importante, pues muestra que no es posible intuir nada, por lo que hay que fundamentar
cualquier afirmacion y es asi que nos encontramos en la época del analisis matematico.

E! formalismo del siglo XIX se basé en relaciones simbélicas entre entidades matematicas
abstractas, lo que logra una total generalizacion en los conceptos del calculo.

El proposito de esta tesis es mostrar el desarrollo que tuvo el calculo, desde sus
origenes, sus motivos de estudio, hasta su conceptualizacion.

Pero mas que narrar toda una consecucion de hechos, la intencion es mostrar la
complejidad de los conceptos del calculo, su manejo desde un punto de vista histdrico y
como evolucionan hasta nuestros dias y se busca hacer participe al estudiante del calculo
diferencial e integral de cada uno de los pasos logrados dentro de su desarrollo, de los
problemas que se tuvieron que superar y cOmo se logré y de esa manera lograr que el
estudiante se interese mas en el estudio de la materia y se coopere en el abatimiento de
los altos indices de reprobacion de la misma.

Como estudiantes pocas veces nos detenemos a pensar en los origenes de una materia
o pocas veces se nos informa y sélo vemos un tema interesante o una materia dificil.
Esta falta de informacidn nos impide muchas veces captar la importancia y, la utilidad de
los conceptos que estamos utilizando.

El conocer toda la estructura y problematica del calculo puede motivar y emocionar al
alumno al percatarse por si mismo de cémo se descubrieron todos estos conceptos y, de
cierta manera, sentir que participa de los hechos.

Creemos que el cambio, en el sentido sefialado, en la estructura de la ensefianza del
calculo fomenta el espiritu investigador del alumno lo que le ayudaria a comprender
realmente el valioso material que se coloca en sus manos a cada paso, para lo cual
deberia estructurarse un método de ensefianza histérico-didactico que contemple las
ventajas del enfoque historico y del didactico.
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APENDICE

A) Métodos griegos para encontrar tangentes a conicas

EL CIRCULO.

Se traza el radio y la perpendicular a él sera la tangente al circulo.

Para probar que esta recta es tangente es suficiente mostrar que toca al circulo
{nicamente en el punto T .
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Sea S un punto cualquiera en la recta distinto de T. El tridngulo CST es rectangulo y tiene como
hipotenusaa CS .

Lo que implica C§ > CT pero CT es el radio.
Por tanto § no pertenece al circulo.

Implica T es el Unico punto de tangencia.

LA PARABOLA.

1. Sea T el punto donde queremos encontrar |a tangente. Trazamos por este punto una
perpendicular al eje. Sea P el punto de interseccidn del eje y su perpendicularen 7.

______1..___...__
&
e

2. Dibujamos un circulo que pase por P y tenga al vértice ¥ como centro. Este circulo
interseca al eje en un nuevo punto Q.

90



3. Trazamos la recta QT . Podemos probar que esta recta toca Gnicamente en T a la
parabola por lo cual es tangente.

Supongamos que S es un punto sobre la recta QT diferente de T Debemos probar que §dista
mas del foco que de la bisectriz y por lo tanto no pertenece a la parabola.

Trazamos la perpendicular de § y T a la bisectriz, las intersecciones son 4 y B
respectivamente.

ABS es un tridngulo rectangulo. De aqui que SB > S4.
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Debemos demostrar que SF y SB son iguales en longitud, pero una vez que lo hayamos
hecho tendremos que SF debe ser mas largo que 54.

Lo que implica que SF =SB > §4
Por tanto § no puede pertenecer a la parabola.
Asi, nuestra demostracién se reduce a demostrar que SB = SF.

Sabemos que los puntos que estan en la bisectriz perpendicular de un segmento estan a
fa misma distancia de los extremos del segmento.

Vamos a ver que QT es la bisectriz perpendicular del segmento BF .

Sea C la interseccién del eje y de la bisectriz de la paradbola: CV =VF , ya que V' esta
en la parabolay OV = VP, ya que asi se construyd Q.
Por lo tanto,
CP=QF
yaque BT y CP son los lados opuestos de un rectangulo (BT = CP ).

Por tanto BT = OF . Lo que implica que QFBT es un paralelogramo.

Como T pertenece a la pardbola TF = BT . Por lo tanto el paralelogramo es un rombo.

Ahora, sabemos que las diagonales de un rombo son bisectrices perpendiculares entre si.
Por tanto BF es perpendiculara QT .

Asi SB =SF. Lqqd.

LA ELIPSE.

Construimos la bisectriz del angulo F,TF,. Finalmente trazamos la perpendicular a esta
bisectriz, obteniendo asi la tangente deseada.
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Para demostrar que la recta asi encontrada es tangente a la elipse, supongamos que §
es un punto distinto de T que se encuentra en la recta perpendicular construida.
Demostraremos que S no pertenece a la elipse.

Trazamos un circulo con centro en T y radio 7F, (o al foco mas cercano) y extendemos

F,T hasta que toque al circulo en un punto fuera de elipse y llamemos E a este punto de
interseccién.

El triangulo TEF, es isdsceles, El angulo F,TE es bisectado por ST ya que ST fue
trazada perpendicularmente a la bisectriz de un angulo exterior adyacente,

Consecuentemente §7 debe bisecar perpendicularmente a la base del triangulo isésceles
FE.

Sabemos que:
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FT+FT=FE
FE<FS+SE
Lo que implica,
FT+FT<FS+FS§

Por tanto § no pertenece a la elipse.
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B) La espiral de Arquimedes

Arquimedes demostrd que el area de la region S, comprendida entre un rizo de la espiral
- . 1 . .
y el segmento que une el punto inicial y final es igual a 3 del area del circulo C con

centro en el punto inicial y radio igual al segmento que va del punto inicial al punto final;
esto es,

A(S) = ~1:)'-;r(2;zn)2

Para probar esta afirmacion usaremos los resultados {(que no demostraremaos),

1+2+.‘.+n=-;-(n+1)

3 2
12428 .40t =-’é(n+1)(2n+1)="—3-+f-+ﬁ

2 6
de donde,
3

1242 +.. +(n-1)? <%—<22+32+...+n2

Para probar el resultado de Arquimedes dividamos el circulo C en n sectores iguales,
con sus radios intersecando a la espiral en los puntos O, A4, 4,,....4,. Si escribimos

OA, = b, tenemos ademas OA4, =2b,...,04, =nb.

95




En consecuencia observamos que la regién § contiene a una region P formada de
sectores circulares con radios 0,5,2b,...,(n—1)b y una regién Q formada de sectores

circulares con radios 5,2b,...,nb.

Afirmamos que, A(S) esigual a % del area del circulo C.

Demostracion.

Si

A(S) < %A(C) .

para n suficientemente grande, tenemos

A(Q) - A(P) < %A(C) — A(S)

de aqui,
A(Q) < -;—A(C).

Ya que larazén de las areas de sectores semejantes es igual a la razon del cuadrado de sus radios,
tenemos que,
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AQ) _ b +(2b) + ...+ (nb)’

A(C) n(nb)*
P +2% 4. 40 1
B n? 3

1
Esta contradiccién muestra que A(S) no es menor que EA(C) .

Supongamos que
A(S) > %A(C)
para n suficientemente grande, tenemos
A(Q) - A(P) < A(S) - % AC),
de aqui,
A(P) > %A(C)

tenemos que,

A(P) b +(2b)* +..+[(n~1)bT

AC) n(nb)?

_ P +27 4. 4+(n-1)° L
n’ 3

1
Esta contradiccidn muestra que A(S) no es mayor que EA(C) . De aqui concluimos que

A(S) = %A(C) = —;-;Z(Zﬂu)z
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C) INVESTIGADORES

NOMBRE PERIODO DE VIDA

René Descartes 1596-1650
Galileo Galilei 1564-1642
Pierre de Fermat 1601-1665
Gilles Persone de Roverbal | 1602-1675
Isaac Barrow 1630-1677
Bonaventura Cavalieri 1588-1647
Johannes Kepler 1571-1630
Blaise Pascal 1623-1662
John Wallis 1616-1703
Apolonio de Perga 250-175 A. C.
Arguimedes de Siracusa 287-212 A. C.
Isaac Newton 1642-1727
Wilhelm Leibniz 1646-1716
George Berkeley 1685 - 1753
Leonhard Euler 1707 - 1783
Joseph Louis Lagrange 1736 - 1813
Bernhard Bolzano 1781 - 1848
Augustin Louis Cauchy 1789 - 1857
Bernhard Riemann 1826 - 1866
Karl Weierstrass 1815 - 1897
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