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p. Introduccién.

El teorema fundamental de cirugia probado por W. B. R. Lickorish [Li] y
A. D. Wallace [Wa] afirma que toda 3-variedad conexa, orientable y cerrada se obtiene
por cirugia entera en una n-trenza pura cerrada contenida en 53, Ya que cirugfa sobre
1-trenzas puras cerradas produce espacios lentes [Mo], sobre 2-trenzas puras cerradas pro-
dl‘lce, en general, espacios fibrados de Seifert; es natural preguntar qué tipo de variedad es
obtenida por cirugia sobre una 3-trenza pura cerrada.

Un nudo K contenido en S? tiene la propiedad P [GA1], si toda cirugia no trivial
produce una 3-variedad no simplemente conexa. Diremos que un enlace contenido en
S? tiene la propiedad P si toda cirugfa no trivial produce una 3-variedad no simplemente
conexa; entendiendo por cirugfa trivial aquella en la que se hace la cirugfa trivial en algunas
0 en todas las componentes del enlace.

Sea B el conjunto de enlaces orientados contenidos en §°, obtenidos como la clausura
de 3-trenzas puras. En este trabajo estudiamos la propiedad P para los elementos de B.
Tratamos este problema desde dos puntos de vista, uno geométrico y otro algebraico.

Un enfoque del problema anterior es desde el punto de vista de la teoria de libros
abiertos (ver [Ro] ). Las variedades obtenidas por cirugfa sobre # € B tienen una
descomposicién en libros abiertos con pégina una superficie plana, tal que el nimero de
componentes de su frontera es 4. Sin embargo, este no es el punto de vista considerado.

El grupo de trenzas puras de 3 cuerdas P3 es el producto directo de dos grupos libres
[FN]. Todo elemento 3 € B se expresa por = A?e H?;Tyfe‘agf‘, donde A = 0,050,
y €i; fi,e € Z. Un diagrama representando B es mostrado en la fig. 1.1.3. De ahora en °
adelante llamaremos K; a las componentes del enlace, de manera quelk(K1,K3) = 5 e;+e,
Ik(K3,K3) =Y fi +e.




Sea L = UTK; un enlace orientado contenido en §3. Denotamos por (L) = Un(K;)
a la unién disjunta de vecindades regulares de las componentes. Sea (m;,!;) una pareja
preferencial meridiano-longitud de dn(XK;). Llamemos r; C dn(K;) a la curva tal que
ri = pim; + ¢il; con pi/fg; € QU 1/0, (p;,q;) = 1. Hacer cirugia r; en la componente K;
es considerar el espacio cl(S% — int n(Ki)) Usnk,) Ti con T; un toro sélido estindar con
pareja preferencial (mj], l;} tal que m; se pega a lo largo de la curva r;. Denotamos por ¢;
la.rcirugia en la cual m! se pega a lo largo de la curva m;. Decimos que M? es la variedad
obtenida por cirugia sobre el enlace L = UTK; con marco (71,72, ", Ti-1, @iy Tit1, " Tn)
si M3 = cl(S® — int n(L) Upy(ry) (UTT;). Desde el punto de vista geométrico se prueba
que ciertas trenzas contienen superficies incompresibles en su complemento, que persisten
después de cirugia.

Llamemos L’ C B al conjunto de enlaces tales que fe;| > 1, |fil>1,e=0,n>1,es
decir, 3 = Haf:‘;gf‘. Denotemos r,; = lk(K;, K2} y sea (€1,€2,~, €i—1, is €141, €n)
un marco tal que ¢; = £1, a menos que se especifique de otra forma. Aplicando un

resultado de [CGLS] se prueba lo siguiente.

Teorema 2.1.4 Dado # € L’ un enlace con marco (r1,72,73), tal que rp # 1/0,
ri #7To;, ¥ T3 # (kro; £1)/k para tode k€ Z, j =1,3 la 3-variedad N3 obtenida por
cirugia sobre 8 es Haken.

De aquf se concluye lo siguiente, donde N? es como en €] teorema 2.1.4.

Corolario 2.1.5 N2 no puede ser una esfera homotdpica.

Llamemos K al nudo obtenido de ﬁ € L' con marco (e1,¢z,€3) con ¢ = £1/n.

Probamos que K se descompone como la suma de dos ovillos d-irreducibles ( Lema 2.2.2.,




Se calcula el invariante de Casson A(M?) de las Z-esferas homolégicas obtenidas sobre

elementos 3 € B algebraicamente separables. Sea B algebraicamente separable.

Teorema 4.1.3 Sea M3 la Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia sobre B con

marco (€1, €2,€3) , € = £1. Entonces M\(M?®) = exezea( 27 e,—fj)z.

Sea B, el conjunto de elementos # = H:;l((;ﬂ:" (02)/i algebraicamente separables,

tales que si n impar e; = en_(j_1), fu—j = fj;sinpar f; = fa_j, €j41=eq_j.

Proposicién 4.1.4 Sea M3 una Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia de Dehn
en B € B;. Entonces A(M3) = 0.

Corolario 4.1.5 Si 3 € B, NL' entonces M3 no es una esfera homotdpica.

Sea B una n-trenza pura cerrada, algebraicamente separable con marco (€1, - -, €,),
orientada y contenida en $3. Sea M3 la Z-esfera homolégica obtenida por cirugia de Dehn
sobre 3. Denotemos por A(B) al invariante de Casson de la Z-esfera homolégica obtenida
por cirugia de Dehn sobre ﬁ Llamemos b al conjunto de subenlaces B’ c B que constan

de 3 componentes. Aplicando un resultado de [H , teorema 2.1} se tiene lo siguiente.

Proposicién 4.2.2 A(8) = Y A(4').
b

El trabajo consta de 4 capitulos. En el capitulo 1 se da una demostracién de que
el grupo de trenzas puro de 3 cuerdas Pj, es el producto directo de dos grupos libres.
En el capitulo 2, seccién 2.1 se demuestra que existen dos superficies incompresibles en el
exterior del enlace 8 € L' y se prueba el teorema 2.1.4. En la seccién 2.2 se demuestra el
corolario 2.2.4. En la seccién 2.3 se dan ejemplos de trenzas cerradas en las que se obtiene
53. En el capitulo 3 se realiza el cdlculo del invariante g para las Z;-esferas homoldgicas

obtenidas por cirugia entera en elementos de B. En el capitulo 4, seccién 4.1 se calcula el




invariante de Casson para las Z-esferas homoldgicas obtenidas por cirugia en los enlaces
de B algebraicamente separables ( proposicién 4.1.3 ).

En la seccién 4.2, usando un resultado de {H , teorema 2.1} se da la proposicién
4.2.2. El simbolo ~ denota equivalencia entre elementos de un grupo dado en términos de
generadores y relaciones, 6 equivalencia entre grupos con presentaciones dadas; = denota

equivalencia entre espacios hasta homeomorfismos.
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SUMMARY.

By the fundamental theorem of surgery proved by Lickorish-Wallace [LW) we know that
aty closed, connected and orientable 3-manifold is obtained by integral Dehn surgery on
closed pure n-braids. Also it is known that surgery on closed pure 1-braids produces lens
spaces; on closed pure 2- braids produces connected sums of lens spaces and, in general
Seifert fiber spaces. So, it is a natural question to ask about what kind of 3-manifolds
are obtained by surgery on closed pure 3-braids. We consider the set of links B with
integral framing (I;,12,l3) contained in S which are closed pure 3-braids ( but Chapter 2
Séction 2 where non integral surgeries are also considered ). We are interested in knowing
when it is possible to obtaiﬁ a simply connected 3-manifold by integral Dehn surgery on
a closed pure 3-braid in § and when such manifold is SS. Since manifolds obtained have
a decomposition as open books with a planar surface as page such that the number of
components of its boundary is 4, the previous problem can be studied from the point of
view of open books ( see [Ro] ). However, we will not consider that point of view. By
[FN] we have that the group of pure 3-braids can be seen as the direct product of two free
groups Z X Fz. So we have a diagram representing any closed pure 3-braid. The diagram
is the following where e; is representing the word ofe", J: represents the word ogf *and e

represents the (og0,09)2%.



From the geometric point of view we have the following. We denote by L’ C B the set
of links such that |e;] > 1, {fil > 1, e=0and n > 1. Elements L of L' have two
incompressible surfaces S; with j = 1,3 in its exterior E(L) = cl(S® - IntN(L)) where
N(L) is a regular neigborhood of L. Applying a result of [CGLS] it is possible to know
when these surfaces remain incompressible after doing surgery. A 3-manifold N3 is Haken
if it is irreducible and sufficiently large. So, we have that in many cases we get Haken
manifolds and then in this cases is not possible obtain a homotopy sphere. We have the

following results where we consider non integral framings and denote by M the exterior of

a link.

THEOREM 2.1.4
Let 4 = [T, (c;ﬁ‘;‘ (¢2)fi be an element of L’ with framing (ry,72,r3), such that ro % 1/0,
rj # vo; and r; # (Kro; £ 1)/K for all K € Z, j = 1,3. Then the 3-manifold N? obtained

by surgery on 3 is Haken.

O
And we have the the following where N3 is as in the previous theorem.
COROLLARY 2.1.5
N3 cannot be a homotopy sphere.
O

When the 3-braid is 4 = Az"(a%):(?rg )t we have non trivial examples which produce

53 and in general we have

PROPOSITION 2.1.6
Let N3 be a homotopy sphere obtained by Dehn surgery on 8 = A2¢(02)¢1(02)f: with
framing (r1,72,73). Then N3 is homeomorphic to 3.

O

The previous result is extended in the following way. Let L € L’ be such that L =



K3 U K3 U K3 where the linking number between K; and Kj; is zero. We do surgery
J€ = tlon KijUKs C Lto 'get a knot K which is the sum of two d-irreducible n-tangles so
/ K is not trivial. Then we have that it is not possible to obtain $3 after doing a non-trivial
surgery on K». In particular if we suppose L algebraically split and strongly invertible we
will have that K has the property P by a result of [BS] and [GL)]. |
From the algebraic point of view it is done the following. Applying a result of

Gongzalez-Acuiia ( see also [CS] ) the p-invariant is calculated. It is an invariant of the
classes of cobordism of Z,-homology spheres to the rational numbers module 1. Consider
8= Az"(af):(:f%)ﬁ with framing (I1,ls,l3). Let P = (l;j)3x 3 be the linking matrix where

Lo [ REGK) i it
g Lo if i=]

and U be the set of integers ¢ such that u; # 0 where

231 El
p=p | =Pk
U3 I3

where I; = I; mod 2 and P; the matrix P module 2. We denote by BU = Ujeu K; to
the proper sublink of r = #{U} components and by o(P) the signature of P. De-
note A = O if #{U} = 1, A = [;;/4 where li; = lk(K;, K;),i # j if #{U} =2 or
A= [e + ;ZG‘—;& - s j f,-e;] then we have the following where we denote as M the

cobordism class of Z;-homology spheres represented by the Z,-homology sphere M.

THEOREM 3.1.6
Let M?® be the Z;-homology sphere obtained by integral Dehn surgery (l1,12,13) on the

5 o o(P)- Lii 484
cfoged pure 3-braid 8 = Aze Hf’-‘-l O'I 23(0.3.&. Then ,U.(Ms) - ( ) Zii'z;eu ii+8

o

The Casson invariant of the oriented Z-homology spheres obtained on the algebraically

split elements of B is also calculated. A family of links is exhibited which produce



Z-homology spheres with Casson invariant zero and it is proved that some of these homol-
ogy spheres cannot be homotopy spheres. Let L C B be the set of algebraically split links
and 3 € L such that ﬁ = K, U K; U K3. We consider the knot K obtained after doing
surgery (e1,¢€2) on K7 U Ky where ¢; = #1. We calculate the Alexander polynomial of K.

It has the following expression.
i=1 i=1

So, we can calculate the Casson invariant of the oriented Z-homology sphere obtained on

any element of L.

THEOREM 4.1.3
Let M® be the oriented Z-homology sphere obtained by Dehn surgery on 3 € L with

framing €, ¢;,€3. Then the Casson invariant of M3 is given by

I A(M?y = 515253(Zeifj)2
<1
(]

To show the family of links which produce oriented Z-homology spheres with Casson

invariant zero let
Bi={ 8| 8 = [Jieh=(ch’ }
=1
besuchthatifnodd e;=en.(j.1) and fo;j=f; .andifneven f;= f..; and

€j+1 = €n-;. We suppose 3, 2¢; =0and Y i, 2f; =0. Then we prove the following.

PROPOSITION 4.1.4.
Let M?> a oriented Z-homology sphere obtained by Dehn-surgery on 3 € B; then
AM3) =0.

' O

Furthermore, using the fact that any element of B; is strongly invertible we have the

following corollary.
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COROLLARY 4.1.7
If 5 € By N L’ then M3 is not a homotopy sphere.
a

| ) ,
Finally let an algebraically split, oriented n-pure braid § be contained in §* with

framing (e1,- -+, €,). Let M3 be the Z-homology obtained by surgery on 3. Denote A(f)
the Casson invariant of the Z-homology sphere obtained by surgery on 3. We call b the
set of sublinks #’ C 3 which have 3 components. Applying a result of [H] we have the

following.

PROPOSITION 4.2.2
MM?) =, MB) -

The thesis has 4 Chapters and it is organized in the following way. In Chapter 1 a
proof is given of the fact that the group of pure 3-braids P; can be expressed as the direct
product of two free groups. In Chapter 2 the study from the geometric point of view is
done, in Section 2.1 the study of the links which we call small § = A28r;?;: rrgf ' is done;
in Section 2.2 it is proved that in the exterior of the elements of L € L’ there exist two
incompressible surfaces and that it is not possible to obtain homotopy spheres in many
cases; in Section 2.3 it is proved that the knot K obtained from L after doing surgery
on certain sublink of it is the sum of two #-irreducible n-tangles and so it is not trivial.
In Chapter 3 the p-invariant is calculated. Finally, in Chapter 4 the Casson invariant is
calculated; in Section 4.1 the Casson invariant of the oriented Z-homology spheres obtained
from the algebraically spli{; elements of B is calculated; in Section 4.2, using a result of
[H], the Casson invariant of an algebraically split closed pure n-braid is expressed as the

sum of the invariants of its sublinks of 3 components.
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0. Introduccion.

El teorema fundamental de cirugia probado por W. B. R. Lickorish [Li] y
A. D. Wallace [Wa)] afirma que toda 3-variedad conexa, orientable y cerrada se obtiene
por cirugia entera en una n-trenza pura cerrada contenida en S%. Ya que cirugia sobre
1-trenzas puras cerradas produce espaciocs lentes [Mo], sobre 2-trenzas puras cerradas pro-
duce, en general, espacios fibrados de Seifert; es natural preguntar qué tipo de variedad es
obtenida por cirugia sobre una 3-trenza pura cerrada.

Un nudo K contenido en S® tiene la propiedad P [GA1], si toda cirugia no trivial
produce una 3-variedad no simplemente conexa. Diremos que un enlace contenido en
53 tiene la propiedad P si toda cirugia no trivial produce una 3-variedad no simplemente
conexa; entendiendo por cirugia trivial aquella en la que se hace la cirugia trivial en algunas
o en todas las componentes del enlace.

Sea B el conjunto de enlaces orientados contenidos en S3, obtenidos como la clausura
de 3-trenzas puras. En este trabajo estudiamos la ﬁropiedad P para los elementos de B.
Tratamos este problema desde dos puntos de vista, uno geométrico y otro algebraico.

Un enfoque del problema anterior es desde el punto de vista de la teoria de libros
abiertos {ver [Ro] ). Las variedades obtenidas por cirugia sobre B € B tienen una
descomposicién en libros abiertos con pagina una superficie plana, tal que el mimero de
componentes de su frontera es 4. Sin embargo, este no es el punto de vista considerado.

El grupo de trenzas puras de 3 cuerdas P3 es el producto directo de dos grupos libres

[FN]. Todo elemento B € B se expresa por 8 = Az | afe"ag'f", donde A = 0,000,

e—

y €, fi,e € Z. Un diagrama representando B es mostrado en la fig. 1.1.3. De ahora en
adelante llamaremos K; a las componentes del enlace, de manera que lk(K1, K2) = ) e;+e,

lk(K:},Kz) = Zf,, +e.




Sea L = UTK; un enlace orientado contenido en S3. Denotamos por n{L) = Un(K;)
a la unién disjunta de vecindades regulares de las componentes. Sea (mn;,{;) una pareja
preferencial meridiano-longitud de dn(K;). Llamemos r; C dn(K;) a la curva tal que
r; = pim; + qil; con pi/q; € QU 1/0, (p;,q:) = 1. Hacer cirugia r; en la componente K;
es considerar el espacio c/{S — int n(K;))} Ugy(k,) Ti con T; un toro sélido estindar con
pareja preferencial (m;, ;) tal que m; se pega a lo largo de la curva r;. Denotamos por ¢;
la cirugia en la cual m! se pega a lo largo de la curva m;. Decimos que M? es la variedad
obtenida por cirugia sobre el enlace L = U} K; con marco (71,72, -, Ti—1, $i, Tit1," " Tn)
si M® = cl(S? — int p(L) Upnry) (UTT:). Desde el punto de vista geométrico se prueba
que ciertas trenzas contienen superficies incompresibles en su complemento, que persisten
después de cirugia.

Llamemos L’ C B al conjunto de enlaces tales que |e;| > 1, |fi| >1,e=0,n>1,es
decir, § = Haf;"‘;gf“. Denotemos 7o, = lk{Kj, K3) y sea (€1, €2, -+, €1, P, €ixr1," "+, €n)
un marco tal que ¢; =.=%1, a menos que se especifique de otra forma. Aplicando un

resultado de [CGLS] se prueba lo siguiente.

Teorema 2.1.4 Dado 3 € L' un enlace con marco (r1,72,73), tal que m2 # 1/0,
ri #£1o;, Yy 5 7# (kro; & 1)/k para toda k€ Z, j = 1,3 la S-variedad N* obtenida por

cirugia sobre 3 es Haken.
De aqui se concluye lo siguiente, donde N2 es como en el teorema 2.1.4.

Corolario 2.1.5 N3 no puede ser una esfera homotépica.

Llamemos K al nudo obtenido de 3 € L’ con marco (€1, ¢a,€3) con ¢ = +1/n.

Probamos que K se descompone como la suma de dos ovillos d-irreducibles { Lema 2.2.2.,




Teorema 2.2.3 ) y por lo tanto de [GL] se tiene que K es no trivial y aplicando [GoLj se

obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2.4 Sea 3 € L' un enlace con marco {€1,72,¢€3), con € = £l/n,

ne€ Z —{0}. Si ry # 1/0 entonces no es posible obtener S* por cirugia sobre 8.

El corolario 2.2.4 extiende el resultado del corolario 2.1.5 parar; = +1/n, conn € Z - {0}.

2e, o.gfl

Cuando la trenza es 3 = A?egy podemos probar lo siguiente.

Proposicién 2.3.1 Sea N® una esfera homotdpica obtenida por cirugia de Dehn

2 2
sobre el enlace B = A2a2€ g2/ con marco (r1,72,73). Entonces N3 es homeomorfa a S°.
1 2 s

Ademaés se tienen ejemplos de enlaces en los que se obtiene la 3 - esfera.

Desde el punto de vista algebraico se realiza lo siguiente. Aplicando un resultado
de {GA2] ( ver también {CS] ) se calcula el invariante u de las Z,-esferas homologicas
obtenidas por cirugia sobre elementos de B € B con marco entero (I, [z, l3).

Llamemos P a la rﬁatriz del enlace B Sea U el conjunto de enteros i tal que u; # 0

donde
uy
Ug = PZ_ 1
Uz

O | T
Py ol

Coma
[~

3

con l; = I; mod 2 y P, la matriz P reducida mddulo 2. Denotemos por By = Uieu K

al subenlace propio de r = #{U} componentes y por o(P) la signatura de la matriz P.
Tomemos A = 0si #{U} = 1; A = ;;/4 si #{U} = 2 ({U} = {i,j}, para ¢ # j);

6A=[e+ lz—"zim — Y i €] st #{U} = 3.

Teorema 3.1.5 Sea M?® la Z,-esfera homoldgica obtenida por cirugia sobre B con

(P)=) ..., Lij+8A
marco entero (I;,1,13). Entonces u(M?®) = z z‘i’;” ’ mod 1




Se calcula el invariante de Casson A(M?) de las Z-esferas homoldgicas obtenidas sobre

elementos 3 € B algebraicamente separables. Sea B algebraicamente separable.

Teorema 4.1.3 Sea M?® la Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia sobre B con

marco (€, ¢€a,€3) , €; = £1. Entonces \(M3) = 616263(2?«- e,-fj)z.

Sea B, el conjunto de elementos § = H?=1(033:i(a§)fi algebraicamente separables,

tales que si n impar e; =e,_(j~1), fal; = fiisinpar f;=fuj, €41 =é€n_j.

Proposicién 4.1.4 Sea M® una Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia de Dehn

en 3 € By. Entonces A\(M®) = 0.

Corolario 4.1.5 Si B € ByNL' entonces M3 no es una esfera homotépica.

Sea 3 una n-trenza pura cerrada, algebraicamente separable con marco (e1,: -+, €n),
orientada y contenida en S*. Sea M? la Z-esfera homolGgica obtenida por cirugia de Dehn
sobre 3. Denotemos por A(3) al invariante de Casson de la Z-esfera homoldgica obtenida
por cirugia de Dehn sobre 8. Llamemos b al conjunto de subenlaces B c B que constan

de 3 componentes. Aplicando un resultado de [H , teorema 2.1] se tiene lo siguiente.

Proposicién 4.2.2 A(3) = Z/\(B’)
b

El trabajo consta de 4 capitulos. En el capitulo 1 se da una demostracién de que
el grupo de trenzas puro de 3 cuerdas P3, es el producto directo de dos grupos libres.
En el capitulo 2, seccién 2.1 se demuestra que existen dos superficies incompresibles en el
exterior del enlace B € L’ y se prueba el teorema 2.1.4. En la seccién 2.2 se demuestra el
corolario 2.2.4. En la seccién 2.3 se dan ejemplos de trenzas cerradas en las que se obtiene
S3. En el capitulo 3 se realiza el calculo del invariante p para las Z;-esferas homoldgicas

obtenidas por cirugia entera en elementos de B. En el capitulo 4, seccidn 4.1 se calcula el




invariante de Casson para las Z-esferas homolégicas obtenidas por cirugia en los enlaces
de B algebraicamente separables ( proposicién 4.1.3 ).

En la seccién 4.2, usando un resultado de [H , teorema 2.1] se da la proposicién
4.2.2. El simbolo ~ denota equivalencia entre elementos de un grupo dado en términos de
generadores y relaciones, 6 equivalencia entre grupos con presentaciones dadas; 2 denota

equivalencia entre espacios hasta homeomorfismos.




Capitulo 1

1.1 - El grupo de trenzas puras de 3 cuerdas.

El grupo de trenzas puras de Artin de n-cuerdas P, es el producto semidirecto del
grupe de trenzas puras de (n — 1) cuerdas P,_;, con un grupo libre de rango n. En
particular, el grupo de trenzas puras de 3-cuerdas Ps es isomorfo al producto directo de los
grupos libres de rango uno y dos. En [FN] se da una prueba de esto utilizando fibraciones.

Aqui damos una prueba usando las presentaciones de los grupos.

Teorema 1.1.1. ( Artin , ver [B] ) El grupo de trenzas B, admite una presentacion con
generadores 01, -+ ,0n_1 y relaciones o0; = oo si [i—j| =22 con 1<i,j<n—-1

Oi0i+10; = Oi+10i0i411 <i<n—2

-El grupo de trenzas puras de Artin P, de n-cuerdas, el cual es un subgrupo del grupo
de trenzas B,, , tiene la siguiente presentacién ( ver [MKS] ). Los generadores son los

elementos a;; = 0j_10j-2° Oit1 OF O --aj__fzci;_ll dondei < jparaj=1,---,n—1

y las relaciones definidas por

Qrs@ikdry = ik 8i 8<i o k<r

—1 _ -1 R . - k
GkalikQr, = Oy GikGis i<k<s

-1 _ -1_-1_ _ < r<k
ArkQikQ. = G G GikQirdik L

-1 _ =1, -1, o oo—1_ -1 Pk <
a..,-aa,',kars _ aw a“. a’tsa;ra,kalr aw QirQig ) r S




i i+1  i+2 j-2 j-1 j

aij

Fig. 1.1.1

En particular el grupo de trenzas puras de 3-cuerdas P; tiene una presentacién con
generadores ajz,a13,a23 y relaciones ry = [aw, a12a13a23] =1,rp = [0‘.12,0130.23] = 1.

Ya que [012,0.13(123] = 1 tenemos ajpa1zdzs ~ a1adesayz. Multiplicando por ays,
Q12013023013 ~ @13023612813 ¥ 612013023013 ~ @13812@13023. Eliminando a3 tenemos
a12@13023 ~ Qo3a12a13 qUe €8 la relacion T3 = [(123,(112(113] = 1.

Sea A? ~ (0,0201)%. Probemos que A? ~ ajjazse;;. Ya que a2 ~ oF,
a1z ~ 020%0; ' y azz ~ 02 tenemos aizazaiz ~ agafa.z_lag&f ~ 090101020101 ~
020102010201 ~ 01020101020, ~ A?. Ademéds A? esti en el centro de P3 ya que
a12A2 ~ 12013823012 ~ G13G23012012 ~ AZaya, a13A? ~ a13a13a23a12 ~ 013612013023 ~
120213023413 =2 213023012413 ~ Alayg y finalmente a23A? ~ azzaizas3arz = 23212013023

™3 T2 2
< @12a13023823 ~ Q13023012023 ~ A*ag;.




Sea F, el grupo libre de rango dos.

Proposicién 1.1.2. El grupo de trenzas puras P3 es isomorfo al producto directo 7 x Fj.

Demostracion. Aplicando movidas de Tietze obtenemos una presentacién de P; con gen-
eradores a9, a13, @23 ¥ las relaciones ry y r3 dadas anteriormente.

Consideremos Z := (A?) y el grupo libre F generado por ajz v az3. Una
presentacion para el grupo P’ := Z x F, estd dada por los generadores A%, a 3,493 v
las relaciones 7y = [AZ%,a12] = 1,75, = [A%,az3) = 1. Aplicando movidas de Tietze

( ver [LS]), veamos que P; es isomorfo a P’. Ya que a13 ~ A%aj,'a;; tenemos

— 2 _ - 2
P = <ﬂ12,<113,<123aA ' [013,012013023] =1, [023,012013] =1, A= 013023012>
2 2. —1_-1 2,.—1 -1 _ 2. -1 _-11 _

Aplicando la conmutatividad de A? se tiene [ A%ajas), a;pA%a az'ass | =
[ A%ajjazs, A ] = 1, con A%ajjaz;A%anaA2A72 ~ A2 A%; ~ 1.
Similarmente [ az3, a2A%jazs | = [ azs, A%y | = 1, de donde tenemos

axAlasyaz; az3A~% ~ AZayA~%az) ~ 1. Por lo tanto

Py~ ( @13, az3, A% | [A%a12] =1, [A%ap] =1 )~ P

La clausura de 3 € Ps, denotada 3 se obtiene tomando una proyeccién de 3 en el
plano euclideano e identificando los extremos iniciales con los finales sin formar nuevos

Cruces.
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- o = - = —— -

El resultado de la proposicion 1.1.2 es fundamental ya que permite dar un diagrama

representando P;. En el diagrama (ver fig. 1.1.3 ), e; representa la palabra (o), f; la

palabra (¢2)/¢ y e representa la palabra (o20,02)%.

Fig. 1.1.3

Sea §3 la 3-esfera orientada. Denotemos B = {3 C 3 | 8 € P;}. En adelante, con-
sideraremos los elementos ﬁ € B orientados tal que cada componente de B estd orientada

en la misma direccién.
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Capitulo 2

2.1.- Superficies incompresibles en el complemento de |
elementos de B.

r——

En esta seccién consideramos enlaces [ = 1‘[;;10?*-'031’ ‘€ B tales quen > 1,

lesi > 1y |fi] > 1 con marco (ry,73,73), 7i € QU 1/0; se sigue que lk(K), K3) = 0.
Probamos que si 7 # 1/0, r1 # 3 e, (kY e; £ 1)/k, y r3 # Y fi, (kY. fi £1)/k para
toda k € Z entonces la variedad obtenida por cirugia es Haken. Por lo tanto, no es posible

obtener una esfera homotdpica en estos casos.

—

Llamemos L’ al conjunto de trenzas cerradas 3 = [[[L, o202/

tales que n > 1,
lei] > 1y |fil > 1. En el estudio de esta clase de enlaces aplicaremos un resultado del
articulo [CGLS]. ' |
Sea M? una 3-variedad irreducible con una componente frontera un toro 7. A la
" clase de isotopia de una curva cerrada simple no trivial en T la llamaremos su pendiente
y A(r, s) denotard el minimo nimero de interseccién geométrica entre las pendientes 7 y
3. M(r) denotard a la variedad obtenida pegando un toro sélido a M a lo largo de T tal
que la frontera de un disco meridiano del toro sélido tiene pendiente r. Finalmente, S

denotara una superficie en M — T la cual es incompresible en M. Si § C int M entonces

cortamos M a lo largo de S.

Teorema 2.1.1 ( [CGLS], teorema 2.4.3). Supéngase que M* contiene un anillo con una
componente frontera en S y la otra con pendiente ry en T. Entonces

a) La superficie S se comprime en M(rg)

b) La superficie S es incompresible en M(r) si A(r,ry) > 1 a menos que M sea homeo-

morfa aT x I

12



c) Si Alry,ro) = 1, i = 1,2 entonces M(ry) = M(r2). En particular la superficie S se
comprime en M(r) para alguna r tal que A(r,ro) = 1 si y sdlo si se comprime en M(r)

para toda tal T.

——

Sea A = [[r,(03)(03)fi € L' y M?® = cl(S® — int n(B)). Tenemos dos
superficies disjuntas de género n, Si, S3 C int (M3), ( ver fig. 2.1.1 ). S, acota
un cubo con asas H; en S° tal que K; C int (H;) y K2 C ¢l (8- HyUH;3).
Llamemos U; = cl(H; — int n (K1), Uz = cl((33 ~HUH;) — inty (K2)) y
Us =ci(H; — int n (K3)). Entonces M® =U,UlU,UU3 y S;=U;NU;.

Fig. 2.1.1

13



La componente K; del enlace es isotdpica a una curva sobre la superficie S; tal que si

i)e;>06f; >0

i) e; <06 f; <0

Fig. 2.1.2

Por lo tanto, tenemos un anillo b;, tal que una componente frontera dyb; aparece en

S; v la otra Ob; es una curva en 9n(Kj;) con pendiente
Ee,— j =1
>ho o i=3

Mostremos que M3 es irreducible. Supdngase que S; es incompresible, por lo tanto

sera suficiente probar que U; es irreducible.
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Sea §% C U; una esfera, supongamos que no es frontera de una 3-bola y que S2Mb;
es transversal. Sea vy € $2nN b; una curva cerrada trivial en b;. Cortando a lo largo de una
curva de mas adentro en b;, obtenemos dos esferas. Al menos una de ellas no es frontera
de una 3-bola. Eliminando asi este tipo de intersecciones. Si ¥ es una curva cerrada no
trivial en b; entonces 7y es frontera de un disco en S2 y por lo tanto Oob; es frontera de
un disco en Uj. Lo anterior contradice la incompresibilidad de S; en U;. Entonces 5 no
interseca al anillo b;. Cortando U; a lo largo del anillo b; obtenemos un cubo con asas el
cual es irreducible. Por lo tanto S? es frontera de una 3-bola.

Probemos que U es irreducible. Sea §? C U, una esfera tal que no es frontera de
una 3-bola. Sea a = Ua; la coleccién de anillos mostrados en la fig. 2.1.1 tal que una
frontera se encuentra en S;, Gpa; C Sy 6 Jga; C S;3 y la otra frontera da; se encuentra,
en K3, da; C K2. Supongamos que S% Na es transversal. Sea v € S2Na;. Si v es una
curva cerrada trivial en a; eliminamos esta interseccién cortando S2 a lo largo de una
curva de més adentro en a;, obteniendo dos esferas tal que al menos una no es frontera
de una 3-bola. Si vy es una curva cerrada no trivial en a;, entonces =y es frontera de un
- disco en §? y por lo tanto doa; es frontera de un disco en U,. Lo anterior contradice la
incompresibilidad de S; 6 S3 en U;. Entonces S2 no interseca a. Cortando U, a lo largo
de a obtenemos un cubo con asas el cual es irreducible. Por lo tanto S? es frontera de una

3-bola.

Lema 2.1.2 Sea 8 = Hle(a?-j;* (c2)fs € L' y S; como antes. Entonces S; es
incompresible en M.
Demostracidn. Veamos que la superficie S; es incompresible en U;. Supongamos que es
compresible. Sea D un disco de compresidn, entonces 8D = « es una curva no trivial en S;.
Consideremos los discos C; y los discos meridianos M; ( ver fig. 2.1.1).

Como |e;| > 1 para toda i, el nudo K, interseca al disco C; en dos puntos, e interseca

al disco M; en |e;| puntos.
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Veamos como son las intersecciones en D N C;. Supongamos que se intersecan
transversalmente. En C; tenemos curvas cerradas y arcos que separan 6 no separan los
puntos. Veamos que todas las intersecciones se pueden eliminar. Tomemos una curva
cerrada v de mds adentro en D. Sea D’ el disco acotado por + en D y sea B el disco
acotado por v en Cj. Si B no interseca a K, podemos cortar a D a lo largo de un disco
cuya frontera es una curva de mas adentro en B, reduciendo el nimero de intersecciones.
Si B interseca a K en un punto entonces tendremos una esfera que interseca en un punto
a K, lo cual no es posible. Si la esfera B U D interseca K en dos puntos, un arco de
K, queda dentro de la bola acotada por BU ['. Ya que K interseca a todos los discos
meridianos M;, lo anterior nos lleva a una contradiccidn.

Supongamos que hay arcos de interseccion que no separan los puntos de K, en Cj,
tomemos el arco o de mds a la orilla en C;. o corta un disco C] en C; que no interseca
a K. Cortando D a lo largo de C] obtenemos dos discos, al menos uno es un disco de
compresion, que interseca a C; en menos arcos. Por lo tanto todos los arcos en C; separan
los puntos de K;. Tomemos el arco o de mas a la izquierda en D. o divide a D y C;
en dos discos respectivamente, D = Ih U D, y C; = B, U By, sea D, el disco que no
contiene arcos de interseccién. Entonces tenemos un nuevo disco D' = B; U Dy, el cual
isotopamos para que sea ajeno de C;. Cortemos H; a lo largo de los discos C;, obteniendo
una coleccién de toros sélidos, y nétese que D’ es un disco propiamente encajado en alguno
de los toros sélidos con discos meridionales M;. Si 8D’ es una curva trivial tendremos una
esfera intersecando en un punto a K, lo cual no es posible. Si 9D’ es isotdpica a una curva
frontera de un disco meridional M;, entonces como K, interseca a cada disco meridional
M; en mas de un punto tenemos una contradicciéon. Por lo tanto no existe tal disco de

compresion. La incompresibilidad de S3 en U; se prueba de manera similar ya que | f;| > 1.
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Veamos que la superficie 5 es incompresible en U/;. El siguiente dibujo muestra el

complemento de H; en S3, el cual es un cubo con asas. Llamemos £3 a una espina { o sea .

un 1 - complejo } tal que una vecindad regular de ¥3 es homeomorfa a Hs.

Fig. 2.1.3

Supongamos que la superficie S; es compresible en U;. Llamemos D al disco de
compresién. Sean {M;}™, y {M/}™, los discos meridianos mostrados en la figura 2.1.3.
Notese que M; interseca a K2 en un punto y es ajeno a X3, y M/ los interseca a cada uno
en un punto.

Analicemos las intersecciones del disco de compresién con los discos meridianos y
probemos que se pueden eliminar. Supongamos que se intersecan transversalmente. Sea -y
una curva cerrada simple de mds adentro en alguno de los discos meridianos. Llamemos

B al disco que acota v en el disco meridiane y D' al disco que acota en D.
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Si K; y ¥3 no intersecan a B entonces cortando D a lo largo del disco B, se obtiene
otro disco de compresion; asi eliminamos todas las curvas de este tipo. Si el disco B
contiene un punto de interseccién y el punto es de K, entonces tendremos una esfera
BU D) intersecando en un punto a K3 lo cual no es posible. Si el punto es de 23 entonces
la bola acotada por la esfera B U D’ contiene a un extremo de 3. Sean A; las curvas de
la espina ¥3 mostradas en la figura 2.1.3. Entonces alguna de las curvas A; estd contenida
en la bola acotada por la esfera BU D’. Ya que el nimero de enlace de K> con A; es 1,
tenemos una contradiccion. Si el disco B contiene a los dos puntos de interseccion entonces
la esfera interseca a K7 en un punto, y como antes esto no es posible. Concluimos que la
interseccion entre D y los meridianos consiste solo de arcos.

Tomemos un arco o de mas a la orilla en M; 6 M/. o divide el disco meridiano en dos
discos, llamemos B al disco que no contiene arcos de interseccién. Si el arco ¢ no separa
los puntos de interseccién con Kj y X3 cortemos I a lo largo de B. Obtenemos dos discos,
uno de los cuales sigue siendo un disco de compresion. De esta forma eliminamos este tipo
de arcos. En particular, el disco D no interseca a los meridianos M;. Cortando a lo largo
de los discos meridianos M; y M/ descomponemos cl(S° — H)) en bolas B;, las cuales

son de los tipos mostrados en la figura 2.1.4. By es de tipo i), B, es de tipo iii} y B,

A O D

1

I
Oﬂ_

A;

N

2 < i< n-—1detipo ii).

A;

-
=~

3

i) ii) - i)

Figura 2.1.4




Consideremos los discos meridianos N; contenidos en las bolas de tipo #i), como en
la figura 2.1.5 ii). N; interseca a ¥3 en un punto y no interseca a K. Repitiendo el
argumento anterior podemos suponer que el disco D no interseca a los meridianos Nj;.

Llamemos o; a la porcién de la espina contenida en B; y A; al conjunto de arcos de
K> contenidos en B;.

Analicemos los arcos 7 de interseccién en M que separan los extremos de o; y A;.
Tomemos un arco v de mas a la orilla en D. El arco v acota un disco D’ ¢ D, luego
0D’ = aU+y. Supongamos que D’ estd contenido en la bola de tipo iii). Nétese que
0B, = M, URU M, donde R es un anillo. Como R es un anillo, el arco a es paralelo
a un arco en M, . Luego D se puede isotopar de modo que a se traslade al otro lado de
M, . Esto hace que D interseque a M/ en una curva cerrada, la que podemos eliminar
como antes.

Supongamos que D' estd contenido en una bola de tipo ii). Como D’ no interseca a
Nj, el arco o es paralelo a M| y se puede eliminar C(-)mo en el caso anterior, o bien «a
separa a los discos N; y M|, como en la figura 2.1.5 ii), pero esto implica que I’ interseca
a Xj, lo cual no es posible.

Por los argumentos anteriores podemos suponer que D’ estd contenido en una bola de
tipo i), ¥ que los arcos ; de més a la orilla en D acotan discos D)} contenidos en la bola de
tipo i}, ver fig. 2.1.5 i). Supongamos que el disco D interseca la bola de tipo iii) en la fig.
2.1.4. Sea C C DN B, un disco de interseccién, luego 4C =y, Ua; U--- Uy, Uay,, donde
v C M),y a; C R. Como R es un anillo, los arcos ¢; son paralelos a M. Tomemos
uno de mas a la orilla, e isotopemos D para trasladar este arco al otro lado, esto hace
que D interseque a M, en un arco que no separa, al que podemos eliminar como antes.
Prosiguiendo de esta manera eliminamos todos los arcos. Por lo que podemos suponer que

D no interseca a B,.
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Supongamos que el disco D interseca a una bola de tipo ii) , digamos a B;, pero no
interseca a Bjy1. Cortemos a B; con N; y sea Bj la parte que contiene los meridianos M
y M{,,. Sea C C DN B} un disco de interseccién, luego 8C = v, Ua; U--- U n U ay,
donde v; C M} y a; C 8B — (M] UM/, UN;). 8C es una curva en 48!, que divide a
esta esfera en dos discos, digamos E, y E, como en la figura 2.1.5 iii}. Si C separa a
los extremos de o;, entonces C interseca a X3, lo cual no es posible, luego los 3 extremos
de o; estan en un mismo disco, digamos E,. Andlogamente, los dos extremos de A; estdn
en un mismo disco. Como C no interseca a M), , y este contiene extremos de o; y A;,
se sigue que los extremos de A; tambien estan en E,. JC divide a 9M] en arcos, que se
encuentran alternativamente en E; y F;. Como no hay puntos de A; 6 o; en E3, se sigue
que un arco de 9M, de mds a la orilla en E; es paralelo a un arco de 8C, y como antes

estos se pueden eliminar.

Por lo tanto D solo interseca a la bola By, y se sigue que 8D es trivial pues de
otro modo D intersecaria a ¥3 o K3. De lo anterior se tiene que no existe tal disco de

compresién. De manera similar se prueba la incompresibilidad de S5 en U;. O

i) ii) iii)
Fig. 2.1.5
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Recuérdese que
e sioj=1

X5 st j=3

ng -

Llamemos V; al espacio obtenido de U; al hacer cirugia en la componente K;

( ver fig. 2.1.1 ). Consideremos el siguiente diagrama.

Viul, UV,
L
/‘
S;
N
UyuV,ul,
Proposicién 2.1.3. Sea 8 € I un enlace con marco (r1,72,73), tal que s # 1/0, r; # ro,,

y rj # (kro, £ 1)/k para tode k € Z. Entoncest,i/ son m - inyectivas.

Demostracién. Veamos que ¢ es my-inyectivo. Por el lema 2.1.2, S; es incompresible en U;
y por el teorema 2.1.1, b) se tiene que S; es incompresible en V;. Tenemos entonces el

siguiente diagrama conmutativo donde todos los homomorfismos son m;-inyectivos.

Vi
S .
5 UsUuWy
N / N
Uz Nul,uVs
e N /
S3 Uy UV,
N /
Vi

Para demostrar que ¢/ es m-inyectivo basta probar que S; se comprime en V;

unicamente para ro = 1/0.
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Supongamos que 53 se comprime al realizar la cirugia ro en K;. Sea D un disco de
compresién en V3 = U Ug.(k,) T3, con T3 un toro sdlido tal que una curva meridiana se .
pega a lo largo de una curva de pendiente ry en 91(K>),( ver fig. 2.1.1 ). DN7T3 es una
coleccién de discos meridianos y D N Us es un disco D' agujerado. Sea D'NS; = GDy
(8D — 8,D) = D' NAn(K,). Nétese que se tienen 2n anillos Ua; en M2 ( ver fig. 2.1.6),
con una componente frontera en Ks y la otra en S; 0 en S3. Elijamos un anillo a con una
frontera en S; y un anille @’ con una frontera en S3 ( ver fig. 2.1.6 ). Supongamos que los
anillos intersecan al disco D’ transversalmente. Sea v € a’ N D’. Si ~ es una curva cerrada
trivial en o’ cortamos D’ a lo largo de una curva de mds adentro en a’. Los arcos v con
extremos intersecando S3 no aparecen ya que la frontera del disco D aparece sobre S;.
Sea v un arco con extremos en 8D’ — JgD. Si -y visto en D’ tiene extremos en diferente
componente frontera, cortamos D’ a lo largo del disco que acota « en o', pegando dos
copias de este disco se obtiene una curva trivial en J75, que al taparla se obtiene un disco
de compresién con menos intersecciones con 75. De esta manera eliminamos ese tipo de
interseccion.

- Si v tiene sus extremos en la mismal componente frontera, por un argumento de
orientabilidad puede ser eliminada, ( regla de paridad en {CGLS] ). Por lo tanto el disco
D no interseca al toro de cirugia T3, lo que contradice la incompresibilidad de S; en Us.

La incompresibilidad de S3 en V, se prueba de manera similar.
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Decimos que una 3-variedad N3 irreducible es Haken si existe una superficie S distinta

de S? que es m,-inyectiva en N3,

Teorema 2.1.4 Dado 3 € L' un enlace con marco (r1,72,73), tal que ro # 1/0,
ri #70;, y T3 # {kro, £1)/k para toda k€ Z, j =1,3, la 3-variedad N* obtenida por
cirugia sobre 3 es Haken.

Demostracién. Por la proposicién 2.1.3 basta probar que N3 es irreducible. Ya que N3 =
Vi UV, U V; unidas a lo largo de las superficies incompresibles S;, es suficiente probar la
irreducibilidad de V;.

Probemos que V; es irreducible. Sea V, = U, Usntk,) T1 con Ty el toro de cirugia y
5% C V1 una esfera en posicién general. S? N Ty es una coleccién de discos meridianos m;.
Llamemos S’ a la esfera agujerada. Sea &) un anillo en U, tal que db, es la componente
frontera en K y dpb, la componente frontera en S; ( ver pdg. 12). Seay € b, NS, Siy
€s una curva cerrada trivial en b; la eliminamos cortando a lo largo de una curva de mas
adentro en b1. Arcos con extremos en dpb; no aparecen ya que la esfera estd contenida
en Vi. Sea 7 un arco de mas adentro en b, tal que sus extremos aparecen en distintas
componentes frontera de §’. Cortando §’ a lo largo de v y pegando dos copias del disco
que acota obtenemos una curva trivial en T; tal que al taparla con un disco obtenemos una
esfera isotdpica a S? con menos intersecciones con T}, eliminando de esta manera ese tipo
de intersecciones. Si v es un arco con extremos en la misma componente frontera m; de
S’ por un argumento de orientabilidad se elimina. Por lo tanto la esfera S? estd contenida
en U;. Ya que U, es irreducible, con lo anterior queda probada la irreducibilidad de V.
La irreducibilidad de V3 se prueba de manera similar.

Probemos que V; es irreducible. Sea S? C V3 = U Usn(k,) T2 una esfera en posicién
general. Llamemos A a la coleccién de anillos ajenos en U, con fronteras en K y en S;.

5?2 NT, es una coleccién de curvas meridianas.
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Sea S’ la esfera agujerada. Probemos que A no interseca a S'. Sea a € A un anillo
con doa la componente frontera en 5; 6 en S3 y da la componente frontera en dn(K3). Sea
Y € 8 Na. Si~ es una curva cerrada trivial en a cortamos a lo largo de una curva de més
adentro en a. Con lo anterior, eliminamos este tipo de interseccién. Arcos con extremos
en dpa no existen ya que S’ C U,. Los casos restantes se eliminan con los argumentos
utilizados para mostrar la irreducibilidad de V). Por lo tanto la esfera estd contenida en

Us que es irreducibie.

De aqui se concluye lo siguiente, donde N3 es como en el teorema 2.1.4.

Corolario 2.1.5 N3 no puede ser una esfera homotépica.
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2.2 - Ovillos frontera irreducibles.

En esta seccion consideramos 3 € L/ ( ver seccién 2.1 ) un enlace con marco (€3, 2, €3),
con ¢; = +1/n. Probamos que si r2 # 1/0 entonces no es posible obtener $* por cirugia
sobre fi con tal marco. Extendiendo en este sentido el corolario 2.1.5 para r; ==+1/n, con

n € Z - {0}.

Un ovillo de n-cuerdas, denotado por B = ( B, T) consta de una 3-bola B y un conjunto
T de n arcos propiamente encajados en B. Decimos que el ovillo es 9-irreducible si para
cualesquiera 2 cuerdas no existe un disco propiamente encajado en B que las separa.

Seafi e Btalque 8= Hle_c‘r?"agf‘ con |e;| > 1, |fil >1 paratoda i=1,---,n
y K el nudo obtenido de 3 = K; U K> U K3 ( donde lk(K, K3) =0 ) después de hacer
la cirugia (€1,¢2,€3),con € =+x1/n yne Z - {0}. Sean B;, con i = 1,2 los ovillos de

n-cuerdas mostrados en la figura 2.2.1.

Fig. 2.2.1
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Realizando una isotopia en B; obtenemos el ovillo mostrado en la figura 2.2.2 i),

después de cirugia obtenemos el ovillo B} mostrado en ii). ( en la figura se muestra el caso

n:2).D -

Fig. 2.2.2

Sea 9B'; = 5% — {2n—puntos }. La suma B + B, se define como B; U, B; a lo largo
de un homeomorfismo ¢ : 38, — 9B;. Nétese que K = B + B, con ¢ = Id.

Mostremos que K es no trivial. Por [GL] es suficiente probar que los ovillos de
n-cuerdas B = (B;, T) son d-irreducibles. ( Un ovillo es primo si no tiene nudos locales y
es J-irreducible.)

Sea {g9;}7 el conjunto de arcos del ovillo B] = (B}, 7). Obsérvese que existe una familia
de toros agujerados (ver fig. 2.2.3 ) T; = {T},BTJ};‘;II propiamente encajados en B, tal
que cada toro T} separa los primeros j-arcos de los (n — 1 — 7)-arcos. Sea D C §2 un disco
conteniendo todos los extremos de los arcos (ver fig. 2.2.2,1)) y D; C D un disco tal que

dD; = d1}. Sea a; un arco encajado en Dj; tal que da; = Jg;.
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Fig. 2.2.3

Lema 2.2.1 Cada elemento de la familia T; es incompresible en B} — 7;.

. Demostracion. Sea (13,0T;) € T ( (T;,0T;) € T, ) Supongamos que existe un disco
de compresién D? para Tj. Ya que T;U D; es un toro desanudado contenido en una bola
B3, este es frontera de un toro sélido 77 en B®. Supongamos que D? estd contenido en el
toro sélido T”. Si D? es homotépica a un meridiano del toro sélido entonces g; N D2 £
ya que les] > 1 (|f;] > 1) y g; Ua; no es homotépicamente trivial en T, por lo
tanto D? N (g; Ue;) # @ lo cual es una contradiccién. Si dD? es homotdpicamente
trivial en T; U D; entonces 8D? es homotdpicamente trivial en T; 6 OD? es paralela
a 0T} lo cual implicaria que g; U a; es homotdpicamente trivial en 77, en ambos casos
tenemos una contradiccién. Por otro lado, si el disco se encuentra en el complemento del
toro sélido T” el cual es también un toro sélido T*, entonces D? es una longitud de Tj,0
una curva homotdpicamente trivial o es paralela a J7;. Ya que tenemos (n — 1 — j)- arcos
con |e;| > 1 ( |fil > 1) se tiene que UpZ1,, (gx U ax) N D? # @ obteniéndose nuevamente

una contradiccidn. 0
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Lema 2.2.2 Sea B como antes. Entonces B'; es un ovillo 8-irreducible.

Demostracién. Basta probar que dados cualesquiera dos arcos en B] no existe un disco
que los separe. La prueba para B, es similar. |

Sean g;, gk con j < k cualesquiera dos arcos. Supongamos que existe un disco £ que
los separa. Sea (m,!) una pareja preferencial meridiano-longitud para T;UD; y c denotara
una curva trivial en Tj.

Supongamos que £ y T; se intersecan transversalmente. Sea v C £ N7} una curva
cerrada, vista en T; es una curva trivial ya que T; es incompresible. Cortando E a lo largo
de una curva de mds adentro en 7T} eliminamos este tipo de intersecciones. Siy C ENT)
es un arco, consideremos el arco ; de mds a la orilla en E, ( ver fig. 2.241i) ). La
frontera de D; divide la frontera del oville (B{,7;) en dos discos, uno de los cuales es
D;. Sea 7; un arco contenido en JE tal que &vy; = Odv; y tal que si B/ C E es el
disco con OE’ = 7; U; entonces int (E')N(ENT;) = @. Si v} estd contenido en D,
entonces el arco ; en T; es ( ver fig. 2.2.4, ii)): i) Un meridiano p — (D; N ), 6
ii) Una curva trivial ¢ — (D; N¢). Si 7} estd en el complemento de D;, entonces el arco +;

es como en ii), 6 como iii) Una longitud [ — (D; ﬂ-l).'

Fig. 2.2.4

28



Supongamos que 'y; estd contenido en D;. Cuando 'y; no separa los extremos de g;,
7; es isotépico a un arco sobre @D; y por lo tanto en i), (u— (D; Np)) U Y; es un
meridiano en 7T; que es frontera de un disco ajeno de g;, lo cual contradice que T; es
incompresible. Para ii), (¢ — (D;jNc)) U 7v; €s una curva trivial en T tal que con una
isotopia de E podemos eliminarla. Cuando el arco 'y; separa los extremos de g;, en i)
lacurva (p— (DjNp)) U 7; es una curva meridional frontera de un disco D’ en el toro
sélido acotado por T; U Dj , tal que D' C E. SigjUa; = aym+bjicon |b;| > 1,
entonces |(g;Ua; )ND'| > 1 yluego |g; N D'| 21y como D' C E obtenemos una
contradiccién. En ii) al considerar la curva ( ¢ — D;Nc ) Uy} , esta es frontera de un
disco en D y frontera de un disco en (B, 7), por lo tanto tenemos una esfera S? tal que
52N(gjUa; ) = {1 punto} lo cual no es posible. Supongamos ahora que el arco aj;
estd en el complemento del disco D;. Un argumento similar nos lleva a una contradiccién.

Finalmente, supongamos que ENT; = @, por lo tanto JE es paralelaa dD; . En este
caso el disco no puede estar en el toro sélido acotado por TJ U D; ni en su complemento ya
que g;Ua; tiene lej| > 1 y gxUax tiene leg| > 1 lo que llevarfa a que Eh(gj'Uaj) #9

6 EN(grUay) # 0. Por lo tanto no existe tal disco que separe a cualesquiera 2 cuerdas.

g

Teorema 2.2.3 Sean B8] los ovillos del lema 2.2.2 y K un nudo tal que K = B] + B5.

Entonces K es no trivial.

Demostracidn. La demostracién se sigue de [GL, 2.1] ya que por el lema 2.2.2 los ovillos

son d-irreducibles.
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Corolario 2.2.4 Sea § € L' un enlace con marco (€1,72,€3), tal que ¢ = *1/n con

n € Z —{0}. Siry # 1/0 entonces no es posible obtener 5% por cirugia sobre 3.

Demostracion. Sea K el nudo obtenido al realizar la cirugia (e;, ¢2, €3) sobre 3. Por el
Teorema 2.2.3 el nudo K, obtenido de § es no trivial. El corolario se sigue de un teorema

de [Gol)].
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2.3.- Ejemplos en los que se obtiene la 3 - esfera.

En esta seccién se prueba que si § = Azeafe‘agf ' € B entonces no es posible obtener
una esfera homotépica distinta de S3. Damos algunos ejemplos no triviales en los cuales

se obtiene S3.

Sea L ¢ S3 un enlace orientado de n componentes. L es fuertemente invertible si
existe un representante « € [L] en su clase de isotopia y una recta que interseca a cada
componente de « en 2 puntos, tal que o permanece invariante al hacer una rotacion de
180° alrededor de esa recta.

2e|

Consideremos los enlaces de la forma 3 = A2e2°'¢2/1 ¢ B. Noétese que 3 es un

enlace fuertemente invertible ( ver fig. 2.3.1).

( N ¢ N
8 |
1

\

~
—1

e

2 e,
4
) =)

Fig. 2.3.1

|

\

PR
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Proposicién 2.3.1 Sea N3 una esfera homotdpica obtenida por cirugia de Dehn sobre el

; 2e; 2
enlace 3 = A%02%1 62" con marco (r1,72,73). Entonces N3 es homeomorfa a S3.

Demostracién. Como el enlace es fuertemente invertible cualquier variedad obtenida por
cirugia sobre (3 es cubierta doble ramificada de S3. Sea N3 una esfera homotoépica, entonces

N3 es homeomorfa a 52 por la solucién de la conjetura de Smith ( ver [MB]).

Los siguientes enlaces con marco entero producen §2. Todos estos enlaces son fuerte-
mente invertibles, por lo que las variedades obtenidas por cirugia son cubiertas dobles
ramificadas de S2 con conjunto de ramificacién un nudo o enlace. Para probar que la
variedad obtenida es S° es suficiente mostrar que el conjunto de ramificacién es el nudo
trivial ( ver {M], [MB] ).

1}

)

’\:\’,\,
)

C

el=1:f1=2ae:1

con marco (2,5, 2).
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S1-C
MAL

otros marcos con los que se obtiene S3 son (1,2,0) ,(1,2,1), (1,6,2) , (1,4,2) , (1,5,3) ,

(1,4,3),(1,3,1) y (1,4,0). Segiin Snapea [We}, este enlace es hiperbélico, su complemento

es isométrico a la variedad S776 de la lista de variedades hechas con 6 tetraedros.

2)

/

)

=

e1=3, fi=2,e=1
con marcos (5,5,3) , (2,9,2) ,(5,6,2).
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Capitulo 3

3.1 - El invariante p.

En este capitulo consideramos todas las posibles Z;-esferas homoldgicas
3-dimensionales M3 obtenidas haciendo cirugia de Dehn en elementos de B con marco
entero (ly,1lp,{3). Calculamos el invariante ¢ de M2, el cual es un invariante de las

clases de cobordismo de Z3-esferas homolégicas 3-dimensionales a los racionales médulo 1

( ver [GAL], [GA2], [CS], [R] ).

Sea 3 = U}K; € B con marco (Iy,2,13), tal que I; € Z. Denotamos por P = (li;)3x3
a la matriz del enlace {3, donde

Lo = ”C(K,,KJ) ) 1-‘,6‘]
T i 81 1=7

Nétese que la 3-variedad obtenida por cirugia en B es una Z,-esfera homolégica si y
solo si el determinante de P es 1 mod 2. Supongamos que la 3-variedad obtenida es una
Zp-esfera homolégica, la denotamos por M3. Sea U el conjunto de enteros i tal que u; # 0

donde

con l; = l; mod 2 y P, la matriz P reducida médulo 2.

Un enlace orientado de n componentes L = UL, K; contenido en S% es propio, si
para toda componente del enlace se tiene que [k(Kj;, U;jx;K;) es un niimero par. Sea
By = UicuKi el subenlace propio de r = #{U} componentes obtenido de 3, y d el
polinomio de Alexander evaluado en —1 del nudo que se obtiene de BU después de sumarle

(r — 1) bandas orientadas.
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Dos 3-variedades M3, M3 son cobordantes si existe una 4-variedad N4, con IN* =
M3 U M3 tal que los homomorfismos inducides por la inclusion de M;’ en N4 en los grupos
de homologia con coeficientes en Zj, son isomorfismos ¢y, : Hn(MJ".’, Zo) S H, (N4, Z,).
Decimos que M3 es equivalente a M3 si M} es cobordante con Mj. Es ficil ver que esto
define una relacién de equivalencia. Se sigue del trabajo de Gonzailez-Acuna [GA2] ( ver
también [CS] ) que el invariante u : { Clases de cobordismo de Zj-esferas homologicas

} - Q mod 1 esta dado por la siguiente expresién

p(M?) = 6

mod 1

donde o(P) es la signatura de la matriz P.
Del diagrama del enlace 3 es facil ver que lk(K, K3) = (3-Te)+e, lk(Ky, K3)=e
y lk(Ks, K3) = (3.7 fi) + €, entonces la matriz del enlace es

I Ylete e
P = ZTC;'*'E 12 Z?fi+6
e Z?f."}-e l3

y el determinante de P esta dado por
n n n n
Det(P) = lilyls +2e() _ei +e}(>_ fi+e)—ela—h(>_fi+ el 13D _ei+e)?
1 1 1 1

pero ya que consideraremos Z»- esferas homolégicas tomamos Det{P) médulo 2 y tenemos

Wl — 2l () _Fi+2? -5 _&+8° 21 mod2
1 1
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Uy
Las posibilidades para Py, P; !, (ug) son las siguientes.
Ua

A) Sily, I3 y I3 son impares tenemos los siguientes casos

-3 fi+e)?2 =0, B ei+e)2=0, ;32_!;%0:»26,-, 3" fi, e pares

1
P2=( ):Pz"l—-e (1)—46‘(1=K1UK2UK3
1

2-L00  fi+e?2l, LB ei+e)2=1, e2l, 0= Y ¢, f; impares y e par

0 1 -1 0 -
P, = , Pyl= 1 -1 1})—=1]1]—8y=K-
-1 1 0 0

3-L(X fite)2 =1, I3(D e;+€)2 =0, e2l, ¢ 1 = 3 e;,eimparesy ) f; par

0 -1 1 0 )
P,= Pl=|-1 0 1}|-]0]—-8=K;
1 1 -1 1

4-L(  fi+ef =0, (e +e =1, e?l =1 =Y fi,eimpares y ¥ e; par

1 -1 1 1 1 )
o), PBl'=l 1 0 -1]—=]0)})—-8=K
1 1 -1 0 0

o O -
O =D
— O O

O ==
e e
—_—

— O =
— e O

[
S
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B) Sil, pary I, l3 impares tenemos —eZly — LY la+e)ixly

1- (Y e, +e)2=20,e2l; 2 1= e,3 €;,5 fi impares

0 1 -1 0 1 1 .
P, = 1 0}, Pf=) 01 0 ]—~|1]—=8u=K UK
0 1 1 0 0 0

2-13(Y e +€)?=0,e2l; =1 = e,Y e imparesy 3 f; par

00 0 -1 1 0 )
P=10 1 , Pl=-1 1 0]—-]1]—-0u=K
11 1 0 o0 0

3-13(0.ei+e?=1,efl, 0= epar, Y e; impar y 3. f; par

| 010 - 0 1 )
P=l1 0}, pl= 0] —0]|—0v=K UKj;
0 1 1 ‘1

4- 1300 e+ ) = 1,e2l; 20 = Y e; impar, e par y 5 _ f; impar

01 -1 0 )
P2= s P2—1= 1 0 0 — 0 -éﬁUZK;;
-1 0 1 1

C) Si l; par y l,l3 impares tenemos I (37 i +e)? — (3 & +e)? =1

ki

1
1
0

[ QSRS
SO e

(==l e
—— =
e O

1- 14X fi+e)?2 20,33 e +e)?=1=e,3 f; impares y ) e; par
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o - 0O

111 10 0\
PR=(100]}], b= 60 1{—-|0]|] —8s=K;
1 01 1 1 1

2-L(3 fi+e)?P =033 ei+e)*=1=e ) fiparesy ) e; impar

010 0 )
P = , PPl=111 0] -{1]|-8y=KUK;
0 0 1 1

3-L(3 fi+e) =130 ei+€e)?220=e,) e imparesy ) f; par

10 AN
P, = 0 1]-]0]—=0y=K,
1 0 0

- L0 fi+e)2 =100 e +e)2 =20 =>e, > e; paresy ) f; impar

1 00 1 )
P = , PE1=10 1 1] ->}|1]|-08=KiUK,
010 0

D) Si I3 par y i1, I impares tenemos —e2l; — (37 fi +8)2 =1

-0 o

1
0
0

[ R Y

— O

-0 O
e e
o
.

—
1
R

0
0
1

o O =
p—

L-L(T fi+e)? =0, 21 =>¢ 3 fi, X e impares

0
P2=( )’Pz_lz( )_’(1)_’BU:K2UK3
1

— O e
= =
OO
—_ o o
O =0
— =
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2-L( fi+te)?=0,ey 21> e, fi impares y ) e; par

1 11 00 1 0 )
P=(110),P'=|01 1}=|1)=0 =K,
1 00 1 10 0

3-L(S fi+e)P=1,e2l, 0= epar, Y f; impar y 3 ¢; par

1 00 1 00 1 )
Po=[011},P'=[{00 1]=>|0]—>8s=K UK,
010 01 1 1

4- L3 fi+e)2=1,e2l; 0= evpar, Y f; impar y 5 e; impar
0 1 1\
P2: ' P2_1= 01 - 0 —'ﬁ[j =_K1
1 0 0

- E) Si [, impar y 3,3 pares
1- {y(3" fi + €)? =1y suponemos e impar = Y f; par y 3 ¢; par

1
P2=( ),Pz—l:( )——P(l)—*BUZKlLJKzUKg
1

2-L(3_fi+e)* =1 coneimpar = }_ f; pary 3 e; impar

0 1 1 )
Py = 01}, PBl= - |1]|—=6y=K UK,
1 0 0

OO bt
Q=D
= O

1
1
1

S Gy P
= I ]

1
1
0

= =

1
0
1

e I T

— O =
O o
= e
o - o
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3-L(3 fi+e)*=1lyepar =3 f;impary ) e; par

1 00 0 0 1 )
P={0 0 1]}, P'= 0 1]|->|0]—8=K
01 0 1 0 0

4-L(} fi+e)?=1lyepar =) fiimpary ) e; impar

SHEES

F) Si l; impar y {;, I3 pares tenemos los siguientes casos

==

1
0
1

o =
o = O

10 1 1\
00 1}|-{0]-4y=KiUKs
111 1

1.- e%l; = 1 y suponemos que e es impar, 3 e; y . f; pares

01 1 110 1 .
P=[111], P'=[{111]->[1]—-8=KiUK;UK;
1 10 011 1

2.- €2y, =1yeimpar, S e; pary Y f; impar

01 1 0 0 1 0 A
BR={1 10}, P'=l01 1]-|1]|—=08=KUK;3
1 00 111 1

3-‘%5 l,y 285,8 impa.res, z:fl par

001 111 1 A
P=|0 11|, P'=t110)]-(1]-08u=K UK
110 1 00 0

41



4- el =1y Y e, fi e impares

01
Py = 1 0], Pt=
0 0

G) Si I3 impar y I}, l; pares

0
0
1

o =0

0
0
1

1 0\

0] =11} —06y=K;
0 0

1.- I3(X"e; +€)? = 1 y suponemos e impar = ) _e; y »_ f; pares

0 1 1 R
P = 1 1| —={1]—=-0u=KIUK;UK;
1 1 1

2-13(3 e; +e)2=21yeimpar = ) e; pary Y. f; impar

011 010 0 .
P=|100}, =11 1|>{|1]—28y=KsUKs
1 01 01 1 1

3- 130 e;+e)2=1yeparcon )y e; impary ), f; par

0 0
Py = , Pyl= 0]—-0) B =K;
1 1

4.-13(d e;+e)2 = 1yeparcon ) e; impary », f; impar

e B
Lo I e ]

1
0
0

[om B I e ]
-0 O

010 111 1 A
P=1101],P'=1{1 0 0|—-|[0})>8y=KUK;
01 1 1 01 1
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Nétese que en cada caso obtenemos un subenlace propio, este puede ser el nudo trivial,

un enlace toroidal de 2 componentes o el enlace total.

Consideremos la representacién de Magnus-Peluso ¢ : By — ngg(Z[t,t“l])
definida por

gﬂ_)—t—lo a_+1 1 ) ol -t 0 o=l (1 ¢
! =1 1/ 0 —t1)° 1 1 1)'72 0 -t

Veamos que las matrices correspondientes a los elementos orfk para i = 1,2 bajo la

representacion  son

a)
t—2k 0
a?k _ _
Zf:l(__l)ri—lt—t 1
b) 2k
o (1 TEyTe
o — -
’ 0 t—2k
c)
t2k 0
0_1—2k - | .
Z?:l(_l)t-ltz—}_ 1
d) N
ok 1 Zi=1(—1)‘+ltl
Ty —

0 12k
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Probémoslo por induccién sobre k.

a).- Para k =1

t—2 0
o? —
tl—¢2 1

Supongamos que vale para k = n y veamos que es vdlida para k = n + 1.

i) t—n 0 t=2 0
n 2n 2
o =070
! Lo 2n 1)i+1p—¢ -2 -1
Yoo (1)t 1 —t7% 4+t 1
t-2n—-2 0
Z?:l(_l)i+1t—i——2 +t 2 1

Consideremos 3°77 (=1)**+1¢="=2 + t~1 — t~2 haciendo i +2 = j si i = 1 = j

t=2n — j = 2n + 2 por lo tanto tenemos

2(n+1) 2(n+1)
PGV o e e e e I S OO § s A
j=3 j=1
b}.- Para k=1
1 1-¢1
o2 —
0 t—2

Supongamos que vale para k = n y veamos que también es valida para k =n + 1.




(U Smepmeeny 1 e

2(n+1) _ _2n
0'2 = 0'2 02 b

0 t—2n 0 t—2

Y 1C0 Vi

0 t—2(n+1)

donde
2n ] ] 2n ) .
1—¢-1L + Z(_l):—-lt—-(z—l)—2 =1—-¢t14 E(_l)t—l(_l)Zt-—(ﬂ-l)
i=1 i=1

Haciendoi+1=j—-1sii=1—>j—-1=2,sii=2n— j—1=2n+ 1 tenemos

In+2 2(n+1)
L—t™h 4 Y (1P = Y~
j=3 Jj=1 ’
| ¢).- Parak =1
t2 0
c:ri'2 -
1-t¢ 1

Supongamos que vale para k = n'y veamos que es valida para k =n + 1.

2 0 12 0

A R AN

t2n+2 0

YR (1) 1~ 1

i=1
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Y tenemos

2n 2n
Y ()TN b — = D () e
i=1 i=1
Haciendoi+1=j—-1,sii=1—3j=3,81i=2n— j =2n + 2 se tiene
2n+2 o 2(n+1)
So(-1PTH T -t = Y (-1
=3 F=1
d).- Parak =1
1 t—t? i
02_2 —
0 t2

Supongamos que vale para kK = n y veamos que también es vilida para k = n + 1.

LSy 1 eon
0.‘;2("“{‘1) — 0,2—2110.2—2 _}

0 t2n 0 t2

1 t—12 4+ Z?:l(_1)£+1ti+2

0 t2(n+1)
donde
2n . _ 2n . )
i=1 i=1

Haciendoi+2=jsii=1—j=3,sii=2n— 3 = 2n 4+ 2 tenemos entonces

2n+2 ‘ _ 2(n41) . _
t—t2+ Y (1) = ) (-1
j=3 i=1
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Por lo tanto al evaluar los polinomios en -1 tenemos

t—QCil_l - (_1)—26.' =1 ; t2ei|_1 — (_1)28,- =1
= (<) = 1 ]y = (-1 =1
2e; _ ) 2¢; ' ' 2¢;
S0 I = TP 1) = (1) = 2,
2e; ] . 2e _ . 2e;4 .
Z(_l)J—l tY o, = Z(_l).:-l(_l)a—l _ Z(_1)2J—2 = 2e;
C2fi . . 2fs ) . 2f _
S (-1 O]y = S (1) 0D = 31y 0 o,
2fi' . . 2fi ) ) 2f" .
(1P Bl = S -1y = ()BT = 2,
j=1 i=1 i=1

y las matrices correspondientes son

2ei 1 0 —28“ ]- 0
a1 (—2e,. 1 17\ 2e

(1 2f, _an (1 =2
agf.__,(o {) gzzf._,(o 1f)

e
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En [Mu] se calcula el polinomio de Alexander de una 3-trenza cerrada 3 € B3 usando
la representacién ¢ de Magnus-Peluso. Tal polinomio esta dado en términos de tr(p(8)).
Sean A;, B; las matrices triangulares inferior y superior respectivamente, tales que

aii =1,bj =1lyseaC = Hf=1 A;B;. Calculemos la traza de la matriz C.

Lema 3.1.1. Sean A; = (al (1)) B; = ((1) bl') para i = 1,2,---,k conay,b; € Z y

k>1, sea C = H'f A;B;. Entonces la traza de C estd dada por

k
TT‘[C] :2+Z[ Z by, a5, -+ by, a;, + E ai, bj, ---a,-,bj,]

s=1 jyi>i1,52251, " Js>1s 282> 1,08 21
. k
Demostracion. Sea C = (C;;) = [[] AiB; veamos que
k

k
Cnh=1 +Z [ Z bilajlbiza.‘ia e 'bisa‘js]

s=1 j1>d1,43251,J2>12,,Js >1a

k k
Ciz = E [ E bi @5, bigagy - bi,_ g, by, |
s=1 j1>é1,82201, fa- 11,80 2 a1
k k
021 = E [ E ailbjlahbjz e ais—lbjs—la'ia]
8=1 fi2i,d2>f1, - Je—121s—1,8s > Ja—1
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k k
Capp=1+ Z [ Z ailbjlaizbjz e 'aiabja]

a=1  §y2ide>41, s > Js—1.de 20,

La prueba sera por induccién.

Supongamos que & = 1, en este caso tenemos

(1 0Y/1 Y _{(1 by
AlBl_(al 1) (0 1)_(61 alb1+1)

donde Cy, = 1,C12 = by, Cqy = ay y Co2 = 1 + a1 por lo tanto

Tr [AlBl} =2+ a1b1

Supongamos que las formulas valen para k, probemos que son vélidas también para k + 1.

Tenemos entonces que

_{Cn Chz 1 0 1 bryr
CAHlBkH_(Cm 022)(Gk+1 1)(0 1 )

Cr1 + Cra2ak+1 (Cn1 + Cr2ak+41)bg41 + Cr2

Ca1 + Caz0k41 (C21 + Ca2ky41)biy1 + Con
donde:
Cu + Cr2ak41 =

k k
= [1 + Z bila'jl + Z b;lajlb,-zajz g
J1>i Ji>i1,13 201.J2 >4z
k
-4 Z bi,ajlbizaj,---b,-,aja+---+bla2b2---bk_1ak ]+

J1>i,12251, 08 s
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k k

+ Dbt D buagbi -

S1>i,62250
k

-+ E bi,aj, -~ a5, bi, + - + bragbs - - agbr ](ak+1)
J1>iig 251 Jem1 P — 1,60 2 e -1

k+1 k+1
=1+ Z b,-la_,-, + E bilajlbg,aj,+--~
Fi>iy Ji>i1,i2251,J2> 14
k41
-+ E biaj bizaj, - bi,a;, + - + bragby - - agbeakya

j|>ihi‘22j1s'",ja >38
k+1 k+1
=1+ E [ E : bilajl bizajz e b‘i-aja ]

3=l j1>i1,42271, " Js >

Co1 + Coatp4r =

. k k
=[§ :ai1+ § : a‘ilbjla‘iz-i"”
JF1281,i>0
k
-+ E a,-lbjl : --a,-,_lbj,_,a.-, + - +a1b1a2b2‘~bkr_1ak]+
JZin i1, Jem1 2 s 10 P a1
’ k k
+[1+ E a,-lbjl e i E a,—lbjl---a,-,b-,+--'+a1b1a2b2~-akbk](ak+1)
jl‘Zil jlzilvi2>jll"'1j82is
k+1 k+1
Y at Y anban o
J12id2>0
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k+1

. )

J12i 12301, Je—1 22— 1585 > Js 1

=2 2.

FrZida>d, o da—1 28— 1,00 > Ja—1

(Cr1 + Cr28k+1)bks1 + C12 =

k41 k+1
= l:]_ + E b,’lajl + E
J1>4 Jizidz 25,01 >12
k+1

4 Z

jl >i1 ,I"z 2]1 :“"ja >is

k k
+[Zbil + Z b,"ajlb,-,+---
J1>i,i220

k

4 )3

J1>4,82 201, Ja—1 >4 1,08 2 Ja—1

k+1 k+1
=Zbil+ § : bila’j1bi2+"'
Ji>i,iazn
k+1

4+ Y

Ji>t1,82201, 0 Ja—1 P la—1,is 2 Js—1

k+1 k+1

=21 2.

s=1 Fi>i1,42201, v Ja—1>is— 1,882 001

ailbjl T

bilajl )

bi a5, -

bi: aj, biz aj, -

ai,_,bj,_ ai, + - +arbiagbs - - - agbrar 41

aixbjlainbjn T aia-lbja-la’ia ]

bi,aj biy a5, + -

b,—laj,b,-,aj, v bi,aj, + -« +bragby--- ak:bkak.,.l] (bk+1)+

.- b‘-,_laj,_,b,-, +---+bragby-- - br_1aby

“bi, 184, bi, + o+ bia2ba - - akp1beya

) bis-1a’js-1bis]
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y finalmente,

(C21 + Cr2ak41)bkt1 + Co2 =

k+1 k+1

= [Za‘il + z i bj 0, + -

J124,i2>5

k+1
L+ E a,-lbj, s @i, bj,_,a, +~-+a1b1---akbkak+1] (bk+1)+
J1Zid2>d1, 0 a1 24— 1,8 2 a1
k k
+ [ 1+ Z ai b, +---+ Z a,-,bjl---a,-_bj,+---+a1b1a2b2---akbk ]
jlzil j12i11i2>jlr'"!j!2il
k41 k+1
=1+ Z Qi by, + -+ Z a,-lbjl---a,-,bj,+---+a161a2b2---ak+1bk+1
j12i1 jlzilria)jlv"'rjazia

_ k+1 k+1

=1+ | E a, by, i by, - ai, b, |
' * s=1 j12i113.2>j1y“'yis>js—l:jaaiu
Y la traza es

Ci1 + Cr2ak41 + (Car + Ca26k41)bks1 + Caz =

k+1 k+1 k+1

=243 [ 3 bwapcbuand D) anbyoaiby]

s=1 ji>i1,i2271,Fa >4 J12i2>71,, 5224,

con lo que queda demostrado el lema.
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. . k — ; . s
Denotemos por C a la matriz asociada a 8 = [[;-, o] “'o3* bajo la representacion de
K

Magnus - Peluso. Sea & = A% []._, al‘a*ag‘ cona;,b;eZ—-{0},e€cZ, yk>1.

Proposicién 3.1.2. El polinomio de Alexander de & evaluado en -1 estd dado por

d=2—(-1)° Tr(C).

Demostracion. Sea 8 := Hf:x al"_“ag‘, entonces & = A%¢3. Sea ¢ : By — Max2(Z[t, t71])

la representacién de Magnus - Peluso. El polinomio de Alexander de & esta dado por

1

-":t_i ) det o( @ )=Tr ¢ (a)+1 ]

As(ty=det [ p(a)=—T]=( T

Veamos que ¢ ( A2 ) = t73I donde I denota la matriz identidad. Recordemos que

A? = (010201)2 Y ya que

-t 0} (1 1 ~t71 0
(nozo1) (t‘l 1)(0 ——t“)( ¢! 1)
se tiene
2 0 —t! 0 -t t3 0 -
(1200)" = (—t-‘~’ 0 ) (—t‘2 0 ) N ( 0 t“‘”’) =t
Como ¢ (a) = p(A%f) =t7%] ¢ (B), el determinante de (o) esdet [ ¢ ()] =

t=5¢det [ e (B ].
Por otro lado, sea ¢(8) = A := (2 Z) entonces

e t=3 0 a b\ _[at™3 b3
oo = (10" 5 (¢05) = (e e
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por lo tanto la traza de p(a) es Tr ¢ (@) = t73¢ Tr p (8), de lo anterior se sigue que

1—¢
1 -¢3

det [ () =T]=( )[t'ﬁe detcp(ﬁ)—t“seTrw(ﬁ)+1]

y evaluando en -1 se tiene
d= 2—(-1)1Tr o (8)

con Tr(pB) dada por el lema 3.1.2.

p——

al—2eio.§fi tal que e;, f; € Z — {0},

e € Z y k> 1. Denotemos por A a la siguiente expresion.

k

Considérese la trenza pura cerrada & = A2 []°_,

k k ok
 — 28 . . . . 28 . ) . .
A= [ Z 2% f5, e fi, + : § : 2% fi €5, - "fz,eg,]
s=1 jlzill"'1i=>jﬂ—lvj32i5 jl>i1v"'yj!>is

Corolario 3.1.3. E! polinomio de Alerander de & evaluado en —1 esta dado por

d=2-(-1)¢ {2 + A].

Demostracion.. La demostracion se sigue de la proposicion 3.1.2.

Calculemos el polinomio de Alexander evaluado en -1 del nudo K obtenido del

subenlace ,éU, donde

o4




K;
Bu = K, UKj i#J
KUK, UK,
Si By consta de dos componentes entonces K serd un nudo toroidal de tipo Tay,, 412

con lj; = lk(K;, K;) donde i # j, sea a = 2l;; + 1. El polinomio de Alexander de un
nudo toroidal de tipo T, 5 es

(= - 1)t - 1)
GERIC=

derivando por L’ Hopital tenemos

(£2% — 1) + ab(t — 1)to>-1
btb=1(te — 1) + ate-1(t* — 1)

y como b = 2, evaluando en -1 se obtiene

(3% — 1) + ab(t — 1)¢eb-1 | _ 4a
-1

_ = 2.
bt*=1(te — 1) + ate—1(t* ~ 1) 4 o+l

Corolario 3.1.4. Sea K el nudo obtenido de BU = K, UK, U K3 al sumarle 2 bandas
ortentadas, tal que K es la cerradura de la trenza A2°(Hf_1 oy % o2f 2’ Jo102. El polinomio

de Alexander de K evaluado en —1 mddulo 16, es

(-1)® 2+Z2e, 22f3+24fje, ~1+8 Z eifjex — Z fie;j fe]

>3 k>3>i k>j>i

Demostracién. Sean agy; = —1,br41 = 1 los valores de los cruces respectivos de cada
banda. Al considerar Tr[nf:f A,-B,-] como en el lema 3.1.2 y reducir médulo 16, los

linicos términos que permanecen son
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k'+1 k+1

2+ Z ai b, + Z b,—lajl +

Ji2h S>>0

k+1

2.

JrZinia>g1,ja2ia

ailbjlaizbjz +

k41

2

J12>iy,82241,02 > 12

bilajlb,-,aj,

Desarrollando los términos en la expresién anterior se tiene:

k+1 k k
ai1b11 § ailbj; + § :ailbk-!-l + ak+1bk+l = § : al[ A + E :a'u -1
J1zh Ji1zh i1=1 Jiziy §1=1
k+1 k k
E bhajl E bhah + E b,lak+1 = E b,-la_,-, E bil
> Hi>h Ji>h i=1
k+1 k k
) ai, by, aizb; = ) ag, bj, ai; by, + Y @i, bj, aigbey1+
Ji2iniz>g1,J2 202 Jr2i1,i2>51,72 212 121,102 41, J2> 2
k k
+ E ailbjlak+1bk+1 = E a,lbha,, a,l
hrzi Jr2inia> 0 z2n
k+1 k k
E b,-lajlb,-gajg = E b,-,a_.,-l b,-,aj, + Z bilajlbigak+1
Hi>inia2nia>ie Ji>iia2g,ja>ia 1>t 2h
k
- E - biag by,
Ni>id225
por lo tanto
k+1 k k

i

2‘*‘2“41 i, Za,l

Jiz6

i1=1

.
1
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k k

k
+ Z a,’lbjl Qi - Z ailbjl - Z bixajlb‘i'z

jlzil,i2>j1 jl>il jl>ilyi32jl

y sustituyendo los valores correspondientes tenemos el resultado buscado.

Sea A tal que

0 si #{U} =1
A= Lij /4 si #{U} ={i,j}, i#J

[e+:ze;;m-zi>jfjei] st #{U}=3

R k'h.. Caf.
Llamemos 8 = A2 [[5, o7 2037

Teorema 3.1.5. Sea M3 la Z3-esfera homoldgica obtenida por cirugia sobre B con marco

cr(P)—E ‘ 1484
¥1-1%
i mod 1

entero (I1,12,13). Entonces p(M?3) =

Demostracion. Sea A definido como en el parrafo anterior al teorema. La demostracién
es inmediata cuando A = 0y A = [;;/4. Para el caso en que #{U} = 3 el polinomio de
Alexander evaluado en -1 médulo 16 es &’ = 2 — (—1)%[2 — d] donde
d=(D"2/-D 2)+(1-) 4fjei+8 D efiex—8 > fie;fx)
i>j k>j>i k>j>i

elevando al cuadrado y reduciendo médulo 16 tenemos d'? = 4—4(—1)¢[{2—d]+(~1)?¢[2—d]?

d? si e par
I2__ - {— e — 2:
d? = (1-(-1)°)[8-4d] +d {16—8d+d2=—8+cfz st e impar
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con

P =4>"f;=) el +4D_fi-) e)(1-D 4fe) +1-83 fiei+16 (O fie)’
i>j i>j i>j
=4} _fi-D )-8 fiei+1

i>j

=8[O:fjgze")] -8) fiei+1

i>j

=8[(ij;28i) —ijei] +1

ya que (J f; — >_ e;) es un nimero par por ser Ly un subenlace propio.

Haciendo

A:[ -e+(2fjgzei)—2fj6i ]

i>j

tenemos d?2 = 8A + 1 mod 16.

Consideremos los anillos borromeanos. Haciendo una isotopia obtenemos una trenza

pura cerrada de 3 cuerdas ] (ver fig. 3.11 }talqueey =lea=—-1,fi=—-1,fa =1y

h 0 O
P=10 I 0
0 0 I

Sea M?® una Z;-esfera homolégica obtenida por cirugia sobre B AquiA=-1y

e = 0 cuya matriz es

il—(l1-§i§;+la)"3 mod 1
w(M?) =
:i:3—-(ll-§i:52+la)—8 mod 1

Es facil ver que si M3 es una Z-esfera homolégica entonces p(M?3) # 0.
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Capitulo 4

4.1 - El invariante de Casson.

Sea 3 € B un enlace algebraicamente separable. Sea M3 una Z-esfera homolégica
orientada obtenida por cirugia de Dehn sobre fi En esta seccién calculamos el invariante
de Casson A{M?). Mostramos una familia B, de enlaces algebraicamente separables que
producen Z-esferas homolégicas tales que A(M3) = 0. Se prueba que si B8€ B NL

{ ver 2.1 ) entonces M? no es una esfera homotépica.

Sea L = UPK; C S® un enlace orientado de n componentes, decimos que L es
algebraicamente separable si lk(K;, K;) = 0 para toda i # j.

En lo que sigue consideramos unicamente elementos BeB algebraicamente separa-
bles. Obsérvese que si 3 es algebraicamente separable entonces 3 = H?zl;ii‘agf * donde
e =0, 30 f = 0. Denotaremos por K, K2 y K3 a las componentes de 3
tales que lk(Ky, K2) = Yoo, €, k(K3,Ka) = Y iy fi, ( ver fig. 4.1.1. ). El marco
{e1,€2, *,€i—1,Pi, €i41, -, €n) €8 tal que ¢; = £1, a menos que se especifique lo contrario.

Sea M3 una 3-esfera homolégica orientada y K € M? un nudo orientado. Sea E(K)
el exterior de K y {u,l) una base orientada para H,(0F(K), Z). Para cada n € Z sea
an = p+ nl la clase de homologia de la curva cerrada simple a, € JE(K). Llamemos
K, ala Z-esfera homolégica K, = E(K) Upg(k) T, tal que una curva meridiana del toro
solido T se pega a lo largo de la curva a,,. En particular Ky es M>. Denotemos por A%

a la segunda derivada del polinomio de Alexander del nudo K.

Teorema 4.1.1 ( Casson, ver [AC] ). Para todo nudo K en una 3-esfera homoldgica

orientada M3, eziste un tnico invariante A\(M) de 3-esferas homoldgicas orientadas que

satisface M(Kn+1) — A(Kn) =1/2 A% (1), MS%) =0
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fn
Fig. 4.1.1

Llamemos K al nudo obtenido por cirugia sobre 3 con marco (€1, €2, P3).

Proposicion 4.1.2. El polinomio de Alezander simetrizado de K estd dado por

AK(t) =1- 6162(Zn:€itzi<‘ fj)(ieit_ Ziﬁfj)
i=1

i=1
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Demostracion. Calculamos primero la homologia de la cubierta ciclica infinita de K, por
el método de cirugia, como en [Ro], capitulo 7C.

Sea 8 = K; U K, UKj3 con K; como antes. Sea .5'3’:_}{3 la cubierta ciclica infinita
asociada a K3, esta es homeomorfa a D? x R!. Sea §3 Z K la cubierta ciclica infinita
asociada a K, esta la obtenemos al tomar las preimagenes de K; U K> en S3TK3, y hacer

cirugia de Dehn en cada componente, tal que tenemos el siguiente diagrama.

S3— K3 — n(p_l(KllJKg))U (UT;)U(UTJ?)
pl
S3-K

El meridiano del toro sdlido TJ‘ se pega al levantamiento j-ésimo de la curva
a; = m+ 1l en K; para i = 1,2 donde (m,!) es una pareja meridiano-longitud de
K;.

- Sea D un disco meridiano en S — K3, -y sean Horr con r € Z, las preimagenes de este
disco en S — K3. Llamemos K} y K2 al m-ésimo levantamiento de los nudos K; y K>
en S -"’:JK;;; podemos suponer que f(}n esta contenido en el disco Homr-

El Z[t, t~'}-médulo H, ((S:;:"Kg) —n{p~ (K U Kz))) es libre con dos generadores,
los cuales estdn representados por meridianos py y pz de K} y K3.

A K, lo podemos expresar como Kz = e; U fiUezU f2...Ue, U fr, U4, donde e, f;, ¢
son arcos, tales que e; le da ‘e;’ vueltas alrededor de Ky y f; da 'f.” vueltas alrededor
de K3, v & es el arco que cierra a la componente K. Consideremos el levantamiento
de K,. Podemos suponer que el levantamiento j-ésimo de & se encuentra en el plano
Hjjr. También suponemos que los levantamientos de los extremos de los arcos e; y f; se
encuentran en los planos Hy.r. El levantamiento j-ésimo de e; da 'e1’ vueltas alrededor
de K. Denotemos por f;‘k (respectivamente ff *) al punto inicial ¢ ( punto final f) del

levantamiento de f; visto en el k-ésimo plano. Es facil ver que el levantamiento de f; que

62




empieza en f;’k termina en fjf’kHJ. { Por ejemplo, en la figura 4.1.2 se muestra la cubierta

correspondiente a la cerradura de la trenza 02! o202 g2e252(1) g 263 52(4) ;264 (2(=1)
Denotemos por aé, y ag al levantamiento (O-ésimo de la curva o; = ¢;m + [ en K|,

para i = 1,2. Calculemos los nimeros de enlace (k{al, K1), lk(a2, K2), Ik(ad, K2) vy

lk(ad, KL). Sim £0, osii#j, entonces lk(ad, K2,) = Ik(K}, K3,)

) €1 m=20
Ik( aé,K,ln) = {
0 Ym # 0
- €9 m=0
k( of, K% ) = {
0 Ym # 0
e m=20
k( K2, K} ) = {e,- m=3'1f
0 de otra manera
€1 m=10
Ik( K}, K2 ) = {ei ' m=-3\fi
0 de otra manera

Por lo tanto la matriz de Alexander que representa a H, (S"r:K ) como Z[t, t7}] -

moddulo, con respecto a los generadores ) y 2, estd dada por

€1 et t ~ Ll
A=

Z?:l e t Zi{‘fj €2

Y el polinomio de Alexander de K es

n

A =Det A = erep — ( Zei ¢ Z_qui )( ie,— t _qufj )
i=1

i=1

Ag, (t) esté bien definido salvo unidades en Z[t, t™'].
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Para simetrizar multiplicamos Det A por €€z, obteniendo

Ag(t)=1- flf2(ieitz""<‘fi)(ieit_z:‘m f:)
i=1

i=1

Teorema 4.1.3 Sea M3 la Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia sobre B Con marco

n
2
(€1, €2, €3) entonces A(M3) = 515263(261.}4}.) _
i<i
Demostracidn. La demostracion es inmediata ya que A(M3) = e33 A% (1). Haciendo

i=0

g(t) = Z 6:‘+1t2;=‘ 5, g(t™") = Z: eiprt 2 ds y  h(t) = erea —g(t)g(t™1)
=0

. se tiene

K = o) ¢ () — o) 9'(0)

W) = a0 g () () + By (T2 4+ g g (-

- [oe) g0 + g0 9 (30 ]

—2 o) g"(¢71) g g(tT)

=gty (+7) () - T 2
_ g( t—l ) gn(t) + g’(t) gt;( t~ )
= e 4—1 ! tip—1
= g () (5D - L) 2IOIED g gy
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de donde

g(t)—Ze,(ZfJ)t‘Zm’” ‘

Jj<i
5 )1—2
~Se (T) (S -1) 0 Tl
i<t 1<i
Evaluando parat =1
g(t)h =0 ; 9t =0

t)]l_zel ij 3 gr(t_ |1—*Z ij

i< i<i

Y por lo tanto

n

Rt = 2(26:11;)

j<i

Denotemos por B, al conjunto de elementos G, 3 = H;‘zl(d—f‘):i (02)/: algebraicamente
separables tales que si n impar e; = e,_(;_1), fa—j = fj;sinpar f; = fo_j, €1 =

€n—j-
Proposicién 4.1.4. Sea M3 una Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia de Dehn en
B € By, entonces A(M?) = 0.

2
Demostracion. Por la proposicién 4.1.3 se tiene A(M?3) = 616263(2?<i e,-fj) . Sines

impar se tiene

23 e +oesp = 0, 23 fi + fu = 0
1 1
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sustituyendo en_(j—1) = ¢; ¥y fa—; = f; en X, ,ef; obtenemos

Zeifj = ey(fi)rea(fi+fo)+ - +e;(fr+fot- 4+ fi-1)+ Fensi (it faa )+

i<i
+C’"_-u(f1+“‘+fn_+l_1)+eﬂ_—l(f1+"'+f_'.1_1-_1_1+f"_“1+1)+“‘+
2 2 2 2 2

tea(fi+ -+ fa2) +e1[2(f1 +-o +fnT--)]

=efi)tesd(fi+fa)+---+ei(fi+tfot- -+ fio)+- -+

veasslt b fass )+ (=230 e) [kt ap ]
1

n—1

veas[2(fi o+ faz) = fi] +er[2D ]
1
=0
Para el caso par 22?:__16,-=0 — elz—zgge,-, 22?:—11fi+f%+fn=0 por lo

tanto

Zeifj =ex(fi)+es(fi+fo)+ - +e;(fit fat -+ fio) 4+ rea(fit o+ fao)+
j<i

+veg(fi+ -+ faa+fy)repa(fit- -+ faa+fe+faa)+- 4
+el[2(f1+---+fg_1)+f%]
=ey(fi) tes(fi+ fo)+--+ei(fi+fat -+ fim)+ -+

tea(fi+ -+ fo_)+es(fi+- -+ fa1+ fo)+
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Veamos que algunos de estos candidatos no son esferas homotépicas. Notese que los

elementos de By son enlaces fuertemente invertibles, ( ver fig. 4.1.3 ).

e, e,
l |
f, f
eje L1 | U
——%ns1)2 | fa <—l~ fao fn
™ B
L] L1
f o fo-1
| l
en €n

Fig. 4.1.3
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Corolario 4.1.5. 5i 8 € By NL' entonces M3 no es una esfera homotdpica.
P

Demostracién. Sea 8 € By N L' con marco (1,0, €3), ltamemos K al nudo obtenido de A.
Por la proposicion 2.3.3 se sigue que K es no trivial. Ya que K es fuertemente invertible,

se sigue de [BS] que K tiene la propiedad P.
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4.2 - El invariante de Casson de una n-trenza pura
algebraicamente separable.

Sea P, el grupo de trenzas puras de n componentes y 3 un enlace algebraicamente
separable tal que 8 € P,. Dado L un enlace de n componentes en S2, su polinomio de

Conway tiene la siguiente expresion.
ViLsn(z) = 2" ag +ar2® + -+ + a,;,2°™)

Sea ¢;(L,S?) = a; y ¥(L;Upi/q:i; S%) = ¢¥(L,S?) la 3-variedad obtenida por cirugia de

Dehn sobre el enlace L con marco (1/¢1,---,1/qn).

Teorema 4.2.1 ( ver [H] ). Sea L = {Ky, -+, K,,} un enlace orientado contenido §%, con
marco (1/qy, -+, 1/qn). Supongase que Lk(K;, K;) = 0,Vi # j. Entonces el invariante de
Casson de la variedad M?> obtenida por cirugia sobre L estd dado por

MM = " (T] @)L, $%)

LICL iel!
tal que la suma es tomada sobre todos los subenlaces de L con menos de 4 componentes.

a
En el caso particular feB algebraicamente separable
AMM®) = e (L, S°)
con € = €1€263 = t1; ya que los subenlaces con 1 y 2 componentes tienen a; = 0.
Sea B con marco (€1,---,€,) tal que § € P, algebraicamente separable, orientada

y contenida en S3. Sea M3 la Z-esfera homolégica obtenida por cirugia de Dehn sobre
3. Denotemos por A(3) al invariante de Casson de la Z-esfera homolégica obtenida por

cirugia de Dehn sobre 8.
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Denotemos por b al conjunto de subenlaces i = ,(i que constan de 3 componentes.

Proposicién 4.2.2. )\(B) =3 b A(ﬁ’).

Demostracion. Ya que ‘B es algebraicamente separable la matriz de enlace es
ege 0 0 -+ 0

0 €2 o .- 0
0 0 0 0 e,
con €; = +1 y ya que cualquier subenlace de 3 es también algebraicamente separable, el

resultado se sigue del teorema 4.2.1.

Consideremos la familia Ub de enlaces brunnianos de & > 3 componentes mostrados
en la fig. 4.2.1. Cada elemento b es la clausura de una n-trenza pura algebraicamente

separable, tal que si M3 es una Z-esfera homoldgica obtenida por cirugia sobre b entonces

A(M3) =0.
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