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Introduccion

En el aiio de 1942, Eilenberg y MacLane, introducen los conceptos de categoria y de funtor,
dando asf lugar al nacimiento de una nueva teoria: la Teorfa de Cetegorfas. Esta teorfa ha
jugado un papel unificador entre diversas ramas de la matemitica contemporsnea como son
la Topologia, el dlgebra 6 la Teorfa de Graficas. Ya desde la primera década del siglo XX
matemdticos encontraron formas de reducir un problema topol6gico a un problema algebraico
mds f4cil de resolver y logrando preservar su estructura topoldgica original. El lenguaje
categérico ha permitido comprender mejor como ocurren estas relaciones entre la Topologia
y el dlgebra abstracta a tal punto que suele decirse que la topologfa algebraica es el estudio
de funtores de la categorfa de los espacios topolégicos a una categorfa algebraica como la de
los grupos.

A partir de entonces la Teoria de Categorias habfa venido desarrollindose de manera
independiente dentro de la Matemadtica hasta que algunos matematicos entre los que figuran
tos Doctores Graciela Salicrup Lépez y Roberto Vazquez Garcfa, comenzaron a establecer
una conexién mucho més profunda entre la Topologia y las Categorfas, contribuyendo asf a la
creacién de una nueva rama de las matemdticas: la Topologfa Categorica. En esta teoria los
conceptos y construcciones topoldgicas se estudian con métodos de la Teorfa de Categorfas
y ciertos conceptos topoldgicos se trasladan a categorfas abstractas. De acuerdo con esto se
puede decir que la Teoria de Categorfas es usada por la top6logos como herramienta. Pero
también, en cierta parte de la teorfa desarrcllada por estos dos matemdticos mexicanos,
las Categorfas usan a la topologfa algebraica, es decir, varios conceptos de la topologia
algebraica pueden ser utilizados como herramienta fundamental para. la construccidn de
ciertas categorfas topolégicas: las subcategorias reflexivas y correflexivas.

En la década del 60 tuvo un gran auge la teorfa de las reflexiones y correflexiones topo-
l6gicas. Esto llevés a Graciela Salicrup y Roberto Vazquez a contribuir al enriquecimiento de
esta teorfa, desarrollando un estudio que dieron a conocer en el afo de 1970 y que titularon:
“Fibraciones y Correfleriones” [8]. Dicho articulo trata sobre las relaciones entre el concepto
de correflexion en la categorfa Top y los conceptos topoldgicos de fibracién y de homotopia.
El presente trabajo expone en detalle el contenido de sus investigaciones sobre la relacién
entre el concepto de correflexién y el de fibracion; para poder abordarlo se requiere que el
lector cuente en su haber con conocimientos de Topologia General y que esté familiarizado
con los conceptos de homotopfa y de oplicacidn cubriente. El concepto de fibracicn es de
fundamental importancia en el desarrollo de este escrito, ¥ como no se presupone que el
lector lo conoce, se ha incluido un apéndice en el que estd expuesto todo cuanto con relacién

3




4 INTRODUCCION

a cste concepto va a emplearse, esto con la finalidad de que, en la medida de lo posible, el
presente trabajo se halle autocontenide. Este apéndice cs esencialmente una transcripeién
del capftulo sobre fibraciones que aparece en la parte tres de la. “Introduccidn a la Topologia”
de Graciela Salicrup [7]; a este libro, asi como a las “Lecciones de Topologfa” de Roberto
Vézquez [13] van schiidas las nociones y la terminologfa que se empleen cn el presente do-
cumento. Los compiladores de (7] y (18] han sefialado en sus respectivas introducciones que
con la publicacién de estos libros han recobrado su vigencia las cdtedras impartidas por sus
autores. Con el presente trabajo se pretende dar continuidad a la labor docente de estos dos
maestros.

El capitulo preliminar se ha dedicado al repaso de concepios y resultados propios de la,
Topologfa Categérica como son los conceptos de fuentes iniciales, sumideros finales, cte. y
se ha expuesto en detalle todo lo referente al coproducto topolégico, el cual es un concepto
indispensable para la comprensién del texto.

En el capitulo 2 se estudia la teorfa de las correflexiones topoldgicas, en particular las
subcategorias bicorreflexivas de Top, de las cuales se ven varios ejemplos: las subcategorias de
los espacios finitamente generados, la de los compactamente gencrados, la de los conexamente
generados y la de los localmente conectables por trayectorias. Al final de este capftulo se da
una descripcién de la subcategorfa bicorreflexiva generada por culaquier subcategorfa plena
y repleta de Top, concepto necesario para la comprensién de los tltimos capitulos.

Es hasta el capftulo 3 donde se empieza con la parte esencial del trabajo; en este capftulo
se relaciona el concepto de fibracién con el de corveflexion, para ello resulta conveniente
considerar las subcategorfas de Top asociadas a ciertas clases de funciones: las llamadas
t-clases, de tal forma que resultardn ser subcategorfas bicorreflexivas. Esto permite desarro-
llar un método general para obtener subcategorias correfiexivas topolégicas {método seme-
Jante al de operadores ifmite descrito un afio antes por H. Herrlich en [5]). En la parte final de
este capftulo comienzan a considerarse las subcategorfas asociadas a 1-clases de E-fibraciones
suprayectivas, en especial a la 1-clase de las fibraciones suprayectivas de Hurewicz y ala de
las fibraciones suprayectivas de Serre. Es en el capitulo 4 en el que se da una descripcion
precisa de la primera de cllas: A,,, la subcategorfa correflexiva que resulta de la subcategoria
asociada a la clase de las fibraciones suprayectivas de Hurewicz, especificando cudles son sus
miembros y cudles sus correflexiones, Por dltimo, en el capftulo 5 se da, en su segunda y
ultima parte, una nueva descripcién de esta misma subcategorfa usando ahora algunos re-
sultados acerca de las fibraciones abiertas de Hurewicz; hay que sefialar que estos resultados
poseen ademds gran importancia por sf mismos dentro de Ja Topologia (principalmente el
que dice que una fibracién de Hurewicz es abierta si y s6lo si su codominio es localmente
conectable por trayectorias). En la primera, parte de este iltimo capitulo, por medio del con-
cepto de la subcategorfa bicorreflexiva generada por otra subcategorfa, se caracterizan las
subcategorfas asociadas a las fibraciones suprayectivas de Serre: Ag, donde § es Ia categoria
de los espacios homeomorfos a los cubos de dimensién finita, y a las C'- fibraciones: A,
donde ' es 1a subcategorfa de los espacios contrafbles, asf como tarnbién se ven las relaciones
entre ellas y la subcategoria A,,.

Es importante advertir que a lo larpo de este documento se trabaja con las Categorfas Get



{de conjuntos y funciones) y Top (de espacios topolégicos y funciones continuas) sin que se
haya precisado formalmente su significado, es decir, sin haber recurrido a la definicién precisa
de categorfo. Para comprender o expuesto basta tener en mente que Set es la coleccion que
engloba a todos los conjuntos y a todas las funciones entre ellos, ¥ que Top es la coleccién
de todos los espacios topologicos y de todas las funciones continuas. Tampoco se requiere
manejar el concepto preciso de subcategorfa; por subcalegorfa de Top, simplemente se pensard
en cualquier familia. de espacios topolégicos que sea cerrada bajo homeomorfismos, excepto
cuando se especifique otra cosa. Cabe aclarar que si se ha insistide en introducir en este
texto el enfoque categdrico es por dos razones: primera, porque asf lo hicieron los autores de
“Fibraciones y Correflexiones”, y segunda, porque ciertos resultados de su articulo pueden
extenderse 2 otras categorfas distintas de Top, como es el caso de algunos de los resultados
expuestos en el capftulo 5. Esta generalizacion es un trabajo posterior de los autores, que
publicaron bajo el nombre de “Fibraciones y Correfleziones II” [9].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Fuentes y sumideros, topologias inicial y final

Cuando a los cursos de topologia general se les imprime el enfoque categérico, tal como
solfan hacerlo Graciela Salicrup [7) y Roberto Vazquez 13], se suele hablar de Juentes car-
tesianas y de fuentes topoldgicas asi como de sus duales, es decir, los sumideros certesianos
y los sumideros topoldgicos. A continuacién se recuerdan las definiciones formales de estos

conceptos y de otros que les son afines.
1.1 Una fuente cartesiana ¢ fuente en Get es una parejo
. F = (X, (f2)s)
en fa que X es un .conjuuto arbitrario y (f1), es une clase arbitraria de funciones
' H:X > X A€

con dominio comin. Entonces, se dice que X es el dominio de la fuente F, que la clase
de conjuntos (X,), es el codominio de la fuente F y que los funciones f, son las flechas
de la fuente F. Oira notacidn empleada para designar fuentes cartesionas es

F={fi:X—X), 6 F= (Xi*»x,\)h
1.2 Un sumidero cartesiano ¢ sumidero en Get es una pareja
S = ((f)a.X)
en la que X es un conjunio arbitrario y (f1), es una clase arbitraria de funciones
HiXa—= X, deh

Entonces, se dice que X es el codominio del sumidero S, que lo clase (X)) » &5 el dominio
del sumidero y que las funciones f son las flechas del sumidero 8. Otre notacidn
empleada para designar sumaderos cartesianos es

S=(fr: Xa—X), 6 su(x,\é»x)ﬁ

7




8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.3 Una fuente topoldgice 6 fuente en Top es una pareja
F = {(X,7),(H),)

en la que (X, 7) es un espacio topoldgico arbitrario y (1) es una clase arbitraria de funciones
continuas

(f-\ : (XIT) - (X)HTA))A

Al espacio (X,7) se le llama el dominio de la fuente, a la clase de espacios topoldgicos
(X, Ta)p codominio de la misma y las funciones continuas f, son las flechas de F. Otra
notecion para designar fuentes topoldgicas es

Felh: (=@t ¢ F=(Xn0506,m)

1.4 Un sumidero topoldgico 6 sumidero en Top es una pareja

S ={{(fhr. (X, 7))
en la que (X, ) es un espacio topoldgico y (f») a una clase arbitrarin de funciones continuas
H:Xam)—(X,7), e

Al espacio (X, T) se le llama codominio del sumidero, a ln clase de espacios topoldgicos
(Xx,73)s dominio del mismo y las funciones continuas fy son las flechas de §. Otra
nolacion para designar sumideros topoldgicos es

S=(fr:(Xnm) = (X,7)), 6 S= ((XA,TA)A(X,T))A

En las cuatro definiciones que siguen asf como en las dos proposiciones subsecuentes
se hablars de fuentes y de sumideros a secas bajo el entendido de que se estard haciendo
referencia a fuentes cartesianas y topologicas asf como a sumideros cartesianos y topolégicos,
simultdneamente.

1.5 (a) Se dice que una fuente F separa puntos si cualesquiera dos puntos distintos de
su dominio poseen imdgenes distintas bajo ol menos une de las flechas de F.

(b) Se dice que un sumidero § cubre puntos si todo punto de su codominio posee una
preimagen bajo al menos una de las flechas de S.

1.6 (a) Una fuente F = (fi: X — X.), es una monofuente si para ello sc verifica la ley
de la cancelacidn izquierda, es decr, si siempre que que dos son funcioncs {continuas)

gh:Y - X

son tales que
o= hHh, VYAcA,
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enionces, g = h.
{b) Un sumidero § = (fa: X» — X), es un episumidero si para él se verifica la ley de
la cancelacién derecha, es decir, si siempre que dos funciones (continuas) g,h: X — Y

son tales que
ng = hf)u YA € A’

entonces, g = k.
En [7] ¥ [13] se demuestra que:

1.7 (a) F es ung fuente que separa punios si y solo si F es monofuente.
{b) S es un sumidero que cubre puntos si, y sdlo si, S es un episumidero.

1.8 (a) Cuendo pare los conjuntos X, A € A, del codominio de una fuente cortesiana

F = (X LN X,‘)A existen sendas topologias T), para cade A € A, siempre es posible hallar
una tinica topologie T para X, llamade intcial, con lo cual para toda X € A, la funcisn

B (1) = (X, 1)

es continua. La topologfa inicial ¢ débil pare X correspondiente a (f1), ¥ a (1),
se define como la topologla v generada por la familia

y={f1{Ux): U e}
En tal situacion se hablard de la fuente topoldgica
F=(fa: (Xa1) = (X,7)),

como de una fuente inicial
(b) Cuando para los conjuntos Xx, A € A, del dominio de un sumidero cartesiano

= (04),

existen sendas topologlas Ty, pare cada A € A, siempre es posible hallar une 4inica topologia
+ para X, llamada final, con lo cual parg tode A € A, la funcidn fr : (X5, 7a) = (X,7) es
continua. La topologia final 6 fuerte para X correspondiente a (7,), y a (fi), es por
definicion:

r={UCX:fiH{U)ers,YAE A}

En tal caso se dird que el sumidero topoldgico
S=(fr: (Xn,72) = {X,7))s

es un gumidero final.
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También, tanto en (7} como en {13) se describen las topologias iniciales ¥ finales respecto
de cualesquiera fuentes 6 sumideros

F={fi: X — (Xs,m))p 6 S=(fn: {(Xs, Ta) — (X, 7)),

demostrando que:

1.9 Sj F = ((X ,T) ELY (X, T,\))A es una fuente arbitraria en Top; son equiwvalentes:

(@) 7 es la topologla inicial respecto a (fds wa(ra),-
(b) 7 tiene por subbase a v = {f1 (U} : Uy € 7,, subbase de T2}
(c) 7 es tal que para cada f) es continua, y serd continua toda funcion

9:(Z.p) = (X,7)

tal que frg: (Z,p) — (Xa,72) es continua, para toda X € A. Ademds T es la tnica topologla
en X que satisface esta propiedad.
(d} T es la mds pequeria de las topologias en X para las que [y es continua para toda X € A,

1.10 Sea S = ((XA, 75) £ (X, 'r)) cualquier sumidero en Top; son equivalentes:

(a) T es la mds grande de las topologtas para X segqin la cual cada fx es continua.
(b) S es final.
(¢} Para cualquier espacio (Y, ) y cualquier funcion

g: X =Y
se cumple que st
gf/\ : (XAI‘T»\) - (Ys 0')

es continue para tode A € A, entonces g : (X, 1) — (Y, o) es continua. Ademés 7 es la unica
topologia en X que satisface esta propiedad.

1.2 Productos topolégicos

Por los cursos de topologia general se sabe que la topologfa de Tychonoff para el producto
cartesiano [] X de la familia de conjuntos subyacentes de una familia cualquiera (X, 7)) A

AGA
de espacios topoldgicos, es la topologfa generada por la familia

A == {PA"I (U)) : Uy Ty, YA€ A}

donde P, denota a la A-proyeccién

P‘\: H X'\ i X)\
AEA
(zA)y + xa
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Como consecuencia del inciso (&) de 1.9 resulta que la topologia de Tychonoff es la topologia
inicial para J] X, correspondiente a (P.), ¥ 2 (71),- Por consiguiente, 1a fuente topoldgica

AEA
(Px : (};{A X)\,'r) 4 {xx,ﬁ))n

de A-proyecciones

(r denota a la topologfa de Tychonoff para ] X)) es un caso particular, muy importante,
A€A

de fuente inicial. Como se prueba en {7] y en [13), a esta fuente la caracteriza una propiedad

universal: la lamada propiedad universal del producto topoldgico.
1.11 Se dice que una fuente en Top
F=(fr: (X,1) = (X1,

tiene la propiedad universal del producto topoldgico si para cualquier ofra fuente
topoldgica con el mismo codominio que F, dendtesele por:

& = (g : (Y,0) = (Xn, 7a)ls
eriste una tinfca funcion conlinue
g:(Y,e) = (X,7)

tal que
frg = g», pora tode A € A.

En los textos citados se demuestra que:
1.12 Al darle a [] X, la topologte de Tychonoff, 7, la fuente topoldgica de A-proyecciones

AEA
(P,\ : (E\ xm) - (x,\,n))A

tiene lo propiedad universal del producto topoldyico.

1.13 Salve homeomorfismos, el dominio de una fuente de codomunio (X, 74), con la pro-
piedad universal del producto topoldgico, es esenciclmente tnico. Es decir, que entre cuales-

guiera dos fuentes en Top,
(fr: (V,0) = (0u1a))a ¥ (951 (Z0p) = (Xnuma))a

con codominio comin, que posean ambas la propieded universal del producto topoldgico, exis-
te un homeomorfismo h : (Y,0) — (Z,p) enfre sus dominios, ol cual se le denomina el
homeomorfismo natural; debido a esto y ol hecho de que la familia de A-proyecciones

((};I,\ X,\,T) B (X, TJ«))A
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tiene también lo propiedad universal del producto topoldgico, el dominio de cualquier otra

fuente en Top, con codaminio (X, Ts)a o que tenga la misma propiedad es esencialmente el
producto topoldgico. Esto explica por qué, cuando una fuente topoldgica

(Fr: (X,7) = (X5, 7))
tiene la propiedad universal del producto topoldgico, se dice que su dominio (X,7) es un
producto topoldgico de la familia (X,,7.),, con proyecciones (f)a
Producto de funciones.

Otro concepto cuyo dual serd mds adelante, de gran utilidad, es el de producto de funciones:

L.14 Sean (Xu), y (Ya), dos familias de subconjuntos de X y de Y, respechwamente, y
supdngase que pare todn A € A existe una funcidn

HiXy- ¥

Considérense lgs A-pmyccciones P ZH Xy — X, Yy H Y, — Yi. Bntonces se puede
AGA AEA
tomar lo composicidn

Hp Il Xy - Y
A€R

y como (qn), tiene la propredad universal del producto cartesiano existe wna ¥nica Juncidn

O TT Xa— 1 ¥a

A€A A€A
tal que para tode A € A
ollfs = fip
Es decir, tol que conmuta el cuadrado:
1
M~ 1y
P g
Xy ————Y,
A fA A

A lo funcion TLfy se le Uama producto cartesiano de la familia de funciones (f,) A

El concepto dual correspondiente al concepto de producto topolégico, es decir, ¢l concepto
de coproducto topoldgico pucde definirse a partir de la propiedad universal dual a la del
producto topolégico: la propiedad universel del coproducto topoldgico.
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1.3 Coproductos cartesianos y topologicos

Definicién 1.1 Sean, (X)), una fomilia arbitraria de conjuntos y § = (fa: X — X},
cualquier sumidero en Get con dominio (X1),. Se dice que S tiene la propiedad universal
del coproducto cartesiane si para cualguier otro sumidero en Get con el mismo dominio
que S, denotado por
8 = (f: Xa = X,
eriste una unice funcidn
f:Xx—-X

tal gue
fh=1,VAeA

Al ser ast, se dice que X e3 un coproducto cartesiono de la familia (X,),, se llaman,
cofactores a los miembros X del dominio del coproducto y, coproyecciones o cada una
de las funciones fi. Por abuso del lenguaje, cuando estd claro cudles son las coproyecciones,
se dice que X es el “coproducto” de (X,),, pora designarlo se empleard la notacion

I Xa

AEA
Definicién 1.2 Sean, (X, 7), cualquier familia de espacios topoldgicos y,
S = (f.\ M (XA,T‘\) — X)A

cualquier sumidero en Top con dominio (X, 7)),. Se dice que S tiene la propiedad uni-
versal del coproducto topoldgico si para cualquier otro sumidero en Top con el mismo
dominio que &, denotado por

S’ = (f; : (X-\:T-\) d (X':TJ))A
existe una tnica funcidn confinua
f(Xn)—{X\7)

tal que
fh=A.YeA

Al ser ast, se dice que (X,7) es un coproducto topoldgico de la fernilia (X»,75), con
cofactores X, y coproyecciones fx; pare designarlo se emplenrd, Ie. notacion

L (Xa73)

A€A

Cuando se hable de “coproducto” o de “sumidero” (a secas) es que se estd pensando
cualquiera de los dos casos, cartesiano o topoldgico.
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Ejemplos 1.1 (a) Una biyeceion f;: X, — X es un coproducto cartesiuno.
(B Un homeomorfismo
fis (XlaTl) - (XsT)

es un coproducto topoldgico.
5n efecto, para ver (a}, sea fi : X1 — X' cualquier funcion de domanio X, yeea f: X — X'
la funcién f = fifi’'; entonces

fh= (f;fl'_l)fl =f1' (fflfl) =ff

Ademds, si g : X — X' es tal que gfy = fl, entonces g = NI es decir, g = f. Por lo
tanto, f es tnica y f : Xy — X es un coproducto cartesiano.

El siguiente teorema (dual de 1.13) dice que el coproducto cartesiano (topolégico) es
esencialmente vnico.

Teorema 1.1 E/ coproducto cartesiano (topoldgico) es tinico salvo biyecciones {homeomorfis-
mo). Es decir, si
X X)y v (H:X- X)),

son dos coproductos de la misma famalia (X)), , entonces existe una biyeecion (homeomor-

Jisme)
h:X — X' tal que hfy = f3, VA€ A

Y, reciprocamente, si (fa: Xa — X), es un coproducto de (X)), y
h:X - X'

es una biyeccion (homeomorfismo) cualguiera; entonces (hfy: Xa — X'), también es un
coproducto de (X)),

Demostracion. Por definicion de coproducto existen funciones {continuas)
x4xLox

tales que para cada A € A

Fh=fiy fh=h

Fntonces

A=) ==

UV B =R == 1
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Pero dado que X y X’ son coproductos, las dnicas funciones (continuas) para las cuales se

tiene que
X X
O i O +
YN N
X Ix X X' i X'

son 1x y lx, respectivamente. Por lo tanto, f'f = lx y ff’ =X1x:; por lo tanto, f y f'
son biyecciones {continuas) mutuamente inversss, lo cual demuestra. la primera parte del
teorema.

Recfprocamente, sea {fx : Xa — X), un coproducto de (X3}, ¥ b+ X — X' una biyeccién
(homeomorfismo) cualquiera. Sea ( fi: X5 — X"), un sumidero cualquiera; como X es un
coproducto de {X,),, existe una tinica funcién (continua) f : X — X* tal que ffy = £

X hf,\ X!
\ o /
A X F

S
X”

Considérese la funcién inversa ™! : X* — X y hagamos f' = fh™'; entonces
Frp)y=fFR)A=fh=h

Y sig: X' — X" es una funcién (continua) tal que g (kfs) = f3, entonces (gh) fx = f};
s gh=fyg=fh = f, es decir, f es unica. Por lo tanto, (fy: Xy — X'), es un

coproducto de (X, ),.¢

Proposicién 1.1 El [ (Xx,7) siempre es un eprsumidero.
AEA

Demostracion. Sea (X, 71}, una familia arbitraria de espacios topolégicos y sea
(S‘—= (Xa7m) B (X.T])A

un coproducto de (X, Ta),- Si

h.k (X,v)— (Y,q)



16 CAPITULO 1. PRELIMINARIS

son funciones continuas tales que hf, = k S, para toda A € A, entonces podemos considerar
ol sumidere de functones continuas

(5 =m0}
Y por la propiedad universal del coproducto topoldgico existe una tnica funcién continua
fi(X,m) - (Y,0)

tal que ffy = hfy para toda A € A. Como aquf tanto f = h como f = k salisfacen la
igualdad anterior, entonces la unicidad de f implica, que h = k. Esto prueba que & s un
episumidero. ¢

Teorema 1.2 Sea (f: (X, 72) — (X, 7)), un sumidero en Fop; son equivalentes:

(@) (fx: (X, 7a) = (X, 7)), es un coproducto topoldgico.

{(b) {fa: Xa — X), es un coproducto cartesiano ¥ 7 es la topologta final para X correspon-
diente a (1), ¥ (fa)4-

Demostracidon
(a) = (b): Sea (£} : Xa — X"), cualquier sumidero en Get y sea 7 la, topologfa indiscreta
para X' entonces

(3 (X, ma) = (X, 7')),

es un sumidero en Top; por (a) existe una, y sélo una, funcién continua,
Fi(X,r) = (X0, 7)

tal que ffx = fL,YA € A. Sig: X — X' fuera otra funcion tal que gfr = fi, YA € A,
entonces

g:(X,7) = (X', 7")

serfa continua y, por lo tanto, coincidirfa con f. Esto prucba que {fy: Xy — X Ja &5 un
coproducto cartesiano.

Ahora sea 7' la topologfa final para X correspondiente a (7)) A ¥ (fi)4. Entonces, por el
inciso (b) de 1.10,

(S (XK a) = (X, 7)),

es un sumidero en Top; por hipdtesis existe una dnica funcidn continua
f(X,r) = (X, 1)
tal que f fy = f1,¥A € A; obviamente 1x fy = f,,¥A € A, y, por {¢) de esa misma proposicién,

Ly : (X,7} > (X,7)



1.3. COPRODUCTOS CARTESIANOS Y TOPOLOGICOS 17

es continua, de modo que, por ser {fx : Xy — X), un coproducto cartesiano, resulta f = lx.
En consecuencia, ¥ = 7. Por lo tanto, 7 es la topologfa final.
(6) = {a): Sea

{fi: (Xoyma) = (X, 7)),
cualquier sumidero en Top; por la hipttesis (b} existe una vnica funcién f : X — X' tal que
ffr = fi,¥A € A. Entonces cada composicién ffy es continua, de modo que, por {¢} de
1.10, también

f:(X. 1) = (X',7)

es continua. Por consiguiente, (fy : (X, 72) — (X, 7}}, es un coproducto tepoldgico, tal
como se querfa probar.¢

Definicién 1.3 Sea (X)), una familia de conjuntos tal que
AEN S G NXy =2

Entonces:
(a) La suma ajena de (X))}, es, simplemente, [J X,.

AEA
(b) Si para cada X € A es 7\ una topologla para X, la suma ajena topoldgica de la
familia de espacios topoldgicos (X, 7h), es el especio topoldgico (X,7) cuyo conjunto
subyacente X es U Xy y cuya topologie T es tal que resiringida a cada X, coincide con

AEA
T, con cada X, € 7. La notacion que suele emplearse para referivse a lo suma ajena de la

familia (X)), es

LI X

AEA
Lema 1.1 Sean, {X,,7)),; una familia de espacios topoldgicos cuyos conjuntos subyacentes
son agjenos dos a das, X ={} X, y 7 una topologio pare X tal que

AgdA

Tix, =7 paracade A € A

y tal que
X, €7, pura cada A € A,

Entonces un' subconjunto U C X es ebierto seqin 1 st y sdlo si
UNX,ema,YAgA
Demostracidn. En efecto, si U € 7 entonces, como
UnX,€rix,,YA€A,
se tiene, debido a que 7lx, = 7, que

UNX,er, VIEA,
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Reciprocamente, si I/ N X, &€ 7,, para toda A € A, entonces como
TAa=Tlx, ={VNX,:Ver}
sc ticne que para cada A € A, existe W), € 7 tal que
UNX,=W,nX,
de donde, uniendo sobre A, se liene

U (UﬂX,\) = U (W}\ nJYA)
A€A Ach

Pero, por otro lado

U (Unxa)=un(u x,\) ~v

AEA AEA

Asf que

U=} (WAOX,\)
AEA

y debido a que X, € 7 para cada A € A, se tiene como consccuencia, que

U (W,\HX)‘)GT

AEA

es decir,
Uer. 4

Proposicidn 1.2 Si (X,, 7.}, es una familia de espacios topoldpeos tal gue
AN S XanNXy =2

y exviste une topologie v para X =) X, tal que
AEA

Tlx, =7x VACA

y tol que
Xy €7, para cade A € A,

entonces tal topologio es 1inica.
Demaostracidn. Considérese o] sumidero de inclusiones
(ea 2 (X, 7o) = (X, 7)),

Sca 7’ la topologfa final para X correspondiente a (7.}, ¥ & (1), Debido a que 7" s 1a
linica topologia con la prepiedad dada en (¢) de la prop. 1.10, se probard que T también tiene
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esa propiedad, con el fin de demostrar su unicidad. Sean pues, (¥, o) un espacio arbitrario
y g: X — Y una funcién arbitraria, tales que,
gouy: (X7 D (X,7) 2 (Y, 0)

es continua para toda A € A, entonces si V € o se tiene que

(goun) (V)= (g7 (V) =7 V)N Xy €Ts, VAEA,
" Y segiin el lema anterior el hecho de que
g HVINX, €7y, VAEA,

t

implica que 1
g V) er.

Por lo tanto g es continua, como se queria probar.4

Lema 1.2 Sea (X, 7) la suma ajena topoldgice de la familia (X1, 7a),; entonces:
{a) Cada inclusién
0 (Xa,7a) = (X, 1)

es confinua.
(%) 7 es la topologta final para X correspondiente a (12}, ¥ (7a),.

Pemostrecion de (a): Sea A € A; se sabe que
ba s (XAj'riXA) s (XIT}
es continva, ya quesi U € 7, 15 (U) = U N X, € Tx,; y como 7), = 7 |, , entonces

Ly (X)‘,f}‘) — (X,T)
es continua.
Demostracién de (b): Considérese la topologia final para X correspondiente a (¢)), ¥

(Ta)ps
T={UCX ;' (U)ers VAEA}

y escéjase uno cualquiera de sus abiertos, denGtese por U; entonces

UﬂX,\ET,\,VAEA
O sea que
x, CTa, VA€ A
Por otra parte, si V € 1), entonces
V,sid=2A

VeX vy V”X*’={e si N £ A
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os decir
L;l Vyer, VN eA
lo que significa que V' € 7. Por lo tanto, VN X, € 1/ [x,; pero VN X, = V. Luego,
TZC T x, ,VAEA

Por lo tanto, 7' es una lopologfa para X tal que 7| Xy = Ta YA € A, Por la proposicién
anterior, una topologia para X con csta propiedad es nica; luego, v’ = 7.4

Proposicién 1.3 5i (X,7) es la suma ajena topoldgica de la fomilia (X A Ta)s, entonces
cada tnclusion

0y (X, 7a) < (X, 7)

es una inmersidn abierlo y cerrada.

Demostracidn. 5i (X, 7) es la suma ajena topolégica de la familia (X, 73) 4 entonces por
el lema. 1.2 cada inclusién ¢y es continua y

T:{UQX:L;\‘I(U)ET,\,V/\EA}

Solo falta ver que ¢y es inyectiva y abierta (cerrada). Sea A € A, ¢4 es inyectiva, porque si
x,y € X5 y x 7 y entonces ¢ (x) # ¢, (y); para ver que ¢, es abicrta hay que probar que

siA € AyV ¢ 7, entonces ¢y (V) € 7. Sean entonces A, A" € Ay sea V € 7y, para que
tr (V) € 7 tiene que suceder que ¢ (¢y (V)} € 7y, para toda M € A. Bsto efectivamente

ocurre: si A= A’ entonces
GHa=lmeXiumyenV)={neX,  neVi=VnX,
Como VN X, =V € 1), se tiene que
5t (V) ey

y si A # A entonces
L;,l (L,\ (V}) =@ er, y

pues X y X, son ajenos. Por lo tanto
w(Vier
para teda A € A, como s¢ querfa probar. {Andlogamente se prucba que 1y es cerrada). ¢

Definicién 1.4 Sea (X,), cualquier femilie de conjuntos donde hay varios miembros con
clementos comunes. Para cade A € A se define un conjunto,

X:\ = {(:E,X} rx € X,
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y una funcién
X B ox
z = (1,A)

{Obviamente hy es una biyeccion, para toda A € A ). En tal caso:
(a} La suma ajena de (X)), s

U X =U X5

AgA A€A

(b) Si cada X estd topologizado por cierta 7,, entonces lo suma ajena topoldgica de
lo familia de espacios topoldgicos (X, 74), es la suma ajena topoldgica de la familio
(X3, 74) 4, donde T es tal que

hy: (X, 7a) — (X573}
resulte un homeomorfismo; es decir,
1":\= {ha(U):UGT;}

Notacidn: | (X5, 7).
A€A

Observacién 1.1 Por el lema anterior, si (X,7) es la suma ajena de (Xx,71),, entonces
1 es ln topologia finel respecto de

(taha 2 (Xan7a) ~ (X, 7)a

Descripcién de los coproductos cartesianos y topolégicos.

L. Sea (X,), una familia arbitraria de conjuntos.
(2) Si los miembros de la familia no tienen puntos en comin, entonces su coproducto es el
sumidero

-y ),

Agh

(6} En el caso restante, el coproducto es el sumidero

(Lgh)‘ : XA —iu X,\)
IS

AGA

11. Sea (X),72), una familia arbitraria de espacios topoldgicos.
{a) Si los miembros de la familia no tienen elementos comunes, entonces un coproducto suyo

es
AIEI;\ (X,\,T,\) = (LA : (XJH T:\) — (X: T));\
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donde (X, 7) cs la suma ajena topoldgica de (X, Taly
(b) Para el caso restanie,

Ach XeA

[T (X, 7a) = (L,\hx DA, ‘—’u (XA,T,\))
A

Coproducto de funciones.

Kl concepto dual, correspondiente al concepto 1.14, es ol siguiente.

Definicién 1.5 5i
(fﬁ\ : (X)UTJ\) —* (YMU—A”A

¢s una familia de funciones continuas, el coproducto de la familia de funciones (fr)reas
gue 8¢ denotard por

115/}

es la dnica funcidn continua que hace conmutativo el dagrama:

(Xa 7208 -T2 (Vo on)a

Ly I

(11%07) —yp = (L u0)

La descripcidn de 11f5 quedard completada ol indicar cudl es su regla de correspondencie;
para ello idmese cualquier punto

(Il /\) € (]_[ X,\, 'r)
Debido a lo conmutativided del diagrama se tiene
Ifs(z, Ay =Ty oua {2, A) = nfa (2, M) = fa(z, A)

Es decir, si
( X) = I01fy (z, A)

entonces
y=fulz) y N=)
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1.4 Otros conceptos preliminares

Para finalizar este capitulo se veran algunos conceptos que serdn necesarios a lo largo de este
trabajo y aunque es muy probable que el lector este familiarizado con ellos, pudiera suceder
que no los conozca por el nombre que agui se les asigna.

Definicién 1.6 Una retraccion en Top es una funcidn continue que posee un wmverso de-
recho continuo, es decir, es una funcion continua v : (X, 7) — (Y, 0) para lo cual eniste otra
funcidn continua s : {Y,0) — (X,7) tal que

s = 1(y'a-).

Definicién 1.7 Una seccion en Top es una funcidn confinua que posee un inverso izquierdo
continuo.

Obseérvese que con las definiciones anteriores un homeomorfismo puede definirse también
como cualquier funcién que sea retraccién y seccién a la vez.

Definicién 1.8 Una inmersidn es una funcidn continuc e inyectiva
F:(X,7)— (Y,0)

tal que T es inicial respecto a f yao.

Definicién 1.9 Un cociente es una funcidn confinue y suprayectiva
f(X7m)={Y,0)

tal que o es final respecto @ f y a 7, y en lal caso {Y,o) recibe el nombre de espacio
cociente.

Estos conceptos se relacionan entre si como sigue.
Ejemplo 1.1 Toda seccidn es inmersién.

Demostracidn. Efectivamente, si s : (X,7) — (¥,0) es una seccion, es decir, s es una
funcién continua, para la cual existe otra funcién continua

r:(¥Y,e) — (X,7)
tal que rs = l(x.r)- Entonces s es inyectiva, pues siz,z' € X con s(z) = s(z') entonces
z=rs(z)=rs(z’) ==

Para probar que 7 es inicial respecto a s y a g, se hard uso de 1.9, sea

9:(2,0) = (X,7)
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una funcién arbitraria tal que
s9:(Z,p) — (Y,0)
s continua; entonces serd continua la COmposicion
r{s0) = (rs}g = lixng =g

Por lo que 7 es inicial respecto a s Y aa,y ademds, s es inyecliva, lo que significa que s es
immersién.

Ejemplo 1.2 Toda retraccidn es un cociente,

Demostracidn. En efecto, si r: (X 7)) = (Y,0) es una retraccidn, entonces es continua y
oxiste
s:(Y,0) = (X,7)

continua tal que 7s = Ly,). 7 es suprayectiva porque para toda y € Y existe s{y) € X
tal que r(s(y)) = y. Para ver que ¢ es final respecto a v y a 7, se usard 1.10. Sca
g: (Y,e) = (Z, p} una funcién tal que g7 : (X.7) — (Z,p) es continua; entonces Lambitn
serd continua la composicién

(97)s = g(rs) = Ny =g

Por o tanto r es un cociente, ¢



Capitulo 2

Subcategorias correflexivas de Top

El propésito de este capitulo es estudiar la teorfa de las correflexiones topolégicas, en particu-
lar las subcategorfas bicorreflexivas de Top junto con algunos de sus ejemplos, como son: la
subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectorias, la de los espacios finita-
mente generados, compactamente generados, etc. Para motivar el concepto de subcategoria
correflexiva, se dars una idea intuitiva de éste.

Por subcategorfa de Top se entenders simplemente cualquier familia de espacios -topo-
légicos que esté cerrada bajo homeomorfismos, Las subcategorias correflezivas se pueden
pensar, en forma figurada, como una galerfa de espejos para Top; al exponer a la familia
de todos los espacios topolégicos ante un espejo y al considerar la coleccién de todas las
imigenes (correflejos) que el espejo devuelve de esa familia, puede verse a esta clase como
una su orfa correflexiva de Top. Esta clase que se denotard A, debe ser tal, que al
anteponer frente a un espejo a cualquier espacio X en Top, éste devuelve a X una imagen
transformada’ A € A (su correflejo, que segiin se vers es esencialmente 1inico) a través de
una transformacién continua ¢ : A — X (correflexién de X Jlacuales tal quesi f: A" = X
es otra funcién continua con A’ € A existe una tinica g : A’ — A tal que cg = f.

2.1 Definicién y ejemplos de subcategoria correflexiva

Definicién 2.1 Una subcategoria de Top es una fomilia A de espacios topoldgicos que
contiene con cada espacio A a todo espacio homeomorfo o A, es decir, la femilia A es tal
que

(AcAyB=A)=>BcA

Es comiin referirse a los miembros de lo subcategorfa A con el nombre de A-espacios.

A partir de este momento y @ lo largo de todo el documento, cuando se hable de une
subcategoria de Top (a secas) se estard haciendo referencia a la definicion anterior, ¢ menos

que se especifique otra cosa.
'Que es como Ia que todo espejo brinda, una imagen falsa pero a le vez auténtica.

25
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Definicién 2.2 Sea A una subcategorie arbitraria de Top. Una A-correflexidn de un
espacio topoldgico X es una funcién continua

c:A—- X

que salisface las siguientes condiciones:

(i) Ae A

(it) Para tode funcidn continue f : A — X, con A € A, existe una y solemente una,
funcion continua g : A" — A tal que cg = f, como se representa en el diggrama conmutatio:

X
f O €
A g Sy

En tal caso se dice que el espotio X es A-correflejable y el espacio A recibe el nombre de
A-correflector de X.

Definicién 2.3 5ila subcategorfa A es tal que cualquier espacio topoldgico X cs A-correflcja-
ble, es decir, que para todo X € Top existe A € A y una funcidn continuac: A — X que es
una A-correflexion de X, entonces se dice que la subcategoria A es correflexiva.

Como consecuencia de cstas definiciones resulta clarc que cualquicr subcategoria corre-
fiexiva A de %op queda determinada describiendo dos cosas: los espacios topoldgicos que la
forman y sus A-correflexiones.

Una importante propiedad de las A-correflexiones es su unicidad selvo homeomorfismos,
que es lo que queda establecido en el siguiente resultado.

Proposicién 2.1 () £l A-correflector de un espacio X es dnico salvo homeomorfismos, Es

decir, st
c:A—-X gy A= X

son A-correflentones del espacio X, entonces existe un homeomorfismo

hiA— A

tal que
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(b) Reciprocamente, todo espacio homeomorfo al A-correffector del espacio X es también un

A-correflector de X. Esto es, si
c:A—= X

es una A-correflerion de X y h' : A’ — A es un homeomorfismo, entonces ch’ : &' — X
también es una A-correflezion de X.

Demostracidn de (a): Efectivamente, al ser ¢ y ¢ A-correflexiones de X y al tener que
A, A" € A, existen, respectivamente, dos funciones continuas b y A’ que hacen conmutativos

los diagramas X
/ O \
A h A
hf

Siendo asf, obsérvese que la composicién £'h es una funcién continua de A en A tal que

c(h'h) = (ch)h=ch=c

Y como el siguiente diagrama conmuta

A 14 A
X

o equivalentemente, como 14 es una funcién continua que también cumple Ia igualdad

clpa=c
se tiene, de acuerdo con (i), que
Kh=1,4.

Andlogamente se puede probar que 2h' = 14.. Por lo tanto, k es un homeomorfismo.
Demostracion de (b): En efecto, sea f : B — X cualquier funci6n continua, con B € A;
entonces existe una unica funcién continua ¢ : B — A tal que g = f. Sea ¢’ = h'~ly;
entonces
(eh')g =c(hh ) g=cg=f;
y si g : B — A’ fuera otra funcion continua tal que (ck’) g} = f,
X

f O ch’

B A
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entonces h'g’ y R'g] serfan dos funciones continuas de B en A tales que
c(h'g) = f =c(Wg)

Enlonces, debido a (i4), A'g" = h'g}, por lo que ¢’ = g}. Porlo tanto, ch’ cs una A-correflexion
de X . ¢

Observacién 2.1 {0} es la minima subcategorta correflexiva de Top.

En electo, para cualquier espacio topoldgico X se tienc que existe una tinica funcién
continua

A

Esta funcidn vacte es la {#}-correflexion de X, como lo hace constar la conmutatividad del
siguiente diagrama:

‘También es cierto que sea cual sca la subcategorfa correflexiva A de Top, @ s uno de
sus miembros. En efecto, como para cualquier X € Tap debe existir una A-correflexicn
c:A— X, con A€ A, en particular, cuando X cs vacio no puede ser otra que ¢ = ¢, con
A =10 €A Porlotanto, {#} es una subcategorfa correflexiva de Top tal que para
cualquier otra subcategorfa corrcflexiva 4, se tiene que

{e1c4

{0} es la minima correflexiva porque antes de ella s6lo est4 @ la subcategoria vacfa de Top,
que no salisface la definicion de ser correflexiva porque nj siquicra para cl espacio vacfo os
posible definir una $-correflexion. ¢

Obstrvese que en el primer caso ¢ no es, desde luego, necesariamente suprayectiva. 131
signiente teorema muestra que cualquier otro ejemplo que se ocurra serd distinto del anterior
on esc sentido.

2.2 Definiciones de bicorreflexividad y de ciertos espa-
cios
Teorema 2.1 SiA es cualquer subcategorfe correfleriva con elementos no vaclos, enfonces

toda A-correflexidn debe ser biyectiva. En esle caso se dice que la subcolegorfo A es una
subeategoria bicorreflexiva.
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Demostracidn. Sea X cualquier espacio topoldgico y seacx : A — X una A-correflexién
de X. Si X =@, entonces A =0y ¢: A— X es biyectiva. Supéngase que X # %, entonces
cx es suprayectiva. En efecto, escéjase cualquier punto z € X y definase para cualquier
elemento no vacio B € A

BL x

como la constante de valor z. De acuerdo con la definicién de subcategoria correflexiva debe
existir una, y s6lo una, funcién continua g : B — A que haga conmutativo el diagrama

B g A
X

cx(g®)) =f{B) ==, Vbe B

Jo cual significa que g (b) es preimagen de = en A bajo cx; por lo tanto; ex es suprayectiva.
Finalmente, sean ¢;,a; € A tales que ¢x (a1) = cx {a2) y reconsidérese la funcién f anterior
para T = cx (a). Entonces se tiene el diagrama

- X
/ O ¥
& y
B 5 A

en el cual las funciones g; y g2 son las constantes definidas para i € {1,2} por

Pero entonces

gi(b) =a;

Ambas hacen conmutar el diagrama, pero éste s6lo conmuta bajo la accién de una funcién
tinica. En consecuencia se trata de la misma constante, es decir, a; = ap. Por lo tanto, cx
es inyectiva. ¢

Debido a lo anterior, en adelante se Hamaran subcategorfas bicorreflerivas a las subcate-
gorfas correflexivas de Top con elementos no vacios ya que, segin se ha visto, en ellas todas
las A-correflexiones son biyectivas.

Observacién 2.2 Nétese que aiin en el caso de la subcategoria {@} las correflemones son
inyectivas (ya que por vacuidad la funcion ¢ es inyectiva, pues ¢1,02 € 8= ¢(a) # ¢ (a2))-
Por lo tanto en toda subcategorfa correfleziva de Top las A.-correflexiones son inyectivas.

Observacion 2.3 Top es subcalegoria bicorrefleriva de Top.

Efectivamente, si X € Top, lx : X — X es una Top-correflexion.
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Observacién 2.4 §i A es una subcategorfe bicorreflexive de Top y (X,7) es cualquier es-
pacio topoldgico, entonices una de lus A-correflexiones de (X, 1) es de la forma 1.

Demostracign. Supdngase que
c: (4,8 — (X,7)

s una A-correflexion de (X, 7), sea

' ={c():Ucé)
Como c es biyectiva, 7’ es una topologfa para X y

(X, ) (A8)
sc vuelve continua pues 7' es en realidad la topologfa inicial para X correspondiente a
el X - (A 8) y a €, es decir,

7= {7 W) v eg} = {e(U): U et}

En consccuencia,

el (X, 7Y - (A 6)

es un homeomorfismo. Por lo Lanto, {X,7') € A y, por (b} de la proposicién 2.1,

es una A-correflexion de (X, 7).4

Subecategoria bicorreflexiva minima,

Teorema 2.2 La subcategorie de los espacios discretos es lo minime subcategoria bicorre-
flexiva de Top.

Demaostracion. Sea I la subcategoria de los espacios discretos.
(a) I es bicorreflexve: Sea (X, T) cualquier espacio topolégico; si 14 es la topologfa
discreta para X, entonces
1y : (X,7a) — (X, 7)

¢s una D-correflexion porque es continua, (X, 72) € Dy si f: (W,€) — (X, 7) es continua,
con (W £€) € D, entonces f : (W, &) — (X, 74) es la tnica funcidn contimia para la cual se
tiene cf diagrama (X.7)

Ix O f

(X, 71a) !

(W, £}
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Ademss I tiene elementos no vacios; por lo tanto es bicorreflexiva.
by D es la minima bicorrefleriva: Sea A cualquier subcategorfa bicorreflexiva de Top y
(X, 7} cualquier espacio discreto. Entonces existe una. A-correflexidn

e} ° A—{X,T

que, como se sabe, es continua y biyectiva. Como (X,7) es discreto, también ciy ) es
continua; por lo tanto ¢(x,r) €s un homeomorfismo y (X,7) € A. Por lo tanto, DC A4

En la siguiente secci6n se verdn ejemplos de otras subcategorfas bicorreflexivas de Top,
como serdn las subcategorias formadas por los espacios finitarnente generados, por los es-
pacios compactamente generados, y por los espacios conexamente generados; para, verlos se
finaliza &sta seccién dando las definiciones de éstos espacios.
Espacios finitamente generados

Definicién 2.4 Un espacio topoldgico (X, 1) se dice que estd finitamente generado si es
final el sumidero de inclusiones de la familia de subespacios finitos de (X, 7). Es decir, si
(Xx, 72}, es le familia de subespacios finitos de (X, T) entonces para el sumidero

(ta: (Xa,ma) = (X7,
7 es la topologta final correspondiente & (ta)y ¥ (7a)4 -
Ejemplo 2.1 Todo espacio discreto estd finitamente generado.

Demostracidn. En efecto, si (X,7) es discreto y (Xx,71), €5 la familia de subespacios
finitos de (X, 7}, entonces el sumidero

(LA : (X,\,T,\) — (X,‘-"))A

es final, porque la topologfa discreta 7 es la més grande de las topologfas para X que hacen
continuas a las inclusiones, ya que es obvio que si U € 7 entonces

(W) U =(UNXH) ETIx, =72
para toda A E A. ¢
Ejemplo 2.2 Todo espacio indiscreto estd finitamente generado.
Demostracién. Sea 7 1a topologfa indiscreta para X y considérese el sumidero
(ea s (Xa,72a) = (X))

de inclusiones de los subespacios finitos de (X, 7). Hay que probar que en este caso la
topologia final para X, 7, correspondiente a {7x), ¥ a (1), es la indiscreta, es decir, hay
que ver que los tinicos abiertos de 7' son el vacfo y el total. Para ello se procederd por
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reduccitn al absurdo suponiendo que hay un subconjunto propio de X, no vacfo y miembro
de 7'. Sea U tal subconjunto de X; entonces

GHU) e T, VAeA

Por ser no vacfo existe al menos un z € . Por ser subconjunto propio, tampoco X — U es
vaclo, por o que cxiste y € X — U; entonces = # 1 y el subespacio de X

(=9} 7 {war)
es un subespacio finito (e indiscreto) y miembro de la familia {X»,7a}, de subespacios finitos

de (X, 7). Sin embargo, para la inclusién correspondiente

o ({29} o7 [y ) < (X, 7)

se tiene que
gt (Uy={z}¢r l{r,v}

lo cual contradice el hecho de que U es miembro de 1 topologfa final. Luego U = X, lo que
significa que + es la topologfa final. Por lo tanto

(631 (X ma) > (X, 7)),
s final y (X, 7) estd finitamente generado. ¢

Teorema 2.3 Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:
(a) (X,7) estd finitamente generado.

(b) Las intersecciones arbitrarias de abiertos son abiertas.

(¢} Las uniones arbitrarias de cerrados son cerradas.

(d) i (Ai); es cualquier famiba de subconjuntos de X, entonces

Demostracion.
(a) = {b) : Sea (A,); cualquier familia de subconjuntos abiertos de (X, T)ysea A= Al A

Por (a),
UerelUnFer|p

para lodo subconjunto I de X que sea finito. En consecuencia, para cada I que se fije, so
tiene que
ANFE =.g, (ANF)
ic

es una interseccién finita de abiertos de F (posiblemente de muchos intersectandos repeticos).
Luego,
ANFETp,¥F C X finito.
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Por lo tanto, A € r.
(b) = (a) : Hay que probar que es final el sumidero de inclusiones de la familia de subespacios

finitos de (X, 1)
S =(tr: (F71r) = (X, ging

donde
Finy = {F C X : F es finito)

para lo cual basta demostrar que si U C X es tal que UNF € 7| para todo F € Finy,
entonces [J € r. Escéjase U con esas caracteristicas y un punto z € U. Por (b), z posee una
vecindad abierta minima V {z) segiin 7; a saber:

Vig)=n{Wer:zeW}
Ahora bien, si ocurriese que V (z) — I/ # &, entonces se podrfa escoger
yeViz)-U
y formar el subespacio finito {z,y}. Entonces

Un{zy} = {z} €T |s

lo cual implicarfa que este abierto relativo {x} deberfa producirse también al intersectar
el abierto absoluto mds chico que contiene & z con {z,y}. Pero esto seria falso, porque
V{z)Nn{z,y} = {z,y} v. Por Io tanto, V {z) CU; porloque, V € 7y & es final.
{b) = {(¢) : Sea (A;); cualquier familia de subconjuntos cerrados de (X,7) y sea A =Y A,
Par (b),
X—A=_Q’(X—A,-)e-r
H

Por lo tanto, A es cerrado.
(¢) = (d) : Sea {A:}, una familia arbitraria de subconjuntos de (X, 7). Claramente,

ACACUAViel
por lo tanto

UACUACU A
wel el el

Tomando cerraduras y aplicando (c) se obtiene

UAC UACUA
€] ied el

que 5 o que se queria.
(d) = (b) : Sea (A:); una familia cualquiera de subconjuntos abiertos de (X, 7) y sea

A=N A

wef
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Por (d),

pero

Por lo tanto
U X—A1=U ./Y'—Ag-':/‘(—A
ief i€l

O sea que X — A es corrado y A es abierto, como se querfa probar.¢

Nétese que, debido a que en R con la topologfa nsual la interseccion arbitraria de abiertos
no es necesariamente abierla, se tiene, por el teorema. anterior, que esie espacio no ests
finitamente gencrado,

Proposicién 2.2 Sea (X, 1) un espacio topoldgico arbitrario. Si
T':{UQX:UFIFETIF,VFGEinX}

donde
Fing = {F C X : F es finito}

entonces 7' es una topologtn para X y es mds fina que 7.

Demastracion. Considérese el sumidero de inclusiones
Sex(ep  (Fyrlp) e D ¢ .

Si se piensa en X topologizado con 7 entonces § es un sumidero topoldgico porque cada,
inclusién ¢ se convierte en una funcién continua (pues F* C X). Obsérvese, por otra parte,
que 7' es la topologila final para. X correspondiente a las inclusiones (L,a)mx y a la familia
(r [p)sinx {esto es, correspondiente al sumidero ), ya que para todo U C X y para todo
F e Finy

G Uy=UNF
Por lo tanto 7/ es una topologfa para X y es la mds grande que hace continuas a estas

inclusiones. Por lo tanto
TCT.$

Proposicidn 2.3 Sean (X, 7) un espacio topoldgico arbutrario y
"={UCX:UNFer|p, ¥F ¢ §ing}

Entonces:
{a) (X,7') estd finitamente generado.
(b) Si f: (W,€) = (X,7) es continua y (W,€) estd finstamente gencrado, entonces

fr(W6) = (X,7)

es continua.



2.2. DEFINICIONES DE BICORREFLEXIVIDAD Y DE CIERTOS ESPACIOS 35

Demostracidn de (a). (X,7') est4 finitamente generado porque el sumidero
S=(er:(Frlr) = (X,7")gn,

(el sumidero de inclusiones de los subespacios finitos de {X, 7)) es final.
Demostracién de (b). Sea f: (W,£) — (X,7) una funci6n continua cuyo dominio {I¥,€)
estd finitamente generado, entonces el sumidero de inclusiones

S5=(ip: (Félr) ({}ng))ginw

es final, esto es, (W, £) tiene la topologia final respecto a (LF)Ei“w ¥ a la familia (£ F)(S"mw

donde
Fingw = {F C W : F es finito}

Por otro lado, debido a la ;:ontinuidad de la funcidn f : (W,£) — (X, 7), para toda F € Fing
resulta continua la restriccién

fl_{:(F) {FRLlr) = (F(F),7|pmy)

Pero F € Jiny implica f (F) € Finy; entonces como consecuencia de la definicién de 7,
para todo F € Finy resulta continua la. inclusion

ey FF) 7 5emy) = (X, 7)
Entonces, puesto que el diagrama
(F.Elr) —E—(W,¢)

IR f

(f(F)afll(F))W(X,T')

conmuta para todo F € Finy, resulta que la composicién

(F(F),7 |y} 5 (W,8) L (X, 7)

es continua, para todo F' € Jiny. Esto implica, debido a la finalidad de £ respecto a (er) Fingy
¥ a (§]F)zin,,» ¥ & la proposicién 1.10, que

f:(W§) = (X,7)

es continua, como se queria demostar. ¢

Como corolario de los dos iltimos resultados se tiene que a un espacio topoldgico arbi-
trario (X, 1) se le puede dotar siempre de una nueve topologte v que lo hace un espacio
finitamente generado; este nuevo espacio (X, 7') es llamado el espacio finitamente gene-
rado asociado a (X, 7).
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Espacios compactamente generados.

Definicién 2.5 Un espacio topoldgico (X,7) se dice que estd compactamente generado
st es final el sumidero de mclusiones de lo familin de subespacios compuactos de (X, 7).

Proposicién 2.4 51 (X, 1) es cualquier espacio topoldyico, son equivalentes:
{e) {X,7) estd compactamente generado.
B UecreUNK ek ,VK C X compacto en (X,7)

Demostracion.

{a) = (b): Sea (K.); la familia de subespacios compactos de (X, T); por (a), cs final of
sumidero

(b 2 (K7 |i,) = (X, 7)),

Por lo tanto
Dera ' W er|y Yiel

es decir
UET‘{:?UHK,ETIKI,VZ'GI

{b) = (a): De acuerdo a la definicién de sumidero final, (5) significa que T es la topologia
final corespondiente a (t;); y (7 |k, );. Por lo tanto, el sumidero

(s (Ko7l ) — (X, 7)),
es final y (X, 1) estd compactamente gencrado. ¢
Ejemplo 2.3 Todo espacio finitamente gencrado estd compactamente generado.
Demaostracidn. En efecto, supdngase que (X, 7) est4 finitamente generado y que (K,) ;€8
la familia de los subespacios compactos de (X, 7). Sea I/ C X tal que UNK, € 7 Ik, Vi€l
En particular se ticne, dado que cualquier subespacio finito de (X, 7) es compacto, que

UnFer|p VF C X finito

y como se trata de un espacio finitamente gencrado, entonces &/ € 7; de modo que, por (&)
de la propasicidn anterior, (X, 7) estd compaclamente generado.

Proposicién 2.5 Sen (X, 7} un espacia topoldgico arbitrerio. S
T={UCX:UNKe&r|x YK CX compacto en {X,7}}

entonces 7' es una topologle pera X mids fine que 7.

?En la terminologfa antigua este concepto recibia el nombre de K -espacio.
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Demostrucion. Considérese el sumidero de inclusiones
8§ = (ex {7k} = X)gecompie

donde
Compx = {K C X : K es compacto en (X,7)}

Si se piensa en X topologizado con 7 entonces S es su sumidero topol6gico porgue cada
inclusién tx Se convierte en una funcin continua (pues K € X). Obsérvese también que 7'
es la topologia final para X respecto a las inclusiones (LK)EO‘“F(X ,Ya la familia (7 |x )comp(x o
esto es porque dicha topologia final es ' '

{UcX: o' U)=UnKe 7k , VK € Compx v}

Por lo tanto 7' es una topologfa para el sumidere S y es la més grande que hace continuas
a las inclusiones {pues es la final), es decir,

TCT.4

Corolario 2.1 Si (X,7) es cualquier espacio topoldgico y 7' es la topologta para X de lo
proposicién anterior entonces, K C X es compacto en (X,7) st, y solo si, K es compaclo
en (X, 1.

Demostracién. Si K, es compacto en (X, 7) y (U;); C 7' es una cubierta de Ko, entonces,
de acuerdo con la definicién de 7*, para toda j € J se tiene que

UinK ek
para todo K C X compacto; en particular para Ko
UK€ Tlk
En consecuencia, para toda j € J existe V; € 7 tal que
Entonces
Ko=U (U,nKo) =U (V; N K)
j€d jed

esto implica que (V;); es una cubierta abierta de Ko segin 7 y, por consiguiente, puecde
extraerse de ella una subcubierte finita (U;) ,, de {Uj) ;. Pero entonces

Ko=(U V:‘)”Ko= U inK)C U (UjnKo)

j€Ja jedo jeto
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lo cual significa que (U;},, es una subcubierta fnita de (U;) ;- Por lo tanto Ky es compacto
en (X, ).
Recfprocamente, puesto que por la proposicién anterior + s més fina que 7, se tiene que

Iy (X, 7) — (X, 7);

es continua; por lo tanto cualquier compacto K de (X, 7'} es aplicado por 1y cn un compacto
de (X, 1), pero ese compacto es K; por lo que K es compacto en (X,7).¢

Proposicién 2.6 Sea (X, 7) cualquier especio topoldgico. Si v es la topologia para X de la
proposicidon 2.5, entonces:

(@) (X, 7'} estd compactarnente generado.

(B) Si f: (W,€) — (X,7) es cualquier funcion continua, donde (W, &) estd compactamente
generado, entonces f : (W, €} — (X,7') es continua.

Demostracidn de {a). De acuerdo con la definicion de 1, es final el sumidero de inclusiones

de los subespacios compactos de (X, 7'), es decir:
K ((Kifif() = (Xl Tl))KGEnmp(X‘,.)

s un sumidero final; por lo tanto {X, 7'} estd compactamente generado.

Demostracion de (b). La prueba es andloga a ta de la proposicién 2.3 ¢

Obsérvese nuevamente lo mmportancie de estos dos ltimos resultados al asegurar que a
un espacio topoldgqco arbitrario (X, 7) se le puede dotar siempre de una nueve topologta '
que lo haga un espacio compoctamente generado, o este nuevo espacio (X,7') se le suele
denotar por (X) y es llamado el espacio compactamente generado asociado a (X, 7).

Como corolarie de la proposicidn y corolario anteriores se tiene que tanto (X ), el espacio
compactamente generado asocindo o (X, 1), como el propio (X,7) tienen exactamente los
mismos compactss.

Enseguida se verdn algunos ejemplos de espacios que estdn compactamente generados.

Ejemplo 2.4 Todo espacio tapoldgico en el que cada punto posea una vecindad compacta esté
compactamente generado. {como Ejemplos: Todo espacio compacto vy todo espacio localmente
compacto.)

Demostracidn. En efecto, sea (X, 7) cualquier espacio con la propiedad anterior. Hay
que probar que si U € X es tal que

UnNnKe TlK ,VI{ S cﬂmp(xl.,.]
entonces U/ € 7. Sea x € U/ y sca K la vecindad compacta que por hipétesis posee x; entonces

s€UNK €Tk
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o sea que U N K es una vecindad relativa de = contenida en la vecindad absoluta K de z,
pues UNK C K. Ahora bien, se conoce de topologfa general® que: U N K C K es abierto
en K (es decir, U € 7|k ) si y sélosi UNK = KNV para algiin V € 7, pero entonces UNK
es la interseccién de dos vecindades absolutas K y V, por lo tanto 7 1 K es una, vecindad
absoluta de = contenida en U. Por lo tanto U es abierto en X, es decir, U € 7.4

Ejemplo 2.5 Todo espacio topolsgico que satisfage el primer azioma de numerabilidad estd
compactamente generado.

Demostracién. Sea U un subconjunto de X tal que
UNnKer|g, paratodo K € Comp

Se probard que U es abierto valiéndose del siguiente hecho: Si (X,7) es un espacio primero
numerable entonces A C X es abierto segiin 7 si y sélo si para toda sucesién de puntos de
X, {za} que tenga limite en algin x € A existe un ny € N tal que z, € A, ¥n > ngy. Sea
entonces = € U y sea {z,} una sucesién de elementos de X que converge a z; considérese el
conjunto
Ko={za:neN}U{z} .

Ko es compacto, pues para toda cubierta abierta arbitraria (A4,) g de Ky existe una subcu-
bierta finita de K dada por el abierto A,, que contiene a z (que ya contiene una infinidad
de términos del conjunto Ko) y por el conjunto de abiertos de (A,) & 9Que cubren a los que
estin fuera del abierto A,_ que son un ndmero finito. Por lo tanto

UﬂKUETIKo

Y como la propiedad de ser primero numerable es hereditaria, entonces también es espacio
primero numerable (Ko, 7 |k, ). En consecuencia, para el abierto de Ko, U N K se cumple
la caracterizacién de abierto enunciada al principio de esta prueba. Por lo tanto, para la
sucesién {z,} existe un ng € Ntal que z, € UN Ky, Yn > ngy - 2, € U, ¥n > ng. Por lo
tanto I/ € 7.4

El siguiente resultado enuncia otra forma de determinar a un espacio compactamente

generado.

Teorema 2.4 Sea (X, 1) cualguier espacio topoldgico; son equivalentes:

a} (X, 1) esté compactamente generado.

b) Si f: (X,7) — (Y,0) es una funcion tal que f|x : K — (Y,0) es continua, pare todo
subespacio compacto K de (X, ), entonces f es continua en (X, 7).

Demostracidn.
{a) = (b): Por (a), es final el sumidero

N (LK : (K,Ti}() —* (X, T))Q:ornp(x..,)

3E] resultado, para el lector que no lo recuerde, es: si A C X con (X, 7} espacio topoldgico entonces
B C Aesabiertoen Asiysélosi B=ANU paraalgin UV € 1.
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Como ademds cada composicion
fuc i (K, m{g) — (Y, 0)

es continua, entonces una caracterizacion de sumidero final permite asegurar que f s con-
tinua.
(b} = (a): Sca f: (X,7) - (¥, 0) cualquicr funcién tal que

fie s (K,7 (k) — (Y,0)
es continua, para toda K € €ompy . Por (b), f es continua; por lo tanto
(e = (KT 1) = (X ™ ) ompge

es un sumidero final. Luego, (X, T) estd compactamente generado. ¢

Espacios conexamente generados.

Definicién 2.6 Un espacio topoldgico (X, 1) se dice que estd conexamente generado si
es final el sumidero de inclusiones de la familia de subespacios conexos de (X, 7).

Proposicién 2.7 Sea (X, 1) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:
(a) (X,7) estd conexamente generado.
{b) Toda componente conexa en (X,7) es abierta.

Demostracion.

{a) = (b): Sea z € X y sca c(x) su componente conexa. Se sabe por hipétesis, que los
abiertos {J en (X, 7) se caracterizan por la propicdad de que UNC ¢ 7 l¢, ¥C € X conexo
en (X, 7). Se probard que ¢ (x} satisface la propiedad anterior. Para ello témese cualquier
conexo C' C X ; para C no hay mds que dos posibles casos en relacion a x, contenerlo o no;
Si z € C, entonces C C c(x), porque ¢(x) es el maximo conexo que conticne a x, por lo
tanto CNefz) = C € 7le. Sia ¢ C, entonces 6 bien CNefz) =C 6 Cielz) = B, en
ambos casos resulta CNe{x) € 7|¢ ... c(z) € 7. Por lo tanto toda, componente conexa en
X es abierta.

() = (a): Sea U C X no vacio tal que UNC € 7|, YC € X conexo. Sea z € U y
sea ¢ (x) la componente conexa de x; ¢(z) es abierta por hipdtesis, y también por hipdicsis
U e(x) es un abierto relativo a ¢(z). Pero U Ne(x) € ¢(z) es abierto en c(x) si y solo
si UNefx) = e(z) NV para algin V € . Por lo tanto U Ne(z) es ta interseccion de das
abiertos absolutos y es, por tanto, un abierto absoluto contenido en U que conticne a x. Por
lo tanto, U € 7. Por lo tanto {X, 7} estd conexamente generado. ¢

Ejemplo 2.6 Todo espacio localmente conezo estd conezamenie generado.
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Demostracion. Se quiere probar que si (X, 7) es localmente conexo y U C X es tal que
UNnCetic, ¥C C X conexo en (X, 1} entonces U € 7. Sea z € U; se tiene por hipétesis
que para cualquier z € X y cualquier vecindad U de X, existe una vecindad V' de z conexa
tal que V C U. Asf, x posee una vecindad conexa C; se tiene entonces que z € UNC € rlg,
luego I/ N C es una vecindad relativa de x contenida en C vecindad absoluta; pero, como
sevio, FNCesabiartoen Csiystlosi UNC =CnV paraalgin V € 7, U N es
la interseccién de dos vecindades absolutas de = . U N ¢ es una vecindad absoluta de =
contenida en U y esto significa que U es abierto en X. Por lo tanto (X, 7) estd conexamente
generado. §

2.3 Ejemplos de subcategorias bicorreflexivas

La subcategoria de los espacios finitamente generados es bhicorreflexiva.

En efecto, debido a los resuitados de las proposiciones 2.2 y 2.3, para cualquier espacio
topoldgico (X, 7) se tiene la topologia

Y={UCX:UNF¢€1|p ¥F € Finy}
segun la cual (X, ') estd finitamente generado; entonces, la funcién
Ix: (X, 7)) — (X,1)
es continua, porque 7 € 7, y si f : (W,£) — (X, 7) es cualquier funcién continua y (W, £)
est4 finitamente generado, entonces f : (W,£) — (X, 1') es la vinica funcién continua para la
cual conmuta en Top el diagrama

(X.7)

1y O f

(X,7) (W,§)

Por lo que todo espacio topoldgico (X, 7) es correflejable en la subcategoria de los finitamente
generados. Para designar a esta subcategorfa bicorrefiexiva se empleard la notacién F.

La subcategoria de los espacios compactamente generados es bicorreflexiva.

Analogamente, pero apoyandose en los resultados de las proposiciones 2.5 y 2.6, se tiene que
Ja subcategorfa de los espacios compactamente generados es bicorreflexiva; para designarla
se empleard la notacion K.
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La subcategorfa de los espacios conexamente generados es bicorrefloxiva,

Probando que a todo espacio topoldgico {X, 7), se le puede asociar un espacio (X, 7') ol cual
estd conexamente generado, cuya topologfa

e {U CX:UNCerl|g ,¥C & €one}1(x.r)}

con
Conex(x,y = {C C X : C es conexo en (X.m)}

resulia ser una topologia para X mis fina que 7, y probando también que siempre que
[ (W,€) — (X, 7) sea una funcién continue, arbitraria, tal que (W,£) esté conexamente
gonerado, centonces f i (W€} — (X,7') serd continua; se puede demostrar, de manera
andloga a los dos ejemplos anteriores, que la categorfa de los espacios conexamente generados,
la cual se denotard por C, cs una subcategorfa bicorreflexiva de Top.

Para ver que la subcategorfa de los espacios localmente conectables por trayectorias es
otro ejemplo no trivial de subcategorfa bicorreflexiva, se probaran los resultados siguientes.

Proposicién 2.8 5i (X,7) es un espacio topoldgico, son equivalentes:

{a) {X, 7} es localmente conectable por trayectorias.

(b) Las componentes por irayectorias de cualquier abierto A de X son abiertas.
() T posee una base cuyos clementos son conectables por trayectorias.

Demostracion. )

{2) = (b) : Sean @ € Ay A ¢ 7 arbitrarios y sea z € c4 (a) también arbitrario. Por
() y puesto que & € A existe una vecindad N de @ que es conectable por trayectorias y
tal que N G A. Puesto que cl mdximo subespacio conectable por trayectorias de (A4,74)
que tiene a x es ¢ca (z), se tiene que N C ¢4 (z). Pero z € cq(z) Neyfa). Por lo tanto
N C ca{a) = ca (). Esto significa que ¢, (a} es abierto.

(b) = (¢} : Sea

Bx ={cafe): A€ryac A}

la familia de componentes por trayectorias de abiertos de (X, 7). Por (b) 8y C 7; ademss se
sabe que todo abierto A de X se ve partido en las componentes por trayectorias ¢y (a), o € A.
Isto implica que Fx es una base de T cuyos miembros son coneclables por trayectorias.,
{¢) = (a) : 8i B C 7 es base de conectables por trayectorias es facil ver que haciendo para
todo 2 € X,

g, ={8ep:ze B}
se obtienen bases locales de vecindades conectables por trayeciorias. Por lo tanto (X, 1) cs

un espacio localmente conectable por trayectorias. ¢

Lema 2.1 8i f: (X,7) — (Y,0} es continue y y € f (X)) enfonces f~! (c(y)) es wnidn de
componentes por trayectorias de (X, ).
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Demostracion. Puesto que y € f(X), f~' (c(¥)) # 8. Siz € f' (c(y)) entonces
fle(z)) nefy) # ¢

Pero f {c(z)) es conectable por trayectorias; en consecuencia también
fle(z)ucly)

es conectable por trayectorias y, ademis, tiene a y. Esto y el hecho de ser e{y) el mdximo
subespacio conectable por trayectorias de (Y, o) que contiene a y, implica que

fle(=)) C ely)
Pero entonces
e(z) € f~H {e(®))
y recuérdese que esto ocurre para toda z € f~1{e(y)}), debido a lo cual se tiene que

U @) S e

z€f~ely))
Finalmente, es claro que

ze U o), vze T (el)
ze [ Hely)

Por lo tanto

Fre@l= U )

z€fcly)}
con lo que el lema queda demostrado.¢

La subcategoria de los espacios localmente conectables por trayectarias, L%, es
bicorreflexiva. —

Teorema 2.5 Y si (X,T) es un espacio topoldgico erbitrario y T es lo fopologla de X cuya
base son las componentes por trayectorias de los abiertos de (X, 1) enfonces

1X : (Xiff) — (XaT)
es una correflerion de (X, 7) en los localmente conectables por trayectorios.

Demaostracidn.
(#) Por (c) de la proposicién anterior, (X, ") es localmente conectable por trayectorios.
{ii} §i f: (Y,0) — (X,7) es cualquier funcidn continua y {(Y,0) es localmente conectable
por trayectorias enfonces f : (Y,0) — (X,7) es continua: Sea, B un abierto bdsico de 7',
Entonces B es componente por trayectorias de un abierto A de (X, 7). Por ser f continua,
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J71(A) es abierto en (Y, ). Al ser (Y, o) localmente concetable por trayectorias, las compo-
nentes por trayectorias de f~' (A) son abicrtas en (Y, 0} . Se sabe, por el lema. anterior, que
J~1(B) es unién de componentes por trayectorias de f~! (A), pucs f-! (B) ¢ f7'{A). Por
lo que f~! (B) es abierto y por lo tanto f: (Y,0) — (X, ') es continua,

(444} Por otra parte, puesto que todo A € = es unién de las componenles por trayeclorias de
A, entonces también es abierto segiin 7', es decir, ' es mas fine que 7. Bsto implica que

Iy o (X,7) — (X, 1)

es continua; en consecuencia, de acuerdo con (i), f : (Y,a) — (X, 7’} es la vinica funcidn
continua para la cual conmuta en Top el diagrama

(X,7)

1x O f

(X, ) ! (v,0)

Iinalmente,
IX : (XIT’) - (XlT)

es una correfexién de (X, 7) en los localmente conectables por trayectorias. ¢
Los siguientes dos resultados, los cuales se desprenden del teorema anterior, serdn de
gran utilidad en la prueba del teorema 4.1 del eapiftulo cuarto.

Corolario 2.2 5 § = ((XA,U) EL) (X, 1')) es un sumidero final en Top, cuyo dominio

(X2, 72), es una familia de espacios localmente conectables por trayectorias, entances tam-
bién (X, 7} es localmente conectable por trayectorias.

Demostracion. Sea v’ una topologfa cuya base cstd formada por las componenes por
trayectorias de los abiertos de (X, 7); entonces (X, ') es localmento conectable poy trayec-
torias y 1x : (X,7') — (X, 7) es una correflexion de (X, 1) en la categorfa de los localmente
conectables por traycctorias. Por otro lado, puesto que para toda A € A, el espacio (X, 72)
es localmente conectable por trayectorias, entonces para toda flecha del sumidero S existe
una inica funcién continua gy : (Xy,72) - (X,7') tal que 1x gy = fy. Pero 1xgy = ga; luego
s = [ y, por lo tanto,

fA : (X,\,’T,\) - (X: T’)

es contimua para toda A € A. En consccuencia, toda composicién

fri(Xnm) B xS x,r)

¢s continua; por la finalidad de S esto implica que también la identidad inversa 13! es conti-
nua y, por lo tanto (X, 7} y (X, ') son homeomorfos. En consecuencia (X, 7) es localmente
conectable por trayectorias, como se queria demostrar. ¢
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Corolario 2.3 Los coproductos y cocientes de espacios localmente conectables por trayecto-
rias son localmente conectables por trayectorias.

Demostracion. Si [] (X, 7,) es el coproducto de una familia (Xx, 71),., de espacios
AEA
localmente conectables por trayectorias entonces las coproyecciones

(X Ta) = 1 (Xa7a)
AA

forman un sumidero final®. Si p : (X,7} — (Y,¢) es identificacién entonces {p} es un
sumidero final ¢

2.4 Caracterizacién de las subcategorias bicorreflexi-
vas

Esta seccién se dedicard a dar una importante caracterizacion de las subcategorfas bicorre-
flexivas que permitirda manejarlas de una manera m4s simple. El primer lema de esta seccion
describe upa caracterfstica importante de estas subcategorfas y es que son cerradas bajo la
formacitn de retracciones; para verlo, se requiere antes de las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 2.9 Sir: X — Y es una refraccidn y r = gf, donde
fX—>2Z2 y g:Z-Y
son conlinuas, enlonces g es una retraccion.

Demostracion. Como r es retraccién existe una funcién continua s : ¥ — X tal que
rs = ly; puesto que r = ¢gf, entonces

ly=rs=gfs
es decir, fs es un inverso derecho continuo de la funcion g. Luego g es retraccion. ¢
Proposicién 2.10 Toda retraccidn inyective es homeomorfismo.

Demostracion. Sea r : X — Y una retraccién inyectiva arbitraria, por ser retraccion
existe una funcién continua s : Y — X tal que rs = 1y. Obviamente r es suprayectiva ya
que si ¥ € Y es arbitrario, entonces por lo anterior, existe s(y) € X tal que r (s(y)) = ¥
En consecuencia, r es una funcién continua, biyectiva que posee un inverso derecho {pero
entonces también izquierdo) continuo; es decir, 7 es homeomorfismo. 4.

Se dice que una subcategoria A de Top estd cerrada bajo la formacién de retrac-
ciones (6 de cocientes) si el hecho de que r : A — B sea una retraccién (6 un cociente)
con A € A implica que B € A.

“Véase el inciso () del lema 1.2
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Lema 2.2 Toda subeategorta bicorreflexive de Top estd cerrada bajo la formacidn de retrac-
ciones.

Demostracign. Sean, X un espacio topoldgico, A cualquier subcategoria bicorrefiexiva y
r:A—=X,condec A

una retraceion arbitraria. Entonces, si ¢y : A’ — X cs una A-correflexion de X , existe una
funcién vnica y continua f : A - A' que hace que conmuie en Top el diagrama

X

T O Cx

f

A - A

Por la proposicién 2.9, cx también es retraccién, y al ser inyectiva se tiene, por la proposicion
anterior, que s un homeomorfismo, de modo que X € A. ¢

Otras formas para determinar cudndo una subcategorfa de Top es o no bicorreflexiva son
las que se establecen en los dos siguientes resultados.

Observacion 2.5 Notese que
A= {X &Top: X es discreto 6 indiscreto}

¢s una subcategorfa que no es bicorrefleriva.

Demostracion.

(a} A es una subcategoria de Top : Scan X € Ay h: X — A un homeomorfismo:
{i) Si X es discreto, entonces {h (z)} es abierto en A, para toda z & X, porque h es abicrta,
Pero {h(z): 2 € X} = {a: a € A} pues es biyectiva, Lucgo {a} es abierto en A, para toda
a€ A, Aesdigcreto y A € A.
(i} Si X es indiscreto y U es abierto no vacio de A, entonces h™' (U) = X y, debido a la
biyectividad de b, U = A ', A es indiscreto y A € A.

{b) A no es bicorreflexiva: Sea (X, 7) un espacio topol6gico no vacfo que no sea indiscreto.
De acuerdo con Ia observacidn 2.4, si A fuera bicorreflexiva, para (X, 7} tendrfa que haber
una A-correflexién de la forma 1y; por la forma que se ha tomado el espacio {(X,7), e
dominio indiscreto para 1x queda descartado y solo resta examinar el caso en que

IX : (Xard) - (X! T}

tiene dominio discreto. Sea B € A un espacio indiscreto y supéngase que f : B — (X, 7) os
continua sin ser constante; entonces |f (B)| > 1, lo cual hace imposible que f : 2 ~ (X, 7,)
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sea continua, siendo f la unica funcién que puede hacer conmutar el diagrama:
(X,74) lx (X.7)
N /

B ¢

Antes de ver la otra forma para determinar cuando una subcategorfa de Top ¢ bicorreflexiva
serd necesario contar con el siguiente resultado.

Proposicién 2.11 Sea f : (X,7) —= (Y,0) une funcidn continua y suprayectiva orbitraria.
Probar que existen, un cociente p : (X,1) — (Z,p) y una funcidn continua y biyectiva
h:(Z,p) — (Y,o) tales que f = hp (f y p tienen las mismas fibras).

Demostracién. Sea ~j la relacion de equivalencia en X definida para. cualesquiera punfos
z,, 2z € X mediante
2y ~p 22 flm) = flz)

Denotando por X /~; a la familia de clases de equivalencia de esta relacién, considérese la

proyeccidn candnics

z — [z]
Asignando a X /~; la topologia final 7 correspondiente a py a 7, se obtiene el cociente

p:(X,7) = (X [~y ,7)

Sea
h:(X fovy ,T) = (Y,0)

definida como

hlz] = f(x)
Entonces h es una funcién bien definida porque
(o] = [} = z~py= flx)=fy) = hfz]=hiy

Por lo tanto, f (z) es independiente del representante z de la clase [z] que se elija. Por otro

lado,
(hp) (z) = h(p(2)) = h[z] = [ (2)

para toda z € X.
s f=hp
Ahora se vera que h es inyectiva. Supdngase que [z],[y] € X /~; son tales que

klz} = hiyl;
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entonces f(z) = f (y), lo cual significa que z ~; y y, por lo tanto, {z] = ly]. Ademds, h cs
suprayectiva, pues como f s suprayectiva, para toda y € Y existe z € X tal flxy=1y, 0
lo que cs lo mismo, & (p(x}} = y; es decir, para toda y € ¥ existe p{r) € X [~} tal que
h(p(z)} = y. Por esto y por lo anterior, h es una funcién biyectiva. S6lo resta probar que
A es continua. En efecto, el hecho de que la compoasicion hp es continua ¥ de que p es un
cociente implican que h es continua. En consecuencia, h es continua y biyectiva y p es un
cociente tales que:

(X,7) (X [rp 2 7)
O
f h
(Y,0) ¢

Teorema 2.6 Sea A cualquicr subcategor(a bicorreflexiva de Top. Entonces:
(a) A estd cerrada bajo la formacién de cocientes.
(b} A estd cerrada bajo lo formacion de coproductos.

Demostractdn de (a). Sea g : A — X cualquier cociente, con A € A; s
Cx: A! —+ X
es una A-corrcflexidn de X, entonces existe f ; A -+ 4’ continua tal que

X

o ox

A 7 — A

Pero entonces c}l es continua porque lo es c}lg ¥ g es un cociente. Por lo tanto, ex es un
homeomorfismo y X € A.

Demostracidn de (6). Sea (n, : A, — X),; un coproducto, donde A; € A,V: € I hay que
probar que X € A. Sca cx : A -+ X una A-correflexién de X; entonces para toda i ¢ 1
existe f, 1 A, — A conlinua tal que ex f; = n,. Por la definicién de coproducto existe una
funcién continua g : X -— A tal que gn, = f;, Vi € I, entonces ¢xg : X — X cs una funcién
continua tal que

lexg)m =ex(gn) =cexfi=mn,
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Pero al ser (5,); un coproducto, 1x es la dnica funcién continua que hace conmutar al

tridngulo
A

™ @] ni

X i X
Por lo tanto, cxg = 1x. Esto implica que g )(‘que es continua) es la funcién inversa de cx.
Por lo tanto, cx es un homeomorfismo; por lo tanto, X € A.4
La mas importante caracterizacién de las subcategorfas bicorreflexivas es la enunciada en
el siguiente teorema.

Teorema 2.7 Sea A una subcategorfa de Top con elementos no vaclos. Son equivalentes:
a) A es bicorrefleTive.
b) A estd cerrada bajo la formacion de cocientes y coproductos.

Demostracidn.
{(a) = (b): Es el teorema anterior.
(6) = (a): Sea X cualquier espacio topolégico. Si X = &, entonces X € A porque @ es
el coproducto de la familia vacfa de A. Supdngase X no vacio. Sea 8§ = (f; : A; = X), el
sumidero de todas las funciones continuas de elementos de A en X. Hay que probar que
existe una funcién continua A: A — X, con A € A, y que para cada miembro de S existe
una iinica funcién continua g; - A; — A tal que hg, = f.. Sea (n;: A, — C), ¢l coproducto
de (A;);; por (b), C € A, y por tratarse de un coproducto existe una tinica funcién continua
f:C — X tal que fn; = f;, Vi € I; por lo tanto, f es suprayectiva®. Por la proposicién 2.11
existen, un cociente g : G — Z y una biyeccién continua » : Z — X tales que f = hg; al
factorizar a f, que es tnica, también estas funciones son tinicas. Haciendo A = Z se tiene,
debido a (b), que A € A, y haciendo g; = g7; se finaliza porque entonces f, = hg;, Vie I. 4

Asf, queda hecha la descripcion de las subcategorfas bicorreflexivas de Top; son aquéllas
que se encuentran cerradas bajo la formacion de cocientes y coproductos.

2.5 Descripcidn de la subcategoria bicorrefiexiva gene-
rada

Observacién 2.6 Obséruese que si (A;), es une familia arbitraria de subcategorias corre-
Rexivas de Top, entonces la interseccion

A=A

también es una subcategorie correfleriva de Top.

5 Acldrase esto al pensar gue en'S se hallan cada una de }as constantes de valor z,Vr € X.
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Demostracion. En efecto, A es una subcategorfa de Top ya que si para algin X € Top
existe A € A tal que A es homeomorfo a X, entonces X € Ay, paratodadi € Iy, por lo
tanto, A. es una subcalegorfa dec Top. Ademsas, si A € Ay

g: A X

es una aplicacién cociente entonces, para todai € [, X A, por ser A; una subeategorfa
correflexiva. de Top; por consiguiente, A cstd cerrada bajo la formacién de cocientes. Fipal-
mente, si (A, ); es una familia enalquiera de miembros de Ayl A Bx ) es un coproducte
suyo, entonces Ay € A;, para toda j € J y para todai € I, y por lo Lanto, 5{ € A,, para toda
i € I; 0 sca que A también estd cerrada bajo la formacion de coproductos. Por lo tanto, A
es correflexiva. ¢

Esta observacidn confirma la existencia de la subcategorfa bicorreflexiva mas chica.

Ln vista de gue op misma es una subcategoria correfleriva de Yop y de la observacicn
anlerior, tode subcategorfe A de Top se encuentra contenida en una correflexiva minima
que es la subcategorfa correflexiva generada por A :

(M {B & Top : B ¢s correflexiva y 4 C B}

Para una descripcién de esta subcategorfa en términos de A convendr4 contar con el siguiente
resultado.

Lema 2.3 Sean (A!. “ A)l , (Xl, " X)!

coproductos topoidgicos arbitrarios. i para toda i € I existe una aplicacion cociente
(573 A, — X.

entonces lp tinice funcidn eontinua ¢ : A — X que para tode i € I hace conmutar el diagrama

7,

A, A

X;

L4

también es una aplicacidn cocrenie.

Demostracidn. La continuidad de ¢ viene dada por la propiedad universal del coproducto
topoldgico que posee {v;), . Por otra parte, puesto que las coproyecciones (v, ), son flechas de
un episumidero, dado cualquier z € X existen i € I y z, € X, tales que v, (z,) = 2z; y puesto
que pare esa. i, ¢, s suprayectiva, también existe a, € A, tal que ¢, (a,) = x,. Entonces,
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, {8;} es un punto de A que es preimagen de z bajo ¢, ya que, én vista de la conmutatividad
del diagrama anterior, se tiene que

e(vi (@) = vile{w)) =vi(z:) ==

lo cual prueba que c es suprayectiva. Supéngase, finalmente, que g : X — Y es una funcién
tal que la composicién ge: A — Y es continua, Entonces también serd continua, para toda
i € I, la composicién

gev; = guic;

puesto que c; es una aplicaci6n cociente, esto implica que gv; es continua, para todaz e [,

Pero (Xi “ )I

es un sumidero final; en consecuencia, también ¢ es continua, y por lo tanto, ¢ es una
aplicaci6n cociente, como se querfa demostrar.¢

Teorema 2.8 Sea A una subcategorfo. de Top arbitrario. Entonces
A= {X € Top: X es espacio cociente de un coproducto de miembros de Al
es la subcategorfa correflexiva generada por A.

Demostracién. (a) Supéngase que Y € Top es un espacio homeomorfo a algin X € A,
sea k- X — Y un homeomorfismo. Puesto que para X existe una aplicacién cociente

c:A— X
de un coproducto A de miembros de A, se tiene que
he:A-Y

también es una aplicacion cociente, y por lo tanto, también Y € _}i Esto prueba que _K_ es
una subcategorfa de Top. De modo mas general: dados X € A y una aplicacidn cociente
g: X — Y, puesto que para X existe la aplicacién cociente ¢ mencionada arriba, se tiene
que

ge: A=Y
también es una aplicacién cociente, y por lo tanto, también ¥ € i Esto prueba que A estd
cerrada bajo Ia formacién de cocientes. ~
Por otro lado, si (X;); es una familia de miembrosde A y

)

s un coproducto suyo, entonces se tiene que para toda i € I existe una aplicacién cociente

G A — X
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en la que cada A; es un coproducto de una familia (A,,) scg, o miembros de A. Para loda
v & I congidérense explicitamente las coproyecciones del coproducto 4; correspondiente:

(A" = Ai) A

Sea

A=]] 4y

Gy
JES

cntonees A es un coproducto de miembros de A; supéngase que las coproyecciones de este
copraducto son

5i de cstas coproyecciones se consideran solamente aquellas w,, con ¢ fija y con j € J;, sc
tendrd, aplicando la propiedad universal del coproducto topolégico, que para esta, 4 fija (que
os cualquiera) existe una tnica funcién continua

A — A

que hace conmutar el diagrama

Obsérvese que

(120),

s un coproducto. En cfecto, dada cualquier familia de funciones continuas

=)

puede considerarse la familia de composiciones

(1,27)

Jou f

y asegurar que cxiste una dnica funcién continua
f+A—-B

tal que
fwi; = iUy
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pero entonces se tiene que
Frequgy = gy

y puesto que {ui;) 5, esun episumidero, esto implica que
f U =G

y por lo tanto el sumidero (), satisface la propiedad universal del coproducto topoldgico.
Asf que estdn dadas las condiciones del lema anterior y, por consiguiente, la vinica funcién
continua

c:A-X

que hace conmutar el diagrama

A, th A

X v; X
es una aplicacién cociente. Asf, X ha venido a ser espacio cociente de un coproducto de
miembros de A. Por lo tanto X € A y A estd cerrada bajo la formacién de coproductos.
Esto, aunado a lo anterior, demuestra que A es una subcategoria correflexiva de Top.
Por otra parte

£

AC

porque para todo A € A, A es espacio cociente del coproducto A de la familia cuyo tdnico
miembro es A € A. Ademis si A € B y B es una subcategoria correflexiva de Top, B
contendra los coproductos de miembros de A y (por estar cerrada bajo la formacién de
cocientes) también a todos los cocientes de estos coproductos; es decir

ACB

Esto prueba que A es la minima subcategorfa correflexiva de Top que contiene a A, tal como
se querfa probar.4

2.6 Bicorreflexivas generadas y jerarquia de bicorrefle-
xivas
Ejemplo 2.7 Como un primer gjemplo de subcategorta correflezive generada, se tiene a la

generada por la subcetegorta vacta Q. Puesto gue ﬂ& es ln subcategorin correflenive més
chica de Top, y puesto @ € {B}, resulta que

8=1{0}
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" Ejemplo 2.8 La subcategorfa b, de los espacios discretos es la subcategoria bicorreflexiva
generada por la subcateqoria de los espacios singulaves.

Demostracion. Sea
Am = {(X)H?',\) e%op: X, = {ﬂi‘,\} 6 Xy=0 A¢ A}

sicndo A cierta clase de fndices. Sin que se pierda gencralidad se puede suponer que si
X # X entonces {x,} # {zx}; esto simplificard la union ajena sobre subclases de A &
unjones corrientes. Siendo A, la subcategorfa bicorrefiexiva generada por A,,, se tiene que

a ;:l; la forman cocientes de coproductos de miembros de 4,,. Sea [ una subclase arbitraria
de A y considérese el coproducto

(X,7) =|‘Ié'!r (Xiy7i)

Entonces 7 es final para {z;: 1 € I} = X con respecto al sumidero de inclusiones

((Kr) & x),

En consecuencia, cualquiera que sea J € I, para el subconjunto de X
U={x;:7€J}

para toda i € I se tiene que

N 0, siigJ
“(m={{anﬁeJ

de modo que en cualquier caso ¢ (U) € 7;; esto significa, debido a la definicidn de topologfa
final para un sumidero, que I/ € 7. Por lo tanto, (X, ) es un espacio discreto. Por otra
parte, puesto que ei espacio cociente de todo espacio discreto tamhién es discreto, resulta
que todo miembro de A, es discreto. Reciprocamente, si (X, 7) es un espacio discreto y
haciendo ’
Xa={m},YareXyri=r1lx,

e claro que
((ar) & xm),

es un sumidero final de inclusiones y, por lo tanto, (X, 1) es un coproducto de la familia
(X5, 71), de miembros de A,,, ¥ por lo tanto, (X, 1) € A,,. Esto demucstra que

=ma
A, =Dé
Ejemplo 2.9 See liy la subcategorfa de Top cuyos objetos son todos los espacios indiscretos

con dos puntos; es claro que se trata de una subcategorfa piena y repleta, por lo que liene
sentido pensar en la subcategoria bicorreflexiva Iy generada por Iy,
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Sea A € E; entonces existe una familia (X)), de miembros de I3 y una aplicacién cociente

PZH X)‘F'A

A€A

Sea U un abierto arbitrario de A; entonces p~! (U} es abierto en [ X, por lo que para
AEA

toda inclusion ¢y se tiene que

el %))
es abierto en X,. Debido 2 la indiscrecién de los espacios X, esto implica que sea cual sea
A € A, stlo hay dos posibles casos:

p I U)NXy =0 o pHUYN X, = X,

En caso de darse la primera situacién, resulta que
rHA-U)nX,= [.\IEE X —p"l(U)J NX, =X,
en tanto que al presentarse el segundo caso, se tiene que
rrH{A-UINnX,= LIGJA Xy —p! (U)] NX,=o

Debido a que la topologia de [] X, es final con respecto al sumidero
AE€A

)

AgA

lo anterior implica que p~! (A — U) es abierto en [] X, y como también la topologia de A
AEA

es final respecto & p y a la topologla de ]_] X, se tiene que A — [/ también es abierto en A

¥, por lo tanto, U es cerracdo. Queda demostrado, entonces, que en 10s espacios miembros de
1; todo subconjunto abierto es cerrado.

Los espacios que tienen esta propiedad de que tado abierto suyo es cerrado se llaman es-
pacios localmente indiscretos. Se puede demostrar que en I se halian todos los espacios
localmente indiscretos (véase [5]). Estos espacios, por lo tanto, constituyen una subcategorfa
bicorreflexiva de Top a la que se suele denotar mediante I y que, de acuerdo con todo esto,

es

154

Iy, =

La siguiente proposicién es verdadera, pero su demostracion no se verd aqul.

Proposicién 2.12 Toda subcategorta bicorrefleriva de Top distinfa de I tiene entre sus
miembros o los espacios indiscretos de dos puntes.
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Como consecuencia de la proposicién anterior so puede asegurar que Il cs la subcalegorfa
bicorreflexiva inmediatamente superior a I segin el orden dado por la contencidn € entre
categorfas; esta situacion entre B ¢ I, quedars indicada cseribiendo

Dl ¢
Ejemplo 2.1¢ Sea S el espacio de Sierpinski y considérese la clase de espacios
E={A€Top:recAyA 28}

siendo A une elase de tndices tal que si B € Top es homeomorfo a 8, entonces existe A € A
tol que Ay = B. No s¢ pierde generalided si, siendo A, = (X o4), con

Xy = {:c,\,a:f\} ¥ o= {X)n {xk} ,Q} b
S€ Supone que
X_\ﬂXx = @,V.\ '—;’é A’

Es claro que mediante ¥, pensada conjuntamente con todas las posibles funciones continuas
entre sus miembros, quede configurada una subcategorie plena y repleta de Top que serd
denotada mediante 2., See I une subclase arbitrarin de A y considérese el coproducto de la
Samilia (A;),

]_[ Aj = (Xl a)
i€l
donde
X :‘-U X,'
=14

y o es final para X con respecto al sumidero de inclusiones
(6 1 (Xyyer,) — X),

Lema 2.4 Todo abierto U € o que para eierta ip € I contenga enlre sus miembros a
x;, € Xi,, contendrd también al punto aislade z,,.

Demostracidn. Supéngase que esto no es cierto y que existe U € o y cierta iy € [ tales
que
9:;0 €Xio ¥ Tud Xy

Obsérvese que para toda ¢ € I, X; C X satisface la condicién de membresfa de o; en
particular se tiene que
X.o Ea

Pero entonces, puesto que U ¢s abierto en X,

{:n:o} =UnX,€eo

SNétese que el punto aislado en cada Ay estd siendo designado por la equis correspondiente {x,) sin
apostrofe,
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lo cual implica {por ser ¢ final respecto al sumidero (z;) ;) que para todai € I
'z} € o

En particular
{ah} =& {=h} € 0w
Pero de acuerdo con la definicién que se dio de las topologias o5, se tiene que {2z} € ow:
entonces {Xi,, 0:,) €s discreto y no de Sierpinski V 4
Considérese ahora una familia arbitraria (U;), de abiertos en . En cuanfo a su inter-
seccién U =.f(;!J U;, hay dos posibles casos:
2

12 Que U sea vacia, en cuyo caso U € 0.
22 Supongase que U # @; sea z € U. Entonces existe i € [ tal que

Si x = T, entonces
fz} = {=i} € 0io

y se tiene que para toda i € 1

SRR

{zo},sii=1
en ambos casos, ;7' {z} € o;. Entonces {z} es un abierto de X segin o, enteramente
contenido en U y que contiene a = como elemento. Ahora se verd qué ocurre cuando z = xi;
debido al lema anterior, si z = z{, € U, también z;, € U, de manera que en este caso también
hay un abierto de X que contiene a % y que estd enteramente contenido en U, a saber: X,,.
Esto demuestra que U € o, lo cual significa que (X, o) es un espacio cuya topologfa estd
cerrada bajo intersecciones arbitrarias, es decir, (X, o) estd finitamente generado. Puesto
que F, 1a subcategorfa de los espacios finitamente generados, por ser correflexiva est4 cerrada
bajo cocientes (y coproductos), resuita que cualquier cociente de cualquier coproducto de

miembros de E s miembro de F; en sfmbolos:

it

CE

También es valida la contencién en sentido contrario, pero su demostracién no se verd en
este trabajo. Queda indicado entonces que

9t

=F

Proposicién 2.13 Todo espacio localmente indiscreto estd finitamente generado, pero no
recfprocamente.
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Demostracign. Si A es localmente indiscreto y (U} ; es una familia arbitraria de abiertos
de A, entonces [J = QJ Uj es cerrada en A por ser una interseccion de cerrados de A4, (en A
2

Lodo abierto es cerrado). Lueso U es abierto en A ¥ queda probado que A estd finitamente
generado. Para mostrar que lo reciproco es falso, basta pensar en el espacio de Sierpinski
que est4 finitamente generado pero que, claramente, no es localmente indiscreto. 4

Proposicién 2.14 Toda subcategorta bucorrefleziva que contenga propiamente o I, tiene
entre sus miembros al espacio de Srerpinski. o

Demostracion. Si A es una subcategorfa bicorreflexiva que contiene propiamente a Iy,
entonees es posible hallar un ¢spacio A € A y un abierto I € A no cerrado y tal que

BLULA
Sea
S
A
pud —
——

el cociente que identifica en un punto cada uno de los subconjuntos U y A — I, Entonces
pu (U) es abierto en S y no es cerrado. Por o tanto, § es el espacio de Sierpinski; y si
c: A" — 5 es una A-correflexién, entonces existe una iinica fiA— A continua y tal que
c¢f = pu. Entonces ¢! es una funcién tal que la composicién

oy = f

es continua; como toda cociente es un sumidero final, esto implica que también ¢! es con-
tinua, por lo que ¢ es un homcomaorfisto. Por lo tanto, S € 4. #
Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se tiene el siguiente

Corofario 2.4 Iy, CF. ¢

Cuando se hizo ver que {@} es la subcategoria correflexiva mas chica de Topy que D es
la bicorreflexiva minima, queds insinuada la existencia de una jerarquia entre las subcate-
gorlas correflexivas de Top dada por la relacién de contencién C entre ellas. Los resultados
anteriores no han hecho sino corroborar la existencia de tal jerarquia; si se afiade a ello
€l hecho de que todo espacio finitamente generado est4 compactamente generado pero no
recfprocamente, todo esto puede sintetizarse escribiendo

{PlebhohcFakK

Como ha mostrado Horst Herrlich en [5], entre las subcategorias F y K no puede establecerse
la relacién C ya que entre ellas median otras subcalegorfas bicorreflexivas bastante mds
abstractas. En ese documento se hace ver que la jerarqufa de que aquf se habla viene dada
por una retfeula o lutlice cuyos clementos cero y uno son {2} y Top, respectivamente.



Capitulo 3

Categorias asociadas a clases de
funciones

La meta de este capftulo es encontrar la relacién que guardan entre si los conceptos de
correflexién y de fibracién. Para ello se ha hallado conveniente considerar ciertas clases de
funciones, llamadas 1-clases, y asociatles ciertas subcategorias de Top que resultardn ser
bicorreflexivas. En particular la clase de las E-fibraciones suprayectivas resultard ser 1-clase
y al considerar la subcategorfa asociada correspondiente se tendré ast la relacién buscada,
La maquinaria necesaria para lograr el propésito de este capftulo consta de los conceptos de:
producto fibrado, O-clase, 1-clase y la descripcion de la subcategorfa asociada a una U-clase;
asf como también se requiere el concepto de E-fibracién.

3.1 Producto fibrado en Top

Ademés de los productos cartesianos y topolSgicos para familias cualesquiera de conjuntos
y de espacios topolégicos, se conoce 0tro extrafio producto que ha sido Namado coproducto

y que se vi6 en el capftulo primero.
Atin mas raro es el lamado producto fibrado que en Top se define a través de la siguiente

propiedad:
Definicién 3.1 Se dice que una pareja de funciones continuas
fJ'IAJ—’A,jE {0,1}

tiene la propiedad universal del producto fibrado si existen un espacio topoldgico W
y dos funciones continuas

g,-:W—»A_,—,jG{O,l}

59
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tales que conmutando of diagrama.

W o A(].

n fo

Ay - A

h

se tenga que dadas cualesquicra dos funciones continues

o X — A;, j€{0,1}

tales que
Jooo = fron
exista una inica funcion conlinue
f: X—-W
que hage conmutar los tridngulos indicados en el diagrama:
X
f &o
o O
a Jo Ao
Q1 fo
A A

h
Fn tal caso se hablaré de lo pareja (g;° W — Aj) 04y como de un producto fibredo de
la pareja (fi)je{o.l} en Top.

Observacién 3.1 Si (g;)je(o,1} 5 un producto fibrado de une pareja (f;);eq0) de funciones
continuas, entonces la parejo

(g.i W — Ai)]@_{ﬁI],}

es una monafuente.!

Wease definicion 1.6.
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Demostracion. En efecto, si b,k : X — W son funciones continuas tales que g;h = g;k,
para toda j € {0,1}, entonces haciendo a; = g;h, para toda j & {0,1}, se tiene por la
propiedad universal del producto fibrado que existe una iinica funcién continua f : X — W
tal que g;f = oy, para toda j € {0,1},es decir, tal que conmuta el diagrama

X

qn fo

A A

h

En consecuencia, h = & ya que ambas funciones satisfacen lo que esta funcién f que es
tinica.$

Descripcién del producto fibrado en Top.

Proposicién 3.1 En Top cualesquiera dos funciones de codominio comiin tienen un pro-
ducto fibrado.

Demostracion. En efecto, si (f;: A; — A} {0,1) 501 una pareja de funciones continuas y
se restringen las proyecciones (p;) ¢ to,1) del producto topolégico

HA_.;=A|XA2

je2
al conjunto

W = {(ao,g,,) eI;IQAj : folao) = f1 ('11)}2

?8i W = O la proposicién también es cierta porque el cuadrado conmutativo en Top

w -2 4

01 lfo
Al-f—l-A

resulta ser cartesiano.
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entonces conmuta el diagrama

Polw

W Ao

2w fo

Ay A

h

ysia : X — A; j € {0,1} son dos funciones continuas tales que foag = S, por la
propiedad universal del praducto topoldgico se tiene que existe una tinica funcién continua,

LJF:X*"HAJ

Je2

tal que para toda 3 € {0,1} conmuta el tridngulo

HJE2 Aj pj AJ
Sea x € X entonces f {2} es un miembro del producto [ A, cuyas componentes son pof (z)
je2
y pif (z). Se puede escribir N B ~
f(@) = (pof (@), 0] (z))

Obsérvese, ahora, que este par ordenado es tal que
fo(pof (=) = fooo (z) = frow (z) = f (nnf (=)

Por lo tanto B B
(pof (z).pf (2)) e W
para toda x € X, es decir,

fixyew
Por lo tanto, se puede definir
fr X - W
z o= Fx)
y asegurar que f s una funcién continua tal que
(Phw) f =0y
para toda j € {0,1} y es la unica con esta propiedad, ya que si

g: X - W
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es tal que
(pilw) 9 =2y

para toda 7 € {0, 1}, entonces
g: X — []4

j€?
z — g(z)
es tal que
Pig =0
para toda j € {0,1}. Y por lo tanto
g=/.¢

Por abuso del lenguaje, se dice que W es el “producto fibrado de la pareja {f;) @ 1}“

Observacitn 3.2 E! producto fibrado también puede ser definido en Get mediante una pro-
piedad universal y también se puede probar {en forma ezactamente endloga o la anterior)
que todo par de funciones de codominio comin tiene un producto fibrado en Get.

Definicién 3.2 Cuando en general {en Get, en Top, elc...)
(9.1 W Aj)je{o_l}
es un produclo fibrado de la pareje
(F1: Aj = Adjeony

entonces se suele hablar del diagrama

w2 . 4
a1 fo
A A

" A

como de un cuadrado cartesiano {en Get, en Top, etc...).

Hasta aqui se ha hablado {en Top) de un producto fibrado para todo par de funcio-
nes continuas (f;) o4 de codominio comuin. Enseguida se vera que un producto fibrado de

(fi)go,y €s esencialmente tunico.

Proposicién 8.2 £/ producto fibrado W de (f, : A; — A);, (0.1} tinico salvo homeomorfis-
mos.
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Demostracion. Se sabe que si

W = {(ag,al) E.Q'AJ : folan) = i (01)}

entonces ¢l diagrama
W Polw A

fo

pllw

A

Av—p

es un cuadrado cartesiano. St W' € Top y g, : W' — A, también dan lugar al cuadrado
cartesiano:

WI gﬁ A[)
q fo
A A

YA

entonces, aplicando en cada caso la propiedad universal del producto fibrado, se tiene que
existen dos unicas funciones continuas

MW -aWyh: W W
tales que para toda j € {0,1}
gh=plw ¥ pilw b’ = g;
En consecuencia se tiene que A’k es una funcién continua tal que para toda j€{0,1}
(Pil) (B'R) = [(ply) K] 1 = g, = pyly,

De acuerdo con la propiedad universal del producto fibrado existe una dnica funcién continua
de W en W tal que w
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Puesto que Ly y 'k son funciones con esta propiedad, sélo queda reconocer que

RKh=1w
Anslogamente,
hb = 1y
Por lo tanto .
ww
Reciprocamente, supéngase que
W o AO
S fo
A A
A
A
s una cuadrado cartesiano y que W' 2 W. Se probard que
w gﬂh AO
nh fo
A A
YR

también es cartesiano. Sean
a;: X - A;, j € {0,1}

dos funciones continuas tales que
Joxo = fim

Por la propiedad universa! del producto fibrado se tiene que existe una tinica funcién continua
f: X—-W

tal que
gif =
para toda j € {0,1} . Considérese la composicién

xLwSw
Entonces k™! f es continua y para toda j € {0, 1} se tiene

(g:R) (R ) = 9; (Bh7) f =gif = 0
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IFinalmente sc tiene ¢l diagrama

X
h_l y
O
O ]
a w’ golv A
1h fo
Ay A

h

como se queria probar. ¢

3.2 Definicién de 0-clase y de 1-clase

Definicién 3.3 Una O-clase es cualquier close de funciones continuas y suprayectivas.

Como cjemplos de J-clases se pueden mencionar: a la clase de todas las retracciones,
la de los cocientes, la de los homeomorfismos, la clase de todas las funciones continuas y
suprayectivas, a la que por cierto, se le llamard la 0-clase méxima y se denotars por M,.4,.

Definicién 3.4 Una 0-clase M se llama 1-clase si para todo cuadrado cartesiano (producto
fibrado) en Top,
Xl

9 f

Y’ Y

el hecho de tener [ en M implica que g pertenece también a M.

X

Lo que sigue es ver algunos ejemplos que seguramente le serdn familiares al lector.

FEjemplos de 1-clases.

Ejemplo 3.1 Como un primer ejemplo de une I-clase se tiene el de la 0-clase mdzima, es
decir, se probard gue la mds grande 0-clase Myg., lo clase de todes las funciones continuas
y suproyectivas, es una I-clase.
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Demostracion. En efecto, si se tiene un cuadrado cartesiano en Top

t

x4 .x

g f

Y

X I
en el que f es suprayectiva, entonces, sea z; € Xo un punto arbitrario ¥ apifquesele f';
entonces f'(zz) € Y, y puesto que f es suprayectiva, existe z, € X, tal que f(z1) = f'(z).
Ahora, considérese un espacio singular {w} y definanse las funciones:

a: {w} - X B: {w} - X,

w = n Y w = I

Entonces «r y 3 son funciones continuas tales que
fa=f8
Como el cuadrado es cartesiano, existe una tnica funcién continua
h:{w}— X

tal que hy' = ay gh = f3. En consecuencia, el punto h(w) es preimagen de x5. Esto demuestra
que g es suprayectiva. Por lo tanto, ademés de ser Mi.: la clase de las funciones continuas
¥ suprayectivas, la mds grande 0-clase, es también la mds grande I-close y se llama 1-clase
méxima.

Ejemplo 3.2 Como un segundo ejemplo de I-clase se tiene el de las fibraciones suprayecti-
vas de Hurewic?®.

Demostracion. Efectivamente, si M es la clase de todas las fibraciones suprayectivas de

Hurewicz y ,

x 9

X3
g f

X Y

ff
€5 un cuadrado cartesiano en el que si f es una fibracion de Hurewicz entonces g también
¢s fibracién de Hurewicz®, La prueba de la suprayectividad de g es analoga a la del ejemplo

anterior. ¢

IVéase la definicién 2 en el apéndice sobre fibraciones.
4Véase, en el mismo apéndice, la proposicién 4 la cual quedard demostrada en la proposicién 3.6
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Observacién 3.3 Es obvio que la union de 0-cluses es una 0-clase,
Lema 3.1 Lo interseccion de I-clases es también I-clase.
Demostracion. Sea (M;), una familia arbitraria de I-clases y sea M =} M,; es claro

JES
que M es una O-clase. Considérese cualquier cuadrado cartesiano en Top

i

X—'-‘“Xj

g f

X;——— ¥
g

tal que f € M. Entonces, f € M; para toda j € J; puesto que para toda §j € J, M, es
I-clase, tenemos que g € M;, para toda j € J, por lo que g € M. Por lo tanto M es una
I-close. &

Ya se vid que toda O-clase estd contenida en la més grande I-clase, Mpg,, asi como
también se ha probado que la interseccion de I-clases es I-clase. Tsto permite la referencia
ala I-clase mfnima M que contiene a una O-clase M arbitraria, que se verd, en la siguiente
descripcidn,

3.3 I-clase generada por una 0-clase M

Definicién 3.5 M denotard a lo interseccidn de todas las 1-clases que contienen a une
O-clase arbitraria M y se hablard de M como de la 1-clase generada por la O-clase M.

Enseguida se probard un lema que describe de manera precisa a los miembros de M.

Yema 3.2 Los elementos de M son precisamente, aquellas funciones continuas f: XY
para las cuoles existen cuadrados cartesionos en Top

X X

f f

Y

v
donde f esté en M.

Demostracion. Por un lado es claro que siendo M la 1-clase generada por una J-clase
M entonces para todo cuadrado cartesiano en Top

X X

J f

Y

Y
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en el que f € M, necesariamente se tendrad que f eM. Reciprocamente, si f: X > Yes
un miembro de M, entonces existird un cuadrado cartesiano en Top

X X

7
Yy Y

en el que f € M. Para probarlo, sea M’ la clase de funciones continuas y suprayectivas f*
para las que existe un cuadrado cartesiano en Top

f

X X
f f
Y’ Y
tal que f € M; entonces basta probar dos cosas:

(i} M’ es I-clase
(i) Si M" es I-clase y M C M" entonces M’ C M".
Prueba de (i). Considérese un cuadrado cartesiano en Top

yr—R

XI
fl

y'

I

g

WI

tal que f' € M'. Se requiere probar que ¢’ € M’, para lo cual a su vez hay que probar que
existe un cuadrado cartesiano en Top

V! Vv
g g
w w
tal que g € M. Como f' ¢ M, existe un cuadrado cartesiano en Top
x—bx
f f

Y’ Y
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tai que f € M. Juntando este dltimo cuadrado con el antependitimo, se tiene el diagrama

conmutativo

i h

& —- Xt X
! '
g f f
r
W" k — Yt k Y

Se probaré lo que se quiere demostrando que el cuadrado

'
v hh X
g f
w we Y

es cartesiano. Sean

arW=X y g:W-oWw

funciones continuas tales que

fa=k(k'G)
que cquivale al diagrama conmutativo
W
8 S R B SO
g f f

Wty k__y
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Haciendo ' = k'8, podemos ver el diagrama anterior como:
W

v’ T Y
Puesto que el cuadrado es cartesiano, existe una Gnica funcion continua 7 W - X' tal que
hy =ay f9 = . En particular, f'yY = k'8, por lo que se Liene el diagrama conmutativo
w

XJ'

gl' fl

Wl kl Yr
por lo que existe una tnica y: W — V' tal que 'y =¥y g'v = B, o lo que es lo mismo,
usando diagramas W

XI

fl

YI
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Por lo tanto h(f'y)} = hy' = @, es decir,
7%

Esto prucha que M’ es I-clase.
Prueba de (i1). Sea M" una I-clase tal que M C M” y sea f’ un miembro de M'; entonces
existe un cuadrado cartesiano en Top

X! X
f f
Y Y

en el que f € M; entonces f € M que es [-clase y, por lo tanto también ffe M. Porlo
tanto M’ C M". Esto prucba que M’ cs la {-clase generada por M. 4

3.4 Subcategoria asociada a una 0-clase

Se dijo que por subcategorfa de Top se estd pensando en cualquier familia de espacios to-
polégicos que sea cerrada bajo homeomorfismos; sin embargo, para comprender a plenitud
el concepto de subcategoria de Top serfa necesario entender qué significa ser subcategoria
de una categorfa, para lo cual se requiere conocer obviamente, el concepto formal de una
categorfa, Sin embargo para comprender las ideas y los razonamientos que siguen puede
prescindirse totalmente de esta definicién; basta decir que una, categorie es una coleccion de
objetos y morfismos sujetos a satisfacer tres propiedades axiomaticas que son las gue definen
una categorfa. Top es una categorfa porque la coleccién de objetos (los espacios topoldgicos)
¥ de morfismos (las funciones continuas) que la forman satisfacen los tres axiomas de la
definicion de categoria. Una subcategoria A de cierta categoria K es, primero que otra cosa,
una categorfa; para ser subcategoria, esta categoria debe satisfacer dos condiciones:

(i) Todo A-objeto es un K-objeto; es decir, al denotar por |A] a la clase de los objetos
miembros de A, y por | K| a la de los de K, debe tenerse

4| € K]
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(i%) Todo A-morfismo debe ser un K-morfismo; es decir, al denotar mediante A (41, Az) al
conjunto de A-morfismos de dominio A; € |A| y de codominio A; € [Al, y por K (A, A3) al
correspondiente conjunto de K-morfismos, debe tenerse

Al{A, A) C _K(A_x, Ay}

cualesquiera. que sean los A-objetos A; y Ap. Desde este punto de vista, una subcategorfa
A de Top es una categorfa cuyos objetos son espacios topolégices y cuyos morfismos son
funciones continuas. Come se ve, ne aparece aquf la condicidn de que A tenga que ser cerrede
bajo homeomorfismos; en realided esta es una propiedad que af salisfacerla una subcategorie
de Top, do a decir de ello que es une subcategoria repleta de Top. También se ve que
no hizo falta saber nada de esto para haber comprendido todo lo anterior; sin embargo; sf es
importante para entender Io que sigue. También hay que saber que la condicién de membresfa
de una funcién continua f para considerarla un A-morfismmo de cierta subcategoria A de Top,
puede ajustarse a cierta propiedad adicional (por ejemplo, el ser una aplicacién caciente);
se entiende que al haber tal propiedad en la definicién de los morfismos de A, no toda
funcién continua entre los espacios miembros de A es necesariamente un morfismo de A,
sino solamente aquellas que satisfacen tal propiedad. Cuando tal propieded caracleristica se
reduce a ser la simple continuidad de los morfismos, es decir cuando tode funcidn continue
entre espacios miembros de A es un morfismo de A se dice que A es ung subcategoria
plena de Top.

Fn lo que respecta a -clases, se puede probar que siendo M una O-clase arbitraria, en-
tonces la clase A(M) que consta de:
(i) todos aquellos espacios topoldgicos A que siempre que figuran como codominios de miem-
bros de M, tales miembros resultan identificaciones;
(i) todas las posibles funciones continuas entre tales espacios,
s una subcategorfa de Top. Como se ve, A(M) es plena por definicién; en vista de ello, para
describirla en cualquier caso especffico {a partir de alguna 0-clase particular), bastars contar
con una caracterizacién de sus espacios miembros, porque entonces los A(M)-morfismos son
todas las funciones continuas entre 0s espacios caracterizados. Por lo tanto, en términos

generales
AM)={Aec%op:(f: X —> A) €M = f esidentificacién}

donde X es cualquier espacio topolégico. En adelante se hablard de A(M) como de la
subcategoria asociada a la 0-clese M.

QObservacién 3.4 Sin embargo, no siempre es posible asoctar a tode 0-clase M une subce-
tegorfa repleta de Top.

Demaostracién. Un ejemplo para probarlo es el siguiente. Sean ¢ : X — A una aplicacién

h
cociente y sea B = A; sea f : ¥ — B continua y suprayectiva pero no un cociente y deffnase
la 0-clase M como M = {c, f}; entonces

AM)={ZeTop:(g:W —Z)€M = g esidentificacién} = {4}



74 CAPITULO 3. CATEGORIAS ASOCIADAS A CLASES DE I'UNCIONES

Por lo tanto A(M) no es repleta pues no contiene con cada espacio 4 € A(M) a todos sus
h
homeomorfos, ya que, existe B € Top tal que B X A y sin embargo B ¢ A(M). ¢
Proposicién 3.3 57 M es una I-clase, entonces A(M) es una subcategorta repleta de Top.
]
Demostracidn. Sea A € A(M) y sea B € Top tal que B = A; enlonces, sig: Y — B
es un miembro de M, tenemos que g y h™! : A — B son funciones continuas de codominio

corin por lo que podemos considerar su producto fibrado®, (A=T,7) de la pareja (™1, g},
es decir, es posible considerar que el diagrama conmutativo en Top

=)

w Y

g g

A 5
es un cuadrado cartesiano. Como M es una I-clase y ¢ € M entonces § € M, y al tener
A € A(M)}, 7 debe ser necesariamente identificacién. Por lo tanto si f : B — Z es una
funcién tal que la composicidn L
foh~t = fh7'g

es continua, como A™'F es identificacion, {pues es compasicién de identificaciones), resulta
que el hecho de tener fh'g continua implica que f es continna. Por lo tanto g es identifi-
cacidn, Por lo fante B € A(M}. Por lo tante A{M) es subcategoria repleta de Top. ¢

Ejemplos de subcategorfas asociadas a 0-clases.

Ejemplo 3.3 5i M es la clase de todos los homeomorfismos, entonces dado cualquier A € Top
y dado cualquier homeomorfismo f : X — A se tiene que f es una identificacion. Por lo
tante A(M) = Top.

Ejemplo 3.4 Si M es la clase de todas las retracciones, entonces M es una 0-clase y pa-
ra cualquier A € Top, cualquier retraccidn r : X — A es una identificacién. Es decir,
A(M) = Top.

Ejemplo 3.5 Sea A una subcategorie bicorrefleziva de Top y sea M la clase de todas las
A-correflexiones; entonces A(M) = A.

Demaostracidn. En efecto, M es una 0-clase pues segin se vi6 en el teorema 2.1, al
tener A miembros no vacfos, todas las A-correflexiones son biyecciones continuas. Ademds
A C A(M) yo que si A € A, se ha visto que hay una A-correflexidn del tipo 1, y si

$Véase la proposicidn 3.1
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¢: X — A es otra A-correflexién de A (obviamente ¢ € M y tiene codominio A) existe un
homeomorfismo k : A — X tal que ch = 1,. Por consiguiente si & : A — W es cualquier
funcién tal que la composicién ac es continua, también serd continua la composicién:

(ac)h=cafch)=als=a

lo cual significa que ¢ es un cociente. Por lo tanto A € A(M). Reciprocamente, si A € A{(M),
entonces toda A-correflexién de 4, ¢ : X — A, es un cociente. Como X € Ay A es cerrada
bajo la formacién de cocientes, se tiene que A € A. Esto aunado a lo anterior prueba que

AM)=A¢

Ejemplo 3.6 5i M = 0 entonces para tode A € Top es verdadera lo implicacion:
(f: X — A) € M = f es identificacidn

Por lo que M es una 0-clase tol que A(M) = Top.

Observacién 3.5 Obsérvese que si M y M' son O-clases toles que M C M’ entonces
A(M') C A(M).

En efecto, si A € A(M')y f : X — A es un miembro de M, entonces f € M’ y por lo
tanto f es una identificacién. Por lo tanto A € A(M).4

Nétese que A{M) nunca es ni vecfa ni aguella cuyo vinico miembro es el vacfo, porque si
M es cualquier I-clase entonces M € Mmg; y por la observacion anterior A (Mna) € A(M),
pero A (Mmaz) # 9.

La observacitn 3.5 permite afirmar que al ser (M;),; una familia de 0-clgses, entonces,

como
M,-g U Mj,VjE Jy
e

se tiene que

A (u M,-) C A(M;), para toda j € J.
jed

y por consiguiente
A (U Mj) C N A(M;)
j€J jed

Reciprocamente, si
Ae [} A(M,)
FEJ
y J : X — A es un miembro de |J M;, entonces existe jo € J tal que f & M,y como para
i€t
toda j € J A € A(M;), en particular se tiene que

Ac A,(M_m)
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por lo que f es una identificacién, que es lo que se tenfa que probar. Tn consecucncia,
Ae Al U M;|. Ha quedado probada una afirmacién que s56lo resta enunciar:

jet
Lema 3.3

A (J_LEJJ Mj) = JDJ A(M) ¢

La propiedad de ser I-clase tiene una relacién muy estrecha con la correflexividad; para
ver cudl es el tipo de relacién que guardan, primero se versn los dos siguientes resultados.

Lema 3.4 8i (B;}, es unae particion de un conjunto Y yf i X — Y es una funcidn
suprayectiva, entonces siendo A; = f=1(B;), j € J, se tendré que (A,) J €8 una particion de
X.

Demostracidn. Se tiene que

Ua=Ur'e)y=s1U B,) =Yy =X
sed jed icJ

Debido 2 la suprayectividad de f tenemos que para cualquier J € J y cualquier b € B;, existe

z € X tal que f(z) = b. Por lo tanto, A; # @, para toda j € J. Finalmente, si para j, &k € J

con j # & se tiene que = € A; N Ay, entonces z € [f71(B,) N f (B} = f~YB; N By). Por

lo tanto f (x) € B, N By V. Esto prueba que (4,), es una particion de X.¢4

Proposicién 3.4 5i (A,), es una familia ajena de espacios topoldgices no vactos y
F(X,n)—~]1 4
jEr
es una funcion continue y suprayectiva, entonces, siendo X y =Y A) yry= 1] x,» %€ tiene
que (X,7) =[] (X;.7;).
i€t

Demastracion. Por el lema anterior se tiene que (X;) ; €5 una particién de X; por lo
tanto el sumidero (cartesiano) de inclusiones (¢; : X. i =+ X); es un coproducto cartesiano
de la familia (X;};. Por otro lado, debido a la continuidad de f y al hecho de que Aj es
abierto en [[ A;, para toda j € J, resulta que X, € 7, Vj € J; finalmente puesto que

jet
T = 7] X;0 Yj € J, estdn dadas las condiciones que permiten aplicar ¢l resultado establecido
en la proposicidn 1.2 y asegurar que: 7 es la topologfa final para X correspondiente a {7;),
y a {¢;),, ¥ por lo tanto el sumidero

{"J : (XJ'!TJ') - (X1T))J
es un coproducto topoldgico, es decir, (X, 7) =]] (X,,7;) .¢
jet

i€
Ahora sf, ya se puede ver qué relacién guardan las I-elases con la subcategorfas correfle-
xivas.
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3.5 1-clases y Correflexividad

Teorema 3.1 Si M es una I-clase, entonces A(M) es una subcategorfe bicorreflerva de
Top.

Demostracion. Se probardn las siguientes afirmaciones:
(i) A(M) estd cerrada bajo la formacion de coproductos;
(ii} A(M) estd cerrada bajo la formacién de cocientes.
(2) Sea (A;), una familia arbitraria de miembros no vacios de A(M) y supdngase que

fF:X—=1] A;
i€t

es un miembro de M. Para cada 7 € J sea
X; =7 A4)°
Debido a la proposicién anterior se tiene que

X =[1 X;
jeF
y si para cada j € J, hacemos f, = flf(j, y ademds ¢; : X; — X yn;: A, —]] A; son las
jed
respectivas inclusiones entonces para toda j € J el diagrama conmutativo

X; ——e . X

2

fs /

Ay —— 114

es un cuadrado cartesiano en Top, yaque si oy : W — X y 3, : W — A;, son funciones
continuas tales que

.faj = njﬁj

% Nota de abuso de notacign: Por abuso de notacién se estd definiendo a X, por f7'(4;) lo cual solo es
permitido si es ajena Ia familia (A4;)s- Sin el supuesto de ser ajena, habrfa que definir & X; como f'l(/{_,),

siendo Aj= A; » {3}, ¥j € J y el coproducto en este caso es |-- -] (véase definicién 1.4). Como este abuso
no da luger a equivocos pero sf facilita el desarrollo de la prueba, se ha preferido cometerlo en lugar de
complicar la demostracién con los afiadidos que la evitarfan.
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o diagramsticamente W

Ay —g— 11 4
entonces se tiene que fa;(W) C A, porque n,8,(W) C A;; en consecuencia

(W) C FHA) = X;

por lo que es posible considerar la restriccion O:'J’,XJ ¥ hacer -y, igual a tal restriccion’, lo cua)
da lugar al diagrama conmutativo:

w

] Aj 73 I_{AJ

7
Y si §; : W — X fuera otra funcién continua que también hiciera conmutar el diagrama, se
tendr{a en particular para toda w € W que

Bi(w) = ,6,(w) = oy (w} ,

o sea gue coincidirfa con o:jfxf . Por lo tanto ¢l cuadrado s cartesiano. Como f &€ M v M cs
una I-clase rosulta que {f; : X; — A;} € M, para toda j € J. Y como (A,), son miembros
no vacios de A(M) y en consecuencia todas las f; son identificaciones, esto implica que f

"Recutrdese que si f 1 A — B es coalquier funcidn y A' C A, I € By f(A') C B, entances se puede
definir 1a restriceion f]X, como (5, (a} = f(a}, Va € A".
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también es una identificacién. En efecto, si se supone que ¢ : ][] A; — Z es una funcién tal
jedJ

que gf es continua, entonces para toda j € J se tiene la continuided de gfy; = gn;f;, de lo
cual se sigue que también gn; es continua para toda j € J (pues f es identificacion); y puesto
que es final ¢l sumidero (7?,) , Tesuita la continuidad de g, que es a lo que se quer{a llegar.
Por lo tanto, [] A; € A(M) y queda probado que A{M) estd cerrada bajo Ia formacién de
coproductos.

(ii) Sean A € A(M} y p: A — X un cociente arbitrario. Se quiere probar que X también
estd en A(M). Supbngsse que f:Y - X es un miembro arbitrario de M. Considérese el

producto fibrado (p, f) de p y f, es decir supdngase que el diagrama

p

w Y

f f

A—5—X

es un cuadrado cartesiano. Como M es una I-clase y f € M, entonces también f € M y
por consiguiente es una identificacion. En consecuencia, si g : X — Z es una funcién tal que
la composicién gf es continua también resulta continua la composicién ¢fp = gpf. Pero pf
es un cociente; luego, g es continua y por lo tanto, f también es un cociente. Por lo tanto,
X € A(M). Esto demuestra que A(M} es una subcategoria bicorreflexiva de Top.¢

También es vdlido el reciproco del teorema anterior, es decir toda subcategorfa correflexiva
de Top es de la forma A{M), donde M es una I-clase. En el ejemplo 3.5 anterior se mostro
que si A es una subcategorfa bicorreflexiva de Top y M es la 0-clase de las A-correflexiones,
entonces A = A(M). Pues bien, esto lleva a la siguiente:

Proposicién 3.5 5t A es bicorrefieriva en Top y M es la I-clase generada por o clase de
las A-correfletiones, entonces A = A(M).

Demostracidn. Sea M la clase de las A-correflexiones y sea & M la I-clase generada por
M. Pusstoque M C M, se tiene por la observacién 3.5, que A(M ) C A(M) = A. Ahora sea
A€ Aysea f: X — A un elemento de M. Més arriba, en el lema 3.2, quedaron descritos
los elementos de la I-clase generada por una §-clase arbitraria; de ahf que para f exista un

cuadrado cartesiano
X

XI

f f

A A

donde f' es una A-correflexién de A’ es decir, f* € M. Puesto que 4 € A, existe una tinica
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g: A — X' continua y tal que f’y = v. Entonces conmuta ¢l diagrama
A

f f

A 7 A
Puesto que el cuadrado es cartesiano, existe una vnica b : A — X continua tal que uh = ¢
y fh = 14, entonces h es seccién de f ¥ por lo tanto f es una cociente. Esto prucba que
A C A(M), con lo que la proposicién queda demostrada. ¢
Como corolario del teorema anterior se tiene que el siguiente resultado.

Corolario 3.1 Para una I-clase M arbitraria, si A = A(M) y si M’ es la clase de las
A-correfleviones, entonces A= A(M' UM ).

Demostracidn. En efecto por el lema 3.3
AMUM)=AMYNAM)=ANA=A 4

En la seccién que sigue, se vers que hay un tipo muy especial de I-clases que surge a
rafz de los siguientes conceptos.

3.6 I-clases de E-fibraciones suprayectivas
Definicién de E-fibracién.
Definicidn 3.6 Se dice que une funcidn continua

f: XY

tiene ln propiedad de levantaniento de homotopias respecto a un espacio topo-
logico 7 si dado un diagrama conmutativo de funciones continuas:

7 g

X

ho f

ZxI—H—~Y
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en el que para toda z € Z hy(z) = (2,0), eziste une funcién continua

H:ZxI—X
que hace conmutar los tridngulos que determina en el diggrama
L x
O
ho| H f
O

Zxl1

En este caso se dice que H es un levantamiento de H que empieza con g. Ademds, si E
es una clase no vacta de espacios topoldgicos, f se llame una E-fibracidn st f tiene lo
propieded de levantamiento de homotopfas respecte a todo espacio miembro de la clase E, es
decir, si dados cualesquiera Z € E, una funcidn continua g : Z — X y una homotopta

H:ZxI->Y

que empigza con fg, existe una elevacion H:ZxI— X que empieza en g, es decir tol que
fH = H y H(z,0) = g(z},Vz € Z.

La clase de las E-fibraciones suprayectivas es I-clase.

Proposicién 3.6 Ses E cualguier clase no vacta de espacios topoldgicos y sea Mg la clase
de las E-fibraciones suprayectivas. Entonces Mg es una I-clase.

Demostracién. La prueba de que Mg es 0-clase resulta obvia, pues sus miembros son
funciones continuas y suprayectivas. Se quiere probar que Mg es I-clase, es decir, hay que
ver que si &l cuadrado conmutativo

I
z—ho .y

! f

Y —p—B

es cartesiano, entonces f € Mg implica que f' € Mg {esto es, que f’ es una E-fibracién
suprayectiva). Primero se verd que f' es E-fibracién; para ello témese un X € F arbitrario,
y supdngase que conmuta el siguiente diagrama

X g

zZ

ho f

XXITY’
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Al suponer que estos dos cuadrados son conmutativos, también conmuta cl diagrama

ho I f

Xxf—dl L ye  h

Como por hipdtesis f es E-fibracién, existe H : X x I — ¥ continua tal que conmuta el
diagrama:

B

] !
X—a9 .y
&)
ho H f
O
. XxI Wl B
En particular se tiene del tridngulo inferior que
fH=hH
4 equivalentemente, es conmutativo el diagrama
Xx/[I
t
H g— 2y
I f
t
Y 7 B

y como ¢l cuadrado es carlesiano, existe una dnica funcidn continua

H Xx[—2Z
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que hace conrnutar los tridngulos que determina en el diagrama

XxIr

Ahora obsérvese que las funciones continuas

Hho:X 2 y g:X—2Z
son tales que

flih=Hho=fg y HHho=Iho=Hg
Esto implica que -
Hhy=g
ya que, de acuerdo con la observacién 3.1, la pareja f', 1) es una monofuente. Por lo tanto
H puede levantarse a una homotopia E’ que empieza en g, es decir, tal que

FH=H y Hhy=g
o sea que se tiene el diagrama

XxI

Por lo tanto f’ tiene la propiedad de levantamiento de homotopfa con respecto a todo espacio

topolégico X € E. Por lo tanto f' es una E-fibracién. S6lo falta ver que f' es suprayectiva,
pero la demostracién es completamente andloga a la prueba del gjemplo 3.1. ¢
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Definicién 3.7 La funcién f' anterior se lama E-fibracidn inducide por [ a través de
h.

Como consecuencia de la proposicién anterior y del teorema 3.1 se tiene que la subcate-
gorfa de Top asociada a cualquier clase My de E-fibraciones suprayectivas es correflexiva;
para no cargar la notacién se escribird Az en lugar de A (M) al denotarla.

Se ha cumplido pues con el propdsito de este capitulo. Como casos particulares de Ag
estan los siguientes:

Subcategorfas correflexivas que resultan de subcategorfas asociadas a clases de
E-fibraciones suprayectivas.

(1) Cuando E es la clase de todos los espacios topolégicos, las B-fibraciones reciben el nombre
de fibraciones de Hurewicz; debido a esto, la subcategorfa asociada a la clase de
las fibraciones suprayectivas de Hurewicz se denotard como Asy; sus miembros son
aquellos espacios B gue siempre que figuran como codominios de fibraciones suprayectivas
de Hurewicz es que tales fibraciones son identificaciones.
(2) As, donde § es la clase de los espacios homeomorfos a los cubos I",n € N. En este
caso las S-fibraciones se llaman fibraciones de Serre, por lo que Ag (la subcategorfa
de Top asociada a las S-fibraciones suprayectivas) es la categorfa de los espacios B
que siempre que figuran como codominios de fibraciones suprayectivas de Serre es que tales
fibraciones resultan identificaciones.
(3) Recuérdese que un espacio X es contrafble si la funcién 1x es homotdpica a una constante.
Se denotara por €' a la clase de los espacios contraibles; las C'-fibraciones no reciben ningin
nombre especffico. También serd objeto do este estudio 1a subcategorfa correflexiva A
asociada a la clase de las C'-fibraciones suprayectivas.

Lo que sigue en los capftulos siguientes consistird de un analfsis de estas categorfas y de
las relaciones entre ellas.



Capitulo 4

Descripcién de la subcategoria Ay

La finalidad fundamental de este capftulo es dar une caracterizacion de la subcategoria co-
rrefleziva, Ay, la subcategorfa de Top asociada a las fibraciones suprayectivas de Hurewicz,
especificando cudles son sus miembros y cudles sus correflexiones. Como un primer cbjeti-
vo, se intentard dar una descripcién de los objetos de A4,,. La herramienta necesaria para
alcanzar este objetivo consta de diversos conceptos y resultados; se empezard por recordar
los siguientes conceptos.

4.1 Ley exponencial y espacios de funciones continuas

Ley exponencial de los conjuntos
La conocida ley de los exponentes que se ve en los cursos elementales de dlgebra y establece
que, cualesquiera que sean a € R y m,n € Z, se tiene que

amxl'l = (am)n
es tan s6lo un caso particular de un resultado més general llamado “Ley exponencial de
{os conjuntos”, que establece que si X,Y, Z son conjuntos cualesquiera y si se denota por

Set(A, B) 6 equivalentemente B* al conjunto de todas las funciones de dominio el conjunto
A y codominio el conjunto B, entonces los conjuntos

Set{X xY,Z) y Set(X,Set(Y,Z))

son esencialmente el mismo conjunto, es decir, son biyectables, o como suele decirse, son
conjuntos equivalentes. En sfmbolos mds familiares:

ZXxY P (ZX)Y

Demostracién. Para probar esta equivalencia hay que definir funciones de un conjunto en
otro de manera que cada una de ellas sea la inversa de la otra.
Se tratara de definir en principio una funcién

p: Set{X x Y, Z) — Set (X, Set(Y, Z))

85



86 CAPITULO 4. DESCRIPCION DE LA SUBCATEGORIA Ay

Obsérvese que siendo f: X XY — Z la funcién que asocia a cada pareja (z,y) € X x Y uno
y s6lo un elemento f(z,%) en Z, su imagen bajo ¢, ¢ (f}, deberd ser una funcién de X en
Set(Y, Z), esto es ¢ (f) serd la regla que asocia a cada z € X una, y s6lo una funcién de Y
en Z que sc denotard, f, asf que sélo hay que decir que funcién f,: ¥ — Z le corresponde
a cada z € X bajo ¢ (f) . Resulta entonces natural definirla como

fa(y) = f (=, )

que claramente estd bien definida. En resumen

@: Set(X xY,Z) —  Set(X,Set(Y,Z))
f = (e () @) = f(z,y)

Inversamente, se quiere definir una funcicn
P Set (X, Set(Y, Z)) — Set(X x Y, Z)

Para ello, escogiendo g € Set (X, Set(Y, Z)), se tiene que g cs la regla que asocia a cada
z € X una y s6lo una funcién que se denotars g= : Y — Z. Fn consecuencia siempre que se
tienen cualesquiera elementos x € X e y € Y ¢s posible determinar uno ¥ 86lo un elemento
en Z como g, (y); ¥ ya que 1 (g) debe ser una funcién de dominio X x ¥ y codominio en Z
resulta “natural” definirla como:

(@ g 2. y) = g: (y)

Ahora se verd que ¢ y ¥ son funciones inversas. Como % (g) es una funcién de X x ¥ en
Z, su imagen bajo ¢, v (¥ (g)), debe ser una funcién de X en Set(Y, Z) y debe asociar cada
z € X una y s6lo una funcién {(¥9), : Y — Z cuya regla, de acuerdo con la definicién de ¢,
asocia a cada y € V' precisamente el elemento 1 (g) (x, ¥). En consecuencia,

PO =e), v (%)) = (9)(5,3) = gu(y), Yy € V.
Por lo tanto (1g), = g,; ¥ se tiene que
e ¥(g)(x) = g: = g{x), VzeX

Es decir, ¢ (¥ (g)) = g.
Reciprocamente, como
P(f): X — Set(¥, 2)

es la funcién que asocia a cada z € X la funcién f,, su imagen bajo ¥, % (v (f)), es una
funcién de X x ¥ -+ Z que asocia a cada parcja (z,3) € X x ¥ un clemento Sz (y) dado
anteriormente por f(x,y) y se tiene que

Ple () zy) = f(zy),V(z,y) € X x VY
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Por lo tanto ¢ (p{f)) = f. Esto prueba que ¢ y 9 son inversas una de la otra, como se
querfa demostrar. ¢

La importancia que estas funciones ¢ y 9 tienen en Topologia se deja ver a lo largo del
estudio de los espacios de funciones continuas. Como su nombre lo indica, en ese estudio
los dominios y codominios de estas funciones son conjuntos de funciones continuas que, al
topologizarse, dan lugar a espacios de funciones entre los cuales operan ¢ y 9. Entonces
caben preguntas acerca de la continuidad, por ejemplo, de ¢ y de 9, de lo afectada que
puede quedar la biyectabilidad de ambas y de las condiciones que deben satisfacerse para
que su biyectabilidad se mantenga. Los resultados que con relacién a esto van a emplearse
aqui, serdn enunciados sin dar de ellos ninguna demostracién; todas sus demostraciones se
encuentran en el capftulo dedicado al estudio de los espacios de funciones de {7].

Sean X € %op e I = [0,1] con la topologla usual; sea Top({, X) el conjunto de funciones
continuas de [ en X. Recuérdese que a Top(l, X) se le puede dotar de una topologia s
llamada compacto abierta que est4 generada por la familia de conjuntos de la forma

(KU} ={f € Top(L, X} : f(K)C U}
siendo K C I compacto y U subconjunto abierto de X. El nuevo espacio topolégico formado
se denotars por X'; es decir, por definicion,
X' = (Top(I, X), »)

Como quedé dicho arriba, las mismas reglas de correspondencias de ¢ y de ¢ van a ser
consideradas entre dominios y codominios diferentes; asi:

@ : Top(X x 1Y) — Top(X,Y’)
W: Top(X, Y} — Top(X x 1,Y)
También van a emplearse las notaciones:
(=) (&) = f(z,t) v ¥(9)(z.t) = gl=)(e)'

Siendo A, B y C espatios topolégicos arbitrarios, una condicién que garantiza la biyectabi-

lidad de la funcién
¢ : Top(A x B,C) — Top(A, Top(B,C))

es el que B sea un espacio regular y localmente compacto. Obsérvese que estas condiciones
las satisface I; por lo tanto

w:Top(X x I,Y} = Top(X,Y")

y, consecuentemente
¥ :Top(X,Y’) — Top(X x 1Y)

son funciones biyectivas (mutuamente inversas).
Establecido lo anterior se tienen los siguientes resultados:

TEn adelante se escribird g(x){¢) en lugar de g, () para evitar los subfndices.



88 CAPITULO 4. DESCRIPCION DE LA SUBCATEGORIA A,
Observacion 4.1 Sip: FE — 3 es conitnua, entonces

pu:EIﬂBI
W~ pw

es continua.

Demostracidn. py es continua pues Py (K, U) = (K,p~' (U}} es abierto on s para cual-
quier abierto subbésico (K,U) de B. Efoctivamente

w epﬁ"l(K,U) epwe K Neowe (&, 1)
CwK)CUew(K)Cp' (N owe (K.p'(U)). ¢

Observacién 4.2 Para tode X € Fop,

Dp: XI — X
w = w(0)

es continua.

Demostracidn. po es continua, porque pe(U) = ({0}, U), para todo I/ C X abierto;
pues en efecto

wep' ) empwelowl) el owe ({0}, 0). ¢
En tanto no se preste a confusiones, se abusarg de la notacién designada con el mismo

simbolo pp a la funcién definida en esta observacién aunque tenga distintos codominios (y,
consecuentemente, distintos dominios) en el mismo contexto.

4.2 Dos caracterizaciones de las fibraciones de Hure-

wicz

Un resultado fundamental que caracteriza a las fibraciones de Hurewicz es el que sigue.

Proposicién 4.1 Sip: £ — B es continua, son equivalentes:
(a) p es fibracion de Hurewicz.
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(8)Si el siguienie diagrama es conmutativo en Top
Y

Bl—p B
entonces existe F : Y — E' continua, tal que conmuta el nuevo diagrama (con F):

Bl —p—— B

Demostracidon.
(@) = (b): Supdngase que p es fibracién de Hurewicz y que conmuta en Tep ol diagrama

Y

Py r

B! 5B
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Considerando la biyeccién
¥ Top(Y, B’} — Top(Y x I, B)

sca i = {G); entonces
H:YxI—-8

¢s una funcitn continua (pues ¥(G) € Top(Y x I, B)) tal que, al considerar el diagrama

g

Y E

resulta que
Hholy) = P(G)holy) = Y(G){(3,0) = G()(0) = pG(y) = pgly)

Es decir, el diagrama anterior es conmutative, y como p es fibracién de Hurewicz existe
G Y x ] — F continua que hace conmutar log tridngulos que determina en el nuevo
diagrama,

Y g

O

hq [ p
O

Y xrI B

H
Ahora considérese la biyeccién

w: Top(Y x I, E) —» Top(Y, E"
y definase F = (G). Entonces, para toda ¢ € I y para toda y € Y, se tiene que
mF(Y){t) = pp(G) W) = pG(y, 1) = ¥ (G) () = G(y)(t)
Por lo tanto pyf' = G. Por otro lado,

PoF(y) = poe(GY(y} = (G0} = Cly, 0) = Choly) = g(y),
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para toda y € Y. Por lo tanto ppF = g. Esto prueba que
Y

Dy p

Bl ——5——B
y es lo que habfa que demostrar.
() = (a): Hay que probar que p es fibracidn de Hurewicz. Sea Y € Top arbitrario y
supdngase que

Y g E
ho p

Yx[————28
es conmutativo en Top. Considerando ahora la biyeccion

¢ : Top(Y x I, B) — Top(Y, B)
sea G = p (H); entonces
PG (1) = G (9) {0) = @ (H) () (0) = H (3,0) = Hho (y) = pa ()

Por lo tanto conmuta el diagrama
Y

Po

B'—p B
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Por (b) existe I : ¥ — E' continua que hace conmutativo el nuevo diagrama. Considerando
la biyeccidn

¢ : Top(Y, B) — Top(Y x I, E)
sea G = (F); entonces
Gho (y) = G (4,0) = % (F) (y,0) = F (y) (0) = poF (3} = g (3)
para toda y € Y. Por lo tanlo Ghy = g. Ademss
PG (y,8) = pv (F) (3,8) = pF () (&) = puF () (8) = G () (&) = o (H) () (&) = H (,¢)

para toda (y,t) € Y x I. Por lo tanto pG = H. Diagramaticamente, esto significa que

YV xrI

Por lo tanto p es fibracién de Hurewicz.¢

A continuacién se dard otra caracterizacién de las fibraciones de Hurewicz, esta vez por
medio de cierta aplicacién continua conocida como aplicacion de levantamiento de trayecto-
rias.

Sip:Y — B es una fibracion de Hurewicz, sea
W= {{a)eY x B :p(y)=a(0)}
Obsérvese que entonces es posible definir una funcién continua
:w-yl
tal que para cualquier (v, e Wyt l,

Fyo)(0)=y y pl'(y.0a)(t)=alt)
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Demostracidn. En efecto, como p es fibracién de Hurewicz, y conmuta el diagrama
w

m

Bl ——5——B8B
Po
existe, de acuerdo con la proposicién anterior, una funcién continva I' : W — Y7 tal que

w
r m
o o
Ta YI Po Y
4 r
B! B

Po
Rectprocamente, doda cualquier funcidn continua p: Y — B, si que etiste la aplicacidn
[: W — YT con la propiedad mencionade entonces p es una fibracion de Hurewicz.

Demaestracion. En efecto, si conmuta en Top el diagrama
A

¥ P

Bl ——— B
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entonces, para toda z € Z se tiene que

g2, f2Dhew

Por lo tanto, puede definirse

h: Z o W
z = (g(z),f(2))

que compuesta con I' da lugar a una funcién continua
h:z Y’
tal que, para toda z € Z

polh(z) = pol* (9 (2), f(2)) =T {g(2), £ (2)) (0) = g ()

Lplh=g

¥ para cualesquiera z € Z yte [
PlR(2) (8) = pil (g (2) , £ (2)) (8) = pT* (g (2), F (D) (&) = f (2} (1)

R pg[‘h = f

Por lo tanto, 'k hace commutar los tridngulos que determina en el diagrama
Z
Ch
6 O
! yr—8 2y
Py Iy

Debido a la proposicidn anterior, p es una fibracién de Hurewicz. ¢
A esta aplicacién I' : W — Y7 cuya existencia caracteriza a las fibraciones de Hurewicz, se
le llama aplicacidn de levantamiento de trayectorias (ALT).
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4.3 Aproximacién a la descripcidn de 4,

No hay que olvidar que el objetivo fundamental de este capftulo es caracterizar a la subcate-
gorfa A, describiendo, en primer término, a sus miembros; como primer paso pars hacerlo

obsérvese que:

Observacidn 4.3 Tode fibracion suprayectiva de Hurewicz p: E — B que tiene por codo-
minio a un espacio B que es contrafble es una relraccidn y, consecuentemente, un cociente.

s

Demostracisn. En efecto, si B se contrae a un punto by € B, se tiene una homotopia

H:BxI—B

tal que para tada b € B,
Hb0=b y Hp1)=>b

Sea e € p~t{bp} y sea ¢ : B — E la funcién constante de valor €. Entonces conmuta el

diagrama: B ¢ E

ho 4

BxI B
Como p es fibracién de Hurewicz, existe H : B x I — E continua tal que hace conmutar el
diagrama B ¢ E

| H P

BXI B

Ahora puede definirse una funcién q : B — £ haciendo g(b) = H (5,1}, para todo b € B.
Entonces _
pg(b) =pH (b, 1) = H(b,1) =5

para todo b € B, lo cual prueba que p es retraccion. ¢

Como una importante consecuencia de esta observacion se tiene que e lo subcofegoria
bicorrefleriva A, pertenecen todos los espacios coniratbles. Ademds de los espacios con-
trafbles, resulta que también son miembros de la subcategoria bicorreflexiva Ay los espacios
localmente conectables por trayectorias, como lo establece el siguiente:

Lema 4.1 Sip : E — B es una fibracidn suprayectiva de Hurewicz y B es un espacio
lecalmente conectable por trayectorias, enfonces p es un cociente.
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Demostracidn. Considérese el subespacio

W ={{e,w) € B x B : w(0) = ple)}
de £ x B, y deffnase, para toda o € E,

r: Bl w
o = ({0}, po)
Puesto que p es fibracién de Hurewicz, existe una aplicacién de levantamiento por trayectorias
{ALT), es decir, una funcién
I':W s Top(l, E)
tal que
Cle,w)(@=¢ y pllew)=w
Entonces
T (e,w) = (T {e,w) (0}, pT (e, w)) = (e,w), V(e,w) € W
lo cual significa que I es seecién de r y por consiguiente, r es un cociente. QOtra funcién que
también es un cociente es
n: B - E
w o w(l)
pues tiene por seccién a la funcién

q: B — E'
€ ++ 0o,

donde o, 05 el camino constante en e. Si ahora se define

n: W B
(e,w) = w(l)

resulta el diagrama commutativo

EI P

B

W g B
Y puesto que pp es una funcién continua, resulta que 7 es una funcién cuya composicién con
r es continua; como r es un cociente, 7 es una funcién continua. Tarbién es suprayectiva
porque, debido a la suprayectividad de p, para todo b € B existe e € p~! {b} y, siendo wy la
trayectoria constante de valor b, se tiene

pley=b=wy(0) y mew)=w(l)=b
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por lo tanto

{e.wp) EW y mw(e,wp) =0
A continuacién se probard que w es un cociente. Basta demostrar que la topologia de B es
final respecto a 7 y a la topologia de W; es decir, hay que probar que es abierto en B todo
subconjunto suyo cuya imagen inversa bajo 7 sea abierta en W,
Sea A C B tal que 77! (4) es abierto en W y sea b € A; segiin se ha visto, si e € p~! {b}
y wy €5 la trayectoria constante de valor b, entonces (e,wp) € W y w(e,wy) = b € A
En consecuencia, {(e,w;) es punto interior de 7! (A) y, por consiguiente, existe un abierto
absoluto subbisico E x (K,U) de E x B' tal que

(e.m) € (B x (K, )| NW C 7~ (4)

Por lo tanto (e,ws) € E x (K, ). Por lo tanto w; € (K, U) ¥ puesto que w; es constante se
tiene que

wy € ([, C(K,U)
Por lo tanto, b € U. Por resultados de Topologfa General se sabe que al ser B locahmente
conectable por trayectorias, la componente por trayectorias V de U que contiene a b es
abierta. Si & es un punto arbitrario de V, existe una trayectoriaw en U tal que w (0) = b ¥
w(l) =¥, entonces (e,w) € W y todavia mds,

(e,w) € [Ex (K,U))NW C 7' (A)

per lo que
V=w(l)=n{e,w) €A

Por consiguiente V' C A, lo cual demuestra que b es punto interior de A. Pero b se escogié
arbitrariamente en A; en consecuencia, A es abierto y queda probado que 7 es un cociente,
Finalmente, si f : B — X es una funcién tal que la composicién fp es continua, entonces
también es continua ia composicién fpp;, Io cual implica, debido a la conmutatividad del
diagrama anterior frr. Pero al haber probado que 7 es un cociente, resultz que #r también
€S un cociente y, por lo tanto, f es continua. Esto demuestra que también p es un cociente,
que es a lo que se querfa llegar.¢

Como pemiltimo paso para alcanzar el objetivo de caracterizar la subcategorfa Ay, se
probard lo siguiente.

Lema 4.2 Si X € Top y 29 € X, mediante P (X, x,) se denolard al espacio de trayectorias
en X de origen zg dotado de la topologie compacto abierte. Sea

p: P(X,z0) > X
la funcidn definide para tods w € P (X, xq) por
P (w) =w (1)

entonces el espacio P (X, ) es contrafble y ¢ es fibracion de Hurewicz.
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Demostracidn. Se probard primero que P (X 1%g) ¢s contrafble, para lo cual hay que
probar que existe una homotopfa F' : P (X, 2) x [ — P (X, To) que empieza on la identidad
Lpx,z) ¥ termina con la trayectoria constante de valor zg, w {t) = wy,, ¥t € 1. Sea

. P(X,.’Bo) X J— P(X,’Eg)
definida, para toda w € P (X, xp) y para toda t € I, como
Flw,s) =uw,

donde, para toda t € I,
w, (1) = w((1 - s)t)
Es fdcil ver que I es una funcién bien definida. Para verificar que es continua, considérense
las funciones
g I — I fo I — I
s = (1—g)t ¥ towr (1—s)t

Es claro que se trata de funciones continuas bien definidas; a través de cllas se vers que F
es una funcidn continua en cada punto de su dominio. Sea

(wy8) e P{X,zg) x I
un punto arbitrario y sea (K, V') un abierto subbdsico de (X, z,) tal que
Flus)=w, € (K,V)
Entonces, para cualquier £; € K fija
(fs (K}, V) x g" (™' (V))
es abierto en P (X, zo) % I' y sc tiene que
(w,s) € (s (K), V) x g} (w™ (V)

En efecto, puesto que para cualquier € f; (K) debe haber un ¢ € K tal que f, (t) = u, se

tiene que
wlv) =w(f(t)) sw{(l-st)=w,(t) eV

Por lo tanto, w € (f, (K}, V). Por otro lado, puesto que iy € K, se tiene que
wgey (8) = w ((1 ~ s)t0) = w, (o) € V
de manera que s € g;;' (w™' (V). Finalmente, dado cualquier

(@.u) € (i (K}, V) x g5 (0™ (V)
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se tiene que para cualquier £ € K,
F(o,u)(t) = ou(t) = o (1 - 0)1)
Pero o € (fu (K),V)?, luego
o{(l —ujt)=ofutyeV

Por lo tanto F(r,u) € (K,V) con lo que la continuidad de F* queda probada. F es pues
una homotopfa. Sélo resta verificar que empieza en lp(x,z,) ¥ termina en wx,. Se tiene que

F{w,0) =wp
pero de acuerdo con la definicién
wo(t) = (w(1-0)t) =w(t)
por lo tanto
F(w,0) = Lpx,zo) (W)

Por otro lado
F (w, 1) =4
pero
wr () = (0 (1= 1)8) = w (0) = 7 = wa, (2)
Por lo tanto
Flw,1) = ws,

que es lo que se querfa probar. Por lo tanto, P (X, ) es un espacio contrafble.

Ahora se verd que
p: P(X,m) —» X
w - w(l)

es fibracién de Hurewicz: para ello se emplears la caracterizacion de las fibraciones de
Hurewicz a través de la existencia de una ALT. (La continuidad de ¢ es clara pues para todo
abierto 7 de X, ¢~} (U) = ({1},U)). Sea
W = {{w,a} € P(X,z0) x X' p(w)=a(0)}
2Eqp efecto, se ha mostrado que para todo punto (w,s) € P (X, xp) x 1 hay un abierto de P(X,zo)x T
(fa (K), V) % g5t (W™ (V)
que lo contiepe. Puesto que en particular
(o, u) e P(X,xzp) x I

es perfectamente vélido pensar en el abjerto de P(X,zo) x T
(fu (K}, V) x g5, (07" (V)

que contiene a (&, u)-
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¥ sea
I''W — Top(I, P(X,x0))
definida por
o sids <t
Plw,a)(t)(s)={ w(i3) sit<4s<da—t
o (BI) sid—t<as

Es claro que est4 bien definida y es continua. Para ver que " es una, ALT hay que probar
que para cualquier (w,a) e W,y ¥t e I

Pwa) 0 =w y o (wa))=al)

Puesto que para t = 0 se tiene que t < 4s < 4 -  entonces de acuerdo con la definicién do

I" se tiene que;
I'{w, o} (0) (s} =w (&ilg;—(g—)) = W (%ﬁ) = w(s)

“Tw,a) (0)=w

Por otro lado, puesto que para toda (w,a) € W ytodat e [, " {w, @) (£} es una trayectoria
en X de origen xy3, entonces, de acuerdo con la definicién de i se tiene que

ol (w,a) (8} = I' (w,a) () (1)

para lo cual hay que evaluar segin la tercera parte de la definicion de T, de modo que se

tiene
Lo () =a (A2~

que es a lo que se querfa llegar. Por lo tanto  es fibracion de Hurewicz. ¢
Se abre aquf un paréntesis para probar, aunque no sea iitil para el objetivo que se persigue
ahora, una intercsante propiedad de ¢, la cual serd gencralizada en el vltimo capitulo.

Observacidn 4.4 Sea X € Top arbitrario; si para todo zq € X, ¢ : P(X,xp) — X es
abierta entonces X es localmente conectable por trayectorias.t

Demostracidn. Se sabe que X es localmente conectable por trayectorias si y s6lo si toda
componente por trayectorias de todo abierto en X es abierta. Sean U un subconjunto abierto
de X, C componente por trayectorias de U y g € C; por hipétesis ¢ : P (X, z) — X es una
funcién abierta y en consccuencia ¢ (I,U) es abierto en X, siendo (I, U/)* un subconjunto
abierto subbdsico de P (X, zp) con la topologfa s. 8i w € (I,U) entonces pw = w(l) € U

30 (w, &} es una trayectoria en P (X, 79} pero no un miembro del mismo; en cambio T{w,a){t) cs una
trayectoria en X con origen xp.es decir, " (w, aj (t) € P{X, x).

De hecho el reciproco también es cierto, serd un caso particular del corolario 5.1, resultado mucho més
geneial,

S(LUY = {w e P(X,x0) :w(I) C U}
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y w{0)} = zy. Por lo tanto w es una trayectoria en I/ y como C es su componente por
trayectorias y contiene a zo entonces w (1) € C. Por lo tanto

w(LUyeC

Recfprocamente, si z; € C, entonces existe w' : [ — U tal que w' (0} = zo y ' {1) = . Por
lo tanto o’ € (I,U) C P(X,zq) y entonces

o' =w' (1) =z

En consecuencia,
Cep(l,U)

Por lo tanto,
(L U)y=C
Por lo tanto toda componente por trayectorias de todo abierto es abierta. Finalmente, X es
localmente conectable por trayectorias. ¢
Como 1ltimo paso se requerira el siguiente resultado, el cual aparece demostrado en el
apéndice como el Teorema 1.

Teorema 1 del apéndice Si p : E — B es une funcidn continue y E es un espacio
localmente conectable por trayectorias entonces son equivoalentes:
(a) p es fibracion de Hurewicz
(6) Para cada componente por trayectorias C de E, lo restriccion p (5 es fibracidn
de Hurewicz y p{C) es componente por trayecforias de B.

Este teorema aunado a todos los pasos anteriores hace posible una caracterizacion de los
miembros de A,

4.4 Descripcion de la subcategoria A4,

Teorema 4.1 Sea X € Top un espacio arbitrario. Entonces X es un A,,-espacio si, y sélo
i, toda componente por trayectorias de X es un subconjunto abierto de X que es cociente
de un espacio contraible.

Demostracidn. Supbngase X € Ay,. Sea (X;), la familia de componentes por trayectorias
del espacio X. Para cada j € J, escdjase un punto z, de X; y considérese la fibracion

w, P(X],-'Ej) —F XJ

Obsérvese que debido 2 la conectabilidad por trayectorias de cada Xj;, todas estas fibraciones
son suprayectivas, pues si T € X; hay una trayectoria w en X; con origen z; que termina en
Z, es decir, tal que ¢; (w) = w(1) = Z. Por esta observacién y por el lema 4.1, se tiene como
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consecuencia que cada i, es un cociente.
Sea

p:l P{XKs=2) o X
€

el coproducto de Ja familia (gpj) ,+ Debido al lema 4.2, cada P (X;,z,) es contrafble; conse-
cuentemente, P (X, z,) s un espacio conectable por trayectorias® y se sabe que el coproducto
de espacios localmente conectables por trayectorias cs localmente conectable por trayeclo-

rias’. Por lo tanto J] P ({X),2,) es un espacio localmente conectable por trayectorias.
&g
Mas ain, es claro que al ser j £ ' se tiene que

P(Xym) NP (Kyyzy) = 0

por lo que cada P (X, z,) es una componente por trayectorias de || P (X,,z;).

) jed
Ademds, de acuerdo con la definicién del coproducto de una familia de funciones®, para toda,
j € J se tiene

X,=pP(X;, ]
P !szf,mf) ! 3'1’) (MIJ) = (pJ (w)

para toda (w,§) € [I P (X,.z;); por lo tanto, cada una de estas restricciones es una fibra-
jed

cién de Hurewicz. Como se ve, se dan las condiciones del teorema 4.3 del apéndice, y en
consecuencia puede asegurarse que

p:Ll P{X; 250 = X

jed

¢s una fibracién de Hurewicz, fibracion que claramente es suprayectiva y, puesto que X € Ay,
se tiene que p es un cociente.

Recutrdese, por otra parte, que la subcategorfa de los espacios localmente conectables por
trayectorias es bicorreflexiva®. Sea (X, 7') un correflector de X en esta subcategoria; como

II F(X,,%,) es localmente conectable por trayectorias, se tiene que conmuta en Top el
jeJ

$Toado espacio contrafble X es conectable por trayectorias. Para verlo témese w = He, donde

a: I — XxI

s = (19

v 1x 2 &y con £, la constante en x; entonces w es una trayectoria en X que une 4 x, punto al que se contrae
¢l espacio X, con todo punto y de X,

"Vénse of corolario 2.3.

8V&ase |n definicidn 1.5.

IVer teorema 2.5.
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siguiente diagrama

HP (XJ'! :ic,-)

1

(X,#) {X.7)

En consecuencia,
p:1l P(Xjz5) — (X, 7)

jeJ

es continua; es decir, es continua la composicion

-1
1] P(X5,35) -2 X 2 (X,7)
1

y como
[ P(Xjz;) =+ X
i€l
es un cociente, entonces
17 X — (X,7)

también es continua y, por lo tanto, X y (X, ') son homeomorfos. Por lo tante X es
localmente conectable por trayectorias, y se ha visto que las componentes por trayectorias
de un espacio localmente conectable por trayectorias son abiertas {y cerradas) en el espacio.
Asf X; es abierto en X, para toda j € J. Por lo tanto, para cada j € J, X; es un ablerto en
X que es cociente del espacio contrafble P (X;,z;). Esto prueba que teda componente por
trayectorias de X es cociente de un espacio contrafble.
Recfprocamente, si cada X es cociente de un espacio contraible, entoneces X, € Ay, para
cada j € J, ya que segin la observacién 4.3, A,, contiene a todos los espacios contrafbles y,
por ser bicorreflexiva, es cerrada bajo la formacién de cocientes. También es cerrada bajo la
formacién de coproductos; luego, X € Ay, ya que al ser cada X; un subconjunto abierto en
X, se tiene que
X=I1X; ¢
jed

Luego de la descripcién de los miembros de A, dada en el teorema anterior, sdlo resta, pa-
ra contar con una caracierizacion completa de esta subcategoria, describir sus correflexiones.
Es lo que sigue.
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Sea X' € Top un espacio arbitrario y sca (X3); la familia de componentes por {rayectorias
de X. Otra vez, para cada j € J se escoje x; € X, y se considera la fibracion

@, s P(X,25) — X,

Segnin se ha visto, el coproducto de la familia ((pj) » da lugar a una fibracién suprayectiva de
Hurewicz

p:I P(X;a;) - X

Jed

A esta fibracidn sc le puede asociar e} espacio de identificacién Oy (X } corvespondiente a la
particién {p~! {x}}, .y del espacio J] P (X. 41 %3) . Entonces la aplicacién candnica
7EJF

g:11 P(X;,2;) ~ Cy (X)
a6t

¢s un cociente y, puesto que p es continua ¥ suprayectiva, existe una funcién
c:Cp(X)— X

continna y biyectiva tal que hace conmutativo el diagrama'?

1P (Xj,x;5)

O

Cu(X) X

Se probard que esta funcién ¢ : Cy (X) = X es una Ay-correflexién de X. Con ese fin,
observése que: Sempre que para una fibracidn de Hurewicz p: E — B ensten une funcidn
continue e inyective a : 3" — B y una funcion continue p: E — B' tales que

E

enfonces P también es fibracidn de Hurewics.

WVéase In proposicion 2.11.
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Demostracién. En efecto, si conmuta en Top el siguiente diagrama

f

Y B
ho P
Y xI[ 7 B!
entonces también conmuta f
Y E
hy P P

Y x I— B 5 B
por lo tanto, existe H : Y x I — E continua tal que conmuta {con H) el diagrama

Y

hq H P P

Y x[I i B’ 7 B
es decir, tal que Hhy = fy pf:' = al{. En consecuencia, se tiene que
Hho=f y opH =aH

puesto que a es inyectiva, puede ser cancelada de la tltima igualdad, con lo que se concluye
que 7 tiene la propiedad de levantamiento de homotopfa con respecto al espacio Y que se
tom¢ arbitrariamente en Top; es decir, P es una fibracién de Hurewicz. 4

Teorema 4.2 Para todo X € Top, lo funcion
c:Cy(X)— X
es una Ay -correflexion de X.

Demostracion. Seaa: Axy — X una A,{-correﬂexidn de X. Segin quedd establecido en
la demostracidn del teorema anterior, €l espacio ]_'[ P (Xj,x;) es localmente conectable por

trayectorias, y también se ha probado el lema que establece que la subcategorfa A,, contiene
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a todos los espacios localmente conectables por trayectorias. n consecuencia, existe una y
solamente una funcién continua

B0 P(X, ;) — Ax

JES

que hace conmutar el diagrama

UP(XJ,%)

Ax & X

Por ser e inyectiva sc puede aplicar la observacién inmediata anterior y asegurar que B
es una fibracién de Hurewics. Ademds 7 es suprayectiva; en efecto, sea y € Ax y sea
(w,7) € p~* {a(y)}; entonces y y 7 (w, 7) son dos puntos de Ay tales que

a{p(w,3)) = p(w,j) = aly)
lo que debido a la. inyectividad de a, implica que
p (w:j) =¥

y esto prueba que p es sobre. Por consiguiente P es un cociente (pues Ay € A
Por otra parte, si para cualquier 2 € X se tienen

. 3), (', 5) € p7" (2}
entonces debido a la commnuatividad del diagrama anterior se tiene que
aplu,§) = plw j) =z = p('\j) = ap (W', j)
lo cual, por la inyectividad de @, implica que
plw j) =plw', f)

es decir, P identifica dos puntos de la misma fibra en uno sélo, lo que también hace q; esto
significa que P y la aplicacién canénica ¢ :[[ P(X;,a;) — Cy (X) son identificaciones
correspondientes a la misma particién {p~! (:;)E}“;E x ¥ por lo tanto, existe un homeomorfismo

h: Cy (X)) — Ax

tal que eh = c es una Ay-correflexion de X, con lo que el teorema queda demostrado. ¢



Capitulo 5

Descripcién de Ag y AC” y otra
caracterizacién de Ay,

Este tltimo capftulo se ha dedicado en su primera parte a caracterizar, por medio del con-
cepto de la subcategorfa bicorreflexiva generada por otra subcategoria {especificamente por
S y por C', descritas al final del capftulo 3), a las subcategorfas asociadas a: las fibraciones
suprayectivas de Serre, Ag, y a las C'-fibraciones suprayectivas, A, asi como a descubrir las
relaciones entre ellas y la subcategorfa Ay, En su segunda parte, se da una nueva descripcién
de esta uitima subcategorfa pero haciendo uso esta vez, a diferencia de la caracterizacién
dada en el capftulo anterior, de algunos resultados sobre las fibraciones abiertas de Hurewicz.

5.1 Descripcién de A5 y Ap a través de Ay, Sy c'

Recuérdese que dada cualquier subcategorfa A de Top, mediante A se ha convenido denotar
a la mfnima subeategorfa correflexiva que contiene a A, también llamada la subcategorfa
correflexiva generada por A4; (en el capitulo segundo fue dada una descripcién general de A).
En esta primera seccidn del capftulo van a considerarse las subcategorias S (la subcategorfa
correflexiva generada por la subcategorfa S de los espacios homeomorfos a los cubos de
dimensién finita), ' (la subcategorfa correflexiva generada por la subcategorfa C' de los
espacios contrafbles) con el propdsito de determinar a través de elas a las subcategorfas
Ays As y Agr- Con respecto a la subcategorfa bicorreflexiva generada por una subcategorfa
repleta que contiene a otra subcategorfa repleta se tiene el siguiente resultado el cual serd
usado con frecuencia a partir de la observacion que le sigue.

Lema 5.1 5i A y B son subcategorias repletas de Top, y A C B entonces Ac B.
Demostracion. Esto es muy facil de ver, pues al ser A C B, y al estar B C E se tiene
que A C B. Pero A C A, esta iltima la mds chica de las subcategorfas correflexivas que

contienena A. Porloque AC B. 4

107
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Obséryese, para empezar que ¢ C A
En efecto, si
p: X =Y

es una C'-fibracién suprayectiva con Y € ' entonces existe una homotopfa
H:YxI—-Y
tal que para cierto punto gy € Y y paratodo y € Y
H(y,0)=y y H(@yl)=y
Entonces, siendo %o € p™* {} y siendo
c: VX

la constante de valor 2, se tiene que conmuta el diagrama:

s c

ho P

Y xI

i 14
¥ por ser p una C'-fibracidén, existe una funcién continua

H:YxI—X

que hace conmutar los tridgngulos que determina en el diagrama

Y [

ko H P

YxI

H
Entonces se puede definir una funcién continua

g:V — X

haciendo, para toda y € Y,

q(y) = H (y,1)
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En consecuencia, se tiene que para today € Y

M) =pHy ) =H(y1l)=y=1y @)

lo que significa que p es una retraccién, y por lo tanto, p es una aplicacién cociente; asf

Y € An .
Luego

C'C A .
En consecuencia, por el lema anterior,

¢'C A

Nétese que, puesto que todo espacio topolégico que es homeomorfo a un cubo de dimen-
si6n finita es un espacio contraible, una dernostracion ansloga a la anterior puede darse para
probar que § C Ag; de agui que también

SCAs.

Para decir mas acerca. de esto se requiere el resultado que sigue.

Lema 5.2 Ses E una clase no vacio de espacios topolégicos tal que si X pertenece o E

entonces X x I pertenece a E. 5i todo elemento de E es miembro de una subcategoria A,
correfiezive en Top, entonces tode A-correfleridn es E-fibracidn.

Demsolracidn. Sea ¢ : X' — X una A-correflexidn de X; sea Y € E y supOngase gue
conmuta el siguiente diagrama de funciones continuas

Y f X’
hy c
Yxr *——'FT—*‘X
Por hipétesis, Y x I € A; entonces, por ser ¢ una A-correflexion de X, existe una unica
F:¥xI=X
continua y tal que N
cF=F
de donde ~ -
cFhy = Fho = cf
Puesto que E # @, A es bicorreflexiva y por lo tanto ¢ es inyectiva, de modo que también
Fhy=f

Esto demuestra que ¢ es una E-fbracién. ¢
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Ohservacién 5.1 Ndtese que S y O’ satisfacen las condicrones del lema anterior.

Proposicién 5.1 Respecto o las subcategorias ¢, S Ay, Ag v Apr se tene:
(a) & §= As y las Ag-correflexiones son fibraciones de Serre.

(b) €' = Ape = Ay y las Ay, -correfleriones son O -fibraciones.
(c) Ag € Ay, pera, Ags # Ay,

Demostracion de (a) . Puesto que 8§ € Ag, por la ob'servauén anterior se ticne que toda
Ag-correflexion es una fibracién de Serre. Ahora, sea X € Ag

e X' = X

una S-correflexisn de X. Aplicando el lema anterior se tienc [ al estar § C §) que ¢ €s una

fibracién de Serre (suprayectiva porque ¢ es biyectiva); entonces ¢ es una aplicacién cociente
y debido a la cerradura de & bajo la formacidn de cocientes, se tiene entonces que X € S,
Por lo tanto

S=4d,.
Demostracidn de (b) . Segiin se ha observado, es valida la contencion
C'C A
Por otro lado, puesto que toda fibracién de Hurewicz es una C'-fibracion, se ticne que
Acr € Ay

Ahora, sea X € Ay y sea (X)), la familia de componentes por trayectorias de X; se sabe
que la fibracién suprayectiva de Hurewicz

p:l P(Xpm) = X
i€J
es en este caso una aplicacién cociente {por ser X € Ay,). En consecuencia, X vienc a ser

cociente de un coproducta de espacios contraibles; os decir, X € C'. Por lo tanto se licne
que

C'C Ap C Ay Sl
¥, por lo tanto 5
C‘ = Acl = A'H.
Por otra parte, puesto que
C'C Ay

puede aplicarse ¢l lema anterior para asegurar que toda Ay -correflexidn cs una C'-fibracion,
Demostracion de (c}. Puesto que toda fibracidn de Hurewicz s una fibracion de Sevre
resulta

As C Ay
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Para probar que Ag # A, se dard un ejemplo de un A,-objeto que no es un Ag-objeto:
Sea X un espacio contrafble que no esté compactamente generado; por ser contrafble,

XeAy.

Sea
c: X' =X

una correflexién de X desde la subcategorfa K de espacios topologicos compactamente gene-
rados de Top. Por otra parte, puesto que todo miernbro de S es compacto, se tiene que todo
miembro de S es miembro de K; aplicando el lema anterior, resulta que ¢ es una fibracién
{suprayectiva) de Serre: sin embargo, ¢ no es una aplicacién cociente porque si lo fuera, como
X' € K y K estd cerrada bajo Ja formacion de cocientes (pues es correflexiva) se tendrfa que
X € K pero se supuso que X ¢ K. Por lo tanto, X ¢ As. Solo resta comprobar que tiene
sentido pensar en un espacio contraible que no esté compactamente generado exhibiendo un
ejemplo. Para verlo considérese un espacio B que no esté compactamente generado! ¥ sea
X = Con(B) el cono sobre B, con la topologfa cociente; claramente X es contraible. Ade-
més, ya que X contiene subconjuntos cerrados los cuales no estén compactamente generados,
X mismo no estd compactamente generado®. ¢

5.2 Otra caracterizacién de 4, usando fibraciones abier-
tas.

En esta seccién se examinan algunos resultados que permiten dar otra caracterizacion de la

subcategorfa Ay, de Top. .
Primeramente, reconsidérese el espacio P (X, o) de trayectorias en X de origen xg, pro-
visto de la topologfa compacto abierta y la fibracion

w: PX,z) — X

w = w(l)

Sea wy, la trayectoria constante de valor 79 y para W C X abierto considérese el abierto
subbisico de P (X, xo)

(I,W)={w € P(X,z0): w0 (N C W}

Lema. 5.3 Si aplica toda vecindad dew,, en ung vecindad de g, entonces X es localmente
conectable por trayectorias en zo.

Demostracidn. Denotando mediante A, al sistema de vecindades de zy, sea

B, ={(IL,W):W € N}

"No results facil cotroborar la existencia un espacio asi, para ello véase el ejemplo 2.3 de 11} (pég. 135)
?Vease |2].
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Iintonces B, es una base local de vecindades de Wry; para probarlo basta mostrar que todo
abierto subbdsico (K, V) de P (X, z) tal que w,, € (K, V'), slempre contiene un micmbro
de B,,,. Pero es que si (/(, V) cs un abierto asf, entonces V € Nay, DUES Wy, 08 la constante
de valor xg; en consecuencia
we, € (IL,V) € B,,,
y claramente
(IL,VYC (K, V)

Por consiguiente, debido a que B,., es base local de vecindades de Wy, S¢ tiene que para
toda U € Nyyep(u,,), existe W € A, tal que

(ILW) C o™ (U}
¥a que, por la continuidad de ¢,
‘p.—l (U) € wag

Por hipdtesis
V= p(I,W) € A,

En consecuencia, para toda = € V existe w € (f, W) tal que = = @ {w). Pero
pw)=w(l) ¥ w(0) ==z

Esto implica que ¥ s conectable por trayectorias, con lo cual queda demastrado que X cs
localmente conectable por trayectorias en zo. 4

Cuando en el lema 4.2 se probé que el espacio P {X,xo} es contrafble, se empies en la
demostracién la homatopia

F:P(X,z5) x I — P(X,xq)
definida. por

F {w, 8) = wy

donde
wy (t) = w((l - s)t)

Esta homotopfa puede componerse con la fibracién ¢ y resulta que la composicidén
P P(X, 2y x I - X

aplica vecindades de (wx,,t) en vecindades de xo, siempre que el espacio X es localmente
conectable por trayecloras.
Demaostracion, Sea Ng) la. familia de vecindades conectables por trayectorias de .
Cntonees, por ser X un espacio localmente conectable por trayectorias, la familia
Bl ={,W):WeNl)

Ugo
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es una base local de vecindades de w,, ya que si (K, B) es cualquier abierto subbdsico y
wy, € (K, B), entonces B € A, y, por lo tanto, existe W € j\f;’; tal que W C B, asf se tiene
que ({,W) € BI_ 'y es claro que

(I, W)<S (K, B)

Como consecuencia, para todo abierto bdsico V x U de P{X,zp) x I tal que
Wz, t) EV XU
existe ([, W) € B]tal que
(ILW)xUCVxU

por lo que
OF (I, W) x U) C 9F (V x U)

Para probar que ¢ F (V' x U) es vecindad de zp, basta mostrar que lo es
oF (1L, W) x U),
para lo cual es suficiente demostrar la contercién
W C oF ({(I,W)xU)

Seax € W ysea € (J,W) tal que

r()=x
Debido a la densidad de Q en I puede escogerse sp € U tal que so = £, conp,g € Zyp <gq.
Sea w € (I, W) definida por

_ { olte) si0<t<
“’(t)“{ r silgec

entonces

P (0150) = pa) = (1) = (1 = ) = (1~ 2)
Pero p < ¢ implica que ¢ — p > 0; de lo cual se tiene que 1 > #; de donde ¢ > f_—p; por lo
que
<47
q

<3| =

Por lo tanto
oF (w,50) =w (1 - %) =z
de donde, finalmente,
zepF(I,W)xU ¢

En el lema 4.1 se prob6 que cuando el codominio de una fibracién suprayectiva de Hure-
wicz es localmente conectable por trayectorias, $al fibracién es una aplicacion cociente. El
resultado siguiente es aiin mds general.
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Teorema 5.1 Si X es localmente conectable por trayectorias entonces toda fibracidn de Hu-
Tewicz
f+E—=X

es abicria
Demostracion. Sea V C F abierto y sca zg € f (V) arbitrario; entonces exisic e € V' tal

que &g = f (e). Siendo
g: P(X 3} = &

la funcién constante de valor e sc tiene que conmuta el diagrama

P(X,z0) —L~ E
h f
P(X, E{)) x I QOF X

donde &, (w) = {w,1), para toda w € P(X,20)% puesto que f cs fibracion de Hurewicz,
existe una funcién continua
C:P(X,z)xI—E

tal que conmuta el diagrama
P(X,z0) —2— E

hy G f
P(X,zp) x I X

F
Como V es vecindad abierta de e, debido a‘loa continuidad de G, existe una vecindad U de
{wy,, 1) tal que

GUyCV

Entonces
fGuycfv)

pero

G (U) = ¢F (U)

lo cual, por el resultado anterior, es vocindad de zg Esto prueba que f (V) cs abierto. 4

Como corolario de estos resultados se ticne la siguiente caracterizacin de los espacios
incalimente conectables por trayectorias; s por consiguiente, un resultado que dentro de Top
tiene importancia en si mismo.

3y aase ln observacidn hecha en la definicién 2 del apéndice.
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Corolario 5.1 Son equivalentes las siguientes efirmociones:

(a) Toda fibracion de Hurewicz f : E — X es abierta.

(b} Para todo zo € X, p: P(X,z0) — X aplica vecindades de w,, en vecindades de zp.
{c) X es localmente conectable por trayectorias.

Demostracion.
{a) = (b} : Es inmediato.
{b) = {c) : Es el lema anterior.
(¢) = (a) : Es el teorema anterior. 4
Como un caso especial del corolario anterior se vid, en el capftulo tercero, observacion 4.4,
que la fibracién de Hurewicz ¢ : P (X, zg) — X es abierta s6lo si X es localmente conectable
por trayectorias.

Para alcanzar la descripcién de A, que se espera, atin hacen falta un par de resultados.
Son los siguientes. -

Lema 5.4 5i en Top se tiene un cuadrado carlesiano

I

x—2 . x
il f
Y —5—Y

en el que le funcion f es abierta, entonces f' tombién es abierta.
Demostracidn. Sin pérdida de generalidad se puede considerar que
X ={(y,2)eY' xX:9(/)= [ ()}

ya que, segiin se prueba en la proposicién 3.2, existe un homeomorfismo entre ambos espacios
y. entonces, f' y g’ son las restricciones a X’ de las proyecciones de Y’ x X, es decir, f'y ¢
vienen dadas, para toda (v, z) € X’, por

==y v d@. 7)==
Sea (y'.x) € X" y sean V y U/ vecindades abiertas de 3 y de z respectivamente; entonces
X'n(V xU)
s un abjerto bésico de (¥, z) en X'; y si
y e fI(X'N(V xU))
entonces existe zg € X tal que

W zm) e X'NVxU) vy f{ a)=y
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A consecuencia de la hipdlesis resulta que f (U} es vecindad abierta de g ('), por lo que
g7 (f (U}) es vecindad abierta de ' y, por lo tanto, también lo cs

Vi=V g (F(U))
Debido a que es clara la contencién
XNV xUNC (X' NV xU)

si se tuviera la igualdad

F{X'ny <xuy=v
se tendrfa terminada la prueba. Ifectivamente, esta igualdad se cumple; sea

ze f'(X'n(V' xU))
entoncees existe

(", z} € X' (V' x 1))
tal que f'(y",z) = 2; pero f'(y",z) = ¢", y ¢’ € V’. Por lo tanto 2 € V", Reciprocamente,
si 2 € V', entonces z € g7 (f (U)), por lo que existe u € U tal que

g{z) = f(u)

de donde

(z,u) € X'n (V' x U)
y se tienc

z=f'(z,u) € /(X' N (V' xU))

En consecuencia, f'(X'N (V' x U)) es vecindad abierta de 3 y como estd conlenida en
FH{X' NV x U)), esto prucba que f'{X'N(V x 7)) es vecindad abierta de 3 en ¥, como
s¢ querfa probar. ¢

Proposicidn 5.2 Sea p: £ — B una fibracion de Hurewicz y sean
fo 1 f} : X - B

dos funciones continuas homotdpucas. Entonces, entre los dominios Fy y Ey de las fibraciones
Po ¥ ;1 respectivamente inducrdas por p a través de fo y de fi*, se puede definer une funcion
conttnua

h: By — B
de manera que conmaute el diagrama
£y b £
Po © %
X

4Vaase ba definicicn 3 7
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Demosiracion. Considérense los cuadrados cartesianos

'’ 't
Ey _So E E A E
Po P ¥yl P
X B X B
fo h

Siendo F una homotopfa de fo a fi, amese Ky a la composicién
Eox ™Y xx1.5B

Entonces se tiene que conmuta

fo

By ——~+F

hg r

Eyx 1[I A B
Puesto que p es fibracién de Hurewicz, existe una funcién continua
Fy:EyxI—E

que hace conmutar el diagrama

EU)(I
[t

Mediante Fj se puede definir la funcién que se quiere haciendo, para toda (z,¢) € Ky,
h{z,e) = (z, Fy(z,e,1)) € B,

Es claro que h es continua, y que
Plh = PO:

como se queria demostrar. ¢

117

Obsérvese que de modo exactamente andlogo se puede llegar a que existe una funcién

continua
F:ExIoE
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y mediante ella definir
I By — Ey

como
hf (3’;! 8) = (ﬂ"'! F{ (.’L’,e, 0))

La razdn de cstas férmulas pava b y b’ estd en que se puede demostrar que una es inversa
homotépica de la otra y, por lo tanto, que Ep y J3; tienen el mismo lipo de homotopia®.
Probar esto es més claborado de lo que aquf se hizo y va mds alid de lo requerido para
establecer el teorema que sigue.

Teorema 5.2 5i X es un espacio topoldgico que tiene el mismo tipo de homotopie de un
espacio localmente conectable por trayectorias, entonces X € Ay,

Demaostracidn. Sca B un espacio localmente conectable por trayectorias y sean
f:X—-=B y ¢.B—X

funciones continuas tales que
af =1x y fg~lip

Ahora sea
p:E—X
una fibracién suprayecliva de Hurewicz. Considérese ol diagrama conmutativo
E.'r f ’ El’ q g E
pﬂ pf p

donde cada cuadrado cs cartesiano (esto es posible al efectuar el producto fibrado (p', ¢') de
la pareja (p,g) v luego, tomando a su vez, el producto fibrado (p", f'} de la pareja (¢, f}).
Ya se ha visto que por ser p suprayectiva lo es también p'; por ¢l teorema anterior p’ es una
aplicacién abierta, Por el lema anterior p” también es abierta; luego, puesto que también es
continua y suprayective, p" ¢s un cociente. Debido a que las funciones

Ix: X=X y gf ! X=X

son homotdpicas se tiene, como consecuencia de la proposicién anterior, que entre los domi-
nios de las fibraciones inducidas por p & través de ellas se puede definir una funcién continua

5T)e hecho, para ol lector que conozca el concepto, tienen el mismo tipo de homolopfe fibrade. Véase ¢l
toorema. 2.8.14 de! libyo de Spanier [10).
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que haga conmutar el diagrama correspondiente; pero la fibracién inducida por 1x es p mis-
ma, en tanto que la inducida por g f es p”, esto es porque al ser cada cuadrado cartesiano en
el diagrama anterior, también es cartesiano el cuadrado:

p—9 g
7 2
X X
of
Por 1o tanto existe
h:E'—=F
tal qu
q e E” h" E

\ © /
v P
X

Ahora bien, para ver que p es una aplicacién cociente, sean YeTopyk: X —7Y una
funcién cualguiera tal que la composicién kp sea continua, entonces también serd continua
la composicion

(kp)h = k (ph) = kp"
esto implica, por ser p” un cociente, que k es continua, lo que prueba que p es cociente. Esto

demuestra que
Xech, ¢

El siguiente corolario, que se desprende del teorema anterior, finaliza, con la caracterizacién

de A, y con este trabajo.

Corolario 5.2 A, es lo subcategoria correflerwa de Top generade por lo subcategorta, £%,
de los espacios que lienen el mismo tipo de homotopfa de un espacio localmente conectable

por trayectorias.

Demostracidn. Ya que todo espacio contratble es localmente conectable por trayectorias
y debido al hecho de que todo contrafble tiene el mismo tipo de homotopia de un localmente
conectable por trayectorias se tienen, por el teorema, anterior, las contenciones

C'C LS C Ay

Entonces, segin el lema 5.1,

R

& C L5 C Ay
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Y como es claro quej_fl:;’f = Ay, s¢ tiene que
o c !Eg— C Ay
Pero se probs en la proposicion 5.1 que
C'=A,

Por lo tanto —
Qg' = _A_'H 4



Apéndice sobre Fibraciones de
Hurewicz

Definicién 1 Se dice que una funcion continue
f:X-Y

tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto a un espacio topo-
{dgico Z si dado un diagrama conmutativo de funciones continuas:

z—3% . x
hy f
Zx1-—4—Y

en el que para toda 2 € Z ho(2) = (2,0), existe una funcidn continua
H:ZxI—X
que hace conmular los tridngulos que determina en el diagrama

g . x

Z

hot H f
o)

ZxT Y

H
en este caso se dice que H es un levantomiento de H que empieza con g.

Definicién 2 Una funcidn continua
P E—-B

se dice que es una fibrecidn de Hurewicz si p tiene la propiedad de levantamiento de
homotopfa respecto a cualquier espacio topoldgico Z; es decir, s1 dados Z € Top arbitrario,




i

wna funcién continue g 1 £ — E y una homotopla H:Zx1I — B que empieza con pg,
entonces exste un levantamiento N
H:Zx1—-E

de H, que empieza en g, s decir, tal que pH = H y H(z,0) = g(z), Vz € Z. Obséruvese, por
olra parte, que son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(@) p es fibracidn de Hurewicz.

(b) Si para cualquier Z € Top conmuta el diagrame

zZ

E
hl p
Zx1I 5 B

donde para toda z € Z, hi(z) = (#,1), enfonces, existe

F.-Zxl—E

tal que conmuta el diagrama

Z x I

B

Muy frecuentemente, y sin hacer aclaracion alquna, se suele tomar como definicion de fibra-
cidn de Hurewicz ol inciso (b) pues, como se acabe de observar, son conceptos equivelentes.

Definicién 3 Sea f: X — Y una funcidn continua 3 o € Y; se define la fibra de f sobre
yo como el espacio f™1 (Yo).

Definicién 4 Si B y F son espacios topoldgicos, la proyeccidn natural
p:BxF-~B

es una fibracion de Hurewicz que se llamo fibracion trivial. (pare corroborarlo wvéase el
ejemplo 3}

Observacién 1 Las fibras de le fibracidn trivial p : B x F — B, la proyeccion candnica &
natural, son homeomarfos ol espacio F, pues sty € B entonces

P~ (%) (@ eBxF:ipuf)=w}={wfleBxF:feF) ={gp} x F2F
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Se veran enseguida algunos ejemplos de fibraciones de Hurewicz, del primero, que es un
teorema, se generalizardn sus corolarios a resultados importantes.

Ejemplo 1 Toda aplicacion cubriente es fibracidn. (Teorema de levantamiento tnico de
homotopias para aplicaciones cubrientes). Pere la demostracion véase 19.20 de 7.

Como consecuencia del ejemplo anterior, se tienen los siguientes dos corolarios, el primero
es sobre la unicidad del levantamiento de un camino en X con origen o sobre cada punto
de la fibra p~ {we} en el espacio cubriente X; y el segundo es llamado Monodromia que
establece que caminos equivalentes tienen levantamientos equivalentes ¥ que es5 llamado asf,
debido a que es una generalizacion del caso especial para la aplicacion cubriente e : R — 5!
que dice que caminos (cerrados} equivalentes w y o’ en S! tienen el mismo grado, siempre
que sus levantamientos correspondientes & y w’ sean de origen comun, donde el grado de
w se define como & (1) y representa el niimero de vueltas (el cual resulta, ser entero} que da
w alrededor de la circunferencia.

Corolario 1 Sip: X — X es una aphcacion cubriente y w : I — X es un camano (6
trayectoria) de orwen xo, entonces para todo 7y € p! {20} eziste un dnico levantamiento

w: f -+ X con origen .
Demostracion de la ezistencia. Seaw : I — X un camino con w (0) = xp, Yy sea
Zo € p~' {20}

arbitrario, se aplicara el teorema anterior al caso en que Z es el espacio singular {z} y

= e P
g:Z — X es la funcién definida como g (z) = Z;. Siendo Z = {z} es claro que Z x [ = I,
con homeomorfismo la I proyeccitn py, asi que se puede considerar al camino w como una
funcién de {z} x I — X; de manera mas precisa, al considerar la homotopfa

{zo}xfﬂ» 42X

se tiene que conmuta el siguiente diagrama:

() —L—X

hy P

{20} x 1 WI X

donde ho (z) = (z,0), para toda z € {z}; por el teorema de levantamiento tinico de homo-
topfas para aplicaciones cubrientes existe una homotopfa

F[:{zo}xlﬂ)?
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tal que - N
P =wp; y H(2,0)=g(x) =%

es decir, H es la tnica funcion continua que hace conmutar los tridngulos que determina cn
el diagrama
{z0}

X

h.g P
{0} x prd X
Sea — _
(1) = Apr' (6) = 11 (20,8)
entonces -
P (t) = pH (29,1} = wpy (20,1) = w (1)
¥

wprho (20) = @py (20,0) = @ (0) = H (20,0) = g (20)
es decir, se tiene el diagrama

Y
i

{2} —L— %
O
Iy o p
O
{Zu} xI=7 X

Por lo tanto w es un levantamiento de w con origen i, como se querfa pr obar,
Demostracidn de la unicided. Ta unicidad de @ se sigue de la unicidad de H. Supdngase

que existe o' ; [ — X, con W # @, tal que pu’ = wy W {0) = 2, entonces la funcion
continua

u?p;:{zu}x[——»)?
es tal que
powps (20,t) = o (8) = pd (t) = pH (20,t) = wpy (20,1)
y que
w'pr © ho (20) = w'py (20,0) = &' (0) = £ = g (0)

lo que contradice el hecho de que H es la tnica funcién continua con esta propiedad V ¢

Definicién 5 {n espacio topoldgico (X, 7) es totalmente inconexo por trayectorias si
le componente por trayectorias de cada punfo z € X es {z}.

Definicion 6 Sea (X, 1) cualguier espacio topoldgico; son equavalentes;
(2) (X,7) es tolalmente inconexa por traycetorias.
b) Siw: I — (X,7) es continua entonces w es constante.
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Demostracion.
(a} = (b) : - (b) = — (o) Supéngase que existe w : I — (X,7) continua pero no constante,
entonces, existirfa un £y € I tal que w (0) # w (). Haclendo z = w (0) e y = w(ty), al sex J
conectable por trayectorias, su imagen bajo w también es conectable por trayectorias y ests
totalmente contenida en la componente por trayectorias gue tiene 2l punto z, es decir,

w(l}Celx) ;
pero el punte y € w (I} C c(x) entonces, como x # y,

¢(z) # {z}

Por lo tanto {X, 7) no es totalmente inconexo por trayectorias.
{b) = (a) : ~(a) = —(b) Supéngase que (X, 7) no es totalmente inconexo por trayectorias,
entonces existen z,3 € X distintos, tales que el punto y pertenece a la componente por
trayectorias de z. Por lo tanto existe w : I — (X, 7) tal que w (0) = z y w (1) = y continua
pero no constante. ¢

En particular, como todo espacio discreto es totalmente inconexo por trayectorias, toda
w: I — (X,7) con (X,7) discreto que sea continua debers ser constante, esto wltimo se
usard en e} siguiente corolario.

Corolario 2 (Monodromfa: caminos equivalentes tienen levantemientos equivalentes). Si

H . H __ . ~ )

w) = wy rel | siendo wy,ws 1 I — X entonces w; =~ wy rel I, donde H es el levantemiento
que tiene la homotopta H respecto o la aplicacidn cubriente p arbitraria, y wy,i; son dos
levantamientos respectives de origen comin de w, ¥ wo.

Demostrucidn. Seap: X — X una aplicacién cubriente arbitraria, sean

w;,wz:I_»X

tales que w, ) wy rel } ¥ sean &y, dos levantamientos respectivos de wy y ws tales que
w1 (0) = wq (0). Sea hg: I — I x I definida por hy (£) = (£,0) para toda t € I, entonces por
la hipdtesis

Hhg (t) = H (,0) = w (t) = pi (¢)

para toda ¢ € I, que es la conmutatividad del diagrama:

9.z
ho P
Ixr X
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por ésta y debido al teorema anterior, p tiene Ia propiedad de levantamiento nico de homo-
topfas con respecto a I, es decir, existe una fdnica

H.IxI—-X

levantamiento de H que empieza on i, osto es,

pH (t,s) = H (t,s) vy H{£,0)=; (1)

para toda t € 1. Solo falta ver que H (¢,1) = &7 (£): Considerando que la funcién H da lugar
al diagrama e

W )?
O
hel H P
O
I'xlrl X

se tiene, fijando s en 1, que pﬁ (¢, 1) = H(t,1) = wy (t) para toda t € I, es decir, H (¢, 1)
es un levaniamiento de w, que cmpieza en H {0, 1); ademds se tiene que el levantamiento
@y empieza en @z (D) = Ly (0} = H (0,0). Se quisiera probar que &5 y H {t,1) son dos
levantamiontos de wq que empiezan en un mismo punto

H(0,0)=H{0,1)

de la fibra p~! {wa (0} y asi, por el corolario anterior, tendrian que ser iguales con lo cual
. . . 1 .
terminarfa la demostracidn. Debido a que wy £ wy rel [ resulta claro que

H(0,5) € p* {w2(0)} .

Par el lema anterior toda funcién con dominio [ y codominio discreto que es continua es
P (03}

, CONO
{0} =l

constante. De acuerdo con esto, considérese la restriccion H

{0} xI=I
podemos pensarla como una funcién de continua de [ en p~* {ws(0)}; ya que la fibra
p w2 (00}

{0y f
para toda s € I (es decir, no depende de s). Por lo que sc tiene

P~ {ws (0)} es un subespacio discreto en X°, entonces H ] = H (D, s) cs constante

H(0,1) = H(0,0) =& (0) = 3 (0)

48i p: X -+ X o5 cualquier aplicacidn cubriente, entonces p es suprayectiva y para toda 2 € X, la fibva
de p sobre &, p~* {2} es un suhespacic discreto de X.
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vil
Por lo tanto H (t,1) y @z (t) son dos levantamientos de wo que empiezan en el mismo punto
y por consiguiente son iguales, es decir,

Er (tv 1) = W2 (t)
para toda £ € /. En consecuencia

—_

wh

w2

[em

Selo falta ver que H (1,s) = @7 (1) = &2 (1), para ello, considérese la restriccion H

~ 2 Hen (1
» {1}=1
entonces H (1,s) puede ser vista como un camino de I'en p7! {w; (1)} {subespacio discreto
de X). Por ser H (1,s) continua debe ser constante, para toda s € I, por lo que

G1(1) = A(1,0 = F(L,1) = (1)
y entonces _

H{L,s)=w1{1) =w2(1)
para toda s € I. Por consiguiente

~ H
Wy 2

Gavell &
A continuacisn se veran dos ejemplos més de fibraciones de Hurewicz.

Ejemplo 2 Si B es totalmenie inconezo por trayectorios y b € B, entonces la inclusidn

¢: {8} — B
es fibracidn de Hurewicz.

En efecto, supdngase que conmuta el diagrama

v g

{6}
ho

Yxf

i B
Luego, si yg € ¥, entonces, ya que {3} x [ = I, 1a restriccién H|

H{{yo}=1)

[y puede considerarse
como uit camnino en B. Por el lema. anterior H ({yo} % I} es constante. Pero

Hho(y) = H(y,0)=1g(g) = () =b
para toda y € Y. Por lo cual H ({z} x I} = {b}. Por lo tanto

H(Y x I) = {b}
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pues yp se tomd arbitrario en Y. Finalmente, la constante

H:Y xI— (b}
hace conmular el diagrama:
v —A4 (1)
O
hn [
O
Y x I B ¢

Ejemplo 3 Sea (X), una familia arbitraria de espacios topoldgicos y considérese su pro-

ducto topoldgico [] Xy. Entonces toda M-proyeccion es fibracion de Hurewics,
AEA

Demostracidn. En efecto, sea Ay € A y supdngase que conmuta el diagrama

Y 7] HXA
ho Py
Y xI X-\u

Entonces, desde el espacio Y x [ en el Ap-factor Xy, se tiene Ia funcién continua & y para
cualquier otra A € A desde Y x I tenemos la funcién continua

YXI'&;YLH XA&'X,\
AgA
Ahora hien, haciendo

f — p.\gp}’; Si A % )‘ﬂ
A H, sid=2Xx

se ticne que
(fu:¥Y XTI = X)),

s una fuente de funciones continuas; por tener (py) » la propiedad universal del producto
topoldgico, existe una tnica funcién continua

H’:YXI-HH X,\
AGA

tal que para toda A € A, p,\ﬁ = fy, es decir, que

[1Xx

Y[
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en particular, para A = Ag se tiene el diagrama

fixa
31 o {Pr

Y %[ ——r X
D he=H™

Ademés, para toda A # Ag se tiene que
(pagpy )} ho = pag {Prho) = Pagly =Pag
Ahora, por €l pemiltimo diagrama se obtiene, para A # Ag, que
P (tho) = (mﬁ) ho = (pagpy) ho

Por lo tanto _
23 (ﬁ ho) = Pag

para toda A € A. Ahora bien, segiin se vié en el capftulo preliminar (p,), es monofuente,
por cual se vale cancelar por la izquierda en la igualdad anterior y obtener que

Hhy=g

Por o tanto la funcién continua H es tal que conmuta el diagrama

Y 7 I1Xx
O
ho i P
O
Y x'/ H X.\o

Por 1o tanto toda A-proyeccion es fibracion. ¢

Observacion 2 Por la observacidn 1, si F no es un espacio discreto entonces las fibras de
la fibracién trivial p : B x F — B no son un subespecio discreto del producio B x F; en
consecuencia, por el pie de pdgina anierior, p no es una aplicacion cubriente.

Definicién 7 Se dice que una fibracion p: E — B {iene la propiedad de levantamiento
dnico de trayectorias, si el que w,o’ : I — E sean trayectorigs de origen comun tales
que pw = P, implica que w = uf. Es decir, p tiene esta propiedod, si cunlesquiera dos
{evantamientoes de origen comiin de una misma frayectoria en B son iguales. .



Como un ejemplo de lo anterior, si p : X — X es una aplicacién cubriente, p ticne
la propiedad de levantamiento dnico de trayectorias, pues es hien conocido en la Lcorfa
de cubrientes, que dos levantamientos, con origen comtn, de una misma trayectoria son
iguales. s de interés saber, como se dijo anteriormente, que el corclario 2: monodromifa
puede generalizarse al corolario que abajo sigue y que se desprende de la proposicidén que
se enuncia a continuacién. Sus prucbas no se dan aquf, debido & que no son usados en este
Lexto, pero pueden encontrarse en la seccidn 20 de (7).

Proposicién 1 Sip: £ — B fibracidn, entonces son equivalentes:
(a} p tiene la propiedad de levantamiento vnico de frayectorios.
(b) 3i Y es conectable por trayectorias y f,9:Y — E son continuas toles que emste yg € Y

con f () = g {1} y pf = pg entonces f = g.
(c) p tiene la propiedad de leventamicnto dnico de homotopfas.

{d) Para toda b€ B, p~' {b} es totalmente inconezo por trayectorias.

Propaosicién 2 (Generalizacidn de monodromia) Sip: E — B es fibvecidn con la propiedad
de levantamiento tinico de trayectorias y w,w' [ -+ E son trayectorias de origen comin

tales que pw % p' rel } entonces w % o' rel 1: .
Proposicién 3 La composicidn de fibraciones es fibracidn.

Pemostracidn. Sean :
p:E—~B y p:B- 8

fibraciones que hacen conmutar el diagrama

y —L—p
p |
hu B
pf
Y xI T ¥
Este diagrama puede verse también como el diagrama conmutativo
y-— . p
Frp 4
¥V rf by

H
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por lo que, al ser p’ fibracion, existe H:Y x I — B continua tal que
PH=H y Hh=pg
Por la iltima igualdad anterior es conmutativo el cuadrado
g
Y E

hy v

Yxl B

Por toquealserpﬁbraciénexisteﬂ:YxI—rEtalque
pH=H y Hh=g
Como _ _ ~ _
(FpyH =7 (pH) =pH'=HyHhy=g

se tiene que conmuta el diagrama:

B.’
Por lo tanto Fp tiene la propiedad de levantamiento de homotopias. Es decir, P'p es
fibracion.¢

Y xI

Teorema 1 Sip: E — B es continua y E es localmente conectable por trayectorias, enton-
ces son equivalentes:

(2) p es fibracidn.

(b) Para cada componente por trayectorias C de E, plc es ﬁbmc:dn y pC es componente
por trayectorias de B.

Demostracion. Sea C' la componente por trayectorias de B que contiene a pC. Sean
bepC, ¥ € C' yw: I — C una trayectoria tal que w (0} = by w(1) = ¥. Por (a), si
e € p~1 {b} N C, existe & continua tal que se tiene el diagrama

{e} E
O
hq & p
]
{e}xI B




xii
Puesto que i (e,0) = e € C'y {e} x I es conectable por trayectorias, w ({e} x I} ¢ €. Par
lo cual se tiene que @ (e, 1) € C; pero
pwle,l) =wP(e,1) =w(l) =V
Por lo que ¥ € pC' y por lo tanto (' = pC. Ahora bien, si conmula el diagrama

y g C
ho ple’
I
Y x T pC
entonces conmuta g .
Y- C E
h() P
YV xrI b7 oC B

Por lo tanto existe i : ¥ x I — E que hace conmutativo el omevo diagrama. Ahova, para
today e ¥,

Hp0)=g@) e,
pero C es componente por trayectorias de E. Por lo tanto para toda yeY, H{y} x ) cC.
Por lo tanto H (Y x I) C Cy, finalmente, se tiene el diagrama

v g
O
o}
o H| |0
X
O
Y x'[T pC
(6) = (a) : Supdhngase que conmuta el diagrama
y ! E
hg P
YxrI 17 i
Sea {C.}; 1a familia de componentes por trayectorias de I2; puesto que
E=]]C,

tef
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entonces
Y =11 g7 (C)7
ef
y entonces
Y x I =[] {s7(C) x )
wel

Si y € g~ (C.) entonces, debido a la conmutatividad del diagrama anterior,

H{y,0) = Hho (y) = pg (v)
pero g (y) € C; y por hipétesis, pC; es componente por trayectorias de B, por lo tanto

H({y} x 1) C pCi
En consecuencia, para toda i € I se tiene el diagrama conmutativo:
o (C)—I—c,
ho 7l
H
(G x | — 0

y como para toda C componente por trayectorias de E, pl’éc es fibracion, existe
H g ' (C)xI—-C:

que hace conmutar ¢l nuevo diagrama

c)—2t ¢
ko H; 7l
g~ MCi) x 1 Hl vCi

Por lo tanto, si H : Y x I — E es la funcion definida por (F[:)[ enfonces conmuta

g E

ho a p

YxI i

Y por o tanto p es fibracién.¢

TPues {C,}; es una particién de E, (véase la proposicidn 3.4)
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Proposicién 4 Sip: 5 3 e fibracidn y el cuadrado

w—-3> g

Z%—g—_-—-—}_?

es cartestano entonces p' es fibracion. {Este resultado quedd demostrado en lo pProposicidn,

3.6) ¢
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