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Introduccion.

...como los artesanos suelen proceder con
escasa ezactitud. ocurre que lo Mecdnica
entera se distingue de la Geometia

de tal modo que lo que se hace con
exactitud se asimile a lo Geometia

v lo que se hace con poea exractitud a la
Mecdnica. Sin embargo, los errores no
pertenecen o las artes, sino a los artifices.
Isaac Newton

En el siglo XV1iII, de la mano de gente de la talla de Johann v Daniel
Bernoulli, Jean D’Alambert y. sobre todo, Leonhard Euler, comenzé una
transformacion v profundizacién en los estudios de la mecanica iniciada por
Galileo y Newton. La formulaciéon de la mecanica de cuerpos rigidos, la
creacidn del concepto de sistemna de referencia. de la nocion de campo, el
comienzo de las mecdnicas de fluidos v de cuerpos elasticos v las distintas
representaciones de la mecénica son algunos ejemplos de esto. Como sefiala
Giulio Maltese, “el punto fundamental de esa transicién fue simplemente el
arte de representar matematicamente el movimiento. cuva evolucion, lejos de
ser un aspecto puramente formal, permitié penetrar de manera mas profunda
en las leyes de la mecanica a través de una representacién mas conveniente
de las ecuaciones de movimiento™!.

En esa época. cuando no habia distincién entre problemas lineaies v no-
lineales, el énfasis para la modelacion radicaba en los aspectos geométricos
del problema v en aguellos relacionados con las leves bisicas de la mecdnica.

Desgraciadamente, esta vision se perdio tiempo después. El siglo XIX
esta plagado de aproximaciones geométricas v suposiciones mecanicas ad hoe

Maltese, Giulio, [Mal] p.324.



que no pueden ser justificadas de manera clara. No es gratuito que la mecé-
nica de medios continuos desarrollada en esa época (v que en buena medida
se sigue usando hasta nuestros dias) tenga muchas de esas aproximaciones v
suposiciones, lo que nos lleva comunmente a problemas mateméticos conoci-
dos (usualmente lineales) pero que no permite obtener toda la informacion
posible.

En el siglo XX, comenzando con los estudios de Poincaré al problema
de tres cuerpos v siguiendo con los trabajos de Lyvapunov. se ha tratado
de revertir esa tendencia. El desarrolio de los métodos cualitativos en el
estudio de ecuaciones diferenciales v el crecimiento del andlisis nolineal, han
mostrado que esta naturaleza de los problemas es fundamental, por lo que
no puede dejarse de lado.

Asi, el objetivo de este trabajo es formular un problema mecanico con
base en su geometria v en las leves basicas de la mecénica y después tratar
de obtener la mayor cantidad de informacién posible atacando frontalmente
su caracter inherente.

Concretamente esta tesis trata de dos cosas: la descripcién del movi-
miento v deformacién de una barra elastica (nolineal) unida por uno de sus
extremos a un anillo rigido que gira con velocidad angular constante y la del
cambio que sufre la barra al variar la velocidad de giro. A lo largo del trabajo
se veréd que este comportamiento depende de diversos factores entre los que
se encuentra la longitud inicial de la barra respecto al radio del anillo. la re-
lacién que exista entre los esfuerzos en la barra v las fuerzas de deformacion
que ésta sufre v la forma v densidad de la barra.

En €l capitulo 1 se hace la deduccién de las ecuaciones que modelan e}
comportamiento de una barra elastica nolineal usando el modelo especial
de barras de Cosserat. Comenzamos definiendo de la manera més precisa
posible qué es lo que entendemos por barra y como podemos describir su
movimiento para después enfocarnos a su geometria. ver cual es el mejor
sistema de referencia que podemos usar v cuales son las deformaciones que
puede sufrir (sus esfuerzos). Mas adelante se describe la mecanica de la de-
formacion considerando el momento lineal, el momento angular y la energia
cinética de la barra para después. aplicando la segunda Ley de Newton (v la
generalizacion hecha por Euler para el caso angular). obtener las ecuaciones
de movimiento. Hasta este momento se estudian barras tridimensionales, sin
embargo, para simplificar e} problema. se hace una reduccion bidimensional
v se explican las condiciones que debe de satisfacer la barra para justificar
esta restriccion. Para terminar este capitulo. se hace también una caracte-



rizacidén de las ecuaciones constitutivas (relaciones entre esfuerzos v fuerzas
de deformacion) que es lo que determina el caracter elastico nolineal de la
barra.

En el capitulo 2. se aplica la teoria desarrollada en e} anterior al problema
concreto que nos ocupa. el de una barra unida a un anillo rigido rotando
permitiendo que la barra se doble en el plano que es perpendicular al anillo
v gira junto con él. Después de encontrar las ecuaciones que modelan este
sistema, se hace una especializacion al caso en el que la barra no se dobla. sino
solo se comprime o se elonga. Esta configuracién es muy importante pues
a partir de ella se presentan doblamientos, lo que nos lleva a considerarla
nuestra solucion “trivial”. La ecuacién que describe el comportamiento en
este caso es

N(s)+ A{N(s)) =0

N(0)=0 N'(1)=-AR

Donde N es la tensién en la barra, s es la longitud de la barra en la
configuracién de referencia, # es su dilatacién, R es el radio del anillo y A
estéa relacionada con la velocidad angular y la densidad de la barra.

El estudio de esta ecuacién proporciona mucha informacion de interés.
Comenzamos haciendo un analisis de las expeciativas fisicas que tenemos ¥
del comportamiento cualitativo de la ecuacién para méas adelante probar la
existencia de soluciones al problema. Desarrollando después su formulacion
variacional (usando el principio de accién critica). encontramos que de he-
cho es posible tener valores de A para los cuales haya soluciones multiples al
problema. Esto nos lieva a considerar cémo es la relacién que existe entre
N v A En general se encuentra que hay curvas de soluciones para ciertos
rangos de A ¥ se prueba en qué casos podemos hablar de unicidad al pro-
blema con condiciones iniciales v de frontera. Por tltimo, se estudia el caso
concreto de una barra muy suave resistiendo extensién encontrando en este
caso el diagrama completo de soluciones dependiendo de A. En este capitulo
estan muchos de los resultados mas interesantes de la tesis. los cuales no se
encuentran en la bibliografia mencionada al final del trabajo. Sobre todo, las
relaciones encontradas entre N v A son aspectos que no habian sido cubiertos.

El capitulo 3 se centra en el estudio de los estados que se alejan del caso
recto, es decir, las configuraciones en las cuales la barra se dobla. Replan-
teando matematicamente el problema completo, para poder aplicar diversos



resultados de analisis nolineal v teoria de bifurcaciones. se llega a una ecua-
cién de bifurcaciéon que nos describe los aspectos importantes para tener
estados doblados. A partir de ella se encuentra que estos estados se presen-
tan para ciertos valores de la velocidad angular, dependiendo fuertemente
del tipo de material que manejemos. Después de encontrar esto, se aplica
un teorema muy importante de la teoria de bifurcaciones, el teorema de al-
ternativa de Rabinowitz, con el cual describimos ei comportamiento global
de las soluciones dobladas. A partir de esto vemos que dificilmente se tiene
un doblamiento v después un regreso al estado recto ¥ que si esto llega a
suceder es cambiando completamente el estado de la barra (de estar compri-
mida a estar tensa). Ademas de esto. el teorema de Rabinowitz, aunado 2 la
forma de nuestro sistema de ecuaciones. nos lleva a concluir que el compor-
tamiento nodal de @ {e] angulo que forma la barra con el plano del anillo)
se hereda de la linealizacion de la. ecuacién. Esto es muy importante porgue
este 4ngulo determina, en buena medida, la forma de la barra y e estudio
de la linealizacién es mucho mas facil que el de la ecuacion nolineal. Por
altimo, se estudian ciertas clases de materiales en las cuales se puede asegu-
rar que sélo se presentaran doblamientos cuando toda la barra se encuentra
comprimida. También en este capitulo hay varios resultados que amplian lo
desarrollado en la bibliografia. como por ejemplo la ecuaciéon de bifurcacion
v la caracterizacion de los estados en los cuales hay doblamientos.

La numeracion de los teoremas, lemas, etc. es consecutiva en cada seccion
indicando por ejemplo. el primer teorema o lema de la seccién 3 (indepen-
dientemente del capitulo) por 3.1 v el segundo por 3.2. Cuando dentro de
un mismo capitulo se hace referencia a algun resultado anterior. se indica
solamente su nimero, sin embargo, cuando este resultado es de un capitulo
diferente se indica en nameros Tomanos el capitulo seguido por el nime-
ro del resuttado (IL3.1. por ejemplo). La numeracion de las ecuaciones o
desigualdades importantes sigue el mismo criterio. siendo esta numeracion
independiente de aquélla que se refiere a los teoremas. Las figuras por su
parte. llevan una numeracién consecutiva a lo largo de cada capitulo.

La notacion usada z lo largo del trabajo es en cierto sentido estdndar y
fue copiada del libro de Antman [Antl}: los vectores se escriben en negritas
a diferencia de los escalares; para la matriz (tensor) totalmente antisimeétrica
de Levi-Civita escribimos ¢;;x donde indices latinos indican que se toman
valores entre 1 v 3 e indices griegos se refieren a valores de 1 ¥ 2; €4y = €u3:
indices repetidos implican suma sobre los mismos de acuerdo con la notacién
tensorial de Einstein; las derivadas parciales se denotan con el subindice en



la variable respecto a la cual se derivé. con x o por el simbolo - 77 también
con este ultimo simbolo nos referimos a gradientes cuando la variable es un
vector o matrices jacobianas si tanto la funcion como la variable son vectores:
la derivada respecto de s (la longitud de arco de la barra en su estado de
referencia) se denota por prima asi como otras derivadas con las cuales no
hay lugar a confusion; con o(N'} y O(N) denotamos el orden del residuo. se

tiene que ‘f—:l — O cuando |N| - 0¥ 'O'k'”' es acotado cuando |[Nj — 0¥

por tltimo, se indica el término de una prueba con e} simbolo §.







Capitulo 1

Ecuaciones de movimiento y
deformacidn.

Intuitivamente la idea de una barra que puede sufrir una deformacién es
clara, tomemos como ejemplos cotidianos el de una hélice o bien una vara de
arbol. Sin embargo, la caracterizacién de este cuerpo “delgado”™ en términos
matematicos precisos s muy complicada pues la nocién de delgadez no estd
bien definida.

A lo largo de este trabajo usaremos la lamada Teoria de barras de Cos-
serat en la cual. el hecho de que el cuerpo estudiado es una barra. estd de-
terminado por ciertas restricciones matematicas con fundamentacién fisica.
Esta teoria tiene ademas otras ventajas: es exacta en el sentido geométrico
¥ mecénico a diferencia de las teorias estandar de elasticidad o de mecanica
estructural e introduce la posibilidad de que las particulas del material sufran
rotaciones por lo que existen las llamadas torcas de contacto.

La teoria de barras restringe las ecuaciones de movimiento v deformacion
de tal modo que la descripcién es esencialmente unidimensional. esto la hace
mucho mas manejable que la teoria general para cuerpos en el espacio.

1.1 Definiciones basicas.

Uno de los conceptos fundamentales en fisica es el de masa. a partir de

i1




12CAPITULO 1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO Y DEFORMACION.

ella se definen por ejemplo el momento lineal v la energia cinética que son
también basicos.

Sin embargo. a pesar de que Ja idea de masa ha sido usada por la fisica
durante mucho tiempo. se han dado diversas definiciones de ella que no han
sido del todo esclarecedoras. Muchas de ellas son circulares (recordemos por
ejemplo el caso de Newton, quien en los Principta define masa en terminos
de volumen v densidad v después define densidad en términos de masa y vo-
lumen), otras simplemente reducen la definicion a otros términos igualmente
vagos (como sustancia o materia). kn este trabajo no intentaremos dar una
definicion de masa. pero trataremos de formalizar matematicamente el con-
cepto suponiendo que ésta es una propiedad inherente a los cuerpos. Si fuera
estrictamente necesario, podemos considerar como una primera definicién vé-
lida. la operacional: tomando al kilogramo patrén y comparando las masas
con &1 del modo propuesto por Mach a fines del siglo XIX (considerando la
inercia de cada cuerpo).

Comencemos definiendo un cuerpo tridimensional como un conjunto B
que ocupa regiones en E°, el espacio euclideo de 3 dimensiones {es decir,
que tiene volumen), que posee una propiedad inherente que puede ser me-
dida m(B) (su masa) v al que se le pueden aplicar fuerzas. En términos
mas generales de mecanica de medios continuos, podemos pedir a un cuerpo
que ademas de lo anterior. posea eniropia v energia. tenga carga eléctrica
v se le puedan aplicar tanto flujos de calor como campos electromagnéticos,
previa definicién de estos conceptos. Para nuestros propositos esto no es
necesario por Jo que mantendremos la primera definicién evitando mayores
complicaciones. A los elementos de un cuerpo les llamamos puntos materia-
les o particulas. aunque este nombre no impligue asociacion con las nociones
manejadas por la fisica moderna, pues el tratamiento que manejamos se res-
tringe a lo puramente clésico. .

La masa de un cuerpo es siempre un cantidad no negativa, propia de
dicho cuerpo, que cumple lo siguiente:

i} B cuerpo vacio 0 (i.e. el vacio fisico} no posee masa. m(@) = 0.

ii) Si A v B son cuerpos v ACE (A es una parte de 53), entonces se tiene
que m{A}<m(B5).

iii) Si {B.} es una sucesion contable de cuerpos disjuntos, entonces

m(l;J Bi) = % m(By).

De estas propiedades podemos decir, para efectos de formalizacion, que la
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B pEs)t)  pe(shy
%s z°(s) /_i
Configuracion de referencia Configuracion deformada al tempo t

Figura 1.1: Cuerpo B, curva material z v sus imagenes deformadas.

masa es una medida (jpor lo que aceptando el axioma de eleccion, la teoria de
la medida predice la existencia de cuerpos sumamente irregulares cuva masa
no podria ser definida!) A lo largo de este trabajo hablaremos de cuerpos que
sean conjuntos abiertos y conexos de puntos materiales junto con la frontera
de estos conjuntos. Esta restriccién la hacemos por dos razones, en primer
lugar para referirnos a los cuerpos que encontramos cotidianamente v en
segundo para evitar dificultades derivadas de la teoria de 1a medida, como la
existencia de estos cuerpos extrafios cuva masa no podria ser definida.

Al ser m una medida. es posible escribir entonces m(B) = fpdm(z) lo que
se puede interpretar como el hecho de gue la masa total de un cuerpo esta
determinada aditivamente por la masa de sus partes, es decir. gue ia masa
es una cantidad extensiva {al igual que ¢! volumen, por ejemplo).

La posicion de un cuerpo al tiempo ¢ esta descrita por la funcion p(z, t)
con z€B y t€R. p es invectiva en z para asegurar que 2 puntos materiales
distintos no ocupen simultaneamente la misma posicién en el espacio. Esta es
la expresion matemaética de la impenetrabilidad de la materia. principio clasi-
co fundamental. También debemos pedir que p sea continua en 2z para evitar
la posibilidad de que un punto desaparezca v aparezca sibitamente en otra
region del espacio. De cualquier forma, por razones practicas, supondremos
que p tiene tantas derivadas respecto a z ¥ a t cOINO Sea necesario.

Al ser la masa una propiedad intrinseca al cuerpo. no debe depender de la
configuracion que ocupe lo que postula el principio de conservacion de masa.



14CAPITULO 1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO Y DEFORMACION.

Asi, para cualquier cuerpo B. tenemos lo siguiente:

m(B) = m(p(B.t) = [ dm(p(z,1) (L.1)
p(B.t)

Como m{B) no depende de t. entonces, %fpw‘,) dm(p(z.t)) = 0 que es la

forma integral del principio de conservacion.

Si suponemos que cuando una parte 7P de B tiene volumen cero, entonces
su masa es cero, al ser el volumen (v) también una medida, se tiene por
definicion que m es absolutamente continua con respecto a v {en notacién de
teoria de la medida, m<v). Con eso, podemos aplicar el teorema de Radon-
Nikodym! para asegurar la existencia de una densidad de referencia p>0 tal
que m{B) = [y p(z)dv(z). p(z) es la razon en z de masa y volumen en la
configuracion de referencia.

Del mismo modo podemos decir que existe una funcién p tal que
m(p(B,1)) = [s4P¥.t)du(y). Con esta representacion, al considerar la
formula de cambio de \.anables, tenemos de (1.1) lo siguiente:

[ pla)iv(z) = / 5P D0LY) = [ #(o(a.t), t)ded (2, )dv(z)

donde detJ(z.t} # 0 {por el teorema de cambio de variable). Al ser B
arbitrario, pues cada parte (medible) de un cuerpo es también un cuerpo,
lo anterior nos lleva a la forma local del Principio de conservacién de la
masa. ecuacion valida para todo z en nuestro cuerpe salvo, posiblemente, un
conjunto de medida cero

o(z) = p(p(z.t),t)det(z. ) {1.2)

donde J{z.t) = %12’- La ecuacién (1.2) es puntualmente Ja forma material de
la ecuacién de continuidad.

Identificaremos al cuerpo con la regi6n B que ocupa en la configuracion
de referencia v los puntos materiales del cuerpo con la posicién z que ocupan
en B. Sin embargo debemos tener ciaro que hay una distincion umportan-
te entre los puntos materiales v los espaciales. esto es lo que determina la
existencia de 2 diferentes formulaciones de la mecanica de medios continuos:

!Tegrema de Radon-Nikodym. Sea {(X,.S) un espacio de medida v v.m : §—=[0. o¢} dos
medidas finitas tales que m<r. Entonces existe p€ LT () {inica casi dondequiera relativa
a v) al que m{B) = [, pdv para todo BeS
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la lagrangiana. en donde se estudia el comportamiento de los puntos mate-
riales como en nuestro casoc ¥ la euleriana. en donde el interés se centra en
los puntos espaciales, esencial en la mecénica de fluidos por ejemplo. Ambas
formulaciones son igualmente validas v el problema particular que tratemos
determina cu4l puede ser mas 1til.

1.2 Geometria de la deformacion.

Considerando que nuestro cuerpo es delgado en el sentido intuitivo, po-
demos pensar que la configuracién de referencia es de forma prismatica (o
cilindrica)® con longitud s; — 5,. Sea s la longitud de arco del eje del cuerpo
(o bien de un eje de centroides). entonces s nos permite identificar seccio-
nes transversales naturales del cuerpo, consistentes en los puntos materiales
cuya posicién esti en el plano perpendicular al eje de la barra en s. Para
la descripcién del cuerpo, seran relevantes entonces tante su eje como estas
secciones transversales.

El movimiento de una barra especial de Cosserat se define entonces por
tres funciones vectoriales r.d;,d; : |5, s)}xR—E® con d; v d; ortonorma-
les. Para cada t, r se interpreta como la configuracién del eje de la barra al
tiempo t v dy v dy determinan la forma de la seccion material s (es decir.
la correspondiente a s} al mismo tiempo. En particular, d; v d2 se pueden
ver como dos vectores que caracterizan a un par de lineas materiales, ortogo-
nales entre si, en la seccion s. Suponer que estas lineas estin determinadas
exclusivamente por los vectores no es descabeliado si consideramos que B es
una barra (cuerpo delgado); para un cuerpo en general es claro que esto no
es necesariamente cierto.

Haciendo ds = d; xda, entonces {dy}}_, para cada (s.t) es una base
ortonormal para E?; a estos vectores se les llama directores.

El uso de las seis componentes de los directores d; v d, para definir la
configuracién de una barra es complicado pues estas ¢omponentes estan su-
jetas a tres constricciones expresande su ortogonalidad. Sin embargo, los
directores pueden determinarse a partir de tan solo tres angulos. los angulos

2Suponerlo asi no representa pérdida de generalidad siempre v cuando el cuerpo con-
siderado pueda ser deformado continuamente a una forma como las mecionadas pues no
suponemos que esta configuracion sea natural.
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Figura 1.2: Configuracién de la barra al tiempo t. Se muestran los directores
v el gje.

de Euler, 8, ¢ v %, de tal forma que la condicion de ortonormalidad sea auto-
méticamente satisfecha, como se puede ver en la figura 1.3. De la mecanica
de cuerpos rigidos, a § se le llama el angulo de nutacion, a ¢ el de precesion
v a ¥ el de giro; estos angulos son descritos de la siguiente forma:

Sea {}}5., una base ortonormal fija para E3. Describimos dj por coor-
denadas esféricas ds = senfh + cosfijs con h = cos ¢j; + sendja. da ¥ d-
estaran confinados al plano perpendicular a ds. Si identificamos una linea
caracteristica en este plano, podemos fijar la ubicacion de di y d2 especifi-
cando el angulo que uno de ellos forma con esta linea {recordemos que son
perpendiculares).

Si senf # 0, el plano perpendicular a ds intersecta al plano generado por
j1.j2 a lo largo de la linea perpendicular tanto a js como a dg. Ur vector
unitario sobre esta linea de nodos es ~

_ jaxds

ks =
27 jaxda|

= jaxh = —sengdj; + cos )2

Sean k; = ko xds = cos6h — senfjs ¥ kg = ds. Por construceidn k; v ko
forman una base ortonormal para el plano perpendicular 2 ds. sea entonces
% el angulo de k; a d;. Con esto se tiene que d; = cosvk, + senvks ¥
do = —sentk; + cos Uk Jo que determina explicitamente a los directores en
términos de la base fija v los angulos de Euler.

Al ser {dy }}_, una hase ortonormal orientada positivamente en E3, exis-
ten funciones vectoriales u v w tales que dydx = uxdy ¥ Gdx = wxdy.
Esto sucede pues al ser d; unitario, d;-d; = 1 de donde, al derivar el produc-
10 punto respecto de s o de ¢, la derivada se anula. De esto ultimo se tiene que
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Figura 1.3: Relacion entre los directores vy una base fija a través de los 4ngulos
de Euler.

d.(d;-d;} = 2d;-9;d; = 0 por lo que d; es ortogonal a d.d; ¥y andlogamente
con &d;. En particular, 8,d;(s,t) = ai(s, t)dj(s, t) + ai (s, t)dk(s. t).

Como la base es ortogonal. se cumple que d;-dj = 0. Derivando esto
ultimo se tiene que dj-8.d; = —d;-d.d;, por lo tanto a} = —al. Asi, las
expresiones para las derivadas son:

d.d; = a%dg + aéda

&.,ds = ""Géd) + ﬂ%da

6_.d3 = ~—a§d1 - ngg

Con estos valores es claro que u, con las caracteristicas descritas anterior-
mente, tiene componentes (a3. ~a}. a}) en la base dada. Tomando el producto
punto entre J;d; v J,dy ¥ sumando se obtiene que

1
u; =2 Y 6rlddi)dy
2 k.

Procediendo anslogamente se puede garantizar la existencia de w y ob-
tener que sus componentes en la base de los directores :
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d (s.0)=i

\

[
]

e -
7 a0 SOk

r(s,0)=sk

Figura 1.4: Estado de referencia.

] =

wy = Z Ejk;(agdk)'dl
kd

Una vez conocidos u v w, descomponiendo también rg en términos de
la base “natural” {dy}. se tiene que u = wupdy, W = wpdi ¥ Ty = vp Qi
con vy = T, - di. Las tripletas (u;, up. u3) ¥ (v1,%2.v3) son las variables de
esfuerzo correspondientes al movimiento, la justificacion de su nombre ¥ su
interpretacién se veran a continuacion.

1.3 Caracterizaciéon de las variables de esfuerzo

Consideremos que tenemos una barra cilindrica v que su eje est4 paralelo
al eje de coordenadas canoénico k. En la configuracion de referencia se tiene
que r(s.0) = sk, d;(s.0) = i, d2{s.0) = j y ds(s.0) = k. Ver figura 4.

Supongamos ahora que sometemos a la barra a ciertas deformaciones y
esperamos hasta alcanzar un estado de equilibrio por lo que podemos ignorar
la dependencia temporal. Veamos algunos casos particulares:

a) Elongacion pura. Tomemos el caso en que solamente cambia la longi-
tud de la barra, estirandola o comprimiéndola. El estado deformado queda
determinado por r(s) = Ask v sin cambio en los vectores directores. Como
vimos en la seccion anterior. se tiene que u = wy = 0 para { = 1.2.3. Como
r, = Ak, entonces v = ¥ = 0 ¥ v3 = r,-d3g = A por lo que v; podria consi-
derarse como la medida de elongacién. Pero esio no es del todo exacto dado
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d(s)=i

Figura 1.5: Configuracion estacionaria para una elongacién pura.

que v3 = Iy-dy = re(dyxdz). Como ry-(d; xd3) = |rgljdy xd2) cos a donde
a es el ngulo que forma r, con ds y |d; xdy| es el area del paralelogramo
formado por estos dos vectores, podemos considerar entonces que vy es el
volimen que forman las rectas transversales al eje y el tangente. Como antes
de la deformacién este volimen es uno por construccién, podemos considerar
que vz es la razon de los volimenes antes y después de la deformacién. Asf,
v3 mas que medir e} estiramiento puro, mide la dilatacién en general.

Una restriccién importante a considerar es que v3 > 0 durante todo el mo-
vimiento. Como se puede ver en este ejemplo, el paralelepipedo formado por
r,, dy ¥ dy siempre esta orientado positivamente y como vs = ry-(d; xdz), un
modo de asegurar la preservacion de esta orientacién es que v3 sea estricta-
mente positivo (ver figura 1.5). Esta condicion se debe satisfacer en general,
para preservar la orientacién como en este caso. Ademas, es necesario para
que una seccién tipica s no se deforme en ningin momento al grado de que
el plano generado por dy,d; (el plano < d;,d; >) sea tangente a la curva
r en s. Otra razén para pedir que esto se cumpla es que asi aseguramos
que |r,] > 0. Esto es necesario para que la razén local de deformacién (por
longitud de referencia del eje) no se anule.

b) Deformacion pura. Consideremos ahora que el estado de la barra est4
dado por r(s) = s(fi + k) y los vectores directores originales. Entonces
y=wy=0paral=1,23yn=r,dy=8,m=r,dz=0yv3=1. Con
esto se puede decir que v; mide el desplazamiento entre ds y r, sin embargo
hay que tener en cuenta que un estiramiento también puede producir torcas
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o =arc tg B

=T (s)=s(Bi+k)

...............

Figura 1.6: Configuracién para una deformacién pura.

sobre las secciones transversales lo que se veria reflejado en v;. Una medida
de deformaci6n pura es Elfl'_—dﬁ que determina el dngulo de desviacion.
Si la deformacioén considerada fuera similar, pero en el eje j, veriamos que

la variable de esfuerzo implicada es vy; su carécter es igual al de v;.

¢) Torsién pura. Si la barra es torcida girando sobre su eje, el estado
deformado se caracteriza por ry = sk, d; = cos(us)i + sen(us)j, da = kxd,
y d3 = k. Entonces se tiene que w; = 0 con 1=1,2,3, vy =u =0, u3 = 1,
v =1y = 0yv; = 1. Porestose considera que u3 es una medida de la torsién.

d) Flexion pura. Deformando la barra hasta formar un anillo en el plano
generado por i, k, la configuracién resultante es: r = A{sen(ws)k — cos(ws)i),
d, = jxds, dz = j y da = cos{ws)k + sen(ws)i.

Con estos valores de r, y los directores, tenemos que wy = Ocon! = 1, 2,3,
w =u; =0, up=w, v, = v =0y v3 = wA. De esto se sigue que uy mide la
caniidad de flexion en 1a deformacion. Hay que tener cuidado de no confundir
esto ultimo y pensar que uy mide la curvatura pues esto no es cierto. A pesar
de que en este caso el angulo de inclinacion del vector tangente a la curva
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d,(0) AP (sesk

Figura 1.7: Configuracién estacionaria para torsién pura.

(ds)esp=ws v uy = ";‘f, s es la longitud de arco en el estado de referencia.
En el estado deformado, la longitud de arco cambia, por ejemplo en este caso
es Aws por lo que la curvatura es AL

El caracter de u,; es igual, salvo que esta variable mide la flexién en un
planc distinto.

Por lo visto arriba, a las variables de esfuerzo se les lama de la siguiente
manera: vy ¥ v son los esfuerzos de deformacién pura; v; es la dilatacion; u;
¥ uz son los esfuerzos de flexion y us es el esfuerzo de torsion.

1.4 Mecéanica de la deformacion

Consideremos una barra en el espacio del mismo modo como la hemos
manejado hasta ahora y sea B3 la regién ocupada por ella en su configuracion
de referencia. De nueva cuenta identificaremos cada punto material con su
posicién z en esta configuracion.

Si tenemos una transformacion diferenciable e invertible % : B—R3 dada
por z—%(z), tal que el jacobiano es siempre positivo (det(%) > 0 para todo
z€B), esta transformacion origina un triplete de coordenadas curvilineas en
cada z; estas coordenadas son (z',2%,2%). A z? lo asociamos con s, es decir,
z* = 5. Como el determinante de la matriz de Jacobi es siempre positivo,
podemos hablar de una inversa a la que denotaremos por Z. Esta inversa es
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J i

Figura 1.8: Configuracion estacionaria correspondiente a una flexion pura.
En la segunda figura, el circulo en el centro se refiere al vector j.

a su vez continuamente difererenciable como consecuencia del teorema de la
funcién inversa. Definamos j(x)Edet%(x) que ser4 también estrictamente
positivo para todo x€X{B).

Para que B tenga forma de barra, es necesario pedir que la coordena-
da s varie en el intervalo (s1,s;) cuando x varfa en %(B) (ie. (51.,82) =
{slx = (z', 2%, s)ex(B)}). Otra restriccién importante que necesitamos ha-
cer para asegurar que nos referimos a barras, es que la seccién transversal s,
B(s) = {z€(B)|X(z) = (z1,72,5)}, sea acotada para cada s€[s;, so]- En R3,
la seccion queda definida como A(s)=%(B(s)). Ver figura 1.9.

Con p(z,t), la posicién del punto material z al tiempo t, podemos defi-
nir una nueva funcién pix,t) = ﬁ(x‘,m”,s,t)_——:p(i(x),t). Para t v s fijos,
f es la configuracion de la seccion B(s) al tiempo t. Definamos también
B(x)=p(Z(x)) con p(z) la densidad de masa en z definida en la seccién 1.

En la mecanica clasica, el momento de un cuerpo se define como la integral
sobre & del producto de la velocidad de cada punto por su densidad de masa
(si consideraramos un cuerpo “puntual”, su momento seria simplemente el
producto de su velocidad por su masa). Asi, dado s <@ < b < sz, 8l Pla. b}
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x!

Figura 1.9: Coordenadas curvilfneas para la configuracién de referencia de
B. Se muestran las secciones transversales a y b.

es el momento lineal de B{[a,b]) = U B(s) al tiempo £, entonces:
s€[a,

Plo.tl = [ [ A(0pu(x, 050z’ ) (41)

Als)

Introduzcamos un vector r(s, t) que sea adecuado para reducir lo anterior
y de tal forma que denote al mismo vector que usamos para describir la
geometria de la deformacién.

Por ejemplo, podemos definir (pA)(s)r(s,t)= f pix. t)p(x, t)j (x)dz dx?

con
(pA)(s)= [ p(x)j(x)dz'dz?, la densidad de masa en la configuracién de re-
Als)

ferencia por unidad de longitud de referencia. Con esta definicién de r, se
tiene que pA(s)re(s,t) = f p(x)pt(x t)7(x)dz'dz? por lo que {4.1) se redu-

cea Ple, b = [2(pA)(s )rt(s,t)ds. De otro modo, si Z(0, 0, s)€B para cada s,
podemos tomar de manera natural
r(s, t)=p(0,0,5.t). Con esto, ry(s,t) = (0,0, s, ).
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De cualquier forma, el momento del segmento de barra correspondiente a
la, b] es:

Pla, b} = f:[pA(s)rt(s, t) + qe(s, t))ds (4.2)

donde qe es [ p(X)Pe(x, t)j(x)dz'dz? — pA(8)re(s,t), es decir,
A(s)

qe= [ PIPex1) — rels, D] (x)da"da”

A(s}

por lo cual podemos pensar en q COmo

als.)= [ AE1) — x5, likx)de'ds’
Als)

De esta iltima definicién se tiene que g es la densidad de momento rela-
tivo a r (es decir, el momento lineal total es la suma del momento de r mas
el momento relativo a él).

Si con Lia, b} denotamos el momento angular de B(ja, b}) respecto a © al
tiempo t se tiene que

Lot = [ 1 [ px(px)pelx,0)i(x)ds'de’lds (43)
Als)

pues el momento angular de un cuerpo se define como la integral sobre €l
mismo del producto vectorial entre la posicion de cada punto y su densidad
de momento lineal relativas a un origen dado (igualmente, para un cuerpo
“puntual”, su momento angular seria simplemente €l producto vectorial de su
posicién y su momento lineal). Con r y h las funciones definidas anterior-
mente, haciendop=r+p-TY¥ sustituyendo en 4.3, se tiene que Lla,b] es
igual a

[b[(pA)(s)r(s,t)xrt(s,t)+r(s,t)xqt(s,t)+q(s, t)xre(s,t)+h(s,t)jds (4.4)

con
b= [ A0P(,8) - xls OB, t) — rls, i (x)dsde”
A(s)
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Asi, h es el momento angular relativo a r.

Otro concepto importante en la mecanica clasica es el de energia (meca-
nica), que en un sistema consta de dos sumandos, energia cinética y energia
potencial; de esta iltima hablaremos més adelante. La energia cinética de
un cuerpo se define como la integral sobre él de un medio de su densidad de
masa por el cuadrado de la norma de su velocidad; asi, si Ka, b] es la energfa
cinética de la parte de la barra correspondiente a [a, b] tenemos entonces que

K(la, 1) = [ ( [ 360)(Bux,8) B, 0)3)dda)ds
A(s)

Los resultados anteriores son exactos, sin embargo, para obtener represen-
taciones adecuadas para q ¥ para h necesitamos hacer ciertas aproximaciones.
Tomaremos el movimiento constreftido a que la posicién tenga la siguiente
forma p(x,t) = r(s,t) + g{r(s, t), di(s, t),d2(s, t), x, ¢} donde d; y d son los
directores definidos en la seccién 2. Esta es una suposicién facilmente acep-
table, pues significa que la posicidén de un punto de la barra est4 determinado
por la seccién que ocupa y su posicién relativa al centroide de esa seccién
{que depender4 de los directores de la seccién, del punto material del que se
trate y del tiempo). g es una funcién dada y existen diversas especializa-
ciones para su forma, todas partiendo de argumentos fisicos razonables bajo
ciertas hip6tesis. Por ejemplo:

a) g es independiente del tiempo (la constriccion es escleronémica).

b} g es independiente de r (es decir que todos los centroides son equiva-
lentes).

c) g es independiente de s (todas las secciones son equivalentes).

d) g es lineal como funcién de r, 4; y ds.

e) g es una combinacién lineal de r, d; y ds.

f) En la configuracién de referencia, g es una combinacién lineal de r y
los directores.

g) glr,dy,dy, x,t) = z'd; + 2°d,

La forma g) es la mas tradicional y satisface todas las anteriores, es la
que se encuentra usualmente en textos clasicos de elasticidad. Sin embargo,
nosotros usaremos un modelo distinto en el que se satisfacen b) y e).

Si la forma de las secciones transversales en el estado de referencia es pla-
na, despues de la deformacién (o durante ésta) la seccién tendra la forma de




26CAPITULO 1. ECUACIONES DE MOVIMIENTO Y DEFORMACION.

una superficie parametrizada en la base dy, d2, ds. El modelo de deforma-
cién plano va mas all4, supone que en el estado deformado, las secciones B(s)
siguen siendo planas. Esto dice que los puntos que se encontraban en el plano
generado por d, (s, 0) y da(s, 0), al tiempo ¢ se encontraran en el plano gene-
rado por dy(s,1) ¥ d(s, 1) por lo que g es de la forma g(x,t) = ¢,(x)d,(s, ).
Claramente, con esa forma, g es independiente de r y es lineal en d; y da
por lo que satisface b) y e). Nosotros seguiremos este modelo.

Supongamos que las ¢., son continuamente diferenciables y que det 3 —'L >0
en A(s) (por lo tanto, ¢ y ¢ son independientes entre si como funcmnes de
5). Podemos ademas tomar que la configuracion de referencia queda definida
en este caso por Z(x) = r(s,0) + ¢,(x)d,(s, 0)=ro{s) + &,(x)d3(s) donde
{d8.d9. d3=%=} es una base ortonormal orientada positivamente.

Con es10 se tiene que

als,t) = [ Air(s, 1) + 6,x)ds(5,8) — xls, ))s(x)dz'da”

Als)
= ( [ 3(x)94(x)i(x)ds'dz")d, (5,1)
A(s)
Definiendo pl,(s)= f p(x)é,(x) (x)dz'dz? lo anterior se reduce a

q(s.t) = pl, s)d,,(s t) {pl,)(s) son los primeros momentos de masa, cada
uno se puede interpretar como el momento en el eje v de la seccién 3.
Para h procedemos igual, obteniendo lo siguiente:

h(s,t) = j B(%) 6 (x)dy (5, 1) x 95(x) s (5, 1) (x)da' dz?

A(s)

= ( [ 8x)8:)61(x)7(x)da’ da?)da (s, 1) x By 5,1

Afs)

+( [ B)81(x)62(x)j (x)dz'da?)da (s, ) XBda (s, )
A(s)

+( [ Ax)2(x)61 (x)1 (x)da’ ds)d (s, 1) x Bl (5,)

A(s)

+( [ px)2(x)2(x)5(x)dz"da?)da(s, 1) xBuda(s.1)
Als)
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Definamos los segundos momentos de masa del siguiente modo,
(pJ+6) ()= yutss { | P(x)d,(x)$, (x)j(x)dz'dz?. Claramente pJ,;(s) son las
Afs

componentes de una matriz de 2 x 2. Esta matriz es positiva definida co-
mo veremos a continuacién y se puede interpretar como la matriz de los
momentos de inercia de la secci6n s 3.

La matriz de los momentos de inercia es positiva definida como conse-
cuencia de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz?, al considerar
que un producto interior para el espacio de funciones en el que trabajamos
puede ser (u,v) = [ p(x)u(x)v(x)j(x)dz'dz® Siu=(z,y)' v la matriz pJ

Als)

es la matriz de los momentos de inercia, entonces
u'pJu = pnz? + pJuzy + pIayz + piny’

Como pJia = — [ p(x)é1(x)¢a(x)j(x)dz'dz? = pJay, la forma cuadrética
Afs)

asociada a pJ es u'pJu = pJyx% + 2pJ127y + pJny®. De esto tltimo y
de ]a desigualdad de C-B-S se sigue que |(¢1, ¢2)| = |pSial<]|d1lll]@2]]l =
veduvpJe , por lo tanto

u'pJu>pdir? — 2/pdiy/ ploazy + pley® = (Voduz = \/pJey)? > 0

para u#0, que es la definicién de matriz positiva definida.
A partir de la definiciéon de los segundos momentos de masa, h queda
como sigue:
h(s,t) = euea(pJu )(s)d (s, t) xeds (s, t)

Los simbolos alternantes ¢;; son introducidos de tal forma que los indices
en pJ corresponden a los ejes respecto a los cuales estan definidos estos
momentos.

Tenemos entonces que los momentos lineal y angular de la parte de la
barra correspondiente al intervalo [a, b] son, respectivamente:

v 3La matriz (o tensor) de momentos de inercia 1, se define como Ja aplicacion lineal que
permite tranformar la velocidad angular de un cuerpo en su momento angular, 1 = Lw. Sus
componentes estdn dadas por Ijx = [, p(x){||x||*6;z — z;z4)dV donde z; es la distancia
del vector x al eje i y §;; la delta de Kronecker.

4Desigualdad de C-B-S. Dado un espacio con producto interior (X, (,}) ¥ con la norma
derivada de éste (||zf] = /(z.x) para todo z€X}, se cumple, para todo z, yeX, que

Iz, w)<li=ilv)il.
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b b
P(la, b,t) = f [pA(s)re(5,2) + ply(s)Bedy (s, )] ds= [ P(s,t)ds  (4.4)

L{[a.b],t) = -/:[pA(s)r(s,t)xrt(s,t) + r(s, t)x pl,(8)B:d, (5, 1)

+pI,(8)d4 (s, 8} xre(s, 1)
tequean (0d) (8)84(s, t) x Brds(s, t)]ds

b
= f L{s,1)ds (4.5)
Ademas, como p(x,t) = r(s,t) + ¢,(x)d,(s,t), entonces

PePr = re(s, t)1e(s, 1) + 26, (x)0,d, (s, 1) (s, t)
+¢n(x)ps(x)B1d, (s, 1)-0:ds(s, 1)

Con este valor y las definiciones de los primeros y segundos momentos de ma-
sa, la energia cinética del material correspondiente a [g, b}, toma la siguiente
forma

K({a,b),t) = %/b(pA(s)rt(s, t)-ri(s,t) + 2pI,(s)8ed, (s, ) 1o (5, 2)

+€,€500,(5)8ed4 (5, 1)-0,ds (s, 1) )ds

Los resultados anteriores se refieren principalmente a la parte cinética del
movimiento {y deformacion} de la barra. Para estudiar la parte dinamica
y obtener las ecuaciones de movimiento y deformacion, consideremos que el
segmento material relativo a (b, s3] ejerce sobre el material correspondiente
a [a,b] una fuerza de contacto resultante n*(b,t) y una torca de contacto
resultante® r(b,t)xn*(b,t) + m* (b, t) respecto al origen 0. Al tiempo ¢, n*t
v m* dependen sélo de la seccion que separa las dos partes del cuerpo y son

5El considerar que existe también torca de contacto es una ventaja més que posee ia
teoria de barras de Cosserat y 1a hace diferente a la teoria clasica de barras elasticas. Esta
torca de comacto permite predecir, por ejemplo, torsiones y flexiones que no impliquen
estiramiento.
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independientes de otras propiedades del mismo, su forma es lo que determina
el tipo de material del que estamos hablando, veremos ejemplos de esto en
la seccién 6.

La fuerza de contacto resultante y la torca respecto a 0 ejercida sobre
el material correspondiente a [a,b] por [s;,a) se denotan por —n~(a,t) y
—r{e,t)xn"(a,t) — m~(a,t) respectivamente, los signos se ponen por con-
vencién y encontraran justificacion mas adelante. Supondremos que todas las
otras fuerzas actuando sobre esta parte de la barra tienen la forma f,f’f (s,t)ds
Y que todas las torcas se pueden representar por J[2[r(s, £)xf(s, t) +1(s, t)]ds;
f(s.t) y 1(s, t) son respectivamente la fuerza de cuerpo y la torca de cuerpo
por unidad de longitud de referencia en (s,t). Esta forma de las fuerzas y de
las torcas engloba a la gran mayoria de aquellas que podemos encontrarnos
clasicamente (gravitacional, electromagnética, etc.), por lo que la suposicién
no es descabellada.

Si suponemos que existe una funcién escalar w de tal forma que las den-
sidades de fuerza y de torca de cuerpo tienen la forma

f(s,t) = -—%%(r(s, t),dy(s,t},s)

1(5,8) = —dex 22 2(5,2), du(s,), )
ady
entonces w es la densidad de energia potencial (externa) de la barra. Sin
embargo, en el caso de existir, la energia potencial total de la barra no est4
determinada s6lo por ella, pues consideramos que en el material hay ciertas
fuerzas internas que son responsables de la deformacién y de la continuidad
del material. Para la parte de la barra correspondiente a [a, b}, en este caso,
su energia potencial externa es Q{[a, b, t) = [fw(r(s, 1), di(s, t), s)ds.

Para describir el comportamiento de la barra, debemos considerar las leyes
fundamentales de la mecénica clasica. Es posible hacer una derivacion de las
ecuaciones de movimiento usando cualquiera de sus formulaciones: Leyes de
Newton, principio de D’Alambert (o de trabajo virtual)y Ley de Impulso-
Momento, principio de Hamilton (o de accién extrema), etc. La eleccion de
una de ella requerird mayor o menor suavidad en las funciones involucradas,
pero en principio no existe diferencia entre ellas, pues son equivalentes.

Por la forma en que derivamos el momento, es mas simple considerar las
Leyes de Newton. De la segunda Ley, en un sistema de referencia inercial, se
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tiene que la fuerza resultante actuando en el material relativo a a, b] es igual
a la derivada temporal del momento lineal correspondiente a esa region de la
barra v la torca resultante para esa parte del cuerpo es igual a la derivada
de su momento angular; por lo tanto, tenemos las siguientes ecuaciones que
son (junto con las condiciones iniciales y de frontera de cada caso particular)
quienes modelan el movimiento y deformacion de la barra:

b d
o (b,1) — n(a,t) + ] f(s.t)ds = = (P((a,b],1)) (4.6)
r(b, t)xn*(b,t) + m* (bt} — rle,t)xn" (a,t) ~ m™{(a,t)

b d
+ / (s, ) xE(s,2) + 1(s, ))ds = = (L([a, 8} 1)) (4.7)

1.5 Restriccion al caso plano

La teoria desarrollada hasta ahora considera la deformacién de una barra
en tres dimensiones. Sin embargo, para diversos problemas, es suficiente
considerar el caso bidimensional en el que las ecuaciones se ven reducidas a
una forma maés facil de manejar.

Si el cuerpo considerado es muy delgado y simétrico respecto a un plano
(inclusive un plano mévil sobre un eje fijo) determinado por dos vectores
ortonormales independientes de s, e; v ez 0 bien es de configuracién cilindrica
y uha seccién transversal tipica es la interseccion del plano generado por
e1,e2 (al que nos referiremos como < e;,e; >} con el cuerpo, entonces
la deformacion global se puede describir mediante la deformacion de este
“cuerpo” plano que se encuentra en < €;,eg >. Ver figura 10.

Sea en este caso rg la curva base (la configuracién de referencia se puede
entender como un ensanchamiento de rg, lo que se ve en la figura 11). Defina-
mos bg(s) como un vector unitario normal a ro en s; este vector determinara
la seccién s en la configuracién de referencia; en el caso plano, esta seccion
es una curva. Tomemos a r(s,t) como la deformacion de ro(s) al tiempo t y
b(s,t) el vector que caracteriza el cambio en la seccién s.

Al considerar el caso plano, uno de los directores mencionado en las sec-
ciones 2 y 4 es un vector fijo al que sin perdida de generalidad podemos
considerar e; X e;. Por la definicion de b, este sera el otro director asi que la
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Figura 1.10: Cuerpo plano B determinado a partir de una barra en 3 dimen-
siones y el plano indicado.

deformacion y el movimiento de la barra quedarén descritos por los vectores
ryb.

Sea d3 = a = (~e; xey)xb. En la seccién 2 introdujimos los dngulos de
Euler, su restriccién al caso plano nos lleva a una representacién mucho mas
simple. Los vectores a y b pueden ser descritos como a = cos fe; + senfe, y
b = —senfle; + cos ey, con lo cual, para describir la deformacién, nos basta
con conocer r y 8.

Al ser a y b ortonormales y < a,b >=< e;, e >, podemos considerar a
la base {a, b} la natural para el problema, en particular se tiene que r, = va+
nb. Ademds, como d,a = —f'senfle; + §'cosfe; = ¢'b y 3,b = —f'cosfe; —
f'senfle; = —@'a, podemos afirmar que en este caso, las variables de esfuerzo
son las funciones i, v y #' = p, correspondientes a esfuerzo de deformacién
pura, dilatacién y esfuerzo de torsion respectivamente. Esto se puede ver de la
seccién 3 pues en este caso, (u, uz, uz) = (0,0,8) y (v1,v2,v3) = (0,7,»). Es
natural esperar que, al estar restringidas las deformaciones al plano, algunas
variables de esfuerzo sean nulas para no perder la validez de la descripcién.
En este caso, la condicién de preservacion de la orientacion es v > 0.

Otras restricciones que se deben de considerar al hacer una descripcién
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©

Figura 1.11: (a) Configuracién de referencia para un cuerpo en 2 dimensio-
nes; (b) configuracién deformada para el mismo cuerpo v (c) configuracién
deformada de una barra de Cosserat mostrando las variables relevantes.
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plana son que las fuerzas de contacto resultantes n* y n~ se mantengan en
el plano < e;,e; > y que las torcas de contacto resultantes sean ortogonales
a dicho plano. Las fuerzas y torcas de cuerpo también deben tomar valores
s6lo en esos conjuntos para asegurar que la descripcion siga siendo valida.

Dados s; < ¢ < § < s, €l momento lineal y el angular en este caso, para
la parte de la barra correspondiente a |c, s} se reducen a lo siguiente:

Plle,s1,9) = [ ToA@)r(6,6) + pTE)bi(6, e (5.1)

L{le, 1) = [ ToAWIR(E Oxrele, 1) + (€, 1) pT(EIbulE, )
+PI(E OB(E OXT(E, ) + pI(E OBE ) xbulai,O}dE  (52)

Esto se sigue de suponer al cuerpo plano con directores d; = b, dz =
ey xey ¥ que en este caso ¢ = 0. Consideramos pl(s) = pl;(s) y pJ(s) =
pJ22(s8) > 0 por definicién. Cominmente estos son, respectivamente, e} pri-
mer y segundo momentos de masa respecto a rg en la configuracién de re-
ferencia. Si ro representa la curva de 10s centros de masa de las secciones
transversales, podemos tomar entonces a pf = 0.

Recordemos que las ecuaciones de movimiento son:

w(s,8) = n(e,0) + [ K6 et = (Pl 1)

r(s,t)xnt(s,t) + m*(s, 1) — r(c,t)xn " (¢,1) - m~(c,t)

+ [ rle, %66, + 16, 0de = Z(Llle 5} )

Donde P y L estan dados por 5.1 y 5.2 respectivamente.

Las condiciones de regularidad sobre las funciones involucradas en estas
ecuaciones han sido bastante flexibles, restringiéndolas un poco podemos ob-
tener otros resultados. Considerando que pA, pI, pJ asi como ry y by son
suficientemente suaves como para intercambiar las derivadas con las inte-
grales que definen los momentos y que tanto n* y n~ como m* y m™ son
continuas, intercambiando y tomando el limite cuando s tiende a c en la
primera ecuacion, llegamos a que n*{c,t) = n~(c,f). Esto se cumple pues
para cualquier g integrable f g(£, t)df = 0. Como c es un punto arbitrario en
[s1, s2), bajo estas condiciones sobre las funciones involucradas, podemos con-
siderar que los superindices % son superfluos. Procediendo del mismo maodo
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para la ecuaciéon que involucra a m?*, usando el resultado anterior, llega-
mos a que también en este caso bajo hipétesis de suavidad en las funciones,
podemos prescindir de los superindices. Estos mismos resultados pudimos
haberlos tomado como ciertos invocando a la tercera Ley de Newton (accion
y reaccidn), sin embargo existen ciertos materiales en los que no es posible
asegurar que esto se cumpla, debido a sus caracteristicas electromagnéticas®.

Ahora bien, si suponemos que las funciones involucradas en los resultados
anteriores son suficientemente regulares como para poder derivar las ecua-
ciones {una vez intercambiadas las integrales con las derivadas) respecto de
s, obtenemos las ecuaciones clasicas de movimiento:

ng + f = pAre + pfbu {5.3)

m, + r.xn + 1= plbxry + pJbxby (5.4}

La ecuacién 5.3 se obtiene usando que ;f-;(pArt + pIby) = pArg + plby y 12
5.4 usando lo siguiente:

g—z(pArxrt + plrxb, + pIbXxre + pJbxby)

= pAT XTIy + pATL XTI + plryxby + pIrxby

+PIthI't, + prXrtt + prtht + prt xbg

pero de la ecuacion (5.3) tenemos que rx(pAre) = rx(ns +f — pf bye) por
lo que
m, + (rxn), + rxf+1

= (rxng + rxf — rx plby) + pIr xby + pIbXre + pJbxby

Por ultimo, considerando que (rxn); = ryXn + rxm,, al sustituir en lo
anterior, llegamos a la ecuacion 5.4.

$Pn un sistema en el cual haya cargas en movimiento, las fuerzas entre cargas predichas
por las leyes del electromagnetismo {en particular la ley de Biot-Savart) pueden vulnerar la
ley de accion ¥ reaccién. Por ejemplo, consideremos 2 cargas que se mueven en un instante
dado de manera que una se dirija hacia la otra y ésta a s5u vez Se mueva perpendicularmente
a la primera, entonces la segunda carga ejerce una fuerza no nula sobre la primera, sin
experimentar fuerza de reaccién alguna.
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1.6 Ecuaciones constitutivas

Una vez que se tiene la condicién de planaridad, las fuerzas y torcas
de contacto pueden ser descritas como n = Na + Hb y m = M(e; xe,).
Llamamos a H la fuerza de deformacién y a M la torca (0 momento) de
doblamiente. Recordemos que r, = va + 5b, cuando 1 # 0 no existe un
nombre estandar para N. La tensi6n es la proyeccion en el eje de la barra de
la fuerza de contacto, es decir 7 = n- I_r‘T por lo que N es la tension cuando 5
es cero.

Laformade N, H y M determina el tipo de material del cual est4 hecha la
barra y al mismo tiempo, el grado de complejidad del problema que queremos
abordar. Decimos que una barra es eldstica si existen funciones N, H ¥
M tales que N(s) = N{v(s),n(s), u(s), s) y analogamente para H y M con
dominio tal que v > 0 por la condicién de preservacion de la orientacién. Esto
es debido a que en un material elastico, las fuerzas y torcas de deformacion
deben depender exclusivamente de la posicién que ocupan y de los esfuerzos
que sufren.

Si consideramos que N(s) ests determina.do por una funcién N,

N(s) = N(v(s),n(s), u(s),/(s),7(s), i(s), s) e igualmente para H y M,
entonces decimos que tratamos con una barra viscoeldstica de tipo diferencial
de complejidad 1. La dependencia en las tasas de esfuerzos le proporciona
al material cierta disipacion que se puede considerar causada por viscosidad,
de ahi el nombre. ‘

Por otro lado, si T'(s) se refiere a la temperatura de la barra {0 bien de
las secciones), ésta seré termoelastica si existe una funcién N tal que N esta
dada como N(s) = N(v(s), n(s), u{s), T(s), s) y del mismo modo M y H.

A lo largo de este trabajo trataremos exclusivamente el caso de barras
elasticas pues la complejidad que genera considerar otros materiales rebasa
las intensiones de este texto. Ademas, al menos en el caso viscoelastico, to-
davia no existe una homogeneizacién de los términos ni de las definiciones
en la bibliografia relativa a) tema.

Las funciones N, H v M deben satisfacer ciertas condiciones para ase-
gurar que la situacién fisica se sigue reflejando. La mas importante es la
condicién de monotonia pues se debe asegurar lo siguiente: a) un incremento
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en la tensién 7 debe seguir a un incremento en el estiramiento’; b) un incre-
mento en la fuerza de deformacién H debe acompafar a un incremento en
el esfuerzo de deformacién 7 v ¢) un incremento en la torca de doblamien-
to M le debe seguir a un incremento en el esfuerzo de torsion u. También
es necesario que las situaciones inversas se cumplan (mayor estiramiento $i-
guiendo a mayor tension, por ejemplo), pero veremos que esto se satisface
inmediatamente asegurando lo anterior.

Suponiendo que N, Hy M son continuamente diferenciables, las condi-
ciones anteriores se expresan matematicamente como sigue:

a) Sea f; = l—::-'scosa-f— cos B con cosa = £ y cosf = 1 Como T =

n-f, = Ncosa+ Hcosf y N(s) = N(v,n, 11, 5) entonces se tiene que
7 = N(ecosa,ecos §, p, 8) cosa + H{ecosa,ecos B, p, s} cos 8

Como queremos que un incremento en estiramiento vaya acompafiado por
uno en la tensién, necesitamos que T sea creciente como funcién de e, por lo
tanto,

~ -

N V
DT = aa—ycosza+ @-cosacosﬂ+ %%cosacosﬁ+ a—H—cosgﬁ

o on

v

N BN\
F]

= (cos o, cos 3) 313 g;”f (cosﬂ)>0
B @n

b) Como H(s) = H(v(s).n(s), u(s);s), considerando a H funcién de n
Snicamente, 1a condicion de que un incremento en el esfuerzo de deformacién
produce uno en la fuerza de deformacion se expresa del siguiente modo,

0 < H(u(s), n(s) + h. u(s), 8) — H(p(s),1(s), u(s). )

Supusimos que H era continuamente diferenciable, por lo que podemos
“usar el teorema del valor medio del cual 0 < %(v, 7, i, s)h donde fj€(n, 7+h).

TE] estiramiento € es la razon entre la longitud de un segmento de barra despues de
la deformacién y su longitud antes de ser deformado cuando esta ultima tiende a cero.
I lieatea)lide

=5 = |lrs(s,t)]|- La tltima igualdad es consecuencia del teorema

e(s,t) = al}a,Pu

del valor medio para integrales y de suponer gue r, €s continua como funcién de s.
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Al ser b > 0, es necesario entonces que % > 0 para que se satisfaga la
condicién.

¢) Del mismo modo que en b), al considerar que M(s) = M(v,n, 1, 5),
para que se cumpla que un incremento en el esfuerzo de torsién ocasiona un
incremento en la torca de doblamiento, necesitamos que M~ Q.

Una condicién que engloba todas las anteriores es que la matriz ng’_;f’%l
sea positiva definida, esto lo probamos a continuacion.

Lema 6.1. Si la matriz Jg%:—)ﬂ es positive definida, entonces las tres
condiciones de monotonia se satisfacen.

Demostracién. Una matriz A = (a;;) de n x n es positiva definida st
su forma cuadrética asociada es siempre positiva, i.e X*Ax > 0 para todo
x€E", x#0. En este caso, si {e;} es la base canénica de E™ (e; tiene ceros
en todas las entradas excepto en la j-ésima donde tiene 1}, se tiene que

;; = €;'Aej > 0 por lo que toda matriz positiva definida tiene solo elementos
posntwos en la diagonal. En nuestro caso, los elementos de la diagonal son
%f, S ¥ a por lo es claro que se satisfacen las condiciones b) ¥ ¢).

Por otro lado, si consideramos el vector u = (cosa,cos3,0)!, al ser

—L—-——-”a‘z;ﬁﬁ; positiva definida, se tiene que u‘%u > 0 por lo tanto

N \ 7
a—cos"’a—l- —‘?ﬁcosacosﬂ+ oH cosacos B+ ﬁcosgﬁ >0
dv on v on

o lo que es igual,

[

av BN o
v &
(COSQ:COSﬁ)(ﬁ %_g'?z)(cosﬁ) >0

que es la condicién a), lo que termina la demostracién.$

Otra restriccién importante que deben de cumplir las ecuaciones constitu-
tivas son las llamadas condiciones extremas; valores extremos de los esfuerzos
son acompanados de valores extremos de las fuerzas:

1. Ny, 7, p, 8)—{ fz} cuando v—{ 82} con 1, 4 v § fijas.

2. Para v, p y s fijas, f{(u, 7, 1, §}—+o0 cuando n— & cc.
3. M(v,n, p, 8)— % oo cuando g— £ oo con v, 1y $ fijas.
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Consideraremos que es iguaimente dificil deformar la barra en un sentido
que en el opuesto y que ni N ni M (la torca de doblamiento) son afectadas por
este sentido de la deformacion. Esto se expresa matemAaticamente diciendo
que N y M son pares como funciones de 7 (esfuerzo de deformacién) y que
H (fuerza de deformacion) es impar.

Del mismo modo, es igualmente dificil torcer la barra en un sentido que
en ¢l otro por lo que es necesario que Ny H sean pares como funciones de
uy M sea impar.

Finalmente, es necesario que N, H y M sean nulos en la configuracién de
referencia, pues suponemos que en ésta la barra esta en su estado “natural”.
En la configuracién de referencia » = 1 (la barra no ha sufrido cambio en
su longitud), 7 = 0 (no ha habido deformacién) y u = o, esto implica que
N(1,0, pig, s) = 0= M(1,0, ug, ). La condicién sobre H se satisface automa-
ticamente debido a las consideraciones respecto a la paridad de las funciones
hechas anteriormente.

Para cada s podemos suponer que la transformacion
.1, )= (N (v, 1, 8), H(v,m, . 8), M(v, 7, b, 8))
tiene una inversa,
(N,H.M)=(s(N,H, M, s),#{N,H,M,s), 1(N,H, M,s))
. Dada esta inversa, podemos escribir las ecuaciones constitutivas como
v(s) = #(N(s), H(s), M(s),5) n(s) = 2(N(s), H(s), M(s),s)

p(s) = a(N(s), H(s), M(s), s)

Considerando esta representacion, tomamos que ¥ > 0. La existencia local
de esta inversa lo podemos ver en el siguiente resultado:
Teorema 6.2. Sean N, H, M y s nimeros dados. Si BN HM) o positi-

B(v,m,u)

va definida, entonces el sistema para v, 7 y p dado por N = ]{’(v,n, . 8).

H=Hy,nus) y M= MQ,nus), tiene a lo mds una solucidn, por |

que podemos inferir la ezistencia de una inversa local con la misma diferen
ciebilidad para la transformacion (v, 7, u)— (N, H, M).

Demostracién. Si una matriz A tiene determinante igual a cero, enton-

ces existe un vector no nulo x tal que Ax = 0. En este caso, se tiene qug
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x*Ax = 0 por lo que la matriz A no puede ser positiva definida. Dado que
la matriz —g?—ug:—“;’l es positiva definida, entonces podemos asegurar que es
invertible por lo que el teorema de la funcién inversa nos dice que siempre y
cuando exista una solucién dada ({vg, 7o, o)}, (No, Ha, Mg)), entonces existe
una tnica solucion al sistema. El hecho de que la inversa local tenga la mis-

ma diferenciabilidad también lo garantiza el teorema.{

Es posible probar que esta inversa local es de hecho una inversa global.
Para probar esto es necesario usar argumentos un poco mas elaborados, prin-
cipalmente algunos que involucran la teorfa de grado topologico. La prueba
para el caso general {sin condiciones de planaridad) de este resultado se pue-
de consultar en [Viv], pagina 77.

Otra consecuencia de que la matriz jacobiana es positiva definida es que

también SZ44). o5 definida positiva. Esto se puede ver del siguiente modo:
BN, H,M) p

Sabiendo que €l mapeo es invertible globalmente entonces tenemos que
la matriz a?:(:". < ';)ﬂ = [ag(\u;: i‘)’)] ! v esto sucede para cualquier valor de las

variables. Como 2‘{;’(‘;’3’-_"4)_1 es positiva definida, para toda y € E3 se tiene que

t8(N.H, Bed.0a) Lt :
v —%ﬁmly > 0 en particular para y = m})x que es posible encontrarlo

siempre pues la inversa es global. En este caso, para todo x € E®, se tiene
que:

(PO i) o ONH M) 06,8.0) o g 005
(N, H, M) 8. mp) 9N H, M)~ A(N, H, M)

pero toda forma cuadratica es un escalar de donde su transpuesta es igual a
su valor original. Por lo tanto,

, 8007
3(N. H, M)

Las funciones encontradas &, 7 v ji cumplen ademas (por el hecho de ser
inversas globales) con condiciones extremas eguivalentes a las que cumplen
N, H y M. De estas condiciones tenemos por ejemplo, que incrementos en
la tension producen incrementos en el estiramiento o bien que el esfuerzo de
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deformaci6n es infinito si la fuerza de deformacion lo es.

Las condiciones de paridad también se preservan, por ejemplo considere-
mos a Ng = N{v,n, u), Hy = H{v,n.pu}) y Mo = M(v,7, p). Por ser funciones
inversas, se tiene que Hi(Ng, Ho, Mo) = n. Pero

ﬁ(ATO: _H01 -AJG) = ﬁ(ﬁr(y, T, nu'): _I:I(V’ B ,U.), ﬂ?{(y, Ut pu’))

v por las condiciones de paridad en 7 de las funciones N, H y M tenemos
que

ﬁ(-‘NO: _H(): MO) = ﬁ(N(U, t/ p') ﬂ(”? =T ﬂ) I“J(V! -1 #’)) =-7
Por lo tanto, % es impar como funcién de H. Del mismo modo se puede ver
que ademés 7 es par en N y en M y que /i es par N ven H eimparen M.

Si ademas de ser positiva definida, la matriz 3—59—1(\;‘::—,‘#‘“;1 es simétrica, pode-
mos asegurar que existe una funcion escalar W tal que W= W(nus)y
N =W, H= Wy ¥ M= W,. Esto se deriva de lo siguiente:

Por la simetria se tiene que N‘,? = H,, K’,, =M,y HH = M,,. Definien-
do la funcion W como W (v, n . 8)= J7 N(b,n, p,s)di, entonces W, = N.
Derivando W respecto a 7. al ser N continuamente diferenciable {(C'), pode-
mos intercambiar la derivada y la integral de donde W, = Iy .7{",?(!7: n, 4, $}di.
Aplicando la primera condicion de simetria y el teorema fundamental del
calculo se tiene que,

W, = /1 B,(9,m, 1, 5)d0 = H(v,n, pt,5) = H(L, 7, 1. 6)

pero v = 1 define la configuracién de referencia por lo que H es nulo en ese
valor ¥ A= W

Del mismo mode, usando la segunda condicién de simetria, el teorema
fundamental del calculo v el hecho de que M es nulo en la configuracion
de referencia, llegamos a que W, = M. De esto ultimo es claro que I:Iy =
Wy = Wy = M,, pues W es dos veces continuamente diferenciable por
su definicién ¥ el hecho de que N es C!. Asi, se satisface automéaticamente
Ja tercera condicién de simetria con lo que podemos concluir que W oes la
funcién escalar que buscabamos.

A W se le llama la funcién de energia almacenada o funcion de energia de
esfuerzo. En el caso de existir, debido a consideraciones termodinamicas, a
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la barra se le denomina hiperelastica®. Asi, en este caso, la energia potencial
de la barra estara determinada por el potencial del cual deriva f, la fuerza
de cuerpo, v por W.

De la simetrfa de 88‘?:,”: :)‘ v del mismo teorema de la funcion inversa, se

sigue que también la matriz ﬁ% es simétrica. Como en el caso anterior,
esto asegura que existe una funcion W* a la que llamamos la funcién con-

jugada de energia almacenada, que cumple que ¥ = Wy, 5= Wg y i = Wy,

Hagamos un breve paréntesis para entender mejor la naturaleza de W*.
Consideremos L(t,qy,...,Gn, 21, - -, 22} una funcion de R***! a R a la que
podemos interpretar como una funcién lagrangiana igual a las utilizadas en
la mecanica analitica. Fijando t,qi,...,q, ¥ definiendo z = (2y,...,2,), sea
entonces f(z) = L{t,q1:- . 1 qns 215+ - 2n)-

Un plano tangente a la superficie U = f(z) en (zq, Up), con Uy = f(2o),
tiene la ecuacién U — Uy = Vf(zo)-(z — 20) € intersecta al eje U en U =
—V f(2o)2o + f(2Zo). Sean p; = f,, = L., p = Vf(20) y definamos H (que
se interpreta como el hamiltoniano del sistema de n particulas con posiciones
generalizadas g, . . .. g, correspondientes a cada particula) como H = -U +

Cpidl = -L+pzp=-U.

La tranformada de Legendre £ se define por (zg,U) 4 (p,H); L es
una transformacion de R**! a R"*! tal que, para U = f(z), se cumple que
(z, f(z)) 5 (Vf(z),H) endonde H = V f(z)-z— f(z), es decir, la interseccién
del plano tangente con el eje U.

Como consecuencia del teorema de la funcién inversa, la transformacién
p = Vf(z} es invertible si la matriz jacobiana (f,;;});; es invertible. Escri-
biendo la inversa como z = g(p), tenemos entonces que H = p-z — f(z) =
p-9(p)— f(9(p))=H(p). Con esto iiltimo tenemos que la superficie U = f(z)
se transforma en la superficie H = H(p).

Si repetimos la transformacion, (z,U) L (p, H) £ (x, K) se tiene que

x=VHy K =VHp- H(p) de donde z; = z; + ijg—;% - Z%g—;@, pero
J- 1) J i

8Para un material termoeléstico, si el esfuerzo depende sélo de la defermacion, el com-
portamiento es igual al de un material puramente elastico. Por otro lado, si el esfuerzo
no depende en absoluto de la temperatura, entonces podemos derivar los esfuerzos de un
potencial y tenemos que el material est4 mas restringido gue uno elstico, por lo que se le
denomina hiperelastico.
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pi = —-L por lo que z; = 7. Ademas, K = Zz,-p,- - H = Zzipi -H=Uy

( ,,1,,_,) = (&L (Usiz;) ™" por lo que podemos escribir a p como funmén de
x. De estos resultados tenemos lo siguiente:

Proposicion 6.3. La transformada de Legendre es una involucion, es de-
cir, £2 = Id.

Por otro lado, suponemos que f es al menos dos veces continuamente
diferenciable por lo que su desarrollo de Taylor es

(2) = £(20) + V1 (z0) (2. 20) + 32 — 20) Hess{ (zo))(z = 20) + -

Si en un punto critico (V f(z¢} = 0) el hessiano es positivo definido, entonces
2Zo es un minimo local de f{z). En este caso, H(po) = - f(2s), VH(po) = 2z
por ser L involucién v Hess(H(po)) = (Hess(f(20)))™* de donde, si zg = 0,
la superficie H = H(p) tendri también un minimo, el cual ocurrird en po.
Estos argumentos son la base de los principios variacionales duales, pues la
transformada respeta en este sentido los puntos extremos.

Volviendo a W y W, para z = (v,n,u) v s fija, W = W(z). La
transformada de Legendre correspondiente seria (z,W)—(Z, W) en don-
de, si W = W(z) entonces (z, W(z))—(VW(z), VW(z)-z — W(z)). Como
VW(z) = (W, . W, W,) = (N, H, M), se tiene entonces que Z = (N, H, M)
y W = W(N, H, M ). Vimos que la inversa de la transformacién dada por
(N, H, M) es (9,7, ) por lo que W(Z) = (N, H, M}-(8,7, i) — W (2,9, i2)-
Con W dada de esa forma. se cumple que

Wy =0+ Niy+ Hiy + Miyx — Wiy + Wiy + Wjin)

Tomando en cuenta los valores de las parciales de 117, se tiene entonces
que Wy = 5. Anslogamente, llegamos a que Wy = 9 v Wy = i por lo
que podemos afirmar que 11" = W*9, es decir que la funcion conjugada de
energia almacenada es la transformada de Legendre de W, por lo que posee
las propiedades caracteristicas de ésta.

9Realmente difieren por una constante como sucede habitualmente en fisica al definir
funciones de energfa potencial o almacenada, esto se debe a que la energia de referencia
es arbitraria.
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Cuando la barra es hiperelastica, las fuerzas de deformacién se derivan .
de la funcién de energia almacenada. Debido a esto, la energia potencial
del sistema tendra dos componentes, una debida a las fuerzas externas (de
cuerpo) v oira proveniente de W. De este modo, la parte de la barra co-
rrespondiente a [a,b] con s, < a < b < s9, tendra una energia almacenada
U([e,b],2) = f*W(v,n, u,s)ds. Mas atin, en caso de existir la funcién w de
energia potencial definida en la seccién 4, la energia potencial total del mate-
rial relativo a [a, b] al tiempo t serd ¥(ja, b], t) + Q([a. b]. t) y la energia total
de la barra seré esta energia potencial mas la cinética.
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Capitulo 2

Estados rectos de barras girando

A partir de este capitulo, estudiaremos un problema particular de la teo-
ria de barras. A pesar de que conceptualmente es un problema relativamente
simple, posee una riqueza mateméatica considerable; al considerar barras elas-
ticas nolineales, su estudio es un buen pretexto para adentrarnos en algunos
de los métodos que se usan en el analisis nolineal.

El problema concreto que nos ocupa es el de describir el comportamiento
de una barra elistica que gira con velocidad angular constante alrededor de
un eje fijo. Tomamos una barra unida por uno de sus extremos a un anillo
rigido ¥ con el otro extremo libre. Estudiaremos las deformaciones que sufre
esta barra debidas a la rotacion del anillo y a su caracter nolineal.

Si la barra fuese rigida, al estar unida al anillo que gira con velocidad
angular constante, podemos esperar que se mueva uniformemente, con ca-
da punto material en movimiento circular. Sin embargo, si no estd unida
al anillo, pero si es mantenida girando con velocidad angular constante, el
movimiento sera distinto.

El movimiento de un cuerpo rigido se puede describir como una combi-
nacién de 2 movimientos: el de su centro de masa (CM) mas el del cuerpo
alrededor de éste. Si el cuerpo se mantiene girando con velocidad angular
constante, su centro de masa tendra simplemenfe un movimiento circular
uniforme. El movimiento del cuerpo rigido alrededor del CM seré el mismo
que describe un trompo libre con un punto fijo (en el CM), pues no hay torcas
externas. En el caso de una barra cilindrica (o prismatica) los momentos de
inercia son Iyy = I, = I = Iy e I3 = I3 # I, todos diferentes de cero. En
este caso, la teoria clasica de cuerpo rigido nos dice que la barra tendra un

45
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movimiento de precesion alrededor del CM, formando un cono con vértice en
el punto fijo durante el movimiento. Ver |Gold].

Para el caso en que la barra es elastica nolineal y esta unida a un anillo,
podemos pensar que los dos comportamientos se combinan por lo que espe-
ramos que bava estados en los cuales la barra se desvie del plano del anillo.
En este capitulo obtendremos el sistema de ecuaciones que describe el movi-
miento v las deformaciones de la barra v nos centraremos en los estados en
los cuales la barra permanece recta. En el capitulo siguiente, consideraremos
el caso en el que la barra sufre doblamientos, considerando las deformaciones
gue suceden en el plano que gira junto con la barra y que es perpendicular
al anillo.

2.1 Planteamiento del problema

2.1.1 Caso general

En el marco de la teoria desarrollada en el capitulo anterior, considerando
que la barra tiene longitud 1 en su estado de referencia, el problema es el
siguiente. El extremo de la barra determinado por s = 1 est4 unido al
interior del anillo de radio R de tal forma que la barra (a la que suponemos
naturalmente recta) se encuentra en un rayo de la parte interior del anillo
hacia su centro. Tomamos al anillo en €l plano < 1,j > v al extremo dado
por ¢ = ( libre.

Al considerar anicamente las deformaciones en el plano que gira con velo-
cidad angular constante y que es perpendicular al anillo, podemos usar una
descripcién bidimensional para la barra considerando el plano < k,e > con
e = cos(wt)i+sen(wt)j. Vimos en el capitulo anterior que las ecuaciones que
describen el comportamiento de una barra bidimensional son

n; -+ f= pArtt + prt,t_ (153)

m, +rexn+1= plbhxry + pJbxbye {1.5.4)

Estudiaremos soluciones estacionarias por lo que tomamos a los directores
a v b como a(s,t) = cosf(s)e(t) + senf(s)k v b(s,t) = —senf(s)e(t) +
cos B(s)k. Ademas, el eje de la barra estar4 descrito por r(s,t) = r(s)e(t) +
z(s)k v si consideramos que este eje es el de los centros de masa, entonces
pI = 0. En nuestro caso no hay fuerzas ni torcas externas, es decirf =1=10,
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(2)

Figura 2.1: Barra girando unida a un anillo y sus doblamientos.

v tomando en cuenta que ey{t) = —w’e(t), las ecuaciones toman la siguiente
forma:
n, = pA(s)r(s)eu(t) = ~w’pA(s)r(s)e(t)

m, + r,xn = pJ(s)[~senf(s)e(t) + cos 8{s)k]x|[—send(s)ex(t)]
= w?pJ(s) cos #{s)send(s)[kxe(t)]

Tenemos ademas que el extremo dado por s = 0 es libre v el corres-
pondiente a s = 1 estad unido al anillo de radio R, entonces n(0.{) = O,
m(0,t) = 0, r(1,t) = Re{t) v #(1) = 0. Con esto se determina el problema
completamente.

Para describir el sistema anterior por componentes, recordemos que n =
Na+ Hb, r,=va+nbym= M(exk). Asi, n, = (Ncosf - Hsenf)e +
(Nsen@ + H cos @)k y la primera ecuacién tiene 2 componentes

(N cos@ ~ Hsenf)' = —w?pA(s)r(s)
(Nsenf + Hcosf) =0

De la 1ltima de estas ecuaciones, tenemos que

N(s)senfl(s) + H(s) cos8(s) = N(0)senf(0) + H(0) cos#(0}
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peron(0,t) = 0 por lo que N(s)senf(s)+H (s) cosb(s) = 0. Asi, al considerar

que cos8(s) # 0, se cumple que Hsent = —%‘aﬁ. Por lo tanto,

Ly = —upa(o)r(s

Si también suponemos que senf # 0 entonces Moo= —;.%. Con esto, tene-

send
mos una segunda ecuacién

H

H)' = w?pA(s)r(s)

(
Por la forma de n v de r,, r,xn = (vH —nN)exk. Entonces, la ecuacion
para el momento angular {1.5.4) es, quitando un factor general exk,

M' = —(vH — nN) — w?pJ{(s) cos §(s)send(s)

Consideramos que nuestra barra es hipereléastica y nolineal, por lo que
existen funciones continuamente diferenciables

(0(N, H, M, s), (N, H, M, s), (N, H, M. 5)) = (v(s),n(s), u(s))
con p(s) = ¢ (s) tales que la matriz %\% es simétrica y positiva definida.

Ademas, r{s) esta dada también en términos de N.H,M y #. Esto se
sigue de la forma que tienen a y b. Considerando que rs es combinacion
de estos vectores, tenemos que I, = (v cosf — nsenflle + (vsend + ncos )k,
pero en nuestra configuracion, el eje esta determinado por r = r(s}e + z(s)k,
de donde r'(s) = i cos# — fisenf. Como r(l.t}) = Re, entonces r(1) = R
Usando esta condicion de frontera e integrando la derivada de r, obtenemos
que r como funcién de N, H, M y # es

r{s) = R~ fl[l?(N, H, M, &) cosB(E) — 7N, H, M, €)senb(£)]dE

Con r dada de esta forma, las ecuaciones que modelan nuestro problema son

AT

(=5)' = —uPpA(s)r(s)
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Y

(omg) = wpA(s)r(s) (1.1)
M' = ~(#H - iN) — w?pJ(s) cos 8(s)senb(s)
§'(s) = p

A estas ecuaciones debemos agregarles las condiciones de frontera que surgen
de considerar que el extremo dade por s = 0 es libre {por lo que no hay
esfuerzos en él) vy que el determinado por s = 1 est4 unido al anillo (por lo
que no hay desviacién angular en él). Con estas condiciones de frontera, la
forma integral de las ecuaciones anteriores es como sigue:

N(s) = o[ [ pA(E)r(€)de] cos?

H(s) = ([ pA@)r(€)delsent (1.2)
M(s) = - [[oH () - aN(€)) - w?pI(€) cosB(E)send(E)ldE

O(s) = [ AN (), H(E), M(©), E)de

Considerando por simplicidad que la barra es uniforme (pA4 = cte.), po-
demos definir un parametro A = w?pA del cual dependen las ecuaciones; si
la densidad no fuera constante, entonces este pardmetro seria una funcion lo
cual complicaria demasiado nuestro problema. En adelante tomaremos a la
barra uniforme.

2.1.2 Caso recto

El problema anterior es nuestro modelo para el caso general de una barra
elastica nolineal unida a un anillo rigido que gira con velocidad angular cons-
tante. Como es facil de observar, este problema es bastante complicado
considerando que las funciones constitutivas nos son desconocidas en princi-
pio. Tomando en cuenta que ademas, la ecuacién depende de un parametro,
la teoria que usaremos para abordar este problema sera la de bifurcaciones.
Parte fiindamental de esta teoria es la consideracién del problema como un
problema de punto fijo, es decir, buscamos parejas solucién para el problema
f{x,u)=nu.
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Considerando el sistema (1.2), podemos definir u = (N, H, M,8)" ¥ el
operador

=Alfg r(€)dE] cosb
Alfs r(€)dE]send
— BIPH(E) — aN(£)) + w’pJ (€) cos B(£)senb(§)]dE

Nuestro problema es entonces encontrar parejas solucién para el proble-
ma G(A\u)=u

G{)u) =

En el marco de la teoria de bifurcaciones, se supone que existe un conjun-
to de soluciones conocidas al problema de punto fijo. A estas soluciones se les
{lama triviales por constar usualmente de las parejas (A, 0). En nuestro caso,
la busqueda de esta familia trivial no ser4 tan sencilla por lo que comenza-
remos nuestro estudio (abarcando todo lo que resta de este capitulo) con ella.

Para el problema particular que consideramos, la familia trivial de so-
luciones queda determinada por aquellas configuraciones que preservan a la
barra recta. Los esiados que se desvian de esta configuracion son los estados
doblados, los que estudiaremos en el capitulo siguiente.

En el caso en que no hay deformaciones que desvien a la barra ni del plano
< i,j > ni del plano < e,k >, se tiene que § = 0. En este caso, las primeras
dos ecuaciones nos dan N(s) = —w?{J§ pA(E)r(€)dE} y H(s) = 0. A partir de
que H = 0 v como # es impar en H (Cf. capitulo 1 seccion 6), tenemos en
la tercera ecuacion que M(s) = f§ N()A(N(£),0, M(£).£)dE = 0. Asi, las
ecuaciones que describen el comportamiento de la barra en este caso son

N(s) =~ pa(e)r(€)ae]

rls) =R~ [ 2(N(E), )k (1.9

donde #(N{(£), &) = P{N(£).0,0,&).

Las ecuaciones (1.3) es posible obtenerlas si tomamos a la barra restrin-
gida al plano < i.j > ¥ considerando @nicamente los estados rectos y esta-
cionarios, es decir, tomando a los directores como a(t) = cos(wt)i + sen{wt)j
y b(t) = kxa y al eje dado por r(s,t} = r(s)a(t). Si quisieramos considerar
deformaciones en este plano, los directores serian iguales, pero el eje estaria



2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 51

A

Figura 2.2: Configuracién de referencia para barras planas unidas a anillos
grandes v pequenos (R > 1y R < 1 respectivamente).

dado por r{s,t) = u(s)a(t) + v(s)b(t).

Si existe una solucion para (1.3) con r' integrable, entonces r es continua
v de la ecuacién integral se tiene que r es C? y N seria 3 veces continuamente
diferenciable. Con esto, el sistema es equivalente a la siguiente ecuacién de
segundo orden

N"(s) + Ap(N(s),s) =0
N{O)=0 ; N'(1)=-MR (1.4)

Asi, podemos definir @t = {Ng, 0,0, 0)! con Ny solucién de (1.3) (o equiva-
lentemente de (1.4)) y tener que g(A, @) = . Esto dltimo, muestra que 0 es
la solucién trivial que buscamos para el sistema (1.2}. Una justificacién més
precisa de esto la encontraremos en el capitulo 3.
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2.2 Expectativas fisicas; comportamiento cua-
litativo

Antes de abordar mateméaticamente el problema al que llegamos en la
seccion anterior para el caso recto (es decir, la solucién trivial mencionada
anteriormente), trataremos de conocer de manera intuitiva el tipo de solu-
ciones que esperamos obtener.

Como en este caso, 7 = 0, entonces N es de hecho la tensién que sufre
la barra (Cf. Capitulo I seccién 6). Con esto. una solucién al problema serd
compresiva si N{s) < 0 para 0<s<1, extensiva si N(s) > O para s en el
mismo intervalo v de comportamiento mixto si para algin so€[0. 1] se tiene
que N(s)>0 para 0<s<sp ¥ N(s)<0 para sp<s<1. Veremos mas adelante
que estas son las inicas opciones posibles.

Consideremos primero que R>1 con lo que la barra queda por completo
entre la pared y el centro del anillo y supongamos ademas que aumentamos la
velocidad angular lentamente hasta un valor constante w. Una vez alcanzado
este valor, al estar la barra en reposo y Libre de fuerzas en un sistema de
referencia no inercial que gira con velocidad angular constante, ésta sufrira
una densidad de fuerza centrifuga que es esencialmente —Ara por lo que habra
una tendencia de toda la barra a sufrir compresién. Por lo tanto, en este caso
esperamos que exista una solucion compresiva 7(s; A) con r'(s; A} < 1 para
cada s v decreciente como funcién de A.

Ahora bien, si R < 1 —con lo que la barra tendré una parte entre la pared
del anillo v su centro v otra parte después del centro- v alcanzamos una
velocidad angular constante, la fuerza centrifuga producira compresiéon en la
parte de la barra que esta del lado del extremo fijo (al menos para velocidades
angulares que no sean demasiado grandes) y extension en la otra. Podria
suceder que el material en tensién sea incapaz de resistir la fuerza centrifuga
con lo que en este caso no tendriamos soluciones de equilibrio, esto dependera
de que tan grande es w. de las propiedades elasticas del material vy de que
tan pequeno es R.

Sin embargo, si R < 1 o incluso R < 1/2, es posible producir soluciones
compresivas de modo artificial. Comprimiendo la barra a la longitud deseada
v haciendo girar el anillo rapidamente de tal forma que la fuerza centrifuga
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mantenga a la barra comprimida. Por otro lado, si R > 1, es posible te-
ner configuraciones con longitud deformada mayor que 2R cuando la rapidez
de giro es grande v el material es suficientemente fuerte resistiendo tensiones.

Una vez estudiadas brevemente las expectativas fisicas de las soluciones,
consideremos las ecuaciones (1.3) en su forma diferencial, esto es

N'(s) = —A(s)r(s)

r'(s) = 5(N(s)) (1.3)
Multiplicando la segunda por N'(s), tenemos que r'N' = J(N)N'. De la
primera tenemos que N' = —Ar por lo que —Arr’ = &(N)N'. Integrando

esta ecuacion entre 0 v s y recordando que la funcién conjugada de energia
almacenada definida en 16 es W*(N) = [Mo(N)dN por lo que %&l =
o(N)N', tenemos lo siguiente:

220w (v - i) = 0

Vimos que N(0) = 0 v por defiricion W*{0) = 0, con lo que el sistema (1.3)
tiene la siguiente integral:

Ar? 4 2W(N(s)) = 2¢ (2.1)

Con Ar?(0) = 2¢>0.

Dada esta integral del sistema, para estudiar su comportamiento en el
plano de fases N —r necesitamos conocer previamente el comportamiento de
W*(N(s)). La funcién #(N) satisface (como consecuencia de las condiciones
dadas en (1.6) sobre las funciones de esfuerzos} que & > 0 para todo N,
p(0) = 1, —0% cuando N— — 00 y #—oc cuando N-+o0; ademis, ¥ es
continuamente diferenciable y x5 > 0 por lo que & es creciente. Asi, la forma
de ¥ es como la mostrada en la figura 2.3.

Como W*(N) = [¥#(N)dN, dada # del modo anterior, W~ serd como se
muestra en la misma figura. Una funcion simple que satisface las condiciones
sobre & es, por ejemplo, Z(N) = e" con lo que W*(N) =" — 1.

De este modo, la integral (2.1) tiene las trayectorias mostradas en la
figura (2.4), este es el retrato de fases del sistema (1.3}. Solamente aquellas
trayectorias que intersectan al eje N no negativo son consistentes con el
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WIS ¥ (Ns)

]

Figura 2.3: Graficas de W* y de i

requerimento de que c>0; ademas, cada trayectoria debe comenzar en N=20
(pues N(0) = 0) y terminar en r = R (pues r(1) = R) tomando exactamente
una unidad de variable independiente s en la transicién.

Asi vemos que sélo puede haber 3 tipos de soluciones como aseguramos
més arriba: aquellas con N<0 siempre, con N(s) > 0 para 0 < s < 5o ¥
N(s) < 0 para sp < s < 1 (8p€(0,1)) o bien, trayectorias con /N > ( siempre.
También podemos observar que N es simétrica respecto al centro del anillo
(para el cual 7 = 0) lo que muestra que la fuerza de deformacién depende de
la fuerza centrifuga que sufre el material.

Como 2¢ = AR? + 2W*(N(1)), los parametros importantes para la deter-
minacién de la solucién (incluso de su existencia) son la velocidad angular
constante a la cual gira la barra (w = p%), Ia longitud de la barra respecto al
radio del anillo (%) ¥ la fuerza de contacto entre el anillo y la barra {N(1)).
Esta ultima nos es desconocida en principio, pero tanto A como R son deter-
minadas inicialmente.

No es dificil ver que las travectorias cumplen ademas lo siguiente:
-La trayectoria correspondiente a ¢, esta dentro de la region delimitada
por la correspondiente a ¢; si ¢; < €.
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Figura 2.4: Retrato de fases para el sistema de ecuaciones (1.3).
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-En cualquier trayectoria r® es una funcién estrictamente decreciente de
N,

-Las travectorias son asintoticamente paralelas al eje N cuando N—co si
y solo si W* es finita cuando N— — o<

Con esta caracterizacion, podemos considerar que sabemos que tipo de
comportamiento esperamos. A partir de ahora, procederemos a probar diver-
sos teoremas en los que aseguramos la existencia de soluciones de diferentes
tipos y comprobaremos las propiedades mencionadas; esto serd una muestra
de la riqueza del problema “trivial”.

2.3 Existencia de soluciones I

Consideremos la ecuacion de esfuerzo-desplazamiento (1.3)
= o(N) r(1)=R

N' = -ar N{0) =0

Es posible asegurar la existencia y unicidad de soluciones a este problema
para algunos valores de A y de R, aplicando algunos resultados clasicos en
el estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos resultados se refieren
tanto a existencia v unicidad de soluciones como a la dependencia continua-
mente diferenciable de éstas respecto a parametros. La formulacién y prueba
del siguiente teorema puede encontrarse en muchos libros de Ecuaciones Di-
ferenciales Ordinarias, en particular se puede consultar [John] paginas 43-33.
para su demostracion:

Teorema 3.1 (Dependencia diferenciable respecto a parametros). Con-
sidere la ecuacion %l—’ = f(z,y,0); ¥(zo) = ¢(A). Sean ¢(}) definida en
R, = {A:|A—=)| < 1} y continua en X y consideremos ¢ f, f,.. f\, continuas
en S = {(z,y,A) : (z.y)€D un dominio con (2o, ¢(Ao)})€D Yy AeR"}. Su-
pongamos que eziste y = y(z, ho) solucion de la ecuacién con A = Xy en el
intervalo finito Tp<z<xo + b. Entonces, dada € > 0 eziste d > 0 tal que,
para |A — Ao| < &, eziste una tinica solucidn y(z. ) definida al menos en
zo<z<Tg + b — €. Mds atn, si ¢5,(A) es continue para AER, conT>p > 0,
entonces la solucion y(z, A) depende de manera continuamente diferenciable
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de AeR,

Con avuda de este resultado, abordaremos €l problema que nos ocupa,
la ecuacién (1.3). El primer teorema de existencia que consideraremos, lo
probaremos usando el llamado método de tiro de Poincaré, método bastante
comiin para la demostracion de resultados de existencia en el caso de ecua-
ciones con valores a la frontera.

Teorema 3.2. Sea R > 0 arbitraria. Entonces (1.3) tiene una tnica
solucion con N'(0) pegquenia, si A es suficientemente pequeria.

Demostracion. Consideremos el problema adicional de valores iniciales

r=5(N) r(0)=R-1+a
N'=-> N(@0)=0 (3.1)

Para Ay = oy = 0, el problema tiene una solucioén (inica) dada como sigue.
N' = 0 por lo que N es constante, pero como N(0) = 0, concluimos que
N=0. Con esto, 5(N) = &(0} = 1 por lo que r(s) = s + R — 1. Esta solucién
esta definida en todo el intervalo [0,1].

Como #(N) es continuamente diferenciable, tenemos que

f(r,N,s, ), @) = ( a_(];rr((ss))) )

es tal que fy, f;, fi v f, son continuas. Ademas, para ¢(), a) = (R B é + Q)
también ¢, v ¢, son continuas. Asi, por la primera parte del teorema (3.1),
se tiene que para A v |a| pequeias existe una unica solucién al problema
adicional de valores iniciales.

Sea esta solucién (r{-;a. X R),N(;a, A, R)} y definamos F(a. )\ R) =
7(1; ¢, A, R} — R. Si existe a tal que F(a, A, R) = 0, entonces la pareja (r, N)
correspondiente a esta « es solucién de nuestro problema original. Por lo que
vimos anteriormente, F(0,0, R) = 0 y de la segunda parte del teorema (3.1),
como f(r, N) es C', se tiene que F' es diferenciable. Si A no es muy grande y
F,(0,0, R)£0, del teorema de la funcién implicita sabemos que existe o tal
que F(a, A, R) = 0. Veamos que Fy (0,0, R)#0.

Claramente F,(a, A, R) = ro(1; @, A, R) por 1o que F,(0,0, R) est4 deter-
minado por los valores de 7, en & = A = 0. De la ecuacion (3.1) (N’ = —Ar)

se tiene que
Aﬂﬂ (S! o, Ar R) = _)\Ta(s; o, Aa R)
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por lo que N'4(s;0,0, R) = 0 y entonces Na(s: 0,0, R) = N,(0;0,0, R). Pero
tenemos que N{0;a, A, R) = 0 de donde No(0; 2, A, R) = 0 = N,(0;0,0, R}
También de la ecuacion (3.1) (r' = &(N)) tenemos que

r'a(s 0, M, R) = n(N(s; @, A R))Na(s; @, A, R)

Como N,{s;0,0, R) = 0 entonces 7'0(5;0,0, R) = 0. Integrando esta Gltima
expresion respecto de s, ro(s;0,0, R) es constante y como r4(0;0,0,R) = 1
(pues r(0) = R — 1+ a), llegamos a que F,(0,0,R) = 10 con lo que
concluimos.

Sea entonces (A, R) la solucién pequeiia de F(a, A, R) = 0 para A no
demasiado grande. En este caso, la solucion a (1.3) es

(r{;a*(X\ R), A, R}, N(:;a" (A, R), A, R))

Considerando esta N v la derivada respecto de A de la ecuacion (1.4)
tenemos lo siguiente:

N 4 B(N) + An(N)N, = 0, Na(0)=0 A'5(1)=-R

En A =0, como N = 0 en este caso y #{0)} = 1, la ecuacién toma la forma
-N"A +1=0 .N,\(O) =0 N’A(l) =-~R

Por lo tanto, en X = 0, Ny(s;0,0, R} = —% +(1— R)s.
Con esto wltimo tenemos lo siguiente: si M = £ entonces

M +5(AM)=0 M(@©)=0 MQ)=-R

v para A cercana a cero, al ser »(0) = 1 tenemos que M es cercana a
N3(5:0,0,R) con lo que N es entonces cercana a AN, (s:0,0, R) y tiene la
forma mostrada a continuacion.

Estos resuitados confirman la argumentacion intuitiva dada en la seccion
anterior.

Dada esta solucién, podemos encontrar ciertas cotas dentro de las cuales
se encuentra. Estas cotas ademas de indicarnos el tamafo aproximado que
tiene N, seran de mucha utilidad mas adelante.
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R>1 1/2<R<l R<1/2

Figura 2.5: Distintas formas que adopta N(s) para varios radios del anillo
cuando A es pequefo.

Como N’ es decreciente, N' > —AR = N'(1), con lo que al integrar
tenemos que N > —ARs, pues N(0) = 0. Esto es vélido independientemente
del signo de N’

Si tomamos que N’ < 0 entonces N
N" = —Ap(N) respecto de s, tenemos que

" > 0, pues al derivar la ecuacién

N" = —ApgN'

Podemos afirmar en este caso que N’ es convexa. Con esto, N'(s) < —ARs
i . 2
e integrando esta expresion, llegamos a que N(s) < —AR%. En el caso en
que N’ < 0, las 2 desigualdades obtenidas podemos resumirlas como :

2

~ARs < N(s) € ——AR% (3.2)

El segundo resultado de esta seccidn es un poco mas particular, muestra
que bajo condiciones sobre R podemos asegurar la existencia de configuracio-
nes completamente compresivas. Ademads de eso, un aspecto muy importante
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de este resultado es que asegura la existencia de estas soluciones para cual-
quier A. En este caso volveremos a aplicar el método de tiro de Poincaré,
pero de manera global.

Teorema 3.3. Si R>1, entonces para cada A>0, el problema (1.3} tiene
una solucion N tal que —ARs < N(s;a*(A\ R), A R) < AM~—Rs+ s~ 5.2—) y
N'(s;a"(\, R), A, R) < 0 para cierto a* (A, R).

Demostracion. Consideremos el problema de valores iniciales (3.1), este
sistemna es equivalente a las ecuaciones integrales

N(s) = =2 [ r(e)de (a)
rs)=R-1+a+ [o (N (€))de ()

La integral de este sistema encontrada en la seccién 2 nos asegura que la
solucién esta definida en todo el intervalo [0, 1] para cualquier eleccion de los
parametros. Buscamos a tal que la condicién de frontera restante r(1) = K
se satisfaga, es decir que a + I #(N(s;e, A R))ds =1

De (b), como & > 0, para s>0 se tiene que

1
R-1+a<r(s;e,\,R)J€<R-1+o+ [ (N (s))ds
0

Con esto, integrando de 0 a s, considerando que X > 0y la ecuacion (a)
llegamos a lo siguiente:

1
_MR-1+a+ [D B(N(€))dE)s<N(s; o, A, R)S — A[R— 1 +als
Como 1>52>0, entonces

1 1
_MR-1+a+ /0 HN(E)dE)S — AR—1+a+ fo H(N(€))dE]s
Al ser ¥ monotona se tiene entonces que

aga+t [ Ci(-MR-1+a+ | LN (@)deds<ot [ ' S(N(s: 0\ R))ds=V

v ademas V<a + f, #H{—AMR~1+ a)s)ds.

Ahora bien, si R > 1y a = 0Oentonces V' < Jd p(=A[R-1)s)ds y R—1 >0
por lo que —A(R — 1)s < 0 (s > 0). Tenemos también que 0 < (N) <1
para N < 0 de donde [y #(—A[R —1]s)ds< fids=1.
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Por otro lado, si a—oc se tiene que VV—soc. Entonces; por el teorema del
valor intermedio, al ser V' una funcién continua de o (recordemos que N es
diferenciable en a y # es continuamente diferenciable), debe existir a*(A, R}
tal que V = 1, que es la condicién de frontera faltante.

Asi, como o” + J; 0(N(s;a*, A, R))ds = 1 y vimos que

1 1
0< f 5(N(s;a", A, R))ds< [ H{~AR - 1 + a*]s)ds<1
0 0
se tiene que a*>0. Con esto, tomando en cuenta que

SAR=1+0" + [ o(N(E 0", A R)dels = ~ARs

y usando la iltima desigualdad para N, se tiene la desigualdad que se en-
contrd anteriormente —ARs<N(s;a", A, R).

Sabemos también que N(s;a*, A, R)<~A(R~1+a")s con lo que se puede
asegurar que N{s; 0" A R)<0 (pues s > 0, R>1 y tanto a” como A 50n no
negativos). De esto Gltimo, podemos afirmar que #{N(s;a*, A, R))<1 y asi,
JFo(N(€)dE< f1de = 1 — 5. Al tener que o* + [; D(N(s;a". A, R))ds = 1,
llegamos a la conclusién de que

R—14s<R-1+a" +[0’:>(N(g))dg = r(s)
De la ecuacion integral (a), N(s) = —A [y r(£)dE, por lo tanto, aplicando

la desigualdad anterior para r e integrando, tenemos que N{s)<A[-Rs+s—
-352~] De las dos desigualdades para N obtenemos que

2
—ARs<N(s;a", A, R)SA[-Rs+ s — s?] (3.3)

Como R—1+0"<r(s;a™, A, R)y a* >0, R~1 > 0, entonces r(s; a*, A, R} >
0. Por lo tanto, N' = —Ar < () para a = a", con lo que terminamos la prue-
ba. ¢
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2.4 Caso recto como problema variacional

En la seccién anterior vimos que existen soluciones en €l caso recto para
valores pequeios de A (esencialmente, valores peguenos de la velocidad an-
gular) v para valores de R cercanos a 1 (i.e. con el extremo libre de la barra
cercano al centro del anillo). También encontramos soluciones para valores de
R>1 (longitud de la barra menor que el radio del anillo) con A > 0 arbitraria.
En esta seccion abordaremos el problema desde un punto de vista variacional
y usando esta formulacién veremos en la siguiente seccién mayores resultados
referentes a nuestro problema.

En primer lugar, recordemos que los problemas mecanicos se pueden plan-
tear de manera variacional a traves del principio de Hamilton (de minima
accién), el cual es equivalente al planteamiento de Newton. El funcional de
accion (o funcional lagrangiano) se define como la integral del lagrangiano
del sistema entre los tiempos inicial v final del movimiento, § = ffg Ldt. A
su vez, en el caso de fuerzas conservativas, el lagrangiano se define como la
diferencia entre la energia cinética del sistema y su energia potencial. El
principio de Hamilton dice que el movimiento del sistema sera tal que S se
encontrars en un punto critico! (para sistemas simples, este punto critico es
un minimo).

Suponiendo que nuestra barra es hiperelastica, sabemos que existe una
funcion de energia almacenada que proporciona la parte potencial relativa a
las fuerzas de contacto. Ademas, al estar en el caso estacionario, podemos
considerar que f; = T fija y arbitraria y to = 0.

En el capitulo 1 (seccién 6) vimos que la energia potencial de una barra
hiperelastica libre de fuerzas externas estaba dada por

b
dlab®) = [ Wv.n,p,5)ds

1Dado un funcional J[N], la derivada de Gateaux de J en la direccion h se define como
%J[N + th]|i=0. La derivada de Frechet de J es el funcional linea! y acotado L tal que
JIN] = L{N) + o(N?); no es dificil ver que si existe L entonces L[Ntk = £ J[N + th]=o-
Decimos que J tiene un punto critico en N si sus derivadas de Gateaux se anulan en
todas las direcciones admisibles; en particular, si J tiene derivada de Frechet, en el punto
erftico N se tiene que L[N}=0. Casos particulares de puntos criticos son puntos maximos
y minimos del funcional.
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con W la funcion de energia almacenada v s, € ¢ < b € 3;. En el mismo
capitulo (seccion 4), encontramos que la energia cinética de una barra es

K(la,b,2) = % / (o A()re(s, £)-rels, £) + 201, ()3, (5, £) e (5. 1)

Fequtsnpdum(5)0d, (s, t)-8eds (s, t))ds

En el caso plano, pI = ply, pIy =0, pJ = pJos, pJ11 = pli2 = pJn =0y
d; = b, da = e; xe;. de donde la energia cinética es

. 1t
K ([a, b], t) = §L [p.Art'rt + prbt'rt -+ prt'bg]ds

Para la barra girando, en estado estacionario, r(s,t) = r(s)e(t)+z(s)k con
e(t) = cos(wt)i + sen(wt)j ¥y como consideramos que esto determina el eje de
centros de masa de la barra, pf = 0. Ademads, b = —sen(f(s))e(t)+cosf(s)k
v en el caso recto #=0 por lo que b =k v b, = 0. Asi. la energia cinética
para nuestro problema es

Ka,b)(t) = [u pA(s)rds

Con esto, el funcional de accién del sistema que consideramos es:

S= / {[2[ w?pA(s)r?(s)ds] — [/ W (v, n, u, s)ds}dt

Recordemos que tomamos a la barra homogenea por io que pA4 es cons-
tante vy A = w?pA. Ademss, al estar en el caso recto, W solo depende de v (v
probablemente de s) v tenemos también independencia temporal. Por todo
esto, S toma la siguiente forma:

S=T ] [—r - W (v, 8))ds (4.1)

Por las ecuaciones equivalentes (dada la formulacién newtoniana). sabemos
que T = —j—;:—l v v = p(N) = —%N” e introduciendo la transformada de
Legendre de W (la funcién conjugada de energia almacenada W* que satisface
que W = Njp — W) v usando que {(N'NY = NN + (N')? llegamos a lo
siguiente:

—i 1}_7" 2_ 7 _ arraril
S=- {fo [5N'(s)" = AW*(N, 5)]ds — N'N g}



64 CAPITULO 2. ESTADOS RECTOS DE BARRAS GIRANDO

Recordemos que N'(1) = —ARy que N(0) =0 porloque Ses S = =L8,[N]
con ®,[N] definida como sigue:

&[N = [ 1[%1\"(3)2 AW (N(s), s)lds + ARN(1) (4.2)

A partir de este momento estudiaremos el comportamiento del funcional
@[N] pues es independiente de T, depende sélo de N y al ser un multiplo
constante de S, alcanza sus puntos criticos en los mismos puntos (de hecho,
las ecuaciones que determinan estos puntos criticos, las ecuaciones de Euler-
Lagrange del problema, son exactamente las mismas para ambos funcionales).

2.5 Existencia de soluciones 11

Dada la formulacion variacional, podemos usar algunos resultados tedricos
para conocer la existencia de soluciones de nuestro problema. Los métodos
directos del calculo de variaciones dan condiciones suficientes para asegurar
la existencia de soluciones para problemas en los que se minimizan (o maxi-
mizan) funcionales, como en nuestro caso. El principal teorema de existencia
que se tiene es una generalizacion del teorema de Weierstrass del analisis real,
el cual dice que toda funcion continua de valores reales sobre un conjunto
compacto alcanza su méximo y su minimo en él. Haremos un breve parén-
tesis para ver estos resuitados.

Del mismo modo que en el teorema de Weierstrass un concepto funda-
mental es el de continuidad, para su generalizacién consideraremos la idea
de semicontinuidad.

Definicién. Sea B un espacio lineal normado y completo respecto a esa
norma (i.e. un espacio de Banach). Un funcional J : B—R es semicontinuo
inferiormente en yg si dado ¢ > 0 existe é > 0 tal que J{y)—J (yo) > —¢ para
lly — woll<é. J serd semicontinuo superiormente en yo Si para € > 0 existe
& > 0 tal que J(y) — J(yo) < € para ||y — yol[<6.

Claramente, un funcional semicontinuo tanto superior como inferiormente
es simplemente continuo. Dada esta definicion, podemos probar entonces la
gereralizacion del teorema de Weierstrass.
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Teorema 5.1. Si el funcional J : B—R es semicontinuo inferiormente (o
superiormente) sobre un conjunto compacto, entonces su minimo {0 mdzimo)
estdn sobre el compacto.

Demostraciéon. Sean J(f) el funcional, K el compacto y ¢ > 0. Para
cada fy € K, por la semicontinuidad inferior de J, existe una vecindad U tal
que para f € U, J(f}1>J(fo) —e. Como K es compacto se tiene que J es
acotado inferiormente sobre K, sea entonces {f,} una sucesion minimizante
(es decir que J( fn)—)iﬁf‘] cuando n—o0). Como K es compacto, existe

una subsucesién convergente { fnj}, sea f € K su limite. Entonces, por
ser {fn;} convergente y J semicontinua en f, si n; es grande, se tiene que

()~ e<Ifu)<inET + e

Asi, iEfJ <J(fi < iEfJ + 2¢ v como € es arbitaria podemos concluir que

J(f) = i}:(fJ . En el caso de semicontinuidad superior basta con tomar —J.$

Este resultado puede modificarse para hacer menos restrictivas las hipo-
tesis, principalmente la referente a la compacidad de K pues en espacios de
Banach arbitarios los conjuntos compactos no son tan faciles de caracterizar
como en R®. La compacidad se usd en dos puntos: para probar que J es
acotado por abajo y para asegurar que la sucesién minimizante tiene una sub-
sucesion convergente. El primer punto puede ser satisfecho si consideramos
que J manda conjuntos acotados en acotados y que J—oo cuando || f|j—o0,
esta es la llamada hipétesis de coercividad que serd de mucha importancia
a lo largo de este trabajo. Para el segundo punto podemos pedir que J sea
semicontinuo en una topologia més débil donde esto se cumpla de manera
automatica o casi automatica. Veamos esta idea mas a fondo.

Si la norma de nuestro espacio de Banach proviene de un producto in-
terior (-,-), entonces hablamos de un espacio de Hilbert. En estos espacios,
digamos H, toda sucesion acotada { f,} tiene la propiedad de que existe una
subsucesién {f, } v una f € H tales que (fs,,9) = (f,9) para toda g € H.
A este tipo de convergencia se le llama débil (v la topologia asociada es la
topologia débil buscada). El requerimiento de que J sea semicontinuo en la
topologia débil seria que para esta subsucesion, J(fy;) > J{ f) — ¢ para n;
grande {0 equivalentemente, que J{f) < liminf J(f,) cuando n—oo}.

En el caso de espacios de Banach sin producto interior, debemos consi-
derar el dual de este espacio. Si B es nuestro espacio, su dual es B* = {v" :
B—R|v" es lineal y acotado}, un espacio de Banach es reflexivo si (B*)" es
isométricamente isomorfo a B. Para un espacic de Banach reflexivo, la con-
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vergencia débil se define a traves de la generalizacién del producto interior,
< -,- >: BxB*—R definido como < u,v* >= v*[u] y decimos entonces que
u, converge débilmente si existe @ € B tal que < w,v” > = < 4, 0" >
cuando k—oc para todo v* € B*

Con estos elementos, la modificacién al teorema (5.1) es entonces como
enunciamos a continuacién. Para su prueba se puede ver [Struwe] pagina 4.

Teorema 5.2. Sea B un espacio de Banach reflexivo. Un funcional débil
e inferiormente semicontinuo J : AR {00} con A un subconjunto débil-
mente cerrado y no vacio de B estd acotado inferiormente y tiene su minimo
en A si:

(i) A es acotado ¢

(i) J{u)~—co cuando ||uj]—o0 conu € A

Aplicando este resultado, se puede probar un teorema para el caso con-
creto de funcionales como aquellos que aparecen en nuestro trabajo. Con-
sideremos que z = ({3, (2. .., (») €s una coleccién de funciones con valores
reales, fo es una funcién en {(z,2’,s) : z € R™z' € V(s}),s € [a,b]} con
V(s) un subconjunto abierto y conexo de R™. %) es una funcién dada y
b: R®*xR™—R™.

El problema de minimizacién que consideramos es respecto al funcional

Jla) = v(a(a). 2(8)) + [ Foa(s). 2(s), 5)ds

sobre la clase de funciones A para las cuales b(z(a),z(b)) = 0. Suponemos
que existe un espacio de Banach reflexivo W tal que A € W.

Claramente este problema tendra un minimo como consecuencia del teo-
rema anterior si el funcional J es débilmente semicontinuo inferiormente o
débilmente continuo y el conjunto A es débilmente cerrado. La propiedad
sobre A es facil de ver pues supusimos que b era continuo. De esta con-
tinuidad, para zo = limz; con z; € A, se tiene que b{(zo(a)2o(b})) =
lim b{(z;(a), z;(b)) = lim 0 = 0. Esto se debe a que cualquier sucesion débil-
mente convergente es uniformemente convergente.

El teorema siguiente prueba que J es débilmente semicontinuo inferior-
mente con lo que podemos aplicar completamente el teorema 5.2. Si A no es
acotado, entonces Se tendra que probar ademés que J—oo cuando ||z|| o0
para z € A.

Teorema 5.3. Sea J un funcional como el de arribe tal que v y fo son
continuas, fo es conveza en V (s) y 4o es acotada inferiormente. Supongamos
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ademds que F : W—=CPa,b] dado por F(z')(s) = [z'(€)dE con c € [a,}] es
compacto®. Si eziste una funcidn integrable v tal que fo(z(s),2'(s),s) = ¥(s),
entonces J es débil e inferiormente continua en W y por lo tanto en A

La demostracién de este teorema {de una manera un poco mas general)
se puede encontrar en |Ant] pagina 240. Nosotros la omitiremos pues el tipo
de demostracion no aporta demasiado para el caso particular que estudiamos.

Volviendo a nuestro problema, consideremos el funcional ®,[N) definido
mas arriba con N € H = {N € H![0,1] : N(0) = 0} donde H[0,1} =
{N € L£5]0,1] : Jy(N')*(s)ds < oo} (con la derivada tomada en el sentido
débil®). H'[0,1] es un espacio de Hilbert con el producto interior (N, M)z =
I[NM + N'M’|ds. Probaremos a continuacién un lema que nos sera de
utilidad en uno de los teoremas de existencia del caso recto.

Lema 5.4. Sea N € H. Entonces se cumple que ||N||Z, < 4||N'||Z,.

Demostracién. Como N(0) = 0, entonces N%(s) = 2[5 N(t)N'(t)dt.
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz al lado derecho
de esta expresion tenemos N?(s) < 2 (fy N2(0)dt) " (JE(ND2()dt)? v cla-
ramente [ N3(t)dt < Ji N*(t)dt pues 0 < s < 1y del mismo modo para N'".
Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

12

0< [0 ' N2(s)ds < /0 " ( fo lNz(t)dt)m ( fo !(N’)?(t)dt) ds

—9 ( [0 1 Nz(t)dt) v ( [0 1(]\”)2(t)dt) v

Elevando al cuadrado ambos lados, dividiendo entre ful N?(5)ds y usando
la definicién de norma en £, llegamos a que ||N|[%, < 4|IN]|,. ©

Una vez visto este resultado, consideremos que el material es suficiente-
mente fuerte resistiendo extension v probemos el primer teorema de existencia
para nuestro problema en esta seccidn.

Teorema 5.5. Sean A y R fijas y arbitrarias. Supongemos que eristen
nimeros a € (0,1) y K > 0 tales que \W* < aN*+ K (esta es la condicidn

?Decimos que una funcidn es compacta cuando manda conjuntos acotados en conjuntos
compactos.

3Para N € £2[0,1), se tiene que N es débilmente diferenciable si (N, M'} < co para
todo M € C'[0,1] y 1a derivada débil de N se define de tal modo gue (N', M) = —(N, M’).
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de que el material ses fuerte resistiendo eztension). Entonces, el problema
(1.8) tiene una solucidn (débil) que minimiza ®, en H.

Demostracion. Del lema anterior y de la hip6tesis referente a la fuerza
del material, se tiene que '

2,[N] - ARN(1) = [ 1[-;—]\”(5)2 — AW (N(s), $)lds

1] )
> [ =N'{s)ds— A W*(N
_/(; 2 (s)ds ./;se[o.u:N(spn} (V(s), s)ds

> [ 1[%:’\"'(3)2 — aN(s) - Kds

> ~K + (~do + %) fu 1[—;—!\"(5)2]0!5

Por lo tanto, ®,[N] = oc cuando [|N]|g — oo De esto y del teorema (5.3).
podemos asegurar que existe N € H tal que ®1|N] es minimo. Por Jo tanto,
en este caso, el problema (1.3) tiene una solucién débil.&

Es posible probar también que de hecho la solucion es fuerte, es decir que
se puede derivar de la manera usual v sustituir en la ecuacion diferencial.
Sin embargo, probar esto necesita de mayores herramientas del calculo de
variaciones que no abordaremos (en particular el método de la “agujeta”).

Dada la formulaci6n variacional, es posible probar otros resultados, como
la existencia de soluciones particulares (soluciones completamente compri-
midas, completamente extendidas, independientes de la fuerza del material,
etc.). Los siguientes teoremas dan muestra de la variedad de resultados que
podemos obtener con estas herramientas, ademas de evidenciar que el pro-
blema “trivial” planteado no es simple. Probaremos que para ciertos valores
de ) existen mas de una solucién a nuestro problema original ¥ que inclusive
estas soluciones tienen un caracter completamente distinto, una es compre-
siva y la otra es tensa.

Dado H como lo definimos anteriormente, podemos hacerlo un espa-
cio de Hilbert si comsideramos el producto interior equivalente (N.M)g =
J3 N'M'ds. Por otro lado, sabemos que el funcional @, tiene un punto critico
en N cuando sus derivadas de Gateaux se anulan en todas direcciones, esto es
£ &,[N + th}js=0 = 0 con h & H. Abusando de la notacién, podemas escribir
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entonces 25N + thllico = (®4[N], h)x con ®)[N] un operador de H en
H, pues de este modo ®, tendré un punto critico en N cuando ®4[N] =0
(débilmente). Por la definicién de derivada débil y la del producto interior
en H, se tiene que

(®IN), by = = [ SN (s)ds
Ademas,

d 1
Z @3N + thjumo = fo (N'H' — AD(N)h + ARR)ds

=-/ N -2 / ’ / ' 5(N(r))drdo + ARs)h"ds

para h adecuadas. No es dificil ver que el conjunto de las k que satisface esta
ultima igualdad es denso en H'[0, 1] por lo que podemos considerar entonces
que

HINI(s) = N = /0 . / ' S(N(r))drdo + ARs = N = K[N]

v ®\[N] estd en H como dijimos anteriormente. Una vez discutido esto,
estamos listos para probar el siguiente resultado.

Teorema 5.6. Sea R dado, entonces ezisten @ < 0 y Ay > 0 tales que
pare fodo A > Ay eziste un minimizedor local de &, relativo al conjunto
Qe ={N € H:N(s) £ das para 0 < s < 1}. Mds aun, cuando R > 1,
basta tomar a = Ay = 0.

Demostracién. Para todo ¢ < 0 v todo A > 0, 9, tiene un infimo re-
lativo a @,. Esto sucede pues W*(N) < 0 y es convexo por definicién, de
donde @, es coercivo en (J; y como este conjunto es cerrado y convexo, es
débilmente cerrado. Anteriormente vimos que $, es débilmente semiconti-
nuo inferiormente por lo que usando el teorema (5.2) podemos afirmar que
existe un minimizador local respecto a @, por lo que esta solucion (débil) es
compresiva.

Escojamos ahora a < 0y A > 0 tales que K)[Aas] < Aas para A 2 Ao
Para esto consideremos dos casos:

(i) Si R > 1, entonces K[0)(s) = A(s - ’2—2 ~ Rs) < 0 para s € [0, 1] por
lo que podemos tomar a = (0 y Ag = 0 en este caso.

(ii) En el caso restante, 0 < R < 1, sea a cualquier nimero tal que ~R <
a < 0. Como (N} — 0 cuando N — ~o0, podemos encontrar un Ag > 0
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tal que Ji #(Aas)ds < R+apara A 2 Ap. Como [} o(dar)dr < [y p(dar)dr,
podemos afirmar que, K)[Aas] < A JE(R+a)do — Rs = Aas, de donde, tanto
a como g, tienen las propiedades requeridas.

Para esos valores de a v de ), se tiene que K,[Qa) C Q. para A 2 Ag-
Probemos ahora que el minimizador encontrado es de hecho un punto cri-
tico de &), para esto, sea V| este minimizador. Por convexidad de @, si
0 <t <1 se tiene que Ny — t®,[Vy] = (1 - )Ny + tK,[Ny] € Qq. Si Ny no
fuera un punto critico, entonces ®4[N;] # 0 con lo cual, para ¢ pequeiia se
tiene que @, (N, — t®,[N1]) < ®A(Ny) lo cual es imposible pues /V; es mini-
mizador en Q.. Por lo tanto, podemos concluir que N, es un punto critico

de q),\. O

Este teorema prueba le existencia de una solucién al problema (1.3) que es
un minimizador local {pues es relativo a @,) de $, ¥ que es compresiva. Con
este resultado como base, probaremos el siguiente teorema que nos garantiza
la existencia de un minimizador global para materiales fuertes con lo que
tendremos 2 soluciones que son minimos del funcional en este caso.

Teorema 5.7. Sea R dada y supongamos que W *(N)N-2 — 0 cuando
N 5 o0 (es decir, que la barra es fuerte resistiendo extension). Enionces,
eriste A, > 0 tal que para A > A, ezisten 2 soluciones de (1.3) Ny y Ny tales
gque Ny es compresiva, N, es tensa y ©, [Na] < 5[N]

Demostracion. Si N € Qg entonces W*{N(s)) <O para 0 < s <1y por
lo tanto

B5(N) > % / [V (e))ds + ARN() = 5 / '[N+ AR)? — X2R?)ds

Como Jo (N" + AR)*ds>0, entonces igf ®, > —522—33.
Sea M; € H dada por M,(s) = ARs para 0 < s £ 1, asi,

3

1
Br(My) = S AR = fo W* (ARs)ds

Sabemos que #(N) — oo cuando N — o0 y como W*(N) = N o(N)aN

.\ s f T PR
entonces se tiene que y—]f—hl — oo cuando N — oo. De esto tltimo, podemos

afirmar entonces que f,

que 0<a<bhb< 14

‘—"—'—{;\’f’—’ds — oo cuando A — oo para todo a, b tales

4Esto es consecuencia del Lema de Fatou
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De este modo, escojamos A* suficientemente grande para asegurar que
A W—(;\’-‘—Eﬂds > 2R%si A > A*. Con esto se tiene entonces lo siguiente:

)\2 2
i}}f@; < &My} < -~ i

<j <1 = NV,
_léqu’,\_lgf@)‘ ‘I’,\(J 1)

para a < 0 pues en este caso, . C Qq-

Ahora bien, como supusimos que #(N) — 0 cuando N = —o0 ¥ por
hipotesis tenemos que W*(N) = o(N?} cuando N — oo, entonces &, es
coercivo pues la parte negativa que podria evitar que tendiera a infinito
cuando N lo hace, decrece a un ritmo menor que la parte positiva que tiende
a infinito. Al ser débilmente semicontinuo inferiormente, por el teorema
(5.2) tiene ur minimizador global (es decir, relativo a todo H). Sea N, este
minimizador global.

N, debe tener algunos valores positivos pues si no perteneceria a (o, lo
que vimos mas arriba es imposible. Al ser minimizador global, es solucién
de (1.3) y se puede probar {usando de nuevo el método de la “agujeta”™ que
es solucién fuerte. Por esto se cumple que Nj = —A5(Np)con A> 0y &> 0
por lo que A’ es decreciente. Como Ny(1) = — AR, entonces existe ¢ € (0,1)
tal que Ny(s) >0para0<s<oy Ny(s)<Oparac<s<1.

Deseamos probar que N, es extensiva, es decir N, > 0 si A es grande.
Como N, es creciente en [0, 0) v decreciente en (o, 1} nos basta con probar
que Np(1) > 0 pues Np(0) = 0. Supongamos lo contrario para llegar a una
contradiccién, sea Np(1) < 0.

Sea primero A > A* y consideremos la siguiente funcién
(s) = { MAs 0<s< %

AR(1-5) 3$<s<1

Para ¢ < s < 20 definamos g(s) = N,(20 — s), entonces se tiene que
g"(s) + Ab(g(s)) = 0, g(o) = Na(o) ¥ ¢'(0) = 0 = —N,(o). Por la unicidad
del problema con valores iniciales, en ese intervalo g(s) = Nz(s) por lo que la
parte positiva de N, es simétrica respecto de 0. Usando esto y el hecho de gue
0 > Ni{s) > —AR para 0 < s < 1, podemos concluir que 0 < Nj(s) € AR
para 0 < s < 0. Ademas no es dificil ver por la simetria que 0 < ¢ £ %
Por lo tanto, integrando las desigualdades para la derivada de N, entre 0 ¥
1, tenemos que No{s}) < My(s) para0<s< 1.,

Considerando que W* es creciente por lo que W*(N,) < W*(A) ¥ to-
mando en cuenta que Np(1) > AR, —;-ful (N)?*ds >0y

O\ (M) = Ba(Ny) =

M,
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,\2 R2
| 2
podemos concluir que

- /0 1 W‘(ARs)ds+,\2R2]—-[% fo L(ND)2ds—A /; LW (Ny)ds+ ARNa(1))

3 1 1
By (My) — Ba(Ny) < %A?Rﬂ )\ /U W*(\Rs)ds + A [o W (M,)ds

De la definicion de M, se tiene que

1 i 1
[ W (Mg)ds = / ? e (ARs)ds + / W (AR(1 — 5))ds
0 0 %

- % 7= , .12- e -9 % 7
fo W*(ARs)ds + j; W*(ARt)dt = 2 [o W*(ARs)ds

Como W*{0) = 0y W* es convexa,
1 1 1
[ W*(AR)dt = 2 [ ' W (2ARs)ds > 4 f ® W (ARs)ds
L] ] 0
por lo tanto
5 H
Ba(My) — Br(Ny) < SXR? - 2) f W (ARs)ds
0

Tomando A~ suficientemente grande para asegurar que

li -1 *
;V
fo,\ W*(ARs)ds > =

para todo A > X*, entonces & A(My) < ®5(N,) lo cual es imposible pues N ¢s
minimizador global del funcional. Por lo tanto, podemos concluir que para
) > A* cualquier minimizador global de @, debera ser tenso.

Si A; = max{A, A"} con Ag el valor determinado en el teorema (5.6),
entonces podemos afirmar la existencia de las dos soluciones. ¢

El ultimo resultado que probaremos en esta seccidén y que completara
el estudio de la existencia de soluciones para el caso recto se refiere a la
existencia de una segunda solucién al problema siempre ¥ cuando éste no sea
lineal y el parametro ) sea suficientemente grande (es decir, que la velocidad
angular sea grande). El primer lema que necesitamos para completar el
resultado buscado es €] siguiente:
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Lema 5.8 (Paso de Montafa}. Sea C un subconjunto cerrado y convezo
de un espacio de Hilbert real H y sea ® un funcional real con derivada de
Frechet continua y acoteda. Suponga que el funcional asociado ¢’ se puede
escribir ®'(u) = v — K(u) con K(C) C C. Sean ep y e; dos puntos en C y
sea U un subconjunto abierto de H tal que eg € CNU ye, € C\U y suponga
ademds que

inf @(C{)8U) > max{®(ep), ®(e1)}

Suponga también que O satisface la siguiente variante de le condicidn de
Palais-Smale:

51 {u,} es cualquier sucesion en C tal que {®(u,)} es acotada y P'(u,) =
0 cuando n — 00, entonces {u,} tiene una subsucesidn convergente.

Entonces C contiene un punto critico u de @ tal que para C = {h €
C([0.1].C) : h(0) = ep. h(1) = €1},

9(u) = jnf sup #((0, 1)

La prueba de este lema es esencialmente la misma que la prueba original
de Ambrosetti y Rabinowitz que se puede encontrar en {Amb)] considerando
las deformaciones hechas por Hofer en |Hof]®.

La idea del lema del paso de montana es simple a pesar de que puede
parecer un poco obscuro. Si tenemos dos minimos diferentes de un funcional
(sean dos minimos locales, uno local v uno global o uno local y menos infi-
nito}, bajo ciertas condiciones, entre ellos dos debe haber otro punto critico
que puede pensarse es un punto silla. Ver figura siguiente.

Una vez conocido este resultado, veremos a continuacion algunas condicio-
nes sobre el funcional que nos ocupa para asegurar que satisface la condicion
de Palais-Smale. Para esto probaremos el siguiente lema

Lema 5.9. Suponga gque (i)W*(N) = o(N?) cuando N - oo o que
(ii)eziste @ > 2 tal que W*(N)N~® es creciente pare todo N suficiente-
mente grande. Entonces &, satisfece la condicion de Pelats-Smale para todo
A>0.

Demostracién. Sea {N,} una sucesion en H tal que |9,(N,)| < M para
todo n v que |[®}(N,)]] — 0 cuando n — co. Supongamos primero que (i}

5Estas referencias fueron tomadas del articulo de Burton [Bur] citado en las referencias
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WA
v,

X

Figura 2.6: Ilustracion del lema de paso de montafia. Entre dos valores
minimos hay puntos criticos que, en este caso, es son méaximos locales por
estar en una dimension.

se cumple. Como vimos en la prueba del teorema 5.7, P, es coercivo en este

caso por lo que se sigue inmediatamente que {N,} es acotada en H.
Supongamos ahora que (ii) se cumple ¥ escojamos m > 0 tal que

aW=(N) < Ni(N) para todo N > m. Con esto, para N € H tenemos que

[ @) = Noas < [ (@W(N) = No()ds = o IN1)

(s)<m
para ||N|| grande. Esto tltimo es consecuencia de que #(N) — 0 cuando
N -
De las condiciones sobre la sucesion tomada, tenemos que
-M S (I)A(‘Nn) < M
" —eal|Nall < (P4(N2), Na) < el Nall

donde ¢, = ||} (N,)]]. explicitamente, se tienen las siguientes dos desigual-
dades (integrando por partes para la segunda):
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M < [N = AW (Na(s),5)lds + ARNa(1) < M

)3
—ea||Nall < fo [N (5)2 = AD(No)Nuds + ARNa(1) < €n]|Nall

De estas dos desigualdades, obtenemos que
o ! l 2
- - <
(5-1) [ Nu(s)’ds <

1
,\fn (@W*(N,) — Nab(Ny))ds + aM — (a — DDARNL(1) + €] | Nal|

De esta dltima desigualdad v de la primera se tiene que

(5 = DINll < o({l¥all) + @M + (& = DAR|INAl] + cal Nl

con lo que podemos asegurar que {N,} es acotada en H.

Vimos que en ambos casos la sucesion es acotada en A por lo que tiene
un subsucesién débilmente convergente con limite débil Ny. Al ser K, com-
pacto, tenemos que K ’\(N’h) — K;(Ng) fuertemente en H. Como también
se tiene que ®)(N, ) — O fuertemente en H, al ser @) = Id — K, podemos
concluir que la subsucesién converge fuertemente lo que asegura la condicidén

de Palais-Smale.{

Con este lema. podemos probar el principal resultado que presentaremos
referente a soluciones miltiples. Los siguientes dos teoremas nos aseguran la
existencia de dos soluciones para materiales suaves y de tres para materiales
fuertes resistiendo extensién al considerar el teorema 5.7.

Teorema 5.10. Suponga que W*(N)N~2 = 0 cuando N -3 oo (es decir,
que el material es fuerte) y que R > 0. Entonces, para A suficientemente
grande, eristen las dos soluciones descritas anteriormente Ny, y N, y una
tercera solucidn N3 con q),\(Ng) < q’A(Nl) < qh(.N;;) Y Ny < Ny < Ny,

Demaostracidén, Sea A > A; como en el teorema 5.7. De ese teorema
tenemos que existen Ny v N, como se requieren. Escojamos una bola abierta
U en H con centro en N, tal que N; no esté en 7 y con &,(N;) < inf ,(8U).
Definamos el siguiente conjunto cerrado y convexo
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Como K, preserva el orden no es difil probar que K,(C) C C y por el
Jema anterior el funcional tiene la propiedad de Palais-Smale. Con esto, es
posible aplicar el lema de paso de montafa lo que asegura la existencia de
un tercer punto critico N3 € C con &,(N) < @x(N3). Las desigualdades
estrictas Ny < Na < N se siguen de las propiedades descritas anteriormente
para K).{

Teorema 5.11. Suponga gue W*(N)N™® es creciente para N grande con
a > 2 (es decir, que el material es suave} y que R > 0. Entonces, pare A
suficientemente grande, eziste Ny la solucidn compresiva descrita anterior-
mente y una segunda solucion Ny que satisface que ®x(N2) > O\ (N1} vy que
Ny < N,

Demostracion. Por el teorema 5.6, para A > Ap , podemos asegurar que
existe N, punto critico de nuestro funcional. Escojamos ahora una bola
abierta U con centro en N; tal que inf®,(3U)} > ®,(N1). Dado el creci-
miento supercuadratico de W*, para cualquier Ny > 0 en H, se cumple que
®,(yNy) — —o0 cuando vy — oo. Debido a esto, podemos suponer que
No ¢ Uy ®a(Nog) < ®,(Ny). Definamos el siguiente conjunio cerrado ¥
convexo

C:{_’\FGH:NZATO}

De nueva cuenta, como K preserva el orden en H, tenemos que K,\(C) e
C, ademés Ny € C y por el lema 5.9 &, satisface la propiedad de Palais-
Smale. Con estos elementos, el lema de paso de montafia asegura la existencia
de un segundo punto critico N; € C. La desigualdad estricta se sigue tam-
bién de que K preserva el orden.

Estos son los altimos resultados que tendremos relativos a la existencia
de soluciones para la parte trivial. Sin embargo, aln falta estudiar estas
soluciones que sabemos existen. El comportamiento de la barra estaré in-
timamente relacionado con el comportamiento que tenga la funcién N con
respecto a la velocidad angular del anillo. La préxima seccion se refiere a este
comportamiento en el caso general. Es importante senalar que los resultados
siguientes superan lo hecho en esta direccién tanto en [Ant2} como en [Bur].
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2.6 Dependencia de la soluciéon respecto a A

2.6.1 Linealizacion del caso recto.

Recordemos que la ecuacién que describe el comportamiento de la barra en
su estado recto es

o lo que es igual

[ 1
N(s) + A ]{: R- f 5(N(€),€)dedo = N = Go(A, N) = go(A, N) = 0

Para ) fija, el operador Gy es continuo como operador de C° en si mismo.
Esto se sigue facilmente de la continuidad de & y del teorema del valor medio
para integrales al considerar que la norma en C?® es la norma del supremo.
Como C? esta encajado compactamente® en C?, tenemos que Gy es un ope-
rador compacto pues manda sucesiones acotadas en sucesiones que poseen
subsucesiones convergentes. Esto es obvio de la continuidad de Gy v del en-
cajamiento mencionado anteriormente.

Para el estudio de gp es necesario considerar su linealizacion cerca de una
solucién conocida {Ag, Np) Esta linealizacion correspondera a la derivada de
Frechet de gg en el caso de que sea un operador acotado y el residuo sea de
orden superior. Para este fin, sean N = No+n y A = Ao + € con lo que se
tiene lo siguiente:

o0, N) =t No(1 = 35) =4 [ [ (0N +7) = 5(No))dedo

es decir

M) =n-xNo=2 [ (o (NoYn)dedo + O(n?)

SEs decir, que cualquier sucesién acotada en C? tiene una subsucesién convergente en

c®
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=n- LA)n— SN+ O(n?)
Ao

Tenemos que L(}) es derivada de Frechet de G con una cota sobre el
residuo mostrada a continuacién. Como

|Go(X, N)(s) = GolAo, No)(8) — L(A)n(s)| =

N [ [ 0N) = 5(No) = oMo} — M)l

v i es C? como funcién de N, H y M, recordando que o (N,0,0) =
731(N,0,0) = 0, tenemos lo siguiente:

B(N) = D(No) + o (No) (N = No) + O((N = No)?)

Usando el teorema del valor medio para integrales en la expansion para
¢l residuo ¥ la igualdad anterior, se tiene que

|Go(A, N)(s) ~ Golro. No)(s) = L(A)n(s)| £

AB(N(@)) — #(No(a)) = o (No(@))(N(e) — No(@))) = O((N(a) = No(@))*)

con a € [0,1]
Como |O((N{a) — Ny(a))?)| < |O((N — No)*)|o, podemos asegurar que
para A fija, L{)) es la derivada de Frechet de Go(A, N)

Con esto, Ja linealizacion de go con respecto a A y NV es L{n,¢} = n—
L{Ao)n — 5 Ny operador lincal entre RxC°y C® Ademés, L{Ao)n+ 5 Npes
un operador compacto por lo que tenemos una perturbaci6n lineal y compac-
ta de la identidad. Esto es muy importante por la gran cantidad de resultados
que se tienen para estos operadores.

Una nocién quie es muy importante al considerar operadores lineales entre
espacios de Banach, es la de operador de Fredholm.

Definicion(Operador de Fredholm e indice de Fredholm). Sea L: &' = Y
lineal v acotado con X y Y espacios de Banach. L es de Fredholm si
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dim(kerL) < oo v codim’(RgL)} < oo. Se define el indice de Fredholm como
el nimero finito obtenido de dim(kerL) — codim(RgL).

Dos de los resultados clasicos de operadores de Fredholm que seran de
mucha importancia méas adelante son los siguientes:

Teorema 6.1 Fl operador L es de Fredholm con indice cero si L es la suma
de un operador invertible y uno compacto.

Teorema 6.2 Si L es de Fredholm con indice cero y dim{kerL) = 0, en-
tonces la ecuacion L = [ tiene una tinica solucidn para todo f € V. Mds
atin, el operador inverse L~! es lineal y acotado.

Volviendo a nuestro caso, por el teorema 6.1 uno tiene que para ¢ fija,
L(n,€) : C° = C° es de Fredholm con indice cero.

Ahora bien, considerando que ¢y # 0 se tiene n,, € ker(L{n,e¢}) si ¥
s6lo si onﬂ, € ker(L (n,€)) con € real. A partir de esta observacion, se tiene
que si ker(L{n, ¢)) = {neo} ¥ ng, # 0 entonces ker(L(n, €)) es el subespacio
generado por n.,. Por lo tanto, si probamos que ker(L (n, €}) tiene dimension
uno entonces podemos asegurar que L es sobre y que para € fijo tiene un
nucleo con dimension cero. En este caso, L serfa invertible y podriamos
aplicar el teorema de la funcién implicita en espacios de Banach.

Teorema 6.3 (de la funcién implicita de Hildebrandt y Graves). Sean
X, Y y Z espacios de Banach y U una vecindad de (0,0} € X x Y. Sec
¢g: X xY— Z continua, con g(0,0) =0 y cuya derivada de Frechet existe,
es continua en U y cumple que D,g(0,0) es tnvertible. Entonces, existe V
vecindad de 0 en Y tal que g(z,y) = 0 tiene una solucidn Unice pare z dade
por un operador continuo h : Y — X con h(0) = 0 tal que g(h(y),y) =0
para todo y € Y. Mds ain, si g es k veces continuamente diferenciable en U
con k > 1, entonces h también es k veces continuamente diferenciable en V.

Para la demostracidn de este teorema, recordemos primero que toda con-
traccion entre espacios de Banach tiene un dinico punto fijo. Este resultado es
el usado en la prueba de existencia v unicidad de} problema de valores inicia-
les de ecuaciones difenciales ordinarias. Una generalizacion de este resultado

7Si para todo z € X existen dos conjuntos A v B tales que z = a+bcona € A
¥ b € B y esta descomposicién es iinica, entonces tenemos que X = A & B, Se define
codimA = dimB. No es dificil probar que este valor es independiente de B, es decir que
es caracteristico de A.
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es el siguiente lema que nos servira en la prueba del teorema 6.3.

Lema 6.4. Sean X y Y espacios de Banach y C € X cerrado y V € ).
Sea f : U x V = U una contraccion uniforme, es decir, que eziste K € {0,1)
independiente de y € V tal que para 21,20 € X, ||f(z1,9) — flza, v}l <
K|z1 — 22]|. Supongamos edemds que f es continua como funcidn de y pare
z fijo y que h(y) es el tnico punto fijo de f(-,y). Entonces h : V=2 Ues
coniinua.

Demostracion. Como h denota los puntos fijos, por defincién tenemos
que

h(y+2)—h(y) = f(h(y+2),y+2) - F(hy), y+2)+ (), y+2)— F (~(1). 9)
de donde
lIh(y + 2) — h()|| < Klh(y + 2) = Rl + IF (h(y), y + 2) — f(Ay). )l

es decir
lh(y + ) = )l € =g £ (hla), v + 2) = F{hla) W)

Por la continuidad de f como funcién de y, tenemos que para todo
(1 — K)e > 0, existe § > 0 tal que ||f(h(y), ¥+ 2) - Flh(y), )| < (1 - K)e
si ||z]| < é. Por lo tanto, al considerar la tltima desigualdad, h es continua.¢

Del mismo modo, no es dificil ver que si f es k veces continuamente
difrenciable entonces i también lo es. Ahora estamos listos para probar el
teorema de la funcion implicita.

Demostracion(del teorema de la funcién implicita). Sea A = D.g(0,0)
con A invertible por hipétesis. Claramente g(z,y) = g(z.y) — Az + Az por
lo que la ecuacién g{x, y) = 0 se puede escribir como

z=-A7(g(z.y) - Az) = f(z.y)

Por el teorema del valor medio se tiene que

o(z.9) - o(w.9) - Alz =) = ([ Daglta+ (1= thw,y) - 4d) (2= )

Por la continuidad de la derivada de Frechet de g, la integral anterior se
puede hacer tan pequefia como se quiera para (z,w,y) cercano a (0,0,0).
Por lo tanto,
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Wf(z,9) = flw, o)l = 1A g(z,y) — 9w, y) — Alz —w))|| =

1474 Daglez + (1 = thu3) = Ad) - (2 = w)| < Kl llz ~ wl

Como dijimos mas arriba, k se puede hacer tan chico como se quiera para
{z,w,y) cercano a (0,0,0) de donde podemeos considerar que f es una con-
traccion uniforme en la componente z en una vecindad de cero. Claramente
f es continua en y por lo que aplicando el lema anterior podemos asegurar
que existe h con la misma suavidad que g tal que g(h{y),y) = 0.0

En nuestro caso podriamos asegurar entonces que go(A, N) = 0 es una
curva si ker L(n, €) tiene dimensién uno. Esta curva serd parametrizada por
A si I — L{)\q} es invertible. En caso contrario, al tener que N = aNg & M
con ker L{)o) generado por Ny, a real y M ortogonal a Ny en L?, la curva
estara parametrizada por a. Estas ideas las veremos con mayvor detalle mas
adelante.

En este momento es claro que para poder avanzar en el estudio de nuestro
problema, necesitamos conocer el nucleo de la linealizaciéon de go.

2.6.2 Nucleo de L(n,¢) y curvas de soluciones.

Para estudiar el nucleo de la linealizacién de go(A, N} debemos considerar
que L(n,€) = 0 es equivalente a n — L(h)n — ALONQ = 0. Si tenemos a n
continua y solucién de esta ecuacion podemos afirmar que de hecho n tiene
dos derivadas continuas por lo que el problema es equivalente a:

1" + Ao (No)n = —ei(No)

n(0)=0 n'(l)=—¢eR (6.1)

Definamos m = n — =Ny. Entonces, si n es solucién de la ecuacién
anterior, m tendra condiciones de frontera homogeneas y sera solucién de

m" + Aoy (No)m = —ein (No)No (6.2)

Para estudiar esta ecuacién, consideremos el conjunto H = {¢ € C?:
#(0) = 0 ¢'(1) = 0} con el producto interior de L?[0,1} y definamos el
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operador lineal M : H — C° dado por
Mﬁb - (ﬁ" -+ /\ol}N (Nn)(b

Este operador es simétrico en H pues si ¢,% € H entonces

1
(M8, ) = [ (6" + Do (No))s =
1
[+ donn(Noju)ods + 6 - ¥l = (6. M)
Por otra parte. si AM* es ¢l adjunto de M, definido por (Mo, ¥) =
(6, M=) para ¢ en H, es facil ver que necesariamente ¢ satisface la ecuacién

diferencial v las mismas condiciones de frontera por lo que M* = M, es decir,
M es autoadjunto.

Para resolver esta ecuaci6n, consideremos que Np es solucion de Ny +
AoD(Ng) = 0 con condiciones No(0) = 0 5 Ny(1) = ~AoR. Al derivar la
ecuacion completa, encontramos que Nj es solucién a su vez de

8" + Aodn(No)p = 0 (6.3)

con ¢(1) = —AoR ¥ &'(0) = —Ag {pues #(0) = 1). Una vez conocida esta
solucién de la ecuacion lineal de segundo orden, podemos usar reduccién de
orden para encontrar una segunda solucion linealmente independiente. Esto
se hace como sigue:

Consideremos a y; solucion particular y no trivial de la ecuacion de orden
n

v+ (@ L+ palz)y = 0
Haciendo y = y1 J udz se tiene entonces que y = y12 ¥ 2 = u. Esto nos
lleva a
agz™ + ay(z)z" TV + ..+ an(z)2 =0
Pero z = 1 es la solucién correspondiente a y = ¥ por lo que a, = 0.

Sustituvendo el valor de u tenemos que la ecuacién se transforma en

at™™ YV + a (I)u(ﬂ_Q) +. .t opafz)u=0
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una ecuacién de orden n — 1, como deseabamos.

En nuestro caso, se tiene que u satisface la ecuacién de primer orden
Al v
u + 3(%9)—11 = 0 de donde u = (N})~? con lo que la segunda solucién es
4]

Ny Iy Idff Sin embargo, esta solucién tiene el inconveniente de que la integral

diverge cuando N se anula.
Para evitar esto, consideremos que

_ Ngdge 1 1 4 Q1
/ N2 f oo (No)NZ ~ Ao/o P(Ne) dE Ng)

Al integrar por partes la dltima expresion llegamos a que
sdf 1 1 1 S Dy
— = - =2d
fo NZ ,\0(1\-’59(1\/‘0) N3 (0) +/o 57 %)

1 S N
= —— N’/
¢ o(NO)+ fo D2

es también solucidn y la integral esta siempre definida pues & > 0. Derivando
esta funcién, tenemos que ¢’ = Ny f; = L% g€ y se tienen los valores de frontera
#0)=1y¢'(0)=0

Calculando el Wronskiano de las dos soluciones encontradas, tenemos que

Asi,

Ng
#(No)

Por lo tanto, N y ¢ son linealmente independientes. Estos resultados los
resumimos en la siguiente proposicién.

Proposicion 6.5. Sea H = {0 € C?: ¢(0) = 0 ¢'(1) = 0} con el pro-
ducto interior de L*[0,1]. Entonces, el operador lineal M : H — C° dado
por M@ = ¢" + Min{Ny)o es siméirico y autoadjunto en H. Mds ein, la
ecuacion My = 0 tiene como soluctdn general o = aNj+ b¢ con a y b reales
donde Ny solucién de N§ + M\(No) =0y ¢ = g + No f; S5d€.

W (N, ¢) = Njop — Nog' = ~Ap #0

Recordemos que para conocer el comportamiento de n € ker L(n, ¢} ne-
cesitamos considerar a m, la soluciéon de Mm = ei?(Ng)Ny con condiciones
homogeneas. 5i M, con las condiciones de frontera homogeneas, fuera inver-
tible y M~! su inversa, entonces m = —eM ' {(Ng)Ng) lo que aseguraria
que
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€ ~lfrf N .No
n=m+ —Ny = —e(M(F(No}No) + —)
Ao . Ao

De este modo es claro que en ese caso ker L{n, €) tiene dimension uno.

Para estudiar la invertibilidad de M impongamos las condiciones de fron-
tera sobre ¥. Como N{ # 0, llegamos al siguiente sistema para @ y b

aNJ0) +b =0

.
a+b f ,—f; =0
o v
Claramente a = b = 0 es solucién del sistema y es la tnica solucién salvo

cuando
e 1
== 6.4
fo 2 Ny(0) (6.4)
Si NJ(0) < 0, esta condicién no puede suceder por lo que podemos ase-
gurar que M es uno a uno y entonces go(A. N} = 0 define una curva de
soluciones parametrizada por A. En este caso, al ser Ny < 0, Ny es decre-
ciente de donde N}(s) < 0y N mismo es decreciente. Al comenzar en cero,
tenemos entonces que la solucién es compresiva.
Por otro lado, si definimos

N 1 <oy 1

= +.N' / —df - ——
Ny0) — #(No) o)y 7%~ Ry
entonces ¥(0) = 0 v ¥'(s) = Ny(f; L dE - n_',;lTﬁj)‘ Con esto se tiene que
W(1) =0siysolos fj & = % con lo que ¥'(s) = —N¢ [ 2d€ > 0. Por

Jo tanto, % es creciente v no negativa. Esto muestra que en el caso que nos
interesa, 1 es solucion de la ecuacion homogenea.

b=o-

Dada esta expresién para la solucion de la ecuacién homogenea, consi-
deremos ahora la ecuacién no homogenea Mm = —ein Ny en el espacio H.
Si m es solucion de esta ecuacion, entonces se cumple que (Mm, ¥)g =
(—ebnNo,%)g para todo ¥ € H. Al ser M autoadjunto, tenemos que
(Mm. )y = (m, M)y Pero, si ¥ € ker M, entonces My = 0 v se tie-
ne que cumplir que (—efn N, ¥)y = 0. Esta es una version sencilla de lo que
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se conoce como alternativa de Fredholm.

Para nuestro caso, esta condicién de ortogonalidad es fj inNo¥y = 0 o
bien € = 0. Usando que 3 es solucién de la ecuacién homogenea, la primera
condicion se reduce, al integrar por partes v usar los valores de frontera de
1, a lo siguiente:

/: bpde — Rip(1) = 0

Ademss, Y(1) = grromy; Pues e = f\_ol('o") Esto transforma la condicién

de ortogonalidad del siguiente modo:

R i s Uy 1
— = (1+N(] =df - =)
S (No (1)) /o (1+7 0(.[0 =% e

- - —-N
Usando a su vez, que & = —-* entonces

R LNINY ps 1
—_— =1 -0 e —
o = h et e g

o lo que es igual,

RN PN
D(Ng(])) a 2/\0 0 2/\0(& b
Considerando ademis que #(Np{0)) =1 v que %ﬁ’; = —3 tenemos que
R A1) 1 1 R
e =l e — o = s
7(No(1)) 22(No(1)) 2 2 20(No(1))

Esta condicién es entonces equivalente a que
R = i(Np(1)) (6.5)

Con estos resultados, podemos asegurar que se cumple el lema siguiente:

Lema 6.6. La ecuacidn no homogenea Mm = —ein Ny tiene una dnica
solucidn si M es invertible. En caso contrario, tenemos solucion solo cuando
(i) o bnNoyds = 0 o bien, (ii} e = 0 . La condicidn (i) es equivalente a
R = ¢{Ny(1)). ’

Ahora bien, la primera condicion de ortogonalidad no es posible si Ny > 0
pues iy > 0y ¢ > 0 (salvo en cero donde es cero). Por lo tanto, en este
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¢as0, 0 tenemos una curva parametrizada por A o no tenemos solucién. Ané-
logamente, si Ny < 0, es imposible que se cumpla dicha condicién de ortogo-
nalidad. De esto es inmediato que las (inicas soluciones posibles en este caso
son aquellas que cambian de signo (soluciones con una parte comprimida y
otra tensa). Como vimos anteriormente, este tipo de soluciones se caracteri-
zan por satisfacer que Np(1) < 0 de donde (al ser ¥ creciente) tenemos que
v(No(1)) < #(0) = 1.

De esto Gltimo, si R > 1 es imposible que R = #(Ng(1)) por lo que en
este caso si quisieramos que se cumpliera alguna condicién de ortogonalidad,
esta tendria que ser € = 0 lo que nos lleva a que m = ¢. Claramente o
es también solucién con « real, entonces ker L{n. €} tiene dimension uno y
podemos asegurar que go(A, V) = 0 define una curva.

Para la solucién obtenida a partir del teorema 5.6 y para aquellas dos
dadas por el teorema 5.7 se cumple que cerca de ellas go(A, N) = 0 define
una curva. Esto es debido a que en un caso esta solucién satisface que N <0
y para la otra se tiene que N, > 0. En el primer caso la curva esta para-
metrizada por A como vimos anteriormente y en el segundo se cumple que
¢ = 0 con lo que tenemos la curva discutida arriba. Estos resultados seran
profundizados mas adelante.

De hecho, para la ecuacion no homogenea
m" + Aoym = —ein Ny

con las condiciones m(0) = 0 v m'(1} = 0, tenemos que Ny ¥ & son soluciones
de la homogenea por lo que haciendo variacion de parametros (suponiendo
que m = eNj} + bd con a y b funciones de s e imponiendo la condicién
a'Ng + b'¢ = 0) tenemos que

—¢, . NP(s)-N2(0) N'(s
5 Mot =SB T 2

m(s) =

L[ (g - N2@) )

es solucién particular de la ecuacién no homogenea y la solucién con las
condiciones de frontera es

No(0)

Y(s) = m(s) + a(Ng(s) = 5= = No(0)No(s) fu %df)

donde a esta dado por
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1
1= N3(0) J; Zrds

0 = oual [ (NG~ NEO)Z)ds) )

Usando los resultados vistos hasta ahora, podemos entonces afirmar la
siguiente proposicidn

Proposicion 6.7.51 Ny es solucidn de Ny +Ag(Ny) = 0 con las condiciones
No(0) = 0 y Ny(1) = =ApR con Ny(0) < 0, entonces, para todo A 2> Ay,
eriste una curve N(s; A) tal que N"{(s; X) + A{N{s;A)) =0, N(s; A) = Ny
y N'(0; 1) < 0.

Demostracién. Como vimos anteriormente, si Nj(0) < 0 uno tiene local-
mente la curva N(A) con N"(A) + AD(N()A)) = 0 y las condiciones N(0) =0
vy N'(1) = —AR. Diferenciando esta ecuacién respecto de )\ tenemos que
Ny + Ao Ny = —b con Ny(0} =0y Ny(1) = —-R.

Se tiene que n = 1 + if-aﬂ es solucién de

n' 4+ Agbyn = —eb

con las condiciones n{0) = 0 y n'(1) = —eR de donde N, es la solucién con
¢ = 1. A partir de esto, Ny = ¢ + %‘ v tiene derivada en cero Nj(0). De
hecho, N,(s;0) es solucion de Ni(s;0) = -1, N,(0,0) =0y Ni(1;0) = -R
por lo que N,(s;0) = -% +(1~R)sy N{(0;0)=1~R.

Usando estos resultados, hacemos el siguiente desarrollo:

N'(X) = N'(%0) + Ny (Do) (A = Ao) + ofA = Ao}
es decir

A
N,(A) = —apdy + :\—‘N’(O, Ao) + 0()\ - /\g)
1]

donde g = A — Xp ¥ a es el valor definido mas arriba.

Por lo tanto, N'(A;0) — N'(Ag; 0) = p(N'{Ap; 0) — eAg) + o(p2) ¥ con esto,
N'(A0) — N'(Ap;0) < 0st p > 0. Asi, la curva que sale con Ny(0) € 0
contintia con N'(0) < 0. Ademas, vimos que —AR < N' < —A(R - 1) por
lo que para toda R, —AR < N’ < 0 lo que asegura que la solucién no puede
tender a infinito (en norma) cuando A — A por la izquierda para cualquier

A

Fisicamente lo que esto nos representa es que una vez comprimida la
barra, al aumentar la velocidad angular lo Gnico que se puede lograr es un
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sumento en la compresion de la barra lo que sugiere alguna especie de esta-
bilidad de este estado comprimido respecto a las soluciones triviales.

Por otro lado, para R > 1, tenemos ademas que la curva que sale de
o = 0 es compresiva por lo que se extiende para toda A > 0 con N'(0) £ 0.
Mas aiin, en este caso, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 6.8 Si R > 1 entonces eziste una solucion con N'(0) <0y
para todo A > 0 esta solucion es la tnica que cumple esta condicion.

Demostracién. En este caso, se probo anteriormente que existen solucio-
nes compresivas para todo A > 0 y que estas soluciones se encuentran en el
cono —ARs < N(s) € —A(R-1)s. Estas soluciones estaran sobre una curva
en este cono, por lo que es posible extenderlas hasta A = 0. Sin embargo,
probamos en la seccién 3 que para ) = 0 hay unicidad de las soluciones por
lo que la curva que se encuentra en ese cono es Gnica. §

De hecho, probaremos a continuacion un resultado similar pero para to-
das las soluciones compresivas. Recordemos que esto es muy importante
pues para cualquier forma que tenga P, existen estas soluciones para valores
grandes de A.

Proposicion 6.9. Sean R >0 y ¥ dadas. Entonces existe Ap > 0 tal que
pare todo A > Ag hay una tnica solucion a N" + \o(N) =0, N(0) =0 y
N'(1) = =AR con N < 0.

Demostracién. A partir del teorema 5.5 sabemos que existe esta solucion
compresiva que es un minimizador local de ®,. Vimos ademas que para
esta solucion tenemos que gg{A. N') = 0 define cerca de ella una curva de
soluciones parametrizada por A que cumple que —MR <€ N'(s) € —AHs.
Esta curva (que no es necesariamente inica) debe cortar al eje A. En el
punto de corte, tendemos entonces una solucion del siguiente problema

N"+23(N)=0  N(0)=0 N(0)=0 (6.6)

que cumple ademas que N'(1) = —AR.

De la forma de la ecuacién v de las dos condiciones iniciales, por el teorema
clasico de existencia v unicidad de ecuaciones diferenciales, sabemos que
existe una Gnica solucién analitica en A.

Por otro lado, al considerar la energia del sistema ¥ usando que para
esta solucion W*(N(0)) = W*(0) = 0y N'(0) = 0, se debe de cumplir que
N7?(s5) + 2AW*(N(s)) = 0.
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N, la solucién de la ecuacién auxiliar 6.6, satisface que N'(1) = —AR si
y solo si AR? + 2W*(N(1)) = 0. Definamos entonces la siguiente funcién:

g(A) = AR® + 2W*"(N(1; )

Vimos anteriormente que la solucién correspondiente a A = G es N = 0
por lo que g{0) = 0 y tenemos ademas que ¢'(A) = R? + 20({N(1; A)Na(1).
También de lo desarrollado en esta seccion es facil ver que Ny = 2"; siA>0.
Usando esto, »

g'(2) = R*+ o(N(1; A )—

St A = 0 entonces Ny = —% con lo que ¢’(0) = R2 — 1.

Ahora bien,
NyN'(1) + N, PN

§'N) = v IENRST |

pero Nj(1:A) = 222 de donde

N7 b
o' = o s L[ s)as - o))
Como N es decreciente y & es creciente, entonces #{N(1)) < #(N(s)) por
lo que #(N(1)) < f} #{N)ds de donde g"(s) > 0. Dado esto, sabemos que g
€8 Convexo v comienza en cero por lo que tendra a lo més un punto de cruce
con el eje A. El resultado variacional usado anteriormente nos asegura que
de hecho este punto de cruce existe lo que termina la prueba. ¢

Dada esta curva de soluciones parametrizada por A, podemos de hecho
conocer su comportamiento en algunos aspectos. En primer lugar, podemos
conocer la pendiente con la cual surge del origen. A este respecto tenemos
lo siguiente:

Proposicion 6.10 La curva N()) que sale del origen cumple que N, (0; s) =
—% + (1 — R)s por lo que la pendiente de N'(0}(\) en A=0es1— R.

Demostraciéon. Como N'(A)|;=¢ = N3(0,0)A + --- pues N'(0,0) = 0,
tenemos que existe una curva diferenciable N'(0)(A) que de hecho representa
nuestras soluciones. Al derivar la ecuacién para N(A) (N + AD(N) = 0)
respecto de A, tenemos que Ny es solucién de' Ny + Ay Ny, = —i con las
condiciones Ny(0) = 0 v Ni(1}) = —R.

Asf, en A = 0, tenemos que Ny = —1 con N,{(0) = 0 Y N‘(l) = -R.
Por lo tanto, al resolver esta ecuacién, tenemos que Ny = —%- + (1 — R)s de
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donde la pendiente de N'(0){(\) en A=0es N3{(0)=1-R. Esto nos indica
los rangos de R para los cuales la curva que sale del origen es decreciente y
aquellos para los que es creciente.$

En el caso en que N'(0) < 0 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.11 Sea N = N()) la curva de soluciones con N'(0) £0. En-
tonces, Ny < 0 por lo que la curva es decreciente.

Demostracion. Como N'(0) < 0 ¥ N’ es decreciente (pues N < 0)
entonces N' < 0y N es decreciente. Pero N{(0) = 0 por lo que de hecho,
N < 0. En este caso, la proposicién anterior asegura que existe una curva de
soluciones N = N () que es derivable con derivada N =% + X donde ¥ es
la funcién que resuelve el problema lineal no homogeneo, es decir,

36) = mie) +atte) = S - e [0

donde a esta dado por

o = 537 O - MO T

e, NE() = NRO) | N'() [ n _ ey
m(s) = SNy + Sl gt 4 S5 [N — N0 (7))

De esto tenemos que

1— N'(0) fy Bde D
O% 3% [ (v - N2 ()2 dt)
1 — N'(0) fy Bd Jo 7

Definiendo g(s) como v’ = Zg(s), se tiene que g(1) = 0¥
RO - NPO) B

1- N'(0) Jy e

pues N'(0) < 0 y N' es decreciente de donde IN'| > |N'(0)]. Ademas,
podemos definir dtra funcion, digamos h tal que ¢'(s) = S h(s), es decir,
(N - N*0)) Fde

1 N'(0) fo B¢

G T neon e -
¥ = ([ (V7 - NP(O) g7

g(0) =

h(s) = N?(s) = N?(0) + N'(0)
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Para h se tiene que h(0} < 0 pues N'(0) < 0 v h'(s) = 2N'N" > 0 por lo
que h crece. Si h{1) < 0 entonces h(s) < 0 v ¢'(s) < 0. Pero esto es imposible
pues ¢(0) < 0 y g(1) = 0 de donde podemos afirmar que A{(1) > 0. Por lo
tanto, ¢’ tiene un cero 1inico por lo que g es convexa y podemos asegurar que
g < 0 lo que implica que ' < 0.

Como N} = P+ AT' tenemos que N} < 0y al ser N,(0; A) = 0, entonces
N, <0, es decir, que la curva de soluciones es, en este caso, decreciente.

Usando este resultado v algunos de los que usamos para la prueba, es
posible probar otra proposicion referente a la longitud de la barra.

Proposicion 6.12 See R(A) le longitud de la barra correspondiente e A.
Entonces, si estamos sobre curvas de soluciones que salen del origen, se
cumple que

(1) Si la barra estd en una rema de soluciones comprimidas, R()) es

decreciente.
(1i) Si la barra estd en una rama de soluciones no comprimidas, R()) es

creciente.

(iii} Si la barra estd en una rama de soluciones tensas, R()\) es creciente
y R(}) > 2R

Demostracién. R(}) = r{1) — 7(0) = fj 5(N)dN. Pero en una solucién, -
N"+ A0(N} = 0 por lo que R(\) = w =R+ }—w)‘ﬂl. Sobre una curva
diferenciable de soluciones, tenemos entonces que R'()A) = ﬁ%ﬂ — N—;(,gl.

Recordemos que N,(s) = b+ % como vimos en la prueba del teorema
anterior. Por lo tanto, R'(A) = 2%91. Como (0} = —aA con a dado en la
prueba del teorema anterior considerando que ¢ = 1. Por lo tanto,

1 1
Y 1 - Ny(0) [ 2 ds

1 S

R() = —532( [ (N¢ = NEO)()ds) )

5i la rama de soluciones conecta con el origen, entonces el donominador
es positivo. Por su parte, para estudiar el signo del numerador, considermos
que N2 — N2(0) tiene derivada 2N'N” que es igual a —2A0N" por lo que
tiene signo opuesto a V'

Ahora bien, en una rama de soluciones comprimidas se cumple que N'(0) <
0. Entonces (como N' es decreciente), tenemos-que R'(}) < 0, es decir, R(A
es decreciente.

En una rama de soluciones no comprimidas {mixtas o tensas), se cumple
que N'(0) > 0, con lo que (al ser N decreciente), R'(A} > 0, es decir, R es
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creciente como funcién de A.

En la rama de soluciones tensas se cumple, ademas de lo anterior, que
N'(0) > AR. Por la forma de R(}), podemos concluir que en este caso,
R(A) > 2R. §.

El ultimo resultado que veremos respecto a las curvas de soluciones (en
general), se refiere a la existencia de una regiéon en la que se encuentran
confinadas. Recordemos para esto que la integral de energia estd dada por
N7? 4 2AW*(N) = c con ¢ > 0. 5i suponemos que JPLP(N)IN < 0y
llamamos A a ese valor, tenemos entonces Jo siguiente

NZ(0) + 20A = X2R? + 2AW (N (1))

con W(N) = [~ i(€)dt. Claramente W (N) > 0 por lo que N(0) +234 >
AZR?, es decir, AR? < 24 6 |N'(0)| > VAPRZ — 2XA. Asi, cuando AR? £ 24
tenemos que las posibles curvas de solucién estaran por afuera de la region
delimitada por la hipérbola

NZ(0) = M2R? — 24 (6.7)
que es asintOtica a AR,

Por otra parte, de la misma integral de energia, tenemos que N'(0) >
AR si y solo si N(1) > 0 pues W* es creciente. Pero las soluciones tensas
se encuentran caracterizadas por la tltima desigualdad de donde podemos
afirmar que las soluciones tensas se encuentran entre la recta N'(0)= ARy
la hipérbola encontrada anteriormente.

Hasta este momento, hemos esbozado el comportamiento de las solucio-
nes vy su dependencia respecto de A. En la proxima seccién trataremos un
caso particular con el cual se ejemplificaran los comportamientos deducidos
hasta ahora y se completaran los resultados para todas las soluciones dadas
variacionalmente. En el ejemplo que se estudia a continuacién se encontraran
completamente las curvas de soluciones que existen para este problema.

2.7 Estudio completo para barras suaves

Para hacer el estudio completo de la estructura de soluciones veremos un
caso particular en el cual la barra es suave resistiendo extensién. En este
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caso la funcién de esfuerzos & depende de la tensién N de manera exponen-
cial. Vimos que las hipétesis que debe de cumplir la funcién de esfuerzos
son totalmente satisfechas por la funcién #(N) = eV por lo que podemos
considerar un buen ejemplo de comporiamiento. Tomamos esta funcién por
simplicidad, sin embargo a partir de los resultados variacionales dados en
la seccién 5, podemos suponer que cualquier barra suave (caracterizada por
cumplir que para o > 2, W?*(N)N~2 sea creciente para N grande) tendra un
comportamiento similar. Incluso, el comportamiento en este caso es un buen
indicador de como es el comportamiento para cualquier caso considerando el
cambio en el nimero de soluciones y el tipo de curvas que encontraremos.

En este caso, la integral de energia es
N?24axeh =¢

con ¢ = 2X + N2(0) una constante positiva. Al integrar esta ecuacién obte-
nemos que

s N
—_—do =
«/; ve—2xeN 7=

con € igual al signo de N'(0). Haciendo el cambio de variables ¢ = ve — 2Ae¥
llegamos a que N estd dado como sigue:

¢ 1

N(s)= ]n(ﬁ(;;shT—_— ga-;,ﬁS)))

(7.1)
Imponiendo la condicion N(0) = 0 tenemos que cosh?(§) = 5 y N'(0) =
ey/ctanh($). De esta dltima ecuacion se ve que a > 0 pues ¢ es el signo de
N'(0).
Para N'(0) < 0, se tiene que ¢ < 0 ¥ con esto N esta definido siempre con
N' < 0. Este caso fue el que estudiamos en general en la seccién anterior.
Por otro lado, si N’(0} > 0 entonces € > 0 ¥ se tiene que

c 1
N{igy=ln(—(—————F—
() = b (55 )
Con la condicién N'(1) = ~AR se tiene que esto es equivalente a pedir
que

5 )
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Para estudiar esta condicién, definamos la siguiente funcion analitica para
N{0)>0y A>0:

o0, (0 = L cotn(L)) ~ S S -

Para este caso, podemos resumir los resultados vistos hasta ahora en la
siguiente proposicion.

Proposicion 7.1. La ecuacién N"+Xe™ = 0 con las condiciones N(0) = 0,
N'(1) = =R y N'(0) > 0, tiene como solucidn o

¢ 1

N(s)=1n (Q—A(M))

donde cosh®(2) = &, N'(0) = /ctanh($) y la funcidn g(A, N'(0)) definida

2
en 7.2 es g(A, N'(0)) = 0.

La funcién g satisface que g{(0.N'(0)) = A—";—Ol(coth(ﬁra(—m) — 1) de donde
¢(0, N*(0)) > © para N'(0) positiva. Por el otro lado.

V22X V2, 1
g(A, 0) = _Q—COth(-T - —}:E

Con esto, ¢g(0,0) =1~ iR y como z cothr es creciente, tenemos un cero
finico para g(X.0) si 1 — & < 0 (es decir, si R < 1). El caso R 2> 1 fue
estudiado anteriormente v vimos que existe una solucién compresiva que se
encuentra en una curva de soluciones paramentrizada por A. Debido a esto
nos restringiremos por el momento al caso de barras grandes respecto al
anillo.

El comportamiento de g en infinito también proporciona informacién im-
portante. No es dificil ver que para todo N'(0), se tiene que g(A. N'(0)) tiende
a infinito cuando A tiende a infinito. Fl comportamiento cuando N'(0) tiende
a infinito es un poco menos evidente.

Como
A7(0) 2X 2

. 3
th{- 14 H= P @O0+ Fre)
coth( 7. ( T(N’)z(O)) )=1+2e +

tenemos que coth(X2(1 + & 1) — 1 mas rapidamente que cualquier
2 V)2(0) p

potencia de x7g;. Ademés, como
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N'(0) 22

oy = & 3 i
2X 2R
BCEEUN TR
se tiene que
. e o N(0) A 22
wlie PO O = i O e T p) =

A partir de esta informacién, existen mas soluciones que las anteriormente
descritas. Tenemos entonces la siguiente proposicion.

Proposicion 7.2. Dade le ecuacion N" + Ae® = 0 con las condiciones
N(0) =0 y N'(1) = —AR, eristen siempre soluciones para A cercana a cero
y N'(0) grande y también para A y N'(0) grandes. De hecho, estas soluciones
forman localmente une curva.

Demostracién. Como vimos mas arriba, g(0, N'(0)) > 0. Por continuidad
de g podemos asegurar que para A > 0 pequeio, también g(A, N'(0)) > 0.
Por otro lado, se tiene que para todo A, N'(lti)ﬂoog()" N'(0)) = 0~ por lo que

de nueva cuenta, podemos asegurar que para A pequeiio existe N'(0) grande
tal que g{A, N'(0))=0.
Por otro lado, vimos que g(A,0) > 0 para ) grande pues

V2A V2 1

A,0) = —coth{——] — =

9(x,0) = ——coth(—=) — &
y la funcién z coth z es creciente para z > 0. Anédlogamente a lo desarroilado
en el parrafo anterior, debido a la continuidad de g (por el teorema del

valor intermedio) v al hecho que para cualquier A, lim g(A, N'(0})) =0,
N'{0)—> o0

podemos asegurar que existen A y N’'(0) grandes tales que g{A, N’(0)) = 0.

Por la analiticidad de g, podemos asegurar que estas soluciones encon-
tradas forman localmente una curva (consecuencia del teorema de la funcion
implicita).{
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Antes de seguir adelante, estudiemos el caso R = 0. En esie caso la
funcién g se transforma en

V2A + N2{0) J2X+ N2(0) 12X+ N?2(0)
5 coth( 5 ) - s

2 N’

9(A, N'(0)) =

Definamos una nueva funciéon

N(Q) 2+ N2(0) h(‘/QHNQ(O))
= - 7 an 5

2

Claramente, los ceros de h serdn ceros de g por lo que podemos reducir
en este caso el estudio a la funcién h.

Se tiene que h{0, N'(0)) = %qz(l — tanh ‘\—'2@) > 0 y el comportamiento
en infinito es }Ln;o h{A, N'(0}) = —co. Ademas,

h(A, N'(0))

hy = 2—%(tanh %_E + %—E(l ~ tanh? —\—{E)) <0

Por lo tanto, para cada N'{(0) hay una tnica solucion y una curva de la
forma A = A(N'(0)). Cerca de A = 0, esta curva esta parametrizada por A
y de hecho vimos que en este caso, N = -% + s por lo que N{(0) =1y
N(o)=1

Ademas, cuando h = 0, hylp=0 = A 32” ¥ hN'(O)lh:O = '2'\;(2 — N'(0)).
Por lo tanto, tenemos que X' {N'(0}) = M}i:%{%ll, Esta derivada se anula si
A =00si N'(0) = 2. Peroen A = 0 esto no puede suceder pues en esa region
la curva esta parametrizada por A de donde N'(0) = 2 es el extremo de la
curva A(N'(0)). Toda esta informacion nos lleva a considerar que la curva de
soluciones que tenemos en este caso tiene la forma mostrada a continuacion.

Hay que sefialar que en este caso limite, sélo tenemos una curva de so-
luciones pues, como veremos mas adelante, la otra rama tiende a infinito

cuando R tiende a cero.

Volvamos ahora al estudio de las soluciones para el caso R > 0. Vimos
en la secci6n anterior que siempre existe una curva de soluciones que sale
del origen v que hay otra curva caracterizada por N'(0) < 0 que es de hecho
decreciente ¥ que existe para A < Ag. La proposicion 7.2 nos asegura que
existen otras dos curvas de soluciones: una para valores pequenos de Ay
valores grandes de N'(0) v otra para valores grandes de los dos parametros.
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Es importante ver si estas cuatro curvas se unen entre si y si es posible
asegurar que no hay mis soluciones, al menos en este caso.

Para ver de que manera se unen las curvas encontradas (si es que lo
hacen), consideremos la familia de parébolas (parametrizadas por N’'(0))
A = a{N")?(0) donde a es un real positivo. Sobre estas curvas tenemos lo
siguiente:

g(a{N"?(0}, N'(0)) = %(0)(\/1 + 2acoth(£%(ﬂ\/1 + 2a)——1-m§%—\-ﬁ@)

Definamos la funcién f por g(a(N')3(0), N'(0)) = & f(N'(0)). Clara-
mente los ceros de f nos lievan a ceros de g(a(N')*(0), N'(0}) si N"(0) # 0.
Se tiene que f(0*) =00 ¥ f(oo) = 1+ 2a—1> 0. Ademas,

1+ 2a) 1 4 2a’R
2 senhz(ﬂ;@-\/l +2a) (1+aRN'(0))?

FIN'(0)) = ~(

N0y
od

=10
0

A

Figura 2.7: Curva de soluciones para el caso limite R = 0.
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Tendremos que f'(N;(0}) = 0 si Nj(0) es tal que

senh(—h—%(-o—)\/l + 2a) = a1 + aRN{(0))

con o = 322 Es decir, si definimos , = ﬂ;:?EN{ (0) entonces se tiene que

senh(z;) = VRz +a.

No es difici! ver que la funcién senh(z) — V' Rz es convexa por io que hay
un tnico valor N!(0) que cumple que f'(N(0)) = 0 y este valor corresponde
a un minimo de f (por los valores que tiene f en cero ¥ en infinito).

Si este minimo es menor que cero, entonces tenemos 2 puntos en los
cuales la parabola A = a(N')?(0) intersecta a las curvas (A, N'(0)) = 0. Si
el minimo es mavor que cero entonces no hay puntos de interseccién. Esto
determina como son las curvas definidas por g(A, N'(0)) = 0 y nos lleva al
siguiente resultado:

Proposicion 7.3. Para la ecuacion N + e’ = 0 con las condiciones
N(0) = 0 y N'(1) = ~AR, eziste Rc > 0 tal que se tienen dos curvas de
soluciones caracierizadas del siguiente modo:

(e) Si R > Rc tenemos que las dos ramas de soluciones abren como
funciones de A y hay un intervalo en el eje N'(0) positivo en el que no hay
soluciones.

(b) 5i R < Rc las dos ramas de soluciones abren como funciones de N'(0)
y hay un intervalo en el eje A en el cuales no hay soluciones estacionarias.

Demostracién. Para conocer el comportamiento de las curvas, debe-
mos determinar los puntos en que las curvas intersectan a las parabolas
A = a(N")%(0) con @ real. Como vimos més arriba, esta condiciéon de
interseccién estd determinado por los ceros de la funcién f definida por
g(a(N")}(0), N'(0)) = ZL2 £(N"(0)). Sea fo = f(IV;(0}) = min f. Tenemos
que fo < 0siysélosi .

?R*N2(0) ~ (1 - 2e¢(R-1)) <0

Esto nos lleva a considerar distintes casos:
i) R>1va> --1—. Eneste caso, fo > 0con loque no hay interseccion.
AR-1) q

Por lo tanto, entre N'(0) = 0 v la pardbola A = 5’}%@% no hay soluciones.

(ii)RzlyaéTRl_—l)bRst]. En este caso fy < 0 si v solo si

V1+2a— 2aR ,
= Ng(0)

7! <
Ni(0) <
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o bien
V14 2a
2

Si R £ 1, la funcién senh(z} -~ Vv Rz es creciente por io que 7, < I
es equivalente a senh(z;) — VRr; < senh({zq) — vVRzo. Esto es a su vez
equivalente a senh(zg) — VRzg—a > 0.

Para estudiar esta altima desigualdad, sea z = 5‘; y definamos la siguiente
funcion:

T 8

.N(;(O) =Ip

\/1+z\/1-R+z)_\/l+z\/1-R+z_\/l+z\/5
R R VR

La desigualdad anterior es entonces equivalente a F(z) > 0 con z > 0.
Ademas tenemos que

F(z) = senh(

(7.3)

1 (2- R+ 2z)
2R [0+ 2)(1 - R+2)
1 (2—-R+22) 1 (1422}

—m\f(l+z)(1—R+z) B 2\/—}?,/z(l+z)

Por lo tanto, F'(z) = 0 si y s6lo si

cosh(\/l-!-z\/}l%_R-i-z)=\/I_2+\/§2(j;iz)zzﬂl-f+z (7.4)

El lado izquierdo de esta igualdad es creciente y la derivada del lado
derecho es

201-R [1-R 1, 1+22 . 1-R
‘/E((Q-R+2,z)2 T Tl /1:54_1)

que es igual a

Vi+z/1-R+z

cosh( 7

)

F(z)

VR(1-R) [1-R 1 R
(2—-R+22?Y =z +12(1—R)+z('_’(1*R+z‘+Rz+‘2‘))

Esta 1ltima expresion es claramente negativa para R < 1 por lo que el
lado derecho de 7.4 es decreciente. Come dijimos que el lado izquierdo era
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creciente, podemos entonces afirmar que F'(z) es cero s6lo en un punto que es
de hecho un minimo para F pues F(0) > 0 y F(00) = cc. El hecho de que se
tenga un dnico minimo asegura el hecho de que hay dos curvas pues cuando
tenemos dos intersecciones cuando este minimo es positivo, una cuando es
cero y ninguna cuando es negativo.

Recordemos que fo < 0 iy solo si F(z) > 0, es decir, si F es siempre
positiva, entonces para cualquier parabola tenemos 2 intersecciones de las
curvas. Si F es negativa para algunos valores, en esos valores de a, la parabola
A = a{N")*(0) no corta a las ramas de soluciones y tenemos regiones en el
eje N'(0) por las cuales no pasan estas curvas de soluciones. En el caso en
que hay siempre interseccién, al ser dos curvas ajenas, debe haber al menos
un intervalo en el eje A en el cual no haya soluciones.

En esta pagina v en las siguientes se muestran algunas graficas de F
calculadas numéricamente para diferentes valores de R. A partir de ellas se
observa que hay un valor critico de R para el cual el comportamiento cambia;
sea R, este valor.

La existencia de este valor critico lo podemos ver también del siguiente
modo. Al considerar F con R = 1. tenemos que F(z) = senh(v1+ 2/2) -
21+ z/z. Como la funcién g(z) = senh(z) — 2z es decreciente en el inter-
valo [0, cosh™(2)] ¥ g(0) = 0, entre esos valores serd negativa. Por lo tanto,
podemos afirmar que F' tomaréd algunos valores negativos, en particular, su
minimo serad negativo. Por otro lado, como F — oo cuande R — 0 para
cualquier z, para R pequeia, F seré positiva siempre. Asi, al ser F' continua
como funcién de R (R > 0). por el teorema del valor intermedio, debe existir
Re tal que el minimo de F sea cero.{

Claramente el valor de R, determina el momento en el que las curvas de
soluciones se intersectan, es decir, cuando tenemos solucion de g(A, N(O) =
0 con las condiciones f; Z¥ds = h—.,‘{—u—) y R = p(N(1)). En casos contrarios
tenemos que hay curvas tnicas: Cuando g(A, N'(0)) =0y Jo &ds # w»
tenemos que N' = N'(\); cuando se cumplen las dos condiciones, pero R #
D(N(1)) se tiene que A = MN'(0)).

En el caso exponencial, al integrar, la primera condicion es

2)R 2

TR N

Esta expresién se obtiene considerando que senh(a} = ﬁi%)ﬁ ¥ que
senh(a — /¢) = -%I}g%.
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Figura 2.8: Grafica de F cuando R = .25.
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Figura 2.9: Gréfica de F" cuando R = .5.
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Figura 2.10: Grafica de F' cuando R = .6462.
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Figura 2.11: Grafica de F cuando R=.75.
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Figura 2.12: Grafica de F cuando R = 1.

Esto da también los puntos de tangencia vertical, por ejemplo, para R = 0
se tiene que N'(0) = 2 como vimos anteriormente.

La segunda condicién en esne caso es ¢ — A2R? = 2AR, la que obtenemos
usando que t.anh(-—i) = 7-

Al considerar ambas igualdades, tenemos que N'(0) = 1 lo que reduce las
restricciones a (AR +1)2 = 2(A + 1).

Consideremos entonces la curva de soluciones en el valor N'(0) = 1. Con
esto se tiene que

o 1)_\/1+2,\ 1_lh(\/1+2,\) 120+1+AR
P =T 3 2 AR+1

Si hacemos z = @ entonces tenemos la siguiente funcion:

g(I)—xcoth(I)—-———-\/4 24l =

=!
ot

\/4124-1 (7:5)

Numéricamente es posible encontrar el valor de z para el cual g{zg) = 0.
El valor obtenido, usando el programa Matlab de computadora, es 5 =



104 CAPITULO 2. ESTADOS RECTOS DE BARRAS GIRANDO

1.2473 con lo cual. Ay = 3—"—5{—1 = 2.6115. EI valor critico de R es entonces

2 - .
R.= @ = 0.6462. Este valor coincide con aquel en el cual las grafi-
cas mostradas anteriormente cambiaban su comportamiento.

Por dltimo, para determinar la naturaleza de las soluciones encontradas,
recordemos que N > 0 si y s6lo si N(1) > 0. Vimos en la seccion anterior
que esto es equivalente a pedir que N'(0) > AR. Esto nos determina el
comportamiento que tendra cada solucion en las curvas. Cuando estamos
en el semieje N'(0) negativo tenemos soluciones compresivas; para valores
de N'(0) positivos pero debajo de la recta N'(0) = AR tenemos soluciones
mixtas y para valores por encima de esta recta las soluciones son tensas.
Para estudiar este comportamiento, consideremos la funcién g en la recta

N'(0) = AR.

(= +AR)

g(MAR) = H()) (5

VD F VR Coth(\/m + XR 1l
- 2 2

3R 2
que, para R > -’5, hay por lo menos una interseccion de las curvas de solucio-
nes con la recta. Para R < % el namero de intersecciones es par. También
numeéricamente, es posible determinar que para R < % no hay intersecciones
¥ que para R > % s6lo hay una interseccion.

Se tiene que H(0) =1 — 5= v no es dificil ver que )}im H(A)=0" porlo
—0C

Una tltima consideracién que debemos hacer para poder determinar por
completo el comportamiento de las soluciones es la delimitacién de una zona
prohibida para las soluciones. En la seccién anterior vimos que la regién
determinada por la curva N2(0) = A*R? ~ 2XA, con A = Jo(N}N,
es prohibida para las soluciones {ecuacion 6.7). En nuestro caso particular,
A =1 con lo que esta region prohibida estd dada por esta hipérbola que es
asintética a N'(0) = AR

A partir de toda la informacién obtenida, tenemos entonces los siguientes
esquemas para las curvas de soluciones.

Con todos los resultados obtenidos en este capitulo, podemos considerar
que conocernos suficientemente las cuestiones de existencia ¥ comportamiento
cualitativo de la solucién “trivial” a nuestro problema completo, a pesar de no
tenerla explicitamente en el caso general. A partir de este punto liamaremos
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Figura 2.13: Curvas de soluciones cuando R = .25. Se muestran las rectas

N'(0) = ARy N"(0) = —AR.

N
=

N'{0)= AR

N{0)= AR

Figura 2.14: Curvas de soluciones cuando R = .5. La curva sale del origen

tangente a la curva N'(0) = AR.
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]

N'(0}= AR

N'(0)
<

Figura 2.15: Curvas de soluciones cuando R = .6462. Las dos curvas son
tangentes en el punto (2.6113, 1).

N{0)= AR

N'(0)

Figura 2.16: Curvas de soluciones cuando R = .75. Se observa que las dos
curvas tienen partes positivas.
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Figura 2.17: Curvas de soluciones cuando R = 1. Una curva esta enteramente
en el semiplano positivo, saliendo tangente al eje A, y la otra en el negativo.
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Figura 2.18: Curvas de soluciones cuando R = 2.
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N, a esta solucién y la usaremos para describir lo estados de la barra que se
alejan de ella, los estados doblados.



Capitulo 3

Estados doblados para barras
girando

Como dijimos al principio del capitulo anterior, en éste estudiaremos las
configuraciones de la barra que se alejan del estado recto. Una vez estudiada
la estructura de soluciones para este caso, abordaremos los doblamientos que
sufra la barra desde la perspectiva de la teoria de bifurcaciones. Con esto
encontraremos algunos de los diferentes estados doblados que posee la barra
girando y veremos sus propiedades. Estudiaremos también la dependencia
de estos estados respecto a las caractaristicas de la barra.

Este capitulo tiene una carga matematica considerable, sin embargo, las
conclusiones fisicas que se obtienen son muy interesantes encontrando que el
caracter nolineal del problema determina de manera importante el compor-
tamiento de la barra.

3.1 Replanteamiento del problema general

Dado que u = (N, H, M, 6)!, matematicamente el problema que nos ocupa
es la biisqueda de puntos fijos para el operador

= Al 7(€)d€ cosb
Alfy {§)d¢]sent
= Jol(ZH (&) = AN(£)) + wpJ () cos (& )send(£)]dE

109

G{iu)=
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donde
r(s) = R [ 10(N, H, M, ) cos(€) ~ AN, H, M, E)send (€)}d¢

Para poder resolver este problema, debemos primero encontrar el espacio
de funciones sobre el cual es posible y sencillo trabajar. Con esto en mente,
tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1. El operador G : (C°)® x C% — (C)3 x C%2 de manera
compacta.

Demostracién. Un operador es compacto si manda sucesiones acotadas
en sucesiones que posean subsucesiones convergentes. Escogemos el espacio
de Banach (C%)3 x C%% por ser el espacio mas comodo para trabajar y en el
que no se imponen demasiadas restricciones sobre las soluciones’.

Sea entonces uy € (C%° x C®# una sucesion acotada. Debemos probar
que G(uy) € (C°)® x C®7 tiene una subsucesion convergente. Sea M la cota
de la sucesién ¥ sea

re=R- [ l[o(.rvh Hy, My, €) c0s 0,(€) — (N, Hi, My, §)senbi(§)]d€

Al ser ¥ y # continuas, tenemos que 7y € C' v existe N > 0 tal que
[#], 18] < N (esto pues son funciones continuas definidas en el compacto
D = {{z,y,z) € R? : Iz}, {yl. 2| < M} por lo que alcanzan su maximo y su
minimo). A partir de esto, se tiene que

1
fre] € R+_[o |5(Ni, Hi, My, €) cos 6,(€) — 7Ny, Hi, Mk, §)senfly(£)]dE

Usando que |senf], [cos8| < 1y que |5, |7 < N, podemos entonces
asegurar que |rx| < R+ 2N,

Claramente g = —Acos 8y fy rx(£)d€ (que es la primera componente de
G) esta en C%% y mas ain,

IE] espacio C° es el espacio de las funciones continuas con la norma del supremo (i.e.
Iflle = sup |f(z}]); el espacio C%% es el espacio de las funciones Holder continuas
z€[0,1]

con exponente % (i.e. f € C%¥ siy solo si existe M > 0 tal que, para todo ¥ ¥,
) — < M|z — y|¥) con la no = + fx)=
1£(z) — f(y)] € Mz ~ y|*) con la norma ||l 3 = [Lflle sup L’:fl.;ﬂl

x,y€[0,1}, z#y
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98(2) — 9x(w)] = M(cos B4() — cos () [ ra(€)de - cosbi(v) [ ru(e)de]

Usando que cos z es Lipschitz (con coeficiente !} y que 8, es Halder con-
tinua (acotada uniformemente por M para todo k), tenemos entonces lo
siguiente

lg(z) — gk (¥)] < MMy — |3 (R+ 2N) + Ay — z}(R + 2N)

Por lo tanto,

ng(l z) - : 9 W < \IM(R+2N)+ Ay — 2|} (R+2N) < MR+2N)(IM +V?2)
Yy—x

La dltima desigualdad la obtenemos a partir de que z,y € [0,1]. Definamos
S = AR+ 2N){(IM + V2).

Ahora bien, de esta desigualdad v del hecho que ||gilo < Allrelle <
AR + 2N} podemos concluir que ||gklf0 ) < MR+ 2N)+ S v esto es valido
para todo k natural. Tenemos entonces una sucesion uniformemente acotada
en C%3 , bero este espacio esta encajado compactamente en C° por lo que
cualqu1er sucesién acotada en C®? tendrd una subsucesién convergente en
C? Con esto, podemos concluir que la primera componente del operador
G es compacta. De manera completamente analoga, usando que también
sen(z) es Lipschitz podemos asegurar que la segunda componente de nuestro
operador es compacta.

Para la tercera componente es mas facil probar la compacidad pues es de
laforma fi = i Fi(£)d€ con la sucesién {F;} acotada uniformemente y cada
Fy. al menos continua. Con esto, podemos asegurar que la sucesién {f¢} es de
hecho acotada uniformemente en C![0, 1] que se encuentra también encajado
compactamente en C?.

Para la dltima componente, sea k, = f; (N, Hy, M )dE. Igual que en
el caso anterior, al ser i{N;, Hi, M;) continua v acotada uniformemente, po-
demos asegurar que la sucesién {k,} est4 acotada (con la misma cota para
todo n) en C'[0, 1] que se encuentra encajado compactamente en C%2 con lo
que terminamos Ja prueba. ¢
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Una vez visto esto, se tiene que las soluciones que se encuentran en ese
espacio, tienen de hecho una regularidad determinada. Esta regularidad
nos ayudard en el estudio de nuestro problema. A este respecto se tiene la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.2 Si 0, § y it son C* y consideramos a U € (C%)?* x Cco4,
entonces se tiene que la solucidn al problema Gu =u es tal que N, H, M,
] yre C’H'l.

Demostracion. Haremos la prueba por induccion sobre A Sea en primer
lugar & = 0. Entonces &, f) ¥ i son continuas y se tiene que J; (N, H, M)d§
es Ctporloque fes Cl y

r(s) = R— [ [0(N, H.M,€) cos (&) - AN, H, M, )send(€))d

es también C' (como consecuencia del teorema fundamental del calculo). Por
lo tanto, como N = —Acos8 [§ r{¢)d€ y H = dsenf fy r(€£)dé, tendremos que
N v H son C! al igual que 8. Por iltimo, como F(s) = (PH(s) — N(s)) +
w?pJ(s) cos B(s)senf(s) es continua (pues todas las funciones involucradas
son al menos continuas), entonces M = f§ F(£§)d¢ es C' por lo que en este
caso, N, H, M 8y reCl

Supongamos ahora que para ! natural, se cumple que si ¥, 7 y ji son
C!, entonces N, H. M v 71 € C!'*1. Sean entonces U, 7 v ji funciones
en C'*!. En particular, las funciones de esfuerzos son C' por lo que pode-
mos concluir que N, H, M 8y r € C'*'. Asi, como ¢ = (N, H. M),
se tiene que & es al menos C'*! de donde 6 serd C+2. Por otro lado, co-
mo r'(s) = —0(N, H. M) cos(s) ~ A(N, A, M)senf(s) entonces ' es C**'
v r es C*2. Asi, tanto N = —Xcosf [y r(£)d¢, como H = xsenf fy r(§)d€
seran C'+? al involucrar exclusivamente funciones C'+2. Por tltimo, como
M = bH(s) — 7N (s) + w?pJ(s) cos §(s)senb(s), entonces MoesCHly M es
C'+?. Entonces se tiene que N, H, M ,8 y r € C'*? con lo que concluimos.

Dado este resultado de regularidad de las soluciones, el problema integral
Gu = u podemos transformarlo en un sistema de ecuaciones diferenciales
cuando u € (C°)? x C%%. Supongamos que las funciones de esfuerzos tienen
al menos 2 derivadas continuas, entonces, derivando directamente la ecuacion
llegamos al siguiente sistema:

N'= —HMj — AcosOr(s)
H' = —~NMji + dsenfr(s)
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M' = —Hv -~ NHf — Ak cos fsenf (1.1)
& =Mpa

con k = -"o% v las condiciones de frontera N(0) = 0, H(0) = 0, M(0) = 0,
(1} =0y r(1)=R.

A partir de las condiciones de paridad que se impusieron sobre las varia-
bles de esfuerzos, escribimos 4 = M v i = H7j. La forma de este sistema de
ecuaciones es muy peculiar v gracias a esto se tiene un resultado que es muy
importante relativo a las propiedades nodales de ia funcién & que resulva este
sistema. A este respecto tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3 Para el sistema de ecuaciones 1.1, st en un punto, 8 tiene
un cero doble, entonces =M =H = (.

Demostracion. Para el sistema 1.1, con N y r dados v 6(0) fija, tenemos
una Unica solucién para 8, H v M, como consecuencia de] teorema clasico de
existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales.

Si @ corresponde a esta solucion unica y tiene un cero doble en s € [0, 1],
entonces f(sq) = #'(sp) = 0. Como fi es creciente e impar como funcién de
M, tenemos un cero tnico en M = 0. Por lo tanto, en sy, M(s0) = 0 por
la forma de la ultima ecuacién. La solucion tinica en este caso cumple que
@ = M = 0. Pero con esto, ' = 0 (pues g = 0) y como H(0) = 0, también
H=0. ¢

Este hecho es muy importante ya que gracias a esto, el comportamiento
de las soluciones no triviales a nuestro problema tienen un caracter hereda-
do de su linealizacién. Esto sucede pues, como veremos mas adelante, una
ecuacién sobre € gobierna todo el sistema y # = 0 determina las soluciones
triviales como se vera a continuacién.

Aparte de la regularidad de las soluciones, se tiene que €] operador en
si tiene ciertas propiedades que determinan a las soluciones o bien que nos
indican que tipo de soluciones podemos tener. En particular, las simetrias
del operador nos indican cémo encontrar més soluciones una vez conocida
una o bien a partir de que solucion tenemos bifurcacién. En el capitulo
anterior nos referimos al caso recto como aquel a partir del cual se presentan
bifurcaciones, esto se comprueba también con el estudio de las simetrias de
G. En este sentido, tenernos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4 Sea v la accidn de Z, sobre R* dada por v-(N,H, M,8) =
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(N,—H,—M,—§), entonces se tiene que G(\7-u) =7 - G()u). En per-
ticular, el estado trivial del operador G estd dedo por los puntos fijos de v
(i.e. (\,N,0,0,0)) y si (\,N.H. M, 8) es solucisn de G{A, u) = u, entonces
(M N,-H,—M, —0) también lo es.

Demostracién. Tenemos que # es par en H yen M, que jt es par
en H ¢ impar en M y 7 es impar en H y par en M (Cf. 1.6). Por
lo tanto, ¥(N,—H,—-M)} = #(N,H, M), #(N,~H,-M) = —i(N, H, M)y
(N, —H,-M) = —i(N,H, M). A partir de esto v las paridades conocidas
del seno y del coseno, podemos ver que

r{s)=R- fl[ﬁ(N, H, M, £)cosf(§) — H{N.H, M, £)send(€)]d€

es invariante bajo la accion. Dado que G esté dado como

— A5 r(£)dE] cos 8
Gm) = A[J; r(€)de]sent
’ — RUBH(E) - AN(E)) + wpJ () cos B(&)send(&)}dE
5L B(N(€). H(€), M(£).£)d€

es facil ver que a partir de la invarianciade 7 ¥ de las paridades mencionadas,
se cumple que G{\,7-u) = 7" G(A,u).

Ahora bien, Jos puntos fijos de la accién son puntos g de la forma ug =
(N,0,0,0) y cumplen que

G()‘: U.o) = G(A: i ‘I.ng) =7 G(Aa 110)

por Jo que G(, up) es otro punto fijo de la accién. Por lo tanto, el estado
trivial es aquel que se caracteriza por los puntos fijos que son de la forma
(A, N,0,0,0) y son unicos.

Por ultimo, consideremos que v-I1 = I-7 paralla identidad en R®.
Entonces, si (I — G)u = 0, se tiene que también - (I — G}u = 0 por lo que
(I - G)y-u = 0. Esto significa que si (A, N, H, M, 8) es solucién de nuestro
problema, entonces también (A, N, —H, —M,—8) lo serd.{

3.2 Linealizacién de G

Al considerar el problema como la biisqueda de puntos fijos de GG, no podemos
olvidar que existe un parametro A que también determina estos puntos fijos.
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Uno de los objetivos que tenemos es ver como influye este parametro a las
soluciones del problema completo del mismo modo que vimos la estructura
de las soluciones dependiendo de A para el caso recto.

Para el estudio de esta dependencia y en general de la existencia de los
puntos fijos del operador, es necesario conocer que tin regular es G pues
si tiene derivada de Frechet, a partir del estudio de esta derivada podemos
conocer bastante sobre el comportamiento de nuestro operador usando el
teorema de la funcién implicita visto en el capitulo anterior.

Consideremos la linealizacién del problema Gu = u alrededor de una
curva de soluciones (Ny(A), A) de aquellas que vimos en el capitulo 2 (princi-
palmente en la seccién 6). En este caso, definimos la pareja (N, ) = (Ny(A)+
n, ) v la linealizacion se hara para (n, H, M,6). Sean oy = #{Np(A),0,0) v
ro = R~ [} iyd€. Recordemos que Nj es tal que Np(A) + A Jo Tod€ = 0. Dado
esto, la primera componente de Gu = u es

n+ Alcosf — 1)/; rod€ + ACOSB[O (r—ro)dé =0
lo que es igual a
s rl
n+)\f0 / (5 — P)drde + O(6%) = 0
4
y desarroliando por tltimo 7 se tiene que
5 1
" )\[o /f pnndrde + o(juf) = 0
Esto esdebidoaque by =y =0en H=0y iy =g =0en M =0
como consecuencia de las paridades mencionadas anteriormente.
Andlogamente para las demas componentes se tiene que
§
H- ,\9[0 rodf + o(jul) = 0

M+ fo’(Hf/o — NoHip + AkB)dE + ofJul) = 0

o— [ & -
|| BaMdg + ojul) = 0
donde iy = 7(No,0,0) ¥ fia = (No, 0,0).
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Dados esto desarrollos es claro que la linealizacion (es decir, la derivada
de Frechet) deg=1- G es

n n—Afy f; Uyndrdf
H | _ Hy — M6, fg rod€

Dg(A No(3).0,0,0)| 1= pr o 5(H,0p — NoHyfio + Ak61)d€
6, 6 — [} oM d€

(2.1)
Este operador lineal es de la forma I — K con I la identidad y A un
operador compacto por lo que sabemos que es Fredholm de indice cero.

Para conocer el nucleo del operador Dg(A, No(A), 0,0, 0), necesitamos co-
nocer el conjunto de las (n, Hy, M, 6;) tales que

n
H,
M,

6,

Dg(). No(3),0,0,0) =0

Esto es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales una
vez derivadas las ecuaciones integrales:

n" + )u}hn =0
Hy, = =Nyt
M! = (yNg — N§fio — Ak)B: (2.2)

i

('}T:)' + (Ak + Niflp = ooNo)f =0

con las condiciones de frontera n(0) = 0, n'(1) = 0, M1(0) = 0, 6, =0y

3.3 Ecuacion de bifurcaciéon

Para poder adentrarnos en el estudio de los estados que se alejan de la con-
figuracién recta, es necesario que consideremos primero e} nucleo de la li-
nealizacién de g. Un elemento de este nucleo serd solucién del sistema de
ecuaciones 2.2.
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A partir de la forma de este sistema, si estamos sobre la curva (A, N(})),
la primera ecuacion tiene como unica solucién n = 0. Ademas, dado 6, se
tiene que la segunda y la tercera de las ecuaciones tienen una tinica solucion
por lo que nuestro estudio se puede centrar en la tltima. Esta ecuacién co-
rresponde a la busqueda del nucleo de un operador autoadjunte en Lo, 1],
digamos A(}), que sabemos es de dimensién menor o igual a uno. Si el nucleo
de este operador es trivial entonces es invertible v claramente ¢ = 0 es la so-
lucion de esta ecuacion con lo que el sistema lineal tiene como tnica solucin
la trivial. Con esto, como consecuencia del teorema de la funcién implicita
en espacios de Banach (Teorema I1.6.3), el problema nolineal Gu = u tiene
como inica solucidn (A, Ng(A},0,0,0).

Vimos que la ecuacién nolineal para n se puede escribir como
s rl
n+ A/ f (B — )drde + O(6%) = 0
8 J¢
¥ dado que
Hy) = = Nyb,
M} = (0Ny — N — Ak},

si 6 es solucién del problema nolineal, entonces, también por el teorema de
la funcién implicita, podemos afirmar que para # pequefio, las funciones n,
H vy M que resuelven el problema estin dadas como n = n(f, A} = 067,
H=H({0.2)=0(0)y M =M@, =0(8).

Por lo tanto, usando estos resultados, localmente se puede considerar que
nuestro problema es la biisqueda de 8 tal que

g /1 TE(V(A) + n(8, 0), H(, A), M(6, \)) M(8, \)de = 0

lo que es equivalente a

f

(%)' + (Mo + N3 — 5oNp)0 + O(6) =0 E(0)=0 6,(1) =0

Sea a{A\) = Ak + Niijp — 6yNp ¥ supongamos que 8, es la solucion del
problema lineal correspondiente a Ay (es decir, que A{Ay)8 = 0). Dado que
el operador A()g) es autoadjunto, podemos definir un par de provecciones,
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una sobre su nucleo v otra sobre su rango {que en este caso es el espacio
ortogonal al nucleo). Dadas estas proyecciones, podemos entonces escribir
¢ = eflp + ¢ con ¢ perpendicular a fy ¥ € = [} 88pds. Llamemos P a la
proyeccién ortogonal sobre el nucleo de A(Ao} (i.e. P8 = ey} con lo que
I — P es la proveccion sobre el rango.

Con esto, la ecuacién que deseamos resolver la escribimos como

AN+ 08 =0
o, al considerar las proyecciones,
P(A(N6+0(6%) @ (I - P)(A(N)8+ O(6%))

Usando que f = eflp + @, que A(N) = A(Xo) +(A(A) = A(X))} y el hecho de
que una suma directa es cero si v s6lo si ambos sumandos son cero, tenemos
las siguientes dos ecuaciones:

Aa)é + (T = PY((A() ~ A(X0))(ebo +¢)) + (I - P)O(67) =0

P(((A(X) = A(0))(ebo + 6)) + PO(E°) = 0

La primera de estas corresponde a la proveccién sobre el rango de A(Ag) ¥
la segunda a la proyeccién sobre su nucleo. De nueva cuenta, por el teorema
de la funcion implicita, Ja primera de estas ecuaciones tiene una tinica solucién
(e, A} para A cercano a Ag pues sobre su rango el operador A(Ao} es invertible
y (A(X) — A(Xo)) es tan pequefic como queramos por ser A continua como
funcion de . Esta funcién o es C? en s, ¢(c,A) = o(€’) y cumple que
ligllz2 < (elA = Aol + €%).

La ecuacién sobre el nucleo de 4{Ag) es explicitamente

1 1 1
9/ 8+ ') (= — =)'+ (a(N) — 8o+ §)B0 + O(6%)Bods = 0
o D[(fu ¢)(“(A) ﬂ(/\n))] o+ (a()) ~a(Xo))(eflo + §)80 + O(6")bods
Sustituyendo en esto la expresién encontrada para ¢ e integrando por
partes en algunos casos, llegamos a la siguiente ecuacién de bifurcacion:

e [ (@A) - e ~ (=555 — =) Eds
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1 1 1 ‘o _
+ fﬂ (@) = (%))t ~ (=755 = 5rms)odlds + ofe?) = 0
es decir,
020 00+ 2B o - a0 =0 o)

De esta tltima ecuacion es facil ver que si el coeficiente de (A — A¢) es
diferente de cero, entonces el teorema de la funcién implicita usual (en R?)
nos asegura que (A — Ap) = f(¢) con f(0) = 0. Esto nos dice que hay una
rama C! bifurcada a partir de aquellos A que son valores propios de la linea-
lizacion, que esta rama estd parametrizada por ¢ y representa soluciones no
triviales de la forma (efly + ¢(e), (A — Ao)(€)).

Mas ain, como ¢ = O(e?) y 8/e = By + ¢/¢, en este caso los ceros
de § son vecinos a los de 6, es decir que en este problema las propiedades
nodales de la solucién son heredadas de su linealizacién. Este es un resultado
muy importante en nuestro caso particular pues en buena medida la forma
que tendré la barra deformada esta determinada por el comportamiento de
6, el cual es posible conocer aproximadamente a partir del estudio de su
linealizacién (conocer al menos cuantas veces se anula que para nosotros
representa el nimero de doblamientos que tendré la barra).

3.4 Bifurcacion global

En la seccion anterior vimos que localmente tenemos bifurcacién para
nuestro problema en ciertos valores de A. Ahora veremos de que manera se
prolongan estas ramas bifurcadas y cual es su estructura global. Para esto
usaremos el Teorema de bifurcacion global de Rabinowitz (de la alternativa)
que nos determina que posibilidades tienen estas ramas para desarrollarse y
de qué modo se conectan entre ellas. El teorema lo enunciamos a continuaciéon
y para su prueba se puede consultar [Rab).

Teorema 4.1(Alternativa de Rabinowitz). Sean Ay un valor propio de la
linealizacion del problema Gu = u y ug la solucion trivial al mismo problema
correspondiente a Ag. Entonces, cada rema S{)\y) que bifurca a partir de
(Xo.ua(Xo)) es un subconjunio mazimal conezo y cerrado del conjunto S de
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soluciones no triviales. Ademds, S()o) satisface alguna de las sigutentes
alternativas:

(i)S(Ao) es no acotado ¢

(i1)S(Xo) regresa a lo curva de soluciones triviales en (A1, ur(M)) donde
), es otro valor propio del probleme linealizado y u, es la solucidn trivial
correspondiente.

Esto lo que quiere decir es que a partir de (Aq, No(Xo), 0, 0,0) bifurca un
continuo de soluciones que, o es no acotado o regresa a otro punto de bifur-
cacién. En nuestro caso, vimos en la seccion anterior que el nimero de ceros
sobre la rama no trivial se conserva cerca de la linealizacion. Ademas de esto,
se sabe en general que cuando el mimero de ceros cambia se presentan ceros
dobles? lo que en nuestro caso corresponde a la rama trivial (Cf. seccién
1). Por lo tanto, como el nimero de ceros se conserva sobre el continuoe, si
este fuera acotado, solo podria conectar puntos de bifurcaciéon con el mismo
nimero de ceros (lo que puede suceder, por ejemplo, en 2 ramas diferentes
de soluciones triviales).

Para poder conocer con méas detalle como se aplica este resultado a nues-
tro caso, tenemos que estudiar el problema linealizado, ver cémo son sus
valores propios y que comportamiento nodal tienen las funciones propias co-
rrespondientes. Esto lo haremos en la siguiente seccion.

3.5 Espectro de la linealizacion

El primer paso que haremos para estudiar la linealizacién de nuestro
problema y su espectro es considerar la siguiente ecuacion auxiliar de la cual
es posible obtener informacion

(%)’ +(p+ N7 —N¥=0 6(0)=0 061)=0 (5.1)

Supondremos que N, 7, ji ¥ & son independientes de p a quien tomamos
constante. Hemos quitado el subindice O a las variables de esfuerzos para

20ando la rama es una curva esto es claro. En el caso del continuo esto también
es cierto; la prueba en nuestro caso serfa una pequena modificacién de aquélla que se
encuentra en {Lou} pp.103-105.
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simplificar la notacion, sin embargo seguimos considerando estas variables
en la rama trivial. En este caso, podemos aplicar la siguiente especializacién
de un teorema clasico de la teorfa de Swurm-Liouville cuya prueba se puede
ver en [Codd}(p.212).

Teorema 5.1. Para el problema dede por 5.1, si i, N?7 y Ni» son conti-
nuas y i1 > 0, entonces eriste une sucesidn infinite de valores propios simples
{£n} tales que py < po < -+ y p, = 00 cuando n = oo. Las funciones pro-
pias correspondientes 8, tendrdn n ceros en el intervalo [0,1].

Para atacar nuestro problema original, sean go un valor propio del pro-
blema auxiliar, 6, su funcién propia correspondiente v definamos b(A) =
NF(N)H(A) + No(A)5(A). Para X cercano a Aq escribamos 6 = 8 + ¢ con ¢
perpendicular a 8 y p cercano a pg. Con esto v un desarrollo similar al usado
en la seccion 3 para llegar a la ecuacién de bifurcacion, el problema

9' t — J - _
() + e+ 000=0 €(0)=0 00)=0

es equivalente a

(p=r0) [ B [ (3)=b3a)+ (== oL@ s+ (A=) =

Tomando f; §3ds = 1 (i.e. normalizando las funciones propias}), entonces
tenemos que (p — pg) = f(A) con f(0) = 0, ademas se cumple que

f(A)
()

De esto obtenemos funciones diferenciables p,()) tales que p, (0) corres-
ponde al n-ésimo valor propio del problema auxiliar. Ademas, por la unicidad
que asegura el teorema de la funcién implicita, para n # m las curvas Pu(A)
¥ Am(}) no se cruzan lo que sera de importancia més adelante. Consideremos
N{(A) la curva que sale del origen tal que N(0) = 0. Entonces, como en A = 0
las curvas p, estan ordenadas, este orden se preserva después para todo A.

Dada la funcion p = Ak, nos interesa ver cuando las curvas p, la inter-
sectan. Supongamos por simplicidad en la exposicién que k es constante (es
decir, que todas las secciones transversales de la barra son iguales). Estos
resultados mas algunos que son inmediatos los resumimos en la siguiente
proposicion:

(60)*)ds

0 == [ oo+
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Proposicién 5.2 Dado el problema de Sturm-Liouville 5.2, eristen curvas
diferenciables pn()) tales que p,(0) es valor propio del problema auziliar 5.1,
AN = — (VA8 + %—‘(%(B{))z)ds y An es el n-ésimo valor propio de 5.2
8i pn(An) = Ank. Ademds, se cumple lo siguiente:

1. i para algin n natural se tiene que p = Ak intersecta a pn(X), entonces
tiene gue intersectar a p;(A) para todo j < n.

2. Sib'(A), ¢'()) > 0 entonces para todo n, la recta p = Ak corta a estas
curves una sdle vez.

3. 8i f'(N) < k, entonces, para todo n, po(A) coria a p = Ak al menos
una vez.

Demostracién. Lo unico que falta por demostrar son las tres especializa-
ciones del resultado.

1. A partir del orden que tienen las curvas v el hecho de que esto se
preserva, al ser p = Ak creciente. podemos afirmar que esto se cumple.

2. En este caso. las curvas p, son decrecientes pues pj, < 0. Por lo tanto,
para todo n, la recta p = Ak corta a estas curvas una sdla vez.

3. Si f'(A) < k, para e pequeia, se tiene que f'(A) < k — ¢ de don-
de F{A) < (k — e}x + F{0) es decir, pp(A) < (k — €)A + pa(0) por lo que
Pa(A) < kX — €A+ pa(0) < kA si X es grande. Como p,(0) — oo cuando
n — oc podemos asegurar que en este caso existe al menos un corte.§

Es posible hacer un tratamiento analogo si & no es constante. sin embargo,
es claro que la dificultad que esto generaria es considerable.

En la seccién siguiente haremos una restriccion sobre las funciones de
esfuerzos para poder ahondar en estos resultados. En el caso general, los
resultados hasta aqui mostrados indican cual es el tipo de comportamiento
que se puede esperar en la barra.

3.6 Ejemplo de espectro y comportamiento no-
dal

En primer lugar, recordemos que en el capitulo 2, secciéon 6, vimos que dada
la curva de soluciones N(A)} con N < 0, se cumple que N, < 0. Junto con
esto, consideremos un caso particular de barra {una clase de materiales) para
los cuales se cumplen las siguientes condiciones:

) an €9 <0
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it) o(0) < 27(0)

La primera de estas condiciones las cumplen los materiales para los cuales,
al aumentar la tension, se dificultan cada vez mas tanto la deformacion como
la torsion. Este es el caso por ejempo de los materiales de caracter fibroso
pues para ellos, €] estiramiento impide cualquier movimiento que no sea en
la direccién de las fibras.

Claramente esta condicion se ve satisfecha si 1 y 77 son constantes respecto
de NN, es decir, si el esfuerzo de deformacion y la torsion dependen linealmente
de la tensién. Esta condicion de linealidad es una buena aproximacién para
la mayoria de los materiales si consideramos que N no es muy grande.

Respecto a la otra condicion, tenemos que fiy = 71 + Hiy por lo que
71la=0 = Tig|#=o. Esto hace que la segunda condicién sea equivalente a pedir
que #n{0) < 275 (0) es decir, que el cambio de la dilatacién respecto a la
tensiéon sea menor gue el doble del cambio de la deformacién respecto a la
fuerza de deformacion cerca del estado de referencia. Esta condicién tampoco
es muy fuerte pues para la mavoria de los materiales, cerca del estado de
referencia, el cambio de la dilatacién v el de la deformacion son bastante
similares.

Dadas estas dos condiciones, considerando que & es convexa (fxny > 0),
se tiene que Pay > 27n de donde 27(N) — Op(N) es decreciente para N < 0.
Con esto podemos concluir que en este caso 24(N) — on(N) > 0.

Recordemos que en la seccién anterior vimos que p— gy = f(A) v que

£ ()

1
700 = = [JEO + E (6)7)ds

Claramente, con las condiciones impuestas y N < 0 se tiene que
V(A) = (2% — ox)NNy + N*ijg Ny — iNy > 0

¥ @'(A) = ixNy 2 0 por lo que f/(A) < 0. Con esto, podemos asegurar la
siguiente proposicidn.

Proposicion 6.1 Supongamos gque el material de la barra es tal que, para
N <0,

(1) in <0;ix <0y

(is) o (0) < 25(0) :

Entonces, eristen una infinidad de velores propios pare el problema 5.2 a
partir de los cuales hay bifurcacion.
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En particular, para R > 1 tenemos que la rama con N < 0 sale del origen
y con las condiciones impuestas podemos afirmar que esta rama tiene un
nimero infinito de puntos de bifurcacién dados por Jos valores de A en los
cuales p = Ak corta a las curvas p,(A). Por las propiedades nodales descritas
anteriormente, estas ramas bifurcadas no pueden regresar a la misma curva
por lo que o son no acotadas o conectan con la curva de soluciones triviales
que tiene N'(0) > 0. Si las ramas son no acotadas, tendriamos que, al
aumentar la velocidad angular, la barra se comprime hasta alcanzar un punto
en que se dobla y una vez doblada ya no regresa nunca al estado recto. En el
otro caso, tendriamos que la barra se comprime hasta doblarse ¥ que despues
de estar doblada, comienza a elongarse hasta regresar al estado recto pero
en estado de tension. Para poder determinar si esto sucede o no, habria que
estudiar el comportamiento de la rama trivial caracterizada por N'(0) > 0.
Vimos que en general este estudio es bastante complicado, sin embargo en
algunos casos particulares es posible.

Para R < 1. consideramos a la rama trivial que sale del origen. Recorde-
mos que cerca del origen esta rama no cumple que N'(0) < 0, pero después
de un cierto valor de A al que llamamos Ay si se tiene que N'(0) < 0. En
este caso, después de A, las curvas p,(A) son decrecientes por lo que p = Ak
corta estas curvas al menos una vez (una sola vez si el primer corte sucede
para para A > Ap). Para n grande, este corte sucede después de Ap pues s
no fuera as{, tendriamos una A< oo tal que M.k = Ak cuando n — oc. La
funcién propia correspondiente a ) tendria una infinidad de ceros pues cada
funcion propia correspondiente a A, tiene n ceros. Esto implicaria que esta
funcion propia, digamos g, seria 6 = 0. Pero recordemos que las funciones
propias estaban normahzadas (Js 6» = 1 para todo n) v al ser @ la funcién
propia correspondiente a A se Cumple que 8, — 6 1o que es imposible pues
tendriamos que la funcion identicamente cero integra uno.

Ahora bien, si tenemos que p},(}) < k entonces hay bifurcaci6n v la rama
bifurcada podria regresar a la misma rama trivial. Esto es debido a que en
este caso, puede haber varios cortes en la misma curva pn(A), al menos uno
antes de g v uno despues. Esto significa que la barra comienza extendien-
dose al empezar a girar v en un valor de la velocidad angular se dobla, sin
embargd, despues regresa al estado recto aunque esto puede suceder cuando
este estado recto va se caracterice por tener compresion en la barra.

Antes de seguir adelante v ahondar en el comportamiento nodal de las
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soluciones, probaremos un teorema de comparaciéon sturmiano que nos sera
de utilidad en este estudio del comportamiento nodal.

Teorema 6.2. Sean py > 0 ya; > 0 tales que 0 < i < y0<a<a ¥
consideremos a 8 y a ¢ soluciones de

13

&, _ ey
(3)+a8=0 €(0)=0

!
Ey+mp=0 ¢0)=0
#1

respectivamente. Enfonces, entre £ ceros consecutivos de 8 hay un cero de ¢
y entre 0 y el primer cero de 6 hay también un cero de ¢.

Demostracién. Como

6!’
(,u) (—)9+(a—a1)3c6 0

integrando esta ecuacion entre a v 3, se tiene que

(i ¢'6 A 1 1
—5-== -/ 09 (— - <)+ (2 — a,)8dds
M Hy a U

Recordemos que L_ - ; S0ya-a; £0. Comoa >0y >0, entonces
tenemos que los maximos de # son positivos v sus minimos son negativos.
Esto es debido a que € cumple que

g @
‘E - _—2;1' +af =10
i

¥y en un extremo §' = 0 de donde es claro que 8 y 6" tienen signos contrarios
por lo que en un maximo #” < 0 implica que § > 0 y analogamente para los
minimos. Es posible tener un resultado igual para ¢.

Ahora bien, si & = 0 entonces #'{a) = 0 v ¢'{a) = 0. Sea f el primer
cero de 6 y supongamos sin pérdida de generalidad que > 0 en [a, 4] (si no
consideremos —f). Entonces tenemos que #' < 0 en ese intervalo.

Si¢>0en[0,5] (0 < 0conloque consideramos —¢) entonces T <
pero el lado derecho de la igualdad es positivo lo que es imposible. Por lo
tanto, debe haber un valor ~ € [0, 4] tal que ¢(v) = 0.

Por otro lado, sean a v 4 dos ceros consecutivos de # con 6 > 0 en (o, §)
(si no, tomemos —@ de nueva cuenta). Sea a; el maximo de & en ese intervalo
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y supongamos que ¢ tiene el mismo signo en [, f} (digamos sin perdida de
generalidad ¢ > 0).

Si ¢' > 0 en |a,ay), integrando entre & y o) se cumple que —-%lm -
%Qla < 0. El lado derecho de la igualdad es positivo lo que hace imposible
que esto se cumpla, entonces existe v, € {o, o] tal que ¢'(7) <0

Considerando que ¢’ < 0 en {a, A, al integrar entre o y 3 tenemos que
%Q[g + f:-f-la, < 0, pero el lado derecho es positivo lo que es imposible. Por
lo tanto, debe existir 7y, € [a;, 8] tal que &'(y2) > 0.

Podemos concluir entonces que entre -y; ¥ 7, existe un minimo de ¢ que
debe ser negativo como vimos anteriormente. Pero esto no es posible si ¢.
es positivo en todo el intervalo [a, 3}. Esta contradiccién nos muestra que
existe ¥ € |a, f] tal que ¢(y) = 0.0

En nuestro caso, para N < 0, se tiene que

0 < b(A) < XR*H(-AR) + AR

~ARs ¥ 5(0) = 1. También j decrece por lo que 0 < {(—AR)™' < i1
(0)""

Usando esto v el teorema anterior. consideremos a 6 la funcién con n ceros
correspondiente a g,(A) v A > Ag. Sea ¢ solucion de la siguiente ecuacién:

pues N?7; — Niy v j decrecen mientras & crece y vimos ademas que N(s) >
1
<

" +ao=0 ¢'(0)=0

con @ = (pa(A) + A2R%(—AR) + AR)a(- AR).

Entonces, ¢(s) = Bcos(v/as) y debe tener al menos n ceros en [0,1]. El
dltimo de estos ceros es 22517 )= < 1. Sin embargo, si @ < = esto no es
posible con lo que ]a tinica solucién posible es la identicamente cero y no hay
bifurcacién.

Por ejemplo, si ; = 1, #x{0) < 2 v i es constante, como vimos en la
seccion 6 del capitulo 2 que Ay < i—‘;‘ con 4 = f_ooo (N)dN, se tiene que

24 . x?
'ﬁ(k+2A+R)“<I

si it es suficientemente chico, es decir, si la barra es muy dura resistiendo
torsion.
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Si ademas, para N > 0 uno tiene que #{(N) > N, podemos comparar la

ecuacion
& + (Ak + NZ - N8 =0

con la ecuacién
¢" + (M + MR+ - XR)ip =0

En este caso, si 4 tiene n ceros, ¢ tendré al menos n ceros. Pero esto
ki

no es posible para A < M v i < -;~ Por lo tanto, con estas condiciones,
para { chico no hay bifurcacion en la parte positiva de la rama y la primera
bifurcacién sucede ya que la barra se comprime.

Mas aun, tenemos que (A +N2— N} < (Ak+X?R2+ AR)isi N{1) < 0
pero (M + N? — #N)ix < Akji si N(1} > 0. De donde, si A < ), implica
que Mk +AR2+R) < ’-;3, entonces no hay bifurcacion para los valores de A
menores a esta A;. Igualmente, si A < A; implica que Akl < "Tz v N(1) >0,
entonces no hay bifurcacién para A < A,

Estos resultados se pueden resumir como sigue

Proposicion 6.3 Supongamos que se cumplen las mismas condiciones de
la Proposicion 6.1 y ademds, 7 =1, in(0) < 2, i es constante y para N > 0,
U(N) > N. Entonces, para i suficientemente chico {un material muy fuerte
resistiendo torsion) no hay bifurcacion en la parte tensa de la rama que sale
del origen .

Esto recuerda en algin sentido el doblamiento clasico de una barra a la
que se le aplica una fuerza en uno de sus extremos. Este doblamiento sélo se
produce cuando la barra estd comprimida y esta compresion supera un valor
critico.

Claramente lo encontrado en esta seccién puede ser ampliado y profun-
dizado, sin embargo, para el objetivo de este trabajo, puede servir como un
ejemplo del tipo de comportamientc que sigue la barra ¥ como un indica-
tivo del tipo de conclusiones a las que unc puede llegar trabajando en esta
direccidn.
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Conclusiones.

A lo largo de este trabajo hemos visto la riqueza que un problema concep-
tualmente sencillo puede tener, desde su modelacion fisica hasta el estudio
matematico de las ecuaciones que lo describen. Vimos un modelo de barras
elasticas encontrando de que manera su geometria y las leves fundamentales
de la mecénica se relacionan para determinar su comportamiento. Estudia-
mos un ejemplo particular, el de una barra elastica girando, en el cual se
aprecia de manera muy clara esta relacion llegando en este caso a un sistema
de 4 ecuaciones diferenciales que describe tanto el movimiento de la barra
como su deformacion. Usamos diferentes métodos del analisis nolineal para
obtener la mayor cantidad de informacion posible a partir de este sistema
dividiendo este trabajo en dos partes: el estudio de la barra recta v el de
sus doblamientos. En el caso de ]a barra recta, encontramos que puede ha-
ber soluciones miiltiples dependiendo de la velocidad angular que se tenga
¥ que, en algunos casos, hay curvas de soluciones con esta velocidad como
parametro. En el caso particular de una barra suave vimos que hay dos cur-
vas de soluciones y que inclusive puede haber zonas (valores de la velocidad
angular) en las que no haya solucién estacionaria. Respecto a los dobla-
mientos, encontramos que estos suceden para valores bien determinados de
la velocidad angular y que estos valores dependen fuertemente del tipo de
material que consideremos. Para terminar, vimos el caso particular para el
cual podemos asegurar que los doblamientos s6lo suceden cuando la barra se
encuentra comprimida. Los teoremas que se refieren a la existencia de solu-
ciones miiltiples usandoe métodos variacionales (capitulo 2, seccién 3) fueron
tomados del articulo [Bur] de Burton; aquellos que se encuentran en el capi-
tulo 2, secciones dos, tres y el principio de la cinco asi como los referentes a
las propiedades nodales® y la bifurcacién global provienen del articulo [Ant2)
de Antman y Nachman; el resto de los resultados de los capitulos 2 v 3 son
originales.

#Con una prueba diferente a la presentada en este trabajo
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Sin embargo, estos resultados no concluyen con este problema pues toda-
via hav muchas preguntas que no fueron contestadas o incluso grandes temas
que no han sido tratados, por ejemplo:

1. El problema relativo a la estabilidad de las soluciones.

2. El estudio de las soluciones que no son estacionarias.

3. El comportamiento en general de la rama de soluciones triviales tensas.

4. La forma de las ramas de soluciones no triviales {su convexidad, si son
curvas, etc.)

5. El estudio de los doblamientos en otros planos {en particular, en el
mismo plano del anillo). )

Qtro de los aspectos que no fueron mencionados a profundidad y que pue-
den llevarnos a problemas interesantes son los relacionados con las aplicacio-
nes de estos resultados. Si bien el problema fue considerado como puramente
tedrico, puede tener diversas aplicaciones practicas. Dada la respuesta que
se encontro de los doblamientos respecto a la velocidad angular, vimos que
esto depende fuertemente del tipo de material que consideremos. Esto puede
avudar al disefio de algin mecanismo sencillo v no demasiado costoso que
permita separar materiales elasticos o facilitar su clasificacion, aspecto que
puede ser de gran utilidad en la ciencia de materiales. Otras posibles aplica-
ciones estan relacionadas con la ingenieria. El estudio a profundidad de los
doblamientos v sus caracteristicas puede ayudar a controlar estos doblamien-
tos o incluso fracturas en aparatos que funcionen con una barra unida a un
anillo. Por ejemplo, si una hélice de avién o de helicoptero llega a doblarse,
puede tener consecuencias graves y con un estudio profundo puede encon-
trarse cual es el valor critico de la velocidad angular para el cual, el material
de la hélice se dobla (evitando este valor, se puede evitar el doblamiento).
Incluso se pueden tener aplicaciones bioldgicas o fisiologicas, pues la teoria
de barras de Cosserat ha mostrado ser un buen modelo para huesos o tallos.
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