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Introduccion.

l.a relacion entre ei algebra v la computacion es un fendomeno natural debido al
caracter algoritmico de la primera En las (ltimas dos décadas se han desarrollado
herramientas computacionales muy poderosas y accesibles lo cual ha incrementado
esta relacion abriendo nuevas areas de investigacion en algebra. A su vez esto ha
permitido la aplicacion de aspectos teoricos de esta area de las matematicas a la
soluci0on de problemas en otras disciplinas como la fisica y la mgenieria.

Entre las principales tareas del dlgebra computacional estan el calculo de cerraduras
v descomposiciones de objetos en el anillo de polinomios. En este texto se dan
ejemplos de ambas El calculo del antllo de invariantes, tema central de esta tesis, es
cjemplo del primer tipo, mientras que la descomposicion primaria de ideales es
cremplo del segundo

Existen varios méiodos efectivos para el céleulo del anillo de invariantes Sin
embargo ta mayor parte de estos funcionan sélo cuando estamos trabajando con un
campo cuya caracteristica es cero, esto es debido a que recaen fuertemente en €l uso
det operador de Reynolds y la féormula de Molien, los cuales involucran division
entre el orden del grupo, por lo que no resultan Gtiles cuando el orden del grupo es
multiplo de la caracteristica del campo, a este caso se le Hamara modular,

No fue sino hasta la publicacion del articulo "Caleulating Invariant Rings of Finite
Groups over Arbitrary Fields"(Gregor Kemper, 1996) cuando se expuso un
algonitmo que responde tanto al caso modular como al no moedular, anteriormente la
solucton al caso modular se daba mediante técnicas especificas para el campo y el
grupo con los gque se estaba trabajande La presentacion de los algoritmos
presentados en dicho articulo conforma el principal objetivo de este trabajo

La primera seccion trata sobre las bases de Groebner, tema al parecer inevitable
cuando se habla de digebra computacional. En esta seccidn se explica que son estos
comuntos y como calcularlos Al final se da una version de bases de Groebner para
madulos, la cual nos permite, como en el caso para ideales, resolver el problema de
pertenencia. A to largo del texto aparecerdn en varias ocasiones estos conjuntos y
creo que al final se habra dado una buena idea del por qué de su 1mportancia.

En ta segunda seccion de este trabajo se presentan los algoritmos para el calculo de
invariantes primarios y secundarios En esta seccidn se plantean los algoritmos en
términos generales sefalando los célculos necesarios para su ejecucion, pero sin
entrar en detalles. Es en al apéndice A donde se explica mas cuidadosamente como
{levar a cabo los pasos mas compiejos de estos afgoritmos.



Uno de los algoritmos que se presentan en el apéndice A es el de descomposicion
primaria Este es el que presenta mayores dificultades y no se expone en su
totalidad La explicacion que aqui se hace llega hasta el punto en que son necesarias
técnicas factorizacion de polinomios, tema de no poco interés, pero que se aleja del
objetivo de este trabajo.

£l apéndice B redne algunos de los resultados de dlgebra conmutativa utilizados en
las secciones antertores, la mayor parte con sus respectivas demostraciones.

La tesis esta dingida a lectores interesados en el dlgebra conmutativa y cuyo
contacto con el algebra computacional ha sido poco. El lector encontrara que los
capitulos 1. 2, 3.4 y 7 del hibro "Introduccion to Commutative Algebra”(Atiyah,
[969) contienen el material requerido para esta lectura.

Por ultimo, cabe mencionar que en algunos casos se utilizan resultados que no se
demuestran. esto es debido a que hacerlo habria mmplicado ahondar en temas que
chstan del enfoque que se ha buscado dar al texto. Cuando esto suceda se sefialara
dando la referencia que permita al lector revisar la teoria que justifica la afirmacion.



| Bases de Groebner.

Antes de definir que es una base de Groebner necesitamos definir algunos conceptos
y fijar un poco de notacion

1.1 Ordenes monomiales.
Sea M el conjunto de monomios x*, a2

1.1.1 Definicidén. Un orden monomal en M es una relacién > tal que, para
cualesquiera my, mi mzeM no constantes

7l > es un orden total en M.
1) ny > f.
i) SI iy > sy enlonces miymy = Mz,

Un ejemplo de orden monomial es el orden lexicografico para el cuat
X>exl, oL BeZ,

stu=f ypara o -B= (0)-Br,. ,0,-Ba) tenemos que s11=min{|| oy#P,} entonces
U-I_Bi>0

Dado un orden monomial > podemos definir los siguientes conceptos

1.1.2 Definicién. Sea > un orden monomial en My feK[x,, .x,[. Supongamos que
[ cx® ~ f. donde x° es mayor que cualquier monanuo en [ con respecto a >,
entonces

i) LT(D== ¢ x" es el término principal de f.
ity LM{f)= x“ es el monoruo principal de f
wih LC( = ¢ es el coeficiente principal de f.

Dado un ideal 1cK[x:,. .x,] definimos LT(I) como el conjunto de todos los
términes principales de elementos de 1 St consideramos ef ideal <L.T(I)> dado que
por el lema de Dickson' todo ideal generado por un conjunto de monomios de

"Cov. D, Litile. |, O'Shea, D (1997) p 69



KIx). %] es generado por un subconunto finito del conjunto de generadores
entonces existe un nidmero finito de elementos de 1 tales que sus términos
principales generan a <LT(I)>

1.2 Bases de Groebner{Definicién y construecién)

1.2.1 Defiricion. Sea IcK[x;.. .x, ] unideal vy G={g, .. g} un conjunio tal que
LT - = <LT(g;). ..LT(g)> con respecto a algin orden monomial > entonces G
es una Base de Groebner de 1.

1.2.2 Definicion. Sea IcK[x, .x,]y G una Base de Groebner de I con respecto a
algiin orden > entonces el compunto M\ <LT([}> es el compunto de monomios
standard asociado a G.

E! conjunto de monomios standard resulta ser una base para K[x,, . ,x,}{l como
espacio vectonal sobre K

1.2.3 Definicion. Dado un polinomio feK{fx,.... x,[ el émico polinomio
res{ [')= 2ax" donde cada x® es un mononmio standard, tal que

[-res() €1,
es el residuo de [ o forma normal. médulo I eon respecio al orden elegido.

Notese que en la detimcidn se afirma que dada feK[x;, ,X,] tenemos que res(f) es
unico. El siguiente argumento nos permite hacer dicha aseveracion. Sean r=2a,x"y
r=%b,x" tales que cumplen con las condiciones de la definicion. Dado que fry

f-rel entonces r-r'el Sea (a, - b, x™ el térmmo principal de r-r' entonces
Vie<lT(y> o (a,-b,)=0 Por hipdtesis debemos tener a,-b,=0, por lo tanto r-r'=0,

Antes de comenzar a estudiar algunas de las propiedades de las bases de Groebner se
requiere de un algoritmo para dividir en K{x,...,x,). La 1dea es generalizar el
algoritme de la division en K[x,} de tal forma que dade un conjunto de polinomios
F=!f). _f,} podamos expresar cualquier polinomio en términos de fi,....f y un
residuo 1 cuyos 1érminos no son divisibles por ningln término en LT(F).

Sea T un orden monomial en K[x;, . x,] v sean fi,.. f, feK[x,,. ,x,]. Decimos que
f es reducible modulo F={f|, . .f} s existe f,eF tal que LT(f) divide a algin
termmo de {



1.2.3 Algoritmo de la division en K{x,...,x,].

Datos: F={fy,..., fsh, £
Resultado: as,..., as, reK[xi,... x| tales que f=Xa-f +ry ningln término de r es divisible por
alguno de los términos LT(f:), ..,LT(fs).

Definimos a1¢:=0,...,.850:=0, ro:=f,

Dados ai.. . 8. p. Si i es reducible médulo F escogemos feF tal que LT{f)-cm es igual a
algun termino de r,, para algin me My ceK. Entonces

fari= - OMef, @10 B, + MY @ngi=an,, con hefl,...5)y haj.

St esireducinle médulo F entonces
{.=0, 8::= a1y,..., ds.™ Qs

Cuando un polinomto f se puede expresar como una suma Xa,-f; +r por medio del
algoritmo de la division decimos que f se reduce a r modulo f, . &

Uno esperaria gue s1 luvidsemos un conjunto de generadores fj, 1, para algin 1deal
Iy un elemento fel entonces dividir fentre £, .f; nos daria una expresion de fen
téerunes de 1a base de tal forma que el residuo seria cero S embargo esto no es
cierto en general v es aqui donde se hace presente una propiedad basica de las bases
de Groebner.

Supongamos que G=1g, . .2} es una base de Groebner para I y sea feK[xy, .. .X,]

Despucs de dividir f entre G obtenemos ay, . , a,, 1 tales que f=Za,g, + 1, y ningin
termmo de 1 es multtplo de algun térmmo en LT(G). Asi que ningn término de r
esta en <L T(G)>, que es <L.T(1)> por definicién de G, por lo tanto r=res(f). Esto en
particular nos esta diciendo que si fel entonces el residuo de dividir f entre G es
cero De la altima afirmacién se sigue que G es una base para | y es una base tal que
nos permite saber cuando un polinomio pertenece al ideal Solo nos falta un método
para calcular una base de Groebner a partir de un conjunto de generadores de |

Dado F=!11. _ £} un conjunto de generadores de |, el objetivo es tener un criterio
para saber s1 F es una base de Groebner y. si no lo es, poder decidir que elementos
de | agregar a F para obtener dicha base Una primera observacion nos sugiere que si
fel es tal que al dividirlo entre F el residuo r es distinto de cero entonces hay que



afadi r a FEs claro que rel, sin embargo LT(r) no estd en <L.T{(F¥» y es por eso
que hay que sumarlo a F En efecto ésta es la estrategta, pero debemos refinarla,
pues de otro modo podriamos pasar el resto de nuestra vida tratando de encontrar
dichos polinomios Es con este fin que se presentan los siguentes polinomios.

Definicién 1.2.4. Sean fgeK[x, .x,] polmomios disuntos de cero. Sea
memf LA, LM(g) )=x" el minimo comiin miltiplo de los monomios principales de
fvg FElpohmomio

S@g)= (LT ) - (x7LT(g) ) g

es el s-polimomic de fv g

Proposicion 1.2.5. Sea / un ideal Entonces un conjunto generador F={fy.... [ de )
o5 una base de Groebner si v solo si para cualquier par f.. f,€F, S(f. 1) se reduce a
cero modulo F.

Demostracion. Si F es una Base de Groebner ya mencionamos anieriormente que
cualguer elemento de [ se reduce a cero con respecto a F, en particular S(f.f))

Sea fel entonces existen hy,. h, tales que f=Zhf, Sea m=LM(hf) ¥
m=max(m,. .n,) es claro que LM(f)sm. Consideremos todas las formas posibles
en que se puede expresar f. para cada forma tenemos una m, la cual puede diferir o
no de otras. sea x* el mimimo de todas estas y hy, ..h; el conjunto de polinomios al
que X" corresponde.

St LM(f)y= %" entonces LT(De<LT(f)). ,LT(f)> y podemos reducir f a algun
nolinomio f tal que LM(F)<LM(f)

Supongamos que LM(f)< x” y sean m,. . .Myq los monomios principales de los hf
tales gue m=in, ;= . =i entonces debemos tener LT pfip)= 0 v por lo tanto

SLF(hyg )y €5 una combinacion lineal de los polinomios

SVt x*f,,)), donde x"¥'= LM(hIU))‘Z

Sca x'= mem(LM(1,;,). LM(f,)) entonces

S(x'lmﬁu,, x-z(h]flm)z xM'S(f:U), fim) ¥ tenemos que

TLT (= Zea XS, T csneK

TCox. . 1atle, ), O'Shea, D (1997) Lema 2.6 5



Por hipotesis los s-polinomios S(f,,,, £, se reducen a cero modulo F Sea

S(fi. fum)= Eal_]hfia agnekix;, X

la expresion gue obtenemos mediante el algoritmoe de la division, Por la forma en
que éste funciona se deduce que cada LM(auf) es menor o 1gual que el monomio
principal de S(f,,, fis) Por lo tanto

2" LM(agnf) € xMLM( S(£q), fim) } < X&T-mcm([«M(f.u))s LM(tim))= x"

Pero esto implica que hemos encontrade una expresion f=2p,f, donde LM(p,f) < X"
para toda 1 fo cual contradice la mmimahdad de x* Por lo tanto debemos tener
LA(D=x"

ksta proposicion nos da el criterto gue necesitdébamos para extender una base de un
ideal a una base de Groebner y para identificar cuando ya tenemos una basc de
Cirochner.

Algoritmo de Buchberger 1.2.6. Sea F una base de 1

Datos F
Resultado: G'= {g1,....9m} una base de Groebner de | con respecto a >,

Gy=F
Bu={{g. 9} 0. ¢,=Go. gq, }

Dados B,y G. S1 B=@ entonces escogemos una pareja (g1, gz}eB.
Sea g' la reduccion de S(gs, g2) con respecto a G,y C= BM(gs, g2)} entences

Gu=CBrofgl y Bz Cu{{gh) | heG).

Esle proceso lo repetimos recursivamente hasta que B=@. Una vez que esto sucede G:=G,.

Dado un ideal 1 y F un conjunto de generadores ahora podemos calcular una base de
Groebner partiendo de F y expresar cualquier fel en términos de G utilizando el



algoritmo de la division, en particular los elementos de F Sin embargo habra
ocasiones en las que se necesite expresar los elementos de G en términos de los
clementos de F Esto tiene solucion.

Para expresar cada geG en términos de los elementos de F necesitamos una familia
de pohinomios { {Qyr }rer ) pea tal que para cada geG

g= gyt (1)
I2n el algoritmo de Buchberger comenzamos con Gy y By, ahora tendremos un nuevo

conjunto Hy ={0,r| qu=8g, feF, ge Gy} donde

I s1f=g
5&;:
0 sifeg

es claro que los elementos de H, cumplen con (1) para Fy Gy

tn el paso inductivo st la condicion B#@ se cumple escogemos (g1,82)€B, y
calculamos un elemente g' tal que

S{g.g2)=migi-myg:™ 2que + g, gely,
v formamos G,. =G {g

Supongamos que H=!q,r| geG,. feF} es tal que las gy cumplen con (1) para F y G,.
fntonces

g'= myg-maga - 2,8 geG

= mI(%‘égll’ f) - m2(§cgg?.ff) qu( quf'f )

geGr fef

= Z{miQuir - M- 2G éCIgr) f
ok

definimos qgr™ My - Madgar - Zq%qbf para cada feF y H., )= Hi W {qQgr b

Dado que los conjuntos H, mantienen la propiedad de que sus elementos gy nos
permiten expresar los elementos de G, en térmimos de los elementos de F entonces el
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afiadir este proceso al algoritmo de Buchberger nos permite obtener la familia de
pohnomios que buscabamos.

1.3 Teocrema de eliminacion,

Las bases de Groebner presentan otra importante propiedad cuando son calculadas
con respecto a ciertos ordenes. ’

Teorema 1.3.1. Sea [cK[x; .x,] un ideal. Dado un comunto de mdeterminadas
fuy. e dcix. x.}p v G una base de Groebner con respecto a algtin orden = tal
que cualgquier monomio en las u,'s es menor que cualguier monomio que involucre
alguna x,efx,.. X {u ) Fntonces GHK[uy.. ] es una base de Groebner
del ideal de elmmnacion I, =1nK[uy, ..u,]

Demostracion. Sea G'=GK[uy, .,u]. Por construccion G'cly y por lo tanto
<L T(GY>c<LT(,¥> Sea fely entonces existe geG tal que LT(g) divide a LT(f) lo
cual mmpheca que LT(g) sélo mvolucra u,'s. Observemos que si el término principal
de un polinomio p involucra unicamente a las u's entonces peK[u... . ] por el
orden que cstamos utilizando De esta observacion se sigue que geK[u,.... ], por
lo tantoe LT(DNe<LT{G')> Con esto hemos demostrado que también tenemos
LTI <L TiGY>

1.4 Bases de Groebner para médulos polinomiales.

Para terminar presentaremos una version de bases de Groebner para médulos sobre
anillos de pohaomios Estos conjuntos nos permiten, como en el caso anterior,
resolver al problema de pertenencia, es decir, dado el modulo Kfxy,....x,)" ¥ un
submadulo N K{x;, .x,|" permiten saber de manera efectiva cuando un elemento

me K[x;. x,]"estaenN

Consideremos el anillo K[x),  Xn.Z1, - .Zm)-

Defimmos  Hu(K[x), . %uZ1.. LZold=! hpzit +hezn | heK{x, oxd ).
observemos que este conjunto es un madulo sobre Kix,, .. .x,], simplemente hay que
considerar la suma y la multiplicacion de K[x,, .x.Zi, ,Zn] restringidas a este
conjunto

Lema 1.4.1, Seqg FcH (KIXN Z]) entonces
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hn(E) = 1d(F)nH( K{X.Z] ),

donde In(F) es el submddulo de H,(K[X.Z}]) generado por F y id(F} es el ideal
generado poy Fen K[X.Z]

Demostracion Sea gelin(F) entonces g=gifi+ g, con geK[X] y feF, esto
quiere decir que geid(F)nH,( K[X.,Z])

Sea ge 1d{F)mH,( K[X,Z] } entonces g=m,fi+. +mf;, donde f.eF(las f, no tienen
que ser distintas entre ellas) y las m,'s son monomios en K{X,Z), cada m/f, debe tener
grado 1 en las 2s y por lo tanio cada m,eK[X]. Con este concluimos que helin(F).

i ste sencillo lema nos da una importante herramienta para tener en mddulos un
cqunalente a las bases de Groebner, lo ¢énico que necesitamos es un comjunto de
aeneradores del modulo en consideracion El mapeo ¢

P K[X], -,xn]m - H](K{X,Z)]
(hi-— -shm) e Zihi+ -+thm

es unt 1somorfismo de K[x).. ,X,)-moédulos, eso nos permite mandar un submodulo
M de K[x,. " en uno de Hi(K[X.Z] ), en donde podemos calcular una base de
Grocbner para 1d(M), luego intersecar con H(K[X,2)] v regresar a K[xi,... Xl
pero en realidad sélo nos tenemos que preocupar por caleular fos elementos de la
base con grado 1 en las z/s

Sea M submodulo de Kix,. .x,] con generadores b, ..b, entonces consideremos
¢l 1deal generado por el conjunto de polinomios

H=3h=zb,+ +zb,,iell,.5}}C KIx1,. oXn Z1,. -»Z] Sea G un nuevo
conunto de generadores construido aplicando el algoritmo de Buchberger a H, pero
con la modificacion de que solo consideramos los S-polinomios de pares h,, hy tales
que mem(1.T(h),LT(h)) ticne grado total 1 en las z/s Entonces G es una base que
por medio del algoritmo de la division nos permite saber cuando un polinomio de
HK[X.Z]) esta en <H>

£} conjunto G que obtenemos es lo que flamaremos una base de Groebner para M,
pues cumple con la propiedad de que geM sty solo si el residuo de ¢(g) modulo G
es 0
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2 Calculo de invariantes primarios y secundarios

2.1 Anillo de invariantes.

Sea I” un subgrupe de GL{n, K) el grupo de matrices invertibles de nxn con
coeficientes en el campo K. defimimos la accion I sobre K[x), ,x,] de [a siguiente

manera Dados feK]x;,. ,x,}, m€l entonces fon(xy, . x4 = fl m(x). . .. %) ) En
nuestro caso estaremnos mteresados en subgrupos finitos de GL(n, K).

LCiemplo

Sea= , entonces for(x, x;) = f{ 4:x) + 3-x2. %) + X2)
1 1

En ¢l estudio de la teoria de mvanantes estamos interesados en el conjunto
K[xi, ,xn]l ={fe K[x;, .x,] for=F paratodarel }

este conjunta es cerrado bajo la suma y el producto y por lo tanto es un subanillo de
K{\( - - .‘(n]

El anillo K[x, . ,%,) es un amlio graduado y esta graduacion induce de manera
natural una en K[xi. . X,)' Recordemos que un amillo R es graduado si existe una
farmhia [R,},ez de subgrupos de R 1al que R=@,.zR, v R RcR,;, A un elemento
te R, se le {lama homogéneo de grado 1

E:n lo que resta de esta seccion T sera un subgrupo finito de GL(n, K).
Teorema 2.1.1, K/x,. . .x,] es una extension entera de Kfx,, .x,L]":
Demostracion. Sea P=Fl..;(xon - )eK[x,, .X,][t] Observemos que cada P, es

mvariante bajo fa accion de I y dado que [ sélo actéa en los coeficientes de P,y su
accion es lineal $1P=2" iaj-l‘, a e K[x),... ,X;] entonces tenemos que



I i
Zat= E](ajon)-tl,

y=h

esto sucede s1y solo 51 a=mea,, por lo tanto P.eKfx, .. ,xn]r[t]. Por otro lado P, es
distinto de cero pues ay= (-l)ﬂ' y la identidad esta en T entonces P(x,)=0. Por lo
tanto para cada x, tenemos un polinomio distinto de cero con coeficientes en
Kix). ) tal que x, es raiz de este. Lo cual quiere decir que cada x, es entera
sobre K[, xa]' lo que implica que K[x),.. .X,] es una extension entera de
INETRIS)

Isto es equivalente a decir que el grado de trascendencia de K[x;,. ,xn]" sobre K ¢s
el mismo que de Kfx,,.. ,x,), es decir n. Este teorema tambi¢én implica que
K[x;. .xp) es generado finitamente como modulo sobre K[x,,. .,x“]l {proposicion
B12)

Il anillo de nvanantes es una K-algebra graduada finitamente generada’ y por el
tcorema de normalizacion de Noehter existen fj, .,f, invariantes homoegéneos tales
que K[x;. ..\]' es generado finitamente como modulo sobre K{fi,....fi]. A los
ivanantes ;. .f, se les llama invariantes primarios mientras que los invariantes
que generan a Kix, . x,]' como modulo se les llama mvanantes secundarios. El
objetivo sera presentar algoritmos que nos permitan calcularlos.

2.2 Calculo de invariantes primarios.

la sigumiente proposicion es, en nuestro caso, fundamental para ¢! calevlo de
ivariantes primarios

Preposicion 2.2.1. Un compunito {fy. . [} <[ de mvariantes homogéneos puede ser
evicidido a un sistema de mvarianies primarios s1y s6lo si dim(fy, .., f)=n-i.

Demostracién, Un conjunto de invanantes homogéneos fi, .., f; es un sistema de
. 4
mvariantes primanos st dim(f, .. 5)=0

' £'n 1926 Emmy Noether publico et articulo Der Endiichkeitssaiz der Invarianen endlicher Imearen
Gruppen der Charakierssitk p. Dicho ariiculo “esté dedicado a la prueba del siguiente teorema Sea G ur
grupo finito tal que actua sobre ¢t amillo de polnomios P[x), .x,} por medio de automorfismos sobre P que
estabilizan al espacio vectonal £ Px, Sea Inv G el conjunto de puntos fijos bajo esta accion Entonces Inv G
es un algebra finamente generada sobre P Noether, E. (1983} Iatroduccion de Jacobson, N .p 25

* Smuth, L {1993) Proposiciéon 53 7 .
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=>) §i demostramos que cada f, puede bajar la dimension en a lo mas 1 entonces se
debe tener que dim{f,, .. f)=n-1

Supongamos que dim(f), . ..f)=d. Sea f.. € K[x;. %] ¥ P undeal primo mnimal
entre los que contienen a <f;, ..,f.1>, consideremos el anillo

R =K[x, . xJ<f,. f=s1y K[x,, .. Xq] — R es la proyeccion de K[x,.. .x,]) en R
entances P } s un ideal primo mimimal en R entre los gue contienen a Y(f,ﬂ) y por
¢l teorema del 1deal principal de Krull{teorema B 2.5) tenemos que codim( WPy ) =1
sabre R Sea Py . < P, una cadena de longitud maxima en K[x;,... X,] con Py=P.
Ahora consideremos una cadena Qv ¢ . < Q, maximal de primos contenidos
proplamente en <fi, .. f>, esta Ultima tiene longitud n-d-1, ya que existe una cadena
maximal de primos que contienen a <f), >, cuya longltud es d. S1 pegamos
ambas cadenas obtenemos una nueva cadena

Quc cQcPy <P, delongitud n-d+), donde

QIC<ft=— ,f,>C<ﬂ,. / J[l*rI>C:PH P con Qli<1la . fl>)

esta puede no ser maxunal, pero entre Qo y <f], ..f;> ya no se pueden insertar mas
primos, tampoco entre <fy,. . f.,> y P, por lo que solo se pueden msertar primos
entre <f. L>y <f. . f.> de manera que sigamos teniendo una cadena, pero fa
imagen de Pen R tlene codnmensnon menor o 1gual a 1, entonces podemos afiadir a
lo mas un primo a la cadena Dado que toda cadena maxirmal tiene longitud n
(proposicion B 2.6) entonces n-1 < n-d+, por lo tanto d-1<, es decir

d-1 < dim{ P ). que es Yo que queriamos, pues P es cualquier primo minimal entre los
que contienen a <fy,. ..f.,>

=)Ahora supongamos que dim(fy, .,f,)= n-1 entonces por ¢} lema de normalizacidn
de Noether existen flu, . feK[xy, . ,xn]'/<f|, fi>, tales que
Klx,. X /<fi, .f> esta generado finitamente como médulo sebre K{f 10 Ful-
Sabemos que Kix,.. x,| estd generado finitamente como modulo  sobre
K[x. ‘xn}j por lo cual K[x,.. Xoli<fi, . f> también lo estd sobre
I-C.[x, \n] /<f,.. . f> De esto se sigue que R=K[x,, x,J/<fi,.. £> es un
Ki f,... ..fa]-moédulo generado fintamente. por lo tanto el cociente RiI<f .. ., fn>
¢s generado finitamente como espacio vectorial sobre K. Para ver esto observemos
que cualquier peK[f,.y, ., fn] pertenece a la misma clase en R/< fan . o> que
su término constante. por ende s g, g generan a R como modulo sobre
K[?H.. f .} entonces todo elemento de R/< Frls > es una combinacion lincal
de las g's R/<f.p. . [y Kix. xl/<fi,.. f> son isomorfos, por fo tanto este
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ttimo también tiene dimension finta como espacto vectorial sobre K y por el
weorema B 2 3 tenemos que dim(fi,. ,f)=0

la proposicion 221 nos da el paso inductivo para construir un conjunto de
mvanantes primarios  Si tenemos i mvanantes primarios hay que buscar un
nvariante que le baje la dimension al ideal que generan los 1 invariantes y continuar
asi hasta obtener n invariantes tales que el 1deal que generan tiene dimension cero.
Sin embargo todavia nos falta algo, no sabemos como encontrar tal mvarante.

Propesicion 2.2.2 Sean P;.. P, los primos asociados a <fi, . fi> S €KXy ... xn/
tal que f; 2P, je{l. s} entonces dim(f;... o) < dm{fy . f).

Demostracién. Supongamos que para toda j, fi. 2P, Sea P un 1deal primo tal que
<t,. f.,>cP entonces P debe contener propramente algin primo asociado a
<f,., .,>. pues entre los primos que contienen a <f;,. > todos los minimales son
primos asoclados a este 1deal y por tanto P no puede ser minimal, es decir, debe
contener propiamente algin ideal primo que contenga a <f,,. .,f>. Esto implica que
toda cadena maximal de ideales primos Qi< .. cQ, <fl,. f>c Qi se puede
estender a una cadena QucQic . <Q,, <fi,. f>cQ Por lo tanto dim(f}, ...,f) >
dlln(ﬂ. f,-])

F as proposiciones 2 2 1 y 2.2 2 nos dan las herramientas necesarias para comprobar
la efectividad del siguzente algaritmo.

2.2.3 Algoritmo para construir invariantes primarios,

Datos" I un subgrupo finito de GL(n, K) y 71, ..., - un conjunto de generadores de ['.
Resultado: i, ...f» un conjunto de invariantes primarios de K[X1,...,Xn]l

Dense valores iniciales i.= 1, ri= 1, Py= 0.

Mientras i < n {
Calcular una K-base { by, ...,bmd} del espacio de invariantes de grado d.
Se define la{ts, ..., ta) ;= 2™ - b
Para k=1, ..., r calcutar ef residuo nts, ....ima) de ls con respecto ala base de
Groebner P.
Si existen i, ... cma €0 K tales que nau, ...,ome) 2 0 paratodak =1, ...1
Entonces {
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fi:= la{on, ...,0ma)
Calgular los ideales primos asociados de <fy, ..., f>
r 1= nimero de primos asociados
Sean Py, ..., Pr as bases de Groebner, con respecto a algln orden monomial,
de los primos asociados de <f,... 5>
1= i+
}
Si no existen a1, ...,0ms €N K tales que tau, ... oma) = O paratodak =1, .1
d:= d+1

El primer paso consiste en calcular una base del espacio de invariantes homogéneos
de grado d. esto se puede hacer planteando un polinomio homogéneo general de
grado d y aplicandole los generadores del grupo. es suficiente comprobar que un
polmomic es invariante bajo la accion de los generadores del grupo ya que esto
sucede 51y soto si el polinomio es un invariante bajo ta accion del grupo, con esto
obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes del polinomio.
Una base del espacio de soluciones del sistema nos da una base para el espacio de
imaniantes en consideracion

Una vez que tenemos una base {b;, by} para el espacio de invariantes
homogéneos de grado d, construimos el polinomio [y y consideramos sus residuos ny
con respecto a las bases de Groebner Py de los primos asociados al ideal generado
por los invariantes primarios encontrados hasta el momento. 51 exisic un elemento
(0. U ) € K™ tal que para toda k, n(0). . .Uwg)® O entonces lg(0t,.  Owd ) MO
esta en ningun primo asociado de <f),. . f> y por lo tanto

dim(fy.  lglt). Cmg)) < dim(fi,. )]

Para encontrar (. . ,0g) debemos considerar dos casos, pero antes observemos
que s ;= 0 para alguna k entonces tenemos que pasar al siguiente espacio de
invariantes homogéneos En el caso en que r, # 0. para todas las k y K es infinito
entonees ry, = 0 define un subespacio propio de K™ para cada k y dado que la unién
finita de subespacios propios no puede cubnr todo K™ entonces debe existir un
elemento o € K™ tal que ry{w)=0 para toda K

$1 K es finito entonces Gnicamente buscamos entre todos los elementos de K™,

Dado que en el algortmo el conjunto de invariantes fi, . .t siempre cumple con que
dun(f,. .f)=n-1 entonces la proposicion 2.2 1 nos asegura que este puede ser
extendido a un conjunto de Invariantes primarios
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2.3 Caleulo de invariantes secundarios

Para ei calculo de invariantes secundarios se sigue la siguiente estrategia Primero se
considera un subgrupo H tal que la caracteristica de K no divida al orden de H. Es
posible hacer este calculo utilizando la formula de Molien para saber la dimension
como espacio vectonal sobre K de cada componente homogéneo K[xi,. ,xn]dH.

Una vez encontrados los mvariantes secundarios p;,. .,p; para K[xj,... ,Xs] entonces
cualquier elemento geK[x).. ,xn]H es de la forma Zt hep, h, € K[f),.. .fu], en
particular los generadores de K[x,,‘..,xn}r como modulo sobre K[f;, .,f;] deben
tener esa forma, asi que nos falta encontrar las h/'s, Dado que los elementos que nos
mteresan son los que cumplen g = gom, para toda nel’, entonces estamos buscando
generadores para el submédulo de KIfi,.. J. I dado por las sicigias (hy,... .h) tales
yue

gom - g= 2 per-p yh,=0 (1), paratodamel
=]

Sean c¢;. .¢, los generadores de este submodulo, la afirmacién es que los
pohinomos g, = X¢,p, son invariantes secundarios de K[xl,...,x,,]r. La primera
observacion es que por construccion los g, estan en K[xi,_..,xn}]- Sea

f=%ap € K[xi. .x'. a,eK[f, .,5], las a's cumplen con (1), por lo tanto existen
qr.. eKih, L] wales que (a,....a) = Zg,-¢,, entonces

f= E !(%l%'cjl) p= él({:lq}'cjt‘p:) = E ql(E le'pl) zjglalj'gj

Asi que K[x. - x,)'=ZAg

Para encontrar los ¢,'s primero buscamos generadores para el modulo

1

M=1{(h. .h)eK[x, ..x]'| Z(pen-p yh=0}
1=1

v después calculamos la interseccion MmA.



Apéndice A

A.1 Descomposicion primaria en K[xp,....X,].

Definicién A.1.1 Sea R un anillo ¢ | un ideal en R, Una familia de ideales primarios
10.) es una descomposicion primaria de I si 1=, Los ideales primos P,= W0, son
los primos asociados de /.

Fn general no todo ideal tiene una descomposicion primaria, sin embargo en el caso
en que el anillo es noetheriano todo ideal se puede descomponer en primarios. En
particular, para todo ideal | de K[x.....x,], | tiene una descomposicién primaria,

Lema A L2, Sea R un anillo noetheriano. MR ideal maximal y I1cR ideal taf que
vl - M entonces existe neN tal que M' .

Demostracion, Sea B={m,.....m,} una base de M entonces existen ij.....Is tales que
m, el Definimos m= 1 + (i, - 1}. 8i tenemos un producto m Mmoo
= n, entonces para alguna k, oy>i-1 por fo tanto m,“*el. B" esta generado por
productos que cumplen esta condicion, asi que, B'cl

A o largo de esta seccion R=K{yy,....yn], 0Sm, y dados <, y <, cualesquiera
ordenes monomiales en R y en K[x),... %] respectivamente entonces en Rixy,... .}
consideraremos el orden producto dado por

2 2 )

f t] i
yxl_xu.z <}’i l_xi si xu. < x o

va: x[*z y yu] < y[":]'

Lema A.1.3 Sea / un ideal de Rfx,.....x,] y supongamos que R tiene dimension
cero y es primario. Sea G una base de Groebner de I Entonces [ tiene dimension
cero st y solo si para cada i existe g,&G tal que LT(g)= c.x™, ¢, € R unidad médulo
R

Demostracién. Sea G, = { geG | LT(g)= cx", ¢ceR 0<m} y L, el ideal generado
por los coeficientes principales de G, Notese que en G, el exponente de x, pucde ser
cero. por lo tanto G, contiene a GAR vy dado peGR tenemos LC(p)=p por lo tanto
L. contiene a 1R, pues GR genera a InR Como R tiene dimension cero
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entonces cualquier primo que lo contenga debe ser maximal y puesto que os
Primarto entonces VR s primo y por ende maximal.

| tiene dimension cero si y sélo si [,=<1> para cada i.* Supongamos que L=<I>,
dado yue ViR < V. entonces L=<1> si y s6lo si existe geG; tal que 1L.C(g) #
VRAI, ya que LC(G,) genera a L,. 81 consideramos el ideal <L.C(g)}, R ¢l radical
de este ideal conticne propiamente a YRAI por lo tanto V<LC(g), Rrlz = <I> 1o
cual sucede si y solo si <LC(g), RmiI>=<1>, es decir, 1= h-LC{g)H, heRy feRnl.
por lo tanto LC{g) es unidad modulo R

Teorema A.L4 Seq IR{x] un ideal de dimension cero tal que IR tiene dimensiin
cero y es primario. Sea G una buse de Groebner minima de |y sea g de grado
mcximo en G enfonces LT(g)=cx' con ¢ & K unidad mddulo R y W= %/g.!ml?).

Demostracién. Por el lema A.1.3 existe gi& G tal que LT(g)) = c-x' con c&R unidad
moduio R Sea beR tal que ¢-b= 41, reRNL ‘ ' '
Supongamos que LT(gy=d-x"” entonces (c-x')}(bd:x')= dx™ + rdx™ por lo tanto
d-x"Ye<ex'. r> y por la minimalidad de G debemos tener g=g;.

Supongamos que LT(g)=dx'" entonces (¢-x')(bd-¥)= d-x™ + rd-x™ por lo tanto
d-x""e<e-', > y por la minimalidad de G debemos tener g=g,.

Dado que LC(g)=c es unidad médulo R entonces x'e LT(<g, RNI>)LT(1). Por la
minimahidad de G no existe ninguna potencia de x menor que i, pues si existiese, X'
seria reducible modulo G, Demostraremos que esto implica que cualquier fel de
grado menor que i es divisor de cero modulo Rl

Sea LcR el 1deal generado por los coeficientes principales de los elementos de |
cuyo grado es menor que i Afirmamos que si fel tiene grado menor que i entonces
f=0 modulo L Sea f=a,;x"'+...+a, y sea p= x+bx"+. . +b,el. Definimos

t'=x-f- a;-p es claro que f'el, Supongamos que = a;"x"'+...+a, entonces

a;=a,.; mod L. pues a/= a,,-a;-b, y a L. Observemos que a,'eL por 1o que también
tenemos a el y siguiendo por induccion obtenemos que a, esta en L. Por lo tanto
f=0 mod L. L es un ideal propio de R ya que st 1el. entonces existe un polinomio
monico en | de grado menor que 1, 10 cual es una contradiccion.

Dado aue dim(RI) =0 y RlcL. L debe estar contenido en algtin P primo asociado
de R~I Si probamos que existe agRI tal que aLcRMI entonces habremos
terminado Por ¢! lema A.1.2 existe m tal que P"cR~I. Sea h=min{m{ P"cRNIl}
entonces existen py, .phi€P(las p's pueden repetirse) tales que FIp,gRnI, pero
para cualguier geP. g-Tlp,eRnl. Por to tanto [lp-LcRAI  Por lo tanto f es divisor
de cero modulo Rl

" Cnanmt et al {1988) p 159
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Dado que Rl es primano entonces el conjunto de divisores de cero en R modulo
R~I es precisamente el radical de este, que es primo Entonces si el grado de fes
menor gque 1 debemos tener que =0 mod VRA! Sea fel tal que f se reduce a f
modulo <g, RI>, dado que x'eLT{(g, R} entonces f tiene grado menor que 1y
por lo tanto =0 mod JRAI, es decir, fe<g, Rml> + VRAI=<g, YRAI>. Hemos
demostrado que

Tc<g, VRAI>
y tomando radicales obtenemos que

V1 = J<g, RI>

Teorema A.1.5. Sea M un ideal maximal de R e | un ideal de Rfx,... .x,] tal que
I~R es Mi-primario. Entonces existen ideales LCR[x] y M, < Rix,] tales que 1=, 1,
y LRIx, ] es M-primario.

Demostracion. Sea I° = InR[x,] entonces existe gel° tal que =g, M). Sea g=I1,
p mod M la factorizacién completa de g modulo M, es decir, las imagenes de las p,
en (R/M)[x,] son coprimos por pares, ireducibles y no son unidades. Dado que p ¥
p, son coprimos modulo M existen hy, hy € R[x,) tales que hy-p, + hyp, =1+ m,
meM[x,]. por lo tanto, sea t tal que M'l entonces (hy-p, + ha'p, - m) € |, es decir p,
v p, son caprimos médulo 1y esto implica que My<p,” *le=<I1p**, 1> =1 Seal=
<p”* 1> ideal en R{x;.. %]y M=<p, M> ideal en R[xa].

s facil ver que M{x,J=<M>cR[x,] y que (RAM)[x)=R[x,)/M[x,] Sea geR[x,} tal
que g¢ M, entonces g+M[x, ]2 <p+M[x,]>< R{x,//M[xn] R[xa)/M]x,] es un domimio
de 1deales principales y p,+Mix,] es irreducsble, por lo tanto <p,+M[x,J> es maximal
y <g+M[x,].ptMIx,]> = <I+M[x,)> 1. existen iy, hyeR[Xd] y meM({x,] tales que
1=h,-g + hyp, + m Se sigue que 1e€<g. p,, M>, asi que M, es maximal.

Por otro lado tenemos que el radical de L R[x,] contiene a M, y por lo tanto
1,~R[x,] contiene una potencia de M,. Dado que M, es maximal entonces YLAR[x,)
contiene propiamente a M, ¥ por fo tanto es todo R[x,] o VL R[x M, y LR[x,] es
M-primario. S1 [~R[x,]J=<1> entonces dado que M,p"1 < 1, debemos tener
M,.,p2% e 1°y por lo tanto IT,p "€ VI, = V<g, M> Esto contradice el que p, no sea
umdad modulo M Por lo tanto [R[x,] es M,-primario.

Esta uluma proposicion nos da un algontmo para calcular la descomposicion
primarta de cualquier ideal con dimension cero en RExp,.. »Xal
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Algoritmo A.1.6

Datos: R un anilto; [cR[xy,....xq) un ideal cuya dimension es cero; M un ideal maximal de R
tal que 1~R es M-primario.

Resultado: Un conjunto F de parejas (Q.M), 1< i <m, donde Qi y M. son idegles de
R[xs,.. %a]; {Q)m=1 €5 una descomposicion primaria de I; MM, si i=]; M es el primo asociado
aQ.

S1n=0 entonces no hay mas que hacer.

Calculamos G una base de Groebner minima para ImR[Xn]

Seag e G de grado tolal méaximo en G.{ Lema 5.3}

Calculamos una factorizacion completa de g moduto M, g=ITp® & (RIM}{xd].

Sea s tal que (MIp~)° € IR[xa].

Definimos 1:=<p, I>CR[X1,... xal, M:=<p,M> < Rlxa].

El resultado es Fi= UF, donde F.es el resultado de aplicar el algoritmo A.1.6 a R[xq], | y M,
ideales de R{xa][Xs,...,Xa-1}.

St no tiene dimension cero podemos calcular su descomposicién reduciendo al
caso anternior utihzando recursivamente un resultado que nos permite enconirar un
elemento tal gque 1=(1,n~I™ de tal forma que (Lr) tiene dimension menora ladely
* es la contraccion de a extension de I a un anillo de dimensidén menor.

Fl resultado que nos permite calcular una descomposicion primaria de I es el
siguiente.

Teorema A.17 Sea [cK[x, .x,] un ideal entonces podemos calcular su
descomposicion primarid.

Demostracion. S1 1 tiene dimensidon cero entonces hay que utilizar el algoritmo
Al6

Supongamos que dim(l)> 0, entonces podemos encontrar por el lema B.22 una i tal
que dm(InK[x,]) > 0. Sea R=K[x,] entonces podemos encontrar rieR, 20, tal que
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[=<Lr>~1%* Entonces para calcular una descomposicion primaria de I es suficiente
con calcular descomposiciones primarias para <1, 1>y para 1% por separado.

Dado que R es un dominio de ideales principales y O=r €R entonces <i,r>nR tiene
dimension cero o es R En el primer caso buscamos x, tal que dim(<Lry>nK[x]) >0
y aplicamos a <. 1> el proceso descrito en el pardgrafo anterior En el segundo caso
tenemos que {=1",

Para descomponer 1% la idea es descomponer 1= K()Xi. . XuiXiis Jal ¥
después contraer 1a descomposicion a Kfxj,.. Xq].

A.2 Médulos de sicigias.

Supongamos que R=Kfx, . ,x,] y sca F={fi,.. .fn} © K[x(. .x,] Consideremos la
ecuacion

}’l'fl+ .- +)'mfm:0,
una solucion de esta ecuacidn es una m-tupla thy, .. hy,) tal que
hl'fl+ . +hm'fmzo

Cada una de estas soluciones ¢s una sicigia del comunto f, ., Es facil ver que el
conjunto de todas Jas sicigias de F sis(fy,. ,f,)cR™ es un submédulo de R"™, visto
como R-modulo

En esta seccién veremos como calcular un conjunto de generadores para

sic(f, . ) El primer paso es calcular una base de Groebner G={g, .21 para el
ideal generado por F G nos da una nueva ecuacion

yirgit tyegs=0, (2)

podemos pedir que loa g/'s sean momicos y distintos entre si. Ahora consideremos los
$-polinomios

P.J:SPOI(E;,&;}: Sy8; - Sigy

dado que Jos g,'s estan en el ideal generado por G entonces existen quneKxy... Xg}
tales gue

" Vease Proposicion & 2, Gianni et at (1988)
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py= Equh-gh, entonces

(G - Sy)8 +(Qy +8p)g + E,JQUh'gh =0,y LT(qy-8.) < LT{(py}

hemos encontrado un conjunto de soluciones para (2), a continuacién veremos que
este conjunto genera a Sg=sic(gy,...,gs) La siguiente notacion nos facilitara esto,

Qy-Sy S h=i

Tgh= { dy + 5. S h=j

Qyn €N caso contrario
¥ 1y= (yte- 5Fis)-
Ahora podemos expresar la lltima afirmacion de manera més clara.

Teorema A.2.1. El conjunto B={r,, 11 < j 55} genera a S; como médulo sobre
K[x,. _.x,,].

Demostracion. Se hard por reduccidn al absurdo. Asf pues, supongamos que
M= Svhin(C)= O. Sea (hy,... .hs) € M tal que

t=max {LT(h g} 1 <i<s}
es ¢l minimo de
{ max{LT(prg) 1 €1 <5} (pr,-. ps) €M}

v ademas de entre todos los elementos de M que satisfacen esta condicion el
conjunio

J={ 1|l £i<s, LT(h g )=t}

¢s de cardinalidad minima Dado que

s

z_‘:l h,g=0, pues {h,, . .h} € Sg,

debemos tener que la suma de los términos principales que igualan a t es 0, para que
esto ultimo suceda J debe tener al menos cardinalidad 2. Supongamos que i<j estan

en J Entonces
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LT(h,)LT(g) = LT(h)-LT(g) = t, es decir,

t es comun miluplo de g, y g Por defimcién de p; sabemos que $=5,-2,75,g, €8 el
mimmeo comtn multiplo de g, y g,. por lo tanto t= u-s, para algln monomio u
K[x;. .xa] Seaa=LC(h,)y consideremos la suma

5 s

Elhk'gl\ + ak'u'[(.chl - 51;)'81 + (qu‘; + Sp)'gl + LE: qu!\'g}.}

5

2y Faurn g =0

k=1

Sipy = h,  acung, 1Sk s, entonees (pr.. .,ps) € Sg - A continuacion probaremos
que LT(pygy) < t, para cada k, y el niimero de ocasiones €n que se da la 1igualdad es
menor que la cardinahdad de J

Primero observemos que LT(gu-g) < LT(p,) < s. la Gltrma desigualdad se da por
propiedades de los s-polinomios.  Parak 2.1

LT(agurpg) = wblT(ggg) <us=t
por lo tanto LT(p-g) < ty st LT(hy g )<t entonces LT{py-gi) < t. Con esto hemos
visto que para k1] no aumenta el nimero de términos que 1gualan a t Cuando k=)
tengmos que

LT{a-ur,g)=uLT(q,g ts,g)=us=t

asi que LT(p, g))=t Para k=i,

LM(a,uryeg) = a,u-LM(qyeg, - 5p8) = -arwLT(s,g) = -a,us =
'LM(hl'gl)»

por lo tanto LT(prg) <t Dado que en los casos anterores aumenta el nimero de
veees que LT(p,-g)=t y por otro lado tenemos que LF(h,g) =t, pero LT(prg) <t
entonces

41k LT(prg) =1, 1 Sk<s} <#)
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Por la mimmalidad de J (py,. ,ps) € lin(B}, pero (pi,-...ps)= (hy,....hs) +acury lo
cual imphca que (hy, h) € lin(B). Contradiccion

Il paso siguiente consiste en utilizar este conjunto de generadores de Sg para
construir un grupo de generadores de S Primero observemos que dadoque Fy G
generan el mismo ideal existen ¢,, d, € Kixy,.. ,x,] tales que

f=Zdrg, y g=2c,f, parals<j<my Igigs, (3)

sustituyendo obtenemos

m L3

Gﬁ Zdjl'( EC,k'fk) = z( szI'C”\ )fk
] L=t =1 =1

Sea &, tal que 8,=1 y 8,=0 s1 1%, entonces se da la siguiente 1gualdad

m m s m b}

ZBM‘G\ - §$ ZIdJI‘C,L )fk = kzg 6‘»} - Zc]ij,-c,k )fk =0
b= 1= = =

3

por lo tanto s1a,= &y, - Edj,-c,k entonces A={ a|a=(a,, ..an) 158 }C Sr.
1=}

Sea B=fb,. .b,! el conjunto de generadores de S con b=(by,... ,bis), entonces
5

0=Z b,g,, utilizando (3) obtenemos
1=1

n m 5

05 0T 0 Zve

5

por lo tanto b,"=(by . ..b.m‘)ES}.x con b.f= pX b,-c,, Hemos visto que Ay
J=]

B'=!b,'|I<i< m} estan contenidos en S, la afirmacion es que ademas lo generan. En
resumen, para encontrar un conjunto de generadores para ¢l médulo definido por

Y fl + +me‘m::0

srimero calculamos una base de Groebner G={gi, ...g} para el ideal generado por
F=1f,. ...} con los g's monicos Luego calculamos un conjunto de generadores

para Sg. expresamos cada g, en términos de F, g= Zcu-fj, y cada f, en términos de G,
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. . *
) = g Finalmente utilizamos los ¢'s y d's para construir los conjuntos AyB,
los cuales generan a S

f=

A.3 Interseccion entre un submédulo de K|xy....X,]" y el médule
Kifnfil]”

Teorema A.3.1 Sea R= K[x;. .x,). M = 2, |Rb, < R un submddulo y
A= Klfi. fi] ©R la subdlgebra generada por elementos f). .. fi € R. Considérese
el anillo de polinomios S= Kixp.. . Xty . 4] y T= K{t;,.. 1] y formense

[ 13
M= ESb, - E(-1)-S <8y
[ !

M, =MAT.
Entonces con @1 = A", 1, =, tenemos
D (M) =MA.

[:n este lema las b,'s son elementos de R'. es decir son r-adas de polinomios en R, asi
que M es el R-modulo generado por las by's

Demostracién. Pnimero consideremos el homomorfismo ‘F: $'-R'/M dado por
1,— 1. entonces Ker('WW) = M'

El que M’ este en el kernel se sigue de su construccion, pues los coeficientes de las
b's van a dar a R después de aplicar ¥ y los términos que provengan del otro
sumando se anulan.

Ahora. con el objeto de demostrar la otra contencidn, s¢ demostrara por nduccion
en ¢l grado de P que (P(ty,. ..4) - P(fi,. .fi ))-e; € M', donde P es un monomio en las
t'sye € S esun vector de la base canonica

S; P tiene grado 0, entonces la diferencia es 0 y el vector cero estd en M'
Supongamos que el grado de P es mayor que cero, entonces P(t,...t) =
L Py, ). paraalguna i, k =12 1, asi entonces

(Pty, .4)-P(f,. .R))-e=

(- 0P, )+ 6P (- 0) - PR e e ML
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pues el primer sumando estd en M, dado que es de la forma X (t; - f)- S, yel
segundo esta en M' por hipdtesis de induccion Con esto es facil ver que para
cualquier (g, g€ S,

(.gl~'- ~gr) - q)(gla' 78&) € MI~

W(g,. . .g )= 0 mmplica que *¥(g,,.. .&) € M c M'y por lo tanto (gy,.. .&) € M,
que es lo que queriamos. Asi que ker(‘F} = M’y esto implica ker(*Vjrr) = M'yr .

Observemos ahora lo siguiente
YT H)=(A"+M)/ M=A"/(MnA")

ta sgualdad es facil de ver si se piensa que ¥ (f)=®(f) + M, para toda f € T'. Para
la otra parte basta darse cuenta que el homomorfismo que manda g + ( MnAY en
g+M. g € A", es un 1somorfismo. Esto ltimo y el Teorema del isomorfismo nos
dan como resultado

TM'r = AMAAT

Como Wipr ( £)=® () + M, entonces @ induce este isomorfisino lo cual nos da lo
que necesitabamos. Explicitamente, sea v: ( AT + M YM — AYMAA" un
somorfismo y sea @ : T"/ MYy — ( A"+ M )/ M el isomorfismo dado por @( {) =
D{ 1)+ M

Este fema realmente facilita el calculo de MA' pues podemos usar técnicas de
eliminacion para obtener M's .

Como calcular la interseccion entre My A'.

Sean by, .b, generadores del mdédulo M < R" y fi,...fi generadores de la
subalgebra A Sea $=K[x;. . Xpti,.. 4]

Construsmos el médulo M'

Ahora calculemos una base de Groebner B para este modulo con respecto a
cualquier orden monomial que cumpla con que todo monomioc en las x,'s sea mayor
que los monomios en las t's

Una vez que tenemos B solo hay que sustituir t,— f en BrK{ty,... 4]y el conjunto
resultante genera a MmA”. Esto Gltimae lo podemos afirmar gractas a las propiedades
de chirminacion de las bases de Groebner
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Apéndice B.

B.1 Extensiones enteras.

Definicion B.1.1. Sea S un amllo y R un subamllo de S. Dado s€S, s es entero
sobre R si existe un polinomio ménico en peR[x] tal que p(s)=0. Si todos los
elementos de S son enteros sobre R entonces se dice que S es una extension entera
de B

Proposicion B.1.2. Sea R un subanillo de S. St x €5 es entero sobre R entonces Rix/
es generado fintamente como modulo sobre R.

Demostracion. Sea peR[y] tal que p(x)=0 Dada geRly] existen r,heR[y], tales
que g=h-p + r. donde grado p > grador Entonces g(x) = r(x) esto quiere decn‘ que st
m=grado p entonces cualquier elemento de R[x] es de la forma a,. X g,
a,eR_esdecir. {x™, .,x,1} genera a R[x] como R-médulo

Con este resultado es facil ver ahora que st R[x,. ..x,] es una extension entera de R
entonces Rxj, ..,x,] es finitamente generado como R-modulo  Solo hay que
abservar que s1 Rfx,, . ,x,] es fimtamente generado como R-médulo por elementos
pr. P ¥ R[xy,. Xu) es generado por elementos .. ,q¢ sobre R[xi, . X
entonces Rx,,. ..x,.1] es generado por los productos p,q, sobre R.

B.2 Teoria de la dimensién.

Definicion B.2.1 Sea R un anille. la dimension de Krull de R es el mdximo de las
longitudes de cadenas de primos Py c ... P, donde la longtiud es n. Sea I un
ideal. la dimensidn de Krull de [ es la dimension de Krull de R/I, es decir, el mdximo
de las longtudes de cadenas de primos que confienen a I

Lema B.2.2. Sea ! un ideal propio de Kfx,. ...x,] tal que para cada i, INK{x [#
<)~ entonces dim(l}=f),

Demostracién. Sea P un ideal primo tal gue IcP y sean ay,....a, tales que
a,x,"+  +apx+ay=0en R=K[x;,. ,x,[/P, con g, # 0 para algunaje{l, .mj.
Demostraremos que R es un campo, es decr, que P es maximal

Supongamos que ap # 0 entonces Xe(8mx, . ay) =-ay, por lo tanto X, es unidad
en R. Sea s=min{ s| &, # 0 } entonces x, (amx,"‘ + +a) =0, porlotantox, =00



ESTE TEoIS wo g
SAUR & A piinTees
a.x"+  +a, =0 el segundo caso implica gue X, es unidadi;tor elapAilmerB J%H@Jﬁca

Hemos visto entonces que cada x, es 0 o es unidad en R, esto quiere decir que es
campo
Dado que cualquier 1deal primo que contenga a | es maximal entonces dim(iy=20.

Teorema B.2.3. St K[x), ..x,] / | es finitamente generado como espacio vectorial
sobre K entonces dim( f)=10.

Demostracion. Demostraremos que 1mK[x,] = {0} para toda 1.

Sea €, = [ [x,"]. n € N } si C, es finito entonces existen h y j tales que [x,h] = [x{],
por o tanto xM-x¢ e 1 Sies infinito entonces es linealmente dependiente, es decir,
existe

>

f= Za[x"]={ Zax"]=0 2= 0paraalgunai
=1 1=l

Por lo tanto % a,x,” € |

Definicion B.2.4. Sea ! ideal primo, la codimensicn de I, codim(l), es la dimensién
del antfio focal Ry. Si I no es primo entonces definimos codim(l) como el minime de
lus codimensiones de primos que lo contienen.

También pedemos ver codim(l) como el maximo de las longitudes de cadenas de
primos Py . <P, con Pl

Teorema B.2.5 (Teorema del ideal principal de Krull). Sea feR y sea P un ideal
primo, mimmal entre los prumos que conlienen a f. entonces codim{P)<1.

Proposicion B.2.6 Toda cadena maxumal de ideales primos en K{x,....xnf tiene
longiiud n.

Demostracion. Se demostrara por induccion sobre el niimero n de indeterminadas.
Sean P#<0>, Qz<0> ideales primos en K[x] tales que PcQ, P=Q. K[x] es de ideales
principales por lo que deben existir p#0 y g#0 € K{x] tales que P=<p>y Q=<q>,
peQ implica que p= h-q, heK{x], pero P es primo asi que heP y por lo tanto h=p-h,,
h,eK[x] v esto nos permite concluir gue q es umdad, es decir, Q=K[x]. Con esto
hemos demostrado que las cadenas maximales en K[x] tienen longitud |

Sea l.c clI, una cadena maximal de primos en K[x), x| y sean
de=chim(1,).. . .d=dim(l) Es claro que dy > .. > d; y que d,=0 entonces ds.1 >0 y por
el lemal existe x, tal que K[x]nl.={0}, podemos suponer sin perdida de
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generalidad =n. Entonces [oymK X1, - Xe1] = L de tal modoquelyc.. < laes
ana cadena maximal en K[xy,. ,X,1]y por hiptesis de induccion s-1=n-1.".

Se sigue directamente de esta proposicion que para todo ideal primo Pe K[x),.. ,Xn],
dim(Py+codim(P)=n
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