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INTRODUCCION

En los dltimos afios los mercados financieros han sufrido cambios radicales,
la tecnologia en la manipulacién de la informacién provoca la necesidad de
incorporar procesos mas precisos y rapidos. Actualmente es posible invertir
en cualquier mercado y en tiempos que antes eran inverosimiles. Esto trae
consigo riesgos,ricsgos que pucden ser cubiertos mediante el uso de derivados.

Un derivado es un instrumento financiero con la caracteristica de que su valor
depende del valor de otro instrumento. Existe una gran variedad de derivados
como lo son los contratos forward, los swaps, los futuros y las opciones es sus
diferentes variedades. E| presente trabajo se limitara en las opciones, sin dar
a entender con esto que el desarrollo es exclusivo para este tipo de derivados.

Uno de los principales objetivos de la teoria financiera actual es poder prede-
cir el estado futuro de los valores en un mercado financiero y con esto poder
cubrirse ante un probable riesgo de perdida o simplemente obtener una ganan-
cia.

Dentro de los problemas financieros que mds repercusién han tenido en la
matematica moderna, estan los problemas de valuacién y cobertura. La valu-
acién consiste en asignar un precio al instrumento en cualquier momento del
tiempo y la cobertura consiste en mostrar como el emisor o tenedor de cier-
to instrumento se puede proteger de los riesgos contingentes subyacentes al
mercado. Este trabajo se enfoca principalmente el problema de la valuacion
sin ser exhaustivo con el problema de cobertura, sin embargo, los resultados
pueden ser aplicados en la solucién de este tiltimo.

En muchas las teorias para resolver el problema de la valuacion, se supone,
entre otros cosas, que los log-rendimientos tienen asociada una distribucién
normal, sin embargo este supuesto en la mayoria de los casos no se cumple.
Modelos como la formula Black-Scholes trabajan bajo este esquema y se ha
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Hegado a demostrar que no necesariamente es lo dptimo, ya que las distribu-
ciones empiricas de los log-rendimientos cuentan con caracteristicas que no
pueden modelarse bajo este esquema.

Para el problema especifico de la valuacién existen en la actuatidad una gran
variedad de soluciones, las cuales no trabajan bajo el supuesto de normalidad
antes mencionado. El punto central de este trabajo es explorar, como alterna-
tiva de valuacién, la férmula de Samuelson bajo una modulacién de procesos
ARMA y con esto verificar si bajo este supuesto se logra caracterizar de una
mejor manera que la distribucién de los log-rendimientos, y con esto poder
obtener una valuacién mas atinada.

El trabajo consiste bdsicamente en examinar mediante ejemplos reales si el
método propuesto resulta en una mejor valuacién. Con este objeto, se estudia
y analiza de manera paralela el modelo Black-Scholes, que es uno de los més
usados para valuar derivados. Esto dltimo con la finalidad de poder comparar
si los resultados fueron satisfactorios.

El trabajo se divide en 3 Capitulos:

Capitulo 1 En este capitulo se exhiben las propiedades generales que deben
cumplir los precios de los productos derivados, enfatizando en las op-
ciones de compra, ya que este serd la regla de comparacion entre el
modelo propuesto y el modelo Black-Scholes.

Capitulo 2 En este capitulo se expone, de manera no rigurosa, la teoria
clasica de valuacidn de opciones tipo Europeas, esto con la finalidad de
entender los supuestos usuales bajo los que dicha teoria trabaja. Tam-
bién en este capitulo se analiza en particular el modelo Black-Scholes y

sus parimetros.

Capfitulo 3 Finalmente en esta parte se hace una revision répida de los mod-
elos de series de tiempo y se utilizan estos para la valuacién de opciones
de compra mediante el uso del estimador Monte Carlo para la férmula de
Samuelson. También se enuncia el método de reduccidn de varianza que
se utilizo, con la finalidad de que los programas de computo realizados
fuesen mas rdpidos.



Capitulo 1

Caracteristicas Generales de los
Derivados Financieros

Desde un punto de vista moderno (ver [12]) Ia teoria financiera debe analizar
las propiedades de las estructuras financieras y encontrar la manera 6ptima
de operar los recursos que estas brindan, esto mediante el uso de instrumentos
y estrategias, tomando en cuenta factores como tiempo, riesgo y usualmente
bajo un ambiente aleatorio.

Estos factores son los que hacen posible el uso de elementos como procesos
estoc4sticos, series de tiempo e inferencia estadistica entre otros en el drea de
finanzas. Aunque en este trabajo el objetivo es un modelo en particular, es
de importancia conocer las caracteristicas de ambiente en que este puede ser
utilizado, con la finalizad de interpretar mejor los resultados.

§1.1 Estructuras Financieras

La naturaleza de los problemas financieros, en los cuales las herramientas
mateméticas pueden actuar, puede distinguir las siguientes estructuras bésicas:

¢ Individuos
» Corporaciones
o Intermediarios

o Mercados financieros



§1.1 Estructuras Financieras

Individuos

En los mercados financieros se intercambian diversos tipos de bienes a carm-
bio de dinero, esto mediante ¢l uso de informacién disponible, informacién
que puede ser econdmica, politica o de otra indole. Esta informacién puede
llevar a tomar decisiones determinantes en las negociaciones. Los individuos
(e.g. agentes) que toman tales decisiones pueden ser catalogados en cuanto a
su aversion al riesgo como arriesgados (mayor incertidumbre) y conservadores
(menor incertidumbre). También pueden ser clasificados en cuanto a su ac-
tividad, preferencias y tipo de operacién entre otras clasificaciones!.

Corporaciones

Aqui se pueden considerar las compafias o firmas que poseen fabricas, tier-
ra, maquinaria o que mantienen alguna relacién de negocio, manufactura etc.
Para incrementar su capital las corporaciones usualmente negocian acciones
o0 bonos (e.g. los gobiernos también lo hacen). Entonces una buena adminis-
tracién corporativa debe tomar en cuenta el uso de instrumentos financieros.

Intermediarios

En esta clasificacién se pueden encontrar bancos, compaiiias aseguradoras,
fondos de pensiones, etc. También aqui, se podrian situar las casas de bolsa
y mercados de opciones y futuros (e.g. mercados financieros).

Entre los mercados mas renombrados y de los cuales se obtuvo la informa-
cién para este trabajo se encuentran NYSE (the New York Stock Exchange),
AMEX (the American Stock Exchange), NASDAQ (the NASDAQ Stock Mar-
ket), CBOT (the Chicago Board of Trade), etc.?

YUna clasificacién mas completa se puede encontrar en [17].
?La razén principal por la cual se eligieron mercados en los Estados Unidos, fue por la

disponibilidad de informacién.



§1.2 Derivados

Mercados financieros

Entre estos se incluyen los mercados de divisas, los mercados de metales, y los
mercados de instrumentos financieros. En los mercados de instrumentos usual-
mente se distinguen los instrumentos subyacentes (también llamados bienes o
valores) y los derivados, en donde los 1ltimos se construyen como funcién de
los subyacentes.

Dentro de los instrumentos subyacentes se pueden incluir basicamente bonos,
acciones y divisas. Y dentro de los derivados, se tienen opciones, futuros,
warrants, swaps, spreads, etc.

Frecuentemente se entiende como ingenieria financiera a la manipulacion de
derivados como herramienta de reduccidén del riesgo causado por la incertidum-
bre del mercado.

§1.2 Derivados

Como ya se menciond anteriormente los derivados financieros se pueden definir
como simples funciones de los bienes subyacentes, dentro de los derivados mas
comunes se encuentran las opciones, los futuros, los forwards, y los swaps
entre otros. Los mercados mas recurridos son los mercados de opciones, es
por eso que en este trabajo se estudiarin de manera singular, aunque no
necesariamente los resultados serdn exclusivos de este tipo de derivado.

§1.3 Opciones

La discusién inicial de la teoria de valuacidn de opciones se enfoca en definir e
interpretar los términos en que estas se negocian. Las opciones se clasifican en
opciones de compra (call) y opciones de venta (put). Una opcién de compra
{0 venta) es un contrato que otorga al tenedor de esta, el derecho mis no la
obligacién, de comprar {0 vender) el bien subyacente a un precio determinado
{precie de ejercicio) y sobre cierta fecha (fecha de ezpiracion). Existen dos
modalidades de fechas de expiracidn en las cuales las opciones son ejercidas,
si la opcidn puede ser ejercida dnicamente en la fecha de expiracién, entonces



§1.3 Opciones

se dice que la opcidn es de tipo Europea, mientras que si la opcién se puede
cjercer en cualquier momento antes o igual a la fecha de expiracién se dice que
la opcidn es de tipo Americana.

A los contratos recién mencionados se les conoce come opciones simples,
sin embargo, existe una gran variedad de modificaciones llamadas opciones
exdticas , por ejemplo, opciones Asidticas, opciones con barrera, opciones
rusas, etc.

Pagos Terminales

Considérese una opcién de compra tipo Europea con precio de ejercicio X ¥
sea St el precio del bien subyacente en la fecha de expiracién T. Si Sr > K,
entonces el tenedor de una opcién de compra escoge ejercer la opcidn puesto
que €] puede comprar el bien, cuyo valor es Sy, por solamente K (ya que asi lo
pacto), obteniendo con csto una ganancia de Sy — K . Si Sy < K, entonces
el tenedor® de la opcién de compra no ejerce la opcién puesto que el valor
del bien subyacente es menor en el mercado que lo establecido en el contrato.
Asf pues el pago terminal para una opcién de compra tipo Europea se puede
sintetizar mediante la expresién

Jr=max(Sr - K,0) - Cr = (Sr - K}t - Cr (1.1)

De manera andloga el pago terminal para el tenedor de una opcién de venta
tipo Europea es

fT = max(k' - ST,O) bl PT = (K - S’r)+ - PT (12)

en donde Cr (Pr) es el precio por la adquisicién del instrumento financiero
(prima). Es decir, Cr (Pr) s el precio que e! tenedor de la opcién de compra
(venta) paga por el contrato y es la cantidad que el emisor (persona que
adquiere la obligacién) de la opcién debe administrar para cumplir con las
condiciones del contrato.®

38in considerar el costo del contrato (prima).
1También existe el punto de vista del emisor.
5La notacién fr, se utiliza en general para denotar el valor de cualquier derivado al

momento T



§1.3 Opciones

Si en las expresiones 1.1 y 1.2 se sustituye a Sy por el promedio del bien
subyacente durante el periodo de cobertura de la opcién (en particular S =
ﬁ Zf;o 5y}, entonces se obtienen las expresiones para las opciones asidticas
aritméticas.

Aunque existe una gran variedad de instrumentos derivados, en el presente
trabajo, la mayoria dec las veces se utilizaran a las opciones como tema de
ejemnplo, esto debido a que cstas son las mds negociadas en los mercados
financieros.

El precio de la opcién (precio del contrato), como se observo anteriormente,
depende del precio de cjercicio v el tiecmpo de expiracién, sin embargo, de
manera menos obvia se tiene que tal precio también depende de la tasa de
interés libre de riesgo subyacente ¢n el mercado y el grado de aleatoriedad en el
precio del bien. Tal grado de aleatoriedad, cominmente llamado volatilidad®,
es sin lugar a duda uno de los conceptos mas ampliamente discutidos en la
teoria financiera.

Tabla §1.3 Acciones, precios de opciones y pagos terminales

observados”(NYSE)
Clave | Fecha de Sr Cr Cr Pp Pr fr Ir
NYSE | Expiracién T | Sp obs. | K | (Bid) | (ask) | (Bid) | (Ask) | Can | Puw
3] 22/0472000 | 50.4375 | 50.633 | 50 | 4.875 | 5250 | 4.000 | 4375 | 4242 | -4.000
GM | 19/02/2000 | 729375 | 733216 | 70 | 5500 | 5875 | 2313 | 2500 | -2178 | .2.313
HUT | 22/04/2000 | 93125 | 7.2044 | 7.5 | 2250 | 2813 | 043w | o500 | -2250 | -0.169
JNJ | 19/02/2000 | 943750 | 77a575 | 95 | 3.625 | 3875 | 4025 | 4500 | -3625 | 13718
XRX | 19/02/2000 | 23.5000 | 208430 | 25 | 1.188 | 1438 | 2.688 | 2938 | -1.188 | 1.470
BAB | 19/02/2000 | 65.5000 | 43.0939 | 65 | 4.375 | 4750 | 3.000 | 3.375 | -4375 | 18.906
IMN | 22/04/2000 | 311870 | 217500 ¢ 35 | 2.687 | 3000 | 5125 | 5500 | -2.087 | 8125
SNE | 19/02/2000 | 232.5000 | 1335630 | 230 | 25.500 | 28.250 | 18.625 | 21.000 | -26.500 | 77.812
DD | 19/02/2000 | 517167 | 51.3243 | 65 | 5500 | 5750 | 1563 | 1813 | -5.500 | 12.113
SLE | 19/02/2000 | 207500 | 160409 | 20 | 1812 | 2062 | o813 | 1oe3 | -1812 | 3138
KMB | 19/02/2000 | 658750 | 52.3263 | 60 | G.876 | 7.375 | 0.938 | 1188 | -6.875 | 6.736
CPB | 20/05/2000 | 36.1847 | 28.1875 | 37.5 | 2.562 | 2812 | 3.375 | 3.625 | -2.562 | 5.938
MCD | 19/02/2000 | 41.0000 | 3255000 | 40 | 2375 | 2562 | 1063 | 1313 | -2.375 | 6.438
OMC | 22/04/2000 | 97.4375 | 83.4026 | S0 | 20125 | 21125 | 1500 | 1.750 | -16.722 | -1.500
PEP | 19/02/2000 | 367500 | 33.9826 | 35 | 2.500 | 2750 | o750 | 0.875 | -2500 | 0.267
0.803

WHR | 19/02/2000 63,9726 57.7591 60 5.625 6.125 1,438 1.688 -5.625

8E1 grado de aleatoriedad, no necesariamente es representado por el término volatilidad,
también se puede descomponer en otros componentes para su estudio.

"Los precios fueron observados el 11/01/00. En el caso de los valores Sr, estos fueron
los cotizados a la fecha de expiracién. La fuente de los datos s http://finance.yahoo.com
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El Estee Lauder DD Dupont Company
GM  General Motors SLE  Sara Lec

HLT Hilton Hotels KMB Kimberly Clark
JNJ  Johnson & Johnson CPB  Campbhells

XRX Xerox Co. MCD McDonald’s Co.
BAB British Airways OMC  Omicron

IMN  Imation PEP  Pepsi Inc.

SNE  Sony Co. WHR. Whirpool

La atencion de los agentes hacia las opciones, se debe a que estas no son
muy costosas y la comisién obtenida puede ser considerable. Como se puede
observar en la tabla §1.3, los pagos terminales fueron, en casi todos los casos,
favorables para los tenedores de opciones de venta (Put). A la vez se puede
ver que para el caso de opciones de tipo europeo (Call) siempre se tuvo un
pago terminal negativo, es decir, una perdida® (en algunos casos fue igual al
costo de la prima). En la tabla §1.3 sc reportan dos cotizaciones para los
precios de las opciones bid y ask. La mayoria de los mercados financieros
{incluyendo CBOE Chicago Board Options Exchange, el mercado més grande
de opciones) usan sistemas de mercado para facilitar las negociaciones (market
maker systems). El intermediario (market maker), para cierto contrato de
opciones, es la persona indicada para establecer las dos cotizaciones bid y ask.
El bid es el precio al cual el intermediario se prepara para comprar y el ask es
el precio al cual se prepara para vender. En el momento en que el bid y el ask
son cotizados, el intermediario no sabe si ¢l agente quiere comprar o vender el
bien. Claramente el ask es mayor que el bid y a la diferencia ask — bid se le
conoce como spread. Es hien sabido, en el ambiente financiero, que el spread
esta directamente correlacionado con la volatilidad del subyacente .

Aunque en la tabla se reportan, tanto los precios bid como los ask, para el
calculo de los pagos terminales (1.1) y (1.2) se uso el precio bid, no obstante
esto no necesariamente es lo optimo.

Como se ha ido observando dentro del lenguaje utilizado hasta el momento,
existen conceptos tal como "call”, "put”, "fecha de expiracién™, "bid”, ete.

8Una perdida en el sentido estricto. Aunque el hecho de haber comprado mas barato
puede ser favorable.



§1.4 Principio de No Arbitraje

Sumados a estos, existen otros términos de interés, como lo son las siguientes:

e Se dice que la opcién esta "out-of-the-money”® si al momento del ejer-
cicio de la opcién esta no es redituable, es decir, St < K en el caso de
una opcién de compra o St > K en el caso de una opcidn de venta. Se
dice que la opcidn esta "in-the-money”, si esta tiene un valor positivo al
momento del ejercicio, es decir, se ejerce la opcién.

# Se conoce como valor infrinseco, a la cantidad por la cual la opcidn esta
"in-the-money”.

e La posicién corte en una negociacién sobre un bien subyacente, es la
posicién en la cual uno se deshace del bien y la posicién larga es en la
que se adquiere el bien.

§1.4 Principio de No Arbitraje

En la teoria de valuacién de opciones un concepto de importancia es el de
la ausencia de oportunidades de arbitraje, una oportunidad de arbitraje se
traduce como la posibilidad de obtener una ganancia sin incurrir en ningiin
riesgo. Como un ejemplo supéngase que el precio de una determinada accidn,
en el mercado A tiene un valor de $45, y en otro mercado B un valor de
$48. Si se asume que no hay costos de transaccién, entonces un agente podria
obtener una ganancia de $3 sin incurrir en ningin riesgo, ya que compraria
en el mercado A y venderia en cl B.

Aunque en muchos modelos el supuesto de no arbitraje es necesario, este no
necesariamente se cumple. En (Hull [17]) se puede ver un ejemplo real en
donde existié una oportunidad de arbitraje.

§1.5 Estrategias de Negociacion

Supéngase que un inversionista tiene un portafolio con una combinacién de
acciones, bonos y derivados. Al paso del tiempo, el valor del portafolio cambia

Ge utiliza la terminologia en inglés ya que esta es la mds utilizada inclusive en paises
de habla hispana
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puesto que los valores que lo forman cambian. Por otro lado las estrategias que
el inversionista utiliza afectan el valor del portafolio, por ejemplo si se cambi-
asen las proporciones de cada bien que forma al portafolio o si se anadieran mas
valores al portafolio, entonces obviamente el valor del portafolio cambiaria.

Se dice que una estrategia es auto-financiable siel inversionista no afiade o qui-
ta ningiin valor al portafolio'® inicialinente pactado. Es decir, el inversionista
lo Uinico que tiene que hacer para incurrir en una estrategia auto-financiable
es la inversién inicial y permanecer inmévil hasta la expiracién del portafolio,
si es que este tiene alguna fecha.

Existe una gran variedad de estrategias de negociacién, estas varian depen-
diendo si son desde el punto de vista del emisor o el tenedor del valor. Por
ejemplo en €] caso del emisor de una opcién de compra, si este no posee el bien
subyacente al momento de la emisién, para el probable ejercicio del contrato,
entonces se dice que el emisor esta en una posicidn desnudo. Sin embargo, si
el emisor posee alguna cantidad del bien subyacente, entonces la perdida, de
la posicién corta en la opcidn de compra, puede ser compensada en el caso de
que el bien subyacente aumentase su precio, esto gracias a la posicién larga
en el bien subyacente. A esta estrategia se le llama posicién cubierta. Aunque
esta dltima estrategia también puede llevar a una perdida, en el caso de que el
valor del subyacente disminuyera. Una mejor forma de cubrirse ante el riesgo
del posible ejercicio del tenedor de la opcién es haciendo una combinacién de
las estrategias antes mencionadas. Una manera de hacer esto, en el caso de
una opcién de compra, es comprando el subyacente (0 una cantidad de este),
cuando el subyacente sea mayaor que el precio de ejercicio y venderlo cuando
sea menor, con la finalidad de tener el subyacente al momento del posible
ejercicio de la opcién. A este tiltimo tipo de estrategias se les denomina como
combinaciones. Existen muchas maneras de cubrirse ante el riesgo, un estudio
més completo se puede ver en (Hull [17)).

10Un portafolio es un conjunto de instrumentos financieros, el cual puede estar constituido
tanto de bienes como de derivados y bonos.
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§1.6 Cotas Racionales para Opciones

Para que una teoria de valuacién de opciones sea consistente, esta debe cumplir
con ciertas propiedades. Aqui se presentaran algunas cotas para los valores
de las opciones con respecto a los precios del bien subyacente, en el caso en
donde no hay dividendos. Sin embargo, Merton [18] presenta un estudio mas
completo. Para este propdsito no es necesario asociar ninguna distribucién
al movimiento de los precios del bien subyacente, pero como consecuencia
tampoco se pueden conocer los precios de las opciones. Los supuestos basicos
son que no hay oportunidades de arbitraje, que los inversionistas dentro del
sistema financiero siempre buscan maximizar sus ganancias, que no existen
costos de transaccién y que se cuenta con una tasa libre de riesgo.

Con la finalidad de diferenciar entre la opcidn tipo europeo y la opcién tipo
americano, se introduce la siguiente notacidn:

e Cy P denotan opciones Americanas de compra y venta respectivamente,
mientras ¢ v p denotan las opciones Europeas.

e B(r) denota el valor presente del bono con valor a la fecha de madu-
racién!! de $1 y donde 7 es el tiempo de maduracién. En el caso mas sim-
ple, cuando la tasa de interés r es constante B(r) = ¢™™" y cuando r noes
constante, pero una funcién conocida de 7, entonces B(r) = g~ Jo rlwdu
Obviamente B(r) se vuelve mas complicado cuando la tasa de interés es
estocdstica.

De la condicién de responsabilidad limitada de los contratos de opciones se

tiene
c>0, P>0, c20, p=0 (1.3)

Al tiempo de ejercico 7 = 0, los pagos terminales son

C(S,0; K) (8,0, K) =(S— K)" (1.4)
PS,0,K) = p(S,0;K) = (K - S)*. (1.5)

1 Uspalmente se utiliza la palabra 'maduracién’ para los bonos y 'expiracién’ para las
opciones

It
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Puesto que las opciones tipo Americano pueden ser ejercidas en cualquier
momento antes de la fecha de expiracién, sus valores deben ser al menos sus
valores intrinsecos, es decir,

(S, K)
P(S,T;K)

IV

(s -K)* (1.6)
(K -8)* (1.7)

A"

si esto no sucediera (C < S — K cuando S > K), entonces un inversionista
podria obtener una estrategia de arbitraje, pidiendo prestado C + K unidades
monetarias para adquirir una opeién de compra, la cual ejerceria inmediata-
mente (pues § > K) y recibiria el valor del bien S. La ganancia sin riesgo que
el inversionista obtendria seria § = K —C > 0. De manera analoga ocurre con
(1.7). Debido a que las opciones de tipo Europeo no tienen el privilegio del
ejercicio temprano, entonces la condiciones (1.6) y (1.7} no necesariamente se
cumplen, en este caso.

Las opciones tipo Americano tienen todos los derechos de las opciones tipo
Europeas mas el privilegio del ejercicio en cualquier momento antes de la fecha
de expiracién, obviamente este privilegio no tiene un costo negativo, por lo
tanto el valor de las opciones Americano debe ser al menos igual al valor de
las opciones de tipo Eurcpeas

(S, K)
P(S,1; K)

(S, 75 K) (1.8)

2
> p(S 1K) (1.9)

Si se tienen dos opciones tipo Americano con diferentes fechas de expiracion
7y 72 (m 2 T2), entonces la que tenga la mayor fecha de expiracién debe
valer més que la que tenga menor cobertura, ya que por ser de tipo Ameri-
cano entonces, la de mayor cobertura tiene como caso particular la de menor

cobertura.

C(S:Tng) > C(S’T2;K) (110)
P(S, T K) > P K). (1.11)
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Las propiedades (1.10) ¥ (1.11) no pueden ser aplicadas cuando el tipo de la
opcidn es Europea, ya que no se tiene el privilegio del ejercicio temprano.

Cuando existen diferentes precios de ejercicio, la opcidn de compra, ya sea
Europea o Americana, que tenga mayor precio de ejercicio tiene una ganancia
esperada menor que la que tiene un menor precio de cjercicio. Esto debido a
que la opcién con mayor precio de ejercicio tiene menos oportunidad de ser
ejercida con un pago positivo, y atin si se ejerciera, esta tendria una ganancia
menor. Entonces, se puede decir que el precio de una opcién de compra es
una funcién decreciente de sus precios de ejercicios, s decir,

(S, 1 Ka) < oS, 7 K)) X, <Xy {1.12)
C(8,m; K2) < C(S,71;K)y) X < Xs. (1.13)

Ejemplo 1.1. Tomando en cuenta los valores proporcionados para Xerox en
le tabla §1.9 se tiene que S = 23.5, K = 25, 7 = 40 dias, ahora si se hace
variar @ K (20 < K < 30), entonces como se puede ver en la figura (1.1
el precio de la opcidn de compra es una funcidn decreciente con respecto al
precio de ejercicio.

De manera andloga a las desiguatdades (1.12) (1.13), para el caso de las op-
ciones de venta, se deducen

p(S,m L) > p(SmiK) Xy <Xp (1.14}
P(5,7, Ky} > P(S,7;K)) X < X (1.15)
Para una opcidn de compra (venta), Americana o Europea, con un argumento

similar al de arriba se puede ver que el precio de la opcién de compra (venta)
es una funcién creciente (decreciente} de el precio del subyacente, es decir,

(82, K) > oS, K) S <5 (1.16)

C(Sa, 7, K) > C(S,71:K) S < S (1.17)
y

p(S2, 7 K) < p(S1L,TK)  Si<5 (1.18)

PSsmK) < PS,TK) S <S5 (1.19)
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Figura I.1: Valor de una opcién de compra como funcién del precio de gjercicio

Se dice que una opcién de compra es perpetua si su fecha de expiracién es
infinita. El subyacente mismo puede ser considerado como una opcién de
compra Americana con precio de ejercicio igual a cero maés derechos adicionales
como pueden ser los dividendos. Entonces aplicando las condiciones (1.8) y
{1.10), se puede establecer que

$> €(S,00,0) > C(S, 7, K) = efS,7; K). (1.20)

Por lo tanto los valores para las opciones de compra Americanas y Europeas
estan acotados superiormente por el valor del subyacente'?, Mas aunsi § =0
en la condicidn (1.20) y se aplica (1.3), entonces se obtiene,

0= C(0,7; K) = c(0,7; K), (1.21)

es decir, los valores de la opcidn se vuelven cero cuando el subyacente vale

Ccero.

12En particular el proceso encontrado por Bachelier no cumple con (1.20).
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Figura 1.2: Valor de una opcién de compra como funcién del precio de gjercicio
y ¢l subyacente.

El precio de una opcién de venta Americana iguala al valor de precio de
ejercicio cuando el valor del subyacente es igual a cero, de otra manera, este
precio esta acotado por el precio de ejercicio. Junto con la condicién (1.9), se
tiene

K> P(S,7: K) > p(S,7; K). (1.22)

Ejemplo 1.2. Considerando el mismo caso del efemplo (1.1), pero ahora
tomando al pago terminal como funcidn no solamente del precio de ejerci-
cio gino también del bien subyacente, entonces se observa en la figura (1.2)
que el pago terminal (en el caso de una opcidn de compra), se puede ver como
una funcion decreciente de S y K.

Ya establecidas las cotas superiores para las opciones es de interés conocer
las cotas inferiores para estas. Si se supone que el bien subyacente no tiene
dividendos entonces el precio de una opcidén Europea de compra es al menos
igual al bien subyacente menos el valor presente del precio de ejercicio. Para
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ilustrar esto supdngase que se tienen dos portafolios. El portafolic A que
consiste de una opcidn de compra Europea sobre un bien subyacente que no
paga dividendos mds un bono con fecha de maduracién igual a la fecha de
expiracion del la opcién. Y el portafolio B que consta de una unidad del
bien subyacente. Los pagos terminales de estos portafolios se resumen en la
tabla (2.3}, en donde V4 y Vg representan el valor de los portafolios A y B
respectivamente.

Tabla 2.3 Pagos terminales para los portafolios A y B.

Valor del
subyacente | Sy < K Sr> K
Portafolio A K (Sr-K)+ K =57
Partafolio B St Sy
Resultado | V4 > Vp Vy=Vg

Se puede ver entonces que el valor dei portafolio V4, es mas grande ¢ al menos
igual que Vp al momento de la fecha de expiracién. Asi pues, el valor presente
del portafolio A debe ser igual o mayor que el valor presente del portafolio B,
ya que si esto no ocurriera existirian oportunidades de arbitraje. Esto es,

(S, 7 Ky+ KB(r) > S, (1.23)

que junto con la condicién (1.3), se deduce que la cota inferior para el valor
de una opcion de compra tipo Europea es

oS, 7, K) = (S~ KB(r))*. (1.24)

Combinando (1.24) con la condicién (1.20), el valor de una opcidn tipo Euro-
pea, sobre un bien que no da dividendos, esta acotada por

S>efS,mK)>(S—- KB(r)*. (1.25)

Una propiedad importante que se utilizara mas adelante para la elaboracién
de los ejemplos reales, es la igualdad entre los valores de los precios de una op-
cién de compra Americana y Europea. En cualquier momento que una opcién
de compra sea ejercida, su valor inmediatamente se convierte en (S — K)¥ el
cual es menor que (S — K B(7}}T, la cota inferior para la opcién de compra si
esta sigue vigente. Esto implica que el hecho de ejercer antes de la fecha de
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oS, 7 K)
c=5- KB(r)

Precio "call”

KB(r)

Figura 1.3: Cotas para la opcién de compra Europea.

expiracién causa una disminucién en el precio de la opcién de compra. Para
beneficio de el tenedor, una opcién de compra tipo Americano sobre un sub-
yacente sin dividendos no debe ser ejercida antes de la fecha de expiracién.
Puesto que el privilegio del ejercicio temprano es perdido, entonces los precios
de opciones tipo Americanas y Europeas debe ser el mismo. Cuando el suby-
acente paga dividendos puede ser que el cjercicio temprano sea dptimo, esto
cuando el valor del subyacente es muy alto y los dividendos son calculables,
bajo estas circunstancias usualmente es mas atractivo para el inversionista
(el tenedor) adquirir el subyacente que la opcién. En el caso de las opciones
de venta tipo Americano, no importa si el subyacente tiene o no dividendos,
siempre serd 6ptimo el ejercicio antes de la fecha de expiracién cuando el
subyacente es lo suficientemente bajo (ver [18}).
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§1.7 Paridad Put - Call

La paridad entre el precio de una opcién de compra y el precié de una opcion
le venta sobre el mismo bien subyacente y con el mismo precio de ejercicio y

fecha de expiracidn, esta dada por

Esta relacién no puede ser aplicada en el caso de opciones de tipo Americano,
debido a la caracteristica del ejercicio temprano. En la siguiente tabla se
observan los precios bid y ask cotizados para una opcidn de venta asi como los
obtenidos por la relacion (1.26) utilizando los precios cotizados de las opciones

p=c— S+ KB{r}).

de venta.
Precios cotizados | Precios de paridad put-call

Simbolo | Pr(bid) Pr{ask) | Pr(bid) Pr(ask)
El 4.0000  4.3750 3.6569 4.0319
GM 2.3125 2.5000 2.1360 2.5110
HLT 0.3750  0.5000 0.3204 0.8829
JNJ 41250  4.5000 3.6712 3.9212
XRX | 2.6875 29375 2.5352 2.7852
BAB 3.0000 3.3750 3.4790 3.8540
IMN 5.1250  5.5000 5.9535 6.2665
SNE |18.6250 21.0000 | 21.5987 24.3487
DD 1.5625 1.8125 18.3873 18.6373
SLE 0.8125 1.0625 0.9402 1.1902
KMB | 09375 1.1875 0.6345 1.1345
CPB 3.3750  3.6250 3.1342 3.3842
MCD | 1.0625 1.3125 1.1313 1.3183
OMC [ 1.5000  1.7500 1.4385 2.4385
PEP 0.7500  0.8750 0.5368 0.7868
WHR. | 1.4375 1.6875 1.2869 1.7869




Capitulo 2

Modelos de Valuacion de
Opciones

El problema de valuacién de opciones tiene varios enfoques, entre los mas
usados esta el de procesos estocasticos, sin embargo, en la actualidad existen
muchos otros como los proporcionados en areas como programacion lineal,
sistemas dindmicos, redes neuronales y series de tiempo entre otros. En este
capitulo se hace la comparacion de los resultados obtenidos mas adelante,
con la férmula Black-Scholes, entonces con la finalidad de hacer esta esta
comparacién mas completa se introducen los elementos bdsicos de la teoria
usada por este ltimo enfoque. Para este fin se suponen los conocimientos
basicos de probabilidad y estadistica (ver [3] y [9]).

§2.1 Movimiento Browniano o
Proceso de Wiener

El movimiento Browniano tiene un papel importante en la teoria de procesos
estocasticos y consecuentemente en la teorfa financiera, razén por la cual se
hace una pequeha introduccién en esta seccién.

F! movimiento Browniano, nombrado asi después de las investigaciones hechas
por el bidlogo Robert Brown (1820}, fue usado por primera vez dentro de la
teoria financiera por Louis Bachelier (1900} en su tesis doctoral Théorie de
la Spéculation (1]. En su trabajo Bachelier propuso que la evolucion de los
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precios de un bien en un mercado financiero se podrian modelar mediante el
uso de un proceso estocastico.

Analizando los datos experimentales de precios St("\‘) t =0,A24,... (reg-
istrados en intervalos de tiempo A} Bachelier observd que las diferencias
St(m fSt(f‘)ﬁ tenfan promedios aproximados a cero y fluctuaciones jSt(A) —St(f‘)ﬂ
de orden VA. Estas propiedades son las mismas que tiene una caminata
aleatoria S',("\‘) t=0,4,24,... con

S =8+ Y X (2.1)

k<lk

en donde X!*) son variables aleatorias i.i.d. que toman dos valores +0v/A con
k q
probabilidad % Se puede ver que si A — 0 se obtiene el proceso estocastico

S,=Sy+oW, t>0

donde W = (W)i0, €s justamente ¢l proceso encontrado por Bachelier { o
proceso de Wiener, llamado asi por Norbert Wiener quien desarrollo, en 1923,
la matematica rigurosa de dicho proceso).

Definicién 2.1. A un proceso estocastico W = (Wi}t € T C Rse le
llama. movimiento Browniano estdndar o proceso de Wiener si se satisfacen
las siguientes condiciones:

i} Comienza en cero; Wy =

ii) Tiene incrementos independientes y estacionarios.
Es decir, si W, — W, < Wisn — Wogn, se dice que tiene incrementos
estacionarios. Y se dice que tiene incrementos independientes si para
cadacleccidn de f; € T con ) <ta < ... <t n =1

Wy, - W,,... W, -W,_,
son variables aleatorias independientes.

iii) Para cada t > 0, W, tiene una distribucién N(0,{).
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Figura 2.1: Simulacién de un movimiento Browniano

iv) Es continuo.

En la figura §2.1 se puede observar el comportamiento de un movimiento
Browniano.

Usando este proceso, Bachelier derivo la férmula Cr = IE[fr], en donde fr =
(S — K)* (la expresién para el pago terminal de una opcién de compra, sin
el monto de la prima). La formula de Bachelier es:

Cr = (S — K)® (SZ\;;) +oVTy (S;\}I_f) (2.2)

donde
F T

%, lz) = f o(u)dy,

o0

() = —=e
)= —
¢ vam
es decir, la funcién de densidad y distribucién correspondiente a una variable

aleatoria normal.
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En general se puede ver que el movimiento Browniano W = (Wi)so puede ser
construido de muchas maneras diferentes, dentro de estas, las tres mas usadas

500

1 Como un proceso de incrementos independientes (definicién 2.1)

2 Como un proceso Gaussiano: El movimiento Browniano es un proceso Gaus-
siano centrado, es decir E[W,] = 0 para toda ¢, con funcion de covarianza
Cw(s,t) = min(s, t), recuérdese que un proceso (Gaussiano esta carac-
terizado por su vector de medias y su matriz de covarianzas,

3 Como el limite de caminatas aleatorias: Como ya se enuncié en el proceso
estudiado por Bachelier (expresién 2.1), cuando A — 0, este proceso
converge en un sentido apropiado al movimiento Browniano. Esto se
puede ver con el principio de invarianza de Donsker.

Como sc puede ver en la figura §2.1 la continuidad de el movimiento Browniano
no tiene propiedades especiales. Pero se puede mostrar que s¢ puede constrair,
en un espacio de probabilidad adecuado (£2, 4, P), un proceso de Wiener W =
(Wehizo tal que las trayectorias de este sean continuas.

Filtraciones

Si se considera a X = (X;)i»0 como un proceso sobre un espacio de proba-
bilidad (€2, A, P}, entonces se denota por F; al o — dlgrebra generado por las
variables aleatorias X, para s < ¢, esto es, ¢l ¢ — dlgrebra mds pequefio con
respecto al cual esas variables aleatorias son medibles. Se ticne entonces que
F C Ay también que F, C F,si t < 5. A la familia creciente F = (Fipo
se le llama filtracion generada por el proceso X, también denotada como
FX = (FF)ipo- De manera mas general, una filtracién es cualquier familia
IF = (F)ipo de sub—0c — algrebras de A que satisfacen que F¢ C Fysit < s.

En la literatura financiera a menudo se interpreta a la filtracién F¥ como
la informacion actualizada del proceso X, el cual normalmente se asocia a
la trayectoria del bien subyacente. Es decir, si se tienen 2 tiempos ) y {y,
entonces se dice que al tiempo ¢, se tiene mds informacidn que al tiempo ¢, si
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F¥c F, lo que en la descripcién de la trayectoria de un bien normalmente
se cumple.

Ejemplo 2.1. Filtracidn generada por el movimiento Browniano
St para cada t, W, es F; medible y se verifica que para cado t yt <t <ty <
... < t, los incrementos del movimiento Brouwnianc

W, — W, W,-W,,..., W, -W,__,
son independientes de JF;.

Una manera de construir F,, es fijando t y si 5 € {0,t] y C € B(R) estin
dados, considérese

(W, € C} = {w: W,(w) € C}

en F,. Si esto se repite para todos los posibles s € [0,t] y C € B(R), y
cualquier olro conjunto generado por las propiedades del o — dlgrebre. En-
tonces Fy contiene exactemnente la informacidn actualizadae por el observador
del movimiento Broumiano hasta el tiempo t y a F; se le llame la filtracion
generada por el movimiento Brouniano.!

Propiedad de Markov

Si se tiene el movimiento Browniano W sobre (2, A, P) y la filtracion F =
{Fi)i>0 que este genera, entonces por la definicién 2.1, se observa que la vari-
able aleatoria ¥ = Wy, — W, es independiente de el o — ilgrebra F,. Por lo
tanto del apéndice {B.1), para cada funcién F medible y acotada f sobre
se tiene que

E{f(W,)] = Ef(W:+Y)|F] (2.3)
- / _‘\/2,;6-12/25 F(W, + z)dz.

La férmula (2.3) muestra que el movimiento Browniano es un proceso de
Markov, es decir condicionado sobre F; la distribucion de W,,; no depende

1B(R) denota el ¢ — dlgrebra de Borel
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de su pasado, (sobre las variables aleatorias W, para r < {) sino solamente
del valor presente del proceso W,;. Por otro lado la distribucién de W, dada
F, depende de s, pero no de t, es decir, que el proceso es homogéneo en el

tiempo.

Ejemplo 2.2. Considérese el movimiento Browniano W = (V)50 y aso-
ciado a este, la estructura de informacidn del proceso represeniado por los
o — dlgrebras F, = o(W,,z < 5). Se desea calcular

E(W,|F,) = E(W|W,,z < ) para 5 2 {.

Sis>t, F, O F,, entonces por la propiedad 4 (ver apéndice esperanza condi-
cional)

E(W,|F,) = W,

Ahora considérese que s < t. Enionces por la linealidad del la esperanza

condicional
E(W,|F,) = E[(W,—W,) +W,|F]
= [B(W, - W,|F,) + [E(W,|F,)
Puesto que (W, — W,) es independiente de F,, entonces
E(W, - W, F,) = E(W, - W,) = 0.

Mds aun, o(W,) C a(W,,z < 8) = F,, por lo tanto IE(W\|F,) = W,. Final-
mente -

E(WiF:) = Whins.g)-

Martingalas

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad dotado con la filtracién IF = (F;).50.
Un proceso real valuado M = (M;);»o es una martingala si este es adaptado
(es decir, cada M, es F,-medible}, si cada variable M, es integrable, y si

t<s = M =E(M|F) (24)
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Si en vez de la igualdad (2.4) se tiene

M, 2 IE(M,|F) (2.5)
entonces se tiene una super-martingala, y si

M, < IE(M,|F,) (2.6)

una sub-martingala. Es obvio que una martingala es también una super-
martingala y una sub-martingala. Si M es una super-martingala, entonces
—~M ¢s una sub-martingala.

Del ejemplo (2.2) para s < ¢, se ve claramente que el movimiento Browniano
es una Martingala. También se puede demostrar ficilmente (aplicando la
propiedad 4 y (B.1} del apéndice) que los procesos M, = W7 —t y M} =
exp{AW, — i;—t) son martingalas.

Puente Browniano o Browniano Atado

Si se considera al proceso
X = W, —tWy, 0<t <], (2.7)
en donde claramente
Xo=Wy—0W; =W =0 Y Xy =W, -1W; =0.

entonces se dice que X, es un puente Browniano o Browniano atado.

De manera ficil se puede verificar que la distribucién finito dimensional de
(2.7) es Gaussiana?, por lo tanto se observa que el puente Browniano tiene
esperanza cere y covarianza

Cov(X,, X,) = min(t,s) = ts, s,t€[0,1].

2§ X = (X1, X2,...,Xn) se distribuye N{u,0) y A s una matriz de m X n, entonces
AX' ~ N(Af', Ao A').
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Figura 2.2: Simulacién de un Puente Browniano

Movimiento Browniano con Deriva Lineal
El movimiento Browniano con deriva lineal se caracteriza con el proceso
Xg = ,ut + aW,, t 2 0 (28)

para e > 0y g € R. También en este caso se puede verificar que X es
un proceso Gaussiano con esperanza igual a jut y covarianza Cov(X,, X,) =
o?min{t,s), s,¢t> 0. La funcién px(t) = pt (la deriva lineal del proceso)
caracteriza esencialmente la forma del proceso.

Movimiento Browniano Geomsétrico

El proceso sugerido por Black, Scholes y Merton (1973), que esta dado por
X, =t >0, (2.9)

es decir, el exponencial del movimiento Browniano con deriva lineal.
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Aunque el proceso encontrado por Bachelier (2.2) captura ciertas propiedades
de las trayectorias de bienes financieros, bajo un ambiente de riesgo, dicho
proceso tiene fuertes inconvenientes, entre los mds importantes, s que este
puede tomar valores negativos, lo cual obviamente no sucede en los mercados
financieros. Sin embargo el proceso utilizado por Black, Scholes y Merton no
tiene este inconveniente y quizd esta es la razén de su extenso uso.

Con la finalidad de contestar la pregunta de si son o no predecibles los movimien-
tos de los precios en un mercado financiero, muchos autores (1930’s) estudiaron
cstadisticamente las caracteristicas de datos financieros, algunos de ellos con-
cluian que los incrementos b, = ln(?‘fﬁ) de los logaritmos de los precios S,
n > 1, deberian ser independientes, pero casi ninguno de ellos ponia atencién

a esto.

La idea de que la sucesién (H,)u»1, donde Hy = hy + ... + hy, posee las
caracteristicas de una caminata aleatoria, contradecia la idea de que la serie de
precios tiene una tendencia, ciclicidad o caracteristicas histdricas que hicieran
ficil su pronostico. Este argumento fue tal vez la razén que impulso a los
matematicos al desarrollo de férmulas analiticas, sin embargo, en los 1ltimos
10 afios se han desarrollado modelos basados en series de tiempo (es decir,
considerando las caracteristicas histéricas), demostrando con esto que dichos
modelos son méas aproximados (en la realidad) que las férmulas analiticas
existentes.

A continuacién se revisaran algunos modelos que son de gran uso en el ambi-
ente financiero, un estudio mas extenso de estos se puede encantrar en libros

como ([17], [18] ¥ [21]}.

§2.2 El modelo Black-Scholes

La suposicién mds aceptada a cerca de la dindmica de los precios de instru-
mentos financiercs, es que los logaritmos de estos siguen un movimiento Brow-
niano, es decir, los precios de los bienes siguen un movimiento Browniano
geométrico. Esto podria implicar que la distribucion del cociente de los pre-
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cios es independiente del precio actual o que los cocientes de los precios son
independientes.

De forma similar a la férmula (C.13) presentada en el apéndice, supdngase
que la dindmica de los precios de determinado bien esta dada por

ds
5
donde p es el rendimiento esperado de el cociente de precios, ¢ es la volatilidad

de el proceso de precios. Si se define ¢ = In S, entonces por el lema de Itd
(ver apéndice) se tiene,

= pdt + odW, (2.10)

aG aG &G

- = 27 =
dG = 6tdt+65 SaSzdt
]
= (p— ?) dt + odW (2.11)
puesto que
G aG 1 e 1

=0, —== —

F3 a5~ § 85z &2

. - 2
de tal manera que G = InS es un proceso Browniano con deriva (p - "T)

y varianza o?. En otras palabras, si se denota a S; y St el precio actual al
tiempo ¢ y el precio futuro al tiempo T, respectivamente, entonces

Sr
h=InSr—-InS§, = ln?t

se distribuye normalmente con media (p - %) (T — t) y varianza o*(T —
t). Alternativamente, de las propiedades de la distribucién log-normal (ver
apéndice)}, se pucde ver que la media y la varianza de %f estdn dadas por

St
B (Ts: | S‘)

exp ((p - %) (T —1)+ -"2—2(1" - t)) (2.12)

= efT-t) ,
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e

var (:;_T | St) _ e‘Zp(T—t)[ea2(T—l) ~1]. (2.13)
t

Desde la era de los 70's los derivados financieros han tenido un gran auge
tanto en los mercados financieros como entre la comunidad académica, aunque
Bachelier dio un gran paso en el ano de 1900, no fue si no hasta la era de los
60°s que Samuelson redescubrié el trabajo realizado por Bachelier y retomo
su trabajo. En el afio de 1973, precisamente el afio en que el CBOE comenzd
a negociar con opciones *, F. Black y M. Scholes [4] y Merton [19] publicaron
sus articulos sobre valuacién de opciones exponiendo una férmula analitica
que se puede ver como funcién de algunas variables observables (excepto una,
el pardmetro de la volatilidad)®.

Si se considera al emisor de una opcién de compra tipe Europea sobre de-
terminado bien subyacente, s¢ puede ver que dicho emisor esta expuesto al
riesgo de cumplir con el contrato, en caso de que cste se ejerciese (Sp > K).
Para protegerse de su posicién corta en la opcidn, el emisor podria comprar
cierta cantidad del bien subyacente de manera que con esto se compensara
la posicién corta en la opcién, si esto sucediese se dice que el emisor tiene
una posicién cubierta. Como se vio anteriormente una estrategia que con-
siste de una combinacién de subyacentes y opciones (posicién cubierta) es
frecuentemente usada por inversionistas, ya sea para cubrir la posible perdida
de la opcién con una parte de! subyacente o viceversa. Black y Scholes de-
mostraron que un inversionista puede crear un portafolio de cobertura libre de
riesgo, en donde todos los riesgos del mercado son eliminados. En un merca-
do eficiente sin la oportunidad de estrategias de arbitraje cualquier portafolio
libre de riesgo debe tener un rendimiento esperado igual al de la tasa libre de
riesgo.

En la derivacién usada por Black y Scholes en su articulo {4], se establecen los
siguientes supuestos sobre el mercado financiero

JAntes de esta fecha ya se negociaban opciones en los mercados llamados over the

counter.
1En reconocimiento a su contribucién en la teoria de valuacién de derivados, Scholes
y Merton recibieron el premio Nobel de economia en 1897 (desafortunadamente Black ya

habia fallecido para esta fecha).
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(i) Las negociaciones se pueden llevar a cabo en cualquier momento {son

continuas en el tiempo).

(ii) La tasa libre de riesgo r es conocida y constante en el periodo de pro-

teccidn del derivado.

(i1} Los subyacentes no pagan dividendos.

(iv) No hay costos de transaccién por comprar o vender el subyacente o la
opcién y tampoco hay impuestos.

(v) Los subyacentes son perfectamente divisibles (es decir, cualquier canti-
dad de este puede ser comprada o vendida).

(vi}) No hay cargos por ventas en corto,

(vii) No hay oportunidades de arbitraje.

Se asume que la evolucién del precio del subyacente al tiempo ¢ se modula
mediante un movimiento Browniano geométrico (2.10). Considérese también
un portafolio, el cual consiste, de la venta en corto de una unidad de una
opcién de compra tipo Europea y de una posicién larga de A unidades del
bien subyacente. El valor del portafolio 1 es:

Il = —c+ AS, (2.14)

donde ¢ = c(5,t) denota el precio de la opcidn de compra®. Tanto ¢ como II
son variables aleatorias, entonces aplicando el lema de Itd (ver apéndice) para
calcular su diferencial estocdstica, se tiene

g dc , 8%
de = En —dt + %ds -+ ——S é‘é‘idt (215)
¥
dll = ——dc+AdS
= ( de _ 52 dt + (A Bc) ds (2.16)
- 8t 632 as '
de a* ,0% dc dc

5Ndtese que AS se reﬁere, en este caso, a A veces S, no al cambio infinitesimal en S
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El componente estocistico del portafolio aparece como el iltimo término
(A= 2} oSdW. Si se escoge

entonces el portafolio se convierte en una cobertura libre de riesgo®. En equi-
librio", el portafolio de cobertura debe tener un rendimiento igual al de la
tasa libre de riesgo. De otra manera, supéngase que el portafolio de cobertura
gana mas que la tasa libre de riesgo, entonces un inversionista podria tener
una oportunidad de arbitraje, pidiendo prestado tanto dinero como le fuese
posible para invertir en el portafolio de cobertura.

Fijando dll = rIldt, se tiene

de ot _, 0% éc
l-[ = e — 2—— = = —_ — .
d ( 57 QSBSQ)dt rIldt r( c+SaS)dt, (2.17)
que simplificando, se obticne
2 2
6C+(I 2ac+1"s-‘-a£—1'“c=0. (2.18)

ot 27 882" 78S
A la expresion (2.18) se le llama la ecuacién de Black-Scholes [4]. Nétese que
el parimetro p, que denota la tasa de rendimiento esperada del subyacente,
no aparece en la ccuacién. Para completar la formulacién del modelo para
valuacién de opciones, se necesita el término correspondiente al pago terminal,
que en ¢l caso de una opcién de compra con la actual notacién esta dado por

oS, T) = (S — K)*,

Como en ninguna de las dos dltimas ecuaciones aparece el término p, se puede
concluir que las preferencias de los inversionistas no afectan el precio de la

5Como se vera mds adelante la A de un portafolio tiene un significado importante en la
préctica. Es por eso que se introdujo a AS, a pesar de su posible confusién con el cambié

infinitesimal en S
TE] concepto de equilibrio no es otra cosa sino la claridad del mercado, es decir, los

agentes no toman decisiones hasta que el mercado se aclare (la demanda agregada para
cada bien sea cero).
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opcitn. Esta observacién de neutralidad al riesgo es uno de los grandes avances
de la teoria de Black y Scholes. En el caso de una opcién de venta, dnicamente
se reemplaza a ¢ por p en la ecuacién (2.18). En general, se puede ver que el
precio para un derivado en particular esta dado por la solucién a la ecuacién
{2.18) reemplazando a ¢ por el derivado correspondiente.

En un ambiente neutral al riesgo, las tasas de rendimiento esperadas del sub-
vacente y de la opcién son iguales a la tasa libre de ricgo, es decir si en la
expresion (2.12) se reemplaza a p por r, se tienc

= (% | 5) =0 (2.19)

E (%T | s) =T (2.20)

en donde, como antes, Sy y or son variables estocdsticas que denotan el precio
del subyacente y de la opcién a la fecha de expiracion, respectivamente. Puesto
que el pago terminal de una opcién de compra Europea es cr = (57 — K)*,
la ecuacién (2.20) se puede reescribir como

%]E(CT |5) = %na[(sr _K)) =0 (2.21)

(S, t) = e T UE[(Sr - K)7] (2.22)

Tanto en la ecuacién (2.19) como en (2.22), el operador esperanza IE esta
tomado con respecto una distribucidn de probabilidad neutral al riesgo. La
distribucién ajustada es log-normal con deriva igual a la tasa libre de riesgo.
La ecuacién (2.22) muestra que el valor de la opcién de compra puede ser
considerado como el valor presente de su pago terminal en un ambiente neutral

al riesgo.

Si se denota a ¥(Sr } S) la densidad de transicidn del precio del subyacente
Sr, dado el valor actual de este S, en un ambiente neutral al riesgo, entonces
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el operador esperanza definido en (2.22), se puede representar formalmente
como

oS, 1) = 7Y f (Sr — K)*6(Sr | S)dSr- (2.23)
0

Sin la nocidn de la neutralidad al riesgo, la formula (2.23) podria forzar a
la estimacién de los rendimientos esperados tanto del subyacente como de la
opcidn. En efecto, el modelo propuesto por Samuelson (1965) tiene la forma
siguiente

{8, t) = e~re(T-0) / m(sT ~ K)Y'(Sr | S, p)dSy. (2.24)
0

donde p. denota el rendimiento esperado de la opcidn y (St | 5, p) la densi-
dad de transicién correspondiente al rendimiento esperado g del subyacente.

En un ambiente neutral al riesgo la expresion (2.19) se puede escribir como
E(e ™45, |5)=8 (2.25)

De acuerdo con la definicién de martingala, la ecuacidn de arriba indica que
el proceso de los precios del subyacente traido a valor presente, e~ TSy es
una martingala. A la distribucién ajustada a la neutralidad en riesgo también
se le lama medida martingala equivalente y el presente enfoque de valuacién
también es conocido como la téenica de valuacion martingala.

§2.3 Valuacién

Como ya se mostré en la seccidn anterior el precio de una opcidn se puede
interpretar como el valor presente de la esperanza de su pago terminal bajo
una distribucién de probabilidad neutral al riesgo (ver ec. (2.23) ). En esta
parte del trabajo se resuelve la ecuacién de Black y Scholes para el caso mis
popular, que es el caso de la opcién de compra, .

Recuérdese que se supone que el movimiento Browniano geométrico, como
modulacién de la dindmica de los precios. Y que en un ambiente neutral al
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riesgo se puede decir que la deriva es r, de tal manera que In %"1 se distribuyen

normalmente con media (r - "2—2) (T - t) y varianza o?(T — ¢).

Puesto que la férmula (2.23) satisface la ecuacién de Black-Scholes y se esta
en un ambiente neutral al riesgo, entonces

- 7 , 1
c(S,r)= e ]; (Sp — ]\)+m
( {InSr - (S + (r — &)7]}?
exp | —

20T

) dSy,  (2.26)

donde 7 = T'—t. De tal manera que la densidad de transicién en (2.23) puede
ser vista como

_{InSr—fnS+(r- %E)T}}g) - (2.27)

1
W(Sr|S) = Srovas P ( Py

Tomando £ =InSr y y = InS y considerando el caso Sr > K (! > K < £ >
In K), la expresién (2.26) tiene la forma

e [P ] - -
c(S,7) = e an(c K)a\/i?v—'exp( pyo dé

2 2
e T [e{y+(r—%)r+"272-r}N (y -+ (T - UT)T —InK +o T)

ay/T
KN (y+(r—§)r—1nf<)

il

oVT
5oy So(r_e
= e [EFTSN (—lﬂ K +g(\/';- 2 )T) — KN (_ln ;{:' +0(\;F 2 )T):|
= SN(d) — Ke ™ N{dp), (2.28)

donde

Inf+(r+9%
d[ = %—2—)‘1, dz = d]_ —0'\/'1_' (229)
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¥ N(-} es la distribucién acumulada de una variable aleatoria normal estindar.

De la paridad entre una opcién de compra y una opcién de venta tipo Europea
(ver (1.26)), se obtiene que la expresién equivalente, en el caso de una opcidn
de venta es

p(S,7) = Ke™"" N(—dy) ~ SN(—d;). (2.30)

La férmula (2.28) es el caso mds popular de la ecuacién diferencial de Black-
Scholes, que es el caso en donde se valtia una opcién de compra tipo Europea,
recuérdese que la férmula {2.18) puede servir vara la valuacién de otros deriva-
dos. Como se puede observar en la expresién (2.28), esta depende de cinco
pardmetros que son

S El precio actual del bien subyacente.

7 Denotando T — £, 7 representa el tiempo de proteccidn de la opcidn.
r La tasa libre de riesgo (e.g. tasa anual convertible instantdneamente )
K Precio de gjercicio.

o La volatilidad del subyacente.

Todos a excepcién del ultimo pardmetro, la volatilidad, son observables direc-
tamente del mercado. Asi que el Unico que tendra que ser estimado de alguna
manera es la volatilidad.

Para entender las implicaciones de un modelo de valuacién de opciones, es
necesario examinar la sensitividad de este y/o el portafolio de cobertura, ante
los cambios de cada uno de sus pardmetros. Como consecuencia de esta necesi-
dad se tienen las siguientes medidas.

Medidas de sensitividad para una opcién de compra tipo Europea.

A= g-; = N(dy)
Unidades que se deben de adquirir del bien subyacente para tener un
portafolio de cobertura delta (2.17).
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I, =

e =

a2
82(: — e“'?l
357 — Sa\_/21r1‘

Tasa de cambio de la delta con respecto al precio del subyacente. Un
valor pequefio de la gamma implica que la delta cambia lentamente con
respecto al precio del subyacente y por lo tanto los ajustes que se tienen
que hacer al portafolio para mantenerlo "delta neutral”, pueden ser he-
chos con menos frecuencia.

2

d
fc _ _Be _ _ 1 Se=tT -
a - Tar T —72"' .2\/1'— —rKe rTN(dg)

Tasa de cambio de la opcién con respecto al tiempo. La thefa per-
mite determinar cuando una opcién puede estar "at-the-money”, "in-
the-money”o "out-of-the-money”.

—e~"TN(d2)
Anteriormente se argumento que el precié de una opcidn de compra es
una funcién decreciente del precio de cjercicio (ver (1.12) y figura {1.1)).
Esta medida sirve para verificar estas propiedades en el caso del modelo
Black-Scholes.

42

dc __ Sﬁﬂi

Jo — _—:721r

En el modelo Black-Scholes se asume que la volatilidad es constante,
pero en realidad esta cambia con el tiempo. La vega mide como el val-
or de la opcién responde a los cambios en la volatilidad. se puede ver
facilmente que cuando la volatilidad aumenta, el precio de la opcion
también, lo cual es légico ya que, debido al aumento de la volatilidad,

existe una gama mds amplia de posibles valores terminales.

gE — TKc—rrN(dg)
=
A una tasa de interés alta le corresponde una disminucién en el precio

de la opcién. Es decir, que 1a tasa de cambio de la opcién de compra con
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respecto a la tasa de interés, confirma la consistencia de la valuacién en
un ambiente neutral al riesgo, con los cambios en la tasa libre de riesgo.

Estas medidas se pueden generalizar para cualquier derivado o inclusive para
portafolios de inversion, linicamente se tiene que reemplazar el término ¢ por
el término correspondiente al derivado o al portafolic, por ejemplo %.

Ademas de servir como medidas de sensitividad, estas medidas pueden servir
para la construccién y conservacién de un portafolio de cobertura. Sin embar-
go, recuérdese que la construccién de un portafolio con una cobertura perfecta
depende del supuesto de que las negociaciones son continuas. Estos y otros
supuestos del modelo Black-Scholes hicieron que este fuese ampliamente crit-
icado y corregido en trabajos futuros (ver [17]}. Por ejemplo, el supuesto det
movimiento Browniano geométrico como dindmica de los precios no refleja las
caracteristicas reales de los procesos de precios actuales. También, el supuesto
de que la tasa de interés es constante, no es verdadero, pues esta cambia con
el paso del tiempo.

Sin embargo, a pesar de estas limitaciones el modelo Black-Scholes sigue siendo
fundamental entre la comunidad financiera.

§2.4 Volatilidad

Como ya se vio en la seccién (§2.3) la formula para la valuacién de una op-
cién de compra tipo Europea depende de cinco pardmetros, todos observables
excepto la volatilidad o. Existen varias maneras de estimar o pronosticar
la volatilidad del subyacente de interés, a continuacidn se verdn dos de las
técnicas mds conocidas.

Volatilidad Implicada

Esta técnica se basa en la idea de que el parametro asociado a la volatilidad,
utilizado en las formulas de valuacién, debe ser pronosticado para el tiempo
de vida del derivado directamente del mercado, en vez de ser estimado con
datos anteriormente cotizados en el mercado.
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Entonces, bajo este método, se plantea el siguiente problema inverso; en vez de
obtener ¢l precio de la opcién dado el valor de la volatilidad usando la férmula
Black-Scholes, se encuentra el valor de la volatilidad del precio cotizado de
la opcién. Al valor de la volatilidad, implicada por el precio de la opcién
observado se le lama volatilidad implicada e indica el nivel de volatilidad
determinado por el mercado.

Como en el mercado normalmente se cotizan diferentes opcicnes sobre el mis-
mo subyacente, un agente podrfa encontrar diferentes valores de la volatilidad
implicada, y estos le podrian dar, desde el punto de vista actual del mercado,
el valor necesario para la opcidn del subyacente en la cual esta interesado.

Puesto que el valor de la volatilidad implicada no se puede encontrar de manera
explicita en términos de S, K, r ¥ 7, la valuacién de {a volatilidad implicada
se lleva a cabo mediante el uso de métodos de interpolacion. Los mas usados

son los siguientes.

Método de Biseccidon

El método de biseccién toma ventaja de la propiedad de monotonia de la
funcién de precios V(o) {(en el caso de una opcién de compra V(o) = c(o)).
El procedimiento se elabora como sigue, primero se encuentra por ensayo y
error V{g_) y V{oy) tal que

V(e-) < V (mercado) < V{g,).

Si se denota a Gimp, 2 la volatilidad tal que V(0imp) = Vinercado, €ntonces por
la propiedad de monotonia gy, € (0-,04). Ahora si & = Z=£%* y se biseca
el intervalo (o_,a,) en (0_,@) y (7,0.), de tal manera que si

Q = [Vmerccdo - V(E)][Vmermda - V(U+)] <0

entonces se omite (o_,7) y 5e toma o = 7 y si § > 0, entonces se omite
(7,0:) y se toma o, =7.

Después de una iteracién el intervalo (o, o) se reduce a la mitad y se repite
el procedimiento hasta obtener la exactitud requerida.
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Método de Newton-Raphson

En este caso iinicamente se utiliza la formula de Newton-Raphson, que apli-
cada al presente problema es

V(an) - Vmercada

Tn41 = On — V’(UH)
(2.31)
o GO Vi = Viow) 1 __ Vi)
On — Oimp On — Cimp Vl(an) V’(O‘n),

donde, ¢}, € (04, 0imp) por el teorema de valor medio. En el caso de una
opcién de compra

wl,

vy < SV E

Vi

T
_ Srdide T V'(o)didy
Vano a ’

Entonces los puntos criticos de V'(o) se dan cuando d; = 0y dp = 0, es decir,

VH (O_)

In< +rr In< 4+ rr
o= g K ot =2
T T

Por lo que una primera iteracién para implementar Newton-Raphson podria

= 2(1£+ 7—)
o = pa HK r

Como la sucesién (o,) es mondtona y acotada entonces (g,) converge a la

ser

tinica solucion Gimyp.

Volatilidad Historica

Otra manera de obtener el pardmetro de la volatilidad es mediante el uso de
datos cotizados con anterioridad a la fecha de elaboracién del contrato del
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derivado. Los datos histéricos de los precios de un subyacente, se encuentran
comiinmente reportados en dias, semanas, meses y en ocasiones hasta en anos.

Si se define

Sis )
(&) =In| ——
(0)=In (5(:—1)5

en donde § ¢s la periodicidad de los datos observados con respecto a un afio.
Bajo el supuesto de que

h(6) ~ N ([u - 9;] 7, aﬁra)

se obtiene el estimador mAximo verosimil, esto es

50 = > (s(0) - o)’ (2.32)
donde
fin =Y h;(6). (2.33)

=t

Entonces 3%(8) es el estimador histdrico para 0248, es decir si por cjemplo se
tienen datos diarios y se considera que los dias de negociacidén al afio son 252
(es el caso de NYSE), entonces

5 =/05%(8) = %Z(h,-(é)—ﬁm

_ \2%2 - (hj (2—3)5) —;1,,)2 (2.34)

=1

Existe una gran discusién acerca del tamaiic de la muestra n, algunos autores
recomiendan usar entre 90 y 180 dias de negociacién, otros dicen que se util-
ice un periodo de muestra igual al del tiempo de expiracién de la opeidn. Es
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obvio que la muestra no debe de ser muy grande pues si esto sucediera, el es-
timador heredaria caracteristicas histéricas que no necesariamente describen
el comportamiento actual del subyacente, sin entbargo, como se sabe los esti-
madores maximo verosimiles son consistentes y por lo tanto a mayor tamano
de muestra mas consistente es el estimador con respecto al verdadero valor de
la volatilidad.

Ejemplo 2.3. En el mismo contezto de la tabla §1.3, si se calcula la volatili-
dad histérica y con esta el precio calculado con la férmula Black-Scholes (2.28)
y con un rendimiento fijo en el mercado de r = 0.055, se obtienen los resulta-
dos reportados en la tabla 2.1. En la mayoria de los casos se observa que lo
precios oblenidos con la Férmula Black-Scholes son menores que los cotizados
(ver precios bid, tabla §1.3), lo cual es claro debido o que no se estdn incluyen-
do ningin tipo de costes de transaccién ni impuestos y @ que no necesaria-
mente los precios cotizados fueron encontrados con el modelo Black-Scholes.
Recuérdese que en el caso de la opcién de compra el precio de esta, tanio en
modalidad Furopea como Americana deben ser el mismo, sin embarge, como
se menciond anteriormente esta propiedad no la tienen las opciones de venta.
Los precios cotizados, presentados en la tabla §1.3 no son correspondientes
a opciones de tipo Europeo, sino de tipo Americano. Por esta razdn es que
intcamente se presentan los precios para le opcidn de compra.

§2.5 Foérmula de Samuelson

Como se menciond anteriormente sin la nocién de neutralidad al riesgo, Samuel-
son propuso que un modelo para valuar el precio de una opcién de compra
tenia la siguiente forma

¢(S,1) = e7PT0 / “(Sr— KY*w(Sr | 5, p)dSr. (2.35)
0

donde p, denota el rendimiento esperado de la opcién y #(Sr | S, p) la densi-
dad de transicién correspondiente al rendimiento esperado g del subyacente.
De una manera més general la expresién (2.35) para ia valuacién de cualquier
derivado tipo Europeo es
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Simbolo | T So K | Vol. hist. | BScau
El 103 | 50.4375 | 50 0.3432 4.2859
GM 40 72.9375 70 ¢.3136 4.9501
HLT 103 | 9.3125 7.9 0.3767 2.0326
JNJ 40 | 94.3750 95 0.2736 3.4102
XRX 40 | 23.5000 25 0.4369 (0.8308
BAB 40 | 65.5000 | 65 0.3327 3.3465
IMN 103 | 31.1870 | 35 0.4060 1.4968
SNE 40 | 232.5000 | 230 0.3702 13.3987
DD 40 | 91.7167 | 65 0.3490 0.0719
SLE 40 | 20.7500 | 20 0.2983 1.3152
KMB 40 | 65.8750 | 60 0.3235 6.8906
CPB 131 | 36.1847 j 37.5 0.3162 2.4947
MCD 40 | 41.0000 | 40 0.2980 2.2974
OMC 103 | 97.4375 80 0.3397 19.6297
PEP 40 | 36.7500 | 35 0.3600 2.8688
WHR 40 | 63.9726 |, 60 0.3486 5.5392

Tabla 2.1: Volatilidad histérica y precio Black-Scholes.

o(8,1) = e ~ o(Sr)w(Sr | S, p)dSr. (2.36)

0

o de manera alternativa
plg) = e ?T"VE [¢(ST)) (2.37)

en donde p(g) denota el precio det derivado, y IE es el operador esperanza
bajo una medida que no necesariamente es neutral al riesgo.

Ahora supéngase que el subyacente Sr es libre de riesgo, entonces el precio de
g(Sr) esta dado por

plg)=e"g(Siexp(r7)) T=T -4, (2.38)

puesto que, g{St) también es libre de riesgo y Sy = S;e’” entonces se tiene
que p(g) es el valor presente de g(Sr) = g(S,e’").
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En el caso en donde el subyacente no es libre de riesgo, el precio justo por
un bien que paga Sy al tiempo T, se puede pensar que es el promedio de los
posibles valores de Sr{w), donde w representa un valor del proceso aleatorio
al tiempo T'. Asi pues se puede dar la siguiente definicién

Definicién 2.2, El dnico precio justo para un subyacente que paga Sy al
tiempo T esta dado por

Sr

= Fe S (2.39)

S

Es decir que si se invierte S, a la tasa libre de riesgo en el mercado, entonces
este daria Sie™ al tiempo T.

Si en vez del subyacente se tuviese un derivado de este, entonces el precio del
derivado estaria dado por el promedio de sus precios obtenidos con la inversién
de estos a la tasa libre de riesgo.

Definicién 2.3. El precio p, de un derivado g(Sr) esta dado por

b= o (5] e

Si se observa la férmula (2.40), esta depende de los valores del bien subyacente,
en la fecha de expiracién Sr, los cuales por supuesto no so observables. Sin
embargo, esta expresién es muy util cuando se usan simulaciones, ya que en
este caso si se conoce a Sy 0 a muchos posibles valores de Sy, en el caso de
muchas simulaciones.



Capitulo 3

Foéormula de Samuelson
utilizando Series de Tiempo

Como ya se menciond anteriormente uno de los supuestos, usualmente consid-
erado en muchos modelos, es que h; = In s_f‘T tienen una distribucién normal
estandar o también que (ver (2.11})

S, = Spe” et o5 )e (3.1)

Sin embargo, es bien sabido que en las finanzas actuales que los log-rendimientos
no son del todo bien caracterizados por la distribucién normal, ya que estos
tienen distribuciones leptocirticas, asimétricas y con colas més pesadas. Exis-
ten algunos modelos en los que se utilizan otro tipo de distribuciones base mais
generales, como lo son las distribuciones estables e infinitamente divisibles, sin
cmbargo en el contexto de valuacién de derivados, estos modelos, iinicamente
tienen soluciones numeéricas y algunas de estas muy lentas.

Otra manera de describir estas caracteristicas no triviates, se puede llevar
acabo mediante el andlisis empirico de los movimientos de los precios, o de
manera analoga, de los log-rendimientos de estos.

Sisedenotaa H,=In %:, se ve claramente que H, se puede representar como
la suma

..._)=h,+h2+.--+hn, (3.2)
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donde f; = In 3%
-1

Si la sucesién {H,) es una martingala con respecto a alguna filtracién (Fy,), en-
tonces las variables (h,,) forman una diferencia-martingala (IB(h,|Fn_1) = 0},
v por lo tanto las h, son no correlacionadas, es decir Ehypmbf, =0 m 2
1,7 > 1. Como es bien sabido, esto no necesariamente implica que las vari-
ables sean independientes, puede darse el caso en que las variables h, sean
no correlacionadas pero k2, ¥ h% 0 |hnim| son positivamente relacionadas
{al hecho de que A2, vy A2 0 Jhaym| sean positivamente correlacionados se
le conoce como la propiedad de conglomeracidn). El andlisis empirico de la
mayoria de los datos financieros muestra que este es el caso, sin embargo, con
la ayuda de modelos de series de tiempo, como lo son los procesos AR, MA,

ARMA, ARCH y GARCH esta estructura de correlacién puede ser capturada.

§3.1 Modelos Estocasticos Lineales

Como ya se menciond la teoria de series de tiempo posse varies modelos
empiricos, los cuales sirven para describir ciertas caracteristicas de los pre-
cios financieros. Entre estos modelos, destacan los siguientes:

M A(q) Modelo de promedios méviles de orden q (moving avarage).
AR(p) Modelo autorregresivo de orden p {autoregressive).

ARM A(p, q) Modelo combinado de M A(g) y AR(p) (autoregressive moving
average}.

Que como se vera més adelante son lineales en sus pardmetros. La popularidad
de estos modelos se debe a su facil manejo y a su buena aproximacion para
sucesiones estacionarias (ver apéndice para la definicién de estacionalidad).
En este capitulo no se intenta hacer un estudio exhaustivo de estos modelos
sino un simple resumen de estos, un estudic bastante completo puede ser
encontrado en ([8] y [21] ).
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Modelo M A(q)

En la teoria de series de tiempo se supone que los modelos tienen una sucesion
bésica € = (g,), la cual se asume que es un ruido blanco (ver apéndice para
definicién), y se identifica a este como la fuente de aleatoriedad del modelo en

cuestion.

En el caso en que la evolucién de la sucesidn h = (h,), este descrita mediante
un proceso M A(q), uno asume que h,, puede ser construido basicamente de la
sucesion € mediante la siguiente expresién

ho = (jt 4 B1€ay + - - + BgEn_q) + Bogo (3.3)

Donde g es el pardmetro que describe el grado de dependencia del ”pasado”
mientras que £, actualiza la informacién contenida en el ¢ — dlgrebra 7,_; =
o{€n—1,€En—2, - - }. A veces es conveniente introducir al operador de retraso L,
el cual opera sobre la sucesién z = (z,), mediante la siguiente f6rmula

Lz, = 2,y (3.4)

Puesto que L{Lz,) = Lz,_; = Z,_3, es natural usar la notacién LEz, = To_g,
para todo k > 0.

Entonces usando esta notacién el proceso (3.3) se puede escribir como
by = p + B(L)en, (3.5)
donde
B(LY =06+ 6L+ +6,L
En el caso en donde g = 1 se tiene que
hy = pt+ 8pey + 01601, {3.6)
en donde claramente se ve que

[Eh, = g, Dhy, = 62 + 62, (3.7
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¥a que (€,) es un ruido blanco, vy ademas
COV(hn, hl‘H-f) = 9091, COV(hn, hn-{-k) =0, k£>1 (38)

Las dos iltimas propiedades significan que A = (h,) s una sucesidn con
elementos consecutivos corrclacionados (A, ¥ Any1 ), mientras que para k > 1
la correlacién entre A, y hnqs es cero.

Entonces de (3.7} y (3.8) se puede ver que los los elementos de la sucesién h,
tienen valores medios, varianzas y covarianzas independientes de n. Entonces
la sucesién h es estacionaria.

Ahora si se considera a la trayectoria (hq, - - - , hy,) como el resultado observado
de las variables h; en los instantes £ = 1,--- ,n v si se denota a
1 13
hp==Y h 39

como el promedio de dichas observaciones. Entonces si se mide la calidad de
este estimador mediante IE|h, — px[?, se tiene que cuando n — oo

_ 1<
Eh, —uf? 20 - ; R(k), (3.10)
donde R{k) = Cov(hp, hpte) ¥ B = (h,) es una sucesion arbitraria, la cual es
estacionaria (ver {21])!. Entonces el modelo M A(1) es ergédico en el sentido
de que h, converge a la media j.

Recuérdese que dada la covarianza Cov{hy, h,,}, 1a férmula para la correlacion
esta dada por

Cov(hy, hm)
VDR Dhy'
Donde D denota la desviacidén estdndar. En el caso estacionario la Cov{hy, iinsr)
es independiente de n, Denotando este valor por R(k)} y fijando

R(k)
p(k) = Corr(hn,hn—{—k) = 35%671 (312)
YA R(k) se le conoce también como la funcién de autocovarianza. Y a p(k) como la
funcién de autocorrelacién ACF.

Corr(hy, hyn) = (3.11)
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entonces por (3.8) se tiene que para M A(1)

1, k=0,
plk) = %, k=1, (3.13)
0, k> 1.

En el caso general del modelo M A(g), se puede ver facilmente que

Eh, = pu,
Dh, = 63+6{+---+86:
y
R ey, k=1
k) = { Lm0 030k, e d 14
ot = { T o (314)

De (3.14) es claro que esquemas del tipo M A(g) pueden ser usados para sim-
ular las caracteristicas de las sucesiones h = (h,) sin correlacidn entre las
variables b, ¥ hnyr para k > ¢. En el proceso de ajuste del modelo M A(g), a
clertos valores muestrales k), ha,... es de mucho interés (como se puede ver
en [8]), el analisis empirico del los datos, e.g. la media muestral by, la varianza

muestral
1 n
52 = - > (ki ~ ),
k-1

y la correlacidon muestral de orden k

Z?:kJri(hi - En)(hi—k - Hn) )

T2
no’

ro(k}) =

Una caracteristica importante de los procesos M A, ¢s que toda sucesién h =
(hy,} estacionaria, puede ser representada por un proceso MA(co), es decir,

hn = i+ z 0i€n—js (3.15)
—

un proceso de promedios mdviles de orden infinito. La demostracién de esta
aseveracién se puede ver en {8].
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Modelo AR(p)

Se dice que una sucesién b = (hp)u>1 es gobernada por un modelo autorre-
gresivo de orden p si

By = fin + 0y, (3.18)
donde
pin = Po+ Srhn_y + -+ Gphn_p (3.17)
o expresado de otra forma con el operador de retraso L,

o L)h, = ¢y + 02, (3.18)
donde a(L) = 1 — ¢L — --- — ¢,LP. De la expresiones {3.16) y (3.17) se
puede ver que para una descripcién completa de la evolucién de la sucesion h
se necesitan (hy_p, ha_,, ... , o) valores iniciales.

Si se considera un proceso AR(1), es decir,
hn = @0 + P1hn_1 + o€, (3.19)

y ademds hy es independiente de la sucesion € = (€,)»1 de ruido blanco i.i.d.,
entonces la sucesién i = (hy)n>; €s una cadena de Markov, es decir la tnica
contribucién del pasado h,_y, hn_g,-.. , hnp en by, esta dada por el estado
anterior inmediato h,.;. De (3.19) se puede encontrar recursivamente que

b = oL+ @y + -+ @77") + 1Ay + 0(en + Pi6ney + -+ + ¢ 'ey). (3.20)

Por lo tanto las propiedades de la sucesion h dependen esencialmente del
valor del pardmetro ¢;. Este valor se debe distinguir en tres casos, cuando
|¢1] < 1 (se dice que el proceso i = (hn)n>) ¢s causal), cuando j¢,| > 1 (el
proceso i = (hn)n>1 1o es causal) y cuando |¢;| = 1 (no hay representacién
estacionaria del proceso h = (hn}ns1).

De (3.20) se obtiene que

Eh, = ¢} Bhe+ do(l+ ¢+ + 771,
Dh, = ¢"Dho+0*(1 +¢2+- -+ P2y,
Cov(hn,hat) = @ *Dhy+ @51+ ¢+ + 41"
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para n— k > 1. De estas relaciones es claro que si |¢;] < 1y [Ejhg] < oo,
entonces

$ol(l — ¢7) oo
Bh, = ¢'Ehy + —
PR+ g s
cuando 7 — oo y 81 Dhy < 0o
a*(1 - #f") o?
=% 1-e

Dhy, = ¢¥ Dhg +

02¢k
!'n:hn- _’*'l_
Cov(h k) — e

Por lo tanto la sucesion h = (hg )50, €n este caso (|¢h| < 1), se aproxima a
una constante cuando n — oo. Mas aun cuando la distribucién inicial de es
normal, es decir,

2
Po g
ho ~ N ( — —)
2
1—¢1" 1~ ¢f
entonces, h es un proceso (Gaussiano estacionario y se puede ver que en este
caso

es decir, la funcién de autocorrelacidn entre las variables decrece geométricamente.

Comparando la representacion (3.20) y la férmula (3.17), se observa que para
cada n fija la variable h, en el modelo AR(1) puede ser tratada como su
contraparte i, en el modelo M A(g) con ¢ = n — 1. Se puede decir con esto
que algunas veces el modelo AR(1) puede ser considerado como un M A(co)

(ver [8]).

En el modelo AR(1), el caso |¢)| = 1 corresponde a la caminata aleatoria, y
en este caso

hn=¢0n+ho+0(61+“‘+6n).
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por lo tanto

[Ehn ES gbuﬂ. + ]:Eho

e

Dh, =c*n — 00 cuando n — o0

El caso |¢;] > 1 es explosivo, en el sentido de que ambas [Eh,, y Dh, crecen
exponencialmente cuando n — oc.

En el caso general cuando el medelo es AR(p), es decir,
hy = do+ Grhay + -+ Gphn_p + 080 {3.21)
o usando el operador de retraso
(1 — ¢ L — ¢ol? — 7o — ¢ LP)hy, = g + OCn. (3.22)

Se tiene que usando el mismo argumento que en el caso p = 1, se considera la
factorizacion

1= L—gol?— - —@pLP = (1= ALL)(1 = AoL) - (1 = A L) (3.23)
donde se asume que los );, i=1,...,p son todos distintos.

Si |A] < 1 (es decir, las raices de la ecuacién 1 — 3°7_| ¢;z' = 0 estdn dentro
del disco unitario), entonces la solucidén estacionaria de (3.22) empezando de
—o0 puede ser expresada como

Bo=(1=ANL)Y7H1 = ML) (1 = ML) Mo + oe] (3.24)
solucidn que es tinica con segundos momentos finitos. También se puede ver
que A, Ag, ..., Ap son las rafces de la ecuacidén

AW X A=, =0 {(3.25)
donde A; = 2! y 2 son las raices de 1 — 3_7_, ¢;2* = 0. Como ); # A; para
1 # j, entonces se tiene que

1 c c
S (3.26)

—hz) (= hz) 1= Xz 1- 22
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donde ¢y, ... , ¢, son constantes por ser determinadas. Multiplicando ambos
lados de (3.26)por (1 — A1z) - (1 — Apz)}, entonces para toda z

1= a [] (1-A2). (3.27)

=l gk
Esta igualdad se vale en particular para z = A7%,... .z = A;l, que propor-
ciona los siguientes valores para ¢y, ... ,Cp
Pl
= = 3.28
“ ng’;gn(/\-‘ - Ax) (3.28)
Entonces por (3.24),(3.26), v (3.28),
ha =Y (1M + -+ Ao + 0en_d]. (3.29)

i=0
La representacién {3.29) permite evaluar diversas caracteristicas del proceso
h, como lo son sus momentos IEA%, sus covarianzas, ete.

Si se supone que se esta en el caso estacionario, entonces directamente de
{(3.21) se tiene que

o @
Bl = b= G 10 (320

y sus covarianzas B(k) = Cov(hn, hnyx)

Rk) =g Rk -1)+-- -+ ¢pR(k —p) (3.31)
parak =1,2,.... 8i k =0, entonces
R(0) = ¢ R(1) + - - + ¢ R(p) + 0°. (3.32)

Las funciones de autocorrelacién p(k}, k > 0, satisfacen las ecuaciones (3.31)
y (3.32) que son llamadas ecuaciones de Yule- Walker.

Uno de los principales objetivos en estadistica es estimar los parimetros
(¢0, &1, - - - ,®p,0) correspondientes a (3.16) y {3.17) asumiendo que hp, h_y, . ..
son constantes conocidas. Existen muchos métodos de estimacion, entre los
més populares esta el de médxima verosimilitud (bajo el supuesto de que el
proceso de ruido blanco € es Gaussiano). Un estudio de estas técnicas de
estimacién puede ser encontrado en Brockwell (8].
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Modelo ARMA (p,q)

Los modelos ARM A(p, q) combinan las propiedades de los modelos M A(q)
y AR(p), razén por la que pueden explicar de una mejor manera las carac-
teristicas de la sucesién h = (h,).

Considérese el espacio de probabilidad ({2, F, P), dotado con la filtracién (F,).
Es conveniente asumir que F,, = o{...,£-1,€0,€1,... ,64) donde ¢ = (g,)
es un ruido blanco. Se dice que un proceso es gobernado por un modelo
ARM A(p, g} si

hy = jip + 0€p, (3.33)
donde
pn = (Po+ rhn1 + -+ Gphap) + (F16n_y + OaEn_g + - -+ + Ogen_g). (3.34)

Donde, sin perdida de generalidad, se puede suponer que el valor de o es
conocido e igual a uno: ¢ = 1. Entonces por {3.33) y {3.34), se tiene que

ho— (@1hncy + -+ Gphin_p) = O+ [en + BrEncy + O26na + - + Bgn_g]
(3.35)

a(L)hy = ¢o + B(L)en, (3.36)

donde a(L) y S(L) estan definidos como antes. Se puede ver ficilmente que
si ¢ = 0, entonces,

a(LYh, = ¢ + €n, (3.37)

es decir, se tiene un proceso AR{p). Y en el caso de que p = 0, se tiene un
proceso M A(g).

Considérese la expresién (3.36) escrita de la siguiente manera

B(L)
a(L)

he=p+ €n, (3.38)
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donde

_ b0
BT ot + o) (3.39)

v bajo el supuesto de que )_, ¢; # 1.

La existencia de una solucién estactonaria para la ecuacion (3.35) depende,
de la misma manera que en el modelo AR{p), del operador «(L). Si todas las
raices de la ecuacién (3.25) son menocres que uno en valor absoluto, entonces
este modelo tiene una 1inica solucién estacionaria b = (h,). Para esta solucién
estacionaria

_ @0
Bh = 1o (3.40)

También se puede ver facilmente de (3.35) que la covarianza R(k) = Cov(h,, hyir)

satisface las mismas relaciones que las expresiones (3.31) y (3.32) en el caso
del modelo AR(p) cuando k& > g. En el caso de que k < ¢, la representacidn
de R(k) se vuelve mds complicada puesto que se debe tomar en cuenta la
correlacién entre £,_g ¥ An_g (ver [8]).

En el caso en donde la serie que se quiere describir z = (z,,) no sea estacionaria,
entonces la consideracidn de la diferencia Az, = x, — Zy_1 0 las diferencias de
orden d, A%z, en vez del proceso mismo, ocasionalmente resulta en procesos
" mds” estacionarios Adg = (!_\da:,,). Si este es el caso entonces se dice que la
sucesién T esta gobernada por un modelo ARIMA{p,d,q). Un estudio completo
del proceso ARIMA asi como de los otros modelos vistos se pueden encontrar
en libros de series de tiempo como lo es el ya mencionado Brockwell and Davis
(8]. En este libro se pueden encontrar también las técnicas para predecir el
comportamiento de la serie en cuestidn bajo los esquemas de modelacidn vistos

hasta ahora.

§3.2 Modelos Estocasticos no Lineales

Algunas de las caracteristicas de los log-rendimientos de instrumentos fi-
nancieros, como lo son la asimetria y la leptocurtosis, no pueden ser explicadas
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facilmente con modelos lineales. Sin embargo en la actualidad existe toda una
gama de procesos no lineales que enfrentan estos problemas. A continuacién
se mencionan algunos de estos.

Modelo ARCH(p)

Como se vio en la seccién anterior el modelo AR(p) trabaja bajo el supuesto
de que la sucesién € = (£,) es un ruido blanco, lo que implica que la varianza
incondicional de ¢, es constante. Sin embargo la varianza condicional puede
cambiar con el tiempo.

Asi pues con la finalidad de describir la evolucién de las variables

Sn
Sn—l

By = (3.41)
R. Engle [15] introdujo el modelo autorregresivo condicional heterocédastico
ARCH (p). El cual se define como

Ry = Onkn, En | Faoy ~ N{0,1) (3.42)

en donde las volatilidades ¢ se definen como sigue
P
E=ap+ )y mhl_, (3.43)
i=]

donde & > 0, a; > 0, ¥y hp = hp{w) es una variable aleatoria independiente
de la sucesidn g, De (3.42) y (3.43) se observa quec los g, son funciones de
h2_,,... h2_,, mas aun los valores de o2 son directamente proporcionales a
los valores de h2_,. Si A2 toma un valor muy grande mientras que los valores
de las variables precedentes h2_,, ... ,hi_p son pequeiios, entonces esto puede
ser explicado por un valor grande de g,. Esto es, los modelos no lineales
describen mejor la propiedad de conglomeracién (es decir, el agrupamiento de

los valores de Ay, ).
En el caso cuando p = 1, esto decir,

0 = a9+ arh?_|, (3.44)
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se tiene que, dado

hn = 0nen = \Jag + anhl_ieq, (3.45)

entonces
Eh, = 0, (3.46)
ERY = ap+aER:_|, (3.47)
E(hy | Fam1) = 0f =0 +ahi_y. (3.48)

510 < @y < 1 entonces la relacién (3.47) tiene una dnica solucidn estacionaria
dada por
o

—_— >0 .
— n (3.49)

Enl =

entonces fijando A2 = 122 se obtiene la formula (3.49) para IEAZ, n > 1.

También se observa que
[Ek} = IEoilEc) = 3[Eo) = 3[E(ap + arh2_,)?
= 3(a + 20pa [ERZ_| + o?IERE_))
3ad(1
= 3‘1—(3%@ + 30 ER:_,. (3.50)

Y si0 < a <1y 3a? < 1, entonces se obtiene la siguiente solucién esta-

cionaria
3(1’2(1 + O’])
Eh: = . . 3.51
"= -0 - 30 G50
Entonces por (3.49) y {3.51), el valor estacionario de la curtosis es
EhS 6a?
SER)E T T-3a (3.52)

el cual es positivo, lo que significa que la densidad (en un sentido estable) de
las variables h, tiene un pico alrededor del valor de la media, o dicho de otra
manera la densidad de las variables A, es leptocirtica. Recuérdese que K =0
en el caso de la distribucién normal.



£3.2 Modelos Estocdsticos no Lineales

El valor empirico I?N de la curtosis puede ser calculado de los valeres by, ... Ay
mediante la férmula
1 I T4
-~ - hy — hy
F.N N Zk:l( lk 1\) _ 3’ (3.53)

(% Yoo (b — EN)2)2

En el caso 0 < @, < 1 la sucesidn h = (h,) con h, = one, es una diferencia
martingala y por lo tanto una sucesién de variables ortogonales, es decir,

Cov(hn, s ) =0, n# m.

Aunque recuérdess que esto no necesariamente implica que sean independi-
entes. Una idea de la dependencia entre Ay, y h, se puede obtener, mediante
el andlisis de la correlacién entre sus cuadrados hZ y h2, o sus valores absolu-
t0s |hy| ¥ |Am| (en particular se puede analizar la funcién de autocorrelacién
ACF).

El modelo ARCH (p) esta relacionado con los procesos AR(p), mediante la
siguiente expresién

Tn =00+ 1&pn_1 + -+ OpTn_p+ Un (3.54)

donde z, = A% y v, = A2 — 2.

Modelo GARCH(p,q)

Como resultado del éxito que tuvieron los modelos ARCH (p) y sus modifi-
caciones en la descripcién de algunas caracteristicas "no comunes” de los log-
rendimientos, como lo son las colas pesadas y la leptocirtosis, T. Bollerslev [6]
generalizé el proceso ARCH (p), como una forma andloga a la generalizacién
de los procesos AR a los procesos ARMA.

Se dice que un proceso es GARC H(p, ¢) si al igual que en el procese ARCH{p),
se tiene h, = dnEq, pero en este caso la volatilidad esta dada por

P q
ol =ap+ Za;hﬁ_i + Z Biok_; {3.55)
i=1 j=1
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donde o >0, s > 0y f3; 2 0.

Una de las principales ventajas que tiene los modelos GARC H(p, q) sobre los
procesos ARCH (p) es que el orden (p,q) de los procesos GARCH (p,q) no
necesita ser tan grande como lo es en el caso del proceso ARCH (p), en donde
p frecuentemente esta muy por encima del p y ¢ correspondientes al proceso
GARCH(p,q) (ver [6]).

En el caso del proceso del proceso GARCH({1,1), se puede (ver [6]) que la
curtosis "estacionaria” esta dada por

_ 60

- 1-— ﬁ? - 20‘1ﬁ1 - 30’%

K (3.56)

Como ya se menciono anteriormente los log-rendimientos no necesariamente
tienen distribuciones simétricas, es decir, son asimétricas. Esto se puede ver al
considerar la correlacién entre h,_; v o,, la cual es negativa. Este fenémeno,
que es causado por la tendencia del crecimiento de la volatilidad después de
una caida en los precios (i.e. cuando los log-rendimientos se vuelven nega-
tivos), no puede ser capturado por los modelos ARCH y GARCH ya que en
estos modelos la volatilidad o2, que depende de hZ_;, no distingue los signos
de h,—;. Entonces, para capturar este efecto Nelson (1990) propuso el modelo
exponencial GARCH (p,q) o EGARCH (p,¢) mediante h, = o,&, donde o,

satisface

P q
2 .
ok =ap+ o l:gen—i +7 (lEn—il - \/;)] +> Bilnok_; (357)
j=i

i=1

Existen otros modelos no lineales que capturan el efecto de la asimetria (e.g.
TGARCH,VGARCH y GJR).

Se ha discutido, que el uso del movimiento Browniano geométrico como meod-
elo de las trayectorias de un instrumento financiero tiene consecuencias, en
el sentido de que bajo esta modelacion la distribucién asociada a los log-

rendimientos h, = 573‘7 se supone normal v bajo este supuesto no se capturan
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ciertas caracteristicas de h, (e.g. leptocurtosis, asimetria, colas pesadas y cor-
relacién). Sin embargo, una manera de capturar estas caracteristicas se puede
lograr mediante el uso de series de tiempo.

En la seccién §2.5 se vio que que si Sy es libre de riesgo, entonces Sy = Sge™
donde 7 = T'—~ ¢, sin pérdida de generalidad se tomara ¢t = 0. Por otra parte si
se supone que (S,) como una trayectoria discreta con n =0, A1, A2,... AT
obsérvese que

Sr = Spexp (ln—)

= & exp(ln Sr_Sr- 1i)
¥ Sr-18r-2 S
S'r ST—i 31)
= Spexp|ln — 4.4 1ln=
0 6xP ST-1 S’I‘—2 So
= 8y exp (hl +ho+--+ h'r)
= SUEHT, (358)
donde Hr =37 1 hn, ha =gy A =1
Es obvio que los h, conn = 1,2,...,T no son conocidos, sin embargo, en base
a una informacién histérica hg,h_1, h_g,... , hoy de la serie (h,), se puede

ajustar un modelo de series de tiempo, de manera que se pudiesen predecir
los h,.2

§3.3 El método de Monte Carlo

La evaluacién de opciones se ha atacado tanto analitica como numéricamente.
Sin embargo, los métodos numéricos han superado la aplicacién prictica de
los analiticos, esto debido a su flexibilidad y capacidad de implementacion.
Existe una gama de técnicas numéricas para valuacién de opciones, dentro de
estas se distinguen tres familias principales

e Solucién numérica de ecuaciones diferenciales estocdsticas

2Bajo esta notacién n representa los tiempos por estimar y /¥ la informacidn histérica,
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e Arboles binomiales
¢ Simulacién de Monte carlo

En la primera familia lo que se busca es encontrar las soluciones a las ecua-
ciones diferenciales estocdsticas con la ayuda de métodos numeéricos como el
de Euler. Es claro que si se dispone de una solucién analitica del problema
dindmico resultante se tendrd una mejor valuacién, sin embargo es muy raro
encontrarse con Situaciones tan ventajosas como la férmula Black-Scholes.
También se puede valuar numéricamente con los métodos binomiales o de
ramificacién, estos métodos son de los mds usados, debido a la ventaja de
incorporar eventos extraordinarios en la técnica (e.g. ejercicio temprano), un
ejemplo es el modelo de Cox, Ross y Rubinstein (ver [13] y [14]). En este
trabajo se utilizé el método de Monte Carlo que se describe a continuacidn.

A partir de los resultados hasta ahora obtenidos se puede decir que una amplia
clase de problemas de valuacién de derivados recae en la evaluacion de

E(g(Sr)).

Como una tercera alternativa, aparte de los métodos binomiales y la solucién
numérica de ecuaciones diferenciales estocasticas, se ha probado que la simu-
lacién con el método de Monte Carlo es una herramienta poderosa y versatil.

Originado en la segunda guerra mundial para simular la dindmica del neutrén®,
el método de Monte Carlo es bdsicamente un procedimiento numérico para
estimar el valor esperado de una variable aleatoria. Por lo tanto, su uso en la
valuacion de derivados tiene cabida. El procedimiento de simulacién requiere
generar variables aleatorias con una funcién de probabilidad dada y el uso de
la ley fuerte de los grandes nimeros para tomar como el promedio de estas
simulaciones como un estimador del valor esperado de la variable aleatoria de
interés. En el contexto de la valuacién del precio de un derivado, los pasos del
método de Monte Carlo se pueden escribir como sigue:

3El método de Monte Carlo fue publicado por primera vez en 1949. Como una referencia
se puede ver {7)
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i) Simular las trayectorias muestrales del bien subyacente (e.g. Sr) utiliza-
do en el derivado.

ii) Para cada simulacién evaluar el valor presente del pago terminal del
derivado (e.g. ¢ "g(S7)).

ili) Tomar el promedio muestral de los valores obtenidos en (ii).

Ejemplo 3.1. En el case del modele Black-Scholes, se esto en un ambiente
neutral al riesgo de manera gue la expresion (8.1) se puede escribir de lo
siguiente forma

Sy = Sue"‘ﬁ+("gf)’" £~ N(0,1), {3.59)

donde € es un valor sirnulado, oe\/T representa una aprozimacién discreta a
un incremento del movimiento Brownieno y o es la volatilided en el incre-
mento de tiempo T. FEl precio de una opcidn de compra correspondiente a el
precio del subyacente simulado Sy, esta dedo por

c=e " (Sr— K)*. (3.60)

Esto complets una iteracidn de la stmulacion Monte Carlo. Después de repetir
la simulacién de arriba un nidmero suficieniemente grande, el valor esperado
de la opcidn de compra se caleule como el promedio de estes simulaciones.
Esto es, si se denota a ¢; como el valor de la opcidn de la i-ésima simulacidn
y M come el nimero total de simulaciones, entonces el valor esperado de lo
opcidon de compra esta dado por,

1 M
é= H;c"’ (3.61)

y el estimador de la varianze se calcule mediante
M

&= Mﬂ =D (e — @) (3.62)

=1

Para un ntimero M suficieniemenie grande, la distribucion de

ec (3.63)

e ]
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tiende o una distribucion normal estdndar. Obsérvese que la desviacion estindar
de & es igual a §/VM y por lo tante los intervalos de confianza pueden re-
ducirse cuando M es incrementado.

Por poner un ejemplo, considérese la accicn CPB de la tabia §1.3, si en este
caso se calcula el precid de una opcidn de compra con ¢l estimado de Monte
Carlo msto arriba se obtienen los siguientes resultados.

M P Int. al 95% de confianza |

100 3.1234 (2.0776 , 4.169)
1000 | 2.8458 (2.5538 , 8.1879)
10000 | 2.5108 (2.4251 , 2.5956)

100000 | 2.4985 (2.4717 , 2.5254)
1000000 | 2.4939 (2.4854 , 2.5084)

St se considere que el precio caleulado con la férmula enalitica (Black-Scholes)
cs 2.4947, entonces se puede ver, de la tabla anterior, que los estimadores de
Monte Carlo son consistentes. El precio del subyacente obienido del promedio
de las 1000000 simnulaciones es 36.9137, por lo que también es consistente con
las cotas establecidas en la seccion §1.6, ya que no erste una oportunidad
de arbitraje tedrica, puesto que el precio de ejercicio es 37.5. Por otro lado
en la figura (3.1} se puede observar la distribucion de 20000 log-rendimientos
simulados, los cuales obvieamente se distribuyen normalmente, bajo el esquema
de Black-Scholes.

Como se observo la desviacién estdndar del estimador de Monte Carlo se
reduce cuando se incrementa el nimero de simulaciones M. La apariencia de
M como factor de 1/v/M implica que la reduccién de la desviacién estandar
por un factor de 10 requiere incrementar el niimero de simulaciones 100 veces.

La gran ventaja que ofrece el método de Monte Carlo es su fécil imple-
mentacidn, pero su gran desventaja es el gran niimero de simulaciones requeri-
das para encontrar un estimador mas preciso. Sin embargo, en la practica es
mucho mds conveniente el Método de Monte Carlo que tratar de solucionar,
va sea analitica 0 numéricamente, las ecuaciones diferenciales estocdsticas.
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Histograma

Figura 3.1: Log-rendimientos simulados bajo el esquema Black-Scholes.

La eficiencia del Método de Monte Carlo en términos de tiempo pude ser
mejorada si se utilizan técnicas de reduccidén de varianza.

Reduccion de Varianza

Un manera de reducir el nimero de simulaciones, y con ello el tiempo para
la valuacion, se puede lograr con la reduccién de la varianza §2. Una técnica
s la siguiente; Supdngase que {¢'} denota muestras i.i.d. de la distribu-
cién normal estdndar para la i-ésima simulacién del subyacente Séf} = ('),
i=1,2,..., M con M igual al nimero de simulaciones, entonces del las expre-
siones (3.60) y (3.61) del ejemplo anterior, el precio de una opcion de compra
tipo Europea con precio de gjercicio K esta dado por

1L
e= o SsP - Ky (3.64)

i=1
Ahorasi (1) tiene una distribucién normal estindar, entonces también (—¢()
tiene una distribucidn normal estdndar y por lo tanto es valido obtener un es-
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timador .§¥) de {(—&¥) y consecuentemente un estimador é. De tal forma
que ¢; ¥y & estin negativamente correlacionados, es decir si por un lado se
sobreestima el verdadero valor por otro lado se subestima. Parece razonable,
entonces tomar el promedio de estos dos estimadores, de manera que

7= c;c (3.65)

La evidencia empirica ha demostrado que este método es eficiente en cuanto a
la reduccion en el mimero de simulaciones y también es ficil de implementar,

§3.4 Estimador Monte Carlo - Samuelson

En el caso en donde el subyacente no necesariamente se modela con un movimien-
to Browniano geométrico, la férmula de Samuelson

y Sy .,
p,=e"TIE [g (TE%TSDe T)] , (3.66)

en donde Sr = Spe”T, Hr = (hp)n=1,.. r* Para cste caso el estimador de

Monte Carlo se deduce como

— -rTiM S’}' s rT 3.67

¥ oim1 Sf

donde g(.) representa el pago terminal del derivado de interés, en el caso de
una opcion de compra la férmula (3.67) se puede expresar como sigue

i=1

1Y ( Si i}

—rT T T

b.=¢ T —M—'_—SQB - K, 0) . (368)
M i=t ﬁ Zi:] S'}‘

1Si Sy = Spexp [aWT+ (p- %) T], entonces [E{St) = Soe(”_!")TIE(e"W") =

Soe(”"!:)TeLiI = SpetT, por lo que p, = e IE |g (Soe”wr"'(r'_!’_)T)J. Es decir,

la férmula de Samuelson tiene como caso particular al movimiento Browniano geométrico.
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§3.5 Estimacion de Monte Carlo usando Pro-
cesos ARMA

Con las expresiones (3.68) y (3.58) se puede encontrar una férmula numérica
para la valuacién de una opcién de compra. Por ejemplo si en Sp = Speflt =
SpehiHhrt—Hhr 5o considera a (hp), n=1,...,T como un proceso AR(p), es
decir, si

hn =g+ @rha_| + 4 ¢pha_, paratoedon=1,...,T.

Por ejemplo en el caso de un proceso AR(1) si se usa la formula recursiva
(3.20), entonces

Sr = Syexp(Hr)

Soexp (Z h,,)

n=1

T n-1
So exp (Z [Z (¢ + oensi) + ¢?ho} ) , (3.69)

a=l Li=0

en donde claramente se observa la dependencia de hy = 75&1" es decir, que para
simular Sy se necesita la cotizacién anterior a la actual {e.g. si los cambios en
T estin medidos en dias entonces se necesita la cotizacién del dia anterior).

con la expresién (3.69) unicamente se obtiene un valor para la simulacién de
Monte Carlo, de manera que para un niimero grande de simulaciones usando el
estimador (3.68) se obtiene un estimador para el valor de la opcion de compra.

Obviamente para poder obtener este estimador se necesita tanto ajustar el
proceso AR(1) como simularlo para los tiempos futuros n = 1,2,...,T, es
decir los periodos futuros en los cuales se extiende la proteccion de la opcidn
de compra.

As{ pues, el primer paso es ajustar el proceso, de manera que con este se
capturen las caracteristicas de la serie en cuestién. Existe muchas maneras
y criterios para ajustar un modelo a una serie, en Brockwell and Davis (8]
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se analizan algunas de las mas comunes. En este trabajo el ajuste se realizo
de forma ansloga al la propuesta por ellos (mds adelante se indicardn los
pasos que se siguieron), y en algunos casos se utilizé su paquete de cémputo
"Interactive Time Series Modelling Package” (ITSM-PEST versién 4.1).

Los pasos que se utilizaron para el ajuste de los procesos ARM A se pueden
resumir en la combinacién de los siguientes puntos.

o Anélisis grifico de los log-rendimientos (grafico de normalidad, histogra-
mas y ACF).

s Estimacién de los coeficientes del proceso ARMA mediante el algoritmo
recursive de Innovaciones.

e Seleccién del orden del proceso ARM A con los criterios de Akaike (FPE
(Final Prediction Error) en el caso de un proceso AR y AICC en los
procesos ARMA).

» Pruebas de

El andlisis grifico se realizo con el propdsite de entender la estructura de
correlacién e independencia de los log-rendimientos asociados a cada serie y
también con la finalidad verificar las caracteristicas del ruido blanco asociado.
Por atro lado se utilizd el algoritmo de innovacién como método de estimacién
debido a que en este, no importa si la serie es estacionaria o0 no. Como criterio
de seleccidn, se utilize al modelo que minimizase la informacién de Akaike. Por
ultimo se seleecionaron vinicamente a lo coeficientes significativos, de manera
que se podia tener un modelo ARM A(3, 5} en donde solamente se tuviese

hy — ahy-a = & + 055, _s.
Esto tltimo normalmente resulta en una informacion de AICC menor.

Con la finalidad de entender mejor el proceso recientemente descrito se pre-
senta el siguiente ejemplo.
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§3.6 Ejemplo CPB

Considérese el problema de obtener el valor de una opcién de compra tipo
Europec de una unidad® de la accién CPB (Campbells) al 20/05/2000. El
precio actual (con fecha 11/01/00) de la accién es de 36.1847 y el precio
de ejercicio pactado es 37.5. La tasa libre de riesge subyacente en el mercado
correspondiente a esas fechas era de 0.055 anual convertible instantineamente.

De la informacién arriba proporciona se deduce que en nuestra notacién 5; =
36.1847, K = 37.5, r = 0.055 T = (20/05/2000 — 11/01/00)/360 = 131/360
(st se consideran los cambios diarios). Por lo tanto en Unico pardmetro que
hace falta, para poder utilizar la férmula Black-Scholes, es la volatilidad, de
manera que si se usa un periodo histérico {13/10/97 — 11/01/00) para estimar
dicho pardmetro se, tiene de la tabla 2.3, que la volatilidad es 0 = 3162 ¥
también de esta tabla se observa que el precio Black-Scholes en este caso es
2.4947.

Como una forma alternativa al modelo Black-Scholes se utiliza el estimador
de Monte Carlo para la formula de Samuelson (férmula 3.68). Con este objeto
es necesario simular los precios de CPB a la fecha de vencimiento Sy. En este
caso en vez de considerar la simulacién (3.59) se usa el ajuste de un modelo
de series de tiempo a los log-rendimientos. Ceon esta finalidad y siguiendo
los pasos antes mencionados para el ajuste de los procesos ARMA se tiene lo
siguiente:

En la figura (3.2) se puede observar el histograma de los log-rendimientos
histéricos en donde claramente se observa que la distribucidn asociada es lep-
tocurtica y tiene algunos valores grandes en las colas, de hecho se puede ver
que el coeficiente de curtosis (exprestén 3.53) es Kn = 5.4052. Si se compara
esta distribucidn con la de la figura (3.1), entonces se puede ver porque bajo
el esquema Black-Scholes se tiene sesgo.

También se puede observar en el grifico de normalidad que las colas de los log-
rendimientos son pesadas {ver 3.3). Si por otro lado se explora la estructura de

5En los mercados financieros los contratos de opciones normalmente tienen como minimo
del contrato 100 unidades.
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Histograma CPB

A48 g1 «.08 L] a.gs o1

Figura 3.2: Histograma y normal ajustada de log-rendimientos CPB
(13/10/97 ~ 11/01/00).

correlacién mediante la funcidn de auto correlacién (figura 3.4) que existe entre
los log-rendimientos de CPB, se puede decir que el nivel de dependencia de los
precios futuros dnicamente depende de los precios de hace aproximadamente
un raes y medio (lag 34 y 40), lo cual no es muy razonable.

Primeramente se ajusto un modelo AR, obteniendo los siguientes resultados
de la minoracion del los criterios de AICC:
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Grafico de normalidad
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Figura 3.3; Gréfico de Normalidad (CPB).

Orden AR | FPE AICC
1 -7.8818 | -2841.473
2 -7.8790 | -2839.715
3 -7.8794 | -2840.188
4 -7.8784 | -2839.375
5 -7.8774 1 -2839.370
6 -7.8743 | -2837.814
7 -7.8710 | -2835.980
8 -7.8681 | -2834.160
9 -7.8674 | -2835.011
10 -7.8649 | -2833.490

De manera que el modelo ajustado que minimiza el "error final de prediccion
de Akaike (FPE)"esta dado por

B = —0.0758hn_; + £n, (3.70)
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ACF hy

Figura 3.4: ACF lag=40 {CPB).

es decir, un AR(1). Aunque en este caso los log-rendimientos no violan fierte-
mente el supuesto de que los ruidos blancos no estdn correlacionados, en la
figura (3.5) se observa (grifico ACF) que ¢l comportamiento de el modelo ajus-
tado es mejor que ¢l de la serie original. También se realizé una prueba de
significancia para los residuales , resultando que el nivel de significancia para
el rechazo de la hipétesis nula {los residuales son no-correlacionados)® es de
0.6221 de manera que se puede inferir que los residuales son no correlacionados
por lo tanto el supuesto de ruido blanco se cumple.

Entonces, utilizando el ajuste del proceso AR a la serie de los log-rendimientos
correspondiente al periodo histérico antes mencionado y la expresién (3.69),
se obtiene que un valor simulado para el precio de CPB dentro de 131 dias

®Ver la estadistica modificada de Li-McLeod Portmantean (LMP). Otras pruebas de
adecuacién del modelo se pueden ver en (8]
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Figura 3.5: ACF lag=40 (CPB-AR(1)).



§3.6 Ejemplo CPB

72

esta dado por

131 n-1
i, = 36.1847 x exp (Z [0 3 (—0.0758)en_; + (—0.0758)“h0D L (3.71)

n=] j=0

donde 7 = V3.7788e-%% by = (.0104 y £,_; son valores simulados de la dis-
tribucién empirica de los residuales del proceso AR(1) ajustado. De tal forma
que calculando el estimador de Monte Carlo {férmula 3.68} para 20000 simu-
laciones” se obtuvo que el precio de la opcién de compra fue de 2.7279 con un
intervalo al 95% de confianza de (2.6620,2.7938). En la figura (3.6) se pueden
observar los log-rendimientos simulados con el proceso AR(1), comparandolos
con el proceso original observado (del 13/10/97 al 11/01/00). Témese cn
cuenta que el proceso simulado fue por 131 dias, mientras que cn el observado
no se cuentan sabados y domingos, razén por la que la serie observada parece
incompleta.

Ahora en vez de ajustar un proceso se repitié el procedimiento anterior en el
caso de un proceso ARM A. En este caso €l modelo que minimizé la informa-
cién de Akaike (AICC) y resulto ser significativo (LMP) fue el siguiente

hy = 0.5332h, 1 — 0.6133h,.g + &, — 0.4968e,1 + 0.5438¢,.4, (3.72)

de tal forma que simulando una ves mas de los g5 de la distribucién de
los residuales (los cuales pasaron la. prueba de ruido blanco®) se obtuvo que,
aplicando la estimacién de Monte Carlo al modelo ajustado (ver figura 3.7 ),
el precio de la opcién de compra con 20000 simulaciones fue de 2.7320 con un
intervalo de confianza de (2.6665,2.7976) . Cabe mencionar que es este caso la
grafica ACF percce resultar en un proceso completamente no correlacionado.

Sin embargo, como ya se habia mencionado puede ser que los log-rendimientos
h, aparenten no tener correlacién pero esto no necesariamente implican que

TEn las simulaciones se utiliza la técnica de reduccidn de varianza vista en la seccién 77
8E] que pase la prueba (LMP) no necesariamente implica que se trate de un ruido blanco,
sin embargo, se puede hacer la inferencia con cierta confiabilidad.
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Log-rendimientos simulados [AR(1)] / observado

T T T T
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] . | A
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Figura 3.6: Log-rendimientos CPB Simulados/Observados.

sean independientes. Con la finalidad entonces de corroborar este supuesto
se estudiaron las graficas de ACF los cuadrados y los valores absolutos, hy
/4| respectivamente, de los log-rendimientos. En las figuras (3.8) y {(3.9) se
observa que, en este caso, €l supuesto de no-correlacién no es tan clare como
en el caso de h,.

Por esta razén es que modelos no lineales antes mencionados pueden resultar
en valuaciones més favorables. Sin embargo en este trabajo no se realizaron
las simulaciones de Monte Carlo para este caso, esto debido a la problematica
del ajuste en este tipo de procesos.

Los resultados obtenidos del presente ejemplo se pueden resumir en la siguiente
tabla:
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ACF Residuales-ARMA(9.9)

o3t

02}

a.a

Funcid n de Acocmetacd n
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Figura 3.7: ACF de residuales del modelo ARMA(9,9)

Precios de opcién de compra para CPB

Precios cotizados

20000 Simulaciones de Monte Carlo-Samuelson e Int. 95%

T Bid | Ask .
2.562 2812 Mov. Browniano Geom. | (hn} = AR(1} | (ha) = ARMA(9,9)
Z.5068 27279 2.7320
{2.4365,2.5770) | (2.6620,72.7938) | (2.6665, 2.7976)

Parametros - . .
Sp = 36.1847 V"’“““di"o}‘;‘gz”“" Precio- Calculade Log-rendimientos
K =175 vaﬁii’é ad implicada Black-Scholes Curtosis=5.4052
=13 M mp 2.4947 Cocf. de Asitn.=-0.6106
- A Gimp = 0.3218

Con lo anterior se puede concluir que los precios obtenidos con el estimador de
Monte Carlo bajo los esquemas AR y ARM A, para el precio de una opcién de
compra son significativamente mayores que el precio obtenido bajo el modelo
Black-Scholes, por poner un ejemplo si se tuviese el modelo ARM A(9,9 como
dindmica de los log-rendimientos de C P B, la valuacidén obtenida es de $2.7320
por opcién, de manera que compardndola con el precio Black-Scholes $2.4947
existe una diferencia del 10% aproximadamente. Por otro lado los precios
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Figura 3.8: Cuadrado de log-rendimientos CPB (ACF).

obtenidos con el estimador Monte Carlo de la férmula de Samuelson estin
contenidos en el intervalo de los precios bid y ask negociados, lo cual es un
resultado significativo en la préctica.

La razdén mds probable de porque los modelo AR(1) y ARM A(9,9) describen
mejor la distribucién de los log-rendimientos se puede deber a que bajo estos
esquemas se describen mejor las caracteristicas de colas pesadas asi como la
estructura de dependencia de los datos histéricos.

§3.7 Conclusiones

Con la finalidad de hacer las conclusiones mas consistentes se realizo el analisis
andlogo al del ejemplo CPB, de las acclones presentadas en la tabla §1.3, de
manera que los resultados obtenidos se pueden ver en la siguiente tabla, asi
como el andlisis gréifico en el apéndice.
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ACF [ hy

Figura 3.9: Valor absoluto de log-rendimientos CPB (ACF).

Precio | Precio | Precio Orden Simulaciones | Orden del ARMAS® Simulaciones
Simbolo Bid Ask B-S del AR | MC-5AM-AR AR MA MC.SAM-ARMA ]
El 1.875 5.250 4,2859 1 5.1330 2 2 41,7393
GM 5.500 5.875 4.9501 1 5.3848 1,2,12 1,2,12 5.1325
HLT 2.250 2.813 2.0326 1 2.1023 ! 1,6 2.1354
JN] 3.625 3.875 3.4102 3 3.6142 1,2,9 1,9 5.5500
XX 1.188 1.438 0.8308 2 1.0304 1,2 1,2,15 .8476
BAB 4.375 4.750 3.3465 3 4.3625 1,2 1,2 4.1427
IMN 2.687 3.000 1.4968 1 2.0954 25 17 1.8471
SNE 25.500 | 28.250 | 13.3987 8 15.8754 i,2 1,2 16.7546
SLE 1.812 2.062 1.3152 1 1.4534 1,23 1,2,3 1.3513
KMB 6.875 7.375 6.8906 1 7.1850 34 3 6.8506
CcPB 2.562 2.812 2.4947 1 2.7281 1,9 1,% 2.7322
MCD 2.375 2.562 2.2974 1 2.6143 13 13 3.4742
OoMC 20.125 | 21.125 | 19.6297 8 20.4707 2 2 23.8279
PEP 2.500 2.750 2.8688 5 2.5976 1 1.8 2.9046
WHR 5.625 6.125 5.5392 1 6.0522 0 0 6.0131

~El orden del proceso ARMA, esta indicado por los correspondientes pardmetros significativos. Es decir si
se tiepe un MA 1,9, lo que significa es que iinicamente entraron #; y f¢ al modelo. El nimero de
simulaciones se fijo de manera que la longitud del intervalo de confianza fuese 1/8, resultando en un
promedia de 20000 simulaciones.
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Asi pues, se puede concluir que el tratar de describir las caracteristicas histdricas
de los instrumentos financieros mediante modelos de series de tiempo puede
ser favorable en el sentido de que se logra obtener un precio mayor que el
obtenido mediante la férmula de Black-Scholes para el valor de una opcién de
compra, cuyo valor subestima el verdadero valor de la opcién en el mercado®.
El niimero de simulaciones se realizo de manera que se parara de simular hasta
que la longitud del intervalo de confianza fuese menor a 1/8. Esto debido a
que en la prictica los precios en el mercado cambian discretamente con brincos
no menores a 1/8.

Existe una gran discusién acerca de si los precios futuros de un instrumento
financiero pueden ser predecibles é no. Samuelson de alguna manera demostro
que no se pueden predecir los precios futuros, sino inicamente simularlos bajo
cierto esquemna aleatorio. En el modelo Black-Scholes se hace esta modulacién
con el movimicnto Browniano, sin embargo, como ya se vio este supuesto
no necesariamente se ajusta al verdadero comportamiento de los dates. Los
caracteristicas de leptocurtosis, colas mds pesadas asf{ como la asimetria en las
distribuciones asociadas a los log-rendimientos provocan sesgo en el supuesto
de normalidad. En los iltimaos 10 anos se han se desarrollado modelos que
logran caracterizar, de mejor manera, distribuciones con las caracteristicas
arriba sefaladas. Modelos como el de Duan (1995} y sus modificaciones se
han vuelto lo suficientemente populares como para reemplazar el modelo de
Black-Scholes ¢n algunos casos.

En los resultados obtenidos en este trabajo, se puede ver que el utilizar mode-
los de memoria como modulacién de los log-rendimientos financieros resulta en
una mejor valuacién, sin embargo, esta labor requiere de métodos numéricos
mas eficientes asi como el uso de lenguajes como C+-+. Los resultados pre-
sentados en la tabla anterior fueron obtenidos mediante la elaboracidn de
programas en Matlab y C++. Sin embargo la manera 6ptima es elaborar todo
el programa en C++ tanto la parte del ajuste como las simulaciones.

9La experiencia en los mercados financieros es que el valor de una opcion de compra
calculado mediante la formula de Black-Scholes, por lo regular resulta ser menor que el
verdadero.
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Propiedad 6 Si F y F' son dos ¢ — élgrebras con F € JF', entonces

E(X|F) = E(E(G|F)|F),
E(X|F) = B(E(GIF)IF).

De la propiedad 3 v 5, si se tiene que Y es una variable aleatoria que toma
valores en ¢ y si f es una funcién medible acotada sobre R x R¢, entonces

B[/(X, Y)|F] = [ flz, Y )uldz) (B.1)
donde p es la distribucién de X.

Otros
o La distribucidn de dimensidn finita dc un proceso estocdstico X = (X) es
la distribucién multivariada de los vectores aleatorios

(X,gl,...,th), tl,...,tnET

para todas las posibles elecciones de tiempos £y,... i, € T para cada
n>1

e Un proceso es Gaussiano si su distribucién de dimensién finita es Normal
multivariada.

En el caso del movimiento Browniano la matriz de covarianzas se puede
expresar de la siguiente manera

ty & t
bty ...
Cov(Wy) = | . .
ity in tn

para 0 < &) <tp < ... < iy



Apéndice B

Esperanza Condicional

A una variable aleatoria Z se le llama esperanza condicional de X dada el
o — algrebra F (denotado como Z = [E(X|F)) si 0(Z) C F ysiIB(X1,) =
[E(Z1,) para toda A € F.

Propiedad 1 La esperanza condicional es lineal, s decir, si Xy, X5 son dos
variables aleatorias y ¢;, ¢o dos constantes, entonces

E ([c1 X1 + 2 Xo)|F) = qIE (X|F) + eIE (X2 F).

Propiedad 2 IE(X) = [E{IE(X|F)].

Propiedad 3 Si X y el o — dlgrebra F son independientes, entonces
[E(X|F) = E(X).

Propiedad 4 Si ¢{XX) C F, entonces,
E(X|F)=X.
Propiedad 5 Si o{X) C F, entonces para cualquier variable aleatoria G,
E(XG|F) = XIE(G|F).

En particular, si X es una funcién de Y, o(X) C o(Y), entonces
E(XG|Y) = XIE(G|Y).
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a cero. Por lo tanto (dW)? = dt y dtdW = 0 se satisfacen no solo en esperanza
sino también exactamente.

El movimiento Browniano con deriva se puede escribir como la forma diferen-
cial estocdstica siguiente:

dX; = pdt + odW,. {C.7)
Usando los resultados (dWW)? = dt y dtdW = 0, se observa que
(dX,)? = o2dt, {C.8)

es decir, que aunque dX; es una variable aleatoria, (dX;)? no lo es.

Lema de Itd

Sea u(X,t) una funcién no aleatoria continua y con derivadas parciales con-
tinnas. Y X; un proceso estocastico definido por

dX, = o(X, t)dt + b(X, t)dW, (C.9)

donde W; es el proceso de Wiener estindar (expresién C.2). Entonces el
proceso estocastico ¥; = u(X,, t) tiene la siguiente forma diferencial estoecdstica

_ {du u , 8%
dy, = (at alX, “ax b(X ) axg)dt (C.10)
u
+ (X, t)aXdW

Ellema de Itd puede ser considerado como una extensidn de las reglas de difer-
enciacién del cdlculo ordinario al cilculo estocistico. Si se hace la expansién
de AY mediante series de Tylor hasta de segundo orden, se tiene,

du du
AY = SZAX+ Al (C.11)
Pu , ., *u Fu, ,
-é(aXZAX +2e &AXAt+5-7At)

+ o(At).



Apéndice C

Lema de It6

Si se considera a W, el movimiento Browniano sin deriva y AW, denota el
cambio en W, durante el incremento de tiempo A,, entonces por la propiedad
(iii) del movimiento Browniano {definicién 2.1), se tiene que

AW; - WH—At - m = Z'I.CV At, (Cl)

donde £ es una variable aleatoria normal estdndar. En el limite At — 0, la
expresion (C.2) puede ser expresada en la forma diferencial

dW, = #Vdt. (C.2)

Notese que IE(dW) = 0 y var(dW) = dt. También se puede observar que

[E[(AW)?] var(AW) + [[E(AW)]? = At, (C.3)
var(AW)?)] = E(Wia— Wi*) - [E[(AW)} = o(At), (C.4)

[E[AtAW] = E(AWia, — Wi]) =0, (C.5)
var = E(Atz[WHAt - thz) — [E(A{Wa:e — Wt))]2 = 0(4At).(C.6)

Las expresiones para las formas diferenciales correspondientes son las mismas,
dinicamente cambia At por dt. Supdngase que por simplicidad, los términos
o(dt) se consideran como ceros, entonces se observa que los términos (dW)? y
dtdW son no estocdsticos, puesto que sus varianzas son esencialmente iguales



89

Obsérvese que AX? = b( X, )272At + momentos de orden més grandes en Af
y por lo tanto el término AX? en (C.11) no puede ser ignorado en la derivacién
de la diferencial puesto que este es de orden Af. El valor esperado de F2At
es At vy se puede mostrar que la varianza de $2At es o{At), y por lo tanto
#2At se convierte en no estocastico y igual a Af. En los limites diferenciales
AX — 0y At — 0, ambos AX At y At? no contribuyen a la diferencial y por
lo tanto la ecuacidn {C.11) se puede escribir

_ Ou Ju 1, ..,0%
dY = —,)"t—dt-i-'g—dX'f'*b(x\,t) 'é\—,df (C.IQ)
du Ju . .o 0%
= (6t+ a(X, t)a\ b(,\ )axz)dt
L Ou
+ b(X, )axdw

Forma Diferencial del Movimiento Browniano Geométrico

Considérese al movimiento Browniano geométrico {ecuacién 2.9}, que corre-
sponde a la eleccidn

u(X, 1) = exp(X,),

en la ecuacién (C.10) donde X, es el movimiento Browniano con deriva lineal
(ecuacidn 2.8). Entonces por el lema de 1td, la diferencial estocastica de ¥; se
expresa como

2
4y = (,u. + %) Ydt + oY dW

de manera que

g (u+ )dt+adW (C.13)

. . . . 2
La deriva de Y; y su varianza correspondiente estdn dadas por u+ % y a2,
respectivamente.



Apéndice D

Series de Tiempo

Estacionalidad

Se dice que un proceso { X, },cz es estriciamente estacionario si la distribucién
de dimensidn finita de (Xy,..., X,)} es igual a la distribucién de dimensidn
finita de (Xy4p, ... . Xpan) para todos los enteros hy n > 1.

Por otro lado se dice que el proceso { X, hez es simplemente estecionario si
(i) E|X;|? < co paratodo t € Z
(ii) [EX, =m paratodot e Z
(iii) R(r,s) = R(r +t,5+t) paratodor,s,t € 2
donde R(r,s) = Cov(X,, X,). Un ejemplo de un proceso estrictamente esta-

cionario (y por lo tanto estacionario), es el caso del proceso Gaussiano.

Ruido Blanco

Se dice que un proceso {¢;} es ruide blanco con media 0 y varianza ¢
solo si {e;} tiene media cero y funcidn de covarianza

%siy

g st k=0

R(k):{ 0 k#0.
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Propiedades del Operador de retraso

El operador de retraso definido como L*z, = z,_, para & > 0 tiene las
siguientes propledades. Sic,c; y ¢z son constantes arbitrarias, entonces

L{cz,) = ckLz,
L(za +yn) = L{za) + L(ya)
(el L4 Lz, = ¢ 1Tpoy + CoTns
(1 =MLY= XL)zn = zq — (A + AdTuor + (M Ag)za s
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