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I. PRESENTACION

Eate trabajo de teeis tiene dos propésitos fundamentales:
uno es mostrar la forma . en que puede construirse el m@todo
vectorial de la TermodinaAmica propuesto vor Weinhold, y el otro,
aplicar tal método a un eistema simple de una scla fase y una
sola componente.

.Con el fin de cumplir con loe propésitos mencionados, el
presente trabajo se desarrocllarid de acuerdo al esquema siguiente:

1. Como marco teérico bisico, se hace un recuento de los
principios de la Termodinimica del equilibrio, dando especial.
atencidn s los criterios de equilibrio y eastabilidad.

2. Se establece una relacidn: entre loe .principloas de la
Termodinamics.del aquilibrio, para un sistema simple, de una sola
fase y una =sola componente, con un espaclo Euclideo
bidimensional. Tal relaci®n se obtiene asociando a .cada una de
las diferenciales de las variables del sistema, lae cuales son la
_entropia, gl volumen, la temperaturs ¥y la-presidn, con un -vector
del. espacio ‘vectorial. De eate modo ee obtiene un espacio
-vectorial “"termodinAmico”.

Se muestra entonces que los criterios de estabilidad del
palstema .constituyen.una.eleccién adecuada de producto gscalar en
.al:espacio vectorial termodinamico. Esto .se debe & que tales
.criterios consisten en que las segundas.dserivadas de la .funcién
. . fundamental U del. slstema son silempre - posltivas, requisito

....principal del producto escalar en un espacic Euclideo.

Una vez que se cuenta con el productc escalar aproplado, se
. obheerva-que los principice de la Termodinamica del equllibrio
quadan representados por. las propiedades métricas del espaclo



.Euclideo.

Con esta base, ahora es posible obtener el producto . escalar
entre loe vectores del espaclo vectorial.. Tales productos
vectoriales fundamentales resultan estar directamente. .
determinados por .propiedades termodinimicas del -aistema, como
~son: capacldades - calorificas, . .campresibilidades y .m&dulos de

...-dilatacién .volumétrica y térmico.

3. Una vez  establecidos 1loe productoe  escalares bagicos del
. sigtema, en base a ellos. se muestran:procedimlentos para evaluar
derivadas parciales de interds termodinimico.

4. Se intercambian los papeles de las varlables intensivas T y P

con los de las variables .extensivas .S y P en el espacio
.. vectorial, . lnterpretando tal intercambio .como un cambio de .base.

Esta operacidn se utiliza como un modo. complementarioc.de obtener
...derivadas parciales termodinimicas.

H. Se obtienen .una serie de :igualdades termodinamicas utilizando
. las desigualdadea .de . Schwartz y Bessel.

6. Se:usan. diagramas en los.cuales los “vectores .termodinAmicos"”
. .8e representan’ como segmentos dirigidoe y .se determinan. algunas
-caracteristicas .del: sistema segin la. posicidén que . guarden estos
. vectares en los .diagramas.
..7.7 Por Gltimo, se extiende la construccisdn hecha para el sistema
. .simple de una sola. fase y una ‘sola componente a un sistema
general. .



[I. INTRODUCCION

En Termodindmica. el sistema mas simrle es el de una sola
fase v una sola componente. Es con este tipo de sistema con el
que se inicla el estudic de la Termodinamica.

La descripclién de un sistema simple se hace por medio de una
ecuacién. lliamada ecuacidén fundamental. que en la representaclon
de la energla es de la forma

U = (S.V.lH (1)

donde U es la energla interna del sistema. v S, Vy K, llamadas
variasbles extensivas., son la entropfia. el volumen v el nimero de
moles H. respectivamente. Las variables intensivas del sistema.
las cuales son T. la temperatursa .P ., la presion., v wu. el
potencial aquimico. se definen respectivamente como

au
T = |— (2.8)
a3
V.N
aul
-P = 1" (2.b)
av S.N
' ay
H = |- (2.c)
SN



Algo gue es importante mencionar es que la descripcidn

termodinidmica se ocupa de estados particulares del sistema.

denominados "estados de equililbrio”. !

Con las definiciones hechas de T. P ¥ H. la ecuacién
fundamental implica la existencia de las relaciones

T = T(S.V.N) (3.a)
P = P(S. V. (3.5
gz (8. V.N) (3.c)
denomlnadas "ecuaciones de estado".

. En adicién a la existencia de la funcidén U, ¥ en base a
la observacién termodinamica. se acepta el princirlic de que 1la
energla U es minima en un estado de equilibrio.

Posteriormente se pone atencién en lag propledades de 1la
funcién U. Para un sistema al cuil Be le divide en una serie de

subsistemas con energlas UL. ia energia total U del sistema es la
suma de las energias de los gsubsistemas. es decir

iJ= E: U (4}

La consecuencia directa de este hecho es que la funcién U resulta

ser una funcién homogénea de primer <rado con respecto a las

zLas cuestiones referentes a los estados de eaquilibrio se tratan

en el capl tulo siguiente



variables extenslivas. Para el sistema simple. esto significa que
AMHES.V.N)Y = UAS. AV AN (5

lo cual permite ponerla en una forma particular. llamada forma de
Euler:

U =TS8 -PV + uN (6}

Ya puesta de esta forma la U, es posible escribir una relacidn
diferencial entre los parémetros intensivos T .P vy N, denominada
ecuacion de Gibbs-Duhem:

SdT - VdP + Ndu = © {7)

Todas estas ideas forman la estructura bisica de la
descrivcién de la Termodinamica del Equllibric. Esta estructura
permite hacer algunas deduccicnes v conclusiones importante. Esto
es asl: 8i en un principio no se conoce la ecuaci®on fundamental
del sistema. es posible obtenerla a partir de las ecuaciones de
estado conccidas. Si sdlo se dispone de dos de ellas. una tercera
ecuacidén de estado puede obtenerse integrarldo la ecuacién de
Gibbs-Duhem. Estas tres ecuaciones de estado se sustituven en la

ecuacidn de Euler. obteniéndose como resultade la ecuacidn
fundamental

U = W(S,P.N) (8)

Se supone gue la funclén U. funcién de las varlables
extensivas 3.V v N, contiene toda 1la informacion termodinamica
del sistema sin pérdidas. en otras funciones de los conjuntos de
variables T.V.N. 6 S.P.N e inclusec T.P.N. Esta posibilidad 1la

ofrece un cambio de varlable por medio de las transformadas de



Lerendre. Tales transformaciones dan como resultado la obtencidén
de los votenciales G, H v F. que son los potenciales de Gibbs, de
Helmholtz y la Entalplia, respectivamente.

La existencla de 1los vpotenciales G. H ¥ F tiene una
consecuencia termodinadmica lmportante. Del calculo diferencial
se sabe que sl una funcién

2 =2 (X.Y» (9

egta definida ¥ sue segundas derivadas parcisles son continuas en
clerto 1intervalo. entonces en ese intervalo. las derivadas
cruzadas son lguales

2 2
a2z | &2

{1
axay avax

En el caso de los potenclales, todas estas relaciones que se
generan por la 1gualdad de sus derivadas parclales mixtas
correspondiententes. forman el conjunto de las llamadas
“relaciones de Maxwell™. que son dtiles en la evaluacidén de
expreslones termodiniAmicas que comprenden-derivadas parclales.

La 1importancia del calculo de derivadas parciales en
Termodindmica wproviene del hecho de que tales derivadas
relaclonan varlables de estado o funciones de respuesta (0 ambas
a la wvez) ¥ que tales relqciones genersalmente contlenen
informacidn flialca relevante del sistema. Solo por citar alguna.

la derivada
d g
[0 T]v



conduce a la importante relacidn

z
c = ¢ = Tva /=
W P T

Es esta importancia del cdlculo de derivadas parciales la
que ha llevado a idear diversas técnicas de calculo para tales
derivadas. El m&tode de Weinhold es una provuesta reciente. Con
este me¢todo es vosibhle obtener derivadas parcisles de un modo
sistemitico v simple.

Como se menclon® en la presentacién. uno de los objletivos de
este trabajo de tesis es presentar el metodo vectorial de
Weinhold v sus aplicaciones al calculo de derivadas parciales
para un sistema de una sola fase v una sola componente.

Sin embargo, antes de hacer la exvosicidn de la construccién
v aplicaciones del método. es importante mencionar de forma breve
su contenido y principrios.

La idea fundamental del método es 1la de trasladar el
lenguaje de la Termodinadmica a lenguaje geométrice. Esto se logra
identificando un producto escalar, en un espacio Euclideo, con
los principlos de la Termodindmica. A partir de aqui. todos 1los
resultados de la termodinamica tendrédn wuna representacién
geométrica. De mode que a su vez todos los objletos geometricos
tendran por consiguiente un significado fisico preciso. En 1los
sigulentes capitulos se tratarén estas cuestiones con detalle.






III. ANTECEDENTES.

1. INTRODUCCION.

La propuesta de una representacidn geométrica de le
Termodinamica en un espacio vectorial. BSe encuentra en un
articulo escritoc por Weinhold en la revista Physics Today en el
afio de 1976, en el cual el autor expone las bhases fisicas de esta
¥y hace hincapié¢ en el aparato matemitice requerido para su
construccion. En este articulo la presentacién es meramente
descriptiva. La exposicién completa de la representacién la hace
Weinhold en una serie de articulos en el Journal of Chemical
Physics en los afios de 1975 y 1976.

En este capitulo se haréd una revisién tanto de las ideas a
partir de las cuales surge tal representaci®n geométrica, como de
su escencia, con el fin de tener el marco necesaric para
comprender su construccién y sus aplicaciones.

2. MARCO HISTORICO.

Los primeros 1intentos por dar una explicacién de los
fencmenos calorificos, llevaron & la formulacidén, a principlos
del eiglo XVIII, de la hipétesis del calérico. Esta hipStesis
sostenla que el calor era una sustancia o fluido, 1llamado
caldrico, que se transmitia de los cuerpos mas calientes a los
menos calientes.

Sin embargo, mas tarde, se lleg® a entender por completo la
idea de que el calor es una forma de energla y no una sustancia o
un fluido. El primerc en mencionarle vy mostrar evidencia al
reapecto fud Benjamin Thompson., cconocido como Conde Rumford de
Baviera, en un escrito del afo de 17856.



Posteriormenta, a principiosg del siglo XIX. Julius Maver.
James Joule y Hermann Von Helmholtz. exrusieron la idea de que el
calor v la energla meciAnica son formas equivalentes de enerala.
Con ello adem&és quedd establecido el princivic ms fundamental
que ez el de la conservacion de la energia.

Poco despugs. en la seqgunda mitad del mismo esigle, Kelwvin.
Planck v Clausius establecieron otro princirio importante. que se
conoce come la segunda ley de la Termodinimica. Todas estas ldeas
conformaron las bases tedricas de esta clencia.

El desarrollc modernc de la Termodinadmica comienza con
Gibbs. En su formulacién no sigue el <orden histédrico citado
arriba. sino que mis bien parte de conceptos fundamentales, como
lo es la existencla de una funcldén gue representa la energla
interna de un gistema termodindmico, y el principio de que esta
funcién tiene un valor minimo en un estado de eguilibrio de dicho
sistema. Todae las consecuenclias posteriores de la Termodinimica
se obtienen a partir de este princirio.

Este punto de vista ha servido a autores como Tlsza para
construlr una formulacién de la Termodin2mica en base a
postulados. En su libro “Generalized Thermodvnamice™ dice que en
&) "se presentan todos los avances conseguidos hasta el momento
en la formulacion deductiva de la Termodindmica” ' . El 1llama
asl , formulaci®n deductiva, & su formulacién de la Termodinamlica
en términos de postulados. a la cuil & la wvez 1llama MTE
(Macroscopic Thermodynamics of Egquilibrium}.

En la citada obra de Tisza, mucho del material aparece como
tema de Investigacidén original. Cellen es el primer autor en
ponerlo en forma dididctica en su libro de textoz . Es 1mportante

1Tiaza, L. (1977). Véase en partlcular la Intrcduccion.

“Callen. H. B. (1981)
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notar lo eliguiente: no es la danica forma de exponer la
Termodinamica en terminos de postulados. pues si bien Tisza ¥
Callen proponen un clerto conjunto de postulados. algunos autores
presentan otros con algunas diferencias.’

Otros trabajos ponen énfasis en temas especificos de 1la
Termodinamica, dandoles un nuevo enfoque o haciendo una
reformulaclidn en particular. En la primera década del siglo XX.
el ingenlero griego Caratheodory construy® un tratamientc de la
2a Ley de la Termodinamica en términos de un postulado que tiene

que ver con “estados inaccesibles”. Este postulado viene a
sustitulr los enunclados de Kelvin vy Clausius de 1la 2a. Levy.
Dicho m®todo es completamente matematico v se enfoca "al

comportamiento de sistemas, coordenadas, ecuaciones de estado,
sus procesos y propledades. mds que a motores vy frigorlficos".‘

Un problema gue es importante en Termodindmica es el calculo
de derivadas termodinamicas. En la solucidén de tal problema se
han propuesto diversos métodos, como el de los Jacobianos que
contlene como caso particular el de las relaclones de Maxwell.

En el afSo de 1925, Percy Williams Brldgeman? , publict unas
tablas en las cuales se encuentran férmulas para calcular
derivadas parciales.

Una de lae formulaciones mais reclentes, ¥ sobre la cuil
trata esta tesie, es el mttodo geomdtrico de Weinhold., el cual,

®Como elemplo puede verse el libro de Modell y Reid (1974). en
eapeclal el Capitule 2.

‘Zemansky, M. W. (1973). Sec. 8.7. Para una exposicion del método
de Caratheodory, puede verse el libro de Adkins (15833, citado en
la bibliografia, en el Capltulo 6.

’
*Dichas tablag pueden consultarse el loes libros de Modell ¥  Reild
(19741 Cepitulo 6 ¥ de Jul Sheng Hsleh (1975) Capttulo 2.

11



aunque tiene gran utllidad como m¢todo de calculo de derivada
parclales. tiene su importancia fundamental en el hecho de que
"el tratamiento del citado autor se fundamenta en la construccién
de un esracic métrico a partir de la definici®én del producto
escalar entre los elementos del espacio vectorial de las
diferenciales de las variables de estadc. El tratamiento de
Weinhold permite el establecimiento de wuna estructura métrica
intrinseca del espaclo Gibbsiano“°

3. TERMODINAMICA Y GEOMETRIA.

El concepto de geometrizacidn en Termodinamica -afirma
Weinhold- se encuentra sugeride fuertemente en el desarrollo de
Gibbs. Dado que la la energia interna U de un sistema depende de
lag variables extensivas 5, V. No. N ,....N , entonces es
posible representar en un slstema cartegsiano multidimensional,
cuyos ejes son nombrados segin las variables extensivas, a U como
una surerficie en este espaclo multidimensional, llamado espacioc
de Gibbs.

Distinta a esta representacién geom®trica, a la cuil se le
denominard “representacicn tradicional”, se ©pretende construir
una representaclon geometrica alternativa. La idea en la que se
basa dicha representacién alternativa es la siguiente: la
representacién geométrica tradicional no atiende al hecho basico
de la geom®tria, que e3 el de medir Aangulos y longitudes. La
propuesta de Weinhold consiste en desarrollar una representaci¢n
cuya caracteristica fundamentsl sea la de poder medir angulos ¥y
longitudes, y que estos obletos tengan un significado fisico.la
forma de conseguir esto es: trasladar los principios de 1la
Termodinamica a lenguajte geometriceo, en particular, la propuesta
ee construir la representacidn deseads en un espacio Euclideo.

%Criado-Sancho, Manuel (19683). Capltulo 7.
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Ahora. la cuestion fundamental es cdmo trasladar los
principicos de 1la Termodindmica & lenguale geometrico. La
reapuesta a8 esta cuestldn se di en el momento en que se busca la
manera de medir angulos y longitudes. La forma de hacer tales
mediciones en un espacic Euclideo es por medlo de una metrica.
La forma de definir una metrica adecuads hari ver gue esta surge
directamente de los principios de la Termodinamica, con los cual

entoces los principios fisicos se traducen en condiciones
matematicas.

4. EXISTENCIA DE UNA METRICA.

Para poder entender cuil es el papel de la wmetrica en la
representacion geométrica de Weinhold, es importante identificar
las idess sobre las cuales se bass su construccién.

Se ha mencionado ya que la representacliédn geometrica parte
de trasladar 1loe principics de 1la Termodinamice a lenguale
geomtrico. El primer paso para hacerlo. consiste en asociar las
variables de un sistema simple, estoc es, la entropta S. el
volumen V ¥ los numeros de moles N‘. Nz.....Nc, con los vectores
de un espacic Euclideo ahatracto, de dimensidn C+2. Hasta aqui,

tales vectores carecen de significado fieico por sl mismos.

En este punto. la cuestidn es: 81 lo que se desea es poder
medir anguloe 4 longitudes, para poder hacerlo Jgue
caracteristicas deben poseer los vectores mencionados?

Para poder medir longitudes en un espacio Euclideo, es
necesarlio contar con una norma. Pero una norma es inducida por la
metrica. la cual a su vez eg incucida por el producto escalar. De
modo que para qgue exista una norma ¥ una meEtrica. es necesario
que exista primero un producto esacalar.

Entonces, ceontestando ls pregunta acercs de las

12



caracteristicas de los vectores “termodinimicos”. la resvuesta
ea: deben poder formar un producto escalar. De paso. el producto
escalar. ademis de permitir medir longitudes. permitiri medir
también angules.

Sin entrar en detalles scbre 1la manera de calcular tal
producto escalar (lo cuil se hara a su debido tiempo)., 1lo gue
importa es saber si en el espacio de los vectores termodinaAmicos
es posible encontrar un producto escalar con significado fisico.

Es importante recordar que en un espacio Euclideo la
distancia debe ser siempre positiva o al menos cero, perc nunca
negativa.. Por lo tanto. el productc escalar necesariamente debe
ser no negative. Este es el requisito fundamental del producto
eascalar que se esti buscando.

Ahora bien. en TermodiniAmica se sabe que las variaciones de
las variables intensivas con respecto de las variables extensivas
nunca son negativas. De hecho. esta propledad de 1las variables
intensivas son en realidad el criteric de estabilidad de un
slastema termodindmico, como se mostrarid en el capltulo siguiente.

Bajo estas circunstancias ge tiene que: por un lado se busca
un producto escalar adecuado para la representacidn geom®trica de
la termodin4mica; por ctro lado se sabe que las derivadas de las
varlables intensivas con respecto de las variables extensivas
nunca son negativas. Entonces de aqul se concluye gque el producto
escalar aproplado es agquél que se puede definir en términos de
tales derivadas.

Por lo tanto, entonces. se cuenta ya con un producto escalar
en base al cuidl pueda construirse la representacion deseada, ¥y
que ademas tiene un cuntenido fisicoc, el cudl es de hecho el
principio fundamental de la Termodinamica, yva gue los criterios
de estabilidad de un gistema son consecuencia directa del
principio de mixima entropla. Este princlpio de maxims enﬁrnpia

i4



se establece en la llamada "representacién de la entropia” (de la
cual se hablara en el capl tulo siguiente) en la que la entropia
depende de la energia del sistema, su volumen ysu numero de
moles. Entonces. aunque se ha hablado de 1la representacion
feom2trica de la termodinamica en el marco dentro del cual U
depede de la entropia del sistema. su volumen ¥y su nimerc de
moles. marco denominado “representacicn de la energis’, los
c¢riterios de estabilidad obtenidos en la representacién de la
entropia son validos también en la representacién de la energta,
vya gue come 8Se vera en el capl tulo siguliente. ambas

representaciocnes son equivalentes.

Con lo exvuesto hasta aqul, quedan establecidas ya las bases
rara la construcci¢n de la representacidén geométrica, lo cual se
hara inmedistamente despu®es de hacer una sinopsis de los

principics de la Termodinamica del equilibrio.
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IV. LA TERMODINAMICA DEL. EQUILIBRIO Y LA ESTABILIDAD

En este capltulo se hace una presentacién de los principiocs
fundamentales de la Termodindmica del equilibrio g la
estabilidad, principice sobre los cuales se basa la construcclén
del mé¢todo vectorial.

1. LA TERMODINAMICA DEL EQUILIBRIO

En Termodinamice, la descripcidén parte de considerar un
g#istema simple, el cual se define como “aguél sistema gque es
homogéneo, isdtropo, desprovisto de cargs y quimicamente inherte.
que eg lo suficlentemente grande comno parea que ruedan
despreclarse los efectos de superficie, ¥ que no estd afectado
por campos eléctricos, megneticos, ni gravitatorios'". Los
estados del sistema gue son el foco de atencidén de la descripcidn
termodindmica son los eestadoe de equilibrio.

Los eatados de equilibrio estin definidos por clertas
cantidades, llamadas psrametros extensivos, que eon: U, la
energle Interna del saistema. V, el volumen del mismo, ¥
NI,NZ....,Nc que son los ndmercs de molee de los componentes
quimicos que lo forman. De modo entonces,es que s8e podr: decir
que un sistema termodinamico estad en equilibric sl para el estado

en el gque se encuentre gus parimetros extensivoe estian bien
4
definidos.

La observaci¢n termodinamics 1ndica el uso de uns funcicn de
las cantidades U,V ¥y Ni,Nz,...Nc como la forma mie apropiadsa pars
determinar los estados de equilibrio de un sistema. Este funcidn

‘Vease Callen (i981). Pag. 6.

%Ib. Seco. 1.4,
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es la entropia 5, de modo que
S = S(U.V,Nl,Nz,...Nc) (1)

La relacién que da la entropia como funcidn de los parametros
extensivos se denomina relacicén fundamental. La importancia de la
funcidn S proviene del hecho de poaeer las siguientes
propiedades:

(1) Los valores que toman los parimetros extensivos, en ausencia
de ligaduras internas, son aquellos gque maximizan la entropia
reapecto al conjunto de los estados de equilibrio ligados.

{2) La entropia es una funcién monStonamente creciente de la
energlia interna U, para V,N‘,Nz.....ﬂc constantes.

(3) La entropta de un sistema compuesto es aditlva respecto a los
subsistemas conatituyentes

(4) La entropia de un sistems simple es una funci®n homogénea de
primer orden de los paridmetros extensivos. Esta propledad es
un requisito de la propiedad (3) de aditividad.

{5) La entropla de cualquier sistema se anula en el estado para
el cual

2o~ < WN
2 -

(2U/0S)_ . . =0 ()
1

La propiedad (4) se expresa en forma matemitica como
SAMUAVL,AR , ... AN Y = AS(U,V,N ,...,N} (D
i c b 8 c
Dadas las propledades (1) a (5 de 1la entropla, el
conocimiento de 1la relacion fundamental (1) de un sistema

particular, tods la informacidén termodinamics imaginable

cencerniente sl sistema puede deducirse a partir de elia.

18



Respecto a las propledades anteriormente cltadas, en
particular la propiedad (1) puede sefialarse como aquella gque va a
Jugar un papel preponderante en el desarrollo de la Termodinamica,
pues en base m ella se obtendran todse las condicliones de
equilibrio ¥y estabilidad.

2. CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE UN SISTEMA TERMODINAMICO

Ahora se establecerin las condiciones bajo las cuales un
gistema termodinimico se encuentra en equilibrio, utilizando para

elloc la propiedad de extremsl de la funcidén S, e sto es, cuando
ds = @.

Antes de proceder a establecer dichas condiclones. es
necesario primero tener definidas clertas cantidades utiles,
llamadas "parametros intensivos”. De la ecuacidn fundamental

S = S(U,V,N,...,N) (4)

la diferencial primera es

a8 as
as = |— as + |— dv
v ... . N NJuN .. .. N
1 ¢ 1

(=]

a5
— daN. (5
N Juv,....n !

A k
1

")

<
i=1

Las derivadas parclales reciben la identificacidn siguiente

as 1
— = — (6)
OUJV.N .. . . N T

<



- P
O_b T (7
av UN ... T

25 €
— - & (8)
A aN Ju,wv,. . ..N T

donde T es la temperatura, P la presion y pj el j-¢simo potencial
quimico.

El principio extremal de la entropia permlite obtener
condiciones de egullibrio de los s8igulentes tipos: térmico,
mecidnico y quimco. Antes de mostrar cada uno de ellos, es
conveniente mencionar que en la deduccién de las condiciones de
equilibrio, intervienen ciertos procescge, los cuales se mencionan
como "'procesos virtuales”. Se debe entender por proceso virtual
"una varlacién infinitesimal en la configuracidén de wun sietema,
como resultado de cualguier cambio infinitesimal arbitrario 6qi
de las coordenadas, compatible con las fuerzae y ligaduras
impuestas al sistema en un instante dado t # ». En lenguaje
eencillo, un procesco virtual es aguel que se considera que puede
sueeder ein necesidad de que realmente suceda.

a) Equilibrio térmico. Conseildérese un sistema compuesto alslado,
constituldo por dos slstemas simples separadoe por una pared
rigida e impermeable a 1la materia. pero que permita el
intercambio de calor. Loes volUmenes y numero de moles de cada uno
de los sistemas slmples eatan fijados, pere las energias gy
u® pueden variar libremente, sometidae tnicamente a 1a

condicidn de conservaclon

*Goldetein (1953). Pag. 20.
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U + U® = constante (2

impuesta por el aislamiento del sistema compuesto, considerado
como un todo. Suponiendo que el sistema ha alcanzado el
equilibrio, de acuerdo al principio fundamental de entroplia
maxima, loe valores de v y U? sen tales gque maximizan la
entropla. Por consigulente, de acuerdo con la condicion
matemitica usual para un valor extremo, se llega a la conclusidn
de gque, en el estado de equilibrio, una tranaferencia virtual
infinitesimal de energla del sistema 1 al elstema 2 no producira
variacisdn alguna en la entropia del sistema global, esto es

db = @ (19)

La aditividad de la entroplia para los dos subsistemas da la
relacidén

S = Sﬂ}(uﬂ).vﬁi)..-"Nj(l}’....) +

s"’(u"’,v‘z’.....Nj"’,...) (11)
¢ §) 2
Cuando U v varian por una transferencia virtual de

energia, la variacidén de entropia es

aS 1)
das = T au™ «+
ay v(as. . .ij
<23
as
[—-— ] au'® (12)
(¢4
&) v(z» N 2)

0 bien. empleando la definiclon de temperatursa

Z1



1 t
as z?nduu) N _:_2’ U(z) (13)
T

Por la condicidn de conservacion, ec.(9), se tiene

auP=_qu® (14)

de donde

1
ds = [— - —w]du“’ (15)
T

La condici®n de equilibrio, ec.(19) exige que dS Be anule para
valores cualesqulera de dU, peor lo que
1 1

Y Yy (16}
pt® ¢

F 8]

™ = 7% (1)

que es el requisito flisico de que ambas tempersaturas (del sistema
1 y del sistema 2) esean iguales,

b) Equilibrio mecinico. Considérese el mismo sistema del inciso
anterior, pero ahora los sistemas simples separados por una pared
diatérmica movil que es impermeable al paso de materia. Loe
valoree de loe numeros de moles son fljos y constantes., pero leos

{1}

valores de Uy Um pueden varisar, sometidos dGnicamente a ia

condicidén de clerre

1)

u

+ U? = constante (183

v loe valcores de v v VQ’ pueden variar igualmente, sometidos

2z



Unicamente a la condicién de cilerre
VY + v = constante (19)

£l principlio extremal requiere que no se produzca camblo alguno
en la entropi a como resultado de Procesos virtualea
infinitesimales coneistentes en la transmisi®n de calor a través
de la pared y el desplazamiento de ésta.

Entonces
ds = @ (20}
donde
{12, (&4}
a3 (1) _‘_’__Sf (1)
ds = —{ﬂ dU -+ 1) dv
ay a0
v(l) N(l) u(i) N 1)
N N
08(2)
+ dS = [—-}2,] du™®
a0
{2) (2
N
aS(Z)
i )
+ [BUaJ av’ (21)
(2 N z)

k
Por lae condiciones de clerre

au €2 = - U(!.) (22)

z3



dv® = —qv?

de donde

(1) 2
1 1 P P
- 1) 0 _
ds = [ Wi (m]dU + [ - (m]dv =0 (23)

T T Y T

dado que esta expresidn tiene que anularse para valores
arbitrarios e indevendientes de dau‘? v av®”’, se tendra

1 1
j;” - f;m = @ (24)
¥y
QY (2}
— — (25)
Tu} 2 = o

lae cuales 1implican las condiciones fisicas de 1igualdad de
preasién y temperatura de los dos subsistemas =simples:

™ = 7 (26)

(1) (2)

P =P (27)

¢} Equilibrio con respecto al intercambio de materia. De igual
modo que en los casce de los doe inciasos anterlores. se considera
un sistema compuesto aislado, compuesto de dos sistemas simples.
Los sistemas simples estin separados ahora por una pared rigida vy
diatermica. permeable & un tipc de sustancia (N ) e impermeable =&
todas 1las reestantes (Nz,...,Nc). En estas condiciones, la
variacién virtual de entropia en el proceso virtual apropiado es
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das = .t aut A

Ttl.}

Yy las condiciones de

dU(Z) =
y
dN’
de donde
1
dS = _;(I.)

Como dS tiene gue anularse

du™ como de dﬁ”,

se
1
_;(!.)
y
{4
___!.
T( 1)
de donde
,r(l)
”u)

Hasta aqul Be

la funcisn 5, qaue

@ _

clerre exigen

-dU(l)

i)

—dN

1
- au - [
th}]

para valores .arbitrarios

{2

23

han expuestc las consecuenclias de extremo para
de

aon las

25

LE 3]

Hy

(F H)

T

condicionen

{2y

H(Z)
s dNt

@
(29)

(39

4y,

My
T( 1)

o)
dan,

(32)

(33

(34)

(35

(28)

(31}

tanto de
encuentran como condiclones de equilibrio

equilibric



sistema. Las consecuencias de que S sea mixima en tal estado de
equilibrio. eato es, que d*s < 0, se oxpondrin mis adelante. y aze
vera que estas tienen que ver con la estabilidad de dicho estado.

3. FORMULACION ALTERNATIVA: LA REPRESENTACION DE LA ENERGIA

51 bien la descripcién termodinimica tiene su formulacidn
mis natural en términos de la ecuascidn fundamental (1),
formulacidn que ese .denomina “representacién entrépica”, es
poaible hacerloc también en términos de la energia interna U, como
funcion de las cantidades S.V.N ,N,.... N

0= U(S,V.N‘.Nz,...,Nc) (368)
A eata formulacion se le denomina “representacién de la energia”.

La representacién de la energia es completamente equivalente
a la representacién de la entropla. Esto puede verse a partir de
las sigulentes observaciones: primero., el hecho de que la
entropia eea una funcidn uniforme, continua y diferenciable,
implica que S puede invertirse con respecto de la energla y aque
la energlia es una funcién uniforme. continua y diferenciable de
S, V, N, N,
en forma univoca U en la forma (36 ). La segunda obeervacidn
consiete en la afirmacion de que el principlo de méxima entropia

,...Nc. Esto es, de la funcidén (1 ) puede obtenerse

implica un principio de minima energla (y a la inversa). Eato es,
en forme precissa, se afirma gue loe dos principios siguientes son
equivalentes

Principle de la entropda maximae. El valor de equilibrio de
cualgulier parametro interno sin ligadura es tal gue hace maxima
la entropia para el valor dado de la energla interna total.

Principis de la enegla minima, El valor de egquilibrio de
cusiQuier parametro interno sin ligadursa es tal que hace minima

26



la energlia pava el valor dado de la entropia total.

Para demostrar la equivalencia de los dos criterios
extremales. lo aue se hace es demostrar que si 1la energia no
fuese minima, la entropis no podria ser maxima en el equilibrio.

Supéngase que la energla no tuviese el valor minimo posible
compatible con la entropia dada. Retirese energia del sistema en
forma de trabajo, manteniéndose la entopia constante. A
continuacién devuélvase esta energla al sistema en formade calor.
La energla del sistema aumentari necesariamente, de acuerdo con
la relaci®n cuasiestatica d@ = TdS. El sistema recuperari su
energia original, perc con una entropia mayor. Como esto es
incompatible con el requerimiento de gue el estado original sea
el estado de entropia mAxima, se ha llegado a una inconsistencila
que demuestar que el estado de equilibrio original es el estado
de energlia minima para la entropia dada.

La equivalencia de los principios de entropia maxima ¥
energia minima tiene una representacion grafica esclarecedora.
Para obtener tal representaci®n, considérese nuevamente el
sistema compuesto propuestc en los incisos a), b) y ¢} del
apartado anterior, para el cuil la energia total U es

v=0u*+0® (37)
v la entropia total es
S=8 + 8 (38)

Entoncee, se puede hacer una grafica de S como funcidén de la
energia total U y de los parametros intensivos del subsistema 1,
siendo estos UutV“nN:n,...N;”. La grafica se dibuja con
tan soloc tres ejes: 5, U vy x;” {debido & las limitaciones
obvias para trazar un sistema coordenado de mae de tres eldee),

Ay o oeLd ()
2o N7

donde X;” designa a cualquiera de los lf”,v ,Nl
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de tal modo que la grafica presenta el sigulente aspecto

$=sUD,..x1,.U,.X)

Ee importante notar que la conetruccidn de la superficie
easts determinada por lae propledades de las funciones Sy U, a
aaber, que a5/80>0 y de que U es una funcidn , continua vy
uniforme de S

En el sigulente diagrama se repreasenta un estado particular

de equilibrio del sistema, en el cuil la energls es 0 = Uo,

decir, la energla total del sistema es constante. Esta es la

es
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condicién de cierre. De esta forma. la representacién geométrica
de dicha condicion de cierre es el requerimiento de que el estado
del sistema ae encuentre en plano U = Uo de la figura. Entonces
el punto de equilibrio del sistema para U constante debe estar en
la curva de intersecci®¢n de de la superficie v el plano U = U

Con esta Uo, y 81 el parametro x;“ no esta sometido a

ninguna ligadura, el estado de equilibric es aquel estado
particular gque maximiza la entropla a lo largo de la curva
permitida; esto es, el estado identificado por el punte A.

Plano U=U0

\‘L‘l
(D
}%

50

En la siguiente grafica, se hace pasar por el punto se
equilibrio A el plano S5 = So. el cual determina una curva de
interseccién con la superficie fundamental. Esta curva esta
conatituida por un conjunto de estados de entropla constante, ¥
el estado de equilibric A es e] estado que minimlza la energia a
lo large de esta curva.
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4. PARAMETROS INTENSIVOS EN LA REPRESENTACION DE LA ENERGIA

En la representacién energética,como se ha mencionado, 1la

ecuacién fundamental es
U = (S,V,N,N_....N (39)

cuya diferencial primera es

dal = |— du + |— dv «+
43
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U
— aN, (40)
i GN

Ahora. & las derivadas parciales se les designa como

31&
t
v-]

4
v,.N ., N
1 [
a0
v (42)
=N, N
1 (-1
[~
U
_— = u
/. |an, (43)
j=1 i
s.VN

k

Que son, respectivamente la temperatura T, la presion P y el
potencial quimico 4.

Para un sistema simple de un solo componente, se acostumbra
generalmente utllizar todas las cantidades en forma molar, esto
es: la relacion fundamental (36 ), por ser una funcidn homogénea
de primer orden, ge puede eescribir como

U/N = U (S/N,V/N, N/ {44)
de donde

UsN = U (S/N,V/N. 1) (45)

¥ haciendc
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U/N=wuw, S/N=s yv V/WN=v (46)
se tiene la ecuacidn fundamental por mol
u = u(s,v) = Uae,v,1) (47)

donde u es la energisa por mol, s la entropla por mol y Vv el
volumen por mol. Y entonces

T = (dusde) (48)
¥y también
-P = (du/OV)B (49)
Es esta forma de la ecuacidén fundamental la que se va =&
utilizar en la seccidn slguiente
5. ESTABILIDAD INTRINSECA DE LOS SISTEMAS DE UN SOLO COMPONENTE

A continuacién se presentan los criterioe de establlidad en
el equilibrio para un silstema termodinamico simple.

As! como las condicidnes de equilibrio se obtuvieron de la
propiedad extremal de la entropia, la cuil se expresa en forma
matemadtica como dS = @, las condiclones de establlidad se
obtienen del hecho de ser mAixima la entropia en tal estado de
equilibrioc. Esta propledad se expresa como d’s <e.

El anslisis que se presenta ge hace dentro del marco de la
representacidn energ®tica, pues los resultados obtenidos son los
requeridos en forma directa en la presentacién del m¢todo
vectorial.
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La tecnica empleada consiste en observar la estabilidad
intrinseca (o interna) del sistema simple y aislado.

Considérese un sistema simple de un solo componente con
energla U°, entropta S°. volumen V' y nimero de moles N°. Ahora
el sistema smse divide en dos reglones separadas por medio de una
superficie cerrada , la cual se encontrari completamente en el
interior del sistema. Dentro de tal superficle estan contenidos N
moles de materia. Esta cantidad de materia dentro de la
superficie constituye un subsistema del sistema original. La
materia al exterior de este subsistema consatituye otro
subsistema, al cuil se le denominara "subsistemsa complementario”.
La "euperficie” gue separa ambos subsistemas es diatérmica ¥y no
rigida, pero restrictiva con respecto al numero de moles. Con el
fin. de efectuar algunas operacicnes con las cantidades en
cuestién, se supondra gque

N << N7 (5@

La figura siguiente representa la situacién deacrita arriba.

En la representacion energétlca y usando cantidades molares.
se puede escribir

~ e~

U = Nu(a,v) + N u(s,v} (51

as



donde u. 8 y v 8on los parametros molares del subsistema y 3. P ¥y
vV los del subsistema complementaric. Los ndmeros de moles son N°
= N + N. La condicién de clerre para el volumen es

Nv + N v = V, (52)

Entonces, para una variacién virtual del volumen de los
subasistemas

Ndv+HNdv=o09 (53)

Para aplicar el principio de energia minima, la entropia debe
mantenerse constante

Ns + N8 =8" (54)
de modo que, nuevamente para una variacién virtual de la entropia
Nds +Nds=2o (55}
Bajo la suposicidén dada por (50), se encuentra que
lav| << |dv] (56)
lds| << |ds] (57}

Ahora, al considerar variaclones virtuales de entropla ¥
volumen a traves de la superficie imaginaria, estae variaciones
producen en consecuencia una variacidn virtual AU” en la energia
dal sistema. Emsta variaci®n de la energla puede desarrcllarse en
una seria de Taylor al rededor del punto de equlibrio, quedando

AU” = Nidu + du + du’° + ...1 + Nau (58)

en esta expresién se han deapreciado los términos de orden mayvor
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al primero en el desarrcllo de u. Esto se debe a las condiciones

expresadas en  las desigualdades (56 ) y (57). *

En el desarrollo (58 )

du = (du/ds)ds + (usdvidv = Tde - Pdv {59
d'u = (1/21) [u (ds)® +.2u_dsdv + u (dv)z] (60)
f-1-1 2V v
du® = (1/3%) [(a’u/aa’)(da)’ + 3(8%us (o) avyds®rdv + ] (81)
du = (dusda)ds + (Fusdv)dv = Tds - Pdv (62)
en donde
2 2
u_ = &usds = IT/8s {63)
u_ = u = 8us/8sdv = -(8Ps/ds) = AT/8v (64)
BV veE
u_ = Susdv’ = —(8Psav) (65)

A

En este punto es8 donde deben aplicarse loa principlos
termodinamicos. Como el sistema estid en un punto de egquilibrio,
entonces la energia total U’ debe estar en un minimo y por ' lo
tanto los términos de primer Srden deben anularse, esto es Ndu +
Ndu” debe ser igual a cero.

S1 el estado de equilibrio es estable, entonces es necesarilo
que los términcs de segundo ¢rden sean positivos,esto es

du = (1/20) [u (ds)? + 2u dedv + u (dv)z] > 9 (66)
20 av R7AYS
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para todos loe pares posibles de valores ds y dv. excepto para el
par trivial da = dv = @. Una cantided como la que se encuentra
entre los corchetes se conoce como "forma cuadratica homof#nea”
(esto es, que todos los términos del polinomic s@on del mismo
grado) de lsas variables ds y dv. Una forma cuadritica que cumple
con la condicidén de ser siempre poaitiva se denomina “definida
posltiva”.

Para poder tener mayor informaclén a partir de la forma
cuadratica (668 ) es necesario reescoribirla de tal forma que no
tenga términos cruzados, ya qQue una forma cuadratica como AFQI‘ +

thz es definida positiva 8L A ¥ B son positivas y no nulas.
2

A fin de eliminar el término cruzado de la ec. (66 ), es
posible sustituir a ds por dT usando para ello la expresiéon

daT = u_ds + u.vdv (687)

de donde

vV

2 _ 2 z 2
du = (1/2!)[(1/ub_)(dT) +{(u, - u_ su ddv) ] (68)

por lo tanto, la forma (68) eeri definida positiva al ambos
coeficientes de lae diferenciales (dT)z y (dv)z eon positivas vy
no nulas. En particular se observa que

I

u
[

(OT/Ga)V = 'I,'/cV >@ (69)

Sin embargo, en vez de utlllzar la expresién (67) para
eliminar el termino cruzado, es posible utllizar

dP = ~u_de - u _au (70)
sV vV

con io cuidl se obtiene ahora le condicién

g



LI —(6P/6v)= > @ (7T1)

Como no hay alguna condicién especifica acerca de la
eleccién de cuAl variable se debe utilizar para reducir la forma
cuadratica (68)., entonces se concluye que es necesario que
siempre se eetén cumpliendo las condiciones (69 ) y (71 ) ambas a
la vez. Esta conclisi®n sera importante cuando se aplique a los
eriterios de esteabilidad para sistemas generales.

6. ESTABILIDAD MUTUA DE LOS SISTEMAS DE UN SOLO COMPONENTE

En la seccidn anterior se cbtuvieron los criterios
necesarics para que un slstema simple sea estable conslgo mismo.
Ahora se presentara el casoc en el cual dos sistemas simples
interactuan a través de una pared no restrictiva, obteniéndose
loa criterioe de estabilidad mutua. Este estado de estabilidad
mutua nuevamente es consecuencia del principio de energia minima,
con tal aue cada uno de de los subeistemas sea Intrinsecamente
estable consigo mismo.

Consldérense dos subsistemas simples de un solo componente
que forman parte de un sistema compuesto dado. Cada unco de los
subsistemas se designan por los superindices 1 y 2. 5e supone gue
la pared que los separa es diatérmica y no restrictiva respecto
al volumen. La wvariacicn de la energia en un proceso virtual

es
AU = N (dum-i-dzum+ Sel) 4 Nm(du‘z’+dzu‘2)+. L) (T2
las cantidaddes duu’uhfm,dzu“ﬂdzum'.... estan dadas por

expresiones anilogas a las ecs.(63), (64) ¥ (65). Loe términos de

primer crden Nu\hf”+ﬂmkhfm determlnan el estado de

equilibric, v los términos de segundo orden !f”d?u“u4fmd?ua’

determinan la estabilidad. Con la condicid®n de clerrs
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1y {1y

N”av™® + N%Pav™® = o (731

y la reatricclidén de entropia constante

{1

N“ds™ + N¥da™ = o (74)

los términoe de segundo orden toman la forma

(1,2 u!l) ucz)
2 W 2y (D2 D (N ) b St .2
dU=N"du +sN"du™ = — et | tas Y+
2 N N
{4) {25 (L) t2)
u.v il 1} (¢ 3] Vv Vv 1) 2
2 + de dv + [/ + —— ltdv ) (75}
N Y N N N2

Esta expresicn es una forma cuadratica homogénea en las variables
de y dv, y la condlcitén de estabilidad mutua es que esta forma
cuadritica sea definida positiva. Por analogla con las ecs. (68)
¥y (69) , los criterios de establlidad son

(413 u(ZJ
S8 + =°7> a (76)
€4 {23
N N
2
{13 ¢ 2) f4) {23 {1} {2
uﬁﬂ I-3- VW uVV uBV av
. _ — | >0 (T
[4 (2 1) (2 (1) L2
N N N N N N

Los criterioe de estabilidsad intrinseca de log dos eubslistemas
irpiican



Yoo Voo (78)

. > @ > 0

Ntl) ’ N:z:
(4} 1 t1i 2 t2y (2 f23,2
-2 -1 vV uﬂv u u ’ unv

_ > 8, = > @, (79)

(98 W] (5 &) 1) 2y 2 (2
N N N NN N

Las ecuaciones (78) y (79) implican a su vez las ecuaciocnes (7B)y

(77) . La ecuacit¢n (78) implica a la ecuacién (76) . Queda
tnicamente por demostrar (77). A partir de is identidad
algabraica
A.l.
2 _ 2
(A‘+Az)(C‘+Cz) - (B‘+Bz) = |} + __ (Azcz-Bz) +
AZ
Az )
2 2
1L+ (AiC;B‘) + (A B,-A,B) /A’Az (80)
A

1

Si se identifica A con u /N, B con u /N y C con u, /n, el
primer miembro de la identidad ee convierte en la expreeidn de la
ec. (77), mientras que el segundo miembro es evidentemente
positivo de acuerdo con lae ecs. (78) y (79). De este modo gqueda
démostrada la desigualdad de la ec. (77).

Ha quedado entonces demcstradc que la estabilidad del

estado de egquilibrio mutuo de dos sistemas seimples de un solo
componente estia garantizada por la estabilidad intrinseca de los

1=



slastemas 1Individuales. Todos los aspectos importantes del
problema de la estabilidad termodindmica estan incluldos, por
consiguliente, en los criterios de estabilidad intrinseca.

7. ESTABILIDAD DE UN SISTEMA GENERAL

Finalménte se presentarin los criterioce de estabilidad
intrinseca de un sitema general. Aqui s8e presentarin golamente
los resultadose, para ver la demostracidn de 1los mismos se
recomienda el libro de Callen *.

Para un sistema general se tiene

U= U(S.Xl.xz.. . ..Xcﬂ) (81}
y definiendo
u = U/Xl, xo=S/Xt. v xij"xt (82)

la ecuacién fundamental se convierte en

LRI LE S SPDINNPS S (83)

Entonces los criterics de establlidad seran

(84)

‘Op. cit. Cap. 8. Sec. 8.4
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donde el simbolo
(85,
u[Po,Pl_. v ,Pi_]

define la tranaformada de Legendre de u con respecto a las
variables Po.Pl, v ,P.l.

Aqui el punto importante ee el hecho de que el primer
criterio de estabilidad consiste en que uoo>0. Ahora bien, el
proceso de encontrar los criterios de estabilidad del sistema, no
impone restriccidén sobre cuval de las X deban elegirse para
iniclar dicho proceso, por 1lo tanto, para cualguier X debe
cumpliree necesarlamente que

Yise (86)

Un ejemplo de esto se encontrd cuando se determinaron los
criteriocs de establilidad intrinseca de un sietema slmple. En
dicha determinacién primero ee procedi® a iniciarle con la
variable v; otro modo de hacerlo fu¢ iniclando con la variable s,
en ambos caeos se obtuvo un resultado como el expresado en (86).
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V. ELL. METODO VECTORIAL PARA EL SISTEMA DE

UN SOLO COMPONENTE Y UNA SOLA FASE

Este capltulo tiene como propdéeito cumplir,con los obietivos
planteados por eete traba)o de tesis : primero, mostrar la forma
de construir una representacion geométrice de la Termodinamica en
un espacio vectorial Euclideo, utilizando para ello un sistema
asimple de una ecla fase y un solo componente gquimico; eegundo,
mostrar las aplicaciones de tal rerresentacidn.

1. EL ESPACIO VECTORIAL PARA UN SISTEMA SIMPLE DE UN SOLO
COMPONENTE ¥ UNA SOLA FASE

La intencidén fundamental de la representacidén geométrica de
la Termodinadmlica a conatruir, es la de poder medir anguloe Yy
longitudes, y que estsas medicliones tengan un significado fisico.
Ees claro que esto puede lograrse de una manera directa en un
espaclo vectorial Euclideo gl se cuenta con un producto escalar
aproplado, vya que dado un producto escalar, a partir de el, se
pueden medir tales Angulos y longltudes.

De acuerdc a lo dicho anteriormente, los pasos necesariocos
rara construlr la representacidn geométrica en el caso del
sBlstema que ocupa a este capltulo son: primero. elegir un espaclo
vectorial adecuado y segundo, definir un producto eascalar; hecho
esto, gqueda explorar las posibles aplicaciones de la
representacion.

Como la representacidon hace vso de un espacic vectorial,
serid aproplado llamarla de agul en adelante "me¢tode vectorial™.
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Antes de proceder a hacer la elecclén del espacio vectorial
¥ del producto escalar, se presentaran los principios
fundamentales de la termodinamica., principios que son la base de
la construccidn del método vectorial.

En primer lugar, se supone que la relacion fundamental

(molar) u = uis,v) es una funcién regular: continua y derivable,
¥ por lo tanto

au L 4F)
du = |—| ds + |—1}] dv (1)
aslv avls

con lo cual se definen las variables intensivas T y P, que son,

reapectivamente, la temperatura y la presidn

RIS -

¥y entonces, la ec. (1) =e eacribe como
du = Tde - Pdv

51 las eca. (2) también poseen la propledad de ser funciones
regulares, derivables y continuas , y siendo tambi¢n funciones de

8 vy v, se puede obtener las diferenciales de ambas, las cuales
son
2T
dT = {—1{ ds + || dv, {3
oalv avis
ap ap
dP = |—}| da + |—] dv (4)
dgjv av)s

Aqui es conveniente mencionar lo asigulente: dada la funcidén

u = ufAm,vi, & las variabiss 8 ¥ v ge les llamara variables

+4



conjugadas, del mismoc modo como se hace con las variables p y 4q
de la funcidn Hamiltonlana #(p,q). A las derivadas parclales que
aparecen en (3) y (4) usualmente se les da el nombre de
"funciones de respuesta’.

También, la funcién u tiene la propiedad de ser una funcidn
“de punto”, esto es, que la forma en que la energia camble entre
dos valores no depende del mecanismo fisico que se haya utilizado
para lograrlo. En términos matemiticos, u tiene una diferencial
exacta, lo cual se expresa como

u du (5)

Badv avds

&, en términos de variables intensivas

aT ap (8)
av ag

Por Gltimo, en un estado estable de equilibrio, como se vid

en la seccidn 5 del capltulo anterior, el requieito sobre la
funcién u es que

u >@, u >0 (7}

ce Vv

&, nuevamente, en términos de variables intensivas

8%y oT
—l =1 >@ (8)
L4:] g

v v

a*u ap
["“z = - -"] >0 (9)
v av
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Ahora se procederi a hacer la asociacidén entre Termodinamica
v Geometria. con lo cudl se inicia la construcecidén del mEtodo
vectorial.

Eleccion de un espacio vectorial. Para construir un espacieo
veotorial, lo primero que se necesita es contar con una base,
esto e, un conjunto de vectores linealmente .lndependientes gque
generen el eapacio. El nimero de vectores linealmente
independientes determina =1 tamalo .del espacid vectorlal gque
deneran, es decir, .su dimensitn.

En TermodinAmica se sabe que un saistema de un sclo
componente ¥y uns sola fase, tiene dos variablee intensivas que
pueden variar una con independencia de 1la otra. En términos
termodinimicos, el sistema tiene dos grados de libertad. De modo
tal es que una posibilidad es asociar tales varlables con
vectores de un espacio vectorial abstracto '& (M denota ol
espacio vectorial y el sublindice la dimensidn}.

Eleccidn de un producto eecalar.. Tal como se ha venlde
diciendo. la elecci¢n de un producto escalar debe ser tal que en
é¢]l sa expresen los principlos basicos de la Termodinamica.
Entonces, se propone un producto escalar de la siguiente forma:
sl se asocia a cada diferencial de T v -P con vectores en M, de
la forma

dT = |T> y dP «+ |-B (10)

el producto escalar se define por:

oT aT
<T| > = |— <T|-p = |— (1)
as]v ' avis
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a ap
<-P|T> = -["* <-P|-P> = —["‘-] (12)
LIV av)se

tal producto escalar debe interpretarse as!: el bra < | significa
siempre la variable que ss deriva y el ket | > la wvariable
complementaria de la variable del bra, y que es la wvariable con
respecto a la ¢ue se deriva.

Con tal definicién de producto escalar. se observa que:

<PT>>0. y <-P-P >0 (13

como consecuencia de las expresiones (8) y (9). Esto significa
que tal producto escalar nunca es negativo.

También se observa que tal producto escalar pose® la
propiedad de ser simétrico, lo cudl se verifica por ejemplo para

<T|-P> = <-F| 1> (14)
dada la condicidn (8) para la ecuacién fundamental u.

Por dltimo, usando la misma asociacidn (1¢) para las ds y dv,
o sea

da # | y dvas ik (15)

las ecuaciones termodinamicas (3) y (4) adoptaran la forma
vectorial

{T> =2 |8 + p > (16
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|~P> = A |& + p | I> (1n

siendo naturalmente los coeficilentes de las ecs. (17) y (18)

)

3P ap
A ==-|— p==— {18)
z s z dv)e

Las ecuaciones vectoriales (18) y (17) permiten ver gque
tiene sentido formar productos como por ejemplo

<T|T> = A <T| &> + u<T| > (19)

quedando Unicamente por definir quienss son <T|$ y <T| V>, 1lo
cudl se hari mas adelante.

Dadaas las observaciones anteriores. el productc escalar
definido por medio de (11) y (12), posee¢ todas .las prorledades
del producto escalar de un espacio vectorial Euclideo, las cuales
son, para.dos vectores |A> y |B> cualesquiera

a’) <AlA> 2@ (=0 8L |4> = @)
b’) <A| B> = <B|A>
c’) <A[h.4‘+,qu> = x<A]A‘> + u<A|A>
La ec. {13) es un ejemplo de la propiedad a’), as/! como la ec.

{14} es eldemplc para la propiedad b°) y finalmente la ec. (19) lo
es de.la propiedad ¢ ).
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Respecto a la condicidén a’), para el producte escalar como
se ha definido en (196) y (11), sme tendra qQue, por ejemplo

<> = |—| =o (20)
da)v

en el caso particular para el cudl |7>=9. Dicho de otra forma,
| 7520 implica <T|T> = . Lo mismo sera cierto para |-P>, | vy
|S>. Para ver que esto ea as’/, en el camo de |T>, sea la ecuaci'n
de Gibbs-Duhem

due = -adT + vdP (2L)

para el sistema simple de una sola fase y un solo componente. Se
sabe que en este caso existen dos variables intensivas gue pueden
variar independientemente una de la otra, es decir, el saistema
pose dos grados de libertad. S1 se tuviera dT = &, entonces 1la
ecuacion gquadaria reducida a

die = vdP (22)

¥y entonces se tendria un asolo grado de libertad, es decir una
sola variable libre de variacién independiente. Ahorsa,
considérese Jacobiano

2 AP -rmp, + BT,

4 (8,v) : (23)

(los subindice denotan derivacidén parcial). Si solo existe una
variable independiente, en este casc -P, segin (22), entonces el
Jacobiano (23) debe ser jgual a cero, ya gque eate hecho implica
la dependencla de T y -P entre sf. Sin embrgo, 8i el Jacobiasno
referrido 28 distinto de cero, ello implica en este casoc la

independencia entre si de las variseshbles T y -P, y la consecuente
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exlstencia de dos variables independientes. como lo expresa 1la
ec. (22). Pero para que el Jacoblano 8ea cero, existen dos
poslbilidades, una es que, siendo

-T P + PBT = @ (24)
8e tenga que
T'_/Tv =P /P (25)
Ahora, como se ha supussto que dT = @,
dl = T ds + T dv =19 (28)
¥ entonces
T;/Tv = - dvsds (27)

lo cuil, sustituido en (25), da

- dv/ds = P /P (28)
[ v
que es
Pda + Pdv = @ (29)
= w
o lo que es lo mismo
dpP = & (390}

contrario a la supoeici®n hecha en un principio de que dP no era
igual a cero, lo cual se establecid en (22). La otra posibilidad
para que el Jacobiano (23) eea cero, es que tanto T; <Omo Tv sean
cero también, lo cual confirma la afirmacién. Aungue el argumento
golo conaideré a dT, el mismo  puede usarse para lss otras

S0



variables.

En lae secciones sigulentes se analizan algunas de lae
aplicaciones del métcodo vectorial, utilizande para ello las
propiedades geometricas del espacio Euclideo ﬁg.

2. BASES EN EL ESPAC1O mz

En esta seccidn se abordaran algunas cuestiones referentes s
los papeles de las variables s y v y T v P como vectores base del
espacio ﬂg.

Ahora, dentro del marco geométrico, tanto a T como a P see
les denominara “variables de campo”. Con respecto a 1a
nomenclatura establecida en la secci¢n anterior, es necesario
hacer la siguiente aclaracion, sl se invierten los papeles de las
variables s y v con los de las varlables T v P, de forma tal que
siendo ahora T y P las variables independientes y 8 y v las
variables dependientes, entonces T y P serian las variables
conjugadas. Por otro lado, T y 8 eeguiran siendo variables
complementarias, lo mismo que P y v . Hecha la aclaracidn
correspondiente, se pasari a la consideracidn de las basem en el
esmspaclo ﬂg.

De las ecs.(18) y (17)
[T> = A, |8 + u | (31
|-P> = X, |8 + p | V> (32)
si

A, - Mh > %) (33

b= 1



pueden obtenerse expresiones vectorisles para |5> ¥ |V>

| 5>

H

AAD + pc|-P> (34)

| >

it

NI TR B2 (35)

de este modo, shors se pueden conaiderar a los vectores |I> ¥y
|-P> como vectores base del espacio R,, y de las relaciones (34
¥y (35) considerar a |S> y | V> como vectores de otra base. Notese
entonces que las definiciones dadas por .las expresiones (1),
(11) ¥ {12) de la seccién anterior , se hicieron considerandoc &
|S> vy | ¥» como los vectores de 1la base del espaclo vectorial
termodinimico, aun e&in mencicnarlo.

Las ecB. (34) y (35) definen el conjunto de derivadas

parclales
[-f: ] -] av
had I [ z (36)
aT)-r aP)r OT -r avir

Estas pueden interpretarse a la luz de la definicicn dada en (1l1)

y (12), como los productos vectoriales respectivos, en eete caso

para las variables s y v
<5|8>, <8, <V y <V|© (3N

En este otro .conjunto de productos vectorlales, T es la
complementaria de s, y P 1la complementaria de wv.

Ahora, una cuestion importante es ver como se relaclonan
ambas basee en el sentido del producto escalar. Atendiendo a las
relaciones de complementareidad, los productos escalares entre
loe vectores de una bage y los de la otra son:

S



v av
<Vl = |—] =eo <¥l-P = |—|] =1 (38)
as)v 8

Los conjuntos (11), (12), (37 y (38) permiten sahora
calcular todos los productoe escalares posibles entre cualeequier
par de vectores de entre las dos basea.

3. ANGULOS Y LONGITUDES

Una vez definido el producto escalar, la medici®n de
longitudes y angulos se puede hacer directamente de las

expreslionesa
|Aa] = <4|a>*"® (39)
¥
<A| B>
cos 8 = (49
AR
|4l 18]

Entonces, directamente de (39), para el conjunto |s> y |v>

| 5] = <5} (41)

1-2

v = <t (42)

¥y para el conjunto |[I> y |-P>

ITI <T!D‘/2 (43)

t

=3




|-P| = <-P|-P>*"* (44)

v de (49)

<5} ¥
cos 8 = "= cos 8 (45)
s v ve
<T|-P>
cos B = ———  — = cos @_
T |-P " (48

En la seccién sliguiente se verid que sl producto escalar, tal
como se ha definido. esti directamente relacionado con magnitudes
termodinimicas del sistema, tales como compresibilidades,
capacidades calorificas y médulo de dilatacidén volumetrica. De
sste modo, el producto eascalar adqguiere un elgnificado filsico
preciso, y por lo tanto también la longitud de los vectores y el
angulo entre ellos, lo cuil es el proposite fundamental de 1la
representacisn geométrica. Ael es entonces, gue se establece la
relacién entre Termodinamica y Geometria.

Con las ideas desarrolladas hasta aqui, se procedera ahora a
hacer las aplicaclcones de método vectorial.

4. LOS PRODUCTOS ESCALARES BASICOS

Para un sistema de un 8o0lc componente y una sola fase,
existen dos variables intensivas independientes, es decir. el
alstema pceeé dom gradcs de libertad. Este ntimero de .grados de
litertad puede determinarse directemente de la regls de las fases
de Gibts Eata regla sfirma qQue el numero da gradee de libertad
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de un sistema es
r=c-v +2 (47

donde c¢ es el ntmero de componentes gquimicos del saistema (en
moles) y v es8 el numero de fases del mismo.

Dado que el sistema en cuestidn tiene dos grades de
libertad, entonces este se asccia a un eapaclo vectorial
bidimensional, esto es, al espacioc vectorial lh.

A partir de la funcién potencial
u=u(e,v) (48)

las funciones de campo generadas son

ou
=1— (49)
s

v

-P=|— ({59)

la temperatura T y la presion -P respectivamente.

Ccn el fin de construlr los productos escalares basicos para
este sistema, es necesario conalderar algunas propiedades
termodivAmicas importantes. Eestas san: las capacidades

T
ajiabatica x_, el coeficiente de dilatscien volumetrica 3 vy,
aungite mencs  conocide pero  tambien Gtil, el cceflclente de

calcrifican c, vy cp, ia2 compresibilidades lectérmica = vy
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variacion de calor a volumen constante Fv. Estas cantidades,

llamadas funciones de respuesta, estan definidae del modo
alguiente:
B ’aa‘ aa
a) e =T|— b} ¢, =T
aT v oT|,
av) av
c) x_=(-1/v)|— d) x_=(-1/v)|—
T ap s ap (51)
g J T [ 3
v da
e) B=(1l/v)|— £) Fv= -
o1/, . op|,

Con eestas cantidades, es posible ya éastablecer los productos
escalares basicos del sistema. Easto se hace con ayuda de los

conjuntos (11), (12) (37) v (38). Ael, por ejemplo, s1 ee qulere
evaluar el producto

<7\ > (52)

entonces, la complementaria de T serd 8. Por leo tanto, utllizando
la primera de las expresionee (11}, se tiene gque

<T| P>=(27/08) (53)
Ahora, de las ecs. (51) se encuentra que

(87/98) =T/c, (54)

con lo cual se obtiene firnalmente

1=



<T| I>=T/c, (55)

Del mismo modo entonces, pusden obtenerse todos los productos
poelbles entre las diferentes funciones de campo y las variables
extensivas. Los calculos se efectdan en el apéndice que ee
encuentra al final de esta tesis. Aqul @adlo ee presentan los
resultados en la siguiente tabla

| 7> |-P> ls> | »
| 7> Tre, -T/T, 1 )
j-2| -T/m, L/Vx @ 1
| 5> 1 ) e /T VB
| ] 1 vi3 v

Tebla 1. Productos escalares bAsicos.

Ahora, de acuerdo al Algebra lineal, puede establecerse la matriz

Grammiana
<T{T> <T|-P>
¥ = (56)
<-P| > <-P|-5>
La cual es la matriz Grammiana de la bage |T>, |-FP>», y cuya

inversa § ' sera la Grammiana de la base |$, |¥>

<5|5> <5
¥ = (57)
<S> <V

usandc la tabla de los productos escalares basicos
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T/c -T/T
v

. F =
~T/Fv l/vx‘
b4
g = cp/T vi?
vi3 R

T

81 se invierte la matriz $°, se obtiene

(¥° ) =%=G
-vf? c /T

donde G es. el determinante de la matriz ¥, ea decir,

(58)

(59

(68}

G=det|¥].

Comparando término a t4¢rmino con los elementoe de la matriz (58),

se obtienen las ecuacliones

de las cuales se siguen las ldentidades
o ox =ﬂrv=c’x.=T/vG

v T

que también seran Gtiles posteriormente.

=1 -]

(61)

(62)



5. EYALUACION DE DERIVADAS

Hasta aqui se han establecidoc va los elementos principales
para el estudio de un eistema homogénec y con una sola fase
presente. En base a la seis propledades fundamentmles (51), ae
han encontrado loe productoa escalares que relacionan a las
funciones de campo T v -P con las variables extensivas s y V.
Estoa productos escalares se han reconocido como los productos
secalares basicos del esistema, segdn loe conjuntos (11), (12),
(37) v (38). En esta parte se hara uso de elloe en la evaluacidn
de derivadas de interée para el sistema en cuestion.

Segtn lo antes dicho. el problema a resolver es evaluar una
clerta derivada termodinamica

ax
o= |- (83)
' aYz
donds X, Y y Z son determinadas variables de estado. Para el caso
en que r=2 ee tienen dos funciones de campo, T ¥y -P y dos
funcionee conjugadas 8 y v. Se identificaran las variables
complementarias por medio de una barra encima; asi

T=8a b —P=v

Por otre lado, es facil notar el caricter mutuo de la
complementareidad de variables, el cuil tiene como consecuencia
directa que, por edemplo

(T)=T (64)
Ahora, para las funclonea T y -P se puede introducir una notacion

comoda y Gtil, como medio de identificacién dnicamente: el
simbolo ~ denotarid a las variables consideradas conjugadas, de
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modo gque

-P=T y T=-P (65)

igualmente, para las varisbles conjugadas s y v:

s =V y vV = (66)

De este modo, el conjunto (38), puede escribirse para
cualquier variable Z como

<Z| »>=1 (67)

<2| 2>=0 (88)

Con esta notacién se tiene la siguiente relecién para las
funciones de campo v las varlables extensivas:

z z z 2
T § -P V
P V T S
s T VvV -P

Tabla 2. Relaci®n entre las funciones de campo Yy las variables

extenslives del eiestema. en términos de wvarisbles conjugadas vy
complementariag.



Se puede ahora proceder a encontrar la forma de
cualquier derivada. Esto es posible ya que la matriz Grammiana vy
su inversa contienen toda la informacidén acerca de los productos
escalares posibles entre los cuatro vectores |S>, |, | vy
|-P>. Entonces, cualquier derivada puede calcularse en términos
de las sele cantidades (51) y aun reducirse en términos de eolo
tres, dada la dependencia que exista entre ellas lec.(62)).

Para calcular la derivada (63), es8 necesario conslderar
como primer paso la expresidn

dZ=rdx+ndy (6D

a partir de la cual la derivada buscada es

ax M
D=|—=-"- (7@
aY A

La representacidn geométrica de la ec.(69) es
| 2528 | o] P> (71)

de modo que el cilculo de la derilvada P es equivalente al calculo
geometrico de A ¥y u. A continuacidén se exponen las formas en que
esto puede hacersae

~

&) Puede elegirse un vector I-Z> v, por las relaciones de (67) ¥y

(68) al hacerse el producto<Z|Z> se obtiene

-~ -~

@=A<X| Zu<y]| 2> (72)

de donde la derivada hLuscada es

o1 .



(73)
z <!1E>

b) 51 no es posible encontrar un vector |2> adecuado, la

evaluacitn puede hacerse eligiendo vectores |X e |Y> vy
haciendo los productos para uno y otro

~ ~

<}|Z>=h(6)+p€}|Y> (74

- -~

<¥] Z>A<Y] Xo+14(0) (75)

¥ la derivada en este caso es

~ -~

ax <X| Yo<X| 2>
| = -/ (76)

-~ ~

| _
<Y}l X><Y] 2>

c) En el caso en que Z pueda representarse como combineclion
lineal de X e Y, es posible elegir & esta variebles en forma

arbitraria como conljugadasa, es decir

¥=Y e ¥=X 17

&% <?|Z>
—| = (78)

lz x|



Sin embargo, en esta forma de evaluar la derivada 2D es
necesarlo definir especi ficamente las variables conjugadas X e ¥
de scuerdo a la eleccién hecha para los campos elegidos en (66)
d} La forma mag general de obtener la derivada O = -p/A a partir
de la ec.({71) es la siguiente: se eligen dos vectoreas |A> ¥ | B>
cualesquiera, correspondientas a las variables termodinamicas A ¥
B, v se forman los productos

<A| 2>=x <] Xo+2<A} ¥> (79

<B| YoA<B| Xo+u<B| > (8e)

que .resolviéndose para A ¥y u dan

-1
a] [t <alp) <4l

= (81}
u| t<BlX> <B|Y> <B| 2>
con la unica condlicién de que
<A| X><B| Y>-<A| Y><B| X>=0 (B2)

y entonces la derivada buscada ea

X <X| A><B| 2>-<X| B><A| 2>
— = (83)
oY |, <Y|A><B|Z>-<Y|B<A| 2>

3



Ahora se mostrara como pueden usarse estos resulados para
calcular algunas derivadas de inter¢s. Estas se han tomado de los
problemas propuestos por Zemsnsky en el capitulo dedicado a

aistemas homogéneos A

P
a’) =1 ., Esta derivads se puede evaluar directamente usando la
aT

ec.(73), haciendo X=P, Y=T y 2Z=g e identificando variables
complementariae y conjugadas segin la Tabla 2. De modo que

ap <-p| 5>
ot| ~
8 <T| 5
<-P|-P>
<T|-P>
1 1
= - ¢ {84)
vxﬁ -T/rv
teniendo en cuenta la igualdad (62) I‘v/x.=Cv/ﬂ y ordenando
términos, se obtlene
ap Ce
-] = (85)
aT vi3T

‘Véase Zemansky (1973), Cap. 11.



av

b°)y|—™| . La evaluacidn de esta derivada se hari por medlo de la
T

B
ec. (78). Aunque ee puede resclver del mismo modo que la derivada

anterior, es decir por medio de la ec. (73}, de este otro modo se
mueetre otra posibilidad de solucién. Eligiendo |X>=1|-P> vy
| »=| T>. entonces

~ ~

ov <V D><V| & <V |V><T| S
ot|, A <T| T><V| 5>
<T| V><T| 5>
V!T(l) c %,
= o ———— = - (86>
(T/cv)vﬁ ™
ar
¢’) Coeficiente de Joule~-Thomson |[— .En este caso se tiene que
ap "
como
dH=Tda+vdP (87)

el vector |fA> asociado a H es combinacién lineal de loa vectores
D>y |®>

| H>=T| S>-V|-P> (88)
&
Entonces, el se eiigen a V y -P comc +variables complementarias,
el coeficlente de Jcule-Themsern pueds avaluarse en forma
apropilada por medlo de la eac.(78)



at| <-Pl&>  <VE>  T<V|S>-V<V|-P>

ap|, <TIH> <S|H> T<S| $>-V<S|-P>

T(v)-v(1) v

z ———— = —— (T3-1) (89
T(cP/T)—v(O) c
P
a7
d") Coeficiente de Joule n = |—| .Agui tambieén es facil ver que
av
u

es aplicable el método general (ec. 83). Entonces, se puede
hacer la eleccién A=T y B=-P, gegin lo indicado en esa seccl'n.
Ahora blen, como:

du=Tds-PdV {89)

el vector |U» asociado .a u es .una combinacidn lineal de 1los
vectores |5 y |W>

| >=T| S>-P} I» (91)

con esto, el calculo de la derivada c¢onduce, de. acuerde a la

ec.(83), a la expresion

oT <T| T><-P} (b+< T|-P><T| U>

- = (92}
vl <V D><-Pl+<V|-P<T| >
el cilculo de los productos <-P|s y <THU> da
<= P| Us=T<-P| S>+P<P| V>=T(@)+P(1)=P (93)



<T| U>=T<T| 5>-P<P| V>=T(1)-P(@)=T (94)

suetituyendo estos resultados en (92) ¥ haciendo los demas
productos, queda

o) (TP/C)=(T°/T )

= (95)
v T

Usando la igualdad Fv/x.=ev/ﬁ y rearreglando términos, se obtiene
finalmente

P "
cv cv"‘l'
esto es
aT 1 §¥E]
-] = - — - P (96)
av c x
u v r

6. CAMBIO DE BASE

Hasta shora, toda la .formulacién del métode vectorlal he
mide hecha dentro del marcoe de la “representacién de la energia”,
en la cual se asocia al sistema termodinidmico en cuestidn,
ecuacidon de la forma

una

u = uis,v) (97)

donde s y v son lae varlables extenalvaa. La funcidn w  puede
derivarse, obtenlendcose las "varisbles de cempo” T y -P



=T y =P=|TT (98)

En esta representacién de la energla, de hecho, las variables que
pueden controlarse, o que son variables. independlientes, son 8 ¥y
v, ¥ las variables que responden a cambios de estas, o0 que son
varisbles dependientes, son T y -P; ee decir, en esta
representacion pueden medirse lae derivadas

aT aT a2(-P) a(-P)
-1 -1 . > ¥
as da T dg

b4 -] v k-]

sin embargo ique pasa con derlvadas como (28/0T) wu otras en las
cuales se cambie el papel .de las varilables extenalvas y lae
variables de campo?. El método vectorial permite resolver eate
tipo de problemas por medio de un cambic de base.

Dentro del marco geométrico puede considerarse a& |S> vy |
como los "vectorea base” de la descripcién. Ahora bien, c¢on la
definicion del producto escalar es posible encontrar cierto tipo
de derivadas. Si ee hace la elecclén de una nueva base, puede
encontrarse una transformacion que permita & la vez encontrar
nuevos productos escalares, ¥ que finalmente permita también
encontrar derivadas que en la base anterior tal vez no .eea
posible hacerlo.

Para poder ver como se pueden efectuar estos cambios de base ‘
y apartir de estos obtener informacién sobre otras derivadas
parciales se procederd del modo sigulente. A partir de lae ‘
diferencliales de las funciones



T = T(s,v) ¥ P = P(s,v) (99)

que. son

()Y ap
daT = [:r] dse + [‘_ dv, apP = [—] ds + [_ dv {100}
ds)v vis o8 )v V)]s

la cuales, an la eecci®n 1 , fueron identificadas como los
productos escalares

<?|T>, <T|-P>, <-P|T> y <-P|-P> (101)

.de modo gque las ecs. (199) pueden escribirse, en forma vectorial,
come

|T> = <T|T>| 5> + <T|-P>|W> (102)

|-P> = <-P|T>| S + <-P|-P>| > (103)

¢, en forma matricial

| D> <T|>  <T|-P> | &>
(104)

|-P> <-P|T> <-P|-P | v

Por lo tanto, de aqul se observa que la matriz que relasciona
a los vectores |T> y {-P> con |S> y |V> es la matriz .Grammiana
definida en la expresidén (56).

Como det? = 9, segan.(61), esta se puede Invertir pars
obtener & |S> y |-P> en términoe de |T> y |-P>. Pero §' es 1la
ec. {57), por lo tanto, se tiene que



| 5> <5ls> <S|» | >
(105)

| v s> <V | -P>

De modo que esta inversi®n puede Interpretarse como el
cambio de base, de la original |S>, |[» a la nueva basa base |T>,
|-P>.

Con este resultado, puede procederce ahora a encontrar otras
derivadas, conaiderando un nuevo conjunto de vectores base y
efectuando la transformacion necesaria.

Ahora, es posible usar las ecuaciones matriciales (104) ¥y
{195) para encontrar bases diferentes. Una eleccitn adecuada
podria ser tomar a |-P> y | > como vectorea de la nueva base, ya
que .experimentalmente es posible que sea mas faclil controlar a
estas dos variables. Por lo tanto, la transformaclon debe ser de
1a forma

= (106}

en donde la matriz # contiene las derivada que ee estin buscando
v constituye de hecho la Grammiana de. la nueva base. La ec. {1e6)
se ha escrito utillizando. la notacion:

| +5S, [>T, |V, |-P»-P (107)

notacidén que ge mantendrd durante todo este apartado con el fin
de simplificar la eecritura.
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Para encontrar & es necesario conocer la relacién entre las

funciones de campo v las variables extensivas origineles.

= (1e8)

donde, también pars simplificar, los elementos de $ ' se han

identificado por las letras a, b y ¢. De este modo a:CP/T, b=Vt vy
C=1/VnT. De la anterior ecuacisdn matricial se tiene que
=aT+B(-P) (109)

V=bT+c(-P) (119)

resolviendo estas ecuaciones para S y T en términce de V y -P, se
tiene

s=(a/b)v+[b‘—ac>/b]<-9) (111)
T=(1/bW-(c/b)(-P} (112)
o en forma matricial

5 a’b bz—ac/b v

= (113)
T 1/ -o/b -p

de donde, la nueva matriz Grammliana es

a/b b -ac/b
§ =w= (114)
/b -c/b
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por lo tanto. los nuevos productos escalares para la nueva matriz
Grammiana ¥ ° seran

as a Ca/T
<S|s=l—] =~ = (115
a b B
P
2z
as b2 -ac v —(CP/T)(J./VNT)
<§| o=|—1 = = (118)
ap b v
v
aT 1 1
<T|&=—| =— = — (117>
LAK PR Ve
a7 e (l/V))t_r
v <Ti b: — = e e g (118)
oP|, b Vi

51 ahora ee desea tener a |T> y | > como vectores base, otra
vez de las ecs.(109) y (110) se tiene gque

S=[(ac-b2)/c]T+(b/c w (119
~P=(-b/e)T+(1/c)V (120)

que en forma matricial queda como

TZ



s ac-b® brellT

= (121)
-P| -bse  i/c||V
¥ entonces ahora
ac-b® brsc
5 == (1221
-bsc  1l/c

Nuevamente, loe productaos escalares obtenidos de la matriz ¥' son

a3 2 Ce
<§|s>=]—] = ac-b* =" - v (123)
o1

S (124)
oy c .1/Vu'
ap b va
(-—PI S»>=]— = - - = - (125)
aT v c 1/
ap 1
<-P|-Po=]—| = - = U= (128)

73



7. RELACIONES ENTRE FUNCIONES DE RESPUESTA.

En la representaci®n geométrica, las propledades del
espaclo m¢trico también son Gtiles en el estudio del sistema
termodinimico en cuesti®n. Les desigualdades de Schwartz y Bessel
rermiten encontrar algnas relaciones entre las funcicnes de
respuesta del pistema, consistentes en clertas desigualdades
& lgualdades.

En base a la desigualdad se Schwartz
<A| B® £ <A| o><B| B> (127)

donde |A> y |B> son dos vectores cualesquiera, se pueden obtener
laes sigulentes desigusldades

a) Con |[T> y |=-P>:

<P|-P> £ <T| I><-P|-P> (128)
T 1
T s — —
C vx
v =
1 1
& £ —_— {129)
r? c Ve T
v v a

b) Con |T> ¥ |S>:

<7 5% 5 <T| D><s| S (130)

ve



1s ——
c, T
CP
& 15— (131)
(2]
v
¢) Con |-P> y | I>
<-P|B* £ <-P|-P> (132)
1
1 £ — vx
Ve
]
T
O 15— {133)
X
-]
d) Con |S> ¥ |
<S| B* = <SSV > (134)
2 CP
vﬁz £ oy

3



0
)

2 T
& f = (135)
Tv
La desigualdad de Bessel
<Ala> =z ) <u |’ (136)
L

i

se hace igualdad en el caso de que los |u>, que eson vectores
ortonormales, generen el espacio vectorial en cuesticn. Es facil
ver .de la tabla de los productos escalares bapicos, que |T> y |V
vy |-P> ¥ | V> son ortogonales entre el. Por 1lo tanto .aclo es
.necesario normallizarlos para proceder a utilizar la desigualdad
de Bessel. (Hay que tener pressante que de a&acusrdo a los
resultados obtenidos en la seccidn anterior, es posible elegir
cualquier par de variables como base del espacio vectorial de la
representacién termodinimica)

Si ee usan primero |T> y |V como vectores base, para
normalizarlos se hace

| > | v
|t>=:;q;;:j; v 1v>=:;[;;:;; (137)
gue queda
! i I |2
LD e v wWwo—— (138)
(T/Cv)i/: (vxr)!./z

entonces, hactendo |S>=|4> en la desigualdad de Bessel. ec.(127).
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y |ty |v los |u>

<S| S = <t} S +<v] S° (139)
c i 1
r z 2
— = <T| " + — <¥|
T Tre, v

efectuando loe productos restantes y reduciendo términos

e, = ¢ + (140)
F
T
.Ahora, eligiendo a |-P>=|4>
<-P|-P> = <t|-P>" + <v|-P>" (141)
1 b1 1
T = <Tj-B%+ — <v|-P>*
vr_ T/cv v
quedando finalmente
1 ve T 1
v
_— POl {142}
2 r 3
= v T

St shora me eligen a |-P> vy & |5 como los vectores base, al

normalizarlos .se obtiene



|-po=

|-P>

1/Z 7.
(1/Vx_)

entonces, haciendo |¥»=|4>

.de donde

¥

o=

| &>

- 1/2
(c'/T)

<Vl = <-p| B* + <a| »?

x =
vr

v <-P|B* + (Trc,)<5]| w?

- Finalmenete, haciendo |I>=|4>

obteniéndose

<T|T> = <-p|* + <s| D"

T

Cy

T

vie <-P| 5% + — <5| °
=

Cs

(143)

(144)

(145}

(146)

(147)



8. REPRESENTACION GRAFICA DE LOS VECTORES DE mz.

Con la representacion geométrica establecida, es poalble
explorar slgunas propiedades de loe vectores termodinimicos por
medio de diagramas vectoriales, utilizando para ello la
representacién tradicional de los vectores como segmentos
dirigidos. De este modo, para cada estado de equilibrio, se podra
representar en un diagrama a los vectores correspondlentes a las
variables tanto extensivas como las de campo. Como se menclonc en
un principio, se espera que eon la representaclédn geométrica
objetos tales como Angulos, distancias y longitudes tengan un
silgnificado fisico. Por lo tanto, al hsacer un diagrama que
contenga a los vectores |T> y |-P>, asl como a loe vectores |S> v
| ¥> debera eer poeible deducir propiedades del sistema de estos a
partir de la interpretacidén de tales diagramas.

Primeroc es necesario ver que caracteristicas tendrin tales
diagramas vectoriales. En el caso del sistema simple del cual se
estd tratando, se tiene que la dimensién del espacio vectorial
asoclado es r=2, de modo gue todos los vectores que surjan de la
represaentaclidn geométrica, se encontrardn en un espacio
bidimensicnal, esto. es, en un plano. También se ha hecho menclon
de que tanto los vectores asoclados a las variables de campo como
los vectores asociados a las varlables extensivas en general no
son ortogonales entre sl respectivamente. Es facil ver,
utilizando la tabla de productos basico de la seccién 4 de este
capitulo, que tanto |S> y | V> como }|-P> v {T> no son ortogonales
entre 8! (ya que su producto escaler no es cero). Entoncee, por
ejomplo, & un cierto estado de equilibrio cualquiera, pudiera
correeponderle un diagrama vectorial como el de la figura 1. Lo
que también es importante notar, es que |V y |y |-P> y |&
slempre seran ortogonales entre ei (lo cual puede verse otra vez
de la citada Tabla 1 .de.la secclon 4).

0

ESTA TESIS W9 WEE
SALR DE (A oiRLAIEQM



I -P >

lv >

Flg. 1. Loe vectores |S>, |¥»>, |-P v |D>.

A partir de la definici®n general de la longitud de

vector
ja] = <AIA>VZ

se tiene que

|-P|= —— |Sl=(e, /"""
"= (148)
GBS | T|=(Tre "

1)



Tambien, usando la conocida relacidén

<A|B>
cog @ =—
AB
jal |B]
v en base a los productos escalares basicos (Tabla 1 ) ¥ las

ecs.

diferentes vectores son

172

1,2
ﬁTsz

=] =-
cos ©___

®
T

(148), se encuentra que. los cogsenos de loa angulos entre los

tr2

Tv
cos 9v3=ﬁ
o
P T
(149

172
c\l
cosB Bsr= —_
Cp

Con esta informaci®dn puede procederse ahora a examinar el
aspecto de los vectores .segin el estado de equilibrio en cuestidn
y a dar una interpretacicn fisica al dlagrama vectorial.

Se puede empazar el anilisis partiendo de la posicidén en la

cual coinciden. los vectorea |T> y [S> ¥

posicidn entonces,
. coaenos. de . los .Angulos

se obtienen loe sigulentes valores

> ¥y |-P>. En esta

para los



12 172

x_ v
cos B_Pv: = 1 cos Bvs':!? = @
o oM
T P T
. (159)
1/2 172
v Te]
= - v -
cos €_, =- =0 cos 8_ = __ =1
* Cp
T
De los cosenos de .los Aangulos BST v B_PV puede verse
inmedisatamente que
c, = ¢, (151)
¥ que
x, = x (152)
esto es: .tanto las capacldades calorificas como las

comprenibilidades son igualese entre si.

Respecto a loe resultados que muestran los cosenos de los

angulos & y 8__ ., para interpretarse, puede pensarse primero

Vs
que tanto T como V no son cerc. Ademas, segin los .resultados
previos, tanto C' como % son finitos v distintos de cerc. Por lo

tanto, la tnica posibilidad ea que
7 =0 (153)
Para determinar las longitudes relativas entre los vectores ‘
|-P> y {V¥» ¥y |S> y |T> .se hard uso de las ecs. (148) y de los

resultados (151) y (152) del modo siguiente: ain perder {
generalidad, puede suponerse que tanto v como »_ y ¥, SOm mayores |

az



que I . (Que x_ y %
sustancias). Con tales hipdtesis, se tlene que

pean mayores que 1 se cumple para diversas

(vnr)
& (154)

1 1,2
< Vx_r)

172
(vxr)

de esta desigualdad vy en virtud de (148) y (152) se llega a que
|-P <V (155)

Ests comparacidn es valida, ya que se trata de 1la longitud de
vectores, esto es, de nimerocs.

Usande el miemc tipo de razonamiento, puede ahora
determinarse el tamafio relativo de los vectores |I> y {S. Sin
embargo, agul deben considerarse doe posibilidades

c,/T > 1 (156)
&

cP/T <1 (157)
dependiendo de gque c, 9ea mayor © menor que T, respectivamente

Si cP/T es mayor que 1, . entonces

Véase Zemsnsky (1973), Cap. 11.



¥ por lo tanto

1 1
(c'/T)"z > =

1/2 L g
(c,/T) (c,/T)

{ La igualdad se sigue de (151)] . Por medic de laa definicicnes de
las longitudes de los vectores |S> y |T>, ecs. (149), se concluye
que

1sl > {7 (158)

En el segundo caso, cuando cr/T €8 menor que 1l

c /T 1
r <
12 1”72
(cl_/T) (cP/T)

1 1
(e, /T¥"* < . =

32
(c,./T) (c /Ty

272
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de donde
sl < |7 (159)

Con estos resultados, los disgramans poslbles para los
vectores termodinamicoa son los sigulentes

|-P>

IT> Is>

Fig. 2. Los vectores |S>, |T>, |-P> y |V para el ceso c_ > T.

o>



| —P >

I's> IT>
> >

Fig. 3. Los vectores |S>, |T>, |-P> y |V> para el caso c, < T.

Respecto al tamaMo relativo entre los vectores |[-P> vy |I> ¥
|-P> y |5 vy entre los vectores |y [> y [V vy |[|S3> no es
poeible establecer alguna relacidn gque permita hacer una.
comparacién entre ellos, ya que no hay informacién que permita
hacerlo como en el caso de loa vectores |-P>y |y |{I> y |S,
en cuyo caso.tal informacién la proveian loe resultados (151) ¥y
(152). Sin embargo, esto no representa un huesco demasido profundo
en el analiels, va que solo .resta algo de precieidn a los-
diagramaa vectoriales, pero .la informacidn fisica que se requliere
para interpretarloe si es auficiente.

Para saber como ee comportan los vectores conforme los
angulos camhian, ..ahora .se considera una .poeicidn .posterior,
determinada por. un giroc de 9¢° entre los vectores |& y |T> vy
|-P> v |». Dada la posicidén relativa que ocupan ahora los

as



vectores, los cosenos de los anguloe son

172 1,2
% Tv
cos B_Pv= - = 9 cos Bvs=ﬁ =1

* c_%x

T P T

(16@)
172 172
f3Tva c,
coe &8_ =- =1 cos 6_ = =0

c

x P

.Da las expresiones para cos BST ¥y cos B_Fv queda claro que
c /¢ =0 (161
v r
¥ que
x_/x = ") (162)

Como e, ¥ %, no son cero en general, pruede entonces concluirase

que ambas son infinitas, esto es

¢+ o {163
¥y también

x_ o+ @ (164

Del resultado

Véase Zemansky (1973), Cep. 11.
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172

se tiene gque

7= (165)
Tv

Ya que de tanto ¢, como de x, ee afirma que eson infinitas, se

esperaria que ﬂz ¥ por lo tanto también 2 lo fuera. Esto puede

verse mas claro a partir de la expresién para coe € __ .. Como
b Vo 4
fiTvx
= =1
»

entonces resulta gue

ATvae_/x_ = 1 (166)
de donde, despejande 3
1
g = (167)
Tv(xs/n,)
. eomo (xs/xt) tiende & cero conforme s_rv tiende & los g0° [ por

ec., (162)} . B por lo tanto tiende a intinlto, como ee esperaba.

-]



En cuanto al tamafio relativo de 1los vectores, ocurre que
indevendientemente de cual hava sido este en la pesicidn
anterior. va que tanto C, como # tienden a infinito en la
posicidn sctual. los vectores | vy |S> quedan indefinidos,

mientras que {I> v |-F>. al depender de ¢, vy »_. que Permanecen

=
finitos. son los Gnicos vectores bilen defindos. En base a estas
conslderaciones. la representacién grafica de los vectores toma

la siguiente forma

i-P>
iv> s>
D —>
Fig. 4. Diagrama vectorial para cuando |-F> v |I> forman un

angulo de @° vy | » v | 5 uno de 180°.

ap



Dado el caracter periddico de la funcidn coseeno, el
comportamiento de los parametros (3, .. 2. C, ¥ c  ese repite
para angulos de 90° y 180° entre los vectores |-P> y |S y de
270°% y 3607 entre | ¥ |i‘>. Lo mismo sucede con el tamafio
relativo de loes vectores. De acuerdoc con esto, el dlagrama
vectorlal para el primer caso es

a)

Al-P>




b}

Al-ps>

Yiv>

Fig. 5. Diagrama vectorial para el caso en el que los vectores
|-P> y |5> forman un angulo de 90° y los vectores |W y |T> uno
de 276°. a) caeo en el que |5> es mayor gue |T>. b) caso en el
que |S> es.menor que |I>.

en el cual se consideran los casos en que {5| > |T{ ¥ |S] < |T}.
Ademas, nuevamente

v 4
x_ = x
= T
¥y 5 =@

, Para. el segundo caso, .el diagrama correspondiente es



A [-P>

> >
ls> lv>

YIT>

Fig. €. Diagrama.vectorial para el cazmoc en el que los vectores
|=-P> .y |S> forman un angulo. de 180° y loas vectores > ¥ |T> uno
de 360°.

_con lose resultados de que tanto. |S> como |V» se hacen ..infinitos
al hacerlo también ¢, =y f.

De emste modo, hasta aguli se han obtenido los resultadeoe mae
sohregalient e s de 1l a representacion  grafica de los vectores
termodinamicos.



VI. GENERALIZACION DEL METODO VECTORIAL

Ahora aque se ha visto la forma de construir el metodo
vectorlal en el caso particular de un sistema simple. puede
procederge a8 hacer la generalizacién a un eistema con un numeroc
cualquiera de variablee extensivas .El propdsito de poner aste
capitulo en este lugar es el de presentar el métode tal y como ha
esido formulado por Weinhold. Sin embargo, con la exposicidn hecha
en el capltulo anterior, el ‘lector encontrard uns ayuda para
poder hecer una medor apreciacion de &1,

1. BASES PARA LA GENERALIZACION
A. La Termodinamica para un Sistema General.

Un sistema termodinimico puede ser caracterizado por un
nimero determinado de variables, r+l, dado por la regla de las
fases de Gibbs. Entonces, en la "representacidn de energla” sae
asocla con el sistema una ecuacidn fundamental de la tforma

U= U(X:, Y xr.xm) (L)
donde U es la energia interna del sistema, la cual s8e express
como funcidén de las X.l varlables extensivas de estado.

Como U es una funcién homogénea de ler. grado, es posible

multiplicar tanto a U como a las variables extensivas por 1/X}ﬂ

U/K,,, = WX /X,

r+i

LA /K1)

PRI r el

¥y escribir



u = U/J'{Hl = u()-:‘.xz ..... x ) (2)
donde x‘=}(t/1'(l_ﬂ .

fundamental es la gque permite apllcar los criterios de
estabillidad vistoe en el capttulo IV, de ahl su importancia.

.....x%zxrfx?+ . Esta forma de la ecuacién

La funci¢én (2) es generalmente bastante regular como para
aplicaree a ella las operacionee comunes del cAlculo diferencilal.
Entonces (2) puede derivarse, de modo gque se pueden obtenar
sucesivamente sus derivadas parciales, a las cuales =e les da el
nombre de “"variahles de campo” R

R = dusox (3}

De modo gue entonces cada una de las variables extensivas X esta
asoclada coh una variable de campo &3 y se denominaran variables
complementarias. Al conjunto de las x se les nombra “variables
conjugadas”.

Las R generalmente también son derivables, y entonces Junto
con la condicidn de que la funcién de energia interna egta
definida v es continua (condicidén de ser ‘“regular”) en el
conjunto de los puntos del espacio termodiniamico de 1interés, ae
tiene gue la funcién u es una diferencial exacta, lo cudl se
expresa comn

oR oR.
= == 4)
% le O%|z

El subindice £ indica el punto, en el espacio de Gibbs en donde
ge evaltan las derivadss, el cual a su vez corresponde & un
estado particular de equilibrio en cuestidén. EL otro punto
importante es la obeervacidin conuerniente a estades de
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equilibric, como consecuencta del principio de existencia de
extremo. Esto es, la observacién de que la energia es minimizada
a entropla constante en un estado de equilibrio. Ahora bien, los
astados de equilibrio de interés son aquellos que 8son estables.
Esta condicién fieica de estabilidad del aistema, lleva a la
condicion matemitica para la funcidn u

=—1 >0 (5)

B. Elementos para la descripcién termodinamica

La ecuacién (2) es suficiente para hacer una descripcion
completa de un sistema termodinamico. El siguiente pasc consiate
en identificar las propiedades termodiniAmicas esenciales de la
funcién para un estado de equilibrio dado. Al hacer tal
identificacién queda establecido cuales son los elementos
necesarios a tomar en cuenta para la ‘construccidén de la
representacion geométrica.

Siguiendo las idess de Gibba, me puade sefialar la condicién
de estabilidad (5) como el criterio caracteristico para un
estado de equilibrio termodinamico. De este modo, una vez
identificado tal criterio para definir un estade de eguilibrio,
Be esti ya en posibllidad de determinar cualee deben sBer las
caracteristicae del mé¢todo de descripcidn termodinimico que ge
pretende construlir. Para ello se procede del modoe sigulente: se
observa que las condiciones (4} y (5) implican & lo mucho las
primeras derivadas de las variables de campo &_ {y
consecuventenente la segunda derivada de uw). Por lo tanto,



entonces ez adecuado restringir la atencion a aquellas
propiedades qua se refleren solo a este hecho de las funclones
%: Del mismo modo, para otras propledades usuales de interés
termodinamico (como compreesibilidades, capacidades calorificas,
etc.), es también necesario tener en cuenta 80lo aquellas
prropiedades funclonales de las variables de campo que tlenen que
ver con sus primeras derivadas. Esto significa que el espacio de
las funclones de campo, para propositos termodindmicos, tiene una
estructura mAs elmple de lo que podria suponerse.

Otrae propledadea generales de las varlables de campo se
analizaran a continuacién. Dado que las R “s son lag derivadas
de la funcidn (2), por lo tanto estas R “s tembién eon funcilones
de las xi‘e. Es decir

R =R(x, X, ---» X}, 1 =1,2,..., r (6a)
ES 1 | 3 2 T

Talea relaciones se reconocen como las ecuaciones de estado del
sistema. Puede esperarse que eata relacidén esté sujeta solo a la
condicién de independencla

(6b)

= @ en £

a(xlg Ryseoon xr)

En el caso mas general, la relacién entre las &fs y .las x ‘s

puede ser de la forma

7)

a
o
n
™
[
&



donde

oR
8. = ‘ (8)
i
% e

La ecuacidn (7) permite .formar un coeficiente vectorial a,

) (9

el cual se puede usar en forma meramente simb®lica .para denotar
el campo Ri como el campo que ee relaciona con . las x ,8 por medio
de una ecuaci®n como la (7), del modo siguilente

R, =x (10)

en.forma fnica.

Si » vy ¢ son escalares arbitrarios, es facil ver Que

dea_+pa_ = A dﬂh.+ Iy, dRa (11)
i H i 3

. Esta relaci®n es consecuencia de aplicar la notacidn definida en

{11) a la relacidn (7) ¥ simplemente expresa el caracter lineal

de la diferenclal de una.funcidn en el caso particular de las



variables de campo Ri. propiedad que sera Gti]l en la construccidan

geométrica.

C. Conclusliones

En resumen, las observaciones claves del equilibrio
termodinimico en las que debe basarse la construccién del método

vectorial son:

a) La abservacion de que. las propiedades de un sistema en
equilibric pueden ser asocladas con. derivadas. primarias
(especl ficamente, .las r independientes diferenciales de campo
Ri).de la funcién U.la cual (i) involucra solo un pequefio ¥
determinado ntmero r de variableas de campo independientes.y (11)
debe ser 1o suficientemente regular . para aplicar el calculo

diferencial comin.

b} la .observaci®n de gue la funci®n de energia . interna u

satiaface loes requisitos de ser una diferencial exacts

IR, GRj

2ile e

o) La observacisn de que. en un estado de equilibric estable,. la .
segunda derivada de u (la primera derivadade las E:B), nunca

es negativa



2. CONSTRUCCION DE UNA METRICA TERMODINAMICA

£l siguiente paso es construlr la estructura matemitica
bisica que represente adecuadamente los principlos basicos de la
termodinimica para lo cual dicha estructura debsria estar provista
de una métrica.

Primero, ss necesarlo establecer que.el requisito clave para
un espacio métrico abstracto ﬂ%,de dimensién r ea que deba ser
posible para cualquier par de vectores |R}> v |£1>, formar un

producto escalar <31| Ry> teniendo las propiedades

a’) <.1?.1|:k.’t..1 + yxk> = A(Rilxd> + p<xl|xk>

b)) <R.1‘J> - dJ].2.1>

. > _ _
c”) R AR;> 20 (= 0 e8) [®> = @

En varticular, el axioma a”) requiere que tenga sentido el formar
al vector

|Aau + pﬁk> = klxl> + p|xk> (12)

para cualesquier par de vectores |R,> y |®, > v escalares reales X
y H.

Un espaclo abetracto teniendo lse propiedades a’)-c’) es
matomiticamente isomorfo al correspondiente espacio Euclideo de r
dimensiones.

Ahora es va posible establecer 1la equivalencia de los



principlios termodinamicos al)-c) (seccien I[I.C) v los axiomas
matematicos a')-c¢’) por la asoclacidn de cada una de las

diferenciales de campo de r, con un vector de mr

i

dR, & |R > (13
1 19

Con el producto escalar definido por

IR,

18
<R |R> = (14)
17

%, g

En esta ecuacidn, X repregenta la variable extensiva
complementaria de Rj en el sentido de la ecuacid¢n (3.

Con la ildentificacién hecha a través de. la ecuacidén (14) del
producto escalar, pueder reconocerse que la observacl®dn hecha en
a) de la seccidn C anterior., la cual se sigue de (1ll1), conduce. a
(12) v entonces el axioma de distributividad a“) vale. La
correspondenclia entre b) y b’) ¥y ¢) ¥y ¢’) ee puede ver
facilmente.

3. DIMENSION Y DEPENDENCIA LINEAL.

En le representacion geométrica. un sistema en equilibrio

e

consistente de "¢” componentes quimicos independlientes vy v

.fases, se aBccia con.un espacio métrico abetracto ﬂh de dimension

r

r= Cc=L4+2 (15
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De este modo. para un sistema con ecuacldén fundamental como la
'653, con r variables extensivas y r variables de campo
éomplementariaa, la representacldn geométrica permite asoclarle r
vectores del espacio Euclideo.

Ahora bien, para las r+l1 variables eaxtensivas Xi de 1la
ec. (1), v sus correspondientes campos coniugados Ri, se obtiene

la relacion de Gibbs-Duhem lec. (II.7)),

et

JRAK =0

4
la cusl permite ver que el sistema posed r campos que pueden
. variar independientemente, hecho que se demuestra en
Termodinamica'.

La condici®n de independencia de los r campos, al traducirse
al lenguaje geom®trico, significa que loe vectores asocladoes con
elloe, son linealmente independientes. Es este nUmero de vectores
lineaimente independientes el que determina la dimensi®n, lo cual
es consistente con la relacidn (15).

Los vectores del espacio M  estan identificados por las
relaciones (13) y (14). Aunque esta identificacién hace aparecer
a los vectores en una forma abstracta, estos sin embargoe son, de
acuerdo a lo mencionado en el parrafo anterior. isomorfos a un
espacic Euclidec de dimensidén r, y por lo tantoc exhlben cilertas
propiedades. que son caracteristicas de tales espacios. las cuales
se .van ahora a menclonar.

‘yease Callen, pag. 161.
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51 se elige una coleccidn de n vectores del espacio
Euclideo, la dimensidn de la variedad generada estd determinada
por el rango de la matriz Grammiana asociada G

dim { {R> ,i=1,2,...n } = rango 2 (186)

cuyos elementos scon los productos escalares entre los lR.>

tnd
™, = <R {R> (17)

El determinante Grammiano asoclado G

n)

¢™ = det | ¥ | (18)

mide el grado de independencias o independencia lineal entre los

vectores |R>. Por lo tanto, el Grammiano se anula
G =e (19)

81 y sclo 81 el ntmero n de vectores excede la dimensién de la
variedad

n > rango (3"“) (20)

¥y entonces es posible encontrar coeficientes 2, Mo todos cero,
tales que

n

Y qlR>=o (21)

=g

51 la ec. (21) es multiplicada sucesivamente por <%|.

J=1.,2,....n, s8e obtiene un conjunto de ecuaciones lineales, las
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cuales pueden escribirse en forms matriclal como
$ q=-2¢ (22}

Asi entonces, el vector q = {qﬁ de coeficlentes en (22) puede
. verse como un vector propic mile de la matriz singular ?"{ La
dimensién r del espacio completo ﬂg;impone la condicidn

_rango ( ¥7) S r = dim (W ). (23)

para cualaquier n. Sin > r, §

valores propios.nuloe correspondientes a vectores propioe. también

debe tener por lo menos n-r

nulos gue satisfagen (22).

4. VECTORES “TERMODINAMICOS" Y GEOMETRIA.

Hasta aqui -se . han establecido los . aspectos matemiticos
.necesarios. para sfectuar ls correspondencia entre la descripcicn
clasica de la Termodinamica y un espaclo vectorial M, a fin de
dar significado.geométrico a ciertas expresiones termodinaAmicas.
Se establecieron los requisitoe gue debe cubrir el .ssepacio ’ﬂ'
lca cuales estan expresados en. las propledades. métricas a”), b7)
4 ¢°) de la seccidn 2, y se estableci¢ también la conexlén basica
entre .formalismo termodinimico ¥ geometria abstracta: la
identificacién del . producte producto escalar en ﬂk con la
variacién de las funciones. de campo,. & las cuales se les
denominsrsa de agqul en adelante “funclones de respuesta’ del
sistema, esto es:

<R|R> = (R /OR), (24)

donde X representa el conjuntc de variable= del .argumento de R_L
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que permanecen ''constantes” durante el proceso de derivacitn. De
modo que con la identificaci®n (24) la geometrisa abstracta de M
es coneistente con loe principios de la Termocdinimica del
equilibrioc. Ast, las leyes de la Termodinamica aparecen como
"reglas de geometria“ en la representacic¢n abstracta. §Se espera
entonces, que las deducciones hechas ( ¥y con validez) en ﬁg, al
ser interpretadas a través de (24), conduzcan. a resultados
coneistentes con las leves de la Termodinamica.

Ahora,. se establecerin otras propiedades de los vectores de
n&..En primer término, y dade el caraicter Euclideano de !5, puede
asoclarse con cade vector |R> una "longitud” IR| en la forma

usual
IR| = <R|R>"* (25)

Tambi¢n, el "4ngulo” €, entre vectores IR> ¥ L%) se encuentra

en forma usual
cos 6, = <@1Rj>/|RL||Rj| (26)

En virtud del .modo en que se ha definido el producto escalar [ ec.
(15)] . las longitudes y aAngulos definidos, exhiben todas las
caracteri sticas FEuclideanas esperadas, incluyendo la desigualdad
de _Beesel

<R |R> 2 z <u'j|.i.'\’_t>2 (27
i

vy la desigualdad de Schwartz

<R|R> S |R||R] (28)
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También, de forma comin, se dira que los vectores |R| vy [Rji aon
ortogonales si (R;’Rj> = @. En conclusi¢n, los teoremas,
terminologia vy m*todos de trabajoc de 1la gecometria Euclideana
pueden ser llevados por . completo e intactos al campo de la
Termodinimica abstracta.

Con base en la ec. {24) puede asignarse  una interpretacion
fimjca a laa diastancias y angulos arriba definidos: la longitud.
de |R> mide la respuesta del sistema & un cambio en el parametro
extensaivo asoclado xi. .easto o8, gqué tanto ajusta el sistema su
valor.en R’. en respuesta a un camblo pequefio en x.t. El angulo eij
entre vectores |R‘> ¥y |Rj> mide gqué . tanto . lap diferentes
. respuestas estan acopladas, esto es, .qué tanto un peguefio
cambio en xj produce un camblo en }?.’l ¥y viceversa. Esatos
parametros métricos de !Ir tienen un significado termodinamlco
intrinseco, puesto qQue estin Gnicamsnte asociados con propledades
fimicas medibles del siastema particular en discusién. Debe
notarse que las longitudes en 'I'tr dependen de las unidades fisicae
en las .cuales las respuestas. asocladas estin medidas, pero los
angulos de “acoplamiento” 9“. no.

Fn la gscci®n 3 se vi® gue la dimensién del subespacio
generado por un condunto seleccionado de n vectores |}i:l > esti
dado por el rango de la. matriz Grammiana asociada Sw, cuyos
alementoe son los productos escalares entre los |RL > Cualquier
matriz. Grammiana G~ de r+l vectores es entonces singular. en
el espacio r-dimensicénal de 'ltr ¥ el correspondiente Grammlano

{re+dd
G se anula

=@ (29}

(ref) ir+i} I

G = det|¥

La ec. (29) expresa la .necesldad geom®trica de dependencla .lineal

entre cualesgquier r+l vectores en un espacic r-dimensional.



Cuando se tienen r campos de referencia R‘ (an asocilacién
con variables extensivas de referencia Kt), loas correspondientes
vectores IR; > forman un conjunto linealmente independiente de
vectorea, y por lo tanto. la matriz Grammiana ¥ de los

productos <R|.|Rj> €8 una matriz no singular, y se denota como G:
(g.u.) = <}i"|R’.> = (GR‘/OXJ.)X .1,3=1.2,...,¢ (32.a)
rango (¥) = r (3¢.H)
g = detl¥| = @ (39.c)

Los vectores de referencia. |R> generan el espacio r-dimensional,
y por lo tanto forman una base para M . Un elemento cualquiera de
eate espaclio. denotado IRa>. puede representarse entonces como

r
|R> =) «|R> (31)

i=1

con “componentes’ @ las cuales proveén una identificacidn dnica

o para el elemnto en sl conjunto de vectores |RL> de la base
a = (IR /OR ) (32)

de mode que entonces puede definirse un producto.escalar general
para dos vectores |R > y ]Rri) -en vista de (30.a) y (31)

<Rﬁ|RG> = ﬂchl (33)

. .donde el eigno t denota el vector o« transpuesto. Es conveniente

pensar que una operacidon como la (33) se efectéa entre un vector
13@:} como el definido por la expresién (31) y un vector <3|
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definido por
r
<By| = ) A<R]

iz

Entonces, el conocimiento de .la matriz QGrammiana G para los
vectores de referencia.l@} es suficlente para determinar todos.
.los productos eacalares. posibles en ﬁh ¥y ds ese modo especificar
la geometria termodinamica completamente.

La matriz Grammlana es simé@trica. debido a 1la .propledad
<R|R> = <R|R>
§ iR

¥ =¥ (34}

Debido a esta simetria, .puede .tambl®n verse que .noc mpis de
r{r+l1)/2 elementos de G son 1independientes. Esto nuevamente
establece que no mis de r{r+l)/2 funciones de respuesta.
independientes necesitan  ser medidas experimentalmente para.
caracterizar completamente la geometria .del. sistema.

5. VARIABLES COMPLEMENTARIAS Y VECTORES COMPLEMENTARIOS.

Aunque los - ejes de referencia |R> en general no son
ortogonales, puade construlrse un conjunto asoclade . de vectores

“complemantarios” IE?. loa cuales son blortogonales a los 1%}

<R|R> = 6, (35)
[ i3

Tales vectores pueden encontrarse cuando ¥ es no singular (det
l¢] = @) y tlenen la forma explicilta
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.
IR> =3 ,|R> (36)

=1

El vector complementarioo I—f?i> puede ser asociado en la forma.
propuesta segdn (13} con una correspondlente variable

termodinadmica 31; de. eate modo., .la‘variable.fi; puade . congiderarse .
. Teomplementaria” a R‘ en-el.sentido de (3)

R = (3U/8R); . (37)

Entonces, la variable ig_ se comporta, en un.sentide diferencilal,
tal y como lo hace la variable extensiva de referencla. X

dR = dx,  1=1,2,...,r. (38)

¥y entonces, los. st mbolos X v Ri son escencialmente .

_intercambiables .en toda expresidn en la que se involucren cambios
del parametro. extenslvo.

El vector complementario !—I_-Zl_> . puede entonces ser
Adentificado con la. correspondiente variable .extensiva x

dx, e+ |X>= |R> ,1=1,2,...,r. (39)

del mismo. modo como }R> se relaciona con la  correspondiente
varisble de campo R en (13).

Les relaciones de blortogonalidad (35) ponen. de manifiesto.
. la.gran .eimstria que hay santre los vectores de campo ‘|Rt> y los
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vectores complementarios fé> en el formaliesmo geowdtrico. La
simetria es también vista en relaclionee de la forma

IR> = |IR> (40)

la cual exhibe el caricter "mutuo” de la complementareidad de
vectores

El producto eecalar entre doe vectores complementarioa.
.resulta ser entonces

<R|R> = (2% /OR), (41)

en forma paralela a la ec. (14). En la base complementaria de los
|i§‘>a, los papeles de lae variables complementarias X y R se
.encuentran invertidos, y entonces se encuentran ahora funciones
de respuesta en las. cuales los camposR. Juegan el papel de
. variables independlentes.

El . producto escalar entre vectores complementarios. puede
tambi®n evaluarse de las ecs. (3@.&8) y (36) de la forma

I D a — 7wl - -1
<&[@> = (% )ij = (¥ )u (42}
Se puede definir la matriz complementaria § (que .8& usari en
el parrefo siguliente) como

S 8 =1 i

¢ =g =@ (43)

Esta igualdad es consscuencis de la ec. (34). De modo que (42)
da por resultado la “"complementariaa” de (39.a)
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($); = <R|R> = (0K /8R> 1.3.2L.2.....r. (44)
Aungue ﬂg fue 1iniclalmente construlda a partir de las
variables de campo Rt. la introduccién de los vectores

complementarios ﬁﬁ) = ]%}-permite manejar en una forma casil
simétrica las variables de. campo y las variables extenasivas
dentro del .formalismo geomé¢trico. Sin embargo, existe una
asimetria fundamental del formalismo, entre estos. dos tipos de
variablea. Por. ejemplo, si se elige una Xhi Yy &w‘ como su campaq
complementario, seerid posible encontrar un vector IE; >

*1%
representando a RH en ﬂ&. pero.es ohvio que no puede hacerse lo

3
mismo para el correspondiente vector.de,xhl. dado que la matriz
inversa que se requiere en la ec. (36) para su construccién, no

exiaste, como lo muestra la ec. (29).

6. TEORIA GENERAL DE TRANSFORMACIONES EN llr

Hasta aqui la discusidn se ha circunscrito a un conjunto
especl fico de campos y variables extensivas de referencia. Sin
embargo, ecuaclones .como la (31) dejan ver la posibilidad de
tratar tipos més generales -de variaclones termodinimicas. Tal
ecuacién puede interpretarse como una transformacién de un
eistema de referencia a otro, es decir, como un cambio de bape.
De modo . que entonces las. tranaformaciones entre variables
termodinAmicaa corresponden a transformaciones vectorisales
ordinarias en espaclos Euclideos,. ¥ =on entonces tratadas de
.manera simple y aistemitica en el formalismo geometrico.

En la seccién 6 del capitulo anterior ae trataron estos

cambios de base, en el contexto del estudio del sistema simple de
una sola fase. En esa seccidn se hizo notar la conveniencia de
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tales cemblos de base. Ahora se hara la generalizacidn
correspondiente y se mencionaran algunos .resultades importantes.

A fin de desarrollar tales propiedades de transformacidén de
M_. se consideran. entonces las transformaciones simultineas de
los r campos de referencia R, las cualea son generadas por
alguna matriz real arbitraria (no singular) o _

"au 1z """ a"
a‘zs nzz o a‘zr
s = . , det |o| = @ (45)
L a'rl arz T arr
cuyo i-¢aimc renglén es denotado por a
(). = (a), (46)

i) [
Las variables de campo tranaformadas, generadas por esta matriz

son denotadas por Ra [.recuérdesne .la ec. (31)} vy toman la formsa

L
.

R, =Y ()R =12, (47
i=

Loas campos de referencia R1 y los campos transformados Ra pueden
i
ser agrupados an vectores columna R y R _, respectivamente
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[ [ ]
Rl. Ra
1
R, Raz
R = . . Rd = (48)
L R | ®a

de tal modeo que la transformacién global toma la forma

J‘tj = IR (48)

Con esta notaci¢n, por ejemplo, las ecs. (36) se pueden escribir
fusando la ec. (43)}

i
i
5
]

(59.a)

. esto es

R

Rg (52.b}

donde R es el vector columma de las variables conjugadas i%

2 (51)

Al
]
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Dado un conjunto "R.a de varilablea de campe transformadas, .
puaede ahora darse una expresicén para las variables de campo

conjugadas Jta , coherente con todo el desarrollo anterior. de. la
i
forma

R = — i=1,2,...,r (52)

Las consideraciones que ccndujeron a las ecs., (36) ¥y (5@) ahora
dan

Ry =8 Ry (53)

donde iﬂ es el vector columna de los Ra ‘B y 3_,, e8 la matriz
i

Grammisna para.las variables de campo transformadas
(3‘).‘1. = <Rail&j> i.3=1.2,...,r (54)

La ac. (33) muestra que esta matriz Grammiana transformada es
simplemente.

= A (55)
S1 ahora .ee introduce la matriz # complementaria

o= (g = (o (56)
entonces la relacldn de complementareidad (56) para matrices
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resulta tener lae eigulentes propiledades, que pueden verse
facilmente [ver ec. (49)}

all
1]
A

(67)

(2 B) = 43 (58)

. La propiedad (58) permite. ahora.facilmente reescribir ecuaclones
#n su forma “complementaria”, por eJemplo, la ec. (55) puede
reeacribirse

g - a Tt
$,=F5 x " (59)
Por daltimo, y para complementar, se menciona shora que el
producto escalar.entre las variables tranaformadas. tiene wuna.
forma completamente aniloga a .las ecuacionee correspondientes
(30.a), (35) y..(41) cuando este 8e expresa en términcs del

formalismo diferencial ordinerio, de modo que

2 R,
.
<R, |R,>=|—C = (T (69.a)
N RN
i £ 4
L 2 Ry
<Ra_|Ra,> =1 — = {84, (68.5)
t J 2 Ra R
i =
<R, |R,>=5, (60.c) 1



VII. DISCUSION DE RESULTADOS.

De acuerdo al orden en que se establecieron los cobietivos al
principio de este trabajo. es como se hari la discusidn de los
.resultados obtenidos.

El primer objetivo consistié en exponer la construccisdn del
método vectorial. Tal construccién tuvo como parte medular la
fisica del equilibric ¥y la estabilidad de ur Bistema
termodinimico. Todas las propledades de la ecuacidn fundamental
de un sistema termodinimico (las cuales se expusieron en el
Capl tulo 1IV), 1llevan finalmente al establecimiento de los
criterios de estabilidad. Es en este conjunto de principios
basicos sobre los cuales se efect4a la  construcci®n del método
vectorial, ya que resultan ser por s8i mismos sdecuados para
utilizarse .como una estructura métrica. Una vez construido el
rétode, todos los resultados posteriores se obtienen wutilizando
las propiedades geometricas de los eepaciocs vectoriales
Buclideos.

El segundo objetivo consisti® en wmostrar las aplicaciones
del m¢todo vectorial.

Para empezar (seccidn 5, Cap. V), se abord® la cuestion de
la evaluacion de derivadas parciales. Aqui pudo observarse como a
partir de una ecuaci®n simple y general como la ec. (71) pudieron
deducirse una serie de resultados que permitieron resolver con
relativa facilidad clertas derivadas particulares, desde una muy
senclila hasta otraas dos que regquieren un trabajo ma s
laboricso usando otroa metodos.

Posterlormente (seccidn 6), se estudld el intercambio del
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rapel en la representacidn geométrica entre los pares de
variables conjugadas. De los resultedoa obtenidos al respecto,
puede mencionarse el Biguiente hecho:

En una traneformacidénen la cual s&¢lo se intercambien los
pepeles de los paree conjugados, la matriz de transformacién se
congidera como la nueva matriz Grammiana ¥° correspondiente a la
nueva base. ee decir, es la matriz de transformacion miema.
.Entonces, con esta nueva matriz Grammiana ¥°, es posible
determinar un conjunto de derivadas parclales complementarjio al
que ofrece el cilculo directo en términoes de variables extensivas
. intensivas tal y como se definen en (48), (48) y (50) de 1la

. seccion 4 del Capitulo V.

Vista la cantidad de derivadas parclales que pueden
encontrarse por medio de la transformacion depcrita, e
importante notar también lo siguente: como se ha menclonado
antes, una forms comin de evaluar derivadas parcialee es la de
utilizar laes relacionea de Maxwell., 8in embargo. una derivada
como

2 S

a v

ne exiete en su conjunto. No obstante, hablendo utillzadeo las
transformaciones correspondientes a un “cambic de base”, se puede
ver aue de este modo s8¢ puede evaluarse tal derivada, cuyo
resultado esta dado por las ec. {115).

En la seccidén 7 1la idea central que ae maneja eg la

siguliente: dado que se trata de un m#todo vectorlal con el que se
estd trabajando. es posible entonces utilizar expregiones
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vectorialees (como eon las de Schwartz y Bessel) en las que
intervengan los vectores termodinimicos: al hacer esto asl, se
llega finalmente a expresiones que. relacionan a las diversas
funciones de respueata. Con esto como objetivo, se verifica que
los requisitos matemdtlicoe (expresiones vectoriales) se traducen
en expresionea fiesicas correctas (relacilones entre funciones de
respuesta), lo cual fue una de las afirmaciones hechas en la
presentacion del método. Como ejemplo de esto se tiene a la ec.
(131), de la cuale se deduce que

C,=C

v P

resultadc bien astablecido en Termodinsmica.' De igual modo se
encuentra que, segun (133)

También, 81 en la ec.(105) se utlilizan las definiciones de B y x_,
8e llega a la expresion

2 N2(a p
c - ¢C = -T
P v

[aI]PovT

que Puesta en esta forma permite hacer conclualones
termodinamicas lmportant.es.z

.La ultima seccidén del Capitulo V se dedicd al eastudio de
diagramas vectoriales. El usc de dlagramae en los cuales se

‘Vease Zemansky (1973), pag. 298.

*Ver Zemaneky (1973),.pig. 297.
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representa a los vectores termodinimicos como segmenteos dirigidos
presenta otro tipo de resultados. En primer lugar lo que se hizo
fue obtener el comportamiento de las funciones. de respuesta. en
funcién de la posicién de los vectores termodinamiccoa. En segundo
lugar, los resultados obtenidos son mas de tipo cualitativo que
cuantitativo.

Para determinar el significado <¢ue pudieran tener loa
.resultados con respecto a las funciones de respuesta se hard una
consideracién caso por caso. El primer diagrama (Figs. 2 y 3}
muestra a los vectores |S> vy | D> y | y [-P> a un dngulo de 2°.
En esta poeicién se obtienen las ecs. (151), (152). y (153).
Existe en 1la naturaleza al menos un estado con estas
caracteristicas, que ees el del agua a 4 °C. a cuya temperatura la.
densidad es mixima y su coeficlente de dilatacién volumétrica es

-
cero.

El segundo diagrama (Fig. 4), pretende mostrar & los
vectores |I> y |S v {» ¥ |-P> cuando tienden a formar un &ngulo
de 90°. En este caso de determin® que tanto Cr como %, ¥ 3
tienden las tres a infinito [ Ees. (183), (164) y (167)). Otra
-vez, en la naturaleza se cbaerva este comportamlentc cuando una

sustancia se “"acerca’” al punto critlco.

.Déspuéa. tal ¥y como ge indicd en. el mismo capltuio, los
resultadoe se .reproducen conforme los adngulcoe entre los vectores
“base” -aumentan en mUltiplos de los aAngulos del los dos primeros

casoe.

De las consideraciones anterlores, se desprenden las

svéase.Zemanaky (1973), Cap. 1l1l. pag. 298.

118



siguientes conclusiones:

{ue cada diagrama vectorial representa un estado especifico
de un sistema.

Que de cada diagrama es posible obtener informacidn con
respecto al - -comportamiento de las funciones de respuesta desl
aigtema.

Que en lo que respecta a estados del sistema, las
repeticiones periodicas de resultados corresponden a estados
con las miamas caracteristicas.

Finalmente, de todo lo anterior se puede agregar que:

.Conociendo alguna de las = o =2 Yy alguna de las C )

T = r
Cv puede obtenerse la otra, por medio de la ecuacicn
adecuada del condunto (149). También, une vez due ge

obtienen algunce de estos parametros, puede obtenerse el
valor de 3. Aqul es importante notar que tanto las
compresibilidades come las capacidades  calorificas no
dependen de V y T, en tanto que 3 si.

Es posible geguir la evoluci®én del sistema, ea decir,

conocer los valores precisos de las funclones de respuesta,
antre dos estadoe de referencia, en funcién de sclo V y T.
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VIiI. CONCLUSIONES.

Respecto a los objetivos definidos al principlo de este
trabajo y que consisten en la exposicién de la construcci¢n del
mtodo. vectorial por medic. de un eistema simple., v la posterlor
aplicacian del método al mlemo eistema, ee pueden mencionar lae
elguientes conclusiones: en la construccion del método vectorlal
se aprecia que .la traduccion de. lenguaje termodinamice a lenguaje
geometrico se logra de una manera completamente natural. A 1lo
largo de la exposicién se resaltd siempre el hecho de que los
principios de la Termodinamica ee presentan por a1 mismos comn
. una estructura m&trica. De tal modo es que nunca hubo la
necealdad de recurrir a procedimientos complicados © artificiales
para la construccién, y el por el contrario siempre se obtuvieron
_resultadoe eenclillos y de . interpretacidn también sencilla ¥
directs. Esta puede concidererse la mayor importancla del método
vectorial desde el punto de vista tanto conceptual como practico.

" En cusntc a.las aplicaciones, puede decirse que en efecto,
el mttodo vectorial proveé una forma simple V¥ slstemitica para
evaluar derivadas parciales, ofreciendo ademis diversas
alternativas para hacerlo.

Por otro lado, también se ohserva que el métedo vectorial
puede haceree extensivo para abordar otro tipo de problemas, como
en su caso lo "fus el analisis de dlagramaes de vectores
_termodinamicas, el cusl permiti¢ deducir el comportamiento de las
funcionea de respuesta en algunos casos especificos.

Ademde de las conclusiones acerca. de los resultados

. obtenidoe, este trabajo permite ver que el metodo vectorisl es
una herramienta gque merece atencidn para poder apreclar su
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potencial. Dicho. de otro . modo, el método vectorial debe
conslderarse como fuente de una rica poeibllidad de
investigacldn,. pues queda por delante aplicarlo a temas. come
slatemas complejos o eistemas especi ficos. Pero quiziams el objeto
de Investigaci®n inmediatc sea el de poder encontrar un
procedimiento adecuado para determinar el comportamiento de los.
vectoree termodinAmicos. dads una ecnacién fundamental particular.
. Ello requeriria. tal vez el uso de la geometria diferencial. Con
tal herramienta entonces podria hacerse un.analieis mids preciec y
. minucioso que el: gue se ha hecho .en este trabajo.
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APENDICE

CALCULO DE LOS PRODUCTOS VECTORIALES DE LA TABLA 1 DEL CAPITULO V

El calculo de los productos escalares de 1la Tabla 1 del
Capitulo V., se basa en las definiciones de productc escalar dadas
.por medio de las expreeiones 11, 12, 37 y 38 del Capftulo V v las
cantidades V.51 de la a) a la £) aiguientes:

25 as
a) C,=T|— b) C,=T|{—
dT v 0T »
v av
c) nT=(-l/V) - us=(—1/V) — (1)
oP op|_
av as
e) GF={L/V)[— £) FV=T -
aT|, apP

v

De lo anterior, los productos son. antoncesa:
<-P|T> = (-0Ps28), = - 1/ (OS/OP)V = —1/(FV/T) = =T/
por 1.£f)

<-P|-P> = (-OP/QV)S = —1/(BV/OP)S = l/’st

por 1.4)

<-P|& = (~0P/3T)_ = ©
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<-P| V> = (-0P/OP) = 1

por V.51
<T|I> = (3T/25) = L/(08/0T) = L/(C,/T) = T/C,
<T|=-P> = <-P|T> = -T/T

por simetria del producto escalar.

<T|S> = (8T/0T)_, = 1
por V.51

<T| > = (-2T/0P) = ©
por V.51

<V > = (oV/28) = ©
por V.51

<V|-P> = (8V/0V)_= 1
por V.51

<V s> = (VT = VB
por l.e}

<Vl T (—OV/OP) = ~{~VE )T Ve
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L.y

«SiT> = (35/08) = 1
por V.bl
<S|-P> = (-988/2V)_= @
por V.51
<§| 5 = (#5/2T) = C /T
1.b)

<S> = <Vt S = VB

ror simetris del producto escalar.
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