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Introduccidén

La filtracién de agua v en particular el estudio de frentes hiimedos en los suelos, es uno de
los problemas mas importantes en hidrologia. Dado que este fendmeno no es observable,
el modelo matematico cs un recurso muy importante para su descripcion,

Los mantos acuiferos pueden contaminarse por el acarreo de sustancias o pesticidas
por el agua de lluvia que se filtra en los suelos. La descripciér de los frentes himedos es
un primer paso en la comprensién de este fenémeno. :

Una ecuacién que se utiliza para describir la filtracién de agua, por accidn de la
gravedad, en un medio poroso, es la ecuacién de Richards. Esta ecuacion, para el contenido
de agua en una dimensidn, es

uy = [D{u, x)u, — K(u, 1)), (0.1}

donde u{z,t) es el contenido de agua, z € [0,00) es la profundidad en el suelo, t > 0
es el tiempo, K(u,z) es la conductividad hidrailica y D(u, z) es la difusividad hidraulica.
Tanto D(u,:x) como K(u,z) son funciones nolineales.

En este trabajo estudiamos en detalle esta ecuacién para un suelo homogéneo. Es
decir D = D(u), K = K(u).

En el capitulo 1 se hace una deduccidn detallada de la ecuacién basada principalmente
en [2].

En el capitulo 2 se demuestra la existencia global de las soluciones dada la condicién
inicial

u(0, ) = uo(x), (0.2)

v dado el flujo en la superficie del suelo z = O
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—D(u)"':n + I\"(u)l.r:l) = f(t) (03)

suponiendo una cota uniforme para u,(z, f).

Los frentes hiimedos corresponden a soluciones en forma dc onda viajera para la
ecuacién {0.1). En el capitulo 3 se prueba la existencia de este tipo de soluciones
{u{z, t) = plz — ct) ) que satisfacen

lim oz — ct) = s, Jim ¢(z — et) = s,

dadas las constantes @, ¥ {9 entre cero y uno.

Fijamos f(t) de tal manera que lim,_, f(t) = [z y consideramos condiciones iniciales
que cumplen limgoo uo(z) = {) con K() < lp. Si uz,t) es la solucién de (0.1) que
satisface (0.2) y (0.3), ¢(z — ct) es la onda viajera con @, = K™!(l1), @ = 11, el resultado
principal del capitulo 3 establece que existe un nimero real <y de tal forma que

Bim Ju(z, t) - (z —ct —7)| =0

uniformemente para toda z > 0.

La velocidad de la onda es

K{pa) — A(2s)
Do — ¥

=

que corresponde a una onda de choque para la ecuacidn hiperbélica u, + (K{u)), = 0.
La convergencia de la solucién u(z,t) a la onda viajera sugicre que el efecto dominante
en la ecuacidn es el de la parte hiperbdlica, que al transportar los valores asintéticos en
la frontera: [, en ¢t = 0y K~'(I;) en z = 0. con I} < K~'(I3}, da lugar a un cruce de
caracteristicas que genera un choque, el cual es suavizado por la parte difusiva v de esta
manera, en la solucién se forma un frente que se mueve con velocidad casi constante c.

Finalmente, en el capitulo 4 se hace una breve discusién del problema para un suelo
no homogénes. Como una primera aproximacion al problema se supone que el suelo es
periddico. Se prueba la existencia de soluciones estacionarias que son interesantes para
el problema fisico y se plantea la pregunta sobre la existencia de ondas viajeras en este
€aso.

Esta tesis estd basada principalmente en [5] ¥ [11].



Capitulo 1

Deduccidén de la ecuacidon de
Richards

El cbjetivo de este capitulo es hacer una deduccidn de esta ecuacion. Esto nos permitira
tener una comprension mas completa del modelo, nos mostrard la importancia de las
funciones hidrailicas D v A v las limirtaciones que inevitablemente uno encuentra en el
modelaje de este tipo de fendmenos.

Para la deduccion de la ecuacidén sera necesario definir algunas de las propiedades mas
importantes de los medios porosos y revisar algunos conceptos bdsicos de hidrostdtica v
capilaridad.

1.1 ;Qué es un medio poroso?

El suelo, la arena, las rocas con grietas. la espuma de caucho, los pulmones, los rifiones,
son s6lo unos pocos ejemplos de la gran variedad de medios porosos naturales y artificiales
que existen y que se encuentran en la prictica.

Otros ejemplos de medios porosos son los mantos acuiferos de donde se bombea ¢
agua, depdsitos que contienen petrdleo v/o gas, filtros de arena para la purificacion del
agua v la zona de la rafz en la agricultura.

Lo que tienen en comiin todos estos ejemplos es que una parte del dominio estd formada

por una parte persistentemente silida que se llama la matriz sdlida. La parte restante.
llamada el espacio vacio 0 espacio poroso. estd ocupada por una fase liquida o gaseosa.

Otra caracteristica escencial de los dominios de medios porosos es que la fase sélida (y,
por lo tanto, también ¢l espacio vacio) estan distribuidos en todo el dominio. Lo que esto
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quiere decir es que si se toma una muestra de tamarno suficientemente grande de cualquier
parte del dominio, ésta siempre contendrd fase sélida.

1.1.1 Aproximacién como un continuo

Al tratar de modelar un fluide en un medio poroso, en principio unc podria mirario
desde un punto de vista microscépico, es decir tratar de describir el movimiento de cada
particula del fluido. Por ejemplo, dado un fluido que llena por completo un medio poroso
podriamos utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes, dando las condiciones de frontera sobre
la interfase entre Ia fase liquida v la fase sdlida del medio poroso. Por supuesto que la
complejidad en la disposicién de esta frontera hace casi imposible el problema, ademés de
que las predicciones obtenidas al resolver las ecuaciones para magnitudes como la presién
no podrian verificarse con mediciones a este nivel microscopico.

Para salvar estas dificultades es necesario otro nivel de descripcion. Este es el nivel
macroscdpico desde el cual las cantidades se pueden medir v los problemas con valores
en la frontera se pueden resolver. Para obtener la descripeidn del fluido en este nivel
adoptamos la aproximacidn del continuo. Es la misma aproximacién que se utiliza para
pasar de una descripcidn molecular a una microscopica al mirar cada una de las fases
come un continuo.

Por ejemplo, una de las propiedades mas importantes de un medio porose es la poro-

sidad, n. La porosidad de una porcién U del dominio D es definida como

) Volnmen del espacio vacio contenido en U
n = -
Volumen total de U/

La idea de la aproximacidn continua es crear un “modelo ficticio” en el cual podamos
definir la porosidad puntual. Es decir, nos gustaria poder definir una funcién continua, n,
que a cada punto ¥ del dominio D, le asocie un valor de porosidad, n(X). Por supuesto
que la definicién de porosidad que hemos dado no es aplicable a un punto porque ;Cudnto
vale el volumen del punto X? y aun mas dificil, ;;Cudnto vale el volumen del espacio vacio
contenido en el punto X7 Para salvar estas dificultades hacemos lo siguiente:

Dado que no podemos medir estas cantidades en el punto X consideramos una pequefia
esfera, S, de volumen U centrada en el punto X. Para la esfera S, la porosidad n(S) estd
bien definida vy se puede medir. Lo que haremos es definir la porosidad en el punto %
como n(X) = n{S)}. Por supuesto que esta definicién depende del tamaiio de U: la idea
es elegir un valor de I/ para el cual la definicién de porosidad puntual que hemos dado
realmente sea representativa de lo que sucede en el punto X.

La figura 1 muestra cémo es, en general, la dependencia de n(S) respecto de U.
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s )} Dominio

j4de cfccrqs -_—

microscopicos Derninio de medio poroso
Si el medio no es
[\ homaogeneo
T - V| X
\/ R N Si el medio es
- hange homogeneo
para lf
a -
Unin Ve Volumen U/

Figura |, Grafica del volumen U comra el valor de la porosidad n{S).

Notamos que para valores muy pequefios de U hay grandes fluctuaciones en el valor de
n(5), esto se debe a la distribucién aparentemente aleatoria de los poros y granos en una
pequefia vecindad de X, incluso en el Hmite I/ — 0, n(S) tiende a uno o cero, dependiendo
de si el punto X estd en el espacio solido o en el espacio vacio. Sin embargo, por arriba
de un cierto valor critico, Unis, estas fluctuaciones disminuyen v n(S) varia muy poco.
Conforme U sigue aumentando vemos que a partir de otro valor importante de U, Upax,
las fluctuaciones vuelven a aparecer debido a las posibles inhomogéneidades que pudiera
presentar el dominio D.

Para que la definicidn de n(X) sea representativa de lo que pasa en el punto ¥ elegiremos
un valor de U, Uy, tal que Upin < Uy < Unax-

Si es posible encontrar un rango de valores como este para Ug, que sea comiln a todos los
puntos del dominio D, entonces la definicién de porosidad puntual es correcta ¥ podemos
considerar al dominio 2 como un continuo para n. El volumen Uy es llamado el Volumen,
Elemental Representativo, VER, y el radio de S se llama la escala de continuidad de n en
D.

De este mismo modo podemos definir las distintas propiedades del medio poroso pun-
tualmente v en forma continua.

Si hay una escala de continuidad que sea comin a todas las propiedades que nos
interesan del medio poroso entonces, utilizando la idea del VER, podemos remplazar el
medio original por un continuo en el que podemos asignar valores de cualquier propiedad.
ya sea de la fase sélida o del fluido que llena el espacio vacio, a cualquier punto del
dominio.
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1.2 Movimiento de agua en el medio poroso

Como parte del ciclo hidroldgico el agua subterrinea estd siempre en movimiento de
regiones de abastecimiento, naturales v /o artificiales, hacia regiones de descarga, naturales
o artificiales. :

Una de las principales caracteristicas del movimiento de agua subterrinea es que ocu-
rre  velocidades extremadamente lentas, sin embargo dadoe que el drea de la seccidn
transversal del dominio donde el flujo ticne lugar es muy grande. grandes cantidades de
agua son transportadas.

Son dos los problemnas mds importantes de prondstico en el manejo de los recursos
acuaticos subterraneos. El primero de ellos es predecir los cambios en los niveles de agua
en respuesta a la extraccién 6 abastecimiento artificial de agua, el segundo problema
consiste en la prediccion de futuros cambios en la calidad del agua. En ambos casos es
muy importante conocer ¢l movimiento del agua subterrdnea.

Al intentar predecir el movimicnto del agua en un medio poroso conviene estudiar
el contenido de agua (por unidad de volumen), u, en cada punto del dominio. Para un
volumen U dentro del dominio de medio poroso se define el contenido de agua en U como
u(ly = %,ﬂ donde U/, denota el volumen del agua que hay dentro del volumen U y U, es
el volumen del espacio vacio contenido en el volumen U,

Utilizando la definicién del Volumen Elemental Representativo podemos pensar que
¢l contenido de agua es una cualidad puntual que tiene sentido como promedio sobre un
VER. En general, el contenido de agua serd una funcién de la posicién y del tiempo, asi
u=u(%¢).

De la definicion de u resulta claro que 0 € w{%.¢) £ 1. El caso especial en que
u(%.t) = 1, V¢, corresponde a que la totalidad del espacio vacio estd ocupada por agua.
En este caso diremos que tenemos un flujo seturado. Sieste no es el caso entonces diremos
que tenemos un flujo no saturado. En las sigutentes secciones estudiaremos el flujo de
agua en ambos casos v veremos que hay diferencias sustanciales entre ambos.

1.3 Flujo saturado

Al modelar el movimiento de agua en el medio poroso resulta atil comenzar con el caso
del flujo saturado. Como veremos mas adelante, la distribucidn de presiones en este caso
se deduce directamente de las leyes de la hidrostatica. El resultado principal para el flujo
saturado es la ley de Darcy. Su entendimiento es escencial para el estudio del flujo en
medios porosos ya que de su generalizacion derivaremos las ecuaciones de movimiento
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para el flujo no saturado.

1.3.1 Presién hidrostatica (distribucién)

De la hidrostatica sabemos que para un liquido en reposo o para un fluido uniforme en
un campo gravitatorio, las variaciones de presion complen

O _ . O _dp_
8: " ar  Jy

donde ¥ = pg es el peso especifico del fluido y la direccién de los ejes z, y, z, es la
usual.

Para un fluido homogéneo e incompresible, la densidad, p, es una constante. Por lo
tanto, para cualesquiera dos puntos con elevaciones z; y 2o, tales que 2 — 2 = d > 0
obtenemos:

2+§=cte, 6 pre-p=7z-2z)

Si la presién en la altura 2z, es cero (p; = 0 = presidn atmosférica) entonces tenemos
p=p=nd

Para un medio poroso saturado las ecuaciones siguen siendo viélidas.

1.3.2 Cabeza piezométrica

En la ecnacion z + p/y = cte, lamaremos Cabeza de Presidn al cociente p/. Representa
la energia de presidn, o trabajo de flujo. por unidad de peso del fluido. Es el trabajo neto
hecho por una unidad de peso de fluido incompresible contra la diferencia de presion que
existe a lo largo del flujo.

La variable z representa la Cabeza de Elevacidn. que es la energia potencial por unidad
de peso del fluido.

La suma de la cabeza de presién v de la cabeza de elevacidn se llama Cabeza Pie-
zométrica, ¢:

S
It
n
+
2w



12 CAPITULO 1. DEDUCCION DE LA ECUACION DE RICHARDS

La figura 2 muestra como medir ¢ en cada punto del medio poroso por la elevacion del
fluido en una pipa de tamaio suficientemente grande para evitar efectos de capilaridad
en ella. La altura del flufdo en la pipa nos indica el valor de la cabeza de presion. p/7,
que sufre el punto P. La z, medida desde un nivel arbitrario de referencia, nos indica la
energia potencial, debida a la gravedad. que tiene ¢l punto P.

AHV Piczometro

Nivel de rcferenciﬁ

Figura 2. Cabeza Piezometrica

Mds adelante veremos que el movimiento del fluido en el medio poroso se debe a las
variaciones de ¢. De este modo tenemos que para un fluido en movimiento, ¢ varia como
una functén del espacio y del tiempo pero para un liquido en reposo ¢ es constante en
todos lados.

1.3.3 Ley de Darcy

En 1856 Henry Darcy investigd el flujo de agua en filtros de arena homogénea verticales
en conexién con las fuentes de la ciudad de Dijon (Francia), ver {2]. El experimento que
utilizd estd mostrado en la figura 3.

El objetivo del experimento es medir el flujo de agua (volumen de agua que pasa por
unidad de tiempo) a través de una columna vertical de arena de largo L v drea transversal
A

En el experimento el agua que entra a la columna de arena proviene de un recipiente
cuyo nive] de agua se mantiene a una altura constante hy. El agua pasa después a través
de la columna de arena para subir a otro recipiente cuyo nivel de agua se mantiene a
la altura constante As (ver fig. 3). La cantidad de agua por unidad de tiempo que es
necesario remover para que este segundo recipiente tenga un nivel constante de agua serd
entonces el flujo a través de la columna de arena.

La conclusion del experimento es que el flujo, @, es:
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T "_l“‘_l_o—l_r‘— Pantalta ::

¥

Figura 3. Experimento de Darcy

a)Proporcional al 4rea de la seccidn transversal A.
b)Proporcional a hy — hy.
c)Inversamente proporcional a la longitud L.

Combinando estos elementos (definidos como «n la figura 3) obtenemos la férmula de
Darcy:

hl - h.g
=K4—=
Q L

donde K > 0 es una constante de proporcionalidad llamada la Conductividad Hi-
dradlica (que depende del fluido vy del medio poroso y que sera discutida en la seccién
1.4.3). Si definimos la descarga especifica, ¢, como el volumen de agua por unidad de
tiempo que pasa a través de una seccidn de drea unitaria normal a la direccidn del flujo,
(g = Q/A), obtenemos:

hl - h,z

g=K T

En la seccion anterior se definid la cabeza piezométrica, ¢, como la suma de la cabeza
de presién y la cabeza de elevacién:

.
Il
0
+
R e
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Con el propésito de ilustrar la dependencia del flujo de estos dos términos, observemos
lo que sucede cuando se hace el experimento de Darcy en una columna de arena inclinada,
como lo muestra la figura 4.

Figura 4. Ley de Darcy pura el flujo a traves de una columna inctinada de medio poroso

Llamemos 1 y 2 a los puntos extremos de la columna de arena. El objetivo del expe-
rimento es entonces medir el flujo (volumen de agua que pasa por unidad de tiempo) del
punto 1 al punto 2. Nétese que el dipositivo es muy parecido al utilizado en la figura 3.

Hay dos factores que hacen que el agua en el punto 1 se mueva y son los dos términos de
la cabeza piezométrica en ese punto, ¢;. Uno es la energia potencial debida a 1a elevacidn
del punto 1, 1, v el otro es la presién que sufre el punto 1 por la columna de agua que
soporta, py/y. Andlogamente en el punto 2 hay dos factores que propician el movimiento
de agua en ese punto v son zp y py/~. La conclusién del experimento en este caso es

¢ = If?-%d’?.

Es decir. el flujo {especifico) es proporcional a la diferencia entre los valores de la
cabeza pilezométrica.

Es importante notar que la férmula ¢ = I{ﬂ-}‘ﬂ nos dice que el flujo tiene lugar de
una cabeza piezométrica mavor a una menor y no de una mayor presién a una menor. En
el flujo mostrado en la figura 4 se tiene que py /v < pa/y. Asi, en este caso, el flujo va en
la direccién de incremento de presién pero de decrecimiento de cabeza piezométrica.

La pérdida de energia A¢ = ¢y — ¢ es debida a la friccién del fluido con los estrechos
v sinnosos pasadizos del medio porose. En la ley de Darcy la energia cinética del agua ha
sido despreciada ya que, en general, los cambios en la cabeza piezométrica a io largo del
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camino del flujo son mucho mayores que los cambios en la energia cinética. Los efectos
de inercia también han sido despreciados.

Consideremos ahora una columna de largo As y consideremos un punto s en el eje de
la columna centrado en un segmento de longitud As.

n
N'&

As

En este caso;

d(s ~ 5" — (s + 5)
As

g =K

El subindice en g, indica que el flujo es en la direccién s. En el limite cuando As —+ 0
convergemos al punto y obtenemos:

s -5 ~ds+5) 8¢
Al.lsTo K As =-k s
y por lo tanto la ley de Darcy queda expresada como:
d¢
=-K-X, 1.1
q.! I\ 63 ( )

1.3.4 Generalizacién de la ley de Darcy para el flujo tridimen-
sional.

La ley de Darcy obtenida en la seccién anterior, es derivada experimentalmente para
un fluido incompresible y homogéneo. Dicha derivacién estd limitada para el flujo uni-
dimensional en un medio homogéneo e isdtrepo. Cuando el flujo es tridimensional la
generalizacion obvia de (1.1) es:
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q=-KVo (1.2)
donde q = (g1, 92,73) es el wvector de flujo especifico y I = —V¢ es el gradiente
hidrgulico con componentes J, = —%S, Ja = —%, J3 = —-%f—.

Cuando el medio es isétropo pero no homogéneo la conductividad hidrailica, K, deja
de ser una constante. Sin embargo la ecuacion (1.2) sigue siendo valida. Entonces tenemos
que:

q=-K(z,y,2)V¢

A pesar de que comenzamos esta seccidn suponiendo que (1.2) es la generalizacién ade-
cuada para el flujo en tres dimensiones, existen un gran nimero de teorias que refuerzan
esta generalizacién.

Cuando el medio es isétropo, K es un escalar y entonces los vectores q v V¢ son
paralelos. También se sigue de {1.2) que el vector q es siempre perpendicular a las
superficies equipotenciales ¢ = cte.

Por conveniencia uno estaria tentado a escribir la ley de Darcy (1.2) como:

q=-V donde d = Ko, (1.3)

tomando P como un potencial de velocidades {siguiendo la terminologia usada en
hidrodindmica, donde la velocidad se deriva de un potencial: V' = V®)}. Sin embargo
esta formulacidn no es del todo correcta: Consideremos un medio isétropo inhomogéneo
donde K = K(z,y, z) entonces de (1.3) se sigue que:

q=-KV¢ - oVK

esto implica que para un dominio en el que @ = cte tenemos flujo debido al hecho de
que K varia. Esto es imposible ya que no podemos tener flujo sin una fuente de energia.
Entonces (1.3} es una forma incorrecta de escribir la ley de Darcy excepto para un medio
homogéneo e isétropo.
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1.4 Fluyjo no saturado

Como parte del ciclo hidrolégico, el agua que se filtra en la tierra hacia el manto freatico
atraviesa una zona en donde ¢l espacio vacio del medio poroso estd ocupada por agua
y por aire. Al flujo en esta zona se le llama flujo no saturado v su entendimiento y
prediccidn es escencial cuando se quiere determinar el abastecimiento total de agua del
manto fredtico proveniente de lluvias. irrigacién, ete.

Otra motivacién para estudiar el flujo de agua en la zona no saturada es conocer la
calidad del agua. Los contaminantes aplicados de distintas formas a la superficie del suelo,
como fertilizantes, pesticidas, etc, se disuelven en el agua aplicada a la superficie. Esta
agua se filtrard y cargard entonces contaminantes en su camino hacia el manto fredtico.
Mientras los contaminantes son transportados varios fendmenos irdn sucediendo como son
la dispersién y la absorctén. Estos afectan la concentracién de contaminantes en el agua
que eventualmente alcanzard la superficie freduica. Si se quiere conocer la razén con que
los contaminantes alcanzan el manto fredtico es indispensable conocer el movimiento ¥
acumulacion de contaminantes en la zona no saturada. Sin embargo uno no puede estudiar
el movimiento de un contaminante transportado por el agua sin conocer el movimiento
del agua.

1.4.1 Presidon capilar

La principal diferencia del flujo en la zona no saturada con el de la zona saturada es debida
a la interaccién del aire v ef agua en el espacio vacio del medio porose. Cuando dos fluidos
inmiscuibles (en este caso agua y aire) estdn en contacto, existe una discontinuidad en
la presion a través de la interfase que las separa. Esta es una consecuencia de la tensidn
de interfase que existe entre las dos fases en contacto. La magnitud de la diferencia de
presiones depende de la curvatura de la interfase. La diferencia de presiones se lama
presidn capilar (pg):

Pe = Paire — Pagua

donde las presiones se toman en las dos fases aproximandose a la interfase desde el
lado correspondiente.

Asumiendo que la iensién de interfase, o)y, entre dos fases con presiones ;1 y p2 es
constante , la férmula de Laplace para la presién capilar nos dice que la relacidn entre la
curvatura y la presién capilar estd dada por:

) 1 1 20’[2
Pc=P2‘*P1=0|2(—,+-,;) =—0
roor r
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donde r” es el radio medio de curvatura definido como 2/r* = 1/ + 1/r". La presidn
capilar es asi una medida de la tendencia que tiene el medio poreso parcialmente saturado
de absorber agua & de repeler aire. En edafologia el valor negativo de la presién capilar
se ColoCe como succidn 6 tensidn.

Si suponenios que el aire en el espacio vacio esta a presién atmosférica entonces el agua
en el espacio vacio estd a una presién Pygue Menor que la atmosférica. Un modelo simple
que explica lo que sucede en el espacio vacio, es el agua en un tubo capilar sumergido
parcialmente en una bandeja con agua como lo muestra la figura 5. El tubo simula las
estrechas aberturas entre los granos.

Pozm™ O

Figura . Un ube capilar.

Supongamos que la presidn atmosférica es cero. En el agua justo debajo de la superficie
en el tubo, la presion p,gu estd dada por:

Pe = Pgire — Pagua: Pogue = — D¢ pues Paire = 0.

La presidn del agua es también negativa a lo largo del tubo v hasta la superficie del
agua en la bandeja donde pyjuy = 0.

La figura 6 muestra como la presion negativa (menor que la armosférica) se puede
medir en los suelos, En 6(a) una muestra de suelo se coloca en una membrana porosa
{6 plato poroso) conectada a un mandmetro. Las aberturas de la membrana son muy
pequefias de modo que el aire no puede ser absorbido a través de ellas hacia adentro
del manémetro. La altura A, indicada en la figura 6{a), nos da la altura de la columna
de agua que estd siendo soportada por la succién que ejerce la muestra del suelo sobre
el agua en el mandmetro. Si denotamos por e, al peso especifico del agua. entonces
Pe = Yaguaftc corresponde al promedio de presién, sobre el drea de contacto, que ejerce la
muestra de suelo sobre el agua del mandmetro. El plato poroso, que es permeable al agua
pero impermeable al aire, es necesario para establecer contacto hidrailice entre el agua
de la muestra y la del mandmetro sin que ¢l aire sea absorbido hacia el tltimo.
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Muestra de suelo

"" Superficie del

suelo
= Mercurig «
1 Yt

Plato
Poraso

N Suelo no
saturado

Capuchon
poroso
Llave de 2=0

i
[
[
Z

3 pasos ‘

? . i_
B, =Yuh, =Y Ry Y g
Figura 6. Medicion de la presion capilar en el laboratorio (a} y en et campo (b).

El instrumento usado para medir la presién capilar en la zona no saturada se [lama
tensidmetro. El contacto entre el agua del tensiémetro y la del suelo es establecido a
través e un capuchén poroso. Al utilizar un tensidometro hay que asegurarse de que el
equilibrio se haya alcanzado. va que esto puede tomar mucho tiempo. En la figura 6(b)
se rnuestra un tensiémetro para mediciones en el campo.

Haciendo un balance de fuerzas en el tubo de la figura 5 se obtiene que:

T_)g_ _ _Pugua_
rg pg

Pe > 0 ya que Paire = 0

donde p es la densidad del agua. A h,; se le llama la cabeza de presidn capilar.

Como en el flujo saturado aqui también podemos definir una cabeza piezométrica

= 2 + Pagua/ Vagua €0 cada punto del dominio de flujo. Generalmente el término cabeza

capilur (.} se utiliza para denotar la cabeza piezométrica para el flujo no saturado.
Tenemos entonces que

Gemztlum s P by >0 paire=0
Yagua “Yogua

Como en el flujo saturado, la cabeza capilar también estd medida desde un nivel
arbitrario de referencia.

Muchos autores utilizan el simbolo w para el negativo de la cabeza de presién de tal
manera que ¥ = he = —Pagua/Yagua > 0- Y entonces para la cabeza capilar tenemos:
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po=—9+z (1.4)
Es importante recordar que los conceptos de ¢, w, h, se utilizan dnicamente para
fluidos incompresibles.

La definicién de la cabeza capilar, 6., nos permite generalizar la ley de Darey, (1.2),
para el flujo no saturado como

q=-AVg.. (1.5)

En la seccion 1.4.3 veremos que, en este caso, la conductividad hidradlica, K, deja de
ser una constante y depende del contenido de agua, u. Esta generalizacion serd discutida
con mds detalle en la seccidn 1.4.4,

La figura 7 muestra los instrumentos de medicién de ¢ ¥ ¢, e indica las diferencias
entre ellas.

I Piezometro
= Suelo no
- saturado
s Y aga Tensiome Capuchén
i poroso
i |
L
] Suelo
saturado e
z ) z
Gc
Agua
{a) Nivel de rcfercnc::}l (b}
¢=z+ p:lgu.‘l 'rYugw Pe=2- ¥

Figura 7. Diagramas de definicion de® v 9 .

1.4.2 Retencion de humedad

En la seccién anterior se dijo que la presidn capilar depende de la curvatura de la interfase
entre el agua y el aire en el espacio vacio del medio poroso. Lo que hace aun mis



1.4, FLUJO NO SATURADO 21

interesante el estudio del flujo no saturado es que esta curvatura depende a su vez del
contenido de agua en el medio poroso.

Consideremos una muestra saturada colocada en el plato poroso de la figura 6a. Ahora
supongamos que el agua es drenada através de la tlave de paso. La figura 8 muestra las
sucesivas etapas del drenaje. El estado inicial es denotado por 1. Mientras el agua
es drenada, la superficie comienza a curvarse, 2. El radio de curvatura de la interfase
dependerd de la succidn. Mlientras el agua es drenada y las interfases son aspiradas hacia
abajo, la curvatura se vuelve mas pronunciada ¥ la succidén aumenta. En cada etapa, la
mayor succién que puede ser soportada por la interfase corresponde a la curvatura mds
aguda que puede ser acomodada en el canal a través del cual la interfase estd siendo
empujada, ¥ la curvatura mis pronunciada se presenta en la parte mdis angosta (etapa
3). Mientras el drenaje prosigue la interfase se retira hacia canales que soportan una
curvatura de mayvor radio. 4. Sin embargo, como esto significa menor succion, ésta no es
una etapa de equilibrio y el agua continuard retirandose hasta que las interfases tomen
una posicién de equilibrio en canales que sean suficientemente estrechos para soportar
interfases de curvatura mds pronunciada, 5. Obviamente que si todos los canales son
iguales v amplios, a una determinada, succién no puede soportarse una etapa de equilibrio
y un repenting v casi completo retiro de agua de la muestra tendra lugar.

Figura 8. Etapas del drenuje de agua.

Generalmente. los poros tienen distintos tamafios y, por lo tanto, no se vaciardn a la
misma succién. Los poros grandes (o aquellos con canales més amplios de entrada) se
vaciardn con succiones bajas, mientras que los de canales de entrada mas estrechos, que
soportan interfases de curvatura mas aguda, se vaciaran con succiones mayores.

Supongamos que ahora revertimos el proceso, y en vez de incrementar la succién
para vaciar m4s poros. la reducimos con el propdsito de rellenar el espacio vacio. La
transicién es ahora de la etapa 5 a las etapas 6 y 7. La curvatura de la interfase se vuelve
progresivamente menos pronunciada.
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La figura 9 muestra un tipico ejemplo de la curva ¥ = w(u) o b, = h(u) duranie el
drenaje. En edafologia esta curva se llama curva de retencidn, va que muestra como el
agua es retenida por fuerzas capilares contra la gravedad. El punto A de la figura 9 es
llamado la cabeza de presion capilar critica w,. 5i empezamos con una muestra saturada
como en la figura 6a, y producimos una pequena cabeza capilar v, casi nada de agua
dejard la muestra (i.e.. nada de aire penetrard la muestra) hasta que el valor de la cabeza
capilar critica se alcanza. Al seguir aumentando ¥ los poros mas grandes comtienzan a
drenar y el contenido de agua disminuye drdsticamente.

he=p &,

¥e

T

0
Uy u

Figura @ Curva tipica de retencion dutunte el drengge.

Mientras el proceso de drenaje continia se observa que una cierta cantidad de agua
permanece en la muestra incluso a presiones capilares muy altas. Este valor de u, denotado
up, Se llama el contenido irreducible de agua.

Durante el proceso de abastecimiento se observa que la curva ¥ = w(u) difiere de la
obtenida durante ¢l drenaje. Esto se debe a un fendmeno de histéresis. Al modelar un
flujo en un medio poroso habrd que usar entonces la curva de retencién correspondiente
al fendémeno que se desea estudiar.

1.4.3 Conductividad hidrdulica

El coeficiente de proporcionalidad K que aparece en las distintas formas de la ley de Darcy
y en las ecuaciones para el flujo en la zona no saturada se llama conductividad hidraulica.
Puede ser definida utilizando (1.2) como la descarga especifica por unidad de gradiente
hidraulico. Es un escalar que mide la facilidad con que un fluide es transportado a través
de un medio poroso. Es, por lo tante, un coeficiente que depende de las propiedades de]
fluido v de la matriz sélida. Las propiedades relevantes del fluide son su densidad ¥ su
viscosidad; y para la matriz sélida son el tamafio, la forma y la distribucién de los granos
(6 poros) v la porosidad.

Para el flujo no saturado se observa que la conductividad hidraulica, K, depende del
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contenido de agua, u. Cuando la saturacién disminuye, los poros grandes drenan primero
per lo que el flujo tiene lugar através de los poros mds pequefios. Esto provoca una
reduccidn en el drea de la seccidn transversal accesible para el flufdo y un incremento
en la tortuosidad de los pasadizos en los que el flujo tiene lugar. La combinacién de
estos dos efectos causa una rapida reduccion de la conductividad hidraulica mientras el
contenido de agua disminuye. Cuando las peliculas de agua se hacen ain mds delgadas,
ciertos fenémenos en la interfase def agua con la matriz sélida intervienen provocando que
la conductividad hidrdulica siga disminuyendo. Entre estos factores podemos mencionar
un incremento en la viscosidad del agua en las proximidades de las superficies sélidas.

La figura 10 muestra la relacién K = A'(u) obtenida experimentalmente.

Conductivided hidraulica, K

ob— H—

b
Figura 10. Grafica de Ia conductividad hidraulica K.
contra el conenido de 2gua, u.

Muchos autores sugieren diversas relaciones entre K y u. Childs & Collis-George
(1950) suponen A = Bud/M? donde M es el area especifica de la supercicie de la fase
sdlida v B es una constante.

Irmay (1954} deduce una relacién similar supotiendo que la resistencia al flujo ofrecida
por la matriz s6lida es proporcional al drea de la interfase liquida-sélida. La conductividad
hidrdulica se vuelve entonces proporcional al radio hidraulico, i.e., al volumen del espacio
vacio dividido entre el drea humedecida. Este modelo nos lleva a la pardbola cibica:

N
K = K, (“—-“_ﬂ)

1—!}..0

donde Ay el la conductividad cuando el flujo es saturado. La curva experimental
mostrada en la figura 10 es bien aproximada por la relacién anterior. Otros experimentos
en suelos donde el tamafio de los granos es uniforme coinciden también con esta relacidn.

También resulta conveniente presentar a K como una funcidn de la cabeza de presién
capilar, ¥. Sin embargo esta relacidn no es del todo precisa debido a que la dependencia
¥ = ¥(u) no es tinica por el fendmeno de histéresis. A pesar de ello, en gran parte de este
trabajo supondremos que 1(u} esté bien definida para u € [0,1] ¥ que
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K = Kyexp(—ay) {1.6)

donde a es una constante v K es la conductividad cuando el flujo es saturado.

Esta iltima relacién fue propuesta por Gardner en 1958 v a pesar de que no apro-
xima muy bien los datos experimentales, es utilizada por ser mds conveniente para fines
analfticos. La principal diferencia entre esta relacién v las anteriores es que K > 0 mien-
tras que en las otras relaciones se tiene que A(u=0) =10.

1.4.4 Las ecuaciones de movimiento para el flujo no saturado

Supondremos que el aire estd estancado (i.e., Qg = 0) ¥y que estd a una presidn constante
usualmente tomada como 0 (i.e., pgre = 0).

Siguiendo a muchos autores, entre los que se cuentan Buckingham (1907), Richards
{1931}, Childs (1936), Childs & Collis-George (1950), suponemos que la ley de Darcy, d
la ecuacién de movimiento en tres dimensiones, es aplicable al flujo ne saturado en un
medio isotropico en la forma:

q=-K(u)Vé. (1.7)

donde q es el flujo volumétrico (volumen de agua por unidad de drea por unidad de
tiempo), ¢, es ia cabeza capilar discutida en la seccidn 1.4.1y K (u) > 0 es la conductividad
hidrdulica, que en este caso deja de ser una constante como en el flujo saturado y depende
del contenido de agua, 4, como se discutid en la seccion anterior.

Al sustituir (1.4) en (1.7) se obtiene:

q=-K{)V(-¢+2) (1.8)

En la seccion 1.4.2 se discutid la relacion ¥ = ¢(u). Es importante recordar que esta
relacion no es tinica debido a la histéresis, ¥ que, por lo tanto, 1a historia del abastecimiento
y el drenaje juegan un papel muy importante en el andlisis de problemas de flujo.

A pesar de eso, suponiendo que la relacién ¥ = ¥(u) es (nica (como cuando se trata
Ginicamente de un problema de drenaje ) ¥ que estd definida para u € [0, 1], hacemos uso
de la regla de la cadena en {1.8) y obtenemos:
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q= K(u)%Vu - K{u)es (1.9)

Klute (1952) ilamé a D(u) = —K(u)%& el coeficiente de difusividad 6 la difusividad
capilar. Recordando que A'(u) > 0 y observando la relacién o = (u) de la figura 9. en
donde ¢s claro que ‘;—“’ < (1, se sigue que D{u) > 0. Sustituyendo esta definicién de D(u)

u
en (1.9) se obtiene:

q=—D{u)Vu - K{u)es (1.10)

Para el flujo horizontal en dos dimensiones en el plano zy tenemos:

q=-D{u)Vu (1.11)

La similitud entre (1.11) y la ley de Fick de difusién explica porque el término difusi-
vidad es utilizado aqui.

Para el flujo vertical tenemos:

g, = —D(u)-a—; — K{u) {1.12)

A pesar de que hav suficiente evidencia experimental para justificar el uso de las
ecuaciones anteriores (para el mismo rango de niimero de Reynolds para el que la ley
de Darcy es valida), también hay evidencia experimental en la literatura de que cuando
los gradientes hidraulicos (que son aqui la fuerza conductora) son muy bajos, el flujo se
desvia de la ley de Darcy.

1.4.5 Ecuacién de Richards

En esta seccion deduciremos la ecuacidn de Richards, que es la ecuacién que estudiaremos
en los siguientes capitulos. Es una ecuacién diferencial parcial nolineal para « para el
caso del flujo vertical en la zona no saturada.

Por {1.12) tenemos que para €l flujo vertical:
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- = =D{u) 3 - K(w)

donde z es la altura medida desde un cierio nivel de referencia. En esta ecuacidn el
término — K (u) en la parte derecha representa el flujo debido a la gravedad v —D(u)g—'z‘

representa el flujo debido a fuerzas capilares.

Supongamos ahora que deseamos modelar la filtracién vertical de un fluido en el suelo.
Si z € [0,00) mide la profundidad en el suelo entonces hacemos el cambio de variable

z = —zen (1.12}. De este modo se tiene que g, = —¢q; ¥ que du/dz = ~du/dz y entonces
tenemos
a
4 = —D(u)a—: + K(u). (1.13)

A continuacién haremos un argumento de conservacién de masa. Consideremos dos
puntos cualesquiera con profundidades a y b respectivamente como se muestra en la figura
11.

—— Superficic (x = 0)

a

X

Figura 11

La masa total del agua entre a v b al tiempo ¢, m((a, b); t), estd dada por:
b
m{(a, b); ) = / u(z, t) da. (1.14)
a
La razdén de cambio de esta masa es entonces:

%m((a blt) = %[ﬁ w(z,t)de = ]b -g—tu(x, t) dz. {1.15)
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Si suponemos que la masa se conserva entonces esta razén de cambio deberd ser igual

&l agua que entra menos el agua que sale del intervalo (a,b) al tiempo t. Esta cantidad
de agua estd dada por:

0(a,t) — qu(b,) = —/:%qx(a:,t)dz. (1.16)

Por lo tanto suponiendo que hav conservacién de masa. igualamos (1.15) con (1.16)
para obtener:

b
gu z,t)dz = — / Ey —q:(z (L.17)

que usando (1.13) se convierte en:

[ wt @S+ Kwledz =0 (118)

Como a y b son arbitrarios entonces el integrando debe ser cero. Por lo tanto tenemos
que:

w = [D{) 55 — K(u)le (119)

Esta es la ecuacién de Richards para ¢l flujo vertical en la zona no saturada en un
medio homogéneo. $i el medio no es homogéneo entonces tanto D como K dependen
también de z. Asi que en este caso se tiene:

: a
Uy = lD(utm)g‘E

— K(u, 2)]e, r € [0,00);t >0 {1.20)

Las funciones D{u,r) y K(u,z) que aparecen en (1.19) y (1.20) son las Hamadas
funciones hidraulicas. Son altamente no lineales lo que hace que la ecuacién de Richards
sea muy dificil de resolver analiticamente.



Capitulo 2

Existencia y propiedades de las
soluciones

Al estudiar la ecuacién de Richards hay dos condiciones de frontera que en principio
podrian considerarse, las del tipo Dirichlet «{0,t) = u;(¢), u{co,t) = us(t), o imponer
condiciones sobre el flujo en la frontera:

—D(uhue + K(Wle=o = f1(1) = D(uuz + K(8)ls=o = f2(t).

De estos dos tipos de condiciones de frontera, la del Hujo prescrito en z = 0 es mds
relevante fisicamente, ya que éste puede relacionarse con irrigaciones o con el agua de
lluvia.

El problema que estudiaremos entonces serd el de encontrar soluciones de la ecuacidn de
Richards dada la concentracidn inicial de humedad y con el flujo prescrito en la superficie
del suelo , x = 0.

Es decir, estudiaremos el problema

u = [D{u)us — K (u)]; z20, t>0.
u(z,0) = up(x) para z >0,
—D(uluy + K(u)lz=0 = f(t) para t>0

El objetivo de este capitulo es probar la existencia de soluciones a este problema.
Obtendremos de paso, en la seccidn 2.3, algunas propiedades de las soluciones. Una de
ellas, particularmente importante para la interpretacién fisica, es que si 0 < wy(z) < 1

29
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entonces 0 < u(z,t) < 1, de modo que u efectivamente representa el contenido de humedad
del suelo.

En todo el capitulo haremos las siguientes suposiciones sobre las funciones hidrdulicas
DyK:

Supondremos que A{u) estd dada por (1.6) con a = 1:

K{u) = Kyexp(—y(u))

y por lo tanto

K > 0, (2.4)
K'(u) = Du)>0 (2.5)
K'u) > 0 para  u€[0,1]. (2.6)

La relacién (2.6) es crucial y estd de acuerdo con los datos experimentales. Supondre-

mos también que K vy D son funciones acotadas para u € [0,1] y que K. D e C?[0,1].
1

La ventaja principal de estas suposiciones es que podemos hacer el cambio de variable

vz, t) = K{u(z. t)). {2.7)

entonces

v = K'(u)u, {2.8)

0

1La figura 10 del capitulo 1 muestra la relacion K'(u) obtenida experimentalmente. Observamos que
K(u) vale cero para u € [0,up) (donde up € (0,1} es el contenido irreducible de agua) lo que no estd
stendo refiejado por la suposicién (2.4). También la figura 9 del capitulo 1 nos hace suponer que %‘g 1o es
acotada en el intervalo [0,1] lo que implica que D(u) tampoco lo es. A pesar de que eso, estas suposiciones
nos dan suficientes condiciones de regularidad para poder trabajar y son una aproximacién al problema
real.
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b ;I;J(Iv) (2.9)

donde A
M{v) = K'(w) = K'(K~Y(v). (2.10)

De (2.5} v (2.6) se sigue que M (v). M'(v) > 0. Tenemos entonces la siguiente ecuacion
parabélica para v(z, t):

vy = M (0)ver — M(v)v:. (2.11)

Las condiciones inicial ¥ de frontera quedan

v{z,0) = wlz) = K(ua(x)), (2.12)
—ug (0,2} + v(0, 8} = f(t). {2.13)

En el resto del capitulo trabajaremos con esta formulacién.

Para probar la existencia de soluciones de (2.1}, (2.2) v (2.3) estudiaremos la existencia
de las soluciones de

v = M(v)ugy — M{(v)ty en z>20,t>0
u(z,0) = vylx), 0(0,¢} — v(0,1) = f{(t), (2.14)

considerando ecnaciones lineales de la siguiente manera: si v(z,1) es una funcién con-
tinua y acotada para z > 0. 0 <t < T con u(z,0) = w(z), la solucién W(z,t) de la
ecuacidn lineal

Wy = M{v)Wy, — M{v)11; en z>0,0<t<T
W(z,0) = up(z), W(0,t) — W (0,t) = f(t) (2.15)
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define un operador W = $(v). La solucion de (2.14) corresponde a un punto fijo de @,
Las condiciones sobre los datos inicial y de frontera son K(0) < ag < vp(z) < a < K(1)
YyR{D) <og < f(t)<em < K(1). 2

Una manera elemental de resolver {2.15) es por medio del método de diferencias finitas,
ver [6], capitulo 7.2. La idea es fijar dos nimeros pequeiios Az y At v discretizar la regién
z > 0,0t <T considerando tnicamente los puntos de la forma (nAz, mAt), donde n
¥ M son enteros no negativos, ¥ aproximar las derivadas de W por

Wz, t + At) — W(z,t)

Wiz, t) =~

At
3% Az, t) — Wzt
Wizt ~ E* —\‘22 Viz.Y)
Wz + Az, 1) — 2W(x, t) + Wiz — Az,¢)

Wea(z,t) =~ (Az)?

Dado que conocemos W{z, 0) podemos sustituir estas expresiones en (2.15) y de ma-
nera recursiva obtener los valores de W en los puntos de la reticula (nAz, maAt), n > 1.

Para el caso n = 0 utilizamos la condicién de frontera, que se puede aproximar por

W{0,t) = 1 WAz, t) + f(t)Az].

+ Az
Después se hace tender Az v At a cero y en el limite obtenemos la solucién W(z, t).

Sin embargo, para buscar puntos fijos de & es mas conveniente trabajar en espacios
de funciones de Holder, en los cuales es posible estimar |[W]| de manera adecuada en
términos de ||v}].

2.1 Espacios de funciones

Consideremos un ndmero real & € (0, 1]. Una funcién continua vy : A" — R es Holder
continua con erponente ¢ si

sup [vo{z} — voly)l

< 00. 2.16
Ty lz —yl* (2.16)

?Esta condicién puede interpretarse como una restriceidn sobre los valores del flujo que puede soportar
el suelo que dependen de los valores extremos de la conductividad hidraulica .
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El espacio C*{R™*) consiste de las funciones acotadas, continuas en el sentido de Hélder
con exponente o. La nerma en este espacio estd definida como

lvolloe(rr) = [voloo + [vala

donde |wy|, es el supremo que aparece en (2.16).

Analogamente, si k € N, cl espacio C*+*(R™) consiste de las funciones v, tales que
v§? es acotada y continua en R*. =01,k v ecoRr).

En este caso la norma es

k
— i k
llsollovragrry = 30 1080 + 105
i=t

En el caso de funciones »(xz,t) definidas para z > 0, 0 < ¢t < T, si By = RT x
[0, T] entonces C/2(Ryr) es el espacio de funciones que son Hélder continuas en ambas
variables, con exponente o en r y exponente «/2 en t.

En este caso

|vlae = sup [v(-t)las  [Viajze =5UD (T, )|ap2
0<I<T 20

||U|lcn.n/‘!(RT) = [¥|az + |t|ag2e,  que denotaremos por || Hz‘a/z-

De manera analoga se definen los espacios CF+™ 4*/2( B2y ver [9], capitulo 1. Nuestro
espacio de funciones bdsico es C2+® 1+/2( By),

2.2 Existencia local de las soluciones

Estableceremos la existencia local de las soluciones de (2.14) para 0 < ¢t < T y T sufi-
cientemente pequeno. Para ello analizaremos algunas propiedades de las scluciones de la
ecuacion lineal (2.15). La estimacién bisica es la siguiente:

St v e C*/2(Ry), v € C*™(R*), v f € C'**([0,T]), entonces la solucién W (z,1)
de (2.14) existe, W(z,t) € C** 1*o/2(Rr) y

W1 aisasz < ¢ (Ivolerrecnty + [ flovrarqory ) - (2.17)
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Ver [9], capitulo 4. secciones 5 y 6 ((5.10) y (6.6)}. La constante ¢ depende de [[]|7, /5.

Si mn= |’U0|(;2+cx, Ty = |f}cl+n,‘2([0;]«]) Yyres tal que

clry+rg <1

entonces la estimacién (2.17) establece que ¢(B,(0)) € B,(0) donde B,{0) ¢s la bola
con centro en el arigen de C**™ 1*e/2( Ry} v radio r.

Finalmente verificamos que & es una contraccién si T es suficientemente pequeiio. Para
ello, consideremos vy, v, € C?F* 4/2( R} v las soluciones correspondientes Wy, W, La
diferencia W = |, — W, es solucion de

Wy = M (v)Woe — M{v)W, + M()[(V

f) - 14"2)1]{111—'02] £20,0<t<T
W(z,0)=0, W0, —W.(0,1)=

Si A(t; v1) denota al operador solucién de (2.15) con coeficientes determinados por vy,
entonces

Wz, t) = fu Al = 7 0)[(Wa)er — (Wadal[tr — w2 (2, 7)dbr

Se sigue de la estimacién (2.17) que

t
W= Wellf o iz € € ) IWallTso, 5072 (100 = v2llsa, 1iase 7
T
< ¢ T |Wallita s4ar2 101 — v2llosa, 14ar2 -

Hay una estimacidn similar a (2.17} para derivadas de orden superior, ver [9], cap.4
seccion §, (5-10):

||W2|E+a.a+a/2 < élivolisa + 1fls+as2]

si vy y f son suficientemente regulares. La constante ¢ depende de [|w2]|5 o/ ¥ POT lo
tanto es acotada cuando T — 0. Se sigue que ¢ es una contraccién para T suficientemente
pequenia y por lo tanto tiene un dnico punto fijo v € B,{0), es decir v{x,t) es solucién de
(214) para0 < ¢ < T.

Notese que T' depende de ![v|[] ,/o- Para T pequefio |[v][7 ./, esta cerca de ry = fugl,
v por lo tanto no depende de T.
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2.3 Cotas a priori y comportamiento asintético

Supongamos que #(r, t) es una solucién de (2.14) para 0 < ¢ € T. Estableceremos algunas
propiedades de v que son vilidas en cualquier intervalo donde dicha solucién exista.

Proposicién 2.1 5% u(z,£) es una solucidn de (2.14) y K(0) < iy < vo(z) < oy <
K (1) entonces cq < v(z,t) < ey paretodez >0 0<t<T.

Demostracidén: Es claro que v(x.t) no puede alcanzar un maximo mayor que a; en
z>0,0<t<T Siv0t) = oy por primera vez para £, > 0 entonces v.(0,t) =
u(0,t) ~ f(t}) = a; — f(t) > 0, con lo cual v alcanzaria su maximo en R,, en algin z5 > 0.
Esta contradiccion prueba que vw(z,t) < oy para 0 < t < 7. Un argumento similar
establece que v(z,t) > o para 0 < £ <7T. La proposicién estd probada.

Una consecuencia interesante de este resultado es que la solucidn u(x, t) que representa
el contenido de agua satisface 0 < u{x,t) < 1 micntras dicha solucidn exista.

Las siguientes demostraciones estin adaptadas de las correspondientes pruebas en [11]
para la ecuacién (2.1). En ellas se usa el principio del mdximo para ecuaciones parabdlicas
en diversas formas (ver [12] cap.3). El resultado principal es el siguiente:

Considérese el operador lineal

g a 3}

L =afz,t + b(z, t)a — h{z, t)— e

( H )@

en lo regidn © > 0, t > 0 donde a(z,t) > u > 0, h(z,t) >0 yabyh son funciones

acotadas. Siu(x,t) satisface L[u] < 0, u(z,0) > 0, (0,t) > 0 entonces u(z,t) > 0 pura
z>0,1>0

La siguiente proposicién muestra que las soluciones de (2.14) mantienen el comporta-
miento asintético en x = oo de ta condicién inicial.

Proposicién 2.2 Siv(z, t) es una solucidn de (2.1{} en CTro 1 +/2( R} y lim, 4 ooto(z) =
I, entonces limzoov{x,t) = [ uniformemente en ¢ € [0, T).
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Demostracién: Dado € > 0, existe zp > 0 de tal forma que lwglzx) — ] < €/2 para
z 2 xp. Consideremnos la funcién

r(z,t) =+ -g + CePtHize=2)

v el operador

a2 g J
L= 1‘1(1})5;6—2 - _‘[(U)— - _f,

entonces

L(r) = [2.’1-[(1_,-) — ﬁ]Ceﬁ“HIo—z) '

Como v(z,t) < K(1), st # > 2K"(1) se tiene que L(r) < 0. Por lo tanto L(r — ) < 0.
En ¢ = 0 tenemos

r(z,0) — v(z,0) = I + g F 0™ myy(z) > Ce™ T >0 si 1> g

En 0 €2 < xy basta tomar C > |ug|e para que r(z, 0) — v{x,0) > 0.

En la frontera lateral z = 0 tenemaos

r(0,) — (0, ¢) = { + % +Cfe® —u(0,) >0 si > K(1).

Con la eleccidn de las constantes C' y /3 se tiene, por el principio del maximo, que
r{z.t) > v(z.t) parax > 0, 0 < t < 7T, es decir

v(z,t) <1+ % + CePtHlmo—a < 4 g + CefTem0=,

La estimacidn por abajo es similar. Combinando ambas vemos que existe x; > 0 de
tal forma que '

[v{z,t)] < e para 0<t<T, z2 1.

La proposicién estd probada.
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Proposicién 2.3 Siv(x. 1) es una solucidn de (2.14) en CTT® 14/2(Be) y lime oo th(2) =
0, entonces lim; oot-(x. 1) = 0 uniformemente en t € [0, T).

Demostracién: La ecuacién para B = ¢, es

Wy = M (0)Wor — M (6)W + M (W)W W, — M'(u)112
Constderemos la funcién

rz, t) = geﬁ(t_ﬂ + Ceftrizo-z)
y el operador

o? d . a . a
L= .‘[(L)ﬁ - AJ(U)E’J; + A ('U)'Ug;a—x -\ ('U)Uz - 3t

entonces L(W) = 0 v por lo tanto
Lir = W) = L{r) = [2M(v) — 2M' (v)v, = 8] Ce®+®0=2) 4 -5 _ A (v)v,] geﬂi*-“.

Dado que [v.{z.¢)| < |[vl|7.., Lias2 S€ Sigue que podemos escoger 4 suficientemente
grande tal que L(r} < 0. En ¢t = 0 se tiene

r(z,0) — v.(z,0) = %e‘ﬂT + Cel™7) — y(x) > Cef0m9) > g
sl zg es tal que |vj(x)| < %e'ﬁT para z > 3p. 51 C > |vjle ¥ 0 < 7 < 29, entonces

r{z,0) — v.(z,0) > Ce™~2 — i (z) > 0

v por lo tanto

r(x,0) — v,(z,0) > 0 para todo x>0



38 CAPITULO 2. EXISTENCIA Y PROPIEDADES DE [AS SOLUCIONES

En [a frontera lateral z = 0 se tienc

r(0,t) — v.(0.8) = Ce™e® 4 %ej(“ﬂ - u(0,8) >0

siC o> |l1'||g+o'1+0/2. Entonces por el principio del miximo se sigue que 7(z.) —
vz, 8) > 0, es decir

€ ; €
'U.I(‘I.- t) g §eﬂ(£—f') -+ Ceﬂte(r"'r) S ; + CEﬂTC(IO_’r)_
La acotacién por abajo es similar. De ambas concluimos que existe x; > 0 tal que

o, )] < ¢ si £>2x,0<t<T.

La proposicién estd probada.
" El siguiente resultado es una estimacion uniforme en el tiempo para |v:]s.

Proposicién 2.4 Eziste una constante positiva C de tal forma que si u(z, t) € CFra-1+a/2( Ry
es solucion de (2.1} en 0 < t < T, entonces |u(x,t)| < C.

Demostracién: Recordemos que la ecuacion para 1V = v, es

We = M(w)Wey — M)W, + AL ()W W, ~ A () W2
W(z,0) = uplz).  W(0.1) = u(0,t) - f(2).

Como M'(v) > 0, se sigue del principio del mdximo que v, alcanza un méximo en la
frontera de Ry, por lo tanto existe una consrante C; > 0 de tal forma que w{x,t) < C).

Para obtener la cota inferior. considerct..os la funcién

r(z,t) = e “v(z, t).

La ecuacion para r es
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re = M{v)re + M{v)r, en z>0,t>0
r{x,0) = e Tug(x), r-(0,t) = — f(t).

Asi que la ecuacién para g(x,¢) = ro(z.t) es

@ = M(v)ge: + M(v)g: "f'(v)vrq:+ M'(v)veg

M(v)gzz + M(v)qe + M'(2)e"[r + qlgz + M (v)e" (r + q)gq

M(¥)gee + (M(v) + M vet[r + gl) g + A (v)e (r +q)g
Q(I’ 0) = e-I[UO - UU( )]l ( ) = _.f(t)

I¢

Se sigue que ¢ no puede alcanzar un minimo interior en (zo, to) tal que g{zo, to)

—K1(1), pues r < K(1). Dado que ¢ es acotada 1nfer10rmente en J{Rr), se sigue que
existe Cp de tal forma que g{x,t) > —C,.

De la relacién r; = e~%v, — &%y y la proposicién 2.3 se sigue que v, es acotada
inferiormente. Si C = max{C), C;}, entonces

[e(, 1) £C para r>0,0<t < T,

La proposicidn esta probada.

El siguiente resultado es una cota inferior uniforme para v,.

Proposicién 2.5 Eriste una constante positiva C de tal forma que siv(z, t) € C¥+e Haf2( Rr)
es solucion de (2.1{} en 0 <t < T, entonces v,(z,t) > —C.

Demostracion: La ecuacién para q(z,t) = v(2,¢) es

qe M (V) — M(v)g: + M (vique, — M’ ( v)gug
)

M(0)gse — M(v)gs + ((”) ¢
g(z,0) = M(vo(z))[vg(a) — vp(z)],  ¢{0,t) — g.(0,2) = f'(1).

2
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La estimacidn es consecuencia del principio del maximo.

Finalmente supondremos que v, < C para todo 2 > 0, 0 <t < 7. En este caso, |U;]e
es acotada uniformemente en ¢ y en consecuencia |[][T ,/, es acotada, independientemente
de T, para cualquier o € (0, 1].

De aqui se sigue que podemos continuar la solucién local por medio del esquema de
contracciones como se hizo en la seccién 2.2 v obtener una solucidn definida para todo
t>0



Capitulo 3

Convergencia de las soluciones a
ondas viajeras

En este capitulo estudiaremos los frentes hiimedos para un suelo homogéneo. Matemdticamente
los frentes hiimedos son representados por soluciones en forma de onda viajera de la
ecuacién de Richards para un suelo homogéneo (1.19).

El principal resultado de este capitulo es que bajo algunas suposiciones, las soluciones
de (2.1) con las condiciones de frontera (2.2} y (2.3) “se parecen” a soluciones en forma
de onda viajera para tiempos largos.

En la seccién 3.1 se prueba la existencia de ondas viajeras para {2.1) v se discuten
algunas de sus propiedades. En la seccion 3.2 estudiamos la aproximacion de las soluciones
de (2.1) por la onda viajera.

Como en el capitulo anterior supondremos que las funciones hidrailicas D) y K satis-
facen

K{u) > 0,
K'(u) = D(w) >0
K'u) > 0 para wuel0,1]

v que ellas ¥ sus derivadas son acotadas.

41
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3.1 Existencia de ondas viajeras

En esta seccion probamos la existencia de soluciones en forma de onda viajera para la
ecuacién de Richards (2.1). Las ondas viajeras son conexiones entre dos soluciones esta-
cionarias. En 3.1.1 estudiamos estas soluciones estacionarias para en 3.1.2 buscar ondas
viajeras de (2.1).

3.1.1 Soluciones estacionarias

Las soluciones estacionarias de (2.1) satisfacen

0 = (D, — K(u)ls-

Lo que implica que la expresion dentro del paréntesis debe ser igual a una constante,
entonces

kp = —D(u)u, + K(u) (3.1)

donde —kg es dicha constante. Vemos entonces que las soluciones estacionarias de
{2.1) son aquellas que tienen un flujo constante a cualquier profundidad = € [0, co).

Usando que K'{u) > 0, como el capitulo anterior hacemos el cambio de variable

La ecnacién (3.1) se transforma en

kgz—"UI+U

cuya solucién general es

v{z) = ko + ke*, k e R* (3.2)
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Como u representa el contenido de agua, entonces 0 < u < 1. Por lo tanto las unicas
soluciones acotadas se obtienen cuando & = 0 en (3.18}. De este modo tenemos que
b= kg

0 bien

u= K" (ko) (3.3)

Entonces, dado un flujo constante ko, hay una tnica solucidn estacionaria constante
asociada a él y estd dada por (3.3). Ademds como K es creciente vemos que esta selucion
varia monétonamente con kp.

Como queremos que 0 < u < 1 necesitamos pedir que

K(0) < ko < K{1)

Esta condicidén puede interpretarse como una restriccién sobre los valores del flujo que
puede soportar el suelo v dependen de los valares extremos de la conductividad hidraulica
K.

3.1.2 Soluciones en forma de onda viajera

En esta seccién discutiremos la existencia de ondas viajeras para (2.1), es decir

u(x, t) = p(x — ct) {3.4)

donde ¢ es la velocidad de la onda. Llamando £ = z — ¢t tenemos que ¢ = @(£). Si

denotamos d;‘e =' obtenemos, al sustituir (3.4) en (2.1), la siguiente ecuacién diferencial

ordinaria para o :

—cp = [D{p)p' ~ K(gp)]  —o0<E<oa.

Por lo tanto
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ko = D{g)p’ — K{) + ey (3.5)

donde ky es una constante de integracion.

Come se menciond en ¢l principio de esta seccidn la onda viajera i serd una conexién
cntre dos soluciones estacionarias de (2.1}, @, ¥ 2%.

Hechas estas consideraciones, nuestro problema matemdtico es ahora probar la exis-
tencia de ¢ que satisface

ko = D{pkp' — K{p) + cp, (3.6)
p(~00) =wa,  @¥{00) = s, (3.7)

Supondremos que ¢, < 9, lo que corresponde a suponer que el suelo se estd humede-
ciendo a medida que avanza el tiempo.

Reescribimos (3.6) como una ecuacidn auténoma,

y K{p) —op+ kg

¥ == D) (38)

La dnica forma en que las condiciones (3.7) pueden cumplirse es que ¢, v ¢, sean
soluciones de equilibrio de (3.8), es decir

0= ["r,ca) — o, + ko, (3.9)
0= {((,-Jb) —Cy ko. (310)

de donde vemos que la velocidad, ¢, tiene el valor nico

¢ = Kl —Kl2) (3.11)
Yo — P

Ademss
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ky = cpq— I{(‘Pa)
cioy — K (p0). (3.12)

Sea (&) una solucién de (3.8) que satisface ¢ < ©(0) < .. Nos gusiaria poder
extender el dominio de ¢ a (—oo,c0) v garantizar que (—oc) = @,, @{o0) = ¢. La
extension del dominio es posible ya que el lado derecho de (3.8) estd acotado y tiene
derivada continua para ¢ € {0, 1].

Para asegurar que ¢{—o¢) = ¢, y que (00} = @, €5 necesario v suficiente que el lado
derecho de {3.8) sea estrictamente negativo para o, < » < ,. Es decir

K(g)—cp+ kg <0

Usando (3.12} tenemos

K () — e + cpa — K(pa) <0
K(p) —cp +cpp — K(pp) <0,

Klo) = K@) _ , . Kle)=Klp)
Y= Pa = @

que por (3.11) nos da

K{p) — K(w) < K (o) — K(s) < K{p.) — K(p)
@ — Oy Po— Wy o —

(3.13)

que es cierto para @, < @ < ©, ya que K"{u) > 0.

Notemos que dado que el lado derecho de (3.8} es estrictamente negativo, se sigue que
¢ es una fucidn mondtona decrecicnte de £

Probaremos ahora que ¢ converge exponencialmente a los estados de equilibrio ¢, y
wp- Esto es una consecuencia de la hiperbolicidad. El jacobiano de el lado derecho de
{3.8) es
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Kp)—c I
D(y) D2

((z)) (K () — e + ko] -

Al valuar en g, el segundo tériine se cancela. Entonces si escribimos

©(€) = wp + h(£) (3.14)

con h{£) positiva, tenemos que h satisface

= K@) = e, 1 o)),

= Dl
Sea
_ = K'(w)
M= "5y

Por (3.11) v la convexidad de K vemos que A > 0. Existe § > O tal quesi 0 < h(€) < 4

entornces

v por lo tanto tenemos que

A M
K(E) S —MA(E) + F-h(€) = ~h(€) <O
de donde concluimos que
R(E) < h(E)eT® 8 para  £28& si 0<h(E) <4 (3.15)

Como @(£) — @, cuando ¢ — oo sabemos que existe & tal que 0 £ h(%) < § v
entonces por (3.14) y (3.15) tenemos

ClE) < gy +8eT99  para £ &.
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Por lo tanto (&) converge exponencialmente a ¢, cuando § — co. De manera com-
pletamente andloga puede probarse que w(£) converge exponencialmente a @, cuando
&= —o0.

Resumiendo hemos probado que dados dos estados estacionarios ¢, y s tales que
W@, >y, existe una onda viajera que los conecta v que converge exponencialmente a ellos
cuando £ — Foo. La eleccién correcta de estos estados estacionarios nos dard la onda
viajera que se aproxima a la solucién de (2.1) que satisface (2.2} y (2.3).

3.2 Aproximacion de las soluciones por ondas via-
jeras

En esta seccidn estudiaremos el comportamiento de las soluciones de (2.1) para tiempos
largos. Veremos que estas soluciones son bien descritas por las ondas viajeras discutidas
en la seccion anterior. Los resultados principales aparecen en [11].

Comenzamos escribiendo la ecuacidn {2.1), la condicidn inicial (2.2) y la de frontera
(2.3)

w = [D{u)u, — K{u); para z€[0,00), t >0 (3.16)
u(z, 0} = ug(z) para z >0, (3.17)
~D(u)uy + K(u)lp=o = F() para t>0 (3.18)

en términos de la variable mévil £ = ¢ — ¢f, Escribimos

u(z,t) = u(f +ct, t) = @&, 1).

Sustituyendo en (3.16) tenemos la siguiente ecuacién para &€, £):

oi _ 0 [ " Bu] 4 i ara €3 -t t20 (3.19)

?37:% (1‘)55 —-a—él\'(—)-i—caé_

Por comodidad quitaremos la tilde, 7, en (3.19). Tenemos

6_1i _3__ Ju 9 du
at -~ o

(u)g B_EK(H) + CEE para E> —ct, t > 0. {3.20)
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Las condiciones de (3.17) y (3.18) quecdan

U(E:O) = uD(E}: E 2 0 (321)
Ju
"D(“)a_g + K{u)|-ag = f(1),  £20. (3.22)

En la seccién anterior probamos que dados dos estados estacionarios i, v v, existe una
onda viajera, y(z — ct), que los conecta ¥ que converge exponencialmente a ellos cuando
€ =+ Foo. La eleccidn correcta de estos estados estacionarios nos dara la onda viajera que
se aproxima a la solucién u(€, t) de (3.20) que satisface (3.21) v (3.22).

También se probd, en la seccidn 3.1. que ¢(£) es una funcién mondtona decreciente de
£, que la velocidad de la onda estd determinada por (3.11),

c= K{pa) = K{ps) S

0, 3.23
Pa — ( )

v que ¢ sastisface las condiciones de Hujo en las fronteras

d . .
-D(¢)d—°§i+ K)o = 0 = K,
-omgg + K(@)lemso = b= K (25) (3.24)

donde K(0) < a < b < K(1).

Para que (€) se aproxime a u{€,{) serd necesario hacer ciertas suposiciones sobre
ug(€) y sobre f(t).

En primer lugar supondremos que tienen limite:

lim uo(£) =1
£—00

lim f(t) = 1,.

t— 0O
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Estos limites determinan nuestra eleccion de los estados estacionarios para ¢:

ey =1 e = K71{l).

Ademds se debe cumplir K=1{;) > 1.

Pedimos ademds que la convergencia de ug v f a sus limites sea suficientemente rapida
de modo que

[ (@) - rlde < o0, (3.25)
[ () - fla)de < oo (3.26)

0

Supondremos también que f € C**14[0, 00) y que uq € C*F172[0, cc), estas condiciones
de suavidad vienen de tomar ¢ = 1/2 en el anilisis del capitulo anterior. Pedimos ademds
que 0 < ag < uplz) <oy <1,y que K(0) < G £ f(t) € 61 < K(1) para completar
las hipGtesis necesarias para aplicar los resultados del capitulo anterior. De este modo
sabemos que la solucién u(€, ) en verdad existe. Ademads por las proposiciones 2.2 y 2.3
sabemos que

U(f, t) —* ©p, u{(El t) =0

cuando & — co, uniformemente para ¢ € [0,7]. Por la proposicién 2.4 sabemos que
|ug(€.t)| es acotado para t € {0, T]. Estos resultados serdn utilizados frecuentemente en
las siguientes secciones. También supondremos que |vu,] es uniformemente acotada de tal
forma que la solucidn existe para todo £ > 0.

A lo largo de esta seccién llamaremos 2 = {{(£,t) : £ > —ct, ¢t > 0}

E! objetivo de esta seccidén es probar que bajo estas suposiciones existe un nimero
tal que

lim |u(z,t) —plz—ct=%)=0

t— oo

uniformemente para r > 0. El resultado serd probado en la subseccion 3.2.2 y para la
demostracién serd necesario usar 3 lemas que son probados en la seccion 3.2.1.

Como se mencioné al principio de este capitulo, también supondremos que &, K’, K", D, D'
son funciones positivas y acotadas y que D, K € C?(0, 1].
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3.2.1 Lemas preliminares

Lema 1 [11] La integral

fm(u(s,t) — py)ds
3

extste y es finita para (£,£) € Q.

Demostracidn: Sea

N
W N, t) = [E (u(s,2) — p)ds.

Usando (3.20) tenemos

oW N g T
T ’/; 3 [D(u)o—f — R{u)+ cu] ds

D(uls, t))@(s, t) — K(u{s,t)) + cu(s, t)l::g"
Bu du

il

= D{u(N, t))BE(N t) — K(u{N,t)) + cu(N,t) — D(u)gg + K(u) —cu
Por las proposiciones 2.2 v 2.3 tenemos
aw . du 3 -
ﬂ}gx&c e —K{p@s) + oy — D(u)8—£ + K{u) — cu, (3.27)

uniformemente en ¢ en cualquier intervalo acotado de la forma (0, T). Podemos escribir

W€, N,0) +f3ﬂdt

" twols) = s+ [ e,y

W(E N.t)

[l

1l

Por lo tanto usando (3.27) tenemos que
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Aim W(E, N.t) = ]w( o{$) — wp)ds

+[ ( [\ (,4, +Cl,9b— )_‘f' [(( )— cu) dt, (3.28)

que es finite por {3.23).

El lema estd probado.

Para la demostracién de los siguientes dos lemas se usiliza un principio del maximo
similar al enunciado en el capitulo 2, pg. 35, para la regién £ > —ct, £ > 0.

Lema 2 [11] Sea

Wi, t) = j;m{tt(s,t) — pp)ds

Entonces

flim W(E,t) =

uniformemente para t > 0.

Demostracién: El resultado para t € [0, 7] se sigue de tomar £ — oc en (3.28) y
usar las proposiciones 2.2 y 2.3.

Para obtener un resultado uniforme en ¢ > 0, sea € > 0. Primero acotaremos W(¢, 1)
por debajo por —Me~% — £ para alguna 8 >0y M > 0. Sean
Wi(E,) = Me™ 1 =+ W(E1)

¢ 8 0
Yot T T ot
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Entonces

LW = D(u)(—ue) +of—u+ )
—{~ K () + ciop — D{u)ue + K (u) ~ cu)
= K(p) — K(u)
y por lo tanto
LWy = (8°D(u) — ed)Me™% + K () — K{u). (3.29)

Dado que A""(u) > 0, que ¢, < 4 y que c estd dada por {3.23) se sigue que ¢ > K'(1p;)
v entonces podemos escoger § tal que

c— K'((,Db)
0<f< . (3.30)
SUP(¢ nen D(u(é, 1))
Por otro lado se tiene que
W (€,0) = Me™ + % +j; (uo{s) — wu)ds
¥
W
-a—--l-{—ct,t) = ~MBe®t + @y — u(—ct, t).
74
Claramente podemos escoger M > 0 suficientemente grande tal que
W
Wi (€,0) = 0, —a-gé—’-(—ct, 1) <0 para (€,t) e . (3.31)

Afirmamos ahora que con esta eleccién de 8 y M, W (£,¢t) > 0 para todo (£,¢) € Q.
Supongamos por ¢l contrario que Wy toma valores negativos. Entonces existe un conjunto
compacto Qp = {(£,t) : 0<t<T, —ct <& <&} que contiene puntos en donde W,
toma valores negativos. En consecuencia existe (£1,t;) € r que es un minimo negativo
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de Wy en Q. Es claro que las condiciones dadas en (3.31) impiden que {€,,£;) esté en las
secciones de la frontera de Q7 determinadasport =0, —ct < £ <&y 0 <t < T, £ = —ct.

Por otro lado, como limg., W(£.t) = 0, uniformemente para 0 < t < T, podemos
escoger & tal que W(&,t) > -z para0 < £ < T,y por lo tanto

[‘V] (fg, t) 2 0

Entonces (£, ;) debe ser un punto interior o pertenecer a la seccién de la frontera de
{3y determinada por ¢ = T, —ct < £ < &. Veremos que estas dos posibilidades nos llevan
a una contradiccién.

Supongamos que (£),¢,) es un punto interior de Qp. Entonces debe tenerse
oW, AV,

'_a't_(flatl) =01 '5'5‘(51,!31)=0, ¥

G,

?fg—(fl:tl) = 0.

Por lo tanto LW (£, ¢;) > 0 y por (3.29) tenemos que

(B2D(u) — cOVMe™™ + K () ~ K{u) 2 0 (3.32)

en (£, t;). Por otro lado como K" (u} > 0 tenemos

K{ws) — K(u) < K'(0s)(pp = 1)

¥ entonces podemos escribir (3.32) como

(B2D(n) — eB)M e~ + K () (0 — u) > 0 (3.33)

en (£, t). Ademds tenemos

AL -8
-‘5{(61, b) = —B8Me ™ + oy —u(&), 1)) = 0. (3.34)

Multiplicando (3.34) por —K'(y;) v sumandosela a (3.33) obtenemos
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(BD(u(€1,t))) — ¢+ K' () BMe™P0 >0

lo que implica

e = K'(s) ¢ K'(ps)
P2 Bt 0) = spgaen D@E, D)

que contradice (3.30). Por lo tanto (£,,¢,) no puede ser un punto interior de Q.

Si (£1,t) estuviera en la frontera superior de (7, ¢ = T, entonces debiera cumplirse

oW,
o¢

Como en el caso anterior tenemos que LW, > 0 y llegamos a la misma contradiccidn.

oW, G
(&, 1) = —E)'E'l(‘fl,T)SU y e (511 Tyz0

Por lo tanto W(£,t} > 0 v entonces

lW&ﬂZ—M(“—%. (3.35)

Nétese que dado que ni M ni 8 dependen de T, (3.35) es cierta en todo .

Ahora acotaremos W por arriba por

U(e) = [(w_ ~ go)ds + <.

/(€) estd bien definida para todo £ ya que w(€ — ¥) converge exponencialmente a ¢y
cuando £ = oo. También es claro que limg o U(€) = 5.

Sea

Wa(€, t) W)—Wﬁﬂ

k‘—-\r‘;‘"‘-—.

— p)ds + = —j (u(s, t) — @p)ds

8

—uls, t))ds + 'j

Entonces
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W JW,
oy, T‘E; = g — . (3.36)

Ademds usando (3.20) y las proposiciones 2.2 ¥ 2.3 puede verse gue

3 I’VQ
ot

= N (@) — ciop -+ D(u)ue — K (u) + cu. (3.37)

Por otro lado, por (3.5) ¥ (3.12) tenemos

0=—K{@) + ey — D(w)oe + K(p) —cip . (3.38)

Sumando (3.37) y (3.38) se tiene

aw, D(u) - D K(w) — K(p)
T = Dl - g+ (2D K=
Usando (3.36) tenemos finalmente
oWy &, D(u) - D(yp) K(u) — K(p) Gy
—Bt__D(u) g2 ( u—p we u—g te ot -

Como D v K tienen dertvada acotada vemos que W, es solucién de una ecuacidn
diferencial parcial lineal parabdlica con cocficientes acotados. Ademas

Wale,0) = [ (pls = 1) = wa()ds + 5.

Nétese que @(s — v) = @, cuando v = oo, Come g, > ¢ y dado que up(s) = ¢,
cuando § = ©o se sigue que podemos escoger « suficientemente grande de forma que
Wo(E,0) > 0 para todo £ > 0. En la frontera & = —c¢t tenemos

dWa(=ct,t) d]°°
dt dt —ct

(pls =y} — uls, t))ds
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Por lo tanto

Wal=ct, t)

[-w: gz:(s tyds — c(u(=ct,t) — p(~ct — 7))

- /_O: % [Dlu)ue — K (u) + cuj ;is + cip(—ct — ) — cu{—ct. )
- [D(u)uE - K{u)+ cu|3°d] + ap(—ct — ) — cu(—ct,t)
K(py) — f(t) +cle(—ct — 7) — ).

Wo0,0)+ [ 1K) = 1)+ l=cr = ) ~ )] dr
19:0,0)+ [ [K(pa) = S(jdr

+ [ 1 (o) ~ Klga) + clolct — 1) — )]

W, (0,0) + f (1)) dr

W, (0,0) + Lt [K(wa) = f(7)]dr

~c [ (gu = ol-e7 ~)ar (3.39)

La primera intergral del lado derecho de {3.39) es acotada por (3.26). La segunda
integral es uniformemente acotada en ¢ v exponencialmente pequefia en v ya que ¢(—cr —
) converge exponencialmente a ¢, cuando 7 — co.

Dado que

(0,0} = [Dm(tp(s — v} — up(s)}ds + %

se sigue que podemos escoger «y suficienternente grande de manera que Wy(—~ct, t) > 0

para toda t 2 0.

Entonces podemos aplicar el principio del maximo y obtener que Wy(£,t) > 0 para

todo (£,£) € 2. Es decir

E, < f Lpb)ds + 5
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para todo (£,t) € Q. Por lo tauto
Jim W(g,1) =0

uniformemente para ¢ > 0.

El lema estd probado.

Lema 3 [11] Dado € > 0 eziste N > 0 tal que

<€

[ (0= uts, 0)ds

~-ct

n
pera{ < -Nyt> <.

Demostracidn: Sea

3 ¢ -
WEt) = [ (po—ulstDds + [ (7(r) = K(gu))dr.
Entonces
oW 8w Ju
E ztpa"“(gvtL ‘;9-52_ = _B_«S(E’t)
Ademids
ow

% = /it g—?ds —c{u(—ct, ) — pa) -+ () — K(@a)

=~ [D@uue — K(w) + culf o] + cioa — cul—ct,t} + £(t) — K1)
= D(u)(~ug) + el — u) + K (u) — K(w,)

214/ R T4
_ D(u)a " M

+c

o2 o + A {u) — K{p,).

Sean ahora ¢
Lm@n=W@@+§+Mﬂ
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¥
9 a d
Entonces
LW, = K(p,) ~ K (u) + (82D(u) + cf)Me’. (3.40}
Ademds

Wi (&,0) = f;(% — ug(s))ds + ft:(f(‘r) — K{pa))d7 + % + MeP

v entonces W,(£,0) > 0 si M es suficientemente grande, pues o, > ¢ ¥ por lo tanto
ug(€) <, si € es suficientemente grande.

También escogemos t; suficientemente grande tal que

[ - Ktegyr| < £

sit > ty. De este modo
13
Wi(—et,t) = [ (§(7) = K{pa)dr + 5 + Me™ 2.0
o
para ¢ > ( si M es suficientemente grande.

Por otro lado como K"{u) > 0 podemos escoger J tal que

K'lg) = c
SUDre yen D(u(g, 1)

0<f< (3.41)

Afirmamos que con estas elecciones de § y M, W (£, ) > 0 para (£, 1) € {2. Suponga-
mos lo contrario. Entonces W) toma valores negativos en algin conjunto compacto de la
forma Qr = {(£,8) : 0S¢t < T, —ct <& <&} Dado que u(f,t) es acotada se sigue
que W(£,t) tiende a infinito a lo mas linealmente en £ cuando £ — oco. Entonces podemos
suponer que £ es tal que
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Wi (&, t) = 0.

Sabemos que W, alcanza un minimo negativo en (£,t,) € {lp. Por lo visto anterior-
mente (£,4:) debe cstar en la frontera superior ¢t = T o ser un punto interior de 27
Veremos que esto tampoco es posible.

Si (&, 1) s un punto interior de QO entonces debe tenerse LIV (£, t) = 0. Entonces
por (3.40) tenemos

K(a) = K (u) + (BD(u) + )M > 0
en {£1,¢t;). Por otro lade, como A™{u} > 0, se cumple que

K{pa) — K{u) < K'(00)(pa — 1)

y por lo tanto

K'(ga){0a — u(€1, 1)) + (BD(w(€, 1)) + ¢) M > 0. (3.42)
Ademads como —ct < & < & debe tenerse

W
aa_g‘l(&’tl) = o —u(é), t) + MY =0,

es decir

a — u(61, ) = M.

Sustituyendo en (3.42) tenemos

(BD(u(&1,t1)) + ¢ = K'(10,)}8Me™ 2 0

lo que implica

BD(u(§, ta)) + c— K'(pa) 20
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o]

K'(zpn)—c > K’(‘pa)_c
T D(u{&i,tr)) T supg e D(ulé, £))

que contradice (3.41). Entonces (£,,¢;) no puede ser un punto interior. Si el minimo
fuera (£,.T) tendriamos que

82 W 1 a I’Vl (?W]
—.Le Ty >0 g — .
o€ (&, 7) >0, 3¢ &.7T)=0 vy
lo que implica LIV;(£;,7T) > 0 y llegamos a la misma contradiccién. Entonces con-
cluimos que W1{€,t) > 0 para (£,t) €, es decir

—E—(EI:T) _<. 0!

£ ¢ €
] (90 — uls,))ds > [ (K(pa) = f(r))dr ~ § = M.
—ct to
Escogemos N > 0 tal que —AMe” > ~£ para £ < —N y tal que ¥ > ¢, Entonces
£
[ (pa = u(s,0)ds > —¢
—ct
paraf < ~Nyt> &
Para encontrar una cota superior de

£
[ (pa = u(s,t0)ds

—ct

consideramos
3 —c
Walet) = [ (uls.t) = pls+ s+ [ (a — (s +1)ds
+ (o) - s+ 5
Entonces
oW, PFW.
T SHED—eEr, S = ulE ) — wlE+ ), (3.43)
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¥ usando la ecuacién para u, (3.20), puede verse que

W,

Pl Diulug — K{u) 4+ cu — epa + K{w,). (3.44)

Por otro lado ¢(€ + 7) satisface

0= 2 (Dp)oc = K(p) o+ cp)

Integrando respecto a £ y tomando € — —oc se obtiene
=K (s} + cipa — D(p)ipg + K(p) — cp = 0.

Sumando esta 1ltima ecuacién a (3.44) nos da

%VZ = D(u)ug — D{u)pe + D(u)pe = D{p)pe — (K (1) ~ K () + c(u - )

que usando (3.43) podemos escribir como

A W, (D(u) — D{g) K(u) — K(p) + c) oW,

at () oe? u—1 Pe~ u— ot

Como D y K tienen derivada acotada vemos que Wy(£, t) es solucién de una ecnacién
diferencial parcial lineal parabélica con coeficientes acotados.

Ademds

3 ]
fo (u(s) — (s +7))ds + [_m(go,, — (s +7))ds
+ [ Gpa) = S0ir + 5
ff(uo(s) — op)ds + ff(% ~ (s +7))ds

0 1]

+ [ (o= pls + s+ [ (o) = Fr))ir 4

W, (€. 0)
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> ff(uo(s) ~ @plds + [m (9o — (s + 7))ds
[ e ls s+ (o) - fODdr+ 5 (349)

La primera integral del lado dereche de (3.45) es una funcién acotada de £ por la
hipdtesis (3.25). Notese que @(s + v) = 5 exponencialmente cuando v — oo, entonces
la segunda integral es exponencialmente pequefia en 7 cuando v — 00. Ademds como
©¥a > » Se sigue que la tercera integral tiende a oo cuando v — oo. Por iltimo, por
(3.26) vemos que la ltima integral esté acotada por una constante que no depende de tp.
Por lo tanto existe v tal que si y > v entonces

Hf?(&: U) 2 0
En la otra frontera. £ = —ct, tenemos
—ct t €
Wa(=ct,t) = [ (o —pls +M)ds+ [ (K(pa) = f(r))dr + . (3.46)
—0Q to

Escogemos ty suficientemente grande tal que

<

[ (e - 1)

to

€
4

sit > . Entonces para t > fp , Wa(—ct, t) > 0. Observemos ahora que cuando
+ — oo la primera integral del lado derecho de (3.46) también tiende a oo uniformemente

para{l <t < t5. Por lo tanto existe v suficientemente grande tal que Wa{—ct, t) > 0 para
todat > 0.

Finalmente por el principio del maximo tenemos

—ct

Waet) = [ uls,t) = oo+ s+ [ (pu—pls+7)ds
+ [ (Klga) = Firr+

I

f_it(u(s, t) = wa)ds + [_;(% ~ (s + ))ds

+ [t = Frdr+ £ 20

o
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/E (¢a ~u(s,t))ds < f_;(';—‘-a — (s +7))ds

—ct
t €

+ to(]\’(cpa) — f{m))dr + 2

Existe ¥ > 0 suficientemente grande tal que & > ¢ty y

£
f (o —w(s+7))ds <

—00

| m

518 < -V,
Por Io tanto
4
/ (va —u(s,t))ds S ¢
—ct
paraf < -Nyvit> %

El lema estd probado.

3.2.2 Comportamiento de las soluciones para tiempos largos

63

A continuacidn elegiremos un valor de v adecuado para hacer de (€ — ¥} un candidato
para describir el comportamiento de u(£,¢) cuando t — co. Este valor de v dependerd de

ug ¥ de f(2) a través de @, v .

Definimos

My = [ ﬂd(u(s, 0 —wads+ [ (uls,0) — @u)ds

De este modo

dM 0o g
S =[5 0ds = ol — u(=ct,1))

(D(u)ue — K(u) 4+ cuf?,) + cu(—ct,t) — epa

]
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= f(t) — K(ws) + (s — a)
= f(t) - K{ga)

Entonces

M) = M(0) + fot(f(‘r) — K {wa))dr.

Por la condicién {3.26} se sigue que

lim M(t j (uo(z) — @y)dz + f ~ K(ga))dr = Me < oo

Escogemos « tal que

(]
[ (ol =) = pads+ [ (s =) = polds = Mo, (3.47)

-

Para ver que dicho valor de + existe notemos que la cantidad de la izquierda en (3.47)
varia continuamente respecto de v, tiende a —oo cuando v = —co y tiende a co cuando
v — 0a, ¥ por lo tanto toma todos los valores entre —oo € 0. De hecho esta cantidad es
creciente respecto de -, su derivada es

g ’
~_/ @'(s—7)ds = s — >0

—00

por lo que el valor de ¥ que satisface (3.47) es 1nico.

Con esta eleccién de v probaremos lo siguiente
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Teorema 1 [11}

lim /m(u(s. £) — (s —ct — 4))ds =0

t—=oc
pare toda x > 0.

Para la demostracidn dei resultado necesitamos un lema mds de ecuaciones parabdlicas.

Lema 4 Suponga que u(x,t) es solucidn de

U = (T, upy + bz, t)u, en T <1 <13
'Lt(.’L'. 0) = 'H,g(.’L’), u(zht) = fl(t)n U(IEg,t = fZ(t):

donde a{z,t) > 0 y |f;(¢)] < e. 7 =1,2. Entonces eziste T > 0 tal que |u(z, )| < ¢
pora todo = € [zy,24], t 2> T.

Demostracién: Sea A > 0y sea v(z,t) = e*u(z,t). Entonces v(zx, ) satisface

v = alz, Yoy, + bz, v, — Ay en T LTy, £20
v(z,0) = ug(x), u(zy. ) = e fi(t), ulza,t) =M fo(t),

Es claro que v no puede alcanzar un médximo positivo o un minimo negativo en el
interior, por lo tanto los alcanza en la frontera, asi que si T es tal que |ug(z)] < eeT,
entonces jv(z, t)| < ee’T, para 0 < ¢ < T. En particular |u(z,T)| = e~ *T|u(z,t)] < e v si
ahora aplicamos el principio del mdximo en ¢ > T obtenemos que |u(z, )] < € para todo
T€ [T, T0], t>T.

El lema estd probado.

Ahora si damos la demostracién del teorema 1:

Demostracién: Trabajaremos en términos de la variable mdvil £ = z — ¢t como en
los lemas anteriores.
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Definimos

Z(Et) = [£ " (uls, 8} — (s — 7))ds

Notemos que Z(£,t) = —1Wa(€,1) + £ con W,(&, t) definida como en el lema 2. De
modo que Z(£,¢) también satisface

0z 27 D{u) — D(y) K(u) — K(p) 0z
at_D(u?)?-'_( —_— g = p— + ¢ a_f
Ademas podemos escribir
Z(5t) = u(s,t) ~ (s — 7))ds

oo

J !
Jo

u(s, t) %ds+/ (05 = (s = 7))ds

Sea € > 0. Por el lema 2 y como (s — ) converge exponencialmente a i, cuando
& > oo sabemos que existe N tal que

1Z(6,0/<e  si E2N vy t20.

Para ver cual es el comportamiento de Z(£,¢) cerca de la frontera € = —¢t escribimos

260 = [7(uls,) = o= [ (uls, ) — s = 7)ds

[ttty = o0)ds = [t =) - ei)ds

+ [ty = s = [[ols =) - pa)ds

M0 = [ Ttols = - dds + [ ols 1) - p)is)
£

- (u(s,t) — @a)ds

—ct

Il

Por el lema 3 y nuestra eleccién de v que satisface (3.47), existe Ny > 0 tal que
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|Z(€,8)| <e si  —ct<ELS-N, y t2> ‘T.

N, Ny 5
Figura | Regior de Q pars lucual JZ(E .0] <& como consecueacia de
los lemas 2 ¥ 3

La regién sombreada de la figura 1 es la porcidn de € para la cual sabemos que
[Z(€.t) < e

Para la regidn acotada —V, < £ < N, aplicames el resultado probado en el lema 4
para mostrar que existe T > 0 tal que |Z(£,t)| < eparat > T, — Ny < £ < N;. Juntando
resultados tenemos que existe 7y > 0 tal que |Z(&,£)| < e para t > T, £ > —ct. Por lo
tanto

|Z(z —ct,t}| <e para 2290, t>T.

El teorema esta probado.

Para analizar el comportamiento de |u(z, t) —p(x—ct —v)| cuando t — oc necesitamos
un lema de interpolacion.

Lema 5 [11] Sea F € C¥[0, L], F{0) =B y |[F"{z)| < M > 0. Entonces

IF(0)! < \/m sup [F(s) Bl

st
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L» \/2 suPze[u.LJ‘EjF(I) — B

Demostracién: Sea z € [0, L], por la férmula de Taylor tenemos
F(z) F(O) + F'(0)z +

1
= B+ F{0)z+ FT@LEZ

"
F'(6)
2

para algiin 6 € [0, L]. Por lo tanto

o F6)
sup |F(z)= Bl 2 [F(z)-B|=|F(0)a+ a0
x€[0,L] 2
> |FO)ls— Ga?
0
M, ,
3T [F'(O})jz +m >0 paratoda z € [0,L] (3.48)

donde m = sup,¢o 1 |Fz) — BJ.

Sea

A
G(z) = 77—:::2 — (D) +m
definida para toda r € R. Afirmamos que G(z) > 0 para todo z € R. Supongamos
lo contrario, existen entonces x;, Iz, = < I, tales que G(x,) = G(zz) = 0. Debe

cumplirse entonces

2|F' ()] 2m
Ty +Tp=——=—>0 v  pEp=— < [?
TS Ty : w2 =0 S
Estas desigualdades nos dicen que z; y z, son positivos y que no es posible que ambos
sean mayores o iguales que L. Entonces z, < L. Pero G(z) > 0 en (0, L] lo que implica
que ¥, 2 L y x3 > L. Esta contradiccién establece que G(z) > 0 para toda z y entonces
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[F'(0)* ~2mAf <0

|F'(0)] < \/QM sup |F(z) — B
z€(0,4)

El lema estd probado.

Teorema 2 [11]

Jim fu(z. t) — oz = ct - 7)| =0

uniformemente para toda T > 0.

Demostracion: Sea ¢ > (0. Por el Teorema 1 podemos escoger T > 0 suficientemente
grande tal que

<€

U;m(u(s, £) — @(s — ot — y))ds

sit>Tyz2>0.

Sabemos ademads que existe A/ suficientemente grande tal que

}%(u(z,t) —ple—ct—7)| € M
Sea xy > 0. Definimos
Flzt) = [ " (ols — et = v) — u(s, £))ds.
T+Ty

Entonces [F(x;t)| <eparaxz >0, ¢t > T. Ademds

Flzit) = ulz+xo,t)—plz+30 —ct — )
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P(5it) = - [ule+m0,t) = ple + 70— ot = )],

entonces |F"(z;t)| £ M para z > 0. Aplicando el lema 5 a F nos da

[u(zo.t) = 2o — ct — )| € /23 (2¢)

para zo 2 0, t 2 T, lo que prueba que

Jim [u(z.£) = plz - ct = 7} =0

uniformemente para z > 0.

El teorema estd probado.



Capitulo 4

Discusion del caso no homogéneo

En los capitulos anteriores se estudié la ecuacion de Richards para un suelo homogéneo.

Los experimentos y el uso practico de los suclos muestran que los suelos en general son
muy heterogéneos v que la variabilidad espacial de los suelos tiene un efecto importante
en los modelos de filtracién.

Resulta interesante entonces tratar de incorporar la dependencia espacial en los mo-
delos de filtracién. Como una primera aproximacién a este problema supondremos que
el suelo estd formado por capas periddicas. Igual que en el caso homogéneo, buscaremos
soluciones en forma de onda viajera para describir los frentes himedos.

La ecuacidn de Richards para un suelo no homogéneo estd dada por (1.20):

w = [D{u, 2)u, — K (u,z)); {4.1)

En este capitulo discutimos las dificultades que surgen al incorporar la dependencia
en z en las funciones hidrdulicas D y .

5i existiera una onda viajera esta seria una conexién entre dos estados estacionarios,
Siguiendo la idea de los capitulos anteriores buscaremos soluciones estacionarias que sa-
tisfagan una condicién de flujo constante. De este modo pediremos que la onda viajera
satisfaga las condiciones de flujo constante en la frontera

—D(u, I)ur + I((ua $)|x=0 =,
—D(u, z)uy + K (8, 2)|z=00 = & (4.2)

71
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donde ¢ > & > 0.

Haremos las siguientes suposiciones sobre las funciones hidraulicas D(u,z) v K(u, z):

D(u,z) = D{uja(z), (A1)
K{u,z) = K(u)b(z), (A2)
Diu) = K'(u), {43)

K{u), K'(u), K"(u) > 0, (A4)
D(u), D'(u) > 0, {45)

donde a(z) ¥ b(z) son funciones uno-periédicas y positivas.

A pesar de que la suposicidn de que el suelo es periddico no es aplicable a todos los
suelos, es util al modelar algunos experimentos en el laboratorio.

En la siguiente seccidn probaremos la existencia de soluciones estacionarias uno-periddicas
de (4.1).

4.1 Soluciones estacionarias

Consideramos la ecuacidn de Richards dada por (4.1):

Uy = {D(Uf I)ur - I\’(U, ;E)]I1

En vista de las condiciones {4.2} vemos que hay dos soluciones estacionarias de (4.1)
que deben ser consideradas, una correspondiente a la frontera superior z = 0, w(z); la
otra correspondiente a la otra frontera ¢ = 00, u,(z). Asl w(z) v u,.(z)son tales que:

D(w, z)(w)z — K{u, z) = -0,
Dluy, 2)(up)z — K(u,, z) = -G (4.3)

donde & y ¢, son los flujos prescritos en la frontera segun las condiciones dadas en
(4.2).

A continuacidn probaremos la existencia y unicidad de estas soluciones estacionarias,
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Comenzamos con la ecuacién de Richards (4.1) tomando u, = 0:

(D(u,z)ur — Kfuv,z)); = 0. (4.4)

Usando (A1)-(A5) la ecuacidén se convierte en:

(K'(wa(x)u, — K(u)b(z)): = 0. (4.5)

Dado que A es creciente podemos hacer el cambio de variable v(z) = K{u(z)) y
obtenemos la siguiente ecuacién diferencial lineal de segundo orden para v:

(a(z)v'(z) — b(z)v(z)): = 0. (4.6)
Integrando tenemos:
a(z)v'(x} — b(z)e(z) = m. {4.7)
Dividiendo entze e{z)
M),
v — a(z) Tk (4.8)

Usando un factor integrante

* bz)
_ 4,
P = | ok (4.9)
para z & [0, 1], tenemos
—-P(z)
(e P@Y = mS (4.10)



74 CAP{TULO 4. DISCUSION DEL CASO NO HOMOGENEQ

Integrando en ambos lados v despejando v{z) se obtiene:

v(x) = e’ [for B;E:(;)ds + To] , (4.11)

donde T es una constante. A continuacién elegiremos Ty de manera que v(z) sea
uno-periddica. Dado que a(z} ¥ b(x) son funciones uno-periédicas se cumple que

Pz +1) = Plz) + P(1), Pz - 1) = P(z) — P(1), {(4.12)

por lo que, de igualar v(z} = v(z + 1), resulta

z g—P(s) 2 z+1 o—Fls)
A =ef} Tol. .
fo Tt T=e ([0 e+ T (4.13)

En ia integral dei lado izquierdo hacemos el cambio de variable s = { — 1 y usamos
{4.12) para obtener

z+1 o=~ Pt} z+1 p—F(2)
er[ St Ty =P [ G s+ Ty, (4.14)
1 a{t) 0 a{s)

de donde vemos que Ty tiene la solucién dnica

o e e ”
0_1—8”(”/0 a{s) 5 (4.15)

De la unicidad de Ty se concluye que el espacio de soluciones uno-pertédicas de {4.5)
tiene dimensién 1 y que estas soluciones son de la forma

v(z) = mT(z) {4.16)

donde
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T(z) = ™ l;/: e(::;;)ds -+ TO] . (4.17)

Obsérvese que e”*) > 0 v que

£ g=Pls)
[,
Q

a(s)
z g~ Pls) P pe el P 1 g=PLs)
= S
/0 a(s) A o als) st 1-ePM Jz  afs)
1 iy P e 18
= < U, .
o ), as) T e [ afs) (4.18)

por lo cual T(z) < 0. Entonces las soluciones positivas y uno-periddicas de {4.5) estdn
dadas por (4.16) con m < 0. En particular las soluciones estacionarias wu{z} y u.(x)
definidas segin (4.3) estan determinadas por la relacidn:

K(w(z)) = wiz) = -aT(z),
K{un(2)) = vels) = ~5.T(a) (4.19)

De donde concluimos que w{z) > u.{z) > 0sig > & > 0.

Dado que u representa el contenido de agua nos gustaria ver que estas soluciones
satisfacen ademas que 0 < u,(x) < ur{z) < 1. A continuacién probaremos que la solucion
estacionaria dada por (4.16) satisface

0 <v(z) < K1) si 0<-m< K(l)ir;gb(z).

Supongamos que v(z) > K(1) para algin valor de z. Como v es periddica debe
alcanzar un maximo local mayor que A'{1}. Supongamos que dicho maximo se alcanza en
z = 1,. Entonces

entonces por {4.7) tenemos
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—m =v(z)b(z,) > K{1}b{z,) > K(1) igg b(z).

Esta contradiccién establece que 0 < v(z) < K(1).

Hemos probado entonces que si & v & son tales que 0 < & < & < A(1)inf, >0 b(x)
entonces existen dos soluciones estacionarias uno-periddicas de (4.1) que satisfacen O <
u{x) < wlz) < 1. Ademds estas soluciones son Gnicas.

4.2 Existencia de ondas viajeras

El problema de la existencia de una solucién en forma de onda viajera de (4.1} que conecte
a los estos estados estacionarios, u; y u, discutidos en la seccién anterior es un problema
dificil e interesante. En [5] se afirma la existencia de este tipo de soluciones para una
velocidad constante c.

A continuacidn haremos desarrollos asintdticos que sugieren que la onda viajera, de
existir, tendra una velocidad que dependerd de las inhomogéneidades del medio.

El problema analogo al estudiado en los primeros tres capitulas es el siguiente:

u = [D{u,z)uy — K(u,z)l: 220,20 (4.20)
u(z,0) = up(z) x>0, {(4.21)
—D(u, t)uy + K(u, 1)|z=0 = f(t) t>0. (4.22)

Usando (A1)-(A5) tenemos

ue = (K'(w)a(z)u, — K(ulb(z)): z>0,t>0 (4.23)
u(z,0) = up(x) x>0, (4.24)
—K'(w)a(x)us + K(u)b{z)iz=e = f(t) t>0 (4.25)

Como en la seccidn anterior trabajaremos con la formulacién para v = K (u). De este
modo tenemos que

v = Mv){e(z)v, - blz)v),
= M@@a(zh — M@)(Mz) — o' (z)v, — M) (z)v (4.26)
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paraz > 0, t > 0, donde AM(v) = K'(K~'(v)).

Las condiciones (4.24) v (4.25) quedan

v(zx, 0) = vo(x) = K (uo(x)) para r >0, (4.27)
—a{0)vg(0,t) + 4(0)v(0,t) = f(2) para t>=0. (4.28)

Trabajaremos con el caso particular

- a(z) = %(1 + %sinm) (4.29)

3
br)=1- IE COS . {4.30)

La ecuacién (4.26) queda

M (v)
2

1 3
V=€ (1+ 3 sinzvz, — M{(v)(1 — ecosz)v, — A (v) (f sin z) v. (4.31)

Supongamos que € << 1 v que A7(v) es de orden 1. Dado que las soluciones de interds
son aquellas para las cuales v permanece acotada, el dltimo términe de la ecuacidén siempre
es pequefio y lo despreciaremos. El término difusivo serd despreciable anicamente si v,
no crece demasiado. Por lo tanto en las regiones para las cuales v, es de orden 1, la parte
hiperbdlica domina v podemos escribir

v =—-M{v)(l-ecosx)vy. (4.32)

Estudiaremos con cuidado esta ecuacién. Por simplicidad supondremos que we(r) =
cte = vg. La condicidn de frontera (4.28) puede reescribirse. Tenemos que

b(0)u(0,¢) — f(8)

ve(0,8) = 2(0)

para t>0.

Haciendo uso de esta relacién tenemos, por (4.32) que
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2(0,t) = —M((0,£))(1 - )va(0,2)

= (=M(v(0,£))(1 - €)) (———b(o)u(i’(g)" f(t)) ;

lo que implica que podemos conocer (0, t) = A(t).

Entonces hemos simplificado el problema a

v = —M{@)Nl-eccosz)u,, (4.33)
v(z,0) = w, }
v(0,8) = ht). (4.35)

Haremos una simplificacién més al dar una forma especifica para A{ (v). Supondremos
que podemos escribir

M(@)(1—ecosz)=1+v+dcosz.

donde é << 1. Nuestra ecuacién queda

v+ (1 +v+dcoszm)u, =0. (4.36)

Para resolver este problema utilizamos el método de las caracteristicas. Suponemos
que la superficie solucién se puede parametrizar por (€, 7} de modo que

r=z(£ 1), t =t ), v =u{E, 7).

Hay dos familias de caracteristicas que deben ser consideradas, las que cruzan el eje
t = 0, y las que cruzan el eje z = (.

Encontremos primero la familia que cruza el eje ¢t = 0. Tomemos £ fija, entonces

dt dx
=t Up—.
-

Ur =0y dr

Por la ecuacién (4.36) podemos escribir el sistema de ecuaciones ordinarias para las
caracteristicas:
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dt dz dv
_—= 1 —_— = 1 . _——
m = +v+deosz, 7 0

Las condiciones iniciales para este sistema se determinan a partir de (d4.34). ob-
teniéndose

z(§,0) =&, t(£,0) =0, v{£,0} = wo.

De este modo nuestro sistema queda como

Lo

=T

|&

dx

=—t=1+vg+5cosz, z(0) =&,
vg.

<R
j

La segunda ecuacién es separable de modo que tenetnos

/z dz/dr o= 4
e T+wtocosz(r) & O

Como ¢ << 1 entonces

1 1 1
14 v +dcos(z(r)) 1+ L + dcolizirnJ

1 dcos(z(r))  [deos(z(r)\?
1+ v [1- 1+ +( 14w ) ﬁJ

Queddndonos inicamente con los primeros términos tenemos

0

o 1 dcos(z(r))\ dz
b= /.5 (1+U0 N + vg)? ) drdT
z -

o TR {(sinz — sin £).
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i = MO (1+sin2(§)) 4 - M(g) (1_ -;-cos(g)) J.

Para la velocidad de la onda, ¢, tenemos la ecuacién {vedse [10], pag.12):

C- — velocidad = valor del flujo por la izq. — valor del flujo por la der.

Yizq. — VUder.

Esto completa la solucién ya que podemos determinar la ecuacion diferencial para (2)
que nos da la trayectora del chogue. Para esto usamos la solucidn de las caracteristicas.

Tenemos que

(= :

K(A(7(¢(t), )} €(¢)) — K{v0,£(8))
h(7($(2),8)) — vo

Donde K(z,%) es la funcién hidrdulica que aparece en (4.1). Usando {A2) y (4.30)
tenemos

. _ (KGEE®,0) - Ko ), _ 3
C_( A(r(CE).8) — v )(1 T cos(¢(1)))

La expresién del primer paréntesis es el andlogo de la expresién obtenida para la
velocidad de la onda viajera para el suclo homogéneo. Si suponemos que £ tiene limite
esta expresidn serd constante para tiempos largos. Sin embargo el otro factor es oscilatorio,
10 que nos hace suponer que de existir ondas viajeras, éstas siempre tendrin una velocidad
dependiente de las inhomogéneidades del medio.

Con esto podemos dar una descripcién de la propagacion en términos sencillos. Cual-
quier condicidn inicial forma un frente que se propaga con velocidad wvariable debido a la
periodicidad del medio. También la velocidad es variable debido al transitorio de f(t). Si
f(t) se hace eventualmente constante, el frente seguird teniendo fluctuaciones periddicas
en su velocidad por el continuo reajuste al medio.
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