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INTRODUCCION

En este trabajo estudiaremos los efectos de difusién y dispersién en la formacién y propa-
gacion de una onda de choque. Para ésto escogemos la ecuacion hiperbélica inds simple que
genera choques y que contiene un término ya sea difusivo o dispersivo, esto cs la ecuacién
de Burgers y la ecuacién de Dobrokotov (o Burgers compleja). Usaremos el hecho de que
estas dos ecuaciones se pueden resolver en forma exacta por medio de la transformacion
de Cole-Hopf. El caso de la regularizacién del choque por difusién quedé entendido desde
los 50's, cuando Hopf resolvié en forma exacta la ecuacién de Burgers.

La regularizacién del choque por dispersién es bastante mas compleja. Se logré una com-
prensién bastante clara del efecto de la dispersién sobre el choque hasta después de 1966
cuando se desarrollé el método de dispersién inversa para resolver en forma exacta la
ecuacién de Korteweg-deVries. El primer avance en este sentido se encuentra en el tra-
bajo de Gurievich-Pitaevskii [4], y posteriormente en el de Lax-Levermore (7). En este
sentido es importante resaltar la diferencia de este trabajo con el de Gurievich-Pitaevskii
donde los autores usan la teorfa de modulacicnes para resolver la regidn de choque para
la ecuacién de KdV. Esto es, escogen desde un principio usar una aproximacién para la
region de choque. Este trabajo es en estilo mas cercano, aunque mucho mds simple, al es-
tudio del limite de dispersidn pequeiia para la ecuacién de KdV de Lax-Levermore, donde
los autores resuelven en forma exacta la ecuacién de KdV y después toman el limite de
dispersién pequena.

En el primer capitulo estudiaremos la ecuacién
U +uue =0 (1)

usando caracteristicas. Debido a la no linealidad, la solucién @ de la ecuacién (1) se vuelve
multivaluada para condiciones iniciales que decrecen en algin intervalo. Esta ecuacion la
deduciremos a partir de un modelo fisico que involucra funciones univaluadas. Por este
motivo, se construirdn soluciones univaluadas, aunque discontinuas, a partir de la solucién
multivaluada. La solucién relevante esta determinada por la ecuacién de conservacién de
la que se deduce (1). A largo de este trabajo consideraremos dos tipos de condiciones
iniciales: una del tipo escalén como 1 — H{z), y otra general del tipo de funciones positivas
con un solo méximo. Con las primeras pueden hacerse cdlculos explicitos que nos ayudardn
a entender la solucién @ con otras condiciones iniciales, en particular con cl segundo tipo
de condiciones que mencionamos. Las del segundo tipo son condiciones iviciales generales
que generan un solo choque.

Antes de estudiar las ecuaciones de Burgers y Dobrokhotov, analizaremos el efecto de la
difusién y de la dispersién en algunos cjemplos presentados en el segundo capitulo. En ese
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capitulo examinaremos las diferencias en el mecanismo de decaimiento de la amplitud de
las ondas al considerar difusion y dispersién; se mostrard que el decaimiento por efecto de
la difusién es exponencial, v el debido a la dispersidén es, en general, mis lento.

La ecuacién de Burgers se estudiars en el tercer capitulo. Al incluir el término difusivo
pzo, la solucién aproxima en forma continua y diferenciable a la solucién discontinua
del caso limite ¢ = 0 al considerar las condiciones iniciales mencionadas. Finalmente
analizaremos la ecuacién de Dobrokhotov en el Gltimo capitulo. En este caso, la dispersién
serd incluida en la forma i%uzx, a diferencia de la ecuacién de KdV donde la dispersion
proviene del término uz,... Se mostrard que el comportamiento s més complejo, y que en
la regién de choque s6lo se tiene convergencia débil.




CAPITULO 1

Estructura de choque en una ecuacidn con caracteristicas

En este capftulo discutiremos una parte central del problema que nos interesa: la es-
tructura de choque en la solucién de u; 4 uu; = 0. Esta ecuacién aparece en distintos
contextos, por ejemplo, ondas en gases, transporte de particulas en fluidos y flujo de trafico.
Histéricamente, la teoria que se tiene sobre ondas de choque y otros temas relacionados
se desarrollé primero a partir de problemas no lineales de ondas en gases. Sin embargo,
el flujo de trafico es uno de los fenémenos donde se pueden entender las ideas principales
de las ondas de choque de forma més simple. El desarrollo que haremos del tema estd
basado esencialmente en el segundo capitulo del libro “Linear and nonlinear waves” de G.
H. Whitham. [5], [6] ¥ [10].

Pensemnos en autos que circulan en una carretera. A pesar de que las variables relacionadas
con la descripcién del trafico son cantidades discretas, es posible obtener una buena de-
scripei6n de los aspectos mds relevantes del flujo de tréfico considerando que las variables
son continuas. Para la descripcién de este problema, necesitamos la densidad p y el fiujo
Q. La densidad p(z,t) es el nimero de coches en el punto z al tiempo t por unidad de
longitud, mientras que el fiujo Q(z,¢) es el niimero de coches que cruzan la posicién z
al tiempo ¢ por unidad de tiempo. En un tramo de carretera donde no hay ni entradas
ni salidas, se conserva el nimero de coches. Esto significa que la rapidez de cambio del
nimero de coches es igual al flujo de coches que entra menos el flujo de coches que sale.
Esto es,

d T

dt Jo,
Tenemos una ecuacién para las variables p y Q. Para determinar a éstas supondremos
que e} flujo Q(z,t) depende de la densidad p. Esta hipétesis es razonable, tal como lo
experimentamos al viajar con trafico; antes de que haya un embotellamiento, los vehiculos
pueden avanzar facilmente y la cantidad de ellos que pasa es alta, pero mientras mas coches
hay, comienzan a ir mas despacio por lo que el flujo disminuye. Suponiendo que & = Qo).
{1.1) queda expresada como

pl€,t) df = Q(zo,t) — Q(z,1). (1.1)

ad—t /z p(€,8) dE = Q{p(zo, t)) — Qla(z, t))- (1.2)

Zo

Una relacién de dependencia Q{p) de orden cuadrdtico aproxima correctamcnte las obser-
vaciones. Cuando la densidad es muy pequeiia, casi no hay autos circulando, por lo que el
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flujo serd escaso. En clerto rango, el aumento de la densidad significa un aumento de flujo.
Después de cierto valor de la densidad, hay demasiados coches, su velocidad disminuye, y
con ello el flujo. Si la densidad sigue aumentando se lega a formar un embotellamiento (¢l
flujo es cero).

Qp)

0 P, P, b
Figura 1.1
Luego de derivar (1.2} respecto a x obtenemos
oz, 8) + Q' (p)pe(zT,t) =0, —00 <z < 0. (1.3)
La distribucién inicial de coches p(z,0) = f(z) completa el problema.

Como primer paso para estudiar el problema anterior, sélo consideraremos densidades
pequenas, p << 1. En tal caso, una buena aproximacién a @Q{p) es @'(0)p. Asi tenemos

pe(,t) + cor{z,t) =0, -0 <z<o0 (1.4)
p(z,0)= f(z), c= Q’(O)-

La ecuacién diferencial en (1.4) es equivalente a (pz, o) - (¢, 1} = 0, es decir, la derivada
direccional de p(z,t) en la direccién (c, 1) es cero. Por lo tanto, p(x,t) es constante en la
rectas paralelas al vector {¢,1). La misma ecuacién en (1.4} puede interpretarse como

dp dx

— =0 con — =c

dt dt
De nuevo, tenemos que g es constante en las rectas £ = ¢t + £. Dado que por cada punto
(z,t) en el plano x,¢ pasa una sola de estas rectas y p es constante en ella, entonces el
valor de p en (z,t) es el mismo que en la interseccién de

z=ct+§& {1.5)

con ¢l eje z. Por lo cual, p(z,t) = p(£,0). Por la condicién inicial, p(x,t} = f(§).
Finalmente, despejando £ en (1.5) obtenemos la solucién del problema (1.4):

plz,t) = flz —ct).

La solucién a diferentes tiempos conserva a misma forma de la condicidn inicial f(z), pero
recorrida una distancia ¢t a la derecha.




p (x,0)=f(x) p(x.0)

Figura 1.2

En términos del trafico significa que éste se moverd a la derecha con velocidad ¢ sin que se
altere la distribucién de los coches. Las rectas £ = ct + £ sobre las cuales p es constante
reciben el nombre de caracteristicas. En este caso, sdlo dependen de la ecuacion pe+ecpr =

0. Como vimos, este problema y su solucién es una aproximacién a (1.3) vélida para
densidades pequenas.

Analizemos ahora el problema (1.3} con la hipétesis mas realista presentada en la figura
1.1, donde Q{p) es una funcién cuadratica. En ese caso, el problema es

pr+(ap+ B)pe =0, p(z,0) = f(z})

Sin embargo, podemos hacer la translacién v = p+§, vy luepo el cambio de variable x = ax’
para obtener la ecuacién

uy + utiy = 0. (1.6)

En lo sucesivo, escribiremos x en lugar de z’. Para cncontrar la solucién, buscamos las
curvas caracteristicas de (1.6):

du _ 0 si a _ U
dt dt
Luego, u(z.t) es constante sobre las caracteristicas, y ‘j—f también lo es. Otra vez, las

caracteristicas son rectas parametrizadas por £. A diferencia del problema (1.4), aqui si
dependen de la condicién inicial; para la mayoria de los casos no es posible despejar £ en
funcién de z y de t para valores arbitrarios. De tal forma que en la solucién

u(z,t) = u(,0) = £(£), {1L.7)

£ estd, definida implicitamente por z = £ + f{£){. Por el teorema de la funcidn implicita.
se puede resolver localmente en la forma & = £(z,t) si 1 + f/(£) # 0. Esto sucede para ¢
pequefios en los puntos donde f/(£) es acotada, y para todo ¢ donde f'(£) es positivo.

La evolucién de la solucién u(z,t) cn el tiempo se puede describir desplazando el valor
FE), correspondiente a la posicién inicial £, una distancia f(€)t hacia la derecha. Con
tal descripcién podemos explicarnos como u(z,t) se vuelve multivaluada de una manera
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intuitiva. Volvamos a la condicién ‘;—f = y¢. Nos dice que los valores mas grandes de u

viajan con una velocidad mayor. De ¢sa manera si tencmos como condicién inicial una
curva de la forma

f(x)

Figura 1.3

el punto méximo de la curva viajard mas rapido y después de clerto tiempo, alcanzari y
rebasard a puntos que antes estaban delante de ¢l. Un bosquejo de la deformacion de la
curva f(z) es la siguiente:

f(x) u(x,tp) u(x,t)

<o
P

[
>

=
b

Figura 1.4

:Cudnto tiempo debe transcurrir para que la curva inicial se vuelva multivaluada?
La solucién es multivaluada a partir de cuando u, es infinita. Si derivamos respecto a =
en
z =z, i)+ f(&(z, 1)),
obtenemos
1= 6+ fi{E)t.
De ahi, ©
1 / S
- — Uy = g = —.
&=t v %=L = e
Por lo tanto, u(z,t) es multivaluada en ¢ = ?F(lj para f'(¢) < 0. La solucién se vuelve
multivaluada a partir del menor tiempo ¢t en que se satisface tal relacidn, esto es cuando
—f'(€) es maximo.

Cabe notar que la ecuacién més general
U + c{u)u, =0
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se resuelve en forma andloga. Como puede verificarse, su solucidn estd dada por
u(z,t) = F(£}

donde F(£) se define como F(€) = ¢(f(£)), y &(z.t) estd definida implicitamente por
T =&+ F(O)t.

En la ecuacién u, + cu, = 0, las caracteristicas son rectas paralelas de pendiente % en el
plano (z,t); en cambio, para u, + uu; = 0, la pendiente de las caracteristicas en ese plano
es -ﬂ% Cuando f(£) es creciente, la solucién es univaluada; por el contrario, cuando f{£)
es decreciente las caracteristicas se intersectan. Debido a que u(z, t) estd determinada por
su valor en ¢l punto (£,0), en los puntos donde se intersectan las caracteristicas habrd dos
valores asociados a uz,t). Esto sucede cvando f'{£) < 0.

Sabemos que la solucién es multivaluada en cierta region donde las caracteristicas se inter-
sectan. Veamos cémo encontrar esa regién. Dos caracteristicas cercanas. parametrizadas
por £ y £+ h (h > 0), se intersectan cuando las siguientes condiciones se cumplen si-
multineamente:

c=£+f(E0 y z=£+h+ fE+ R

lo cual implica

fE+h) - f(6)

1+ h

3 =0.
En el limite cuando A ~— 0,
L+ f(Et=0 y ==&+ f(E)

de ambas condiciones, se obtiene la representacién paramétrica de la envolvente en el plano
(z,t) de 1a regidn multivaluada de u(z, t):

1
@@uen = € - FE. -
que esta definida en los intervalos donde f'{¢) < 0. De nuevo aparece H§) = AT'}?’ que

es la condicion para la interseccién de las caracteristicas.

Veamos un ejempto. Consideremos la condicién inicial

flz) = {ul, siz >0,

uy, siz<0.

Tenemos dos familias de caracteristicas en ¢l plano z, ¢
para £ <0, & =£+upt con pendiente

para £>0, z=£+ut conpendiente —.




Es necesario analizar dos casos:

1) ua < uy

La pendicnte de las caracteristicas con £ < 0 es mayor. Las caracteristicas tienen la
siguiente estructura:

t X=1t ll

i 4

Figura 1.5

Por los puntos (x,t} tales que u2 < ¥ < u; no pasan las caracteristicas. Es posible definir
una solucién en esa regién asignindole a u(z,¢) un valor constante en cada una de las
rectas £ = cf, con g < ¢ < up, de manera que u tome todos los valores intermedios entre
to ¥ u1. A todas esas rectas les corresponde £ = (. Entonces,

u(lz,t)=¢ en z=ct, uz<ec<u.

Finalmente, una sotucidn para us < uj es

ty, ST < ugt,
u{z,t} = ¢ §, siust <z <yt
ty, ST > ut.

Aunque la condicién inicial no es continua en ¢ = 0, esta solucidn es univaluada tal como
sucede cuando la condicién inicial es creciente.

u(x,0) u(x,t)
P—u Uy A i
uyp | iy _f
1 }
Q X 0 Uyt uit X
Figura 1.6

i) Ug > iy

Como los valores mas grandes de u{z,t) viajan mas rapido, la estructura del escalén con
us > u; hace que inmediatamente la solucién sea multivaluada. De hecho, todas las
caracteristicas se intersectan debido a que la pendiente de las rectas con £ > 0 es mayor
que la correspondiente a £ < 0.
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{ x=u =AU 2$

/ /

Figura 1.7

En la regién donde &% <t < ;f:, la solucién es multivaluada; con la convencidn de que,
en r = 0, la condicién inicial toma todos los valores en [ug, 1], obtenemos el segmento
que une los puntos (uite, u1) ¥ {Uzty, uz) en la grifica de u al tiempo ¢p. Con ello para
uy > u, la solucion es

u, si ¥ < ua,
u(z,t) = u1+%($—u1t), siug < § <y,

uj, si ¥ > ur.

u(x,0) u(x,t)
Uy —— Uz _7
——— U U+
- f
0 X 0 ult ust X
Figura 1.8

Para terminar con los ejemplos, veamos la grifica de la envolvente de la regién multivaluada
de la solucién de uy + uu, = 0 con u(z,0) = 7 {—00 < = < o). En este ejemplo, la
envolvente estd parametrizada por

1 (1+&%)2

v(€) = (2{€),4(£)) = ( ST

).

Dado que f'(£) < 0 determina la existencia de chogues necesttamos que £ > 0. Ademis, d

primer choque sucede en el minimo de ¢(£) = —F (E —1‘+'§§T[, que se alcanza en £ =
donde t(£} =tp = 8‘/_ El minimo de z{£) = 3£ + 2‘& tainbién se alcaunea en € = %
Con esta mforma.cxon se tiene la grafica de ¥(¢). La solucién u(z,t} es nultivaluada en la

regidn acotada por la envolvente, que aparece sombreada en la figura 1.9.
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«&)|

O e
[

0 ﬁ x(8
Figura 1.9

La densidad del tréfico descrita por medio de u; + vu; = 0 es multivaluada a partir de
t = {5 en donde f'(£) < 0, e igualmente sucede en u; + e(u)u; = 0 después de cierto
tiempo. Esto no tiere sentido fisico, la densidad es una cantidad medible que sdlo puede
tomar un dnico valor en (z,t). Es por esto que construirernos una selucién univaluada a
partir de la solucién multivaluada para t > tg.

u{x,t) u(x,t)

Figura 1.10

Las tres secciones sefialadas en la primera grafica de la figura 1.10 corresponden a funciones
de z, consideradas por separado. Si omitimos alguna de ellas, el resto seguird siendo
solucién. Para construir una solucién univaluada, omitiremos la parte punteada de la curva
y elegiremos un valor xg(£) en el intervalo {z,,,zp], que determinard la discontinuidad.

En lo sucesivo, le llamaremos choque al punto zp(t) (ver la segunda gréifica de la figura
1L.10).

Aunque esta construccidn tiene sentido matematicamente, jqué significa cn términos fisicos
una discontinuidad en uwna variable de naturaleza contimna? La discontinuidad puede
interpretarse como una aproximacion a un cambio muy brusco en la medicién de alguna
variable, en este caso la densidad, de manera que en alguna escala no es posible apreciar
el cambio continuo de esa variable.

Veamos cudles son las consecuencias de aceptar soluciones discontinuas. Partimos de la
hipétesis fisica de conservacion dada por ta ccuacién (1.1), donde son aceptables las dis-
continuidades de salto para ia densidad p y para el flujo @ de coches. Consideraremos que

= s{t} determina en forma continua la posicion del choque al tiempo t. Ademas elegimos
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T1 y T2 tales que o < s(t) < x; para cada t. Por (1.1),

Ty

Qz2,t) — Qz1,t) = %f plz,tydr =

]

d 5(t) d 2
a[ plz,tydr + E[ plz, t) dz.

mo (3]
Para g(s(t),t) = [2 p(z, t) d,

s(t)
Lolslt), 0= 250+ 0 = o005 + [ mlo0)de

I3
donde
p~{s(t),t) = lim plz,t), =2 <z <st)
=S~

v analogamente para p*. Entonces,

s(t) Ty
Q(xﬁvt) - Q(mlzt) = [p_(S,t) - p+(S,t}]5. +.[ pg(.’l,‘,t) dx+f pt(xlt) dz.

T2 {t)

Suponiendo que p y Q son continuas y que p; es acotada en z, < z < s{t) y s(t) < ¥ < 71,
entonces las integrales anteriores tienden a cero cuando z3 — s~ y 21 s, ¥ por lo tanto

Q (5t — QT (s,1) = [p™(s,1) — o™ (5, D)]5.

Para representar los valores antes del choque usamos el subindice 2 y para después del
choque el 1; la velocidad con que se mueve la discontinuidad la denotamos por U = ';—:.
Con esto, en cualquier siempo se debe satisfacer

Q2 - Q,=U(p2 - ;).

En cada parte continua {antes y después del choque) retenemos la hipétesis Q@ = Q(p}.
Por lo tanto, las soluciones discontinuas deben satisfacer que la velocidad del choque es:

P2 P
Es facil calcular la velocidad de chogue cuando Q{p) es cuadrdtica. Para simplificar la

notacién, escribimos ¢(p) = @'(p); luego, expandimos Q(p) y c(p) alrededor de py y eval-
VAMOos en Pa:

Qlp2) — QAp1) = clp)(p2 — p1) + %C’(m)(nz - m)?

c(p) — elpr) = < (p1)(p2 — p1)-
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Entonces,

Uw Q(ﬂ;j - 2(92) _ %(Cl +e) (1.9)

donde c; = ¢{pi) ¥ €2 = ¢(p2). De esta manera, la velocidad del chogue es el promedio de
las velocidades de flujo antes y después del choque si Q{p) es cuadratica.

Por la manera en que se construyé la solucion discontinua, se puede escoger cualquier zg{t)
en el intervalo donde p es multivaluada al tiempo t. Podemos determinar una solucién por
cada valor zg. ;Cémo se puede resolver la falta de unicidad de la solucién discontinua?
Recordemos que (1.1) es una ecuacidn de conservacién del mimerc de coches que circulan;
de ella se obtuve la ecuacidn

pe+ ppz =0, p(x,0)= f(z) (1.10)

para el caso en que Q(p) es cuadrética.* Tanto la curva multivaluada determinada por

plz,t)=f(§). ==&+ f(Eh,

como la curva discontinua la satisfacen. Por esta razén, el drea bajo ambas curvas debe
ser la misma. Entonces se obtiene una tnica solucién discontinua: el choque determinado
por la linea que corta dos l6bulos de drea igual en la curva multivaluada.

p(x.t)

Xo(t)
Figura 1.11

Veamos primero una deseripeion pictérica de cémo evoluciona la solucién desde el perfil
inicial hasta el tiempo t > tp cuando aparece el choque s(t). Sabemos que la solucién
continua al tiempo t se construye a partir del perfil inicial f(£), trasladando cada punto
¢ la distancia f(£)t a la derecha. De tal forma, para cada t > tp hay dos puntos £,(¢) y
&2(t) (€2 < &) en el dominio de f(£) que determinan el segmento vertical que corta lobulos
de igual drea en la grafica de p(z,t) (figura 1.13). Los puntos extremos de este segmento

son (s(2), F{§1(£))) ¥ (s(t), f(§2(¢))) donde s(t) = £1(2) + f(&1(D))E = Ea(t) + f(§2(2))t. Los

valores £, y £ determinan las caracteristicas que se intersectan en el choque s(t). Por

Este es el caso que nos interesa estudiar. La ecuacidn u; + uu, = 0 se obtiene luego de
hacer u = p+ g y =z en (1.3).
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conservacién del nimero de coches que circulan, el segmento con extremos (£1(t), f(§1(4))
y (€2(t), F{€a(t)) en la gréfica de p(z,0) también corta l6bulos de dreas iguales. Este
segmento corresponde al segmento vertical del choque s(t) en la grifica de p(2.t). En este
sentido, el choque s(t) separa las partes continuas correspondientes a £ < {2 ¥y & > &1
En la grafica de la figura 1.13 se muestra que ambos segmentos cumplen la propiedad de
cortar areas iguales, lo cual analiticamente se expresa como

1 13
S+ feie - = [ s a1
£a

Al final de este capitulo se mostrara que los valores & (¢) ¥ & (¢) que satisfacen la propiedad
de 4reas iguales para el choque s{t) determinan la condicién (1.9) de la velocidad del
chogque. En el sentido contrario, de esta tltima condicién junto con la interseccién en
s(t) de las caracteristicas determinadas por &(t) y £2(t) se deduce la propiedad de dreas
iguales.

En base a lo anterior es posible obtener toda la evolucién de p(z, ) a partir del perfil inicial
trazando las cuerdas que satisfacen la propiedad de dreas iguales. Al tiempo t = tp, la
solucidn tiene pendiente infinita en zp = £5 + f(€g)tn v los 16bulos tienen drea cero. Este
choque corresponde al punto de inflexién de f(£) (ver figura 1.12).

£(8) p(xtp)

IV _ -

2% g XB X

Figura 1.12

Al transcurrir el tiempo para t > tg, el drea G{t) de los ldbulos en la grifica de p(z.,t) es
cada vez mayor. Por la conservacién de 4rea, la secante debe cortar 16bulos de drea alt)
en el perfil inicial (figura 1.13). Por ello, el extremo £3(t) se mueve hacia la izquierda y
£1{t) hacia la derecha. Con esto, la cuerda (de pendiente negativa) tiende a la horizontal
conforme ¢t — oo.
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(e
fEY T

i | : F(E9 boe -
ELL)  E(0)° | s@) %

Figura 1.13

Esta manera de captar la dindmica del choque nos ayudard a entender la solucién cuando
la condicidn inicial es de la forma mostrada en la figura 1.14. En ella f(£) = pg fuera de
0 <& <Ly fl€§) > po en ese intervalo. En el punte de inflexién de f(£) con pendiente
negativa, &2 = £;. Conforme el tiempo avanza, £; () aumenta hasta que en algin momento
estd adelante de L. A partir de ahi, f{(£;) = pg ¥ el choque se mueve en la regién constante
£ = po.

f(9

Figura 1.14

La propiedad de dreas iguales (1.9) se reescribe como

L
U —pollea =€) = [ 150 - mlde

Por la interseccion de las caracteristicas en el choque,

&1

T

Entonces,
I L
SUE) = pol't = [ 17(6) = ol . (1.12)

Mientras £ — oo, £2{t) se mueve hacia la izquierda, aproximandose a cere. Vedmos que
£;(t) tiende a cero cuando ¢ = oo. Supongamos que £2(f) es negativo a partir de algin
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valor de t. En consecuencia, f{£2(t}) = po; por la expresién (1.12), el drea entre la curva
inicial y la recta p = pg para £ < £ < L es cero, lo que es una contradiccion. Entonces.
cuando t = co, & — 0y f(&) -+ py. Entonces la ecuacién {1.10) para €2(t) nos da la
estimacién de cdmo f{f;) tiende a po:

L
SUt&) =l A donde A= [ 1£(6) - o]t

24
despejando  f(£2) ~ pp + ¢/ e

De esta manera, la férmula asintética que se obticne para el choque s{t) = £y + f(£a)t es

s(t) ~ pot + V2At.
[l valor de p justo antes del choque es p = f{£2}. Entonces, asintdticamente
B 24
2= fo .-
La solucién antes del choque estd dada por
plz,1) = f(£),
r=§+ flEn
para 0 < £ < €2. En ese intervalo,
z—§

p(:ﬂ,t) = f(E) = '

Como & — 0 conforme ¢ — oo s¢ tiene que & = 0. Ademds, T = £ + f(£)¢ implica que
FO)t < 2{€) < & + (&)t = s(t) para 0 < £ < £&. Por lo tanto, la forma asintética de la
solucién antes del choque es

z
P~ pot < T < ppt + V2AL. (1.13)

En esta aproximacién, los detalles de la distribucion inicial no importan; el comportamiento
asintético sélo depende del drea A del perfil inicial sobre la recta p = pp. En la figura.
hemos tomado pp = 0.

p(x.t)

f2A1
t

= = -

p=x(0) P+ V241 X
Figura 1.15
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Para £ <0, p= ppy lomismopara £ > £; porque £;{t) se mueve hacia la derecha cuando
t — oo, con lo que llega a la regién p = gp. En el caso especial pg =0y forzy = -ﬁ;e‘%
{con @ << 1), el resultado (1.13} nos da una aproximacién al problema en el que el dato
inicial es la delta de Dirac.

Para concluir, queremos mostrar que la propicdad de dreas iguales puede ser obtenida
en forma analitica ¥y que es consistente con la condicién de choque. Supongamos que
la posicidén del choque estd determinada por x = s{f). Ademés tenemos £;{i) y £&:(8)
que determinan los extremos (€1, f(£1)) ¥ (&2, f(&2)) de la cuerda de la gréifica de f(£)
correspondiente al choque £ = s(¢). La velocidad del choque es

i) = LU + FlE)) (114

Por la eleccidn de €, y &, las caracteristicas que pasan por estos puntos del eje x se
intersectan en s(t}

s(t) =& + f(u)t
s(ty =& + Flé)t

Entonces £ —¢
R 1 Sk S 115
&) = 1) (115)
Derivamos las ecuaciones de las caracteristicas anteriores
8(t) = & + (&)t + F(&) (1.16)

$(t) = € + f'(€2)6at + F(Ea).

Para mauntener la simetria, tomamos el promedio de ${) e igualamos a la condicién de

choque
1

S(6+E) + (M€ + (E)éa)t = O

Luego sustituimos el valor (1.15} de ¢ en la interseccidn

LE+ ENE) - 10D = 56 + FEaE - &) (117)

y reescribimos:
S + F@ENE - &) = — 6 + E)(f(&) - F6) =

— 5~ 60+ 26) (€0 + 1(62) = 20(62)) = 5/ (€0) + FE(En - ) + FIE1 - F(Elo
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Entonces,

P €+ 7€) 6 ~ €+ SUE) + FE)(E — ) = flE)és — FlEka.

Al integrar obtenemos

El
%(f(£1)+f(52))(£1—52)= . f(&)dé+C. (1.18)

Al evaluar (1.14) en £; = &, la constante C de integracién es cero.

La condicién de choque {1.14) se puede obtener a partir de la propiedad de dreas iguales
{1.17) y de la interseccion de las caracteristicas

s(t) = & + fl&uht (1.19)
s{t) = & + f(&)t.

Las ecuaciones (1.18) y (1.19) forman un sistema de tres ecuaciones con las incégnitas £, (t),
&2(t) ¥y la posicién del choque s(t). La solucién existe. Para obtenerla expliicitamente,
rehacemos los pasos de (1.18) a {1.14): la derivada de {1.18) respecto a t es equivalente
a (1.17); derivando como antes (1.19}), se calcula §(¢) y (1.16), que se usa para obtener la
condicién de choque (1.14). Con esto, se muestra que toda la construceidn de la solucién
discontinna es consistente.

En este capitulo, obtuvimos como solucién de u; + uu, = 0 una funcién multivaluada,
que no corresponde a algo plausible fisicamente. ;Qué parte del modelo no es una buena
aproximacién del fendmeno que queremos describir? La respuesta no estd en haber con-
siderado la densidad y el flujo de coches como funciones continuas, ni en la continuidad
y la diferenciabilidad de ellas. Sabemos que con la misma ecuacién se pueden describir
otros fenémenos que involucran la densidad y el flujo para un medio continuo; en ellos,
la solucién solamente puede ser univaluada. En los siguientes capitulos, analizaremos la
difusién y la dispersién como mecanismos con los cuales contrarrestar el efecto no lineal
de uy + uu, = 0, y asi evitar soluciones multivaluadas.
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CAPITULO 2

Efectos dispersivos y difusivos

Vivimos rodeados de fendmenos ondulatorios de muy diversos tipos: desde las olas del
mar, pasando por las ondas de agua en estanques y lagunas y otras ondas ficiles de
observar en nuestro alrededor, hasta las ondas electromagnéticas emitidas y captadas por
una gran variedad de aparatos. En muchos de estos fendmenos se aprecia un decaimiento
de la amplitud de las ondas al transcurrir el tiempo. En este capitulo estudiaremos las
posibles explicaciones de este efecto. Consideraremos las oscilaciones de una cuerda como
motivacién para el desarrollo de este capitulo. [1], [9].

Un experimento que probablemente de nifio realizé al jugar, es producir una onda con el
impulso dado en un extremo de una cuerda en la direccién de la misma. Es posible formar
ondas que mantienen su perfil al recorrer la cuerda. Si la cuerda es suficientemente larga,
se puede observar que la amplitud de la onda va disminuyendo mientras avanza hacia el
extremo contrario, hasta desaparecer. ;Por qué disminuye la amplitud mientras avanza?
Podemos hacernos la misma pregunta en relacién a ondas formadas en el agua. ;Qué
mecanismo produce este efecto? Esta es la pregunta central en este capitulo, a través de
ella gueremos entender cémo distinguir la dispersion y ta difusién.

Comencemos por encontrar la ecuacién que describe deformaciones pequeilas, en forma
localizada, de una cuerda tensa. Sabemos que en ese caso, las deformaciones se propagan
a lo largo de la cuerda manteniendo su forma inicial. Tomemos una porcidn pequeiia de
cuerda, entre las posiciones T y z+ h. T dencta la fuerza de tensién que se cjerce en ambos

extremos.
u(x,t)
~21Tsen (0))

'

Tsen

H

X X +h

Figura 2.1

En la figura (2.1), u(z, t) representa cl desplazamiento vertical de la cuerda respecto de su
posicién de equilibrio, el ¢je z. La densidad p de la cuerda se supone constante. Con ello,
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aplicando la ley de Newton, se obtiene
phuy = Tsin(#;) — T sin{f3)

donde 8, #, son los dngulos que forma la recta tangente correspondiente con la horizontal.
Para desplazamientos pequeiios, sin(f) ~ tan(d), es decir que la componente vertical de la
tensién puede aproximarse por el valor de la pendiente u, de la cuerda. Entonces,

phuy = Tluz(z + h,t) — ug(z,t)]
= Ttz (z + Eh,t)

para £ € {0,1). Por lo tanto, al tomar el limite k — 0 obtenemos la ecuacion

U = CPUge, € = = (2.1)

que describe desplazamientos verticales pequefios de una cuerda infinita. Ademads, es
necesario especificar la posicién y la velocidad inicial: u(z,0) = ¢(z) y uz(z,0) = {x).
Resolveremos la ecuacién {2.1) con estas condiciones iniciales. Usando transformada de
Fourier, se tiene

T + 628 =0, con U{k,0) = d(K), Tk, 0} = 1,()( ).

Entonces,

( ) :cni l @ e—:cht KT
u(z 1) = \/_[ e

ICK

ik{z+ct) _r ix{z—ct)
=3 \/2_7?[ B(K)e de + / qb(t:)e dx]

L L) nret gy L [T P intoen) g,
c[\/ﬂ[m ik 4 \/Q_W[—oe i © dx]
= %[qﬁ(:r +ct) + ¢z - )] + zlc[qf(z +ct) — Uz — et)]

donde ¥'(x) = y(z). De lo anterior, se obticne la férinula de [’Alambert:
1 T—ct
ulz, t) —[qb(x +ct) + dlz — ct)] + 55/ Yin) dr.

z+ct

Esto significa que el perfit inicial ¢(z) se descompone en dos ondas scparadas. que viajan
con velocidad ¢, pero en direcciones opucstas y con la mitad de la amplitud inicial si
¥ = 0. El valor de u{z,t) depende del valor que toman las condiciones iniciales ¢ y 9 en
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la interseccion de las rectas x —ct = £ y = + ¢t = £ con la recta ¢t = 0. Con esto, todavia
no podemos describir la disminucién de la amplitud de las ondas en la cuerda.

Figura 2.2 a) Perfil inicial, b} Perfil al tiempo #;

En la figura 2.2 se muestra la evolucién de la onda que se produce con las condiciones
iniciales ¢(z) = g7 ¥ ¥(z) = 0.

Analizemos los modos de Fourier. En lo sucesivo, s denotard un mimero de onda y w una
frecuencia arbitrarios. La onda plana ¢{z,t) = '(**~%t) e5 solucién de la ecuacién (2.1)
si w(k) = tecx. En tal caso, los modos ¢(z,t) = e**{*%<t) gscilan y son ondas viajeras con
velocidad de propagacién ¢.

Antes de continuar veamos un fenémeno tipicamente difusive: la disipacién de calor. Pense-
mos en un material que ocupa una regién §) C ®° y que D C 2 es un volumen encerrado
por la superficie C. Denotamos por # a la normal unitaria a la superficie. En cada punto
T = (x,y, 2) del material estan definidas la densidad p(Z), el calor especifico {#}, la con-
ductividad térmica k(%) y la temperatura u(7,t) al tiempo ¢. De tal manera que el calor
en ¢l sélido estd dado por

Q(t):/;)cpudv.

Si la regién @ es acotada o no es todo $* , se necesitan condiciones de fruntera: por
ejemplo,
©w=0 en 82 (temperatura constante en &§2),
du .
3 =0 en 02 (no flujo a través de O2).
Si el material es isotrépo, el flujo de calor es proporcional a —grad{u). Para describir la
conduccién de calor en el material se aplica la conservacidn de calor: la tasa de cambio del
calor Q(t) es igual al flujo de calor a través de la frontera C. Entonces,
d
—Q(t) :/ kVu-fidS.
dt c
Aplicando el teorema de la divergencia en el lado derecho, suponiende que ¢, p y & son
continuas,

d
—[ cpust/ div(kVu)dV.
dt Jp D
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Como la frontera de D no cambia en el tiempo, tenemos que
j [coue — div(kVu)]dV = 0.
D

Si suponemos que el integrando es continuo y usamos que el dominio D es arbitrario,
concluimos que
epuy — div(kVu) = 0.

Finalmente, en un material homogéneo, ¢, p ¥y k son constantes. Entonces, obtenemos la

ecuacién de calor
k
Uy = rAu, v=—.
cp

En una dimensién, la ecuacién de la difusién de calor es

Up = Plzz- {2.2)

Si sustituimos @(z,t) = €**~“*) en (2.2), se encuentra que ¢ es solucién si y sblo si
w = —tvk?. Por lo tanto, los modos de Fourier

¢(I,t) — e—wczt+inx (23)

de (2.2) decaen a cero cuando ¢ — oo para & # (; en este sentido, los modos de difusion son
disipativos. Como la ecuacién de calor es lineal, cualquier otra solucidn es la superposicién
de los modos de Fourier; en consecuencia, decaerd a cero exponencialmente para ¢ — oc.
Esto nos muestra que en un fenémeno difusivo, €l decaimiento es extremadamente ripido,
sobre todo cuando | £ |>> 1.

Volvamos al experimento de la cuerda. Uno puede pensar que la amplitud de las ondas en
la cuerda disminuye debido a la disipacién de energia. Veamos qué pasa si incluimos en la
ecuacién de onda un término de amortiguamiento

Uy — Ugp +ouy =0, a > 0. (2.4}

Los modos ¢(x,t) = e(**~*) satisfacen la relacién w? +iow — s? = 0. Entonces, poniendo
w(xk) = if(k), se encuentra una ecuacién cuadritica para f(#) que tiene como soluciones

a 1 a 1
fi{k) = —3 + 5\/02 —4k? gy fa(rk) = -3~ 5\/0:2 — k2.
Ambas soluciones cumplen Re{f;(x)) < 0 para cualquier 5. Entonces, los modos ¢(xz,t) =
efilsMein decaen. Para | & |< §, €l decaimiento del médulo de ¢{z.t) es exponencial,
mientras que para | s |> § se tienen oscilaciones en el tiempo acotadas por e” #t. Cuando
| k< §, el efecto del amortiguamiento introducido por el pardmetro a es suficientemente

grande para que no haya oscilaciones en el tiempo; la evolucién de los modos es similar
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a la observada ¢n la ecuacién de calor: el decaimiento es muy répido y sin oscilaciones
temporales. En nuestro experimento con la cuerda, las ondas van decayendo mientras
avanzan, lo que es diferente de lo que verfamos si tal comportamiento se debiera a la
disipacién como sucede en {2.3); ahi los modos no se propagan (no hay ondas viajeras).
Un ejemplo de esto ultimo se observa si el experimento se realiza dentro del agua.

Podemos modificar de otra manera la ecuacién de onda e incluir un término correspondiente
a una fuerza de restitucidn proporcional a u(x,t). Ahora nos interesa la ccuacién u,, —
o’uz; + B2y = 0. Esta ecuacién aparece en el estudio de fluides y en Mecdnica Cudntica,
donde se le conoce como la ecuacién de Klein-Gordon lineal. Como los coeficientes de la
ecuacién pueden ser normalizados®, basta estudiar

Uy — Uz T u =0, (2.5)

Primero veamos si una onda plana de la forma 4 cos(kz — wt) es solucién. A denota una
amplitud de onda constante. Sustituimos la onda plana ¢(z,t) = Ae*"*=<%) en la ecuacién
{2.5). Como (2.5) es una ecuacién lineal y la constante A es distinta de cero obtenemos:

[—w? + K% 4 1)eHmz-wt) = g,

2

Entonces, w? = x? -+ 1 determina la telacin entre la frecuencia w y el mimero de onda x,

que se le llama relacién de dispersién. Tenemos dos soluciones
(}5(1', t} - ei(r;a::l:W(fc)t)‘ (26)

donde W(x) = vx* + 1. Entonces, Re(¢(z,t)) es solucion de (2.5) cuando w = =W (k).
Ahora, busquemos la solucién general al problema u,; — uz, + 4 = 0 con condiciones
iniciales u(z, 0} = f(x) y u{z,0) = 0. Resolvemos usando transformada de Fourier:

o~

T+ (1+65)8=0  @(k0}=flk)  Te(s,0)=0.

Su solucidn es ]
Uk, t) = 5[}{5)6*‘“ + fisje ™).
Invirtiendo la transformada de Fourier se tiene:
u(z,t) = [ —f(ﬁ)e‘['” W)l g 4 —-—[ —f(re)e'['“*'w(“m de. (2.1
T
El siguiente paso es entender la solucién obtenida. Un caso interesante cs analizar el

compertaimiento en una vecindad pequena de un numero de onda particular, digamos
Kg. Esta situacién se presenta cuando experimentalmente se quiere generar una onda de

* Se hace un escalamiento cn las vartables: ' = fg;c, t = pt.

23




un ntimero de onda particular, pero el problema tiene espectro continuo. En ese caso.
es practicamente imposible elegir exactamente el nimero de onda deseado. Ahi surge
la necesidad de estudiar paquetes de ondas, es decir, ondas con nimero de onda & €
(ko — €, ko + €} en conjunto. Por ellp, analizaremos integrales de la forma

mote 1~
/ 7f(ﬂ)ez[r:$—W(K)t] de
Kop—€ 2

donde se ha puesto f(r;) = 0 fuera del intervalo (ko — €, ko + €} v s6lo se ha considerado
w = W(x). Nos interesa saber el comportamiento para valores grandes de t. Luego de
expandir W (k) alrededor de x = &y,

Ko+e 2

ufz, ) = ¢llmos—W ko)) f(n)ei[(n—rcu)m—[w'(No)(h‘—'»'o)*%W"(No)(ﬂ—ﬂo)‘+U(('~'-‘ﬁu)a)]t] d.

Kg-r€

Haciendo el cambio de variable s = 2{r ~ rp),
1 — X
u(z,t) =« gilros—W (o)l [ flro + ES)B’EIEI*W'(”")“]@"%W”("”)S%QHO(SS) ds.

Al hacer este cambio de variable, u(z,t} queda expresada en las variables ex, ef ¥ €2t
Debido al pardmetro ¢, tenemos tres escalas: la escala rapida corresponde a las variables
originales T ¥ £; a la escala lenta corresponden las variables y = ex, 7 = et y o = €2t. De
hecho, o estd en una escala atin mds lenta que ¥ v 7. Definimos

1 .
Aly,7,0,€) = / J?(no + es)e""i’u"‘v'("“"']e‘%W"(’%)”q*’o(’s’ ds
-t

en términos de las variables lentas y = ez, 7 = ¢t v 0 = €°t. La lentitud de estas variables
depende del ancho ¢ de la vecindad. Hemos supuesto € > 0 muy pequeno. De esta manera,
hemos obtenido

u(z, 1) = eAly, 7,0, e~ Wiko)t] (2.8)

Esta tltima expresién muestra que u(z,t) se comporta como una onda plana, correspon-
diente al niimero de onda kg, que se propaga con velocidad %’;—“l vy cuva amplitud es
modulada por una funcién A{y, 7, ¢;¢) complicada.

A primer orden en ¢, tenemos la siguiente aproximacidn (por la expansién de Wik}, s =

Ko + O(e)):
( ) ( Y, e : [kox—W (ko )t]

donde Ag(y, 7€) [ (rg + es)etl—Wika)7l gg
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De manera que a orden ¢ se obtiene que la amplitud Ag es funcién de y — W' {ko)T, s
decir que Ag es una onda que viaja con la velocidad de grupo Wi(ky). Esto significa que
todas las ondas con nimero de onda € (kg — €, kg + €) viajan como un solo paquete con
la velocidad W'(x¢). Viajando con la velocidad de grupo, la amplitud de la onda centrada
en el nimero de onda &g es constante en esta aproximacion.

A orden €%, A aproxima la amplitud A(y,7,0;¢) en la forma
1 ~ . : i ir 2
Ay, r,o;€) = [ flro+ es)e"[y‘w (ro)T] =3 W' (Ko)s%a g
-1

En un marco de referencia que se mueve con la velocidad de grupo W*”{xg), A; es de 1a
forma

1 1 "
Ay, 7,07¢) = f Flro + es)e= W (ro)es® 4 (2.9)
-1

Hay que notar que s = 0 es un punto estacionario del exponente W* (xy)es?, por lo cual
la mayor contribucién de A;(y, 7, o;€) proviene de integrar en la vecindad de s« = 0. Por
esta razén, es adecuado aproximar f(kq + €s) por f(xp). Entonces,

1

Ay, 7,0 6)%1‘(&0)[ e” $Wlnalos” gg
-1

Haciendo el cambio de variable r = as con a = /3 | W"(xg) | g, se encuentra que

2

W7o} | @ / " g e g, (2.10)
0 -6

Ai(y, 7.0, €) = fko)

la integral que queda es alguna constante compleja. Para valores muy grandes de | r |, las
oscilaciones de e~t597{W"(a))r* go cancelan y podemos aproximar la integral de (2.10) con
las integrales de Fresnel:

2 o . “ 2
Arly,m030)~ floo)y s [ e e gy
| W(ko) |0 J_o
2‘.'7 - 0w *
— —isgn(W (xo])—
T Twtear 1o "

Lo interesante del resultado (2.10) es que a orden €2, la amplitud que modula la onda plana
eilroz—Wiko)tl o5 proporcional a 71—; (o = €%t) 5i W"(kq) # 0. Este decaimiento se debe a
la variable mds lenta o = €%t en la amplitud A(y, 7,0:¢). En resuinen, la amplitud A que
modula la onda plana se comporta como una onda viajera (a orden ¢) en las variables lentas
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¥y 7. BEn la escala o, adn mdas lenta, es posible apreciar el decaimiento en la amplitud al
viajar con la velocidad de grupo W'(sg).

i Cudl es el mecanismo que hace decrecer a cero la amplitud cuando t - ¢ 7

Para observar el decaimiento de la amplitud de las ondas a tiempos grandes, se necesita
que W"{(x0) # 0, es decir, que la velocidad de fase c(xg) = Wi:") no sca constante. Esto
significa que diferentes nimeros de onda dan lugar a velocidades de fase distintas. A este
mecanismo se le conoce como dispersion. De ello resultard que para tiempos grandes,
la diferencia entre las distancias e(k1)t y c(k2)t, dados k1 # K positives, aumentard.
Entonces veramos las ondas correspondientes a k, y x2 muy separadas, aiin cuando ambos
nimeros de onda estén en el intervalo (kg — €, kg + €). Esto se refleja en el decaimiento
de la amplitud cuando ¢ & co. En la aproximacién dada por {2.10) ¥ en lo siguiente se
muestra que el decaimiento de un fenémeno de naturaleza dispersiva es mucho mds lento
que el decaimiento por difusién.

Hemos examinado el comportamiento de la solucién de la ecuacién (2.5) para paquetes de
ondas. Veremos el caso mds general que aparece en la ecuacién (2.7)

I{t) = f_ - FR)e® ™) dk, Bk, z,t) = % — Wi(x).

Recordemos que W (x) = V1 4 &2 para la ecuacién (2.5}. El término e**{*! es oscilatorio;
mientras mayor sea el valor de t, las oscilaciones serdn mds densas, y habra cancelaciones
entre las partes positivas y negativas. Asila principal contribucion a I(t) provendra de la
vecindad de los puntos kg donde #(x) no cambia de signo: en los maximos y minimos de
f(k). Ahi, 8(k) — 8(kg) = O((k — k0)?). De manera que

Ko +38

I{t) ~ f{fﬂo)eiw(“*’)[ gt (RoY(r—ro)® .

Kg—4§

es una buena aproximacién.

n m

/ \1 NS
Figura 2.3 a) Graficas de 8{x) y cos(t;#{x}}.
b) Graficas de 0(k) y cos(t20(x)) para t; < t2

Para cada z y t solamente hay un punto estacionario (8'{ko) = 0): ro = —f=p (vélido
para |z| < t) que satisface 6”{xp} < 0. Como en una vecindad pequeiia de kg es vélido

B(s) = 0(x0) + %9”(50)@ —wo y Blrg) > 6(x),
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podemos definir el cambio de variable

—s? = 8(k) — O(ko) = %9"(50)(5 — ro)® + O — o)),
Entonces,

2
- BH(RU}) :

raf—

o Tl itB{xq) * _asty 2
t) ~ flrole _ae (9”(nu)

o .2 0 .2 T .
[ e dSN/ e ds = \/:e"T
- —00 t

)ids donde o =§(

Con la aproximacidn

obtenemos

F ; w : 2r 1 =
- 1 —Wisg)t— T
j: f(K)e!(K-J: {x)t) dKr ~ f(KO)(t__’m) g gilkoz (mo)t—%)

En forma aniloga con los cambios apropiados,

27
tW"(—K-o)

)%ei(ﬁmgm+W(—no)t+§}.

Por lo tanio para la solucién de (2.5) (ver(2.7)),

! 2n 1 i{roz—-W _r
e t) o oo ey e T

2 2m

1 1o Ve
+ar o) (g e T (2:11)

De las ecuaciones {2.3) y (2.6) se observa un contraste significativo entre los efectos difusivos
y dispersivos. En (2.3), el decaimiento exponencial de la solucidn es consecuencia directa de
que la amplitud de los modos de Fourier tiende a cero. En cambio, para (2.6) la amplitud
de los modos es constante; sin embargo, como puede verse en la ecuacidn (2.11), la solucién
decae a cero en la forma % st hay dispersién {W"(£xg) # 0).
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CAPITULO 3

Regularizacidn por difusién

En este capitulo queremos mostrar cédmo se regulariza la solucién mutivaluada de

U + U = ] {31)
en el sentido de obtener una solucién univaluada al incluir un términoe difusivo. Estudi-
aremos la ecuacién de Burgers teniendo como referencia el cuarto capitulo del libre de
Whitham. [9], [10].
En el primer capitulo obtuvimos la ecuacién de conservacién del nimero de coches

e+ Qu=0 (3.2)
donde p(z,t) es la densidad y Q{x,t) es el flujo de coches en el punto z al tiempo {. Luego
de usar la hipétesis de que @ es funcién de p, vimos que la parte de pendiente negativa
de p(z,0) = f(z) da lugar a la parte multivaluada de p(x,t) para t > tp. En esa regién,
pz toma valores muy grandes. Para mejorar la descripcién del trafico, queremos tomar

en cuenta que al aumentar la densidad, los conductores deben reducir 1a velocidad de sus
coches. Ahora, Q dependera de la densidad p y del cambio pg:

Q=u(p) — ppe, B>0. (3.3)

Sustituyendo la relacién anterior en (3.2}, se tiene

pr+ U (p)pz = Bpzz- (3.4)

Para el caso en que u(p) es cuadratica basta estudiar la ecuacién de Burgers
Uy + Uy = fligy, H# > 0. (3.5)
En esta ecuacidn s¢ combinan los efectos no lineales y de difusién. La no lincalidad aparece
en (3.1) y la difusién en la ecuacién de calor u, = jiug,. Compararctios la solucién de
ambas usando la condicién inicial 1 — H(x). Como vimos en el primer capitulo, la solucin

de (3.1) es multivaluada en el intervalo [0,1] al tiempo .
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u(x,0) ulx,0) t

0 X 0 t X
Figura 3.1 La solucién de u + uu; = 0 con u{z,0) =1 - H(z)

En cambio, la solucién

1 fiad 2
v{r,t) = — ™% de

de la ecuacién de calor es univaluada y diferenciable para cualquier (x,t).

u(x,0) u(x.t)
] —r __\1
0 X &0 N X

Figura 3.2 La solucién de v; = pvz con v(z,0) = 1 — H{z)

Como hemos visto, el término uu, tiene el efecto de deformar la solucién hasta volverla
multivaluada para condiciones iniciales que decrecen en algin intervalo, mientras que gtz
introduce el efecto difusivo que suaviza los datos iniciales y caracteriza a la ecuacién de
calor. Posteriormente veremos cémo se combinan los efectos de ambas ecuaciones en (3.5),
en particular para este ejemplo. La ecuacion de Burgers es la ccuacién mas simple que
combina propagacién no lineal y difusion.

Mediante la transformacién de Cole-Hopf
Vg
= ~2 -,
Y i) "

la ecuacidn no lineal de Burgers se puede reducir & la ecuacidn lineal de calor. Si sustituimos
u = ¢, en (3.5) e integramos respecto a r,

1
Si definimos v por medio de ¢ = —2ulog{v) se encuentra que

Up = YUz
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De la misma forma se calcula el valor incial para esta ecuacién:

u(z,0) = g(a) = ¢~ F Jo 104
correspondiente a u(z,0} = f(z). De este modo, con la tranformacién de Cole-Hopf hemos
cambiado el problema (3.5) de condicién inicial u{z,0) = f(z) por v, = pv,s, v(z,0) =

g(z). La solucién a esto dltimo es

(2 2k [ f ) ) i,

’U(.’C, \/4—?7#-_,/ Q(ﬂ)e 4‘"‘ d’?_ \/m—

Entonces,
1 N -G
t)= 2 d
n@t) = g [ (ET e B ey
donde " ( )
I-—
Ginz0) = [ f@)ay+ E2I (3.6)
0 t
Finalmente,
2y _ S () B

v O g mCma (3.7)

es la selucién de la ecuacién de Burgers con u = f(z) en t = 0. La solucidn es continua v

toma un solo valor en cada punto {z,t).

Estamos interesados en mostrar que cuando g — 0 la solucién u{z,t) de la ecuacién de
Burgers se reduce a la solucién de (3.1) con discontinuidades en s = s(t) que curnplen la
condicién de choque

U=-= (C1+C'2) ey < U < es,

v satisfacen la propiedad de dreas iguales.

Para yu — 0, las contribuciones dominantes de la integrales en {3.7) provienen de la vecindad
de los puntos estacionarios de G(#):

ac —
—zﬂﬁf(n]=$tn-

B (3.8)

Nétese que los puntos estacionarios corresponden a la interseccidn de las caracteristicas
z = n+ f{n)t con el eje z. Sea n = nlz,t) tal que satisface (3.8). Con cl método de
maximo descenso {ver Apéndice 1) se obtiene aproximaciones asintéticas de la forma

[00 h(n)e~2C") gy ~ —2:—— R(E)e %) para @ —oc
o o] G'E) |
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en la vecindad del punto estacionario # = £, Entonces, las contribuciones alrededor de

7 = £ son:
T Ion ke, ., [ AT 2-& o
[ rZGTI

/w e HC g, | AT o)
oo | G"(§) |

Por lo tanto,
u(z, ) ~ 25 = f(e) (3.9)

De esta manera, hemos obtenido en forma asintdtica la solucién de (3.1), a la cual deno-
taremos u. Esta se vuelve multivaluada después de cierto tiempo £g si la condicién inicial
F(£) decrece en algiin intervalo. Esto no sucede con la solucién (3.7) (que es univaluada y
continua) para g > 0, sin importar lo pequefio que se considere el parametro g Debido a
esto, la aproximacion (3.9) es vilida para ¢ < {g (antes de que % sea multivaluada) y para
valores z = £ + f(£)t para los cuales £ ests fuera de los intervalos donde f(£) decrece si
t > tp. Esto nos muestra que debe considerarse la estructura de las caracteristicas de (3.1)
en el analisis asintotico de u(x, t). Para los puntos (z,t) donde u(r,t) toma dos valores,
se debe considerar los contribuciones de dos puntos estacionarios £ y &, (&2 < £). Sin
ambas contribuciones, no se puede recuperar la solucién continua (3.7). Al tomarlo en
cuenta se tiene

ulz, ) ~

Etjl | G"(&) l—% e~ GE) n %3 | G"(£3) t_% e~ G .10
~1 .

| G(6a) |74 €71 Gr(gy) [ o7 O
Cuando G(£;) # G(£), la presencia del pardmetro g > 0 {muy pequefio) en e~ &),
hace gue uno de los exponentes sea mucho mayor que el otro conforme p —+ 0. Entonces,

para G(6) < Gl&a), e WO@ 5s o h0E) o o T8 g,

. P I —
para G(6) > Gl&), e HOW) <o B0 o Wy n 2B i)
Nétese que el mismo analisis funciona al considerar las contribuciones de tres puntos esta-
cionarios {cuando %(z, ) toma tres valores).

Vedmos que sucede en los puntos estacionarios donde G(£;) = G(€2). De acuerdo con la
definicién de G(n) (ver (3.6))

& z-&a) _[*®

RY
fnydn+ fnydn+ EZ 8
0

2t
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Entonces,

- ('51—52)[5'3—55 +I‘“§2]

£
f(fl)d"):515[(1—514'51—52)2—{1—51)2] 5 " P

£z

que es la condicién de 4reas iguales que se obtuvo en el primer capitulo. Por lo tanto, el
cambio de u(z,t} del valor f(£;) a f(£2) se da en el choque

s(t) = &(8) + F(&(ENE = &(t) + F(&())

donde se cumple la propiedad de cortar dreas iguales en la solucién multivaluada (z,t) al
tiempo t:

1 1
e + S~ = [ s

Por la parte final del capitule uno, sabemos que si las caracteristicas se intersectan y
- simultdneamente satisfacen la condicién de choque, entonces se cumple la igualdad anterior.
Esta aproximacién muestra que, ceando u — 0, u{z, t) tiende asintéticamente a la selucién
discotinua de {3.1} a través de funciones continuas (u{z,t) es continua). En la figura 3.3
tenemos un ejemplo de la convergencia de u(z,t) a u(z,t) donde u(z.0} = 1 — H(z)
{compérese con las figuras 3.1 y 3.2).

u(x,0) u(x,t}
] ——— ﬁl
0 X 0 X
Figura 3.3

Vedmos si la ecuacién de Burgers tiene ondas viajeras como solucidn y si con ello se tiene
una mejor descripcién. Sea u = u(X) donde X = z — Ut y la constante U, la velocidad
de la onda, se quieren determinar. Sustituimos v = u(X) en la ecuacién de Burgers e
integramos. De ahi,

—Uu+ %uz - M = pux {3.11)

Para determinar las constantes U/ y M, usaremos las condiciones v — u) cuando X — oo
y u — us cuando X — --co. M y U son solucién del sistema

1

*U'U.g + 5?1% =M
1

~Uuy + §u§ =M;
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de donde U = 7(u1 + u2) y M = — 2w u,. Con estos valores, (3.11) queda escrito como

(u~uw)(u—uz) = —2pux.

Integrando,
X 2 Up —
= 1 .
i Uz — Ul Og(u—U1) |
De aqui despejamos u:
Uz — Uy 1 1
t) = —_—— = - - 1 —(ug —uy X
u(z,t) =u; + e Uy + 2(u2 w)[ +tanh(4u(uz u )X}

donde U=%(u1+uz) y X=z-Ut

u{x,t)

U2—

vy

X

Figura 3.4 Gréfica de u(x,t) para u > u;

Hasta aqui hemos resuelto la existencia de ondas viajeras. A continuacion estudiaremos el
problema con valores iniciales.

Es posible ver en forma exacta el comportamiento de u(x, t} si consideremos la condicién
inicial

uy, siz>0;
uy, sizx <0

para u; < ug. En ese caso,

G =4 Mt &S para >0,
- 2
ug” + g%)— para n < 0.

Con esto podemos reescribir el denominader de (3.7)

o —1G(n) 0w Gem? oo TR _tz—m?
e 2" M dpy = e T dny 4+ e” T Tt dy
. —oo 0

Con el cambio de variable

r—7—ct uy, sin>0,

f('ﬁ .‘L‘,t) == r—4ut s C= {u2, sin < 0.
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tenemos

e u x o v N o

f e 2 G dn = /Apte" == F [ e=€ df + \/4ptc'ﬂ_&{z"7’”) f e € dt.
—0a r—-ugt —fr—ujt)

N fut

Para el numerador.

o0 a0 oo
/~($’"m*¢cmdnz]'(x'”k‘ﬁ“”“?”mm+/'(333)-—“m+ P ldy
oot oo o t

—

r—m

o} oo 2
=_f m‘%f*mﬁﬁﬁh@—f(m— Ty dturn+ 55l gy
oo t o t
0 2 oo
+ uzf e_ftf?[“”""u—}?;]dq-kulf e~ Tl 5 = V.
—o0 0

Para las dos primeras integrales del lado derecho de la idltima tgualdad, usamos el cambio
de variable ,
(z —n)
t) = =
s(t) = en+ —;
lo que muestra que se cancelan; las dos vltimas integrales son una combiuacién lineal de
las que aparecen en el denominador. De manera que

o — 1 o
f (y)e—ﬁG(ﬂ)dnz /4,U.t{u1[e 2“1‘2(2_1“)/ e S e
—o0 ,7_;55

o0
e T e—EQdE] + (ug — ul)cA’flE"?(”_%“) et de}.

Por lo tanto,
Uy — Uy

I+ b, g)ems (eamwe 0

wla,t) = w1 + (3.12)
donde
f—-(: u t) e E d£

Lm%—’

El punto z = Ut es especial. Este valor de z es condicién necesaria y suficiente para que los
extremos de integracién de h(z, 1) sean iguales, esto s que i sea 1. Sustituyendo z—Ut =0
y h =1 en {3.12), se encuentra que u(z,t) = U para todo ¢ ¢ independicuteniente del valor
de p. Paraz < Ut. h < 1y X = z — Ut ¢s negativo, por lo cual cuando g tiende 2 0, la
exponencial decae v 4 -» up. En cambio para o > U, la exponencial crece cuando p — 0
¥ 4 — tu1. De esta manera, la solucidn discontinua del caso limite g = 0 se recupera. Por
otro lado, tomando p fija, u ~* up cuando X — —o0, y u — 4 cuando X — x.

h,(x,t) ¥ U= (ul +u2).

I =

e—§" dt
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Un caso interesante de analizar es una funcién positiva con un solo maximo como condicién
inicial. Esta seria una aproximacién a la della de Dirac.

f(x})

Figura 3.5

Consideraremos la condicién inicial u(z, 0) en la forma f(x)} = Ad{zx) paraz <0y f(z) =
paraz > 0.
De tal forma,

0 JRY: JIRY
G= —/ Ab(s)ds + (e =) = @=n?® _ Avparan <0,
" 2t 2t

(@ ~n)®

G="%

para n > 0.

Entonces, para el numerador de (3.7) tenemos

L

*— -l:_—'L2
Ye G gy — 0,0 (ﬁ) dn + 24 =( ) dn
7 H Ui

—( == —(E=0)?
= 2ufette” Vo) 1B ),

Zpt

Por lo tanto,

2

o — Fa
/ (U)e—ﬁc(n) dn = 2;1.(65% —1)e™ 3.
—oo

En cuanto al denominader de (3.7},

=] 1] = = e Y]
f e‘TIEG("}dnzeﬁ/ ~ dq-]—[ e (7‘%‘J dn
- D0 0

—o0

o0 X
- ,/4#tei‘%f =€ de + \/4,utfm e=& de
Vi -
oo 2 A o2 2
= \/4ut{/ et de + (e —1)f e& de)

o

~ VERE s -0 [ e a,

At
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Definimos R = ﬁ. Entonces,

_fr (eR —1)e 3w
e - RS e

es la solucién de
Up + Uty = Ulsg

con condicién inicial f(z) = Ad(z).

Queremos verificar que la difusién domina sobre la no linealidad cuando R -+ 0 (R = 7
La integral que aparece en (3.13) es convergente ya que

oo [+ o]
/ e‘fzdf-»/ e‘£2d§=g 51 p— o
0
4dpt

Como e® — 1 = O(RY), entonces el denominador de (3.13) es igual a /7 + O(R) uniforme-
mente en z,%, i para B << 1. Entonces,

22
U Re A o 2
t yT+O(R)  Vamut
Asf, la solucién de la ecuacion de Burgers es aproximada por la solucién de la ecuacién de

calor u; = pu., con la condicidén inicial f(z) = Aé(z). Efectivamente, la difusién domina
en (3.13) cuando R << 1.

u(z;t} ~

Cémo se comporta la solucién (3.13) cuando R >> 17 Por conveniencia, definimos la
variable z = —Z— para reescribir (3.13):

u(z,t) = \/?g(zs R)

(e” ~e - R A
2\/_v"+(eﬂ fz\,ﬁe—fzdg’ T

donde

e
Para R >> 1,

@(1 IR

g(Z;R) 2\/—\/—'+ERJ‘V"“€~€2

(3.14)

Ahora analizaremos el comportamiento de g cuando R -+ oo para diferentes valores de z.

Para z < 0,
[+ o] " O -
/ et d{ﬂ/ e S dE = /7, R
Zm — o
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por o cual

e(lzR 1

2ff1+eﬂ WS-

g{z; R) ~ -2'R

e

Por lo tanto,

g= O(\/_) uniformemente para z<0 y R>>1.

Para z > 0, necesitamos una mejor aproximacion de la integral

<1
/nfz dé

para no perder informacién. La forma asintética de esta integral viene del siguiente limite:

N =]
1 7 = -
qli’rgo e , 52 dE
Entonces para i — oo, se tiene la aproximacién
=1 1
e 8 dt ~ —~e_" + O(—e ") (3.15)
n £ 2

Sustituyendo lo anterior en la aproximacién (3.14) obtenemos

2
e(l—z: W >

2\/_\/_ eli- ‘I;R B l+22\/n'Re(‘:“1)R.

g{z R) ~ (3.16)

Por lo tanto,

z, st0<z<l,
9 0, siz>1.

Lo anterior, reescrito en las variables originales, es

[2A 2 g v

en ¢l complemento.

En este andlisis, que se hizo para 1 — oo, hemos recuperado ¢l comnportamiento de u, +
ut, = 0, obtenido en {1.11), con un choque en £ = V2A%Z. A es el drca bajo ¢l perfil inicial,
que puede ser una aproximacién a la delta de Dirac.
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u(x, )

0 x= 2At X

Figura 3.6

Analizemos la transicién de gen z =0y en z = 1, De (3.14) g es proporcional a "}'1?.“ y su
comportamiento alrededor de z = 0 es de la forma

—-Rz?

A =T
En la vecindad de z = 1, 22 — 1 =2(z — 1) + O({z ~ 1)?). Ahora tenemos (ver (3.16))

1
I ¥ VanRerRG-1)’

alrededor de z = 1, g es de orden 0(71}-2) .

£(2)

Figura 3.7

Cuando el pardmetro R = A/2u es grande, la franja de transicién de g(z) en z = 1 es muy
angosta; en ese caso, la solucién discontinua de u; + uwu; = 0 es una buena aproximacion.

t
En el siguiente capitulo veremos que el caso dispersivo es totalmente distinto: la franja de

transicién alrededor del choque no tiende a cers.

De hecho, u(z,t) = /24 g(z, t) converge a la solucién discontinua {1.13) conforme R — co.
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CAPITULO 4

Regularizacién por dispersién

En este capitulo nos interesa estudiar el efecto de la dispersion en la solucidn de la ecuacidn
g + vy = 0. Una forma simple de incluir efectos dispersivos, como veremos a contin-
uacién, es sumarle i%uu a la ecuacién anterior 2], [3], [7]. Obtenemos asf la ecuacién de
Dobrokhotov
ih
ty + uUg = 5 Uaa- (4.1)

Consideraremos esta ecuacién con la condicidn inicial u{z,0) = p(x). Mostraremos que la
solucién de (4.1) oscila y aproxima, cuando h — 0, la solucién de u; + uu, = 0 en la regidn
donde no hay interseccién de caracteristicas. En la region de choque, la solucién oscila con
oscilaciones crecientes en el tiempo.

Como veremos, la ecuacién (4.1) es de caracter dispersivo. Esta ecuacién es satisfecha por
cualquier constante ug. Hacemos una expansién de u(z,t) alrededor de ug:

u(z, t) = ug + euy (z,£) + Ofe?)
ut = fug + eur (1, £) + O{eM)leur (2, 1) + O(M)] = enous, + O(e*).
Entonces, a orden ¢, la ecuacidn (4.1) implica

h
Upe + UplUry = EEuIII.

Como la ecuacién anterior es lineal, proponemos una onda plana u;{r, 1) = ef5&=wt} camo
solucidn; sustituyendo, tenemos

I ,
i{w — gk — %ng)e‘(""’_“’” =0.
De esta manera la relacion de dispersién de la aproximacion lineal de la solucién de (4.1)
es w(K) = uok + %‘52. El término %52 hace que e(x) = ‘»“-(:’21 dependa de «: por lo tante, ¢l

término i%uﬂ, que lo origina, es por esta razén de caracter dispersivo.

La ecuacién (4.1) es s6lo un modelo de estudic, ¢l cual analizaremos sin intentar relacionarlo
a algin modelo fisico. Esta ecuacion nos ayudard a entender en un caso integrable el efecto
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de la dispersién en una onda de chogue. De nuevo, como en la ecuacién de Burgers, con
la transformacién de Cole-Hopf
. U
u=—th-— {4.2)
v
podemos transformar la ecuacién no lineal (4.1) en una ecuacién lineal. Definimos u = ;.
De (4.1},
.k
Yre + w:wz.’: = 35"!’2&1:
Integrando respecto a z,
1 h
wt + 51!)5 = '7"2'1/)21:

Integrando (4.2) y usando u = ¢, se obtiene 3y = —ihlog(v). Sustituyendo en la ecuacién
anterior, obtenernos la ecuacién de Schrédinger en una dimensién (para un electrén libre)

W = i’—lvxz- (4-3)

2

Para la ecuacién (4.1) consideraremos una condicién inicial u(x,0) = p(z). Calculamos la
nueva condicién v(x, 0} con la transformacién de Cole-Hopf de p(x):

ple) = bele0) =+ 6,00 = | " pln) dn = —ih log(v(z, 0)

= v(z,0) = ok Jo ptman, (4.4)
Resolvemos, {4.3), v, = €iv,s, v{z,0) = ¢(z) {¢ = &) usando transformada de Fourier:
B = —€iks,  9(k,0) = (),

por lo cual o{x,t) = a‘(ﬂ)e-.ﬁmu_

Tomando la transformada inversa de 9, obtenemos
- _1__ i t)
v{r, t) = (k)er™\F ="t dy
(22) V2m /:oo alx)

1 i+ o) [+ o3 ) )
[] q(y)e—my dy}em{m—ent) dk

2r —oo J —oo

1 o0 o0 .
T f f gly)e™==v1= g gy,
—oo J—o0

Reescribimos el exponente

Al(z — ) - ent] = —etlx® - 2n(% 2;3;) + (3:2;?])2 - (xz;y)g]
ol (B, (B )’
=t 2et ) det
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para hacer el cambio de variable £(x) = « - (FX). Entonces,

f / —;et{ ilecwi” 4“ dfdJ

_aetﬁ dEf Q(y 7‘!—(1’9

]. - Slr—y
\/ﬁ« oy)e T gy,

Finalmente despuds de sustituir la condicién inicial (4.4) obtenemos

27r

v(z, t) %G(y) d 4.5
( \/51?1? v dy (4.5)
donde se ha definido
o= [ z-y?
Gy, z,t) = p(n)dn + TR {4.8)
0

Usando otra vez la transformacién de Cole-Hopf se encuentra la solucién del problema
dado por la ecuacién (4.1) y la condicién inicial u(z,0) = p{z):

[5 (EE)ehCW dy

u(z,t) = {4.7)

Cuando A — 0, las contribuciones dominantes de las integrales en la ecuacién {4.7)
provienen de la vecindad de fos puntos estacionarios de G(£;z,£), es decir de los pun-
tos £ tales que = {i. La definicién de & implica que los puntos estacionarios satisfacen
p(§) = T8, Sea .f £(z,t) uno de tales puntos. Usamos el método de la fase estacionaria
para obtener una aproximacidn asintotica de u(z,t) para b — 0 (es necesario que p(z) sea

C):

T E Y 6w S8 4 ogn(G7(€)) 1)
(_'"_ eh deN " ) g
[ raoee

oo i 2‘7\'}!. 1 C i "
EOW) gy~ TR iR agn(GT () 5]
/;m € y | GH{E) lc (4-8)

ufz, 1) ~ T = p(e). (49)

Por 1o tanto

Si sdlo hay un punto estacionario, entonces u(z, t} es aproximado por p{€) cuando h — 0;
£(x, t) estd definido implicitamente por x = £ + p{€)t. Por lo cual, u(z,t) aproxima a la
solucidn de

4+ i, =0 con ulr,0) = px) (4.10)
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Sabemos que conforme pasa el tiempo, la solucién de la ecuacién anterior se vuelve multi-
valuada, si p’(€) < 0 en algiin intervalo, por la interseccion de caracteristicas: sin embarge.
la solucién exacta, dada por {4.7), es univaluada y continua. Por cllo la aproximacién an-
terior sélo es vilida cuando T toma un tnico valor. Por la continuidad de la expresidn en
{4.7) con respecto a x y ¢, tampaco se puede considerar la solucién discontinua de (4.10).
La dificultad proviene de la interseccidn de las caracteristicas, y que ello da lugar a mds de
un punto estacionario para cada z, en lugar de uno solo. Recordemos que por cada valor
que toma %{x, ¢) hay un punto estacionario £(z,t). Debido a esto es necesario modificar el
andlisis del comportamiento asintdtico.

En lo siguiente, se har4 el andlisis del comportamiento de la solucion (4.7) con la condicidn
inicial

, if ;
u{z,0) =plz) = {Zi :f: i g (4.11)

con uz < u;. Con esta condicidn inicial, se tiene que G{y) = cy + E«%;@i donde ¢ = p(y).
Calcularemos la solucién explicita de u(z, t) con la condicién (4.11). A diferencia de (4.8) y
{4.9), aqui no necesitaremos que p(zx) sea C*. El argumento de la exponencial que aparece
en (4.7) puede reescribirse completando cuadrados en la forma

. + ‘2

T 2 C
—Gy) =% + —(ex — —t
ZCW) =i+ o ( 5 t)

_ m—y—ct . . . . . :

donde £(y) = —j%;— define un cambio de variable. Esto permite reescribir el denominador

de la ecuacién (4.7) de la siguiente manera:

o o o, tr-wy? = tz—y)?
[ ot (y)dy=f ehlvav+=F ]dy+/ erlMyt =5l gy
-0 0

-0
. —(z—u;t) .
=f te'.[E?*“i(“""":%_t”(\/th)d§+/ ViR eiifz*‘%(uw—%—t)l(,/ght)&.(4.12)
s -oo

El numerador lo reescribimos como

< z— i 0 - ; z—y)?
/ (U)exG(y) dy = _[ (uz — T ; y)ei[u2y+‘ sl ]d‘y

—oo —o0

o - i z—y)? 0 ; )2 o z-y)?
_f (uy — z - y)eﬁ[“w*!—'ﬁr_)]dy-i-ugf e}':{“zy+(—ﬁ’)—]dy+ul/ e{;[my+(—ﬁ’—]dy
0 -0 0

2
para hacer el cambio de variable s(y} = cy + LI;Q:JL en las dos primeras integrales y
Y — T—y—ct PaTe: . :
E(y) = —-‘%—h-t— en las dos 1iltimas. Con esto se obtiene

% i i un? o0 .
[ (2 Y)ehGW) gy = vzhz{uzeﬂuw%lf € de+
-~ v
ulei‘(“l:ﬂ*%ﬁ!) eifz dE} {413)
Zleouy b}
2ht
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Ahora, definimos C; = %ﬂf v D; = uyz — u;*t. Entonces,

use D2 fco: eté? dE + ujer D1 fjr,.l ei€’ de

u I’t = i 00 2 i oo :
(=:8) erDs [ e df 4 eh D1 [T, €€ df
Uz —uy
T gz, e wle—eX (414
donde - a
foleoun € dg 1
9(33,5)=W, X=z-U1, Uzi(m-f-uz). (4.15)
T

Veremos c6mo se comporta la parte real de u(z, t) cuando el pardmetro h > 0 se aproxima
al caso limite k = 0. La parte de u(x,¢) que tiene la mformacién relevante es g(z,t), v
el valor de ésta cuando h — 0 depende del signo de los limites inferiores de integracién.
Consideremos t fijo, digamos 3. Cuando h tiende a cero tenemos lo siguiente, si:

%e(—oo,ul)EIl z—uyfo <0, —usto <0 g—=0 U — U

e=u T—wutbp =0, T—uslp <0 g— 3

%E(ul,uz)zfg T—uty >0, T —unfp <0 g—1 u— U (4.16)
%=U2 T—ulp >0, z—ugtg =0 g—=2 ’
%e(uz,oo)zl'g, T—ulo >0, T — ustg >0 g -+ 00 U= U,

Nétese que para & = U (X = 0) se deduce que g(x,t0) = 1, por lo cual u(z, b)) = U
independientemente de k.

Rescribiremos (4.14) para analizar su comportamiento, Dado que g(z,#) es una funcién
compleja, g{z,t) = r(z,t)re?®t) se puede representar en la forma g = €% con P(x,t) =
O(x,t) — ilog(r{z,t)), donde O(x,t) ¥ r(z,t) son funciones reales. Ahora definimos ¢ =
P — 22U X Con ello resulta de la ecuacion (4.14) que

Us — Uy e 7
ot = T e =Wt U - ) p——
u(z, t) =uy + Trow — W (12 m)e§+e‘T¢
Entonces,
ig
Uz~ Uy, -7
u(z,t) = u + (—5—) -
2 cos($)
Para encontrar las partes real e imaginaria de u{z,t) definimos
1] 1 Uy — U1
= “)=-f-——X
A= Re(3) =5l TR
B= Im(%) = % log(r) (417)
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para escribir u{z,t) como

cos(A) — isin(A)

_ Uy — Uy
u(@,t) = w+ (= )EBCOS(A) cosh(B) — isin(A) sinh(B) (418)
De donde
1 inh(28
Re{u)=U + a(uz - uy) Cosz(i;-:sinilz(B)
Im(u) =u) + l(ug —uy) sin(24) . {4.19)

4 ! cos2(A) + sinh*(B)’

ambas oscilan debido a las variaciones del dngulo 8(z,t). Para la parte real se tienen las
siguientes cotas: para B > 0

1
U+ i(uz —uy)tanh(B) < Re{u(z,t)) < U + %(uz — uy) coth{ B}, (4.20)
para B < 0 las cotas quedan invertidas ya que

sinh{28)

H(A,B) = cos2(A) + sinh?(B)

es impar respecto a B.

Re(u)

Figura 4.1. Gréfica de la parte real de u(z,t)

La variable B detcermina la envolvente de las oscilaciones de la parte real de u{x, ). Por la
continuidad de g(z, t), su moédulo r recorre todos los reales positivos; como B = —% log(r),
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entonces la funcién H(A, B) estd definida para todo 5 real. Conforme - recorre los reales.
pasando por los intervalos I, k = 1,2,3, B recorre de +o00 a —=0. Por otra parte, si A
tomara todos los valores reales quedaria determinado el caracter oscilatorio de Re{u) para
todo (z,t). En tal caso, las oscilaciones de Re{u) para valores de i fuera del intervalo
[ur, uz} serdn de amplitud cada vez mis pequeha conforme h tiende a cero. Recordemos
que para % en el intervalo Iy, los extremos de integracion del numerador v del denominador
en la ecuacion (4.15) tienden a +00 y —oo respectivamente cuando b — (. Eso significa
que B tiende a +00; por (4.16) estamos en la regién donde Re(u) tiende asintéticamente
I

a us. Para los valores de i en el intervalo 3 la situacion es andloga: RHe(u) tiende

asintéticamente a u,. Esto coincide con la aproximacidn {4.9).

JQué informacién se puede obtener acerca de los valores que toma A7 La variable A se
definié en (4.17) como A = 3[8(2,1) — 35 (v2 — u1)X]- Sea t fijo. En el punto = = uit, g
tiende a % cuando h — 0; en = = ust, ¢ tiende a 2. En estos puntos, & ~ 0 cuando k — 0.
La variable X la podemos reescribir:

1 1
X=z-Ut=(z—uyt) - 5{1;2 —u)t ={z —ugt) + —2‘{u2 —u)t.

Entonces,
A(z,t) = l[t?(;r: t) - (———u2 N ul)z——t] n 1 =ul
' 2 ’ 2 h e @ v
_ 1 Ug — Uy oL _
Alz,t) = 2{9(3:, 8+ ( 5 ) -h] en I = ust

De manera que al tomar €l limite & — 0, A(uit,¢) tiende a —o0 ¥ A(ust.t) tiende a +oo.
Por la continuidad de g, A también es continua. Entonces, para z en el intervalo (u, i, uat),
las oscilaciones también tienen la amplitud dada por las cotas y es creciente porque g tiende
a 1 cuando h — 0. La igualdad en las cotas (4.19) se alcanza para B > 0en A= (n+ %)fr,
y para B <0 en A = 2nm.

Por otro lado, cuando la dispersién domina sobre la no linealidad. el comportamiento esta

dado principalmente por

h
U = I—Ugy-

2
Su soluci6n para la condicidn inicial (4.11) puede escribirse en la forma

e“i“' ﬁ .
w{x, ) = up — {uo — 1) [ e de.
™ —0

7

de donde u{x,t) oscila para todo z y para todo £ ya que

Iy
3u C—l? 2

5; = *(ug—ul) \/T_r. eTht




Ademas, cuando h — 0,

U six <0
u(z, ) =4 07 '
uy, siz>0.
Con esto vemos que la solucién de la ecuacién (4.1} con la condicidn inicial (4.11) siempre
oscila, y que en los intervalos I; e I3 las oscilaciones tienden a cero si b — 0.

Las oscilaciones de la parte real de u(x,t) son no acotadas en la vecindad de B = O (ver
figura 4.1). Veamos cdmo se comporta Re(u) al tiempo ¢ fijo para valores distintos de
(véase (4.16)y (4.17)):

e Para z € (~o0,us1t) fijo, B(z,t;vh) tiende a +oo cuando h — 0, por o que estamos
en la regién donde la envolvente tiende asintéticamente a us. Entonces, Re(u) oscila con
amplitud decreciente conforme h -+ (0.

e Para & € {u,t, Ut) fijo, el médulo de g(z,¢; k) estd entre 1/2 v 1, que es equivalente a.
0 < B < log(v2). Al tender h a cero, B(z,t;/h) tiende a 0, sin importar que z y ¢ estén
fijos. Esto significa que el valor de Re(u{x,1)) oscilard con amplitud creciente v no acotada
conforme b — 0.

o Para z € (Ut,ugt) fijo, la situacién es andloga: —log(v2) < B < 0 y B tiende a 0 si
h — 0. Las oscilaciones de Re{u(z,t}) son de amplitud creciente y no acotada cuando h
tiende a cero.

o Para = € (ust, +00) fijo, B tiende a —oo cuando h — 0. En este caso, la amplitud de la
envolvente decae a cero y oscila alrededor de u;.

Re(u(x.t))

Figura 4.2

Debido a que 4{z,¢) es univaluada para x en {—oc, u1t) U {12k, oo} al tlempo t, la aprox-
imacién {4.10) es vilida. Esto muestra que u(x,t) tiende puntualmente a p{¢) para esos
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valores de r cuando A — 0. Para la condicién inicial (4.11), significa que u — us si

T--ut =€ <0y u— u six—uf=£ >0 Esto es consistente cen ¢l comportamiento
descrito en el parrafo anterior.

Como ya se menciond, para valores de x en el intervalo (uf, ust) (1/2 < 7 < 2) la amplitud
de las oscilaciones de Re(w(z, t}} crece conforme h — 0. Por esto, u(z, t) no puede converger
puntualmente a la solucién discontinua de (4.11):

~ _Jua, iz <UL,
Wz, £) = {ul, PN (4.21)

para T € [uif,uzt]. Este es el intervalo donde % es multivaluada al tiempo t. Abajo
mostraremos que en este intervalo hay convergencia en promedio al valor correspondiente
dado por % en {4.21). Calcularemos el promedio respecto a la variable X = z — Ut en
intervalos de la forma [a, §]. Escribiendo

1 1
T—mt=X+ 5(11.2 —uylt, z-—uwt=X — E{'U-g — up i,

vemos que a = en (14, ugt) le corresponde X en {—(ua —u1)t/2, (uz —u1)t/2). Por lo cual,
mostraremos, con « vy 3 arbitrarios, que para = € (ut, Ut),

lig ——
n—%ﬁwa

/ﬁ Re(u)dX = up {4.22)

con {a, ] C (—{uz —u1)t/2,0); y para z € [UL, uyt],

a

. 1 _
rlal—%ﬁ——_a i Re{u)dX = u (4.23)

con [a, ) C (0, (uz — uy)t/2).
En las ecuaciones (4.19), se mostré que la parte real de u(z, t) es

sinh{2B)

1
Re(u) = U+ (uz - “‘)m'

Las variables A y B, que fueron definidas en {4.17), son funciones complicadas de = y
t. La variable A estd relacionada con las oscilaciones de Re(u), y B con la envolvente
de las oscilaciones. Respecto al pardmetro h, B depende de V. En camnbio, 4 depende
tanto de v (a través del argumento 8 de g(z,t)), como de h. Por csto, A varia mis
ripidamente que 5, tal como sc¢ observa en las oscilaciones de Re(u) {figura 4.1). B
dnicamente determina la amplitud de las oscilaciones de Re(u}, pero no las oscilaciones
mismas. La dependencia en v nos motiva a considerar B y 8 como constantes, De esta
manera, A = (@ + (u2 — w1 ) X/h] es una translacién que no modifica el valor de Re(w)
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al tomar el promedio. Tampoco el factor {u2 — u,)/2 altera el promedio. Por esta razon
tomaremos A = X/h como iinica variable para aproximar el cilculo de los promedios (4.22)

y (4.23).

Queremos evaluar el siguiente limite:

lim /jRe(u) AX = S+ )+
1 A sinh(2B)
7\ _“1)3:‘310@/,, 2cos?(X) +sinh®(B) (4.24)
El integrando
sinh(25) (4.25)

cos?(z) + sinh*(B)
es una funcién periédica, de periodo 7. Por lo cual, usaremos el siguiente lema para evaluar

(4.24):

Sea f(z) una funcién periédica, de periodo T e integrable en el periodo. Entonces, para
h>0y B> a,

lim !
A0 ff-a

gi) T
fu f(%)dX:F donde F = %fg f(X)dX. (4.26)

Para demostrar este resultado, escribiremos el limite anterior como

lim 5{f(fh(-) ~FldX =0, (4.27)

x

Con el cambio de variable y = &

A x 3
—)—-F|dX =h fly) — F)dy.
[ug-max=n[ 1w - Fa

Como nos interesa que & tienda a cero, podemos restringirnos a i < hg con hq suficien-
temente pequeilo para que éﬁ > T. Entonces, el intervalo [§, f] contiene un intervalo
de 1a forma [rT, sT], r y s enteros, tal que los intervalos (3,77} y [T, £1 tienen longitud
menor que T, por lo cual

]’? T sT 2
[ -Flay= [ (- Flay+ [ 150 - Flay+ [T - Pl

2 g sT
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En el intervalo [rT, 5T}, el drea bajo la funcidn f(y) — F es cero porque I es el promedio
de f en un periodo. Nos queda

2 T :
Ik f [f(y) - Fldy| = |h f (fw) - Fldy + b fsT[f(y)FF]dyl
T
Sth |f(y}~ F|ldy = 0,cuando h = 0.
i]

Por lo tanto, para a y B arbitrarios

A X
jim [ 15 - Flax =o.

Debido a este lema, para evaluar (4.24) es suficiente calcular el promedio de la funcién
{4.25) en un periodo de longitud #n. Calcularemos el [imite

smh (2B)
dX. 4.28
h—»ﬂ T [ 2 cos2(z) + sinh®( B} (428)

El integrando es de la forma

b
cos?(z) + ¢

Por otro lado,

—_ [
-1

d

—arctan{c cot(z)}i = —7—~——-
dz[ ( (2))i cos?(z) + = L

La tnica constante para la cual se recupera el integrando (4.25) es ¢ = coth(B). Para
verificarlo es suficiente escribir o5 = sinh®*(z) y despejar ¢. De esta manera se obtiene

1
que

1 /" 1 sinh{25)

7 Jo 2cos?(z) +sinh®*(B)
Esto significa que el promedio del integrando en el intervalo [0, 7] es 1. Para z € [w,t, Ut],
el médulo de g{z,t) es menor que 1, es decir que B es positivo. Pero si z € [Ut, uat], B es

negativo (r > 1). Como el integrando (4.25) es impar respecto a B, entonces el limite en
{4.29) es igual a -1 cuando B es negativo. Esto es,

1 sinh(28) X 1, s B>0,
lim — dX = !
im0 Jo 2cos2(X) + sinh?(B) -1, siB<O.

dz = k% arctan(coth(B)cot(2)) [g= 1. {1.29)

En consecuencia, por la ecuacién (4.24)

A ug, 81 B >0,

uy, si B<0. (4.30)

Re(u)dX = {
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La convergencia en promedio a (4.21) que obtuvimos es vélida para |B| > ¢ > 0. Sabemos
que para g = Ut (X =0,8 =0), u{z,t) = U. Atn hace falta mostrar que en la vecindad
del choque X = 0, el limite
1 8
i d
flxl—%,@—a/a Re(u)dX

es continuo. Sin embargo, hasta aqui dejaremos el andlisis de la solucién u(z,t) de la
ecuacién (4.1} con la condicidn inicial (4.11) cuando & — 0.

Ahora estudiaremos cémo se comporta la solucién de la ecuacidn de Dobrokhotov (4.1)
cuando » — 0 al considerar una condicién inicial u(z,0) = p{z) positiva con un solo
méximo, como la mostrada en la figura 4.3.

f(x)

Figura 4.3

Para ello necesitamos obtener una aproximacién de u. En lugar de buscarla para la ecuacién
(4.1), lo haremos para la de Schéedinger v, = i%vm, cuya solucién estd dada por (4.5).
Después usaremos la transformacién de Cole-Hopf para obtener la solucién de (4.1). Por
ahora buscaremos una aproximacién asintética de

[» ]
I(h) = f ek @) dy (4.31)
-0

cuando & — 0. La aproximacién depende 1inicamente de los puntos estactonarios de G(y).
Es de notar que tanto la fase de u como la de v dependen de G(y) {ver {4.5) y (4.7}}. Como
los puntos estacionarios y satisfacen = = y + p{y){, el mimero de ellos correspondientes al
punto {z,t) esti determinado por las intersecciones de las caracteristicas de

u +uur =0, u(z,0) = f(z). (4.32)

En lo sucesivo, denotaremos por & a la solucion de la ecuacidn anterior. En ¢l semiplano
¢t > 0 tenemos dos regiones: la region Q (lo sombreado en la figura siguiente) corresponde
a valores de = y ¢ donde % es multivaluada; @ toina un solo valor en el complenento.

50




t(E)

IB'

0 x(9

Figura 4.4

Fuera de la regién Q, las caracteristicas no se intersectan. A cada punto (i, t) de esa regién
le corresponde sélo un punto estacionario. En tal caso, la aproximacidn asintética dada
por el método de la fase estacionaria es la siguiente:

oo i 2m Gig) 1 x
eFCW) gy A el 7 +egn(G (€N 5] 4.33
[t | e (4:33)

para cada punto estacionario £.

Yolviendo a la ecuacion {4.5) y usando {4.33), para puntos (z,¢) donde ¢t < tp se tiene que

'[E,(';Qﬂgﬂ (G Nl (4.34)

_ e—ii’- 1
Yot = el ~ e

Para un tiempo £, posterior a tg, la recta t = fg intersecta la regién €2 en el intervalo
[z2{t), z1(t)] (figura 4.4 y 4.5). Fuera de este intervalo % sdélo toma un valor, toma dos
valores en los extremos del intervalo y tres valores en el interior. Recordemos que hay un
punto estacionario asociado a cada valor de .

i

Xp-4 X3+ 4 X -4 X +4A

Figura 4.5

Para distinguir las diferentes contribuciones de (x, £y} definircinos los siguientes intervalos:
A A A A

Ql = (“-OO,.’EQ —A), QQ = (.’L‘z - ?,.’1.124- 5), Qa = (.’L‘Q+A, I —A), Q4 = (.’.{:1 - 3,.’1,1 + '2'),

Qs = () + A, 00) donde A es un niumero positivo arbitrariamente pequeio. Todos cstos
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intervalos dependen del tiempo. Para x en los intervalos £33 U {15 le corresponde un punto
estacionario £, por lo cual éste contribuye a v(x,tg) en la forma dada por (4.34). Por lo
tanto, de la ecuacidn (4.9) se tiene que

u{z,t}) =+ u cuando h—10
para los puntos (z,t) en el complemento de 2.

Para cada valor z en €23(fg), le corresponde tres puntos estacionarios distintos £x{to)-
k=1,2,3. Como G"(£) = 0 se cumple unicamente en la frontera de (1, los puntos £ son
ceros de G de primer orden. Ahora tenemos tres contribuciones:

3 .3
ta il TR 4sgn (G 6D F] (4.35)

t)~S
v(z,0) :L:; ATERER)]

Veamos cudl es la contribucién de T en Q5(¢). A z = z2 le corresponde dos puntos
estacionarios £! y ¢2, Para 7 en el intervalo (zg,z2 + 4A) estdn asociadgs tres puntos
estacionarios que los denotaremos por Ei”, é” y eiz). Cuando z — x; los puntos f{l} ¥

£V tienden a £V (figura 4.6).

,;(2} . l 1 x x| X

Figura 4.6 Estructura de los puntos estacionarios

Si se observa la figura anterior, hay dos puntos (w(Eo),u‘(-”) (i = 1,2) que se aproximan
a u(!) cuando T — z3; en cambio, a u® sélo se aproxima u{”. Con esta descripeién se
explica el origen de las contribuciones para z = 7. La contribucién de £ es de la forma
mostrada en (4.33).

Para obtener la segunda contribucidn (proveniente de E%” y Eé”), transformaremos G{y)
en una funcién lo mis simple posible que preserve la estructura de esos puntos. Ambos
son ceros simples de &'(y) que estan en una vecindad pequefia de z4(t). Por esta razdn.
se propone un cambio de variable de la forma

Gly)=7(s)=ag+os - %53 (4.36)




donde £%) corresponde a 5 = 0. Las constantes ag y o se determinan de la siguiente
manera: 7'(s) tiene dos ceros simples en 1:5'/?, entonces evaluando 7(s) se tiene

G(E") = 7(57%) = a4 507
GE™) = (0'/7) = ag - 30%2

De lo anterior se encuentra que
1 1 1
a0 = Z1G(&") + G(&)]

o= {%[G(Ei”) - Gy, (4.37)

Con el cambio de variable G{y) = 7{s),
g i
I(h) = f Fs)er™®) ds
-0

donde f(s)= -j—‘g- === (4.38)

Para mantener la regularidad de I(h), el numerador y el denominador de f{s) deben tener
ceros del mismo orden. Los puntos estacionarios E&l) Y ££1) son ceros de primer orden de
G(y), al igual que sus puntos correspondientes +al/2 lo son para T{s). Esto es otra razén
por la cual r(s) se eligi6é de grado cibico. Entonces la aproximacidn a primer orden para
la ecuacidn (4.38) es -

I(h) ~ —f{(0) [ eh7l) g, {4.39)

o0
. .. - - 1 1
Bsta aproximacidn es vélida para valores pequefios de o, esto ¢s para E{ e é ' La
integral de la derecha en la ecuacién anterior se expresa en términos de la funcién de Airy
1 100

Ai(A) = — A= /3 gy,

27|'i —ioo

aplicando el cambio de variable s = th1/3¢:
—t00

_—
f ek g = jhi ka0 f emoh T MR gy g27rh3le7:'“°Ai(—ah'2/3). (4.40)
e )

+io0

De la ecuacién (4.39) ain falta evaluar f(0). Con la hipdtesis de que f(s) es regular y que
varia lentamente en la vecindad de s = 0, se puede escribir de manera aproximada como




Como 7(s) y G{y) se anulan a primer orden en /o y Em respectivamente, usaremos la
regla de L'Hépital para evaluar f(s) (Ec.4.38):

_dy _ T Ts) (V)
=5 == M Ty = e Gy ) Gl
dy — e e
h2_ d‘! |s__\/;= ‘T(S) _ m T (S) _ T ( \/E)

1 = 1 =
vz G'(Y)  somvs G () E | G (g2

Entonces,
—2g1/2 N 25 1/2
e T T Vo

1=

Finalmente se obtiene
e—iw [G(e +sgn( Gn(a(z)))ﬂl
(L, t) ~ —————’ 7 g )
2
VG ()]
~

e 1 i —2
+ hi + he}mh3ier® Ai{—oh™
\/211'7{ 1+ 2} ( )

(4.41)

al considerar la contribucién del punto g?} y la contribucién de los puntos estacionarios
(1) ¥ 52 que colisionan (véase la figura 4.6).

A manera de resumen, escribiremos la aproximacidn asintética de la solucién v{z,t} de la
ecuacién (4.5):
Para t< tp {ec.4.34),

_;’_"

0(2, ) ~ — e i (G (O) T,

t|G"(£)]
Para t >ty fijo, la aproximacién depende del intervalo 5, 1 = 1,2, 3,4, 5, donde esté «:
Size U,

v(z,t) ~ LT S8 segn(@ N 3],
’ HG(E)]

Siz € QU8 {ec.d.35),

n {2)
v(z,t) ~ _ e AT rsane €N )
2
\/tiG”(d M

%0 Aq(-- m'L—T?).

{h.;_ —+ hg}rrh,ﬂeh
\12 ht

o4




Siz ey (ec.d.41),

3 iz
e 1 o GlEg) " z
v{z, to) ~ = TR (G RN E]
; VG (E)!

Vimos que en los intervalos £, y s, la convergencia es puntual. En la siguiente parte, se
mostrard que u{z, ) converge débilmente (en promedio) en el intervalo Q3.

Consideremos z y ¢ fijos. Para z en el intervalo {33, hay tres puntos estacionarios £,(z,1),
n = 1,2,3. Definimos las funciones

1) = GlEa) + san(C"(62)) Th.

Ademds definimos F({¥L L, 22, -"}f,:r: t} como ¢l cociente de las aproximaciones asintéticas de
las integrales que aparecen en (4.7):

_ 16T E@)| (B ek 1 |G (G| MR (2R et 4 |67 (G| TR (2 Je ke

4.42
|G ()]~ 12k vt + |G (€2)| -1/ 2e k%2 + |G (&3)| =1/ 2ehYs (4.42)

de manera que
u(z, t) ~ (10; wz is,x,g). (4.43)

La funcién F(fé’h—, 3%2, 5‘;7,:5 t) es continua y 2m-periddica en las variables 3‘—’— n=123
Entonees podemos expandir F en serie de Fourier:

v Y2 1;93 L (kpy gz +mus)
PR R0 30 5 5 duntste

con los coeficientes Akgm(z t) dados por
Tl'}l Py Y3 L{kepy +1gpa +mea)
t n 1 a1 1Y d .
Apm(z, t) (2#)3 [_, /_w [_W T E e dipydijadips

Nos interesa saber si F (%, %—’f, 5%4; z,t) converge en promedio para valores de z tales que
@z, L} con u(z,0) = p(z) es multivaluada, tal como ocurrid con la condicidn inicial (4.11).
Usando el lema de Riemman-Lebesgue, al tomar el siguiente limite con 8 > « arbitrarios

i F('d)l(ft tn(z,t) 1113(33 t)

R0 i h

2,8} dX

solamente queda el término correspondiente a k = I = m = 0. Aunque haya contribuciones

de los puntos estacionarios de ky1(z,t) + l32(x, t) + mys(x, t), éstas no son significativas
L

porque son de orden A . Entonces,

i I"( (1 t) tal(z,1) ’tf)g(ﬂ.‘,t):z'

h—0 h h

B
t)dX=[ Agoulz, ) dX
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La funcién Agqo(z, t) es el promedio de F{%!, %2 ¥3:7 ¢) en el cubo {—m, 7] x [—m, 7] x
{—m, @)

1 k3 T 4 T}l) ’l}') ,w
Apa(z,t) = W/-«.[-lewﬁ‘ El‘,fﬁf;ﬁat)d%d%d%-

Esto muestra que la solucidn u(z,t) de la ecuacién de Dobrokhotov converge débilmente
(en promedio) a Age{z,t) cuando h — 0. El limite débit Aggo{x,t) es una integral riple
sobre un compacto que depende continuamente de los parimetros = y t; por lo tanto,
Aggo{z, t} es continua en (z, ).

En resumen, cuando & — 0, la solucién de (4.1) tiende puntualmente a la solucién (4.10)

en los intervalos {1 y §35. En el intervalo Q3, la solucién de (4.1) converge débilmente
cuando & — 0. Resta por estudiar la convergencia de la solucién en los intervalos 23 y 4.
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APENDICE

Método de maximo descenso

El método de maximo descense se utiliza para obtener la principal contribucién de inte-
grales convergentes del tipo

5Oy = [C o{x)e™e) dz

cuando A — oo. Suponemos que g(z) y /i(z)) son funciones analiticas en algiin dominio que
contiene al contorno C; g{2) ¥ h(2)) no dependen de A. La idea del método es deformar el
contorno C a uno que pase por el punto zg donde la parte real de h(z}) alcanza el méximo
¥ decrece lo mas rapido posible a lo largo de ese contorno. De manera que al integrar en
una vecindad de zp, se tenga la contribucién mds importante de f(A).

Sea h(z) = ¢(x,t) + #P(z,t). El miximo relativo 25 = z¢ + iyo de h{z) estd dado por
Vé(zo, yo) = 0. Por otro lado, las partes real e imaginaria de h(z) son analiticas en cierto
dominio D, por 1o cual satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

8 _ 3 & _ o
sz by by bz
Entonces, Vi/(zg, %) =0y
R{z) =¢+ips =0 en z=z.

Por el teorema del médulo méximo, ¢ ¥ ¥ no pueden tener un maximo (o un minimo) en
el dominio de analiticidad de h(z). Como h'{z} = 0, entonces zp debe ser un punto silla de
h(z). Supongamos que h"{z) # 0. * De nuevo, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann se
satisface

Vé-Viy =0

De aqui tenemos que las lineas ¢ = constante y 9 = conslanie son ortogonales. Nos
interesa la direccién en la cual ¢ decrece lo mds rdpido posible: ésta es la direccidn de
V¢, que es perpendicular a las curvas de nivel ¢ = constante. Por lo tanto, ¢ cambia lo
mas rapido posible a lo largo de las lineas ¢ = constante. Sin embarge. hay dos de estas
curvas porque zp €s un punto silla. Para elegir la curva de méximo descenso que pasa por
g, basta ver en cudl de las dos

¢($, t) < qﬁ(:r:g, to}.

* Con los cambios adecuados, el método puede aplicarse a puntos silla de orden mayor.
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Veamos cdmo obtener una aproximacion asintética para f(A) cuando A =+ oo, Expandenios
en serie de Taylor alrededor del punto silla z

h(z) = h(z) + -21'}1"(30)(2 —z0)2 + O((z — 2)°)
y escribimos h'{z) = ae** y z — 25 = re¥, (a2 > 0,r > 0). Entonces,
h(z) = ¢z, 1) + p(z, 1) = d{wo, to) + ih(zo, to) + %arze"“""*‘*‘ +0(r%)
de donde las partes real e imaginaria de h{z) son

1
¢ = Re(h(2)) = ¢o + 5(;1"2 cos(28 + a) + O(r)
1
Y= Im(h(z)) = o + §ar2 sin(28 + o) + O(*).
Para r pequenas, las curvas ¢ ~ ¢g que se obtienen al tomar cos(28 + o) = 0 son tangentes
a las rectas determinadas por tal condicién:

1)9:—% junto con B=m— —
2)9=g—% junto con 9:37”——3‘-_

Figura 1

Hay que notar que las oscilaciones del término ¢**¥ reducen su efecto iy cs constante en
la vecindad de zy. Esto sucede alrededor de 2z (» pequena) con la condicién sin(28+a) = 0
(a,r # 0) que determina las dos rectas ortogonales:

. f23
Junte con 0 =m — E
uni P 3 o
unio con mo—
J ¢ > 7
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De ellas, la segunda recta estd en la region ¢ < ¢o; a esta recta es tangente la curva 1 = yyg,
para la cual ¢ decrece de manera mds rapida.

Ahora usando el teorema de Cauchy podemos deformar el contorno € a la trayectoria
1 = 1y de maximo descenso. En tal curva en la vecindad de zg,

h(z) ~ h(zo) = $(2) + iW(z) — $(z0) — ith(20) = $(z) -
Por estar sobre la trayectoria de méximo descenso, a orden cuadritico
0> §(2) - éo = h(z) — h(zo) = Lh"(0)(z - 20)?,
por Io que A”{2g) < 0. Por esto, definimos una nueva variable real
h(z) = h(z) = —s° (1)

para s real, la cual determina implicitamente a 2z como funcién de s. Entonces,

M *oas dz
FO = 280 [ e o) T
sa ds
donde s, y sp corresponden a los extremos del contorno ariginal bajo la transformacién
s = 5(z). Dado que la contribucién dominante de f{A) proviene de la vecindad de s = 0
correspondiente a 2y, podemos tomar g{z) ~ g{0) como primera aproximacién. En una
vecindad pequefia de zp,

—5% = h(2) — h{z) = —;—h”(zo)(z — z9)% + O(s%).

De lo cual,
—2
t= h”(zo)s + 0{s%),
(2(5)) = 9(0) + §'(0)y s + O(s").
Asi

S -2 2 -2
— M{z0) / 211 ,—A8 4
N=e ][9(0)+g(0) Tyt O [ s

Y / —As?
= gM(z0) h”(z / + O(S s* ds
— n sb
/ e—As' ds + e/\h(zu}o([ se""z ds)
ZO) Sa Sa

39

= g(0)er =)

OvA TESS MR
- S TR




Cuando A = oo,

o —As? \/?

€ ds ~ yf—.

'/‘5:,1 ’\
—2n i
— Mhizp) Ah{zq) —
fO) = 9O [ s + HH0(5).

Por lo que la principal contribucién est4 dada por

Entonces

—2n
z\h”(Z@) )

Fflr=) Lg(z)eAh(Z)dz ~ g(0)e? ()
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CONCLUSIONES

Al inicio de este trabajo, nos propusimos entender el efecto de ia difusién y de la dispersién
en una onda de choque. Para ello, trabajamos con la ecuacién

g + uu, = 0. {1)

con condicién inicial u(x, () = p{x). En el primer capitulo, utilizamos la estructura de las
caracteristicas para comprender la formacidn de ondas de choque. Estas aparecen por la
existencia de intervalos donde la condicién inicial es decreciente. Consideramos condiciones
donde s6lo se produce una onda de choque.

Para entender el efecto de la difusién, analizamos la ecuacién de Burgers (3.5) debido a que
ésta combina 1o linealidad y difusién en la forma mas simple. Para la dispersidn estudiamos
la ecuacién de Dobrokhotov (4.1). Ambas ecuaciones se resuelven en formma exacta (ec.
{3.7) y {4.7) usando la transformacién de Cole-Hopf. En el tercer capitulo, vimos que la
difusién es un mecanismo que aproxima continuamente la discontinuidad de la solucién 4
de (1) para la condicién inicial (4.11). En este caso, como para u(z, 0} = Ad(z}, La franja
de transicién alrededor del choque es mas angosta mientras menor sea el parametro p del
término difusivo en (3.5).

Al introducir la dispersién se encuentra un comportamiento radicalmente distinto al del
efecto difusivo. La solucién @{z,t) al tiempo t es multivaluada en un intervalo, que de-
notaremos I. Primero estudiamos la solucién u(z,t) de la ecuacién de Dobrokhotov con
la condicién de escalén. En este caso, los cdlculos se hicieron explicitamente. El com.
portamiento de Re(u(x,t)) varia dependiendo del intervalo donde se encuentra . Esto se
describe en la pdgina 8. Al tiempo ¢, Re(u{x,t}) converge puntualmente en el complementa
de I (4.9). Las oscilaciones de Re{u(r,t)), para £ en I y t fijo, crecen en amplitud v la
envolvente es no acotada. Mediante el lema en {4.26) se probd que hay convergencia en
promedio para z en el intervalo [ al tiempo t. Para z € I, el promedio de las oscilaciones
antes del choque converge a ug, y después del chogue a u;. De esta manera, se mostré
que la solucién ufz, t) converge, aunque en distintos sentidos, a la solucién discontinua de
(1) que se contruye con la propiedad de drcas iguales. En este trabajo no se demostré
la continuidad del limite débil de u(z,t) para dispersion pequefia, en el caso del escaldn,
porque hizo falta analizar el comportamiento en vecindades arbitrariamente pequenias en
el punto medio de I

En cuanto a la condicién inicial mas gencral del tipo mostrado en la figura 4.3 se obtuvo la
aproximacion asintética de la solucion v{x, t) de la ecuacién de Schrddinger. En la pdgina
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{54} y anteriores, se muestra cuil es la aproximacién dependiendo del mimero de puntos
estacionarios £(z,t) correspondientes a (z,t). Para la aproximacién asintética de u(z,t)
hay que tomar derivada logaritmica de Re(u{z, t)). De nuevo, fuera del intervalo I, donde
la solucidn de (1) es multivaluada, la solucién de la ecuacién de Dobrokhotov tiende a la
solucién de (1) puntualmente. En el intervalo [ el comportamiento es méds complicado.
Mostramos que la solucidén de la ecuacién de Dobrokhotov converge débilmente en un
subintervalo propio de I. Quedd por analizar lo que sucede en los extremos del intervalo
I

62



BIBLIOGRAFIA

{1] Courant, R., y John, Fritz. Introduction to Calculus and Analysis, Vol I1. John Wiley
& Sons, Inc.

[2] Dobrokhotov, 8. Yu., Maslov V.P., y Tsketkov, V.B. Problem of the reversal of a wave
for the model equation vy + vz, — %vu = (. Translated from Matematicheskie Za
metki. Vol.51. No.6. p.p. 143-147. Junio. 1992.

[3] Felsen, L.B., y Marcuvitz, N. Radiation and Scattering of Waves. Prentice Hall. 1973.

[4] Gurevich, A.V., and Pitaesvkii, L.P. Nonstacionary structure of a collistonless
shock wave. Sov. Physics. JETP. Vol.38. No.2. Febrero. 1974.

{5] Haberman, R. Mathematical models, Mechanical Vibrations, Population Dynamics and
Traffic Flow. Classics in Applied Mathematics 21.

[6] John, Fritz. Partial Differential Equations. Springer-Verlag. 1978.

[7] Lax, P.D., y Levermore, C.D., The small dispersion limit of the Korteweg de Vries
equation. I, II, IIll. Comm. Pure Appl. Math. 36, 1983. p.p 253-290, 571-594, 809-830.

(8] Lebedev, N.N. Special functions & their upplications. Dover. 1972.
[9] Murray, J.D. Asympiotic Analysis. Springer-Verlag. 1984.

1 itham, G.B. Linear and Nonlinear Waves. Wiley. 1974.
0] Whith G.B. L d Nonl W Wil 97

G3




