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Introducciéon

En esta tesis presento una forma de estudiar y conocer la estructura de
ciertos grupos a partir de ver como actian en contadores asociados a gréficas
y configuraciones.

Una de las razones por lo que se hace esto es porque algunos de estos casos
se presentan en juegos al ser interpretadas las reglas como acciones de grupos.
Se vio que algunas de las propiedades de los grupos se perciben fdcilmente
desde el aspecto geométrico porque son faciles de visualizar mentalmente.
Algunos ejemplos son:

e El juego (o rompecabezas) que tiene una cuadricula de 4 x 4, en cada
cuadrito hay un mimero del 1 al 15 y uno de los cuadritos se encuentra vacfo
(este puede ser interpretado como el contador especial). Las permutaciones
permitidas son las que se obtienen de intercambiar el cuadrito vacfo con uno
de los contadores que se encuentra a la derecha, izquierda, arriba o abajo del
cuadrito vacio. Se puede ver que en este caso el grupo que actia es Ajs.

s Las permutaciones de los contadores asociados a los vértices de un poligono
regular que se obtienen utilizando las simetrfas del polfgono. En el caso de
un n-dgono se puede ver que el grupo que actda es Sy,

En el primer capitulo defino, demuestro, y menciono los conocimientos
basicos que utilizaré para identificar los grupos obtenidos y sus propiedades.

Las definiciones y conocimientos se encuentran en los libros [CS], [Hu),
(Ro], y [VW].

Una de las finalidades de este capitulo es la de introducir el concepto
de grupo, este concepto lo utilizaré para interpretar los movimientos de los
contadores asociados a graficas y configuraciones como actuaciones de grupos.
Esta interpretacién permite emplear los conocimentos y herramientas que
se tienen en ¢l &lgebra, v ademss permite relacionar los conocimientos del
dlgebra con los de la geometria.

Algunos de los resultados demostrados en este capftulo los utilizo para
identificar los grupos que actdan en los contadores.

En el segundo capftulo defino las permutaciones de los contadores a partir
de unas permutaciones que denoto con el nombre de movimientos admisibles
los cuales a su vez estén definidos a partir de los movimientos admisibles
simples.

Una de las razones por lo cual lo hago de esta forma es porque asf
se pueden interpretar las permutaciones como movimientos de un juego o
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rompecabezas, ¥ a su vez nos permite interpretar los juegos o rompecabezas
ya conocidos como permutaciones de contadores. Un ejemplo de esto serfa
un juego que consiste en desordenar los contadores, y cuyo objetivo es re-
gresar los contadores a su lugar inicial Las permutaciones de los contadores
permitidas son las que se obtienen con los movimientos admisibles; igual que
en el caso del jucgo mencionado anteriormente de la cuadrfcula de 4 x 4.

El tercer capitulo se encuentra dividido en tres ejemplos.

En el primer ejemplo tenemos los contadores asociados a los puntos de
la configuracion P (2), denotada con el nombre de Plano de Feno; y los
movimientos admisibles simnples consisten en tomar una de las rectas que
contienen al contador especial y rotar los contadores que se encuentran en
dicha recta, i.e. aplicar {e, (123},(132)} < Az a los contadores que se en-
cuentran en la recta.

En este caso obtenemos que los movimientos admisibles simples que dejan
fijo al contador especial forman el grupo Ag; para la demostracién de esto
utilizo algunos de los resultados que se encuentran en el primer capitulo.

En el segundo ejemnplo tenemos los contadores asociados a los vértices de
la grafica denotada con el nombre de Grdfica de Petersen; y los movimientos
admisibles simples consisten en tomar los contadores adyacentes al contador
especial y rotarlos, i.e. aplicar {e, (123}, (132}} < A3 a los contadores que se
encuentran adyacentes al contador especial.

En este caso obtenemos gue los movimientos admisibles que dejan fijos
a los contadores especiales forman el grupo PSL(2,7) = PGL(3,2). Para
la demostracién de esto observo que el grupo que deja fijos a los contadores
especiales o los intercambia contiene al grupo PSL(2,7), también observo
aue el grupo PSL(2,7) se encuentra contenido en el grupo que deja fijos a
los contadores especiales, y utilizo esto para demostrar lo que queremos.

En el tercer ejemplo tenernos los contadores asociados a los puntos de la
configuracién Py (3), denotada con el nombre de Plano Proyectivo de Orden
Tres; y los movimientos admisibles simples consisten en tomar una de las
rectas que contienen al contador especial y aplicar el de Grupo de Klein a
los contadores de dicha recta.

Este ejemplo estd basado en el articulo [Co].

En este caso obtenemos que los movimientos admisibies que dejan fijo al
contador especial forman ef grupo de Mathieu Mi,. Para la demostracion de
esto pruebo que el grupo es dos-transitivo en los contadores asociados a los



puntos, y utilizo este resultado para concluir que si asignamos contadores a las
rectas y definimos movimientos adrnisibles simples para los contadores de las
rectas obtenemos que los contadores de las rectas también son dos-transitivos
por la dualidad de la configuracién. También defino unos objetos geomeétricos
denotados con ¢l nombre de heradas que se encuentran contenidos en la
configuracion, y utilizo la dos-transitividad de los contadores de las rectas
para demostrar la transitividad de las hexadas. Utilizando estos resultados
dermuestro que los movimientos admisibles que dejan fijo al contador especial
forman el grupo de Mathieu M.

Al demostrar los resultados mencionados también demuestro que las hex-
adas forman un sistema de Steiner S(5,6,12), con lo que obtenemos que
el grupo de Mathieu M;p actda transitivamente en el sistema de Steiner
S (5,6,12). '

En general, no es fcil identificar un grupo que actda en una grafica o
configuracién dada.

Al interpretar grupos como permutaciones de contadores asociados a ob-
jetos geométricos a veces da la sensacién de complicar la forma de ver al
grupo, pero al familiarizarnos con esto nos permite aprovechar la intuicién
geométrica que tenemos. De esta manera se pueden observar propiedades del
grupo que a veces pueden resultar dificiles sin la representacién geométrica.



Capitulo 1

Conocimientos Preliminares

En esta seccisn de conocimientos preliminares daré la definicién de los
términos que utilizaré, y también demostraré varios de los resultados que se
utilizardn.

El concepto més utilizado serd el de grupo, el cual es un caso especial de
Sermigrupo.

Definicién 1 Un semigrupo (G, #) es un conjunto no vacfo G junto con une
operacién binaria asociativa *.

Un semigrupo (G, #) junto con las condiciones de que contenga un ele-
mento identidad , ¢, ie. exa = 0o =ax+e, Va € (; y que para todo elemento
a & G, exista b € & (El inverso de a. En general se denotard al inverso de
a por a~!, dependiendo de la operacién binaria que se este utilizando.), tal
que ab = e = ba, es un grupo.

Por lo general denotaré a un grupo (G, =) por G.

Ejemplo: (Z, +); ({los enteros divisibles por dos}, +) = ({0,£2,44,...},+)

({nimeros pares}, +) = (P, +)-
De los ejemplos anteriores podemos ver que el primer grupo (Z,+) con-
tiene al segundo (P, +), lo cual nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 2 Sea G un grupo. Un subgrupo H de G denotado por H <G,
es un subconjunto H de G (H C G) tal que H es un grupo con la misma
operacidn hinaria de G.

Los ejemnplos mencionados anteriormente son ejemplos de grupos conu-
tativos.

Definicién 3 Un grupo G es conmutativo (abeliano), su para todo por de
elementos a,b € G, ab = bha.

Un ejemplo de un grupo no conrmutativo es: {simetrias de un triangulo} =
{rotar 120°, 240°; reflejar con respecto a L. k., L, identidad}.
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Podemos ver que reflejar con respecto a ; y despues rotar 120° no es
lo mismo que rotar 120° y despues reflejar con respecto a L. Porque con la

primera transformacién obtenemos

a

4 4

reflexién respecto a [
Y con la segunda transformacién obtenemos

w

o

4

rotacion de 120°
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rotacién de 120° reflexién respecto a i

Los grupos que utilizaré son grupos finitos, i.e. el grupo contiene un
nfamero finito de elemenios.

Definicién 4 Sea G un grupo finito. Bl orden de G, denotado por |G, es el
numero de elementos que contiene el grupo.

El orden de un elemento g € G, es el orden del subgrupo generado por el
elemento g; i.e. el orden de g es [{g}!.
Ademss, si g € Gy H < G, entonces:

» Hoh | 1G],
v [H]]IGI.

Un tipo especial de subgrupos son los son los subrupos normales.

Definicién 5 Sea G un grupo. Un subgrupo K < G es normal, denotado
por K < G, si para todo k € K tenemos que gkg™' € K para todo g € G.

Se puede ver de la definicién de subgrupo que:
secc K,
o5 k€ K entonces k1 € K.

Observacién 6 Todo subgrupo K de un grupo conmutativo G es normal
(K aG).

Algunas partes importantes de un grupo son.



Definicién 7 El centro de un grupe G denotado por Z (G), es el conjunto
de todos los elementos e € G, tal que a conmuta con todos los elementos de

G, (e € Z (G) &> Vbe G,ab=ba).

De la definicién de centro se puede observar que el centro es no vacio
(Z(G) + @) porque e € Z (G); y el centro de un grupo conmutativo GesG
mismo.

Observacién 8 Z (G) = G <= G es un grupo conmutativo.

En general tenemos el siguiente lemma.

Lema @ Sea G un grupo, entonces Z (G) < G.

Demostracién. Es suficiente con demostrar que e € Z (G), ysia €
Z{G) entonces ¢! € Z{(G).
sea=a=ae,Va€ G, e Z{G)
2Si ag Z(G),seab e
atb=albe=a"lbaa' =a laba ' =ebat =ba!, .2 € Z(G). =

Observacién 10 Sea G un grupo, entonces Z (G) < G.

Definicién 11 Sea G un grupo, si a,b € G, el conmutador de a y b, deno-
tado por [a,b], es [, b] = aba~1b7L.

Observacién 12 Sia yb conmutan, entonces [o, b8 = eba™'b7! = baa™'b7" =
bebl =bb! =e.

Definicién 13 Sea G un grupo. El subgrupo conmutador de G denotado
por (7, es el subgrupo de G generado por todos los conmutadores, G' =
{{aba='b71 | a,b € G}).

Observacién 14 Fs ficl ver que G' = {e} st y solo si G es abelianc. Por
lo tanto, G' de alguna forma nos indica que tan conmutativo es el grupo G.

Cuando &' = G se dice que el grupo G es perfecto.

Una manera de estudiar los grupos (para clasificarlos y para ver las se-
mejanzas entre ellos) es viendo las funciones (transformaciones) entre ellos.
Hay varios tipos de transformaciones que nos sirven porque preservan ciertas
propiedades, por ejemplo: homomorfismos, epimorfismos, monomorfismos,
isomorfismos.

Nota: El término transformacién lo estaré utlizando como sinénimo de
funcién.



Definicién 15 Una transformacion ¢ de un grupo G en un grupo H (¢ : G — H)
es un homomorfismo (morfismo) si

¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b)
para todos los elementos a,b € G.

Observacion 16 Un morfismo tiene lus siguientes propiedades:
L ] ¢ (Eg) = ey

e 3(a) = (¢(a)”

e g(a™) = (¢(a))”, ¥n e N,

Si los grupos Gy H son iguales (G = I} se dice que e3 un endomorfisimo
de G y se denota por End (G).

Definicién 17 Un isomorfismo es un morfismo biyectivo (i.e. inyectivo y
suprayectivo) entre un grupo G y un grupo H.

Si existe un ismorfismo entre los grupos G y H entonces son isomorfos y
se dencta por G = H.

Si los grupos G y H son iguales (G = H) se dice que la funcién es un
automorfismo de G y se denota por Aut (G).

M4s adelante estaré utilizando varios grupos, los cuales menciono a con-
tinuaci6n; pero antes de dar las definiciones de los grupos, definiré lo gue es
un anillo y un espacio vectorial.

Definicion 18 Un anillo es un conjunto no vacto R junie con des opera-
ciones binarias asociatwas +, %; donde (R, +) es un grupo abeliano con ele-
mento wentidad 0, (R, =) es un semugrupo con elemento identidad 1, y ade-
mas se tienen las sigurentes propiedades:

e {a+b)=c=ac+be,

eax(bte)=ab+be,Vabce R

(i.e cumple la ley distributiva),

Si en un anidlo la operacién binaria + (multiplicacién) es conmutativa
entonces se dice que el anillo es conmutativo o que es un anilio conmutativo.
Un ejemplo de un anillo son los mimeros enteros junto con las operaciones
binarias de suma y multiphcacién, (Z, +, %); otros ejemplos son los nimeros
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racionales, (Q, +, *), ¥ los nimeros reales, (R, -+, *). Todos estos son gjemplos
de anillos infinitos {que contienen un mimero infinito de elementos), no todos
los anillos son de esta forma. También existen anillos con un ndmero finito
de elementos, por ejemplo: los enteros médulo n, (Zx, +, %),

Definicién 19 Los enteros modulo 1, denotados por (Za,+,*). FEs el con-
junto {0,1,2,3,... ,(n—1)}, con las operaciones binarias de sumo y malti-
plicacién, donde:
o Seant,j € {0,1,2,3,... ,(n—1)}.
i+ s, 0<i+i<n=-1
i+j—n si,n5é+j§2n—2}'
e Seani,j€{0,1,2,3,... ,(n - 1)}
Entoncesixj =7, donden | ixj—r (i.e. n divide aixj—r)y0<r<n-1

Entonces i+ 3 =

Otra forma de definir a (Zy, +, *} es utilizando relaciones de equivalencia:
Zn = Z,/n7, o como lo denotaremos mds adelante, Z, = Z /ni, ya que log
dos anillos no son realmente iguales pero si son equivalentes (isomoxfos).

De los ejemplos de anillos mencionados tenemos que los anillos: {Q, +, =},
(R, +, %), ¥ (Zp, +,*) donde p es un nimero primo; son ejemplos de campos,
los cuales se definen de la siguiente manera:

Definicién 20 Un campo es un anillo (K, -+, ¥), donde (K, +,0) y (K\ {0} ,*,1)
son grupos abelianos.

Los ejemplos de anillos mencionados anteriormente son ejemplos de anillos
conmutativos, pero no todos los anillos son conmutativos. Un ejemnplo de un
anillo no conmutativo es: el anillo de las matrices de n x 7 con entradas en
un campo F, denotadas por Max, (F) o My, (F).

Otra de las transformaciones que utilizaré son las transformaciones lin-
eales, las cuales serdn utilizadas para definir transformaciones de un espacio
vectorial a otro.

Definicién 21 Un conjunto no vacio V se dice que es un espacio vectorial
sobre un campo K si V es un grupo ebeliano respecto o una operacidn que
denotamos por +, v st para todo o € K, v € V estd definido un elemento,
escrito como v, de V, con las siguientes propredades:

sa(v+w) =oav+tow

v (a+Bv=av+ fv



. o (Bv) = (af)v
wlpv=v
para cualesquiea o, € K yv,we V.

Definicién 22 Sea K un campo. Sea V y V' dos espacios vectoriales sobre
el campo K. Una transformacion lineal ¢ es una funcidn ¢ : V —— V' tal
gue:

vplov)y=ap(),Vac K yYeV

cpv+w) =W +e(w),weV yYweV

Los siguientes son ejemplos de espacios vectoriales y transformaciones
lineales.

S tomamos el campo de los reales R, tenemos que R? = {(z,¥) | z,¥ € R},
RBr={(1),%3,... ,Zn) | 7 € R,V 1 < i< n} con n € N, serfan ejemplos de
espacios vectoriales.

Sea M., una matriz de m renglones y n columnas con entradas en los
nimeros reales, entonces

a1y T2 o Q1w
azp Qa2 -~ Oan
Myn = . ) . \ = {a,;)1gigm = (a:,), donde a,; € R.
: : . : 1<j<n
ml Cm2 " Qman
Sea p: B® — ™ tal que
a1 2 - Q1a Ty
az) QG2 - Q2n )
p{{r1,22,. ., Za)) = . . . . Entonces ¢ serfa
2m1 Qm2 Omn In

una transformacién lineal del espacio vectorial B™ al espacio vectorial R™.

Definicién 23 Una transformacién hneal es no singular si la trensforma-
cién (funcion) es inyectiva.

Definicién 24 5i V es un espocio vectorial de dumensicn m sobre el campo
K, entonces el grupo general lineal denotado por GL (V) es el grupo de todas
las transformaciones lineales no singulares v : V' — V. Cuando el campo
K es finito de orden g lo denotaremos con GL (m, q).

Sean € N. Si tomamos V = R” como auestro espacio vectorial de dimen-
sién n sobre el campo de los reales, R; entonces tenemos que nuestro grupo
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general lineal, GL (R"), se puede interpretar como el conjunto de matrices
con determinante distinto de cero, de 1a misma forma gque fueron identificadas
las funciones lineales con las matrices de dimensién n X n con entradas en
los reales anteriormente.

Observacién 25 Sea V un espacio vectorial de dimensidn n. Siempre es
posible identificar las transformaciones lineales w : V ~—— V con el espacio
de matrices de dimension n X n, esto se se puede hacer tomondo una base
del espacio vectorial V, y despues ver que les paso a los elementos de la bose
bajo la transformacion.

Ejemplo 26 Sea R? el espacio vectorial de dimensidn 2 sobre el campo de
los reales, como sabemos, {(1,0),(0,1)} forman una base de R*. Entonces

identificarnos la matriz ( i 3 ), donde a,b,¢,d € R, y lo transformacidn

lineal p : R? — R? tal que:
o 2((1,0)) = (a,0)
* ¢ ((0,1)) = (¢, d).

Definicién 27 Una matriz (o transformacion lineal) de determinante 1 es
Hlarnade unimodular.

Definicién 28 SV es un espacio vectorial de dimensién m sobre el campo
K, entonces el grupo especial lineal denotado por SL(V) es el subgrupo de
GL (V) que consiste de todas las transformaciones unimodulares.

Dos grupos importantes que se obtienen utilizando los grupos definidos
anteriormente son los siguientes:

Definicién 29 Sea Z (m, q) el centro de GL (m, q), entonces el grupo proyec-

tivo general lineal es: PGL (m,q) = GTIE%}_G),)"

Definicién 30 Sea SZ (m,q) el centro de SL (m, ), entonces el grupo proyec-
tivo especial lineal es: PSL (m,q) = %—%:%?,).

Algunos de los conceptos (o definiciones) y resultados que utilizaré mas
adelante para hablar de las familias de iransformaciones de las etiquetas
(o indices) asociados a los vértices de las gréficas (o puntos de las config-
uraciones), i.e. de las funciones que intercambian las etiquetas (o Indices)
asociados a los vértices, son los siguientes:

i1



Definicién 31 Una categoria es una familia de objetos X, y para todo par de
objetos A, B € X tenemos Homx (A, B) = {¢|w: A— B esun morfismo},
con compostcidn como operacidn entre los morfismos:

Homy (A, B) x Homy (B,C) — Homx (A, C) {(fig)— af

y un elemento identided 14 € Homy (A, A) para cada objeto A tal que:

« La composicion es asoctativa, i.e. h{(gf) = (hg) f cuando las operaciones
estdn bien definides.

efly = f y lag = g cuando las operaciones estan bien definidas.

Definicién 32 Un Grupoide es una categorfa en la cual todos los morfismos
son isomorfismos.

Tste concepto lo utilizaré para describir la familia de permutaciones de
etiquetas (o fndices) asociados a vértices de graficas (o puntos de configu-
raciones), ya que no siempre va a ser posible componer des permutaciones,
pero siempre que se pueda se tiene que la. composicién es asociativa. Todo
esto serd explicado con mayor detalle més adelante.

Definicién 33 Una extensién central de un grupo G es una pareje (H, )
donde H es un grupo y ® : H —— G es un morfismo suprayectivo con
niclee (v) < Z (H).

Definicidn 34 [Una extensidn central (é, 7.') de G es universal st para toda
extension central (H,0) de G emiste un tnico morfismo
@ (élﬂ') — (H,qg).

Definicién 35 8i G es un grupo perfecto y (é,ﬂ) su extensidn central uni-
versal, entonces el nicleo (%) se llama el multiplicador de Schur de G.

Las permutaciones de fndices en las grificas serdn vistas como acciones
de ciertos grupos sobre el conjunto de indices en las gréficas. Y esta accién
est4 definida de la siguiente forma:

Definicién 36 Sea X un conjunto y G un grupo. Entonces X es un G-
conjunto st emste una funcidn o1 G x X — X (o le cual lomaremos una
accion), denotada por o : (g,z) — gz ial que :

e ly =1z para tedo v € X,

e gihx) = (gh) z para todo g, h e G yz € X.

12



Definicién 37 Un G-conjunte X es n-transitivo (n < |X]) & pore todo
Zy, . In€X ey, ... U € X, dondez; £z, stiFJenFY sitF]
existe g € G tal qgue gz, = 3 V1 i S n.

Definicién 38 El grupo simétrico sobre X denotado por Sx es el grupo que
actia en el G-comgunto X permutondo sus elementos. 5 X = {1,2,... ,n}
lo denotaremos con S, y lo llamaremos grupo simétrico sobre n elementos.

En el grupo simétrico S, podemos representar sus elementos como pro-
ducto de ciclos ajenos de la forma: {i1,%2,. .. ,%;) 0 (fad2...4;) con @ # iy, st
! # m donde el ciclo quiere decir que mandamos el elemento % al elemento
e sil=1,2,...,(j — 1) y mandamos el elemento i; al elemento %, o pro-
ductos de ciclos en donde actuaremos los ciclos de izquierda a derecha. Si el
ciclo es de longitud dos ({i5)) lo Namaremos transposicidn.

Observacién 39 Sean o € 5, y (4132...1,) € Sn (7 < 1) un ciclo de longi-
tud 3, entonces 0~ (iyiy...3,) 0 = {0 (n)o (ia)...0 (%)) donde o (i) quiere
decir que le aplicamos la permutacidn o al elemento i. Esta propiedad es
fdead de ver:

o sio™1(2) & {i1,%2,... ,3;}, entonces (o7  {irdz ... 4;) o) (8) = ((Gata .. . 3;) @) 071 (8) =
=o' (1)) =1,
s 510t (i) € {in,4a,... ,i;} supongamos que ¢ (i) = 4

(07 () =4 => i = (67 (i) = o (ir}), entonces, si | <1 <7 tenemos
(J—l (ilig . ?,J) 0') (Z) = ((21%2 .. .’l]) U) o} (2) = 0‘{(?;1%"2 N 3_-,) (G'—l (’I,))) =
o (i151), donde tenemos que a o (4;) lo mandamos e o (i), y 11 = j tenemos
(67t (ihig. . .4,)0) (3) = (liatz...0) @) o7 (2) = o{(nia.. i) (™ (@) =
o (i1), donde tenemos gue a o (i;) lo mandamos a o (4y).

‘Teorema 40 El grupo simétrice S, es generado por el conjunto de trans-
posaciones, 5a = ({(i7) |2 7 46,7 € {12 ,n}}).

Demostracién. Para demostrar esto es suficiente con ver que cualquier
ciclo lo podemos escribir como produeto de transposiciones. El ciclo (4125 . . . 4;)
1o podemos escribir como (i,7,-1) {¢;-125-2) - - . (2a%2) (¢21), es fdcil verificar
que son equivalentes. ®

Corolario 41 El grupo simétrico Sp = {{(i,2+ 1) |2 =1,2, .. ,n—1} U {(n,1)}}.
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Demostracién. Para demostrar esto basta con demostrar que pode-
mos generar cualquier transposicién. Sea la transposicion (47), sin perdida
de generalidad, suponemos ¢ < 7.

Como i # j, sea k = j — 1, si k = 1 la transposicién es una de nuestras
generadoras, st k£ # 1 entonces:

(=G +2... i+ E=-D, i+ D)+ E+ L5+ k=1),...,i+2)
G =(+1i+2. i+ k-1, NE+DO i+ -1, .. i+2i+1)
()= (+k=1),5) .. G+ 1L,i+2) (Gi+ ) E+1L,i+2)... G+ (k—1),5)
[

Corolario 42 E! grupo stmétrico S, = ((1,2},(1,2,... ,n}).

Demostracién. Sea o = (1,2,...,n), entonces ¢~ {1,2)0 = (2,3),
o 2, e = (3,4),..., 07 (n—1,n)o = (n,1). Utilizando el corolario 41
obtenemos lo que queremos. =

Los elementos de S, (n > 2) se dividen en permutaciones pares y per-
mutaciones impares. Una permutacion par (impar} es una permutacion que al
expresarla como producto de transposiciones se tiene un nimero par (impar)
de transposiciones. Esta representacién como producte de transposisiciones
no es tnica, pero la paridad del mimero de transposiciones es independiente
de la representacion.

Sea A, = {permutaciones pares}. Se puede ver facilmente que A, < S,
ya que e € A, y el producto de dos permutaciones pares es una permutacion
par.

El subrupo A, lo llamaremos grupo alternante sobre n elementos; A, es
un subgrupo normal de S, (A, < S.) ¥ tenemos que el orden de A, es:
. = T

N 2 2
Lema 43 Seane N, n> 3. Seanr,s € {1,2, .. ,n} yr # 5. Entonces A,
es generado por los 3-ciclos {{(rsk) {1 <k <n yk#r s}

Demostracién. Sin =3, entonces Az = {e, (123), (132)}, de donde se
ve facilmente que el lema se cumple,
Si 7 > 3. Entonces todo elemento de A, distinto de e es el producto de trans-
pocisiones de la forma (ab) {ac) o {ab) (ed), donde a,b,¢,d € {1,2,... ,n} ¥
son distintos entre s{. Tenemos que (ab) {ac} = (cab) y
(ab) (cd) = {ab) (ac) (zc){cd) = (cab) (cad); de esto se ticne que A, estd
generado por los 3-ciclos. Un 3-ciclo tiene una de les siguientes formas:
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(rsa),(ras), (rab),{sab), (cab), donde a,b,c € {1,2,...,n}\{r,s}] ¥ son

distintos entre sf. Y, como:

» (ras) = (rsa) (rsa),

o (rab) = (ras) (rsb) = (rsa) (rsa) (rsb),

» (sab) = (res) (rab) (rsc) = (rsc) (rsc) (rsa) (rsa) (rsb) (rsc),

o (cab) = (res) (sab) (rsc) = (rsc) (rsc) (rse) (rsc) (rsa) (rsa) (rsb) {rsc) (rsc).

Por lo tanto, los 3-ciclos estdn generados por los elementos contenidos en

{(rsk) | 1 £k < nyk#r,s}yestoimplicaque A, = {rsk) |1<k<nyk#rs}h
n

Lema 44 Sean € N, n > 3. Sean N < A, tal que N contiene un 3-ciclo
entonces N = A,,.

Demostracién. Sea {rsk) el 3-ciclo contenidoen N, Seal <a<ny
a # 7,8, k, tenemos que
(rsa) = (rs) (ka) (rsk) (rsk) (ka) (rs) = [(rs) (ka)]™* (rsk) (rsk) ((ka) (rs)],
por lo que (rsa) € N porque N es normal y (ka){rs} € A,. Por lo tanto,
utilizando el Leme 45 tenemos que N = A,. &

Todos los conceptos y resultados mencionados anteriormente se userdn
en relacién con los de configuraciones y graficas los cuales estan definidos de
1a siguiente forma:

Definicién 45 Sean v, k6, A € Z donde v 2 k2t >0y A > 1. Un
t—(v. k, A) disefio o S\(t, k, v} disefio es una estructure de v elementos donde
cada blogue contiene k elementos y para todo conjunto T' de elementos

(IT| = t) ezisten ezactamente A bloques que contienen ol conjunto T.

En Ia definicién de un S\(t, k,v) disefio mencioné que €s una estructura
de v elementos y que cada blogque contiene k elementos, la aplicacion que
utilizaré no es tan general, el caso perticular es: una estuctura de v puntos
y que cada recta contiene k puntos Esto realinente es un caso particular ya
que nuestros elementos en otros casos pueden ser rectas y nuestros bloques
pueden ser espacios, por lo que un diseflo tiene realmente muchas formas de
ser interpretado pero la interpretacién que le daré es la de puntos y rectas.

Un caso particular de un disefio es el sistema de Steiner.

Definicién 46 Un sistema de Steiner S{t, k,v) es un S\(t, k,v) disefio con
A=1.
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Los sistemas de Steiner son importantes, un caso particular es: S{(2,k, v},
el cual es una estructura de v puntos, donde cada recta contiene & puntos y
que ademds tiene la condicién de gue cada dos puntos estan contenidos en
exactamente una recta.

Definicién 47 Una configuracién es un conjunto de puntos y rectas donde:
dos puntos estén a lo mds en una recta, dos rectas a lo mds se intersectan
en un punto y todes las rectas tienen el musma ndmero de puntos.

Como se puede ver de la definicién, una configuracién esté contenida
en un sistema de Steiner, i.e. una configuracién se puede ver como una
subestructura de un sistema de Steiner, por subestructura quiero decir que si
para algin sistema de Steiner se toma. un subconjunto de rectas del sistema
de Steiner se obtiene la configuracién.

Un concepto que voy a utilizar a continuacién es el de dualizar una con-
figuracién (o tomar el dual de una configuracién). Con lo cual quiero decir
que la estructura se transforma de tal forma que las rectas son puntos y que
los puntos son rectas. Y ademds se transforman las propiedades de inciden-
cia, i.e. si dos rectas se intersectan estas se van a transformar en dos puntos
que se encuentran en una misma recta y si dos puntos se encuentran en una
misma recta estas se van a transformar en dos rectas que se intersectan. Por
ejemplo:

dual
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dual

Un caso particular de un sistema, de Steiner es el plano proyectivo finito,
i.e. gue contiene un nimero finito de puntos.

Definicién 48 Un plano proyective de orden ¢, donde ¢ = P* para algun p
primo y k € N, denotado por P, (g}, es un sistema de Stewner
S5(2,g+1,¢%+q+1).

Lema 49 Los planos proyectivos hienen las siguientes propiedades:
a} dos rectas cualesquiera siempre se intersectan,

b) dos puntos cualesquiere siempre se encuentran en una dnice recla,
¢) cada punto estd contenido exactamente en ¢ + 1 rectas,

d) el dual de P (q) es él mismo.

Demostracién. o) Supongamos que existen dos rectas, {; y la, que
no se intersectan. Entonces los puntos de ) son distintos de los puntos de
lo. Sean py,ps,... ,Pg1 los puntos contenidos en I; y PP+ s Py 108
puntos contenidos en Iy, como cada dos puntos determinan una unica recta
entonces p; y 7, determinan una recta la cual contiene ¢ — 1 puntos distin-
tos Qe PLiD2- - 1 Pgalh P Doy 1Py 21 Y ph determinan una recta la cual
contiene ¢ — 1 puntos distintos de todos los mencionades anteriormente,--- .

Por lo tanto, tenemos (g — 1) (g + 1) distintosde p1, 22, - - - » Pe+1, 23, Doy - -+ s Pyt

por lo que al menos hay (¢ 1) (g+ 1) +2{g+ 1) = ¢° + 2¢ +1, con lo cual
se obtiene una contradiccion ya que sélo hay g° + g + 1 puntos.

Por lo tanto, dos rectas cualesquiera siempre se intersectan.

b) Esta propiedad se cumple por definicion.

¢) Sea p un punto. Como cada dos puntos se encuentran en una tnica recta

17



y cada recta contiene g + 1 puntos. Entonces, dado cualguier otro punto
tenemos que p s¢ encuentra en una recta con ese punto, cada recta por el
punto p contiene g puntos distintos de p, y hay g* + g = g(g+1) puntos
distintos de p. Por lo tanto p se encuentra contenido en ¢ + 1 rectas.

d} Esta propiedad se cumple ya que:

e cada recta contiene ¢ + 1 puntos y por cada punto pasan ¢ + 1 rectas,

e dos puntos se encuentran en una tnica recta y dos rectas siempre se inter-
sectan,

o hay ¢? + ¢ + 1 puntos y tambien ¢® + ¢ + 1 rectas. Porque si contamos las

ec aiteie{nos: { . cat 1)r
g q q q )
2 ):(q2+q—1)f(2}!:(q2+cJ+1)(q2+q)
(‘7 + 1) g+ 1) (g+1)(g)
(g— (2

Otra forma de definir un plano proyectivo de orden g es:

=g +g+1 m

Definicion 50 Sea F? (q) el espacio vectorial sobre el campo finito de orden
q, donde g = p* para algin p primo y k € N. El plano proyectivo P (g) es
el ﬂ‘—’,)j-{gl, donde ~ es la relacion de equivalencia que dice que dos elementos
son equivalentes st uno es muiltiplo escalor del otro.

Observacién 51 Se tiene con la definicidn anterior que el plano proyectivo
stempre emiste para q de la forma mencionada.

Definicién 52 Una gréfica T es un conjunto de vértices denotado por V (I')
y un conjunto de aristas denotado por A (['). Tal que el conjunto de aristas
{A (")) cumple con:

o A(D) C {(z,9) |wv eV (D),

e 52 (u,0) € AD) = (v,u) € A(T),

e (v,v) ¢ A(D) pare todo v € V (T).

Definicidn 53 Dos vértices u,v € V (T') se dicen que son adyacentes si
(u,v} € A().

Sea v € V(I'), el conjunto de vértices adyacentes a v lo denotaré con:
Q) = {ee V()| (u,v) € A(T)}. A este conjunto le asocio un nombre
especial ya que lo utilizaré mds adelante.

El grado de un vértice v € V {I') lo denotaré con &,, donde
bu = [{(w,v) € A(D) [u e V(D)) = [Q(v)i.
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Definicién 54 Una grdfica I' es regular si 6, = 6, para todo uw,v € V (I,
en este caso denotaremos con 6 el grado de cualquier vértice.

Definicién 55 Sea ' una grdfica. Un sutomorfismo de la grafica ' es una
funcion biyectiva @ : V ([') — V(DY), tal que Vu,v € V (T') tenemos que
(1,v) € A(T) < (l{u).0¥) € AL

Definicién 56 Dos puntos en una grifica son equivalentes si existe un ou-
tomorfismo de la grdfica tal que mande un punto al otro.

Por ejemptlo:

74

e

J/

En esta grafica tenemos que los puntos a y b son equivalentes, tambien
los puntos e y f son equivalentes. Y estos son los tinicos puntos equivalentes.
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Definicién 57 Una matriz de Hadamard, es une matriz cuadrade H (H €
M) con entradas en {£1} y tal gue H'H =nl.

a1 @2 "t Qim
@21 a2 " Qan
Sea H = (a,;) = . ) )
An1 Gn2 "' Gnn
i1 Q21 ' @l a1 di2 "' Qe
1,2 Gz -+ Qn2 Qp1 dg2 -~ fOgn
Entonces, HTH = . . . . . =
@ CQap "** Onn Qpy Gr2 - Onn
k1 n b3
> g0k Sakitkz o0 Y Qk10kn
k=1 = k=}
n T n
3 aksak1 P Gralke 3 Gk stim
= | k=1 k=1 k=1
n n n
Z g nlk,1 ): Qenlrse - E Qg nlin
k=i k=1 k=1
" Osiesj
Por lo que, ¥ a0, = R
P} nsii=7

Lema 58 Una matriz de Hadamard tiene la propiedad que al intercambiar
renglones o columnas sigue cumpliendo con ser de Hadamard.

Demostracién. Sea R un anillo. Sea H € Mux, (R) una matriz de
Hadamard. Seane; =(1 0 -~ 0),ee=(0 10 --- 0},
“ep = ( 0 --- 01 ) € Mixn{R)y fi=¢l € My (R) para 1 <1< n.

e,
£
Tenemos que P |H dondel < i <mnyip#4 V1 < k,l<n), es

egn
la matriz H pero con renglones intercambiados. Y H( f, f, - fi. )
donde 1 < iy, < nyi # 4 (V1 <k <n), es lamatriz H pero con columnas
intercambiadas.
Entonces,
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T T
[ 9 €y €
“ g “ |g_pgr| ™ ® | g HTIH = HTH =
€, [ € €i,
nf

H( fu flz fm ))TH( fll fiz fzn ) =

( fu flz f:‘“ )THTH( fu ftz fzu ) =

= ( f‘l fo o fa )TnI( Ju fiz o fia ) =

:nf(fu f:z fin )T(fu f!z f;n)-_-ﬂ-[.{ﬁnf. [ |

Lema 58 i H = (a,,) es una matriz de Hodomard, entonces H € Myxn,
donde n =2 on =4k (k € N).

—

It

Demostracién. Tenemos que dos columnas distintas sélo coinciden en

n
n . - . .
3 entradas, porque E aps0x, = 08l 4 # 7. - n tiene que ser par.

k=1
Bajo estas condiciones sf existen matrices de Hadamard de 2 x 2, ejemplo:

( - )

1 -1 )

Si n > 2. Sin perdida de generalidad puedo asumir que todas las entradas
en la primera columna son 1’s.

i
1

i
n

5 (—1)' s, porque Z ax10kz = 0. Sin per-

La segunda columna tiene g— Vsy
k=1

dida de generalidad podemos asumir que estan de la siguiente forma: 1 1 *
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n
g Usy 121 (~1)"s, porque Zak,lak.:i =0.

k=1

La tercera columna tiene {ambien
n
Y como Zak'zﬂ«klg = 0, entonces los 1's de la tercera columna solo pueden

k=i
T .
coincidir con 1 1's de la segunda columna. Por lo tanto, n es multiplo de 4.
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Capitulo 2
Definicién de las permutaciones de los contadores (o etiquetas) en config-
uraciones y graficas. (Definiciones en general.)

Utilizando una funcién inyectiva de los vértices (o puntos) a un conjunto
de etiguetas le podemos asociar a cada vértice una etiqueta; por lo general
las etiquetas que utilizaré serdn mimeros.

En otras palabras asocidndole a cada vértice (o punto en el caso de una
configuracién) un contador (o etiqueta), como contadores utilizaré nimeros;
i.e. numerando los vértices {0 puntos).

Al hacer esto es posible definir grupos conocidos {e interesantes) a partir
de ciertas permutaciones de los contadores en las gréficas o en las configura-
ciones. Una forma de pensar en esto es como un juego en el cual se mueven
los contadores y el objetivo del juego es el de regresar los contadores a su
lugar inicial.

Nota: Para simplificar la notacién escribiré que los contadores se en-
cuentran en una recta o en conjunto de vértices para querer decir que los
contadores se encuentran asociados con puntos contenidos en la recta o con
vértices contenidos en el conjunto de vértices.

Definicién 60 Sez C una configuracidn y ! una recta de dicha configuracion.
Sea ¢ € Si, llamamos movimiento admisible simple de la configuracién a la
permutacidn {de los contadores) que se obtiene de oplicarle o o los contadores
que se encuentran en | denotado por o(l). Un movimiento admisible de la
configuracién es una sucesidn finita de movimientos admisibles simples de la
configuracidn.

En la definicién anterior es posible ponerle restricciones, por ejemplo, que
la recta [ siempre contenga a un contador al cual designarermos como contador
especial 0 que tinicamente podames utilizar ciertos subgrupos de S;.

Definicién 61 Sea T' una grifica regular y v € V (U). Sea o € S, la-
mames movimiento admisible simple de la grafica a la permutacidn (de los
eonitadores) que se obtiene de aplicarle o a los contadores que se encuen-
fran ascciados con los vértices contemudos en §1, denotado por ¢ (2,). Un
movimiento admisible de la grafica es una sucesidn finite de movimientos
simples de la grdfica.
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En la definicién anterior también es posible agregarle restricciones, por
ejemplo, que tomemos dos vértices adyacentes y que a sus contadores los
designemos como contadores especiales, que el vértice v (mencionado en la
definicién anterior) siempre sea uno de los vértices en el cual se encuentra
uno de los contadores especiales o que tnicamente podamos utilizar ciertos
subgrupos de Sj.

Observacién 62 Una sucesion (o composicién) de movimientos admasibles
es un movimiento admisible.

En general se obtiene que el conjunto de movimientos admisibles nos
genera un grupoide, esto se debe a que no siempre va a ser posible actuar un
elemento del conjunto de movimientos admisibles después de otro.

Lema 63 El conjunto de movimientos admisibles genera un grupoide.

Demostracién. Sea A la asociacién {inicial) de contadores con los vér-
tices (o puntos), i.e. seauna funcién inyectiva f : {vértices} — {contadores},
A = {(v, f () | v es un vértice}. Sea X la familia de objetos B tal que
B = oA} = {{v,9(f (v))) | v es un vértice}, donde ¢ es un movimiento
admisible.

El elemento identidad 15 € Homy {B, B) es el movimiento admisible que no
mueve ningun contador.

La composicién es asociativa ya que la composicién de movimientos admisi-
bles es asociativa.

Con esto se obtiene que tenemos un grupoide. M

El estabilizador del contador especial (o los contadores especiales), el cual
denotaré con E, i.e. los movimientos admisibles que regresan al contador
especial (o contadores especiales) a su vértice (o punto) inicial nos determina
un grupo.

Es un grupo en el cual:

e La operacidn definida en el grupe es la composicién.

« Existe un elemento identidad, el que no mueve los contadores de la config-
uractén

« Dada una permutacidn existe su inverso, la cual se obtiene realizando la
sucesién de movimientos que se utilizaron para obtener la permutacién pero
en orden inverso.

e La operacién es asociativa, esto se tiene por estar contenido en el grupoide
y tener la misma operacidn .
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En las configuraciones con las propiedades:
« al tomar dos puntos siempre existe una recta que los contenga,
» dos rectas siempre se intersectan en un punto de la configuracion,
por ejemplo planos proyectivos, se tiene que el grupo que se obtiene (el es-
tabilizador del contador especial) se encuentra generado por permutaciones
triangulares, ya que son las minimas sucesiones de movimietos que se puede
tener y cualquier sucesién de movimientos se puede escribir como composi-

cién de estas.

Una permutacién triangular es la que se obtiene con la sigutente sucesién
de movimientos admisibles:
e tomamos uno de los contadores y lo Jlamamos (o designamos) contador
especial,
s tomamos el contador especial y una recta que lo contenga y le aplicamos
un movimiento admisible (simple),
» nos fijamos donde quedo nuestro contador especial y tomamos una recta
que contenga al contador especial y le aplicamos otro movimiento admisible
{simple),
# si el contador especial atn no se encuentra en su lugar inicial nos fijamos
donde ests nuestro contador especial y tomamos la recta que contenga al
contador especial y al contador que se encuentra en el punto donde se encorn-
traba el contador especial al inicic y le aplicamos un movimiento admisible
de forma que el contador especial regrese a su lugar inicial.

Estas permutaciones son las minimas permutaciones no triviales que se
encuentran en el estabilizador del contador especial.

Nota: Para poder generar todas las posibles permutaciones triangulares
es necesario que los subgrupos (o grupos), Sk, utilizados sean 1-transitivos.
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Capitulo 3

Ejernplos.
Ejemplo, P (2).

Tomamos el plano proyective de orden dos (F(2), figura 1). Tenemos
siete puntos y cada uno con su respectivo contador de los cuales designamos
a uno de ellos como el contador especial. Sean los mimeros del cero al cinco
y oo los contadores, co es el contador especial.

Tomamos las permutaciones generadas por los movimientos en la config-
uracién tal que toman al contador especial y una recta ! de las tres rectas
que lo contienen y rotamos los tres contadores que se encuentran en la recta
(tomamos ¢ € {{o0ij},(cog),e |, 7 €1}), y cualquier sucesién de estos
movirnientos (v después tomar el estabilizador del punto especial). En otras
palabras tomar el subgrupo {(cotj}, (coji), e} (= As) de 53, donde 00,4, j se
encuentran en una misma, recta.

I

figura 1

Ejemplo 64 Al observar lo siguiente permutacidn triongulor, tenemos:
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{c0,1,0) (co,5,4)
Como se puede ver, la permutacion que obtenemos es: (cob4) (0010) (0025).
Como se puede ver se obtiene la permutacidn pero en sentido contrario, i.e.
no se obiiene la permiuacion: (0025} (0010} (cob4). Esto se debe o que la
permutacidn que se obluvo es:
(00,2,5) {a(00),1,0){B(00) , 5(5) ,4) = (00,2,5) ™" (00,1,0) (B (00) , 5 (5) ,4) =
= (00,1,0) (00,2,5} (8 (00) , B (5) , 4} = (00, 1,0) (00,2,5) 57 (00,5,4) =
= (00, 5,4) (00,1,0) (00,2, 5)
y otra forma de escribirlo es:
(00,2,5) (er(c0) 1,0 (8(00) , B (5) ,4) = (c025) (210) (Lood).

Sabemos que el grupo que se obtiene al tomar el estabilizador del punto
especial es un subgrupo de Ag, E < Ag, esto es porque lo que obtenemos son
permutaciones de seis elementos, y todas las permutaciones son pares poique
se obtienen como producto de permutaciones pares.

Lema 65 FE = As.
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Demostracién. Para demostrar que F es normal en dg, F < Ag;
tenemos que:
e Las permutaciones triangulares son elementos de orden cinco, por ejermplo:
(x:52) (540) (4o0l) = (05214).
e Con las permutaciones triangulares (05214), (05243), (02513), (03145) se
pueden generar los elementos:
(213) = (05214) (05243) (02513) (03145)
{013) = (02513) (03145) (05214) (05243)
con los cuales se genera un subrupo de orden doce, (

__ [ e, (213),(231),(013),{031),(032), (023),

(213),(013)) = { (021), (012), (01) (23) , (02) (13) , (03) (12) }
e Con las permutaciones triangulares {03152),{03145) se puede generar el
elemento: (01) (2345) = (03152) (03145).
Con este 1ltimo elemento y uno de los elementos obtenidos en el el subgrupo
de orden doce obtenemos: (345) = (01) (2345) (01) (23).
Utilizando este dltimo y con uno de los elementos del subgrupo de orden doce

se genera un subgrupo de orden nueve,
(345),(354), (012},(021), (345) {012}, }

. €,
((345),(012)) = { (345) (021) , (354) (012) , (354) (021)
Con estas tres cosas obtenemos que el orden del grupe E es divisible por
5,12 y 9. Por lo tanto, el orden de F es divisible por 180 = mfnimo comin
muiltiplo {5,12,9). Y como el orden de A; es 360, entonces el orden de E es:
180 o 360; y en cualquiera de los dos cascs obtenemos que E es normal en
Ag
Utilizando el lema 43, porque E <0 Ag y E contiene un 3-ciclo, entonces
E=A4 n
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Ejemplo, Grafica de Petersen.

Tomarnos 1a gréfica de Petersen {figura 2). La grafica contiene diez vér-
tices a los cuales le asociamos diez contadores, uno a cada uno.
Designamos a dos de los contadores como contadores especiales, los tomamos
de tal manera que sean adyacentes. Los contadores especiales estardn des-
ignados con oo y oo';y los ocho contadores restantes estardn designados con
los nimeros del cero al siete. La asignacién de los contadores que usaré es la
que se muestra en la figura:

figura 2

Los movimientos que se utilizan en este caso consisten en tornar uno de
los contadores especiales; tomamos los tres contadores adyacentes al contador
especial seleccionado, y los rotamos ciclicamente. Por ejemplo tomamos al
contador oof, el conjunto de contadores adyacentes es 2 {co'), ¥ tomamos
o € {{00,%,7), (00,4, %) | 1,7 € §t(c0)}. En otras palabras tomamos
S = {e, (abc) , {ach)} < Spape = Ss.

Observacion 66 Siempre tenemos que oo € 2 {00') y que oo’ € §2(c0).

Un ejemplo de un movimiento simple que deja fijos a los dos contadores
especiales es:

29



{oc', 1,4)

Con lo cual obtenemos la permutacién:
(0.7,1,3,2.6,4) = (o<, 1.4} (00,7,6) (00, 0,2) (00,4, 3) (0¢”,6,1) (00, 3,8) =
=(2¢,3,8){x',6,1)(2,4,3) (0,7,6) (00, 1,4) (', 3,0).
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A este movimiento lo denotaré con el nombre de movimiento bdsico de lon-
gitud seis, lo denoto con este nombre porque los puntos especiales se mueven
a lo largo de una trayectoria de longitud seis.

(0,7,1,3,2,6,4)

Esta permutacién es uno de los movimentos bésicos de longitud seis que
dejan fijos a los contadores especiales, los otros tres movimentos bésicos de
longitud seis que dejan fijos a los contadores especiales son: (0,7,4,6, 3,2, 5),

(0,2,1,5,3,7,6), vy {0,2,4,3,7,5,1).

DAY

{0,7,4,6,3,2,5) (0,2,1,5,3,7,6) (0,2,4,3,7,5,1)
Los movirnientos bésicos de longitud cinco y seis que no dejan fijos a los
contadores especiales pero que los intercambian entre si son:
» longitud cinco
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(00,06} (0,5,2,7,4,1,6,3)  (o00,007)(0,3,4,2,7,5,6,1)

(ml (}OI) (Ol 3) 1) 7! 2’ 6} 5! 4) (wl m’) {O, 61 7] 2’ ]‘l 4} 5) 3)

e longitud seis
\ /'\\

(Ool OO’) (Os 7) 2: 3: 11 6: 41 5) (O'O, OC’I) {U, 6» l: 5) 4) 3) 7) 2)
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(00,00') (0,3,2,5,6,4,1,7)  (00,00'){0,3,7,6,5,1,4,2)

Estos movimientos basicos de longitud cinco y seis que intercambian los
contadores especiales son muy importantes porque son los minimos movimien-
tos admisibles que intercambian a los contadores especiales, y generan todos
los movimientos admisibles que dejan fijos a los contadores especiales o los
intercambian.

Utilizando el programa para computadoera llamado GAP obtenemos:

(o0, 00" (0,5,2,7,4,1,6,3), (00,00'){0,3,4,2,7,5,6,1),

(00,00} (0,3,1,7,2,6,5,4) , (00,00) (0,6,7,2, 1, 45,3),> _ 226

(00,0) (0,7,2,3,1,6,4,5), (oooo)(O,ﬁ,l, ,4,3,7,2), /17

(00,007) (0,3.2,5,6,4, 1,7}, (00, 00"} (0, 3,7, 6,5, 1, 4, 2)

También obtenemos que:
10(0,7,1,3,2,6,4),(0,7,4,6,3,2,5),(0,2,1,5,3,7,6},(0,2,4,3,7,5,1))| = 168

Y ademds:

{(0,7,1,3,2,6,4),(0,7,4,6,3,2,5),(0,2,1,5,3,7,6), (0,2,4,3,7,5,1)) es
simple.

Con lo que obtenemos £ = ({00’)72’,11’ 35’,23” ’, ))’ ((00’:;’!12,63’,?;’25',51))’ >
Por lo tanto B & PSL(2,7) = PGL(3,2).
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Ejemplo, P (3)

Sea el plano proyectivo de orden 3 {7(3)}. Tomamos la siguiente rep-
resentacién, en la cual designaremos un contador como contador especial
utilizando el contador co y a los contadores restantes con mimeros del cero
al once {figura 1) o con letras de la @ a la ! {figura 2) segin nos convenga, es
indiferente a cual punto le asociemos el contador especial porque todos los
puntos son equivalentes.

figura 1 figura 2

Tomaremos las permutaciones de los contadores de la configuracién que
se obtienen por los siguientes movimientos admisibles de los contadores de la
configuracién: sea [ una recta que contiene al contador especial, nos fijamos
en los 4 contadores que contiene dicha recta e intercambiamos el contader
especial con alguno de los contadores de la recta e intercambiamos los otros
dos contadores que contiene la recta
(g € {{oo,i)} (7,k), {00, 1) (4, k), (oc, k) (4,2} | 4, 5,k € 1} = (Grupo de Klein)).
El conjunto de permutaciones de los contadores de la configuracién es inde-
pendiente de la representacidn y asignacién de los contadores que se tome, y
del punto que se designe como punto especial ya que los puntos son equiva-
lentes.

Las permutaciones de los contadores que se obtienen al mover el conta-
dor especial por los vértices de un tridngulo formado por tres rectas de la
configuracién de las cuales dos de ellas se intersectan en el vértice donde se
encuentra el contador especial inicialmente es una permutfacién triangular.
El gjernplo que doy es la permutacisn (4, 5)(6, 3)(0, 3){10, 11) que se obtiene
de la siguiente manera:
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{0c,9)(0,3) (o0,6) (10,11)
Con lo que obtenemos:
{4,5)(6,9)(0,3)(10, 11} = (oo, 6} (20,11) {0, 9} (0, 3) {00, 6) (4,5) =
= (20,6) (4,5)(6,9) (0,3) (c0,9) (10,11)

El conjunto de permutaciones triangulares genera a F, porque son las
mfnimas permutaciones no triviales que se encuentran en E (el estabilizador

del contador especial).
En la demostracién de este ejemplo denotaré con @ al estabilizador del

contador especial.

Lema 67 El G-conjunto X = {0, ..., 11} es 2 transitivo. El grupo G es dos
veces transitive (en la configuracidn).
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Demostracién. Para ver que es uno transitivo, basta con demostrar que
cualquier contador de nuestra configuracién lo podemos mandar al contador
seis. Nota: cuando escribo que queremos mandar a un contador al conta-
dor seis (por ejemplo) quiero decir que quiero mandarlo al vertice donde se
encontraba el contador seis inicialmente. Para demostrar esto lo podemos
hacer por casos, dependiendo de que si el contador que gueremos mover se
encuentra o no se encuentra en la misma recta vertical que el contador hacia
donde lo queremos mover:

Caso 1

El contador que queremos mover y el contador seis se encuentran en la misma
recta vertical.

En genera), lo que se hace es aplicar la permutacién triangular que ticne corno
vértices al contador especial, al contador que se encuentra en la misma recta
vertical que el contador especial pero distinto del contador seis y el contador
que se quiere mover, y como tercer vértice se puede tomar cualquier contador
que se encuentre en una recta vertical que no contenga al contador seis.

Un ejemplo de este caso es si el contador que queremos mover es el cinco en-
tonces podemos aplicar la permutacién triangular que se muestra en la figura:

(5,6)(4,11){0,2){9,10)

Caso 2
El contador que queremos mover y el contador seis se encuentran en difer-
entes rectas verticales.
En general, lo que se hace es aplicar la permutacién triangular que tiene
como vértices al contador especial, al contador seis, y al contador que se
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quiere mover.
Un ejemplo de este caso es si el contador que queremos mover es el sicte en-

tonces podemos aplicar la permutacion triangular gue se muestra en la figura:

(4,5)(6,7)(2,10)(0, 8)

Basta con demostrar esto para que (7 sea uno transitivo porgue lo que
acabamos de ver es que el contador seis lo podemeos intercambiar con cualquier
otro contador, entonces lo que podemos hacer cuando queremos maver el
contador ¢ al § es mover el ¢ al contador seis y luego mandarlo a donde se en-
contraba el contador j originalmente utilizando el inverso de la permutacién
que manda al contador j al confador seis.

Para ver que es dos transitivo es suficiente con ver que podemos mandar
cualquiera dos contadores a los dos contadores de arriba de la linea vertical
de la izquierda, i.e. al contador seis y al contador cinco.

Utilizando el procedimiento anterior podemos mandar cualquier contador al
contador de arriba de la lnea vertical de la izquierda, i.e. al contador seis, y
después fijarnos donde quedo el contador que queremos mandar al segundo
contador de la linea vertical de la izquierda, i.e. al contador cinco, y man-
darlo ahf mediante dos permutaciones triangulares.

En general, sea [ la recta (vertical) que contiene a los contadores seis ¥ cinco,
y al contador especial en su posicién inicial. Despues de mover el contador
que se desea al contador seis se tienen los sigulentes casos:

e El contador que se desea mover al contador cinco se encuentra ahf.

Un ejemplo de este caso es si queremos mandar el contador 3 al contador 6
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y el contador 4 al contador 5.

(4,5)(3,6)(0,9)(1,2)

+ El contador que se desea mover al contador cinco se encuentra en la
recta { pero no en el vértice correcto.
1Un ejemplo de este caso es si queremos mandar e] contador 3 al contador 6
y el contador 5 al contador 5 (i.e. dejar fijo al contador 5).

(4,5}(3,6)(0,9)(1,2)

Entonces, después se pueden aplicar las permutaciones triangulares que
se muestran en las figuras:
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(8,9)(0,7)(2,5) (10,11) (0,9} (8,11)(4,5)(7,10)
¢ ¢l contador que se desea mover al contador cincoe no se encuentra en la

recta [.
Un ejemplo de este caso es si queremos mandar el contador 3 al contador 6

y el contador 10 al contador 5

(4,8)(3,6)(0,9%1,2)

Entonces, después se pueden aplicar las permutaciones triangulares que
se ruestran en las figuras:
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(3,5)(1,4)(0,8)(2, 6) (3,5)(1, 10)(6,9)(8, 11)
Con esto se demuestra que el grupo G es dos veces transitivo. o

Definicion 68 Las hetados son conjuntos de 6 contadores que tienen las
sigurentes formas dentro de lo configuracidn:

EVEVa:

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4
Lo tipo 1 estd conformada por dos rectas que se intersectan en el punto espe-
cal, la tipo 2 estd conformada por dos rectas en donde una de ellas contiene
el punto especial y el punto especial no es punto de interseccidn, la tipo §
estd conformada por dos rectas de las cuales ningune de las dos contiene al
punto especial y lo tipo 4 estd conformada por tres rectas de las cuales dos
de ellas se intersectan en el punto especial.

Los diferentes tipos de hexadas se pueden contar de la siguiente forma:
Tipo 1, tomande dos de las cuatro rectas que contienen al punto especial,

(3) =6
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Tipo 2, tomando una de las cuatro rectas que contienen al punto especial
después uno de los tres contadores que contiene dicha recta y por dltimo
tomando una de las tres rectas restantes que contienen al contador elegido,
433 =136

Tipo 3, tomando cualquiera de los doce contadores y después eligiendo
dos de las tres rectas que contienen al contador elegido y que no contienen
al punto especial, 12 (3) = 36;

Tipo 4, tomando dos de las cuatro rectas que contienen al punto especial
despuss eligiendo un contador de cada una de las rectas elegidas con los
cuales determinamos la tercer recta de la hexada, (3} - 3% = 54;

Con lo cual obtenemos un total de 132 hexadas.

Lema 68 Dados 5 contadores eniste una tinice herede que los contiene.

Demostracién. Sean a,b, ¢, d, e los cinco contadores dados.
La demostracion esta dividida en casos y para eliminar uno de los casos ten-
emos la siguiente afirmacion.

Afirmacion. Dados cinco contadores existe una recta ! tal que ! contiene
al menos tres de los contadores dados.

Demostracidn de la afirmacidn. Supongamos que en el conjunto de con-
tadores a, b, ¢, d no hay tres colineales, porque de no ser cierta la suposicién
demostramos la afirmacién.

Entonces, al tomar las rectas determinadas por estos contadores obtenemos
la siguiente subconfiguracién:
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Al observar la subconfiguracién tenemos que las seis rectas determinadas
vor los contadores a,b,¢,d contienen a los trece contadores de la configu-
racién P»(3). Por lo tanto, el contador e se encuentra contenido en una de
las rectas de la configuracién y dicha recta contiene tres de los contadores.
Por lo que queda demostrada la afirmacién.

Sea [ la recta (o una de las rectas) que més contadores contiene de los cinco
contadores dados.

Caso 1. La recta { contiene cuatro de los contadores dados. Sin pérdida de
generalidad, a, b,¢,d € . Al tomar las rectas determinadas por estos conta-
dores obtenemos la siguiente configuracién:

& & (o4 2

Podemos observar que la tnica hexada determinada por los cinco conte-
dores a, b, ¢, d, e es la de tipo 2 que se encuentra sefialada.
Caso 2. La recta | contiene tres de los contadores dados. Sin pérdida de gen-
eralidad, a,b,c € §. Yexiste lavecta ', I # ¥, tal que I’ también contiene tres
de los contadores dados. Por la estructura de la configuracién Py(3), la iinica
posibilidad es que I contenga a d, e y a uno de los contadores contenidos en
[. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢,d,e € {".
Al tomar las rectas determinadas por estos contadores obtenemos la siguiente
configuracidn:
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Donde obtenemos los siguientes subcasos:
Subcaso 2.1. El contador especial est4 contenido en la recta [ (o en la recta
I}, Como se muestra en la figura:

Pademos observar que la tinica hexada determinada por los cinco conta-
dores a,b, ¢,d, e es la de tipo 2 que se encuentra sefalada.
Subcaso 2.2. El contador especial estd contenido en exactamente una de las
rectas que contienen exactamente dos de los contadores dados. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que el contador especial se encuentra en la recta
{;. Como se muestra en la figura:
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Podemos observar que la vinica hexada determinada por los cinco conta-
dores a, b, ¢, d, e es la de tipo 4 que se encuentra senalada.
Subcaso 2.3. El contador especial estd contenido en exactamente dos de las
rectas que contienen exactamente dos de los contadores dados. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que el contador especial se encuentra en la recta
[,. Como se muestra en la figura:

Podemos ohservar que Ja unica hexada determinada por los cinco conta-
dores a, b, ¢, d, e es la de tipo 4 que se encuentra senalada.
Caso 3. La recta [ contiene tres de los contadores dados. Sin pérdida de gen-
cralidad, a,b,¢ € . Y no existe recta ', [ # ', tal que I también contiene
tres de los contadores dados. Como se muestra en la figura:
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Dre donde obtenemos los siguientes subcasos:

Subcaso 3.1. Ei contador especial esté. contenido en la recta [. Como se mues-
tra en la figura:

Podemos observar que la inica hexada determinada por los cinco conta-
dores a, b, ¢, d, e es la de tipo 1 que se encuentra sefalada.
Subcaso 3.2. Bl contador especial estd contenido en exactamente una de las
rectas que contienen exactamente dos de los contadores dados. Por lo tanto
el punto especial se encuentra en la recta ly, asi como se muestra en la figura:
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determinar en cuanto es necesario incrementar la productividad para
recuperar los costos.

Por otra parte, los directivos tampoco reconocen como su funcién la
de formar o capacitar recursos humanos para el trabajo y mantienen
opiniones tradicionales al respecto, considerandolas como un gasto que
estan en incapacidad de realizar. Es por eso que muchas empresas s6lo
tienden a cumplir con lo establecido en la ley, Gnicamente como un
tramite sin tomar en cuenta que el capacitar efectivamente al personal les
redituaria beneficios tanto para aumentar la productividad como para que
el personal tenga un mejor desempefio encaminado a brindar formacion
tecnologica solidamente enraizada en las necesidades y recursos de dicha
empresa.

Analizando la situacién actual, se puede observar que todos los
purntos anteriores se cumplen generalmente sélo de manera formal; es
decir, que los patrones se limitan a cumplir ante la ley con los planes de
capacitacién y adiestramiento, sin buscar incrementar la productividad de
los trabajadores {en beneficio tanto de la empresa como de los trabajadores
mismos, que es la finalidad de la capacitacion y el adiestramiento). En
México esto sucede principalmente en la pequefia y mediana empresa, ya
que se observa que en las filiales de las grandes compaiiias extranjeras si

se le da un gran énfasis a la educacion de sus trabajadores.



Podemos observar que la tinica hexada determinada por los cinco conta-
dores a,b,¢,d, e es la de tipo 1 que se encuentra sefialada.
Subcaso 3.3, Fl contador especial estd contenido en exactamente dos de las
rectas que contienen exactamente dos de los contadores dados. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que el contador especial se encuentra en la recta
I;. Como se muestra en la figura:

Podemos observar que la dnica hexada determinada por los cinco conta-
dores a,b,¢,d, ¢ es la de tipo 3 que se encuentra sefialada.
Caso 4. La recta ! contiene dos de los contadores dades. Este caso no es
posible por lo que se demostré en la afirmacién.

Por lo tanto, dades cinco contadores existe una unica hexada que los contiene.
| |
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Lema 70 Al reahzar elgin movuniento admisible en nuestra configuracisn
(Py(3)), hezadas van a dor o hezadas aungue posiblemente de distinto tipo;
i.e. el conjunto de hezadas es un invariante ante los movimientos admisibles.

Demostracion.

Caso 1.
Tomemos una hexada del tipo 1, en donde tenemos dos tipos esencialmente

distintos de movimientos: que tomemos una de las rectas de la hexada para
realizar nuestro movimiento y que tomemos una. de las otras dos rectas que
contienen al contador especial y no contienen contadores de la hexada.
Subcaso 1.1,

Si tomamos una de las rectas de la hexada para realizar nuestro movimiento,
esencialmente lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 1 a una del

tipo 2, por ejemplo:

{00,6)(4,5)

Subcaso 1.2

Si tomamos una de las otras dos rectas que contienen al contador especial
v no contienen contadores de la hexada, esencialmente lo que pasa es que
mandamos una hexada del tipo 1 a una del tipo 3, por ejemplo:
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{c0,3)(1,2)
Caso 2
Tomemos una hexada del tipo 2. En donde tenemos tres tipos esencialmente
distintos de movimientos. El primero que es tomar la recta que contiene 3
contadores de la hexada y al contador especial y los otros dos que es tomar
una de las tres rectas restantes que contienen al contador especial.
Subcasg 2.1,
Si tomamos la recta que contiene 3 contadores de la hexada y al contador
especial, esencialmente lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 2
a una del tipo 1, por ejemplo:

o “o/.” 2

(00,6) {4,5)

Subcaso 2.2.
Si tomamos una de las rectas restantes que contienen al contador especial,
en uno de los movimientos admisibles esencialmente lo que pasa es que man-
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damos una hexada del tipo 2 & una del tipo 2, por ejemplo:

(00,3) (1.2)
Subeaso 2.3,
Si tomamos una de las rectas restantes que contienen al contador especial,
en uno de los movimientos admisibies esencialmente lo que pasa es que man-
damos una hexada del tipo 2 a una del tipo 4, por ejemplo:

(00,1) (2,3)

Caso 3.

Tomemos una hexada del tipo 3, en donde tenemos cuatro tipos esencial-
mente distintos de movimientos, Los primeros dos que es tomar la recta que
contiene al contador especial ¥ que no contiene contadores de la hexada y
los otros dos que es tomar una de las tres rectas restantes que contienen al
contador especial y a dos contadores de la hexada.

Subcase 3.1,
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Si toramos la recta que contiene al contador especial y que no contiene con-
tadores de la hexada, en uno de los movimientos admisibles esencialmente
lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 3 a una del tipo 1, por
ejemplo:

(00,6) {4,5)
Subcaso 3.2.
Si tornamos la recta que contiene al contador especial y que no contiene con-
tadores de la hexada, en uno de los movimientos admisibles esencielmente
lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 3 a una del tipo 3, por
ejemplo:

(o0,4) (5,6)

Si tomamos una de las tres rectas restantes que contienen al contador espe-
cial y a dos contadores de la hexada, en uno de los movimientos admisibles
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esencialmente lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 3 a una del
tipo 3, por ejemplo:

5"&5? ?{ou_g/
\

&

(00,1){2,3)
Subcaso 3.4.
Si tomamos una de las tres rectas restantes que contienen al contador espe-
cial y a dos contadores de la hexada, en uno de los movimientos admisibles
esencialmente lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 3 a una del
tipo 2, por ejemplo:

(00,3) (1,2)

Caso 4

Tomemos una hexada del tipo 4, en donde tenemos cuatro tipos esencial-
mente distintos de movimientos. Los primeros dos que es tomar una de las
rectas que consiene al contador especial y a dos contadores de la hexada y
los otros dos que es tomar una de las dos rectas que contienc al contador
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especial y a un contador de la hexada.

Subcaso 4.1.

Si tomames una de las rectas que contiene al contador especial y a dos con-
tadores de la hexada, en uno de los movimientos admisibles esencialmente
lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 4 a una del tipo 4, por
ejemplo:

(00,6)(4,5)
Subcaso 4.2,
Si tomamos una de las rectas que contiene al contador especial y a dos con-
tadores de la hexada, en uno de los movimientos admisibles esencialmente
lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 4 a una del tipo 3, por
ejemplo:

Subcaso 4.3.
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Si tomamos una de las dos rectas que contiene al contador especial y a un
contador de la hexada, en uno de los movimientos admisibles esencialmente
lo que pasa es que mandamos una hexada del tipo 4 a una del tipo 2, por

eremplo:

5
5 O\ ’/@u g

{co,1)(2,3)
Subcaso 4.4,
Si tomamos una de las dos rectas que contiene al contador especial y a un
contador de la hexada, en uno de los movimientos admisibles esencialmente
o que pasa es que mandamos una hexada del tipo 4 a una del tipo 4, por

ejermnplo:

(c0,3)(1,2)

Observacién 71 Con el lema 69 y lema 70 demostramos que el conjunto
de contadores {como elementos} y el conjunto de hexadas {como blogues) de-
ferminan el sistema de Stemner S (5,6, 12), y que los mowimientos admisibles

83



actdan como automorfismos del sistema de Steiner S (5,6,12).

Sabemos que el grupo Ay, tiene multiplicador de Schur de orden dos.
Y el grupo & lo muestra con la existencia del grupo 2(7 que tiene un ho-
momorfsme a & con micleo de orden dos. Fsto puede construirse como la
permutacién de 24 siimbolos:

+a, b, *c, ..., £k, Ll

de tal forma que si ignoramos los signos obtenemes permutaciones las cuales
son elementos de . También se podrian usar 0, £1,£2, ..., %10, £11 como
sfmbolos, pero utilizaré +a, b, £c, ..., 1k, %I para evitar confusiones mds
adelante.

Lo que tenemos ahora es un contador especial y 24 etiquetas para los 12
contadores. Y tomamos las transformaciones que se encuentran definidas de
manera simtlar a las anteriores (las de ), lo que hacen ahora los movimientos
admisibles es intercambiar al contador especial con cualquier otro contador
que se encuentre en la misma recta e intercambiar los dos contadores restantes
y cambiarles de signo.

Por ejemplo:

* Un movimiento admisible simple:

s Una permutacién triangular:
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Lema 72 2@ es dos veces transitivo.

Demostracién. Como ya demostramos 2-transitividad en @ es sufi-
ciente con demostrar que existe una transformacién que fija a uno de los
contadores involucrados en la 2-transitividad vy le cambia de signo al otro.
Caso 1
Los dos contadores se encuentran en la misma recta vertical. Por ejemplo,
fijar al contador ¢ y cambiarle de signo al contador f.
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00— j; —ee— —g 00 it —dj i

o e+ b ae— —| e —c; be— f

00— j; de— —1 00— —~d; he—l
Caso 2
Los dos contadores se encuentran en distintas rectas verticales. Por ejemplo,
fijar al contador g y cambiarle de signo al contador d.
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o —f;, —ge— —g
o —F; —Cc— —1
o+ —f;, —ke— -

Designamos a cada recta con las etiquetas A4, B, ..., L, 9, llamaré a cada
una de estas etiquetas con ¢l nombre de recta-contador para diferenciarlos de
los contadores asignados a los puntos Llamaré al contador & con el nombre
de recta-contador especial La unica condicién para la asignacidn de los recta-
contadores es que el contador y el recta-contador especial sean incidentes. La
asignacioén que usaré es la que se muestra en la figura.

Ahora nuestros movimmentos lo que hacen es intercambiar al contador
especial con cualquier contador que se encuentre en el recta-contador especial
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En la demostracién es suficiente con ver que pasa con los contadores que se
estan moviendo v los recta-contadores que los contienen. Tenemos que al
realizar un movimiento admisible simple de los contadores, por gjemplo al
aplicar el movimiento admisible [oo «— 7 ; & «— {] las contenciones de los
contadores en los recta-contadores variaron de la siguiente forma:

oo jike—!
Al observar los valores que se obtienen con la funcién f, poedemos ver que
son los mismos; i.e. antes del movimiento admisible f(k, A) = 1 v después
del movimiento admisible f (=&, 4) = —-1=—f(k,A). n

Observacién 74 Utilizando esta funcidn podemos dar uno definicidn dis-
tinta de las hezodas de la siguiente forma: Si tomaemos dos recta-contedores
w, ¥ w, cont # j, tenemos que eristen sews contadores tal que fl  u)=
£ w;) los cuales forman una hezeda la cual es denotada con (Wi, W] y
existen seis contadores tal que f(_,w;) = —f{_,w,) los cuales forman otra
hezada la cual es denotada con [W,, —W,]. Al variando los recta-contadores
obtenemos todas las hezadas posibles. Es muy fdcil ver eslo con lo nueva
definicadn de las hexadas, ast como se muestre en las figuras siguientes:
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VI

{LVI‘W} Mqu] [Wt) U/V'H_I/I/J]
Con esta funcién también podemos construir una matnz de 12 x 12 tal
que su entrada i se obtiene con f (v,,w;), la cual resulta ser una matriz de

Hadamard.
La matriz que se obtiene es:

101 1 -1-1 1 1 1 -1 1 -1 1
] 1-1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 1-1 1-1 1 1 1
P -1 01 01 1-1 1 1 1 -
101 01 -1 1 1-1 1 1-
] -1 1 1 1 1 -1 1 -1 _
A=1 1 11 1 1 1-1-1 1 -
121 1 1 -1 1 1 -1 1 -
I 1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1
1 1 1 1 -1 -1 ~1 1 1 -1 -1 -1
I 1 1 1 -1 -1 -1 ~1-1 1 1 1
1 o1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1]

Es facil verificar que esta matriz es de Hadamard.

De lo anterior tenemos que €l lema 73 implica el lema 70. Esto se debe a
la forma en que estdn definidas las hexadas y a que la funcién f se mantiene
invariante ante los movimientos admisibles de la configuracién P (3).

Lema 75 G actda transitivamente en las hezadas.

Demostracién. En el lema 72 se demostrd que 2G es 2 transitivo, como
tenemos que si dualizamos el P; (3) volvemos a obtener el P, (3) tenemos que
el dual de ¢! lema 72 se cumple, esto es que el conjunto {4, +B,..,+L} es
2 transitivo bajo la accién de 2G".
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Por lo que la hexada [W), W] la podemos mandar a la hexada [Ws, £W,]
para todo W, Wy, W3, Wy e W, =

Lema 76 Las transposiciones inducides por las permutaciones triangulares
de G en la hezade {0,1,2,3,7,8} genera o Ss.

Demostracién. Tenemos que la permutacién triangular (4,5) (6,9) (0, 3) (10, 11}
nos induce la transposicién (0, 3) en la hexada. Anslogamente podemos in-
ducir las transposiciones (0,2),(2,7},(7,1),(1,8), con las cuales podemos
generar el elemento (3,0,2,7,1,8) = (1,8) (7,1) (2,7) (0,2) (3,0).
Por el corolario 42 obtenemos que ((0,3),(3,0,2,7,1,8)) &£ 5. =
Hemos demostrado gue el grupo G actia transitivamente en las hexadas
(lema 75) y junto con el lema 76 y el lema 63 concluimos que (- es exactamente
5 transitivo {i.e. no es 6 transitivo).
Por lo tanto & es el grupo de Mathieu Mjq.
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