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Introduccion

Antecedentes!

El origen de la vida es una cuestién que ha ocupado a las sociedades desde
tiempos inmemoriables. En la bisqueda de una respuesta se han generado
diversos argumentos, cada cual acorde al tipo de cultura de la sociedad que
lo propene y cada uno relativamente satisfactorio en su época. De esta forma
tenemos que las respuestas mas antiguas al problema del origen de la vidaya
su evolucién, han sido del tipo religioso o espiritual —principalmente en las
primeras sociedades— y que estas respuestas han variado paulatinamente,
de forma que ahora también se cuenta con argumentos basados en estudios
cientificos, que de igual manera han sido apoyados, refutados o anulados a
medida que la ciencia sigue su curso.

Desde épocas muy remotas los pueblos creian que la vida surgia de manera
espontanea a partir de la materia inerte. Por siglos se considerd posible que
el lodo diera origen a peces. que el estiércol generara moscas o que a partir
de una roca se formaran escarabajos. Esta creencia es cominmente conocida
como la generacion espontdnea y persistié hasta medidados del siglo XIX.

Alrededor de 1750 Lazzaro Spallanzani demostré que la creencia de la
generacion espontdnea, defendida en ese entonces por un clérigo de nombre
John Needham Turberville y apoyada por el zoélogo Georges-Louis Leclerc,
Conde de Buffon, era errénea. Spallanzani mostré que si en una hotella se
introduce algun preparado de plantas. agua y semillas del tipo gne sea. luego
se cierra a fuego dicha botella. impidiendo que algo penetre en ella y hecho
eso se calienta la botella por una hora, entonces muere todo microorganismo
cncontrado anteriormente en la infusién y nada se encontrara vivo en el
interior de la botella aunque se conserve su contenido por mucho tiempo [21].

'Basado en [6]
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Aun con esta demostracion la creencia de la generacion espontanca con-
taba todavia con adeptos y Spallanzani tuvo qus hacer una serie de pruebas
para convencer a sus colegas de que él tenia la razén. Pese a dichos esfuerzos
a principios del siglo XIX la generacion espontdnea, por esas fechas también
conocida como fuerze vegetativa. seguia ain en pie y fue en 1864 que Louis
Pasteur. procediendo de manera similar a Spallanzani, probé definitivamente
que la generacidn espontdnea no es posible {21].

Louis Pasteur mostré que cuando se hierve un liquido se mata cualquier
microorganismo existente en él y lo deja estéril. impidiendo que algo mas
crezca ahi.

La prueba de Pasteur representé una pauta importante para iniciar una
nueva linea de investigacién en busca de mejores respuestas al origen de la
vida. Sin embargo durante casi un siglo después de su descubrimiente no
hubo muchos resuitados. Es a partir de 1924 que las investigaciones en torno
al origen de la vida retoman fuerza. Desde entonces, cientificos de todo
el mundo han tratado de argumentar con razonamientos formales el origen
de la vida y las especies. Estos argumentos han generando un torrente de
informacién que nos llena de motivos nuevos y cada vez mejor explicados
que. empero, son discutides constantemente.

Algunos investigadores han hecho experimentos basados en materiales
presentes en la atmésfera primitiva, a fin de encontrar en materia antigua
particulas que puedan representar una explicacién al origen de la vida. Por
ejemplo. el soviético Alexander Ivanovich Gparin propuso en 1924 que las for-
mas unicelulares actuales deben provenir de moléculas organicas simples de
la atmodsfera de la Tierra en sus origenes. Utilizando evidencias geologicas es-
tablecié condiciones teéricas para la atmdsfera primitiva. En 1929 el bioquimi-
co inglés J. B. S. Haldane propuso que la vida en la Tierra debio originarse
en la atmosfera antigua (bajo las condiciones predichas por Oparin) debido a
la energia en forma de calor y radiacion ultravioleta a la que estaba expuesta.
Esa radiacién la fltra actualmente ia capa de ozono.

Con el objeto de probar estas teorfas, en 1953 Stanley Miller mezcld gases
que segin Oparin estaban presentes en la atmésfera primitiva (hidrégeno.
ntetano, amoniaco. didxido de carbono. agua y nitrégeno), y sometiéndolos
a descargas eléctricas per una semana encontré como resultado que entre
tos compuestos producidos habia aminodcidos. Con este experimento Miller
mostré que un posible origen a la vida era el propuesto por Oparin-Haldane.

Paralelo a estos estudios se encuentran los de aquellos investigadores in-
teresados en explicar la manera en que se hereda la informacion genética.



la cual constituye un nuevo ser y continua la vida en si. Parte importante
de andlists relacionados a este fin —y un buen impulso para proseguir la
bisqueda en términos de lo que se conocia sobre el dcido desorirribonucléico
(DNA). que para 1950 ya se creia que era la clave de la herencia— fue el
trabajo presentado por James D. Watson, Francis Crick v Rosalind Franklin.
publicado por primera vez en 1953 ¥ que mas tarde (1962) les valié el premio
Nobel a los dos primeros. En dicho trabajo sus autores proponen y aclaran
parte de los grandes misterios del DNA: su estructura. A partir de entonces
los estudios sobre el origen de la vida y las especies, asi como su evolucién.
se han centrado en tratar de conocer cudl fue la primer estructura en la vida:
Las proteinas, el RNA o el DNA?

Las proteinas son estructuras elementales para que los organismos lleven
a cabo sus funciones vitales; el RNA, dcido ribonucléico, se encarga de pro-
porcionar los medios para convertir las bases nitrogenadas en eminodcidos,
los cuales son moléculas que dan lugar a las proteinas. Las bases nitrogenadas
son las estructuras basicas del DNA junto con el fosfato y la desoxirribosa.
Las bases nitrogenadas del DNA son la Adenina, la Timina, la Citosina y la
Guanina. Dichas bases se encuentran emparejadas bajos los siguientes prin-
cipios de complementaridad. la Adenina siempre es pareja de la Timina y la
Guanina siempre es pareja de la Citosina. El DNA es la molécula que porta
la informacién genética dentro de las células.

Las enzimas son proteinas con capacidades cataliticas; los dcidos nucléicos
pueden replicarse a si mismos. La catilisis de sus funciones y la auto-
replicacién son dos caracteristicas con que debié contar la primer estructura
en la vida. Asi pues, las investigaciones sobre el origen de la vida se cen-
traron en tratar de encontrar qué estructura, proteina o acido nucléico. podia
autocatalizar su replicacién.

El DNA. el RNA y los aminodacidos estan relacionados mediante los pro-
cesos de duplicacion, transcripcién y traduccién. Estos procesos constituyen
la manera en que una célula produce una proteina a partir de la informacién
genética contenida en su DNA. Brevemente, este procedimiento se puede
resumir como sigue: primero el DNA se duplica gracias a la complemen-
taridad de sus bases nitrogenadas v a la accién de unas proteinas llamadas
polimerasas del DNA. Esta duplicacion permite que se forme una secuencia
de RNA con la misma informacion que la secuencia de DNA. Ese proceso se
llama trenscripcidn. La informacion del RNA se lee y traduce del alfabeto
de bases nitrogenadas al alfabeto de aminodcidos. Esta traduccién da como
resiltado una secuencia de aminoacidos llamada proteina. {En el capitulo
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uno se explican con detalle estos procedimientos.}

Entre varias teorias sobre la vida precelular se encuentra la teoria del
munde RNA. que propone que el RNA fue el medio a través del cual se
formaron los primeros seres vivos. Asi pues esta teoria propone que el RNA es
una estructura que puede replicarse a si misma y que cuenta con propiedades
cataliticas.

La totalidad de la informacion genética de un organismo se conoce como
genoma. La parte de DNA que codifica para una misma proteina se ilama
gene. Puesto que los genes requieren enzimas y estas proteinas a su vez
requieren para su formacién la presencia de genes, el problema de qué fue
primero si DNA, RNA o proteinas se convierte en un problema del tipo i Qué
fue primero el huevo o la gallina? [6. p. 1} EL RNA porta en esencia la misma
informacion genética que el DNA y se ha visto que bajo ciertas circunstancias
el RNA tiene caracteristicas cataliticas. por lo que representa una alternativa
para resolver dicho problema. Mads atin. el RNA puede ser transcrito en DNA
mediante el procedimiento inverso a la transcripcién normal. Estos hechos
constituyen una buena razén para considerar que la teoria del mundo RNA
es el camino original que se siguié para llegar a las células.

En 1961 Marshall Nirember y sus colegas descubrieron que el RNA men-
sajero podia ser transcrito en aminodcidos. Su hallazgo provino de la trans-
cripcion de RNA mensajero en el aminoicido fenilalanina [22. p. 213]. Mas
tarde. en 1968. Francis Crick y Leslie Orgel propusieron que la primer molécula
de informacion fue el RNA, teoria que empieza a tomar fuerza después de que
Harry Noller mostré que el RNA ribosomal es fundamental en la traduccion
del RN A mensajero para formar proteinas.

En 1986 Walter Gilbert adopté el término mundo RNA para describir
el tiempo durante el cual el RNA fue la primer molécula catalitica v con
informacién para originar vida. Como resultado importante que favorece esta
teoria se tiene en el mismo ano que Thomas Cech publicé sus descubrimientos
sobre RNA con caracteristicas cataliticas.

1089 es otro afo favorable para la teoria mencionada. Entre los resul-
tados obtenidos ese afio se cuentan el de Thomas Cech y Sidney Altman.
quienes compartieron el premio Nobel por descubrir RNA catalitico: el de
Jack Szostak y su equipo de trabajo, quienes mostraron evidencias de RNA
auto-replicante y el de Gerald Joyce. quien empezo experimentos utilizando
reaccién de polimerasas en cadena para simular la evolucién del RNA.

A partir de que fue propuesta y a raiz de los logros que consolidan a la
teorfa del mundo RNA como entre las mas razonables, cientificos de todo el
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mundo no han dejado de realizar experimentos en su afan por apoyar dicha
teoria. Los resultados durante la presente década no se han quedado atras.
Por ejemplo: el equipo de trabajo de Harry Noller presents en 1992 evidencias
sobre la relacién directa entre RNA ribosomal y 1a sintesis de proteinas y en
1994 Charles Wilson creo en el laboratorio de Szostak moléculas de RNA que
llevan a cabo funciones dentro de la célula, incluso de mejor manera que las
proteinas que usualmente fas realizan (14, p. 213).

Todos estos avances en tanto a la biologia molecular trajeron consigo
el desarrolio de la evolucion molecular, la cual relaciona los avances hasta
ahora mencionados con los logrados por aquellos investigadores que centraron
sus preguntas en tratar de resolver el problema al origen y evolucién de las
especies.

La evolucién molecular y la evolucién de las
especies

La evolucién molecular comprende dos areas de estudio: la evolucidn de
macromoléculas y la reconstruccion de la historia en la evolucién de genes
y organismos. La evolucidn de macromoléculas estudia los tipos y patrones
de cambio. al paso del tiempo, que hay en el material genético (por ejem-
plo en secuencias de DNA) v en sus productos (proteinas); la evolucién de
macromoléculas se encarga también de estudiar los mecanismos responsables
de dichos cambios. La otra drea, también conocida como filogenia mole-
cular, estudia la historia de la evolucién de organismos y macromoléculas,
utilizando informacion proveniente de la biologia molecular.

En principio podria parecer que estas dos dreas constituyen campos de
estudio independientes, pues el objeto de la primera es estudiar las causas
v efectos de los cambios evolutivos en las moléculas. mientras que para la
segunda las moléculas son herramientas que nos permiten reconstruir la his-
toria de los organismos y sus componentes genéticos. Sin embargo, estas
dos disciplinas estan intimamente relacionadas y los progresos en un area
favorecen los estudios de la otra {23, p.1]. Por ejemplo, los conocimientos
nuevos en filogenia son esenciales para determinar el orden de los cambios en
las moléculas bajo estudio ¥ a su vez, los patrones y tipos de cambio en una
molécula dada son cruciales en los intentos por reconstruir la historia de la
evolucién de un grupo de organismos [idem).
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De esa forma. podemos observar que los avances en la evolucién molecu-
lar representan avances en la solucién al problema del origen de las especies
v el como de la especiacién marca pautas para proseguir el estudio de la
evolucién a nivel micro. Esto dltimo se ve representado por la paleontologia
molecular. drea de la biologia que estudia las especies extintas a través de
los mecanismos provistos por la biologia molecular. Por ejemplo. utilizando
reacciones de polimerasa en cadena se pueden recuperar secuencias particu-
lares de DNA provenientes de especimenes extintos encontrados en museos,
utilizando para ello material organico preservado {como piel y miisculos o
huesos) {23, p.129]. Utilizando ese método y recurriendo a los resultados
que ofrece la evolucion molecular ha sido posible establecer relaciones filo-
genéticas de especies extintas, como en el caso del cuaga {mamifero africano
extinto) y del lobo marsupial australiano. De igual forma ha sido posible
determinar relaciones ascendentes-descendentes entre poblaciones humanas
extintas, tal es e] caso de los hombres de la ciénaga (bog people) de la edad
de hierro en Escandinavia y momias egipcias. entre las cuales los resuita-
dos provenientes de comparaciones morfoldgicas habian sido ambiguos [23.
p. 130}

Ya que se ha puesto de manifiesto la relacidn entre evolucién a nivel
molecular y a nivel macro, es importante que se expongan las principales
corrientes en tanto al estudio de la evolucion de las especies.

Sin lugar a dudas la teoria sobre ¢l origen de las especies mas debatida
es la que Charles R. Darwin presenté en 1839. Por mucho tiemnpo se ha
creido que esta teoria explica de manera plausible el origen de las especies
y mas tarde. con los neodarwinistas actuales, se ha llegado a pensar que es
irrefutable [23. p. 38]. Hay corrientes que no estdn a favor de esa postura ni
de los argumentos dados por Darwin, o no del todo, y resultado de esto son
nuevas teorias en torno a la especiacion.

De entre las diversas teorias sobre la especiacién sobresalen:

¢ El punto de vista mas difundido entre los palentélogos, que
corresponde al punto de vista darwinista, y gue plantea que
las nuevas especies provienen de una transformacion lenta y
progresiva de poblaciones enteras. Esta teoria es conocida
como gradualismo.

e La teoria de la especiactdn geogrdfica. propuesta por Sewall
Wright. que sugiere una interpretacion diferente a la infor-
macion paleontologica. Esta interpretacién considera que



las nuevas especies no evolucionan en la misma area de sus
ancestros sino que para que la evolucion se lleve a cabo una
parte de ellos debe aislarse del resto, generando asi un am-
biente que obligue al cambio y a partir de ahi la especie
evolucione. En esta teoria la evolucién no se origina de la
transformacion lenta de todos sus antepasados.

o La teoria del equilibric punteado. Esta teoria ha sido am-
pliamente discutida desde que fue propuesta en 1972 por
Stephen Jay Gould y Niles Eldredge. Su principal punto
de vista consiste en argumentar que la histeria de la vida
no es mejor explicada como un proceso de cambio continuo
a lo largo del tiempo; ellos sugieren que la historia de la
vida es un estado de aparente equilibrio que es alterado
s6lo en ocasiones por sucesos rapidos y espaciados. Ellos
rechazan que la evolucién sea continua mediante transfor-
maciones graduales.

La teoria del gradualismo y la del equilibric punteado estin basadas en
la teoria de la seleccién natural, propuesta por Darwin; mientras que la espe-
ciacién geografica tiene su origen en la propuesta de Sewall Wright, conocida
como deriva génica.

La seleccidn natural esta definida como el cambio en la reproduccién. al
paso del tiempo, de genotipos o individuos distintos dentro de una poblacion.
El cambio en la reproduccién es causado por factores como la mortalidad. la
fertilidad. la fecundidad y la posibilidad de dejar descendencia. La seleccién
natural estd dada por el cambio a través del tiempo en la frecuencia de los
alelos {un alelo es cada una de las formas alternativas de un gene particular).
Cuando una poblacién consiste de individuos que no difieren unos de otros
en ese sentido, es decir que para un gen particular presentan un mismo alelo,
entonces no estin sujetos a seleccién natural [23, p. 22).

La deriva génica establece que no todos los cambios en la frecuencia de los
alelos esta dada por seleccion natural. algunos cambios ocurren por azar. Mas
aun, esta teoria explica que los cambios en la frecuencia de los alelos tienen
un comportamiento acumulativo, es decir que de generacidn en generacién.
la frecuencia de un alelo tendera a desviarse mas y mas de su frecuencia
original. lo que al final resulta en la fijacion de un alelo v la pérdida de los
otros. Esto ocurre. dice la teoria. a menos que en la poblacién haya una
eutrada constante de alelos por procesos como mutacién o migracién. o a



X INTRODUCCION

menos que la coexistencia de dos o mas alelos en un mismo gen sea activada
permanentemente por un tipo de seleccién balanceado {23, p.29).

Es importante mencionar que los estudios sobre la evolucion de las es-
pecies son dificiles de probar debido a que los registros historicos en los que
se basan. fosiles en su mayoria, en ocasiones se encuentran incompletos, por
lo que impiden establecer de manera precisa cuil fue el procedimiento de es-
peciacion que se siguid para el caso en estudio. Existe ademas la desventaja
que la propia evolucidn de la Tierra representa, ya que la geografia en que se
desenvolvia la especie analizada puede no ser la misma en la actualidad. lo
que obliga a considerar unicamente de manera parcial el factor geogréfico ¥
de interaccién con el medio que las teorias proponen.

Aun con estas limitantes la teoria del equilibrio punteado ha obtenido
una cantidad considerable de seguidores durante los 26 anos que han pasadc
desde su propuesta y, mas atin, ha sido aceptada por la mayoria de los pa-
leontdlogos [19, p.223]. Algo que favorece a esta teoria es ue no centra su
estudio en algin factor especial {(como el estudio a través del fdsil o de la
geografia) sino que plantea un concepto mds integral y por ende mas fle-
xible. Como sus autores comentan, “su descontento con el gradualismo se
debe a que es una teorfa rigida. un dogma restrictivo {18, p.119].” En con-
traste con otras corrientes. cuyo estudio se enfoca tnicamente en las partes
de la historia en que hay cambios y desprecian los estados “estacionarios”
de la evolucién. bajo el argumento de que no representan datos importantes.
Gould y Eldredge plantean justamente lo contrario: ellos consideran que esos
estados estacionarios en tealidad representan bastante informacién: dentro
de ellos hay cambios morfoldgicos en la especie que son despreciados al no
considerarse en los estudios propuestos por otras teorias y que implica recu-
rrir a argumentos rigidos, a partir de la poca informacién obtenida con los
registros histéricos del cambio notorio entre una especie y otra, para explicar
la especiacion.

Otra diferencia importante entre la teoria del equilibrio punteado y las
otras teorias planteadas es que los autores de la primera tratan a las especies
como unidades reales en la naturaleza, no como elementos arbitrarios en un
camino continuo entre individuos y reinos {18, p.117}.

Dadas las caracteristicas novedosas de la teoria del equilibrio punteado
v considerando el rechazo que tuvo. principalmente en sus inicios. Gould y
Eldredge trabajaron arduamente a lo largo de varios anos para hacer mas
preciso su planteamiento y enfatizar que es una teoria totalmente compro-
bable. ventaja importante sobre las demas [18. p.120]. El resuitado es una
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teoria que ha adquirido cada vez mas seguidores ¥ que ha provisto de mejores
argumentos para el cémo de la especiacién a la mayoria de los palentédlogos.
pues es un modelo que es valido para distintas escalas de la evolucién. Esto es
apoyado por informacidn proveniente de la genética molecular porque se cree
que cambios genéticos grandes comunmente son acompanados de procesos de
especiacion {18, p.113).

Evolucién molecular, ;continua o discontinua?

Después de este recuento histérico se puede observar que en dos dreas aparente-
mente distintas (la evolucion de las especies y la evolucién molecular/biologia

molecular) se ha logrado obtener argumentos favorables al origen de la es-

peciacion o de la vida en si, respectivamente y, dada su relacién intrinseca

es de vital importancia que dichos estudios no corran por separado pues,

como Walter Fontana y Peter Schuster establecen, “el concepto de evolucién

no puede ser separado del entendimiento entre la relacién genotipo-fenotipo.

De hecho estd definida por ella [12, p. 1454].”

Siguiendo esa linea de estudiar en paralelo la evolucién a nivel molecular
¥ a nivel macro, es importante enfatizar que tal vez en un “anélisis final,
el puntualismo podrfa verse como un fenémeno intrinseco a la evolucién de
una entidad y menos dependiente de fuerzas externas come hasta ahora se
ha supuesto [idem].” Puesto que los cambios en el fenotipo, es decir en
la forma y estructura de un especimen, estan asociados a cambios en el
genotipo, la evolucidn de las especies puede ser estudiada en términos de
la evolucién molecular. Asi pues, es importante tratar de averiguar si la
evolucién molecular es gradual o punteada, es decir, si corresponde al tipo
de evolucién propuesta por el gradualismo o por el equilibrio punteado.

Para distinguir en la evolucién molecular entre un cambio continuo o
discontinuo (es decir, gradual o punteado —la evolucién punteada estd dada
por transiciones discontinuas), se requiere de una relacién de cercania entre
fenotipos. Tal relacién esta basada en la probabilidad de que algin fenotipo
sea accesible desde otro mediante cambios en el genotipo.

El RNA combina en una sola molécula genotipo {secuencias) y fenotipo
(estructura secundaria) haciéndolo ideal para experimentos sobre evolucién.

Para establecer la cercania entre fenotipos se utiliza un modelo matematico
que relaciona el RNA con su estructura secundaria mediante la funcién de
plegamiento. que asocia a cada secuencia de RNA de longitud fija, su es-
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tructura secundaria de minima energia. Se definen el espacio de secuencias.
que corresponde a un espacio métrico con la métrica de Hamming. vy ¢l de
estructuras, formas, el cual es un espacio topolégico. Se define la topologia
del espacio de formas y se definen ademas los conceptos de cercania en uno
y otro espacio.

Una vez definido el concepto de cercania en cada uno de los espacios. se
hace notar mediante la funcion de plegamiento. que dos secuencias de RNA
cercanas implican la cercania de las estructuras secundarias correspondientes.

Hecho lo anterior se estabiecen los criterios de continuidad para cada uno
le los espacios para finalmente analizar cudndo un proceso de evolucion es
continuo o discontinuo.

Un resultado bonito e importante es que el espacio de formas tiene asocia-
da una grafica dirigida. por lo que el concepto de continuidad en un proceso
evolutivo puede ser visto en términos de caminos dirigidos en dicha gréfica.

En los proximos capitulos se daran las bases, tanto biologicas como mate-
maticas, que nos introduciran al planteamiento del modelo sobre continuidad
en la evolucidn.

En el capitulo 1 se presentara la biologia del RNA. Se explicard breve-
mente cudl es el procedimiento que dada una secuencia de DNA induce una
secuencia de RNA. Se hablara también de los tipos de RNA que existen.
de cual es su funcion y su estructura. Se definira el término “estructura de
minima energia” y se hablara sobre la funcion de plegamiento.

En el capitulo 2 se abarcaran las nociones sobre Teoria de las Graficas.
necesarias para la comprensién clara de la interpretacion de un proceso evo-
lutivo continuo en términos de un camino dirigido. Se definira aqui lo que
es una grafica y una grafica dirigida. Se presentaran algunas propiedades de
las digraficas, manera en que se llama a las graficas dirigidas, pero debido a
que las graficas nos sirven en el modelos sélo para entender mejor el concepto
de continuidad en evolucion, no se ahondara en el estudio de las graficas. en
cambio se daran algunas referencias para aquelios que esten interesados en
esta materia.

El capitulo 3 corresponde a la parte de Analisis v Topologia. Aqui se
presentardan los conceptos de espacio métrico ¥ topologia y se empezaran a
relacionar con las definiciones utilizadas en el modelo. Se daran ejemplos sen-
cillos de espacios métricos v espacios topoldgicos para comprender mediante
ellos qué es cada uno. Se dan ademads las definiciones de vecindad. término
importante a lo largo del modelo e indispensable para la construccion de
los espacios de secuencias y formas. a los que ya se ha hecho mencién. Se
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presentaran ademds las vecindades en cada uno de los ejemplos escogidos.

El modelo se planteard y formalizara en el capitulo 4. este capitulo esta
dividido en 2 partes, la primera nos mostrara el modelo en si con todas las
definiciones gue utiliza. la explicacién y las conclusiones. La segunda parte es
la formalizacion del modelo. Aqui se darin las demostraciones que prueban
que el modelo estd bien fundamentado. Se dard la demostracién de que
el espacio de secuencias es un espacio métrico y se aclarara cudles son las
vecindades en este espacio. Lo mismo se hara para la parte mas fuerte del
modelo. que es la definicién de la topologia del espacio de formas.

El quinto y ultimo capitule planteard una futura linea de investigacion.
Se hablara brevemente acerca de una estructura secundaria particular del
RNA, la de Hammerhead. Se explicard su importancia en las dreas biolégica
y médica y se planteard una aplicacién del modelo a este caso particular.

A partir del primer capitulo y a lo largo de la Tesis se definen los términos
biolégicos a los que se hace referencia. Varios de ellos se definen dentro del
texto en el que se mencionan. tal es e} caso de las palabras en negritas. Los
términos que se presentan en italicas se definen al final de la tesis. en el
glosario.
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Capitulo 1
Sobre la Biologia del RNA

Este capitulo presenta las bases biolégicas necesarias para la comprension
del modelo que se dard en el capitulo cuatro. La informacién biolégica que
se da es en su mayoria sobre el RNA, esto debido a que el modelo centra su
aplicacién en secuencias y estructuras secundarias de RNA.

1.1 -Del DNA al RNA y a las proteinas

Hacia 1945 el gene ya era considerado como unidad fundamental de la heren-
cia, pero se sabia poco acerca de como funciona y cudl es su estructura.
Los genes sélo podian identificarse por mutaciones que produjeran cambios
fenotipicos. es decir visibles en la forma y/o estructura del organismo. Estos
cambios variaban desde alteraciones simples como el color de los ojos hasta
cambios morfolégicos dristicos, como la textura de un chicharo o el tamaio
y forma de las alas de una mosca.

A pricipios de siglo se llevaron a cabo muchos trabajos sobre errores
fenotipicos. como el albinismo o la pigmentacién en las plantas y los animales.
Estos trabajos permitieron comenzar un estudio sistematico que relacionara
los factores hereditarios, o genes, con las enzimas.

En 1941 George W. Beadle y Edward L. Tatum se plantearon pregun-
tas que los llevaran a comprender de mejor manera la funcién de los genes.
Ellos cuestionaron cudles son los pasos metabélicos en la produccién de las
proteinas y qué alteraciones impiden la formacién normal de éstas. Sus es-
tudios con el hongo del pan Neurospora crassa les permitieron establecer que
los genes producen enzimas que actian directa o indirectamente en la cadena
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metabdlica de la sintesis de proteinas. Ademas establecieron que si existe una
alteracién. mutacién, que afecte un gene en la secuencia bajo sintesis. ésta
se bloquea y el resultado es la ausencia de la proteina deseada.

Asi pues. Beadle y Tatum afirmaron que las mutaciones en los genes
producen su inactivacién o no funcionamiento y, por primera vez, se relaciono
la actividad bioquimica de un gene con su estructura molecular (8. p.22].

Beadle y Tatum acunaron a partir de entonces la famosa frase un gene.
una enzima. que se refiere al hecho de que se necesitala accién de un gene para
producir una enzima. Esta frase se ha modificado con el tiempo pues ahora
se sabe que los genes codifican la formacién de polipéptidos, moléculas mas
pequeias que forman a las proteinas {idem).

Una vez que se mostré evidencia entre la relacién de un gene y la sintesis
de proteinas, a partir de los anos cincuenta se cuestioné qué determina la
secuencia de estas Gltimas y con ello la pregunta es qué determina el desarrollo
de uno u otro organismo. La respuesta dada a esta pregunta por la genética
clasica es muy formal: “las secuencias de proteinas estidn determinadas por
los genes”. Sin embargo, la respuesta a de qué manera estd determinada por
ellos no es explicada de manera precisa mediante esa rea de la Biologia [23.
p. 18].

De esa forma, todavia faltaban por contestar qué elementos conforman al
material genético que contiene a los genes, cémo se duplica para ser transmi-
tido de células madres a células hijas y cual es el procedimiento que origina
las proteinas.

Después de la publicacién del trabajo de Watson, Franklin y Crick estas
preguntas se resolvieron de una vez por todas. En particular se di6 respuesta
a qué determina la secuencia de proteinas: “la secuencia de aminodcidos
de todas las proteinas de las células estd determinada por la secuencia de
residuos de una de las dos hebras complementarias del DNA {idem].”

Para ser mds precisos observemos lo siguiente:

Segin el modelo de Watson, Franklin y Crick, las moléculas de
DNA consisten de 2 cadenas de polimeros. Cada cadena consiste
de 4 tipos de residuos llamados A {Adenina), G (Guanina),
C {Citosina) y T (Timina). La secuencia de bases puede ser
totalmente arbitraria pero las secuencias en ambas cadenas estdn
fuertemente interconectadas debido a un principio de complemen-
taridad: A0 T: TeA; GaC; CoG; donde x&ry significa: “x es
siempre complementario. a y.” (figura 1.1)
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Figura 1.1: Representacion grifica de una secuencia de DNA

El concepto de que cada proteina consiste de una serie particular de aminodcidos
data de los afios cincuenta, en los que Sanger caracterizé la insulina [22. p. 71}.
Esto llevé a los cientificos a cuestionarse cémo una secuencia de nucledtidos
en el DNA representa una secuencia de aminodcidos en una proteina.

La secuencia de nucledtidos en el DNA es importante por su estructura
per se, ya que coadifica la secuencia de aminoacidos que constituye la proteina
correspondiente. La relacién entre una secuencia de DNA y la secuencia de
la proteina generada a partir de la primera, es llamada ¢ddigo genético y
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es esto lo que pudo ser aclarado a partir del modelo de Watson. Franklin y
Crick.

El punto central ahora es como un gene da origen a una proteina. Esto
ocurre en dos fases. Durante la primera. transcripciéon. una enzima par-
ticular reconoce la secuencia de nucledtidos entre los genes y moviéndose a
lo large de un gene crea una copia de éste en la forma de una molécula de
RNA.

L.a estructura quimica de una molécula de dcido Ribonucleico (RNA}) es
muy similar a la de una molécula de acido desoxirribonucleico (DNA). El
RNA es también una cadena de polimeros formada por 4 tipos distintos de
nucledtidos: A , C, G y U (Uracilo). Entre la A, C y G utilizados en el
DNA y el RNA no existen cambios significativos. sin embargo, la timina y el
uracilo difieren quimicamente uno del otro. Aiin con ese cambio el RNA estd
regido por las mismas reglas de complementaridad utilizadas por el DNA, de
forma que: AeU; UeA; GoC; CoG: donde x>y significa: “x es siempre
opuesto, complementario. a y.”

Existen otras dos diferencias importantes entre el DNA y el RNA: la
primera es que la molécula de azicar utilizada por el RNA es la ribosa y
no la desoxirribosa; la segunda es que el RNA en contraste con el DNA estd
formado por una sola hélice, es decir, que en general el RNA no se encuentra
en la forma espiral. o de doble hélice, en que se conoce al DNA.

En conclusién, un gene es copiado de acuerdo a la misma regla de com-
plementa.nda.d que gobierna la replicacion del DNA,  con la diferencia de que
el Qapef Que juega la T en el DNA es }fecho ahora por la U en el RNA.

ara recordar el proceso de rephca. NA basa ver la figura 1.2.

La sintesis del RNA procede de una las dos hélice§ complementanas
la enzima que lleva a cabo este proceso es ilamada. polimerasa del RNA.
Asi pues. la polimerasa del RNA crea una copia de un gene del DNA. Si la
célula es procarionte dicha copia recibe el nombre de RNA mensajero. En el
caso de células eucariontes el RNA mensajero procede de un proceso en dos
partes.

La primera parte consiste en obtener una secuencia de RNA como se ha
explicado hasta ahora. Dicha secuencia estd formada por zonas que codifican,
es decir que almacenan partes de la informacion necesaria para producir
una proteina, separadas entre si por zonas que no codifican. Las zonas que
codifican se llaman exones y las que no lo hacen se llaman intrones. Este RNA
se llama RNA pre-mensajero. En la segunda etapa. unas enzimas llamadas
nucleasas. cortan el RNA en secciones de forma que se puedan retirar todos
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los intrones para dejar juntos a los exones. Este proceso da origen a una
secuencia de RNA que sirve para sintetizar una molécula de proteina. Dicho
RNA corresponde al RN A mensajero (figura 1.3). Este procedimiento en dos
partes no es necesario en células procariontes pues la copia de RNA obtenida
en el primer paso es en si una copia que codifica.
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Figura 1.2: Replicacién de una secuencia de DNA

El RNA mensajero es utilizado en la segunda fase de la sintesis de proteinas,
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la cual es llamada traduccidén. La traduccién es un proceso complejo que
implica la accion de alrededor de 50 proteinas diferentes y una molécula de
RN A. Esta “maquinaria” es llamada Ribosoma.

El RNA que utiliza el ribosoma no es el RNA mensajero {mRNA), el cual
dirige la sintesis de la proteina dentro del ribosoma. sino el RNA ribosomal
{rRNA). el cual es parte integral de la *maquina” a la cual hacemos mencidn.

Un ribosoma es como una computadora molecular que traduce textos del

Exon 1 intron 1 Exon 2 Intron 2 Exon 3

LT S AN ANYHONYANY/AN AN AN ANONHNHNHNS

m RNA synthesis
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B NN
> 2

Lo SRR R

Figura 1.3: Sintesis del RNA en una célula eucarionte

RINA

mRNA

lenguaje de nuclestidos del DNA. o del RNA. al lenguaje de aminodcidos
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de las proteinas. Esta “computadora” especializada trabaja de acuerdo a
un inico programa conocido bajo el nombre de cédigo genético, el cual se
muestra en la figura 1.4.

Figura 1.4: El cédigo genético

Atn cuando la traduccidn estd a cargo de los ribosomas, hace falta una
pieza esencial para el mecanismo de traduccién. Esta pieza es un adaptador-
descifrador que relaciona el lenguaje del mRNA con el de las proteinas y
asegura el lugar exacto que ocupari cada aminodcido en la proteina. Este
adaptador tiene un anticoddn en el extremo que queda en contacto con el
RNA mensajero y, en el otro extremo, el aminodcido correspondiente al codén
que identifica. Este adaptador es llamado RNA de transferencia (tRNA).
Ver la figura 1.5.

Existen en la célula tantos tipos distintos de tRNA como codones hay
para los aminoacidos. El RNA de transferencia reconoce su lugar en el RNA
mensajero reagrupando localmente en este dltimo una doble hélice, para
ello utiliza la interaccién del coddén-anticodén. Es debido a esto que los
aminoacidos que ro.mardn la proteina son conectados unos con otros en el
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lugar correcto.

Aminoacido

( LEU;

t
RNA

W Anticoddén

mRNA

Codén

Figura 1.5: RNA de transferencia

El ribosoma es la base del proceso de “ensamble” de las proteinas. El
provee dos lugares para dos tRNAs, permite el transporte de energia necesario
para llevar a cabo la traduccién, permite que la proteina sea ensamblada de
manera adecuada y ademas se mueve a lo largo del mRNA codén por codén
para lograr una sintesis de proteina “perfecta”, sin traslapes.

El proceso de traduccién es explicado esquematicamente mediante la ilus-
tracién 1.6.

Es asi como en términos generales se lleva a cabo una proteina. Una vez
explicado este procedimiento y que hemos visto la relacién tan importante
que hay entre el RNA y la sintesis de una proteina, la que en conjunto con las
demas con que cuenta un organismo determinan la formacion y desarrollo de
éste, estamos en condicién de resumir los tipos de RNA que existen y hablar
sobre algunas de sus propiedades.

1.2 Distintos tipos de RNA

Como vimos en la seccién anterior los genes son transmitidos de generacion
en generacién como secuencias de dcidos nucléicos pero funcionan en la forma
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de proteinas.
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Figura 1.6: El proceso de traduccién. Dos tRNA encuentran su lugar en
el ribosoma a la vez que los codones y anticodones respectivos forman lo-
calmente una secuencia de doble hélice. Se establece la unién entre los dos
aminoacidos. Ei ribosoma se mueve hacia el siguiente codén y libera el primer
tRNA. quedando nuevamente dos tRNA en su interior: el proceso se repite
hasta terminar la secuencia de RNA mensajero.

Hay tres procesos {repiicacion. transcripcion y traduccion} que son los
responsables de la herencia de la informacion genética v de la conversién
entre una forma de expresarla (secuencias de nucledtidos) v otra (secuencias
de aminoacidos): durante el desarrollo de dichos procesos aparecen varios
ripos de RNA de los cuales los principales son:
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e El RNA mensajero {mRNA): el cual contiene exactamente la misma
informacion que el segmento de DNA del que proviene. La informacion
que contiene esta en forma de nucleétidos.

o El RNA de transferencia (tRNA): esta hecho de 20 variedades distintas
una para cada aminodcido. Tiene forma de una “L” y carga un triplete
de nucledtidos en un extemo y el aminodcido correspondiente al triplete
complementario en el otro extremo.

o El RNA ribosomal (rRNA): se asocia con el proceso que indica el mo-
mento en que empieza la sintesis de una proteina. Ademas se ha visto
que el RNA ribosomal es también el blanco de algunos antibidticos v
otros agentes que inhiben la sintesis de proteinas. Ya que los riboso-
mas desarrollan el papel central en la preservacién de la vida. es muy
probable que.se hayan conservado sin cambios esenciales durante miles
de millones de ados, es por ello que son como reliquias de las células
primitivas y eso hace que el RNA ribosomal sea utilizado cominmente
para experimentos de evolucién molecular.

Dentro de la célula hay distintas formas de RNA. el cual se presenta general-
mente como una sola hebra. Sin embargo, tanto el RNA como el DNA (en
forma de una sola hélice} pueden generar regiones de doble hélice.

Se puede formar una regién doble intramolecular en moléculas de una sola
hebra cuando éstas contienen dos secuencias complementarias que emparejan
sus bases una con otra utilizando las reglas de complementaridad que rigen
el DNA v el RNA. Ver la figura 1.7.

En algunas ocasiones una molécula de una sola hebra puede emparejar
sus bases con otra molécula de una sola hebra que sea complementaria, esto
da como resultado una regién intermolecular doble. Este tipo de empare-
jamiento de bases no estd restringido a interacciones DNA-DNA o RNA-
RN A, sino que también puede ocurrir entre una molécula de DNA y otra de
RNA.

El concepto de emparejamiento de bases es importante en aquellos pro-
cesos que involucran acidos nucléicos (DNA o RNA). La ruptura de parejas
de bases es un aspecto crucial de la funcién de las moléculas de doble hélice.
mientras que la habilidad de generar parejas de bases es esencial para la
actividad de acidos nucléicos de una sola hebra. principalmente del RNA.

Es a partir de esta capacidad de generar parejas de bases dentro de una
secuencia de RN A que resultan las diversas estructuras del RNA. de las cuales
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hablaremos a continuacidn.
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Figura 1.7: Horquilla formada por el emparejamiento de bases de una se-
cuencia de RNA

1.3 Estructuras primaria, secundaria y ter-
ciaria

La estructura primaria del RN A es una cadena de polinucleétidos con uniones
de azucar y fosfato, es decir, es una secuencia sencilla de bases nitrogenadas
montadas sobre un esqueleto de azucar y fosfato.

Considerando el RNA en su estructura primaria como una sola hebra. la
molécula se desplaza en el espacio y al hacerlo ocasiona que algunas de sus
hases se emparejen bajo principios energéticos asi como bajo los principios
de complementaridad expuestos anteriormente. Cuando esto sucede, la es-
tructura obtenida a partir del emparejamiento de una o mas zonas en una
secuencia de RN A, recibe el nombre de estructura secundaria de la secuencia.

Cuando una secuencia de bases es seguida de cerca por una secuencia
complementaria en la misma molécula. es posible que la cadena se pliegue en
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si misma para generar una estructura doble antiparalela. llamada horquilla
(hairpin). Esta horquilla consiste de una region de doble hélice formada por
bases emparejadas (tallo) y de un lazo hecho de bases sin emparejar. en un
extremo, ver la figura 1.7,

Cuando las zonas complementarias se encuentran relativamente lejos, el
efecto producido por su emparejamiento resulta en una horquilla con un lazo
muy grande.

La estructura terciaria de una secuencia es crearla por uniones de hidrégeno
que implican bases que no fueron emparejadas en: .a estructura secundaria.

Debido a que la capacidad de una molécula de RNA para formar una
estructura secundaria es esencial para la actividad de dicha molécula y que
la formacién de una estructura secundaria ayuda a predecir la estabilidad
de la secuencia de RNA, entonces es importante medir la ocurrencia de una
estructura secundaria en dicha secuencia.

Hay que recordar que la estabilidad de una doble hélice resulta de las
uniones de hidrégeno entre pares complementarios en una secuencia {A-T
y G-C) asi como de la interaccidn entre las bases que estan “apiladas” una
encima de otra a lo largo del eje de la hélice.

La manera mds comin de medir la ocurrencia de una estructura secun-
daria estd dada por reglas que describen las interacciones de pares de bases.
Cuando existe mas de una estructura posible la estabilidad relativa a cada
una de esas estructuras puede ser evaluada por tales reglas.

Aun cuando este procedimiento para medir la ocurrencia de una estruc-
tura secundaria considera que el RNA es una estructura estable y no toma
en cuenta la infiuencia de otras estructuras sobre ella. la aplicacion de tales
reglas provee un primer paso para calcular la probabilidad de que una es-
tructura particular se forme. Las bases de estas reglas consisten en calcular
la energia ltbre de la formacion de cada estructura.

La estabilidad de una estructura esti determinada por la cantidad de
energia liberada. De esta forma, si existen dos estructuras alternativas que
tienen energia libre de formacién de AG = —21 Kcal/mol y AG = 35
Kcal/mol. respectivamente, entonces es mas probable, intrinsecamente. que
esta Ultima sea mds estable.

La energia libre global de una estructura secundaria de RNA estd dada
por la ecuacion:

energia requerida para energia liberada por
AGrota = Z g1a req p +Z g P

p sostener una base r sin pareja A cada emparejamiento y
T
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donde § = {bases sin pareja} y P = {parejas de bases}, es decir,

AGToa = $_AG, + Y AG,

€S yer

Las reacciones que liberan energia tienen un valor de energia libre negativo.
Las reacciones que requieren energia tienen un valor de energia libre positivo.
Mantener una base sin pareja requiere energia, asi pues, la energia requerida

por este proceso tiene constante AG > 0, por lo que 3 AG, > 0. Cada em-
zES
parejamiento de bases libera energia, asi, cada una de esos emparejamientos

tiene constante AG < 0y por lo tanto )~ AG, <0
yeP
La energia libre total (AGroa) debe ser negativa en el caso de que una
estructura secundaria de RNA sea estable.

1.3.1 Estructura secundaria de minima energia

Cuando para una secuencia de RNA hay més de una estructura secundaria
posible, se determina, por convencién, que aquella que es més factible de
formarse es la que tiene el valor mds pequeno de energia libre total y que por
lo tanto es la mas estable.

Esto es. dada una secuencia de RNA, 7, y sea Sy(r) = {estructuras
secundarias generadas a partir de 7}, entonces es mas factible que se forme
la

S € Sp{r) tal que AGg,,, = gs!i!(l }{AGsT,,,u,}
a AT

o bien aquella tal que su valor absoluto de energia libre total sea el maximo

de todos los valores absolutos de la energia libre de las estructuras en S, (7),
es decir:

= ; A
l AG~'5'.r'amr I sg}s‘:'?f_){’ G’Tatal I}

la razdn de esto es que AG,,,.,, < 0Vs € Sy(7) y que se considera que entre
mds estable es una estructura, es mas factible que aparezca.

La & descrita aqui es llamada la estructura secundaria de minima
energia. asociada a r.

1.3.2 Funcidn de plegamiento

Basados en los métodos conocidos para calcular la energia libre de una estruc-
tura secundaria. Peter Schuster y Walter Fontana desarrollaron un programa
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que permite calcular la estructura secundaria de minima energia. para una
secuencia de RNA dada. Un antecedente a este programa es el que presento
Michael Zuker en 1996, el cual también sirve para calcular estructuras secun-
darias de minima energia [27].

Dicho programa permite introducir una secuencia arbitraria de RNA ya
cambio entrega la estructura bidimensional asociada a dicha secuencia, con la
propiedad de que la estructura entregada es la estructura de minima energia
asociada a la secuencia dada.

Sea ! una longitud fija. A la asociacién hecha entre una secuencia de
RNA, r. de longitud { y su estructura secundaria de minima energia, S;. la
llamaremos F(r).

Con todas las posibles secuencias de RNA de longitud [ definimos el
conjunto S; = {secuencias de RNA de longitud !}. Con las estrucutras
secundarias de minima energia, a las cuales nos referiremos como formas.
correspondientes a las secuencias de S,, definimos el conjunto S = {formas
asociadas a S;}. Con estos conjuntos definimos F:S, — S; como la funcién
de plegamiento dada por la accién del programa de Walter Fontana y Peter
Schuster, para cada una de las secuencias en 5.

Esta funcién es de gran importancia para el planteamiento del modelo
que trata la tesis. El programa de Schuster y Fontana se puede consultar
en [26].

Los capitulos siguientes nos dan las bases matematicas para el desarrollo
del modelo. a continuacién se hablard de la teoria de las gréficas.



Capitulo 2

Un paseo por la Teoria de las
Graficas

La construccion de modelos matematicos puede implicar distintas 4reas de la
matematica. Frecuentemente se utilizan en Biologia grificas que representen
la situacidn planteada, lo cual se refleja en los ejemplos que se dan a lo largo
del capitulo. Aqui se muestran las definiciones més generales dentro de la
teoria de las graficas, incluyendo las digrificas, asi como algunas propiedades
y aplicaciones. Para un estudio més detallado de la teoria que se presenta
en este capitulo se pueden consultar los textos [10] y [20].

Este capitulo nos presenta un panorama \itil para la comprensién de la
asociacién que plantea el modelo entre un camino dirigido entre dos estruc-
turas secundarias de minima energia de secuencias de RNA y una trayectoria
continua en la evolucién de dichas estructuras. Si cada estructura secundaria
del espacio de formas es vista como un nodo de una gréfica dirigida. entonces,
romo se vera en el capitulo cuatro, un proceso evolutivo entre dos estructuras
secundarias es continuo si existe un paseo dirigido entre esas dos estructuras
y al contrario, la evolucién entre dichas formas sera discontinuo si no existe
un paseo dirigido que conecte los nodos respectivos.

2.1 Graficas

Definicién 2.1 (Grafica) Una grdfica G es un conjunto finito V distinto
del vacio dotado de una relacidn R, simétrica y antirrefleziva.
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Observacion 2.2 Puesto que R es antirrefleziva entonces ningiin elemento
de V estd relacionado consigo mismo y dado que es simélrica. entonces
V{u.v) en R (par ordenado en la relacion R). el par (v,u) € R. Denotamos
A={pares simétricos en R}.

En una grafica, a \' se le {lama el conjunto de los vértices y cada elemento
de V es llamado vértice. El numero de vertices constituye el orden de G.
De forma analoga, el conjunto A se conoce como conjunto de aristas y
cada elemento de A, es decir cada conjunto formado por dos pares ordena-
dos simetricos de R, es conocido como arista. El nimero de aristas de G
determina el tamano de G ( | A |=tamano de G, | V' |= orden de G.)

Observacién 2.3 una grdfica de orden p y tameno ¢ es denotada como una
grdfica (p.q)

Ejemplo 2.4 Sea G definida por V' = {v|, v2, v3, v4} Junto con la relacion
Ll

R = {{vi,v2). (v1,v3). (v2,01), (v2,v3), (v3,11), (v3,2), (v3,0s), (ve,v3)}

En este caso A estd dado por

A={{{vr, v2) (w2, 00) } {(v1. va), (vs, v b {(v2, v3), (s, 2} ), {(ws, 04), (va,03) }}

Dada la observacién 2.2, entonces cada vez que (u, v) € R, el conjunto {(u.v),
(v.u)} es una arista de G, la cual conviene escribir como uv, o bien, vu. Mas
atin. debido a que el conjunto de aristas esta determinado por la relacién
R. la cual junto con V define a G, entonces la grafica puede ser descrita en
términos de sus vértices y sus aristas.

Es bastante util representar una grafica describiendo los vértices como
puntos y las aristas como segmentos de recta que unen los vértices corres-
pondientes. Asi pues, del ejemplo anterior tenemos:

Ejemplo 2.5 V' = {vy, vy, vy, 4}, 4 = {eqvq, tyvs, tavy, taty} y G estd
representada por:

El orden de G = el tamario de G ={.

Nota: Es conventente referirse a la representecion de G como “G misma™.

Cabe mencionar que por definicién toda grafica tiene vértices, pues V £ .
sin embargo es posible que la relacién R sea un conjunto vacio, con lo que la
grifica no tendra aristas.
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vl v

vd

Figura 2.1: Grafica G

Definicién 2.6 (Gréfica trivial) La grdfica (1,0) es llamada grdfica tri-
vial.

Sea e = uv € A(G) (es conveniente referirse a A como A(G) y a V como
V(G), especialmente cuando se esta trabajando con varias graficas a la vez),
entonces decimos que e une los vértices u y v.

Se dice que dos vértices u y v son adyacentes si Je € A(G) tal que e = wv
y de manera similar decimos que dos aristas e, y e, son incidentes en v si
3u y Ju' tal que e; = uv y ey = v', con u y u’ diferentes.

Asi, en nuestro ejemplo v, es adyacente a v,, v; es adyacente a vy y éste
es adyacente a vy, pero vy no es adyacente a v, ni a v,. Ademds e, = vt y
¢2 = 33 son incidentes en vy,

A continuacién veremos algunas definiciones relacionadas con las graficas.

Definicién 2.7 (Subgrafica) Sea G una grdfica. Una grifica H es subgrdfica
de G 51 V(H)CV(G) y A(H)CA(G).

Ejemplo 2.8 La grdfica H de la figura 2.2, dada por V(H)={v,, v3, 13} y
A(H)={r1vy, vyvs. vyr3}, es una subgrdfica de la grifica de la figura 2.1.

Definicién 2.9 (Paseo) Sean u y v dos vértices de una grdfica G. Un u-v
paseo. C en G es una secuencia alternada de vértices adyacentes y las aristas
correspondientes, que empieza en u y termina en v, sin importar que los
vértices se repitan.
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vl v2

v3

Figura 2.2: Subgrafica de G

v2 vid

vl
v3

vb v)

Figura 2.3: Grafica K

Ejemplo 2.10 Consideremos la grdfica anterior. La secuencia vy. vz, v1, Vg, U3,
Ug, Us. Ug €S UR by-U4 paseo en esa grdfica. Notese que puesto que los vértices
son adyacentes, un paseo queda bien descrito en términos solamente de los
vértices pues la arista entre cada par consecutivo de ellos es obuvia.

Definicién 2.11 (Trayectoria) Una u-v trayectoria en una grdfica. es un
u-v paseo que no reptte ninguna arista.

Ejemplo 2.12 En la grdfica K de la figura 2.3, el vz-vy paseo descrito ahi
no es una v3-vy trayectoria; sin embargo, la secuencia vy, vy, vy, Vg, U3, Uy 5T
es una v3-vg trayectoria en la misma grifica.

Definicién 2.13 (Camino) Un u-v camino en una grifica. es un u-v paseo
{0 u-v trayectoria) que no repite ningin vértice.

Ejemplo 2.14 De nuevo. utilizando como referencia la grdfica 2.3 tenemos
que la secuencia vy, vy, U5 es un camino en dicha grdfica.



2.1. GRAFICAS 19

Definicién 2.15 {Circuito) Una u-v trayectoria en que u=v y tiene al me-
nos tres aristas. es lamada circuito.

Definicién 2.16 (Ciclo) Un circuito que no repite ningin vértice, excepto
el primero y el iltimo, es llamado ciclo. Un ciclo que recorre todos los vértices
de una grafica se llama ciclo completo.

Ejemplo 2.17 Consideremos la grdfica de la figura 2.4. En esta grifica la

v3 vl

v4
v2

Vo vh

Figura 2.4:

SECUENCIA Uy, U, U3, Us, U, L. ¥} €5 Un circuito pero no un ciclo. En cambio,
la secuencta vy, vy, 3, U5, vy es un ciclo (y también un circuito).

Observacién 2.18 Dadas las caracteristicas de una trayectoria, un camino,
un crircutto o un ciclo de una grifica G y debido a que los conjunto de vértices
y aristas utilizados por ellos son en si subconjuntos de V(G) y A(G), respec-
twarnente, entonces cada una de estas secuencias determina una subgrdfica

de G.

2.1.1 Principales propiedades

Definicién 2.19 (Gréfica conexa) Se dice que dos vértices v y v de una
grifica estdn conectados si bien u = v, 0 i u # v y eriste una u—v trayectoria
en la grifica. Una grifica G es coneza si todo par de vértices de G estd
conectado.

Si no todo par de vértices estd conectado, se dice que la grifica es disconexa.

Definicion 2.20 (Grado de v) Sea G una grdfica. Seav € A(G). el niime-
o de aristas que inciden en v es llamado el grado de v en G y se denota como
gre{e) o. simplemente, gr(v) cuando es claro a qué grdfica se hace referencia.
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Ejemplo 2.21 Utilizando la grifica de la figura 2.4, tenemos que: gr(vy)
= gr{ve) = 2. gr(vs) = gr(vy) = gr(vs) = 3 y gr{vs) = 5. Observemos que
en esta grifica la suma de los grados de sus vértices es un nimero par (=18).
el cual ademds es el doble del nimero de aristas de la grdfica. Esto dltimo
no es coincidencia y se refleja en el siguiente teorema, el cual constituye una
de las propiedades mds generales de las grificas.

Teorema 2.22 Sea G una (p,q) grifica con vértices vy, v,....,v,, entonces

P
Y gralv) =2g
i=1

Es decir. para toda grdfica G, la suma de los grados de sus vértices es igual
al doble del nimero de aristas.

DEMOSTRACION: Puesto que una arista une dos vértices, cuando se suman
los grados de éstos cada arista es contada dos veces, una por cada uno de los
vértices en que la arista incide.

Definicién 2.23 (Vértice par (o impar)) Un vértice es llamado par (im-
par) si su grado es par (impar)

En el ejemplo anterior 2.21 podemos observar que la grafica a la que se hace
mencion tiene cuatro vértices impares y dos pares. Esto es consecuencia dei

Corolario 2.24 Toda grifica contiene un nimero par de vértices impares.

DEMOSTRACION: Sea G una grafica. Si G no tiene vértices impares entonces
el resultado se sigue trivialmente (cero es un nmimero par). Supongamos que
G tiene j vértices impares, digamos v,. v, ..., v;. Si G no tiene vértices pares
entonces por el teorema 2.22 tenemos que

griv) +gr{ve) + -+ grv;) = 2¢

que es un nimero par. pero para cada vértice v;con? = 1,2,....7 gr(v)
es un numnero impar. asi pues tenemos una suma de j impares que nos da
par por lo que 7 debe ser par (razon: la suma impar de impares es impar).
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De forma analoga. si G también tiene vértices pares, digamos u,, iy, ..., Uy
entonces por 2.22 tenemos que

(grivi) + griva) + - + gr(e;)} + (gr(w) + griuz) + - + grium)) = 2¢

Ahora bien puesto que para cada i = 1,2....,m, gr(u;) es par, entonces el
segundo término de la suma anterior es un nlimero par, asi pues,

grin} +gr(va) +--- + gr(v;) = 2¢ = (gr(w) + gr{ua) + - + gr{unm))
que deigual forma es un niimero par, por lo que se sigue que j debe ser par W

Definicion 2.25 (Graflca regular) Sea G una grdfica tal que todos sus
vértices tienen el mismo grado. digamos r, G es llamada grdfica r-regular, o
grdfica de grado r.

Definicién 2.26 (Grafica completa) Una grdfica G es completa si cada
par de vértices de GG es un par de vértices adyacentes.

Observacién 2.27 una grdfica completa de orden p (con p vértices) es (p-1)-
regular y se denota como K,

Ejemplo 2.28 A continuacion mostramos algunas grdficas completas:

A X B

Ji \—3 I \.4 I \)5

Figura 2.5: Algunas grificas completas

2.1.2 Las graficas como modelos matematicos

Como se dijo al principio del capitulo. es posible resolver problemas haciendo
uso de grificas que representen la situacién planteada. Asi pues, las graficas
podrian servirnos para solucionar los siguientes problemas abstractos:
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Problema 2.29 Supdngase que hay n islas cerca de la Bahiu de los Angeles
en Baja California. en el Mar de Cortés. Supongase también que hay une
compania que da servicio de transporte en barco entre la Bahia y algunas
tslas. asi como entre ciertas islas y otras. Un wisitante quiere saber cudl es
recorrido que debe hacer para visitar la mayor cantidad de esas islas.

Esta situacién puede ser representada mediante una grafica en la que los
vértices denotan las islas y la bahia (un vértice para cada isla y uno mas
para la bahfa). Dos vértices serfan unidos en esta grafica, si existe una ruta
directa en barco que una esos puntos. Asi, el visitante podria decidir cual es
el paseo que mds le conviene de forma que pueda visitar mads islas.

Problema 2.30 En 1859 Sir William Hamilton inventd un juego que utiliza
un dodecaedro sélido reqular cuyos 20 vértices son bautizados con el nombre
de 20 ciudades famosas, respectivamente. El jugador debe viajar “alrededor
del mundo” por las aristas del dodecaedro de forma que visite cada ciudad
ezactamente una vez, pero regresando al lugar de partida.

Figura 2.6: Grafica asociada al dodecaedro

En términos de graficas, el objetivo del juego es encontrar un ciclo completo
en la grifica que representa un dodecaedro, mostrade en la figura 2.6. Los
puntos de la grafica son denotados como 1,2....,20 {en lugar de Cd. de
\México. Paris. Viena, etc.) con lo que encontrar el ciclo no es muy dificil.



2.2. GRAFICAS DIRIGIDAS 23

Cocina ! ! Closet
— —XComedod Sala | — -

_—
Recibidof Alcoba

Alberca Cuarto

de
visitas

Estudio

Residencia del
Conde del Robo

Figura 2.7: Plano de la la residencia del Conde del Robo

Problema 2.31 Hube un crimen en la casa del archibillonario Conde del
Robo: jel Conde fue asesinado! Javier Me Tiche, el detective conocido inter-
nactonalmente, notario piiblico, subgerente actual del restaurante mds famoso
de la ciudad y estudioso de la Teorda de las Grdficas, ha sido llamado para in-
vestigar. El amo de llaves asegura que vid al jardinero llegar al jardin, donde
estd la alberca (lugar en que se encontré el cuerpo del Conde) y poco después
de eso lo vid salir por la misma puerta. El jardinero dice. sin embargo, que
él no puede ser la persona que describe el amo de llaves, pues advierte que él
entro q la casa. paso por cada puerta ezactamente una vez y salid de la casa.
Javier Me Tiche estudid cuidadosamente el plano de la residencia. dado en
la figure 2.7, y después de unas horas declard el caso resuelto. ;Quién maté
al Conde?

Este problema puede ser resuelto, al igual que los anteriores, utilizando la
Teoria de las Graficas; sin embargo, se requiere de mas teoria para resolverlo
que la que he abarcado hasta ahora. Es una invitacién al lector para incur-
sionar en el estudio de esta materia. La informacién necesaria para resolver
este problema puede ser encontrada en cualquier libro de graficas. pero re-
comiendo el libro {10} por ser un texto accesible y contener una solucién a
este problema.

2.2 Graficas dirigidas

Definicién 2.32 (Digrafica) Una digrdfica. o grdfica dirigida, consiste de
un conqunto finito V distinto del vacio y una coleccidn de pares ordenados de
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puntos distintos. es decir V estd dotado de una relacion E antirrefleriva.

Cada punto de V es llamado vértice y cada par ordenado (u.2) de E. es
llamado arco o arista dirigida y usualmente se denota como uv. El arco
wv va de u a v y se dice que es incidente en dichos vértices. Ademas se dice
que u es adyacente a v y que v es adyacente desde u.

Definicién 2.33 (Grado exterior) Sea v € V, el grado ezterior de v,
gr-ezt(v), es el nimero de puntos adyacentes desde v.

Definicion 2.34 (Grado interior) Sea v € V, el grado interior de v,
gr-int(v), es el nimero de puntos adyacentes a v.

Definicién 2.35 (Paseo dirigido) Un paseo en una digrdfica, o paseo di-
rigido, es una secuencia alternada de puntos y arcos, vg,a1,V1,...,8p,Un. €N
le cual cada arco a; = vi_,v;.

La longitud de un paseo es n, el numero de arcos que lo componen.

Definicidon 2.36 (Paseo cerrado) Un paseo cerrado es un paseo cuyos pri-
mer y ltimo puntos son uno mismo.

Definicién 2.37 (Paseo completo) Un paseo completo es un paseo que
wistta todos los vértices de la digrdfica.

Definicién 2.38 (Trayectoria) Una trayectoria es un paseo que no repite
vértices.

Definicién 2.39 (Ciclo) Un ciclo es un paseo cerrado, no trivial, que no
repite vértices ezcepto el primero y el dltimo.

Si existe alguna trayectoria de u a v, entonces se dice que v es accesible
desde u y la distancia, d(u,v), de u a v es la longitud de la trayectoria mas
corta entre = y v. A continuacién se dan ejemplos de cada tipo de paseo
definido en esta seccion. Los ejemplos estdn basados en la digréfica de la
figura 2.8.

Ejemplo 2.40 Pasec dirigido: v,. vy, us, vy, t3, bq. U5, paseo cerrado: vy, vy, vg.
Uy, U2, Uy, by, paseo completo: uy, v3.vs, Ug, Uy, Uz, Uy, trayectoria: vy, U2, Vg, Us
y ciclor vy vg vy, U3, Uy
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vl

vb vd

Figura 2.8: Una gréfica dirigida

2.2.1 Principales propiedades

Un paseo en una digrifica es una secuencia dirigida de vy a v,. Entre las
propiedades de las digrificas se encuentra la presencia de paseos que no tienen
esta caracteristica de direccién pero que son andlogos a paseos en una grifica.

Definicién 2.41 (Semipaseo) Un semipaseo es una secuencia alternada
de vértices y arcos, vg,a,,%1,...,8,, v, pero en la cual cada arco a; puede ser
vioit; o bien viu_ .

De forma andloga se pueden definir una semitrayectoria o un semiciclo.
Los siguientes son ejemplos de un semipaseo, una semitrayectoria y un semi-
ciclo. repectivamente. También estdn basados en la digrifica de la figura 2.8.

Ejemplo 2.42 Semipaseo: vy, vq, vy, v3,v5; semitrayectoria: vg,vs,v,.Us, tg
y semaciclo: vs, vy, vy, Vg, Vg, Us, Us.
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Figura 2.9: a) Digréfica fuerte; b) Digréfica unilateral

Mientras que una grafica puede ser conexa o disconexa y sélo tiene estas
dos posibilidades, una digrifica cuenta con tres formas distintas de conexidad.

Definicién 2.43 (Digrafica fuerte) Una digrdfica es coneza fuertemente,
o es fuerte, si todo par de puntos en ella es accesible mutuamente, es dectr
los arcos uv y vu existen para todo par de vértices u y v.

Definicién 2.44 (Digrdfica unilateral) Una digrdfica es coneza unilate-
ralmente. o es unilateral. si para todo par de vértices, al menos uno de los
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[\]
-]

dos es accestble desde el otro, es decir que para todos u y v vértices, el arco
ur ertste o bien eriste el arco vu.

En la figura 2.9 se muestran un ejemplo de digrafica fuerte y otro de una
unilateral.

Definicién 2.45 (Digrafica débil) Una digrdfica es coneza débilmente. o
es débil. st cualesquiera dos puntos estdn unidos por un semicamino.

Es facil ver que toda digrdfica fuerte es una unilateral y que cualquiera uni-
lateral es una digrafica débil, sin embargo los reciprocos no son ciertos.

Una digrafica que no cumple siquiera con ser una digrafica débil, es decir
que existan dos puntos para los cuales no haya un semicamino en la digrifica,
es llamada digrédfica disconexa.

En la figura 2.10 se muestran una digrafica débil y una disconexa.

El siguiente teorema', ofrece condiciones necesarias y suficientes para los
tres tipos de conexidad.

Teorema 2.46 Una digrifica D es fuerte & contiene un paseo cerrado com-
pleto, es decir un ciclo que recorra todos los vértices de D.

Una digrdfica D es unilateral & contiene un paseo completo.

Una digrdfica D es débil & contiene un semipaseo completo.

2.2.2 Las digraficas como modelos matematicos

Aligual que las graficas, las digraficas también pueden representar situaciones
que nos ayuden a solucionar problemas. Para ello es conveniente dibujar una
digrafica de forma que los vértices sean expresados como puntos y los arcos
como segmentos de linea o curva a los cuales se anade una cabeza de flecha
que indica la direccién del arco. Recordemos que el arco uv indica que u
se dirige a v. 5i en una grafica los arcos uv y vu existen simultineamente,
entonces se dibujan dos curvas, que no se intersecan, entre v y v y cada arco
tiene una cabeza de flecha, cada una en direccidn opuesta a la otra.

A continuacién veremos un par de ejemplos en los cuales se aplican las
digraficas.

Lcuya demostracién puede ser consultada en Structural Models: an introduction to the
theory of directed graphs. Harary, et al. Wiley, New York, 1965
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v3
svﬁ
v
v2
vl vd
a) b)

Figura 2.10: a) Digréfica débil; b) Digrafica disconexa

Problema 2.47 Una ciudad cuenta con varias calles y avenidas de un solo
sentido ast como con avenidas y calles de doble sentido. Un visitante quiere
saber como llegar del Zécalo de la Ciudad al museo de arte sin faltar a lus
reglas de trdnsito. ;Cémo puede hacer el visitante para resolver su problema
sin vagar por toda la ciudad hasta descubrirlo?

El transito admisible de la ciudad puede ser representado mediante una
grafica dirigida en donde las intersecciones entre calles y avenidas impor-
tantes se esquematicen por medio de vértices, es decir puntos. En dicha
grafica habria un arco de u a v, si fuera posible manejar, sin infringir la ley.
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Figura 2.11: Sistema de transporte del problema 2.48

desde el sitio representado por u hasta e} sitio asociado a v y en el camino
no hubiera un cambio en el sentido de las calles.

Problema 2.48 FEl sistema de transporte de cierta ciudad cuenta con seis

estaciones, digarnos G, H, 1. J, K y L. Los trenes circulan de acuerdo a las
condiciones siquientes:

Desde G hasta H. De Ha Gyde Hal DefaJDeJaHydelJak.
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DeLaG deLaKydeLal DeKal

Ademds. es posible transbordar en cualquier estacion hacia otro tren.
Dadas las caracteristicas de este sistema:
s Cémo se puede llegar de H a J?
sDe las estaciones G, H, I. K y L. a cudles no se puede llegar desde ninguna
otra estacion?
sDesde cudles de las siguientes estaciones: G, H, J y K, se puede llegur a [
con exactamente un cambio de tren?
;8% la estacién L se cierra. cudl de los siguientes paseos no es posible: G a

JJaK LaK Lal LeG?

Este problema puede ser planteado en términos de la grafica de la figura 2.11.
El resto se deja al lector.

2.3 La teoria de grédficas y la evoluciéon mole-
cular

Los modelos matemiticos para genética se han centrado, tradicionalmente.
en la genética de poblaciones, utilizando para su estudio bases de la teoria de
la probabilidad. Sin embargo, existen areas dentro de la genética cuyo estudio
a través de la probabilidad no es el adecuado, pero que en cambio pueden
ser estudiadas mediante la teoria de las graficas. Estas dreas se refieren a la
organizacién, funcionamiento y evolucién de la informacién genética a nivel
molecular. E] estudio de dichas areas utilizando graficas es razonable cuando
se considera a los sistemas genéticos como sistemas discretos, es decir que
estan formados por una cantidad finita de elementos que interactian entre
sl.

Los matematicos estin descubriendo que varios problemas presentes y
pasados dentro de la genética pueden ser formulados en términos de la teoria
de las graficas. Esta aplicacion revela a dicha teoria como algo mas que una
irea abstracta de las matematicas y la enriquece al enfrentarla con nuevos
problemas. Asi mismo, el uso de métodos matematicos origina un avance
significativo en la comprensién del funcionamiento de los sistemas genéticos
a nivel molecular [24, pp.iv.ix].

Existen dos etapas en la aplicacién de métodos matematicos a datos
reales. La primera consiste en modelar la situacién planteada y la segunda
en establecer la manera en que se procesara la informacién. Esta segunda
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etapa surge del hecho de que la informacién experimental generalmente no
es representada adecuadamente en su totalidad por un modelo formal. pues
es imposible cubrir con €l todas las posibilidades reales de la situacién en
estudio.

Para los propésitos de varios modelos de graficas aplicados a la genética
a nivel molecular, la primer etapa consiste en plantear la estructura de algiin
problema de interés y en describir las propiedades de la informacién que
queda representada por el modelo. La segunda etapa consiste en aproximar la
informacidn experimental, cuya estructura puede ser complicada, utilizando
modelos de estructura sencilla.

El uso de la informacién genética para estudiar la organizacién de los cro-
mosomas es uno de los problemas biolégicos a los que se ha aplicado la teoria
de las grificas. En este problema se trata de modelar la manera en que estan
acomodados los defectos genéticos, mutaciones, dentro de un cromosoma.
Para ello se utilizan grificas asociadas a intervalos de R. Un cromosoma
es un conjunto de estructura compleja formado por DNA y proteinas. Los
cromosomas se encuentran en el nicleo de la célula y almacenan informacién
genética.

La evolucién de una familia de moléculas de hemoglobina es otro problema
en el que se aplica la teoria de las graficas. Para ello se utilizan 4rboles con
pesos en sus aristas. Un arbol es una grifica conexa sin ciclos. Los drboles
se utilizan cominmente en problemas de optimizacién de trayectorias y de
organizacion de sistemas de informacién.

La solucién propuesta por Boris Mirkin y Serguei Rodin a estos problemas
¥ a varios mas se puede consultar en el libro [24], el cual incluye una amplia
explicacién de los problemas que plantea; los problemas propuestos en dicho
texto se plantean tanto en términos biolégicos como en términos de la Teoria
de las Graficas.

El modelo de Walter Fontana y Peter Schuster sobre continuidad en la
evolucion, no solo utiliza la Teoria de las Grificas, también requiere conceptos
del drea del Analisis Matematico y de la Topologia. El siguiente capitulo trata
es30s temas.
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Capitulo 3
Anadlisis y Topologia

Una de las caracteristicas del modelo que se presentara en el capitulo cuatro
es que la teoria necesaria para su justificacién no es muy complicada. lo cual
lo hace un modelo interesante y accesible para aquellas personas que desean
conocer un ejemplo del tipo de trabajo que abarca ia Biomatematica. En el
capitulo presente se explican las herramientas matematicas que se utilizan
para justificar el modelo. Estas herramientas corresponden a los espacios
métricos y a los espacios topolégicos, de los cuales se dan ejemplos y algu-
nas de las propiedades principales. Como texto para estudiar estos temas
recomiendo el libro [9].

En el modelo se tratan dos tipos distintos de elementos, las secuencias
de RNA y sus estructuras secundarias. E) conjunto de las estructuras se-
cundarias se asocia con un espacio métrico al cual se le asigna la métrica
de Hamming. En este capitulo se muestra la métrica de Hamming para el
espacio de secuencias de ceros y unos. El conjunto de estructuras secundarias
de minima energia se organiza en un espacio topolégico. Para ello se asigna
un conjunto de vecindades para cada elemento del espacio y se prueba que
la familia de todos estos conjuntos es un sistema de vecindades en X, lo cual
nos determina una topologia para el espacio.

Para la comprensién del modelo se requiere la definicién de espacio métrico
¥y la definicién de la métrica de Hamming, dada en 3.7. Se necesita también
la definicién de espacio topolégico, de vecindad y de sistema de vecindades.
Se utiliza el teorema 3.42. que nos dice que: “Dado un conjunto X # @, y un
sistema de vecindades, A/, de X. Existe una tinica topologia en X que tiene
a .\ como el sistema de vecindades de dicha topologia™. Para analizar la
continuidad de la evolucién mediante la funcién de plegamiento. se requiere
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o} criterio de que toda funcién F es continua si, v sélo, si F' preserva abier-
tos bajo imagen inversa. Si el lector ya conoce estas definiciones y teoremas
puede pasar directamente al capitulo cuatro donde encontrara la presentacion
del modelo. Se recomienda a aquellos lectores que no conozcan alguno de los
conceptos indicados, que los revisen en este capitulo antes de leer el desarrolio
del modelo.

3.1 Espacios métricos

Definicién 3.1 (Métrica) Sea X # @, Una métrica en X es una funcion
d: X x X — R que satisface:

a) dfz.y)> 0, d(z.y)=0e y==z

b} d(z,y)=d(y,z)

¢) dfz,z)<d(z,y) + d(y,2)

Definicién 3.2 (Espacio métrico) Un conjunto X # @ dotado con una
métrica d se llama espacio métrico y se denota como (X, d)

Definicién 3.3 (Norma) Una norma enR" es una funcién |} - |: R* — R
tal que:

g} [v]i>0, [vlj=0ev=0

b)Ya €R. ||av|=|ea |l v]

e)fle+wl<ivii+]wl

Proposicién 3.4 Para cualguier norma || -|| en R", la funcidn

dyy : R x R* — R dada por dy(z,y) =} y — z ||, es una métrica.

DEMOSTRACION: Sean z, y, z en R",
a) dyy(z.y) =l v — £ |2 0, por ser norma. dyy(z.y) =0 & y-z =0«
y—r=0&y=r=r

by dyp(z,y) =lly—z =t fy-zlh=1-Lllly-zl=-y-a) =
Iz —yll=dyp(y. z)
ddpy(zz) =l z-zl=ll - +@-D I <hz~yli+ly-2zl

= dyyly, 2) + dylz.y) = dyplz. y) + dyyly. =)
m

Deflnicién 3.5 (Métrica inducida por una norma) Sea X = R junto
con una norma || - || cualquiera, la métrica )y de la proposicidn anterior se
{larna métrica nducida por la norma || - ||
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3.1.1 La métrica de Hamming

Proposicién 3.6 Sea X = {0.1}" ydy : X x X — N, dada por

dH(I-y)=Ziye—£sl

La funcidn dy es una métrica.

DEMOSTRACION: Sean r. y, : en X,

a){gi—z;|>0Vi=1,...,n entonces 3 . |yi— i[>0 .. dg(x,y) > 0.
Ademids. dy(z,y) =0 2 |pi— L |=0&| y—z;{=0Vi=1,....n
(pues todos los sumandos son no negativos) y esto sucede si y sélo si y;~z; =0
paratodoi,asipuesz; =y Vi=1,...,n ".x =y

b)dylz.y) =YL lyi— o = XL | o — v [=du(y, 7)
Ju-~nil=@-w+rw-u) | <|la-—wl+ly-—n] Vi=1l...,n
Asipues,la ) | z—x | < Yo, lzsi—w |+, |w—xi | Porlo
tanto, dg(z, z) < dg(z.y) + duly, 2).

Definicién 3.7 (Métrica de Hamming) Sea X = {0,1}". el espacio de
todas las secuencias de longitud n con entradas ceros y unos. dyy - X x X —
N se llama métrica de Hamming en el espacio {0, 1}".

3.1.2 Otros ejemplos
Proposicion 3.8 Sea X # 0. El espacio (X.d) donde

0 r=y
de={ ] 237

es un espacio métrico. La métrica d se llama métrica discreta.

DEMOSTRACION: Basta probar que d es métrica. Sean r,y.z € X,
a) d{z.y) > 0 por definiciéon, ademids d{z,y) =0 & r=y.

b)
o=y JO y=x _ .,
d(x.y)_{l rty ——{1 ytz =d{y.x)
¢) Por casos, si £ = z entonces d(r,2) =0 < d{z,y) +d{y.2).
Sir# :entoncesd(c.z)=1y
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i} siy=urentonces y £z . d{y.z)=1 .. dlz,2) < d{z.z)+d(y.2)

1) si y = : entonces y # . entonces d(z,y) =1 . dr.z) < d(r.y)+
d(y.z)

i) st r # y v y # 2, entonces d{z,y} = d{y,z) = 1 con lo que d(z.,z) =
1 € 2=d(z.y)+d(y,z) .. d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2)

Por lo tanto 4 es métrica.

Proposicién 3.9 5: X = R" entonces ningune norma induce a la métrica
discreta.

DEMOSTRACION: Supongamos que || - || induce d. Sea z # 0, z € R"
entonces || z ||= p > 0, por las propiedades de la norma. Ademas |} ar ||=
az Ya > 0. con lo que || az || toma una infinidad de valores, pero || az ||=
d(0,ar) = 1 Va > 0, contradiccién. Por lo tanto no hay una norma que
induzca d.

Proposicién 3.10 Sea X = (0.00), (X,dy) y (X.d2) con di(z,y) =| L - i |
y dy =} e — e7¥ |, son espacios métricos.

DEMOSTRACION: Basta probar que d, y d; son métricas. Sean r, y, z € X,

La) diz,y) =l ; - ; 20y diz,y) =0&| ;-1 |=0e =1 0r=y
b) di(z.y) =| 1 — ; |=| ; — L I=di(y.2)
ddiz,s) =l ;-1 I=El G- +G-DIi-L 1+ -1 1=

di{z.y) + di(y, 2)

[l:a) dy(z.y) =] e —e ¥ [> 0y dp(z.y) =0 &|e " —e ¥ |=0& e
e7¥ & —r = —y, pues e” es inyectiva. . dy{r,y) =0 r=y

b) ¥ ¢) son anilogos a los de I.
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3.1.3 Bolas y conjuntos abiertos

Definicién 3.11 (Bola abierta en (X,d)) Sea X #0 yd: X xX — R
una métrica en X. Sear >0 y ry € X. El conjunto

BY(ro) = {x € X | d(z,2,) <}
se llama bola abierta, relativa a d. con centre en ry y radio r.

Ejemplo 3.12 5i X = R" y d = dyj. para alguna norma ff - |f,
Bi(xp)={r € R* || £ — xo ||< r}. para rq € R™

Ejemplo 3.13 Sea X # @, junto con la métrica discreta. Sea o € X en-

tonces { } 0
d _ Lo <r S 1
B (x0) = { X l<r

DEMOSTRACION: Sea 0 < r < 1, nos interesa {z € X | d(zo,z) < r < 1},
es decir. nos interesan aquellas x tales que d(xzg,z) < 1, lo cual sucede para
r=1xg. .. BHzg) = {zo} ¥r>0<r<i.

Sear>1.VzeX, dlzg,z) <1 <r=z€Biz) VreX

B:‘(Io) =XVr>1.

n
Ejemplo 3.14 Sean (X.dy) y (X,dy) como en 3.10.
Bi(1) ={r e (0,00) | |1 -L|<1}={z€(0,00) | | L - 1]|< 1} =(}, ),
pues N
1 1 1 1
]——1!<1@—1<——1<1@ 0<—<‘24:3<.r:<oo

SeaO <e<l BH(l)={z e 000]]-—1|<e}—-(m—),yaque

I 1 | 1 1
|- -1ll<ee —e<—-1<e& l—e<—<l+ee —<<r<

x x z 1+¢ l—¢

Sea € > 0.

In(—<£-},1 £ 1
BE(l)={rc(0,x)||e"—el < e} = { Eonﬁrll?"‘) n(l_“)) H'" Z 1

l—f.'(.)) 1+r( —
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ya que

[e7*=el|<ee —ete ! <et <etet & In(l-¢) <lIn(e7) < lnf{l+e¢)
& In(l-e)<-—r<infi+e)e —-n(l+e)<r<~Inl-7e
In(!+e)'<z<in(i-e e In(z)<z<inl)

e4-€ e=—¢

y a fin de gque x € (0, 00), debemos ver si In{ e_:,?) > 0, es decir debemos pedir
que - > 1. si no es asi, entonces el intervalo solucién serd (0,In(1;)).

Ejemplo 3.15 (Bolas con la métrica de Hamming) Sea X = {0,1}"
con la métrica de Hamming, sea 1o € X y e € NN (0, n}.

Bl (zy) = {x € X| d(z0,2) < ¢} ={z e X| Z|r,——xo. |< €}
i=l

Como z, g € {0,1}". entonces cada una de sus entradas es 0 ¢ 1, con lo

queVi=1,....n 1;, 7o, € {0,1}. asi pues | z; — o, |€ {0,1} y mds aiin,
| ;i — xo, |=1 & rI; # Io;. con lo que
n
Z | £i—xq, |= nuimero de lugares en que la secuencia z difiere de la secuencia xy

=1
y por lo tanto

B (ry) = {x € X | z difiere de zy en menos de ¢ lugares}

Observacién 3.16 La métrica de Hamming es esencial en la justificaciin
del modelo que se presentard en el prorimeo capitulo.

Definicién 3.17 (Vecindad en (X,d)) Sea (X,d) espacio métrico. Una
vecindad de z € X es un conjunto U C X para el cual eziste une > 0 3
Bir)C U.

Definicién 3.18 (Conjunto abierto en (X,d))} Sea(X.d) un espacio métrice
y sea G C X un subconjunto dado. Se dice que G es d-abierto st Voo € G

Ir = r{re) >0 5 B¥uxo) C G. Es decir, G es d-abierto si para cualguier
punto £y de G eriste una bola alrededor de ry que esta contenida en G.
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Teorema 3.19 Sea (X.d) un espacio métrico y sea B > 0. Para toda : € X.
el congunto G = B%(z) es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION: Pd. Vzo € G 3r > 0 3 BY(z) C G. Sea ry € G, basta
probar que si d(x,xy) < 7 = d(z,z) < R.

Dem.: Sea r = R — d(z¢,z}. r > 0 ya que xo € G y entonces d{zry.z) < R.
Sea r € X 3 d(r,ro) <, es decir x € BYz,), se tiene que

d{x.z) < d(z.xo) + d(x0,2) < r +d(xg,2) = (R~ d{z9,2)) + d(z0,2) = R.
. d{r,z) < R, por lo que x € G y en conclusién B%(x) C G.

Teorema 3.20 Sea (X, d) un espacio métrico, son vdlidas las sigutentes afir-
maciones:

1) 5t G y H son d-abiertos, entonces G\ H también es d-abierto.
2) S5t {Galacr €s cualquier coleccion de d-abtertos, entonces

UG'O,——"{J:EX| r € G,, pare alqin a € I}

acf

también es d-abierto.

DEMOSTRACGION: 1): Si GN H = @, el resultado se sigue por vacuidad. Si
G N H # 0. entonces sea £y € GN H. Como G y H son d-abiertos entonces
existe 1y >0 32 Bl(z) CGy existe ;>0 > Bi(r))CH.
Sea r = min{r).ry}, entonces Bi(zo) = Bf (zo) N BY, (zo) CGNH.
. B3{rq) C GN H y en conclusién G N H es d-abierto.
) Sea £ € J,c;Ga = Ja €13 1 €G,. Como G, es d-abierto entonces
existe r = () >0 5 Bz} C Ga C ey Ga- . Uaer Ga €s d-abierto.l

Corolario 3.21 St 4,. ..., A, son d-abiertos en X. entonces

m A;, también es d-abierto en X,

=1
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3.1.4 Continuidad de funciones
Sean {X.d} y (Y. D) espacios métricos. Sea f : X — Y una funcidn.

Definicién 3.22 (Imagen directa) Ses 4 C X, el conjunto f(A) definido
como f(d) = {y € Y| y = f(z), para algiin £ € A} recibe el nombre de
imagen directa de A. f(A) es un subconjunto de Y. De manera alternativa

se define f(A) = {f(z)| re A}

Definicién 3.23 (Imagen inversa) Sea B C Y, el conjunto f~!(B) definido
como f~Y{B) = {z € X| f(z) € B} recibe el nombre de imagen tnversa de
B. f-Y{B)C X.

Definicién 3.24 (Funcién continua en a €X) Se dice que f : x — Y
es una funcién continua ena € X 5siVe > 036 = d(e,e) >0 3s1a' € X con
d{a,a') < d = D(f(e).f(a")) < e. Dicho de otro modo, f es una funcion
continua en a € X si Ve > 0 36 = d(e,a) > f(Bf(a)) C BP(f(a)}).

Definicién 3.25 (Funcién continua en X) St f : X — Y es continua
para toda a € X. se dice que f es continua en X.

Teorema 3.26 Sean (X,d) y (Y.D) espacios métricos y sea f : X — Y.
La funcidn f es continua en X ¢ VYU C Y, D-abierto, el conjunto f~'(U) es
d-abterto.

DEMOSTRACION: La demostracion de este teorema es analoga a la del teo-
rema 3.45 que se dara en la seccion 3.2.4.

3.2 Topologia

Definicién 3.27 {Topologia} Sea X # @ y T una familia de subconjunios
de X, llamados abiertos. Se dice que T es una topologia para X si:

iyX. 0eT.

i1} La umidn arbttruria de elementos en T pertenecea T. Es decir. st
{Aitica C T, entonces | J;cq i€ T.

i) La interseccion finita de elementos en T pertenece a T. Es decir, s
{A:ilicn C© T. Q finito, entonces (\eq L € T.
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Definicién 3.28 (Espacio topoldgico) Un conjunto X # @ dotado con
una topologie T se llama espacio topoldgico y se denota (X. T).

Teorema 3.29 Todo espacio métrico (X,d) es un espacio topoldgico.

DEMOSTRACION: Sea T la familia de d-abiertos de X. X y @ son d-abiertos de
X (razén: para X cualquier bola sirve; § es d-abierto por vacuidad.) Asi pues,
X, 8 € T. Ademas, por el teorema 3.20, se tiene que si {G, }aes es cualquier
coleccién de d-abiertos, entonces | J o, Go={r €X| z €G,, paraalginac [ 1
también es d-abierto, por lo que la unién arbitraria de elementos en 7 es
elemento de 7. Finalmente, por el corolario 3.21, se tiene que la interseccion
arbitraria de elementos en 7 es un elemento de 7. Por lo tanto X es un
espacio topoldgico con topologia T .

Teorema 3.30 Sea X # @ y {T:}icr una familia de topologias para X =
Nic; Ti es una topologia para X.

DEMOSTRACION:

i): Dado que {Ti}ies es una familia de topologias, entonces para todo
i€l X,0€T.Porloque X. 8, 7.

ii}: Sea {A;};esuct C (Mic; Ti» entonces {A;};cy € T; Vi € I. Como T;
es una topologia para cada i, entonces U]-e“r A; € T; Vi € I. Asi pues,
UjeJ "‘11 € ﬂiei 7.

iii): Sea {A;}jessfinite C [Nic; Ti, entonces para todo i € I, {4;}es € T
Como 7; es una topologia para cada i y J es finito, entonces ﬂje_,Aj eT,
Vi€ I. Asi pues, (o, 4; € Ui, 7-

Por lo tanto | J,, T; es una topologia para X.
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3.2.1 Algunas topologias

Proposicién 3.31 Sea X un conjunto infinito.
El conqunto T = {#} U {4 C X | X\ A es finito} es una topologia.

DEMOSTRACION: i): por definicion de T, @ € T. Por otro lado. X\ X = 0.
que es finito, entonces § € T.

i1): Sea {4;}ier CT => X\ A; es finito o ) para cada i € /. Puesto que

X\ A = A%, entonces A es finito o vacio para toda i. (U, .45)0 =i, A2 C

AC. Entonces (., A,—)c esta contenido en un conjunto finito o bien es vacio.
por lo tanto es finito o @ y en conclusién (U, Ai) € T.

ii1): Sean A, Ag,....4n € T. (N, A)° = Un, 4% Como AC es finito o @
parai=12,....,n= ., Al es finito o bien es el conjunto vacio. Por lo
tanto (., A‘-)c es finito o B y en conclusién (M._, A} € T.

Por lo tanto 7 es una topologia para X.

Definicién 3.32 (Topologia cofinita) La topologia T de la proposicidn
anterior se llama topologia cofinita.

Proposicién 3.33 Ses X, conjunto y sea T = {8.X}. T es una fopologia
pare X.

DEMOSTRACION: i): Es claro que 8, X € 7.

ii): XU® = X, por lo que se sigue que la unién arbitraria de elementos de 7
es elemento de 7.

iti): XN ® = 0. por lo que se sigue que la interseccién arbitraria de elementos
de T es elemento de 7.

Por lo tanto 7 es una topologia. T se llama topologia indiscreta.

Proposicién 3.34 Sea X un conqunto y 7 = {4 | A C X} (X.T) es un
espacio topoldgico.
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DEMOSTRACION: i): X. B CX. Por lo tanto X, 8 € 7.

ii): Sea {4i}ier CT = A, € TViel = A; CXViel Entonces.
U HCXo m Ui €T

iii); Sean A . A,....,- A, € T = 4; C XVi=1.2,...,n Entonces,
ﬂ?:l A; g A; Q X= n?=1 A; g X .. n?:l A,‘ eT.

Porlo tanto 7 es una topologia para X, de donde (X, 7') es espacio topolégico.
T se llama topologia discreta.

3.2.2 Vecindades

Como en el caso de los espacios métricos, se puede definir el concepto de
vecindad.

Definicion 3.35 (Vecindad) Sea (X,T) un espacio topoldgico y sea z € X.
Una vecindad de z es un conjunto U C X tal que 3A€T > r € ACU. Es
decir. es un conjunto U para el cual eriste un abierto A de T tal que 7 estd
en A y A estd contentdo en U.

Observacién 3.36 Esta definicidn es consistente con la que se did para es-
pacios métricos. es decir. una vecindad en espacios métricos es una vecindad
en la topologia T del teorema 3.29. definida por la métrica en el espacio.

Teorema 3.37 Sea (X, T) un espacio topolégico. A C X es abierto si y sélo
st A es vecindad de todos sus puntos.

DEMOSTRACION:
=] Si A es abierto, A mismo es vecindad de todos sus puntos.
<) Sea r € A, entonces existe 4, € T tal que £ € 4, C A. Entonces

A =1J,c4 Az, que es un elemento de 7. ya que es unién de elementos en 7
v T es topologia.

Observacién 3.38 El conjunto de vecindades de un punto t en un espacto
topoldgico X se denota como A'X. 0 bien como N, cuando es claro el espacto
en el gue se trabaja.
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Definicidn 3.39 (Sistema de vecindades de una topologia) Sea X un
espacio topoldgico. El conjunto N' = {N, | r € X} se llama sistema de
vecindades de la topologia de X.

Proposicién 3.40 Sea X un espacio topoldgico. El sistema de vecindades
N de la topologia de X satisface las siguientes condiciones:

YVeN,. VCU= UeAN,.

i) Ve N i€, [ finito. = (e, Vi €N

W)VeN, = reV.

wUeEN, = IVEN, talqueUe N, Vye V.

DEMOSTRACION: i) Sea . abierto, tal que r € A C V C U, entonces
r € A C U, A abierto. Por lo tanto U € N,.

i) Si V. € M; = 3A,. abierto, talquez € 4; C Vi = r € ), 4 C
A;CViViel= re(),g 4iCMN,e Viicon [Nics Ai abierto, por lo tanto
Nier Vi € N

iii) Por definicién de vecindad £ € V.

iv) Sea V abierto tal que z € V C U, entonces, paratodoy e V, ye V C L.
por lo tanto U € N, Yy € V.

Definicién 3.41 (sistema de vecindades) Sea X un conjunto, y para cada
£ € X sea N, una familia que satisface las condiciones t}-iv) de la proposicion
anterior. A la coleccion N = {N; | € X} la lamaremos un sistema de
vecindades en X.

Teorema 3.42 Sea X un conjunto y N un sistema de vecindades de X.
Entonces eziste una unica topologia en X que tiene precisamente a N como
su sistema de vecindades.

DEMOSTRACION: Veremos primero que si tal topologia existe entonces es
unica. El teorema 3.37 afirma que un conjunto es abierto si, y solo si. es
vecindad de todos sus puntos. Esto nos permite definir también la topologia.
Sea A={4C X |A€N,Vze A}. Por constuccion A seria la tnica
topologia que determina a estas vecindades. Veamos que efectivamente A
es una topologia. @ € A por vacuidad. y X € A por la hipétesis i). Sea
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{A:}ier € A una coleccién no vacia de elementos en A. Si r € User As.
entonces r € A; para alguna i € [. 4; € V,. Pori). Uiy 4di € A, pues
A; € Ujer Ai. por lo tanto. Uie  4; € A. Sea {4;}ic; C A. I finito no vacio.
Six € NigrA; entonces r € 4; para toda ¢ € i, por lo tanto 4; € A, para
toda ¢ € I. De ii). se sigue que NigsA; € V., por lo que N, A; € A.

Asi tenemos que A es una topologia en X. Falta estudiar cuiles son las
vecindades en esta topologia. Basta ver que las vecindades en esta topologia
son precisamente las del sistema de vecindades dado. Sea V una vecindad
de r segin A, entonces existe A € A tal que z € 4 C V. Por definicién de
A, A€ N, ypori), V € N,. Inversamente, supongamos ahora que U € A.
Sea A ={y € X |U € N,}. En particular, z € Ay, por iii), y € U para
todoy € A. Asi, r € A C U. Basta verificar que 4 € A.

Sea y € A. Ya que U € N, por definicioén de A y por iv) sabemos que
existe VEMN, >5U € N.Vz€V. Asi, VC Ay pori) A es vecindad de y.
Porlo tanto A€ A4

3.2.3 Continuidad de funciones

Definicién 3.43 (Funcién continua en z € (X. 7)) Sean X y Y espacios
topolégicos. Sea f : X — Y. La funcidn f es continua en r € X si dada una
vecindad V de f(z). f~'(V) es una vecindad de £. Se dice que f es continua
en X, st es continua en cada punto de X.

Proposicion 3.44 Seun X y Y espacios topoldgicos, f : X — Y es con-
tinuz en x € X st y solo st dada una vecindad V de f(x). eziste una vecindad
U de z tal que f(U) C V.

DEMOSTRACION: Sea z € X y sea V vecindad de f(x).

=>) Como f es continua entonces U/ = f~}(V') es vecindad de r y puesto que
FUFHV)) C V, se tiene que f(U) C V.

<=) Hay que demostrar que existe un abierto A tal que r € A C f~"(V). Por
hipotesis existe U vecindad de r. tal que f{L') C V, entonces Yu € U, f(u) €
V=aUC{reX] flr)eV)=fHV) - UC f V). Ademds como U es
vecindad de z, existe A abierto tal que £ € 4 C L' C f~!(V). Por lo tanto
f7Y(V) es vecindad de z. En conclusién f es continua en r. u
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Teorema 3.45 Sean X y Y espacios topoldgicos, sea f : X — Y: fes
continua en X si y sélo st para todo abierto B en Y, f~'(B) es abierto en
X.

DEMOSTRACION:

=>} Sea B abierto en Y, y sea z € f~!(B). Entonces f(z) € B, y por ser
B abierto, es vecindad de f(x). Asi pues, como f es continua en z, por ser
continua en X, entonces f~'(B) es vecindad de £ y como r fue arbitrario,
entonces f~!(B) es vecindad de todos sus puntos. Por lo tanto f~'(B) es
abierto.

<) Sea r € X y sea V vecindad de f(z), entonces existe A, abiertoen Y, tal
que f{r) € A C V. Como A es abierto en Y, entonces f~!(A) es abierto en
X.Ademds fY(A)={reX|f(z)eA} C {zeX|flx) eV} =FfHV)
o FHA)Y C f7YV) y dado que f(z) € A, entonces z € f7H{A) C f~H{V) y
f1(A) es abierto. Por lo tante f~!(V) es vecindad de z. Puesto que z fue
arbitraria en X, entonces f es continua en X.

El siguiente capitulo nos muestra el modelo en si; la primer parte del
capitulo nos habla del planteamiento del modelo y la segunda de su jus-
tificacién. Ahi entrardn en uso las nociones matematicas que vimos en el
capitulo presente y en el anterior.



Capitulo 4

El modelo y su justificacién

Ultimamente se debate en el drea de la evolucidn si la historia de la vida ha
sido punteada, a través de transiciones discontinuas en los fenotipos, o bien
si las especies han evolucionado de manera gradual y continua.

El modelo que se presenta en este capitulo pretende hacer comprensible
y explicar cémo surge en la evolucién el concepto de transicion discontinua.

Para distinguir entre un cambio continuo y uno discontinuo en la evolucion.
se necesita de una relacion de cercania entre fenotipos. Esa relacidn estd
basada en la probabilidad de que un fenotipo sea accesible desde otro, medi-
ante cambios en el genotipo.

Un gene es la unidad de 1a herencia. Cada gene es una secuencia de acidos
nucléicos que contiene la informacion necesaria para formar un precursor de
una proteina particular. Los genes pueden sufrir cambios. Dichos cambios
se llaman mutaciones.

Existen mutaciones que no trascienden al nivel del fenotipo, se llaman
mutaciones silenciosas. Dentro de ese grupo se encuentran las que pro-
ducen un cambio en la secuencia de los aminoacidos que codifica el gene
alterado. pero que no afectan la actividad de la proteina correspondiente.
Este tipo de mutaciones recibe el nombre de mutaciones o sustituciones
neutrales.

Gracias a las mutaciones neutrales, los fenotipos denotan clases de equi-
valencia de genotipos. Estas clases de equivalencia permiten establecer rela-
ciones entre fenotipos a fin de definir la vecindad, o conjunto de formas
cercanas. de una estructura secundaria de minima energia, dada.

Puesto que el RN A provee secuencias (genotipo) y estructuras secundarias
{(fenotipo) en una sola molécula. el espacio de secuencias considerado es el

47
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espacio, S,. de todas las secuencias de RNA de longitud /. fija. Junto con
este espacio se considera el espacio. S, de todas las estructuras secundarias
de minima energia asociadas a las secuencias del espacio S.

Dentro de estos espacios se estucia la manera en que el plegamiento de
secuencias induce una topologia en el conjunto 5.

La relacion de cercania obtenida con dicha topologia, es decir las vecin-
dades, sugiere una nocién de transformacién continua. Dada esa relacion de
cercania es posible explicar las transiciones grandes en la trayectoria de la
evolucién de dos fenotipos, al nivel de estructuras de RNA, si se identifican
aquellas transformaciones que son discontinuas irreducibles.

En la primera seccion de este capitulo se explica el modelo de manera
detallada. En la segunda seccion, se da la justificacion del modelo.

4.1 El modelo

En esta seccion se describe el modelo sin justificar los resultados enunciados,
ellos se demuestran en la siguiente seccién.

4.1.1 Premisas del modelo

Para el desarrollo del modelo se consideran secuencias de RNA de longitud
l. fija, pues como ya se ha dicho, proveen genotipo y fenotipo en una sola
molécula, lo cual lo hace ideal para experimentos sobre evolucién. El fenotipo
de una secuencia esta dado por su estructura secundaria de minima energia.

Para fines de simplicidad las estructuras secundarias de minima energia
recibiran el nombre de formas.

Puesto que el propdsito es estudiar la evolucion entre dos fenotipos y
no entre sus productos finales, se define una estructura secundaria a, fija,
como blanco del proceso evolutive y se estudia como una forma cualquiera
evoluciona dentro de una poblacién bajo seleccion hacia el blancoe fijado.
Cabe mencionar que la evolucidn de una entidad esta considerada aqui en su
expresion mas simple: la replicacién en un ambiente constante.

Se define 5, como el conjunto de todas las secuencias de RNA de longitud
/. Asi mismo. se define S, como el conjunto de todas las formas asociadas a
las secuencias del conjunto S,.

Con estos dos conjuntos se define la funcién F' : §; — Sy comeo la funcién
de plegamiento dada por la accién del programa de Walter Fontana y Peter
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Schuster para calcular la estructura secundaria de minima energia de cada
secuencia en §;. Esta funcidn de plegamiento es la misma que se definié en
el capitulo uno.

Se considera, ademas, que la unica fuente de variacién que existe en los
espacios, estd dada por las mutaciones puntuales de las secuencias de S,. Es
decir. que la fuerza que obliga a la evolucién es la que imponen las mutaciones
puntuales. De hecho, en la naturaleza este tipo de mutaciones es el mds
comun.

4.1.2 Planteamiento y desarrollo

A fin de entender la historia en la evolucién de dos fenotipos, se debe or-
ganizar el conjunto S, en una forma tal que refleje la posibilidad de que
un fenotipo en S, sea alcanzado mediante otro a través de cambios en el
genotipo. Tal organizacidn estd dada por la asignacién de un sistema de
vecindades para cada entidad en el conjunto.

En el problema que estudiamos hay dos clases de entidades: las secuen-
cias y las formas, las cuales estdn relacionadas mediante un procedimiento
termodindmico de plegamiento, que en nuestro caso est4 representado por F.

El conjunto S estd organizado de manera natural en un espacio de vecin-
dades. puesto que las mutaciones puntuales inducen vecindades candnicas.
Las mutaciones puntuales son aquellas que sélo intercambian una base
nitrogenada por otra en un inico punto dentro de la secuencia.

La vecindad candnica de una secuencia a € S, consiste de todas las
secuencias que difieren de ella en una base nitrogenada. Esta vecindad se
puede interpretar en términos de una métrica particular, la de Hamming.
B{#(a) = {b € S, | d;?(a,b) = 1} representa la vecindad canénica de la
secuencia ¢ € S,. La métrica de Hamming nos sirve en situaciones en las que
la longitud de la secuencia se conserva y en que las mutaciones puntuales son
la tinica fuente de variacion, lo cual se cumple en S, pues la longitud de las
secuencias es fija y por hipétesis sélo se admiten mutaciones puntuales.

Organizar las formas en un espacio de vecindades es algo problematico.
pues en contraste con las secuencias no es sencillo encontrar una métrica
que refleje las diferencia entre una forma y otra. Esto se debe a que desde
el punto de vista de la evolucidén no hay procesos fisicos que modifiquen la
estructura secundaria de una secuencia de manera directa y hereditable. De
hecho, la transformacion de una forma a otra es el resultado de una serie de
cambios en la secuencia de la que proviene,
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Asi pues. es necesario que la organizacion de las formas esté relacionada
con las secuencias de las que resultan.

[na primera asociacion entre secuencias y formas esta dada por la funcion
de plegamiento y las mutaciones neutrales, las cuales permiten organizar
las secuencias en clases de equivalencia determinadas por las estructuras
secundarias.

La relacién de equivalencia que rige las secuencias en términos de sus
formas estd dada de la siguiente manera. Sean a y J € S, y sean a v
b€ S;» Fla)=ay F(b) =3, entonces a = b & o = 3. Esta relacién nos
indica que dos secuencias estan en la misma clase de equivalencia si y solo
si, dan lugar a la misma forma.

Dada una forma a € Sy y una secuencia, a, que se pliega en «, se define
la clase de equivalencia de a, como [a) = {s € 5, | s = a} = { todas las
secuencias que se pliegan en a}.

Esta relacién refleja que algunas estructuras secundarias son mds fre-
cuentes que otras. Es decir, si el tamano de la clase de equivalencia de una
secuencia es grande, ello se interpreta como que la estructura asociada a
dicha clase es frecuente. Una definicién de frecuente esta dada por la nocion
de comiin: Una estructura es comiin cuando mas secuencias que el promedio
# total de secuencias
# total de estructuras

La propiedad de ser frecuente se hace mas precisa al considerar que en el
limite de secuencias de longitud muy grande, ia fraccion de tales estructuras
tiende a cero, mientras que la fraccién de secuencias que se pliegan en ellas
tiende a uno. Es decir, EF = {o;}cs es el conjunto de estructuras frecuentes
si

se pliegan en ella.

#EF ~0y lim # secuencias,, .

lim — =
I-eo F# total de estructuras -0 # total de secuencias

donde # secuencias,, es el nimero de secuencias que se pliegan en a;. i €
I. Cabe mencionar que el nimero de estructuras posibles se incrementa al
incrementar [, la longitud de las secuencias, es decir, el nimero de estructuras
es una funcién de {. Lo mismo se cumple para el nimero de secuencias.

Para hablar de vecindades entre las estructuras secundarias , es necesario
definir en qué términos una forma. o estructura secundaria, puede ser cercana
a otra. para ello es indispensable definir con anterioridad el concepto de
accesibilidad.
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Formas accesibles

Si en un proceso de evolucién una forma a es seguida de una forma J. en-
tonces 3 debe ser accesible desde a. El concepto de accesibilidad significa
que una secuencia cuya forma es 3 puede ser alcanzada por una mutacién
puntual desde otra secuencia cuya forma es a. Nétese que esta nocién de
accesibilidad no cuantifica distancia, por lo que el sistema de vecindades que
obtengamos, o topologia, serd mas débil que el espacio de secuencias, en el
sentido de que no podremos cuantificar la distancia entre dos estructuras.

En términos formales el concepto de accesibilidad se define de la siguiente
forma: Se dice que ,J es accesible desde a, 0 J & a, si existe un para, b €
S, dy(a,b) =1y fa) =a, f(}) =2.

El conjunto de todas las estructuras accesibles desde o se describe como
Sa={B18 ¢ a}.

Dado el concepto de accesibilidad, se dice que una forma 3 es cercana a
una forma « si es muy probable que 3 sea accesible desde .

El problema se transforma entonces en estimar la frecuencia con la que
una mutacion en la secuencia de o da lugar a la forma 3. Cabe aclarar
que si una forma o estd asociada a una clase de equivalencia muy grande
entre secuencias, entonces la cercania de J a « significa que o darg lugar a
3 con probabilidad alta cuando se promedia sobre todas las secuencias que
se pliegan en a. Esto es. sea A = {5 € By(a) | s € [b]} con F(a) = a y
F(b) = 3, si 'EITJ‘] = 1, para cualquier a que se pliegue en &, entonces a es
cercana a fJ.

Asi pues, definir la vecindad de o en términos de sus elementos cercanos
no depende de una secuencia particular y la vecindad se convierte en una
propiedad robusta de «.

Sea S, = {s € 5, | s se pliega en a}, S, denota el mismo conjunto que
[a]. pero sin hacer referencia a alguna e particular. El conjunto S, tiene por
frontera al conjunto B, C S,, donde B, = {r € S, | dy(r.s) =1. s €
(o]} = Usera B ().

Debido a que no hay recursos disponibles para identificar totalmente los
conjuntos S,. a € Sy, ellos se encuentran por muestreo.

Para encontrar S, se generan por plegamiento inverso un conjunto de n
secuencias de fongitud / que tengan a a como su estructura secundaria de
minima energia. Entre mayor sea n. mejor sera la aproximacidn a S,.

El plegamiento inverso es el proceso que nos permite saber. a partir
de las caracteristicas de una estructura secundaria dada. qué secuencias se
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pliegan en ella. En [26] y [27} se pueden encontrar programas que realizan
dicho procedimiento.

Recordemos que una secuencia de RNA estd formada por una sucesién
de 4 posibles bases nitrogenadas, asi pues, por cada base puede haber tres
mutaciones puntuales distintas. Debido a que una mutacién puntual puede
ocurrir en cualquiera de las [ bases nitogenadas que conforman una secuencia,
entonces cada secuencia de la muestra de S, tiene 3! vecinos. Sea b € S,.
b es vecino de a si dy(b,a) = 1. De esta forma, el conjunto Bff(a) tiene
cardinalidad 3!, para cualquier a € S, en particular para cualquier secuencia
en 5,.y en consecuencia la muestra de el conjunto B,. generada a partir de
la muestra de S, tiene cardinalidad 3in.

Una vez que se encontraron los 3! vecinos de cada secuencia de la muestra
de S,, se obtiene la forma asociada a cada una de esas 3In secuencias. Estas
estructuras constituyen una muestra de .

Cada estructura 8 en X, tiene dos multiplicidades asociadas. Una de
ellas, N¥(3,a), cuenta el nimero total de vecindades B¥(s), s € S,, en que
la estructura 3 ocurre por lo menos una vez. Se dice que § ocurre en la
vecindad Bf(s), si existe k € B (s) » k € Sj, es decir, si hay una secuencia
k en la vecindad de s. con s una secuencia que se pliega en a, tal que se pliega
en 3.

Si se normaliza N(3,a) por el tamafio, M, = n, de S,, se obtiene la
frecuencia de vecindades

_ N(g.a)
V(ﬂ,(l’) - A’[a
Esta frecuencia refleja la probabilidad de que una secuencia & se pliegue en
J. donde k es una secuencia generada a partir de una mutacién puntual de
una secuencia s ¥ s es cualquier secuencia que se pliegue en a.

La otra multiplicidad se refiere al nimero total de ocurrencias, N¢(J, a},
en B, de la estructura ;3. Es decir, refleja el mimero total de secuencias
de B, que se pliegan en 3. Asi, cada vecindad de las secuencias en S,,
respectivamente, estd ponderada por el numero de veces que 3 ocurre en esa
vecindad.

Si se normaliza N, (73, a) por 3IM,, es decir, por la cardinalidad de B,.
obtenemos la frecuencia de ocurrencia

N (3. a)
v(d,a) = :;LU
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Esta frecuencia nos indica la probabilidad de que una secuencia k, entre todos
los vecinos posibles de secuencias que se pliegan en a, se pliegue en J.

Estos indices. se estiman a partir de las muestra de £,. Dichos nimeros
indican lo mismo de distintas maneras, una contando vecindades, otra con-
tando secuencias.

Ahora bien, para definir propiamente las vecindades en el espacio de for-
mas, definimos conjuntos que jugarin un papel similar al de las € — bolas del
espacio de secuencias,

Sea a € S,, consideremos los conjuntos

V(o) = {8 € Za | p(B,a) > ¢}

donde 1 > € >0y 0 < p{@.a) < 1. p denota una medida para la frecuencia
de J en la frontera de S,. Esta frecuencia puede ser v(8, a) o v(8, a) definidas
anteriormente. Para el trabajo se considera p = v(3, @){13, p.19).

Es facil ver que si ¢; > ¢, entonces ¥, (@) C ¥,,(a).

La topologia de S, depende de las formas que contiene ¥ (a), para
cualquier a € S;.

El contenido de estos conjuntos ¥, («) no es arbitrario, mas bien depende
del plegamiento del RNA, en este caso depende del algoritmo de Schuster y
Fontana. Dicho contenido debe ser obtenido mediante analisis numéricos de
p(3.a). Los andlisis realizados revelaron que no todas las estructuras son
igualmente importantes, por lo que la bisqueda del contenido de ¥ (o) se
limita a aquellas estructuras que son frecuentes [13, 13-18].

Cercania

Simulaciones hechas por Walter Fontana y Peter Schuster, autores del mode-
lo. revelan que 31 > 4, > 0, que depende de a, tal que &, separa el conjunto
caracteristico de estructuras § altamente frecuentes en las que a se puede
plegar, de las estructuras menos frecuentes. Esto permite describir la estruc-
tura topolégica del espacio de formas considerando para cada forma a, solo
aquellas estructuras accesibles desde a con una frecuencia de al menos dg.

Sea ¥s,(a) = {3 € T4 | p(B.a) > 4.} W5, () es Hamado el conjunto
caracteristico de a y contiene aquellas estructuras que son accesibles desde
a con una probabilidad alta.

Se dice que una forma 3 es cercana a a si 3 € ¥y, (), es decir, si 3 es
accesible desde a con una probabilidad de al menos 4,,.



54 CAPITULO 4. EL MODELQ Y SU JUSTIFICACION

Sea C'y, = {3 € 84 | B € ¥y, (a)}. C, es el conjunto de todos los vecinos
de . es decir. todas las formas cercanas a a.

El conjunto de vecindades de a esta determinado por N, = {V C S |
Je>030, 2 ey Vo) CV}yV={N,laes, determina la topologia para
Sk.

Ahora bien, para hablar de continuidad en la evolucién es necesario ca-
racterizar los cambios que hay de una estructura secundaria a otra para saber
st es posible lograr ese cambio en un sélo paso o no.

Continuidad

Se dice que dos estructuras secundarias son comparables si se puede llegar
de una a la otra ya sea removiendo o aniadiendo pares de bases. Esta condicién
estd sujeta al hecho de que no se permiten pseudo-nudos en las estructuras
secundarias.

Por el contrario, dos estructuras son incomparables si la interconversion.
es decir la conversién de una estructura en la otra, implica ambos actos, esto
es. si se necesita anadir y remover pares de bases,

En este ultimo caso, es ttil distinguir aquellas interconversiones que son
cambios generalizados.

Se dice que un cambio de pares de bases es generalizado, si por cada par
de bases cambiado, al menos una de las bases se mantiene emparejada.

Esta definicién incluye los cambios estindar en los cuales las parejas se
recorren en unas cuantas bases. Un cambio generalizado también abarca
aquellas transformaciones como el “roll-over”, los giros y los dobles giros.
Como ejemplo de todos estos cambios se presenta la figura 4.1.

Aquellas estructuras que difieren en cambios generalizados se llaman
shift-incompatibles.

Por definicion de cercania, 3 es cercana a a si podemos pasar de o a J
en un solo paso, con probabilidad mayor o igual a é,.

Hay transiciones de @ a 8 que no son en un solo paso. sino que pueden
OCUrTIC en varias etapas. Para estas transiciones decimos que si J no es cer-
canaa a pero existe una serie de estructuras o = ag, @p,. .. . Xio1. @iy - - -, Ay =
3 5 «; sea cercana a a;_,, entonces la transicion completa de a a J es con-
tinua. Claramente, si dos estructuras son cercanas, entonces la transicion
de a a ;} es continua.

Con esta definicién de continuidad ya se puede hablar claramente de si
una sucesion evolutiva de o a /3, es decir la sucesién de formas producidas
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durante la evolucién de a a J. es continua. La definicién es exactamente
igual. La evolucion de una estructura « a una J es continua, si existe una
sucesion de estructuras & = ag. oy ... . Q. ..., 00 =3, 3 a; es cercana
A Yi=1..... n. Una transicién. o proceso evolutivo, de una estructuraa
otra es discontinuo irreducible. si no existe tal sucesién de estructuras (figura
1.2).
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Figura 4.1: Cambios generalizados.

4.1.3 Conclusiones

Entre las conclusiones encontradas por Schuster y Fontana a través de sus
andlisis numéricos se encuentra el hecho de que la cercania entre dos estruc-
turas no implica la similitud de las mismas. Mds atin. la cercania no es una
relacién simétrica. Esto queda ilustrado con la figura 4.3.
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Una manera de visualizar la estructura del espacio S, es a través de una
erafica dirigida. Cada forma en el espacio se representa mediante un nodo.
Se asigna un segmento dirigido del nodo o al nodo J si J estd en el conjunto
caractenistico, C,,. de a. ver la figura 4.4.

CC) 2l lu s "L‘ .
Coucacteiahec (eC)

Cc.(p)

Figura 4.2: Un proceso continuo de evolucién

Con esta representaciéon de Sy, se puede pensar en una transformacién
continua de @ a 3 como un camino dirigido de & a J en la grafica de S;.

Una transformacién discontinua se puede interpretar como una transicion
entre nodos de la grifica para los cuales no existe un paseo dirigido.

Otra conclusién del trabajo de Fontana y Schuster es que las transiciones
discontinuas son precedidas pot largos periodos de deriva génica. Esto es
debido a que una transicién discontinua puede ser obtenida con una mutacion
puntual. sélo si el resto de la secuencia provee el contexto necesario para que
ello se logre. Estas secuencias son muy raras y estan forzadas severamente
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por las condiciones det ambiente. Ademds cuando un fenotipo estd bajo una
seleccion muy fuerte. la deriva génica es el tinico medio que se tiene para
producir el contexto genotipico requerido.

of Sacks

Opcning of - }: v '
= Consirained Siacks . [} 1

Py — { -t \=f ) “.I' s’ :’ .
_______ = = - " .
Clnung of ~— :i: " 1 1-{

Cunxiramied Stacks *

Figura 4.3: A. Acortar o alargar una zona de bases emparejadas es una tran-
sicion continua. B. Abrir una regién de bases emparejadas es un movimiento
continuo. mientras que emparejar una secuencia de bases no lo es. C. Los
cambios generalizados son transiciones discontinuas.

En la figura 4.5 se muestra una estructura secundaria y su vecindad. Con
este ejemplo se puede observar que la cercania entre formas no implica la
similitud de las mismas.

La siguiente seccion estd destinada a formalizar y demostrar lo que aqui
se menciona. La parte principal de dicha seccidn consiste en demostrar que la
familia V = {V,}aes,. donde N, = {V C 5, |Fe > 036, > ey ¥ (a) C V},

perne RN e L o
tacks = v Shin ~ g
—_— A — 13 3% TS & ] e 4
— a3 - JItl i : {.’E\a
Llangation f \ - N T NN

Ihneble Flip

—_———— q
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Figura 4.4: Ejemplo de la representacién como digrafica de la topologia para
Sy. El proceso de evolucion de I a 2 es continuo en ambos sentidos. La
evolucion de 3 a 1 es discontinua.

es una topologia para 5.
LE
10!
103
o T T P T BT h&gﬁ% "'}g\
Rank ol =

Figura 4.5: Ejemplo de una vecindad
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4.2 Justificacién

Como ya se mencioné. esta seccién esta dedicada a la formalizacién del mode-
lo. Aqui se demuestra que el espacio (Sy, H) es un espacio métrico. H es una
métrica de Hamming andloga a la definida en 3.7 del capitulo 3. Se dernuestra
también que (S, V) es un espacio topolégico. V = {Na}aes, . Para esto se
utiliza el teorema 3.42 del capitulo 3. Finalmente, se muestra que la funcion
de plegamiento F : S, ~—3 S, es una funcion continua casi en ninguna parte.
Es decir. sélo bajo ciertas condiciones, la imagen inversa de una vecindad en
Sk es una vecindad en S,. Esto expresa que en general la evolucién no es
continua sino a brinquitos.

4.2.1 El espacio de secuencias S,

Como ya se definié anteriormente, el espacio S, es el espacio de todas las
secuencias de RNA de longitud I, fija.

En el capitulo tres definimos la métrica de Hamming para el espacio de
secuencias de ceros y unos. Dicha métrica cuenta el nimero de lugares en
que dos secuencias difieren. la métrica de Hamming se puede generalizar a
otros espacios.

Consideremos d; : S, x S, — {0,1} tal que

0 a,—-—-b,-
1 CI,'?’-'b,‘

Sea dy(a.b) = S| di(a,b), dy es la generalizacién de la métrica de
Hamming para el espacio S,. dy también cuenta el nimero de lugares en
que la secuencia a y la b difieren.

Para ver que el espacio (S,,dy) es un espacio métrico, basta probar que
dy es una métrica.

Parai=1,... 1]

di{a.b) = {

Lema 4.1 Paratodoi=1,....1, d; satisface que di{a, b} < di(a,c) +d;(c, b)
para a,b.c € §,.

DEMOSTRACION: Sean a.b,c € S,. Sidi{a,c) =1 (o di(c,b) = 1) entonces,
di(a.b) <1< 1+difc.b) = di{a.c) +di(c.b} . di(a,b) < di(a,c) + di(c, b)
(analogamente si d;(c.b) = 1).

Si d,‘((l.(‘) = d,((‘b) =0 = aq = G =b = a; = b, = d.‘(ﬂ,b) =0=
di{a.b) < di{a.c) + d,{c.b) (de hecho, ambas partes son iguales a cero).
Por lo tanto. di{a.b) < di(a,e) + di{c.b) Vi=1,... 1. u
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(S,.du) es un espacio métrico

Proposicién 4.2 La funcidn dy definida arriba es une métrica.

DEMOSTRACION: i) Por definicién de d;, di{e.b) 2 0V i =1,....1 =
Sl di{a.b) > 0 - dgla,b) > 0y dy(a,d) = 0 & T di(e,b) =0 &
di{a.b) =0Vi=1...l&a=KVi=1,.. .  laae=b
i)
0 ﬂ-.'=bi i ¢ b;:a; — .
d.‘(a,b)——{ U a; # b —{ 1 b #a =diba)Vi=1....,1

entonces ©f_ d:(a.b) = Ti_,di(b.a) .. dy(a,b)=dy(b,a)

iii) Por el lema 4.1 tenemos que, d;(a.b) < di(a,c) + di(c.b) para toda
i=1....,1, entonces Ti_,di(a,b) < T'_ di{a,c) + T, di(c.b)
s dg(ab) < dyla,c) +dyle,b)

Por lo tanto, dy es una métrica.

Con esto queda justificado que (S,,dy) es un espacio métrico.

4.2.2 El espacio de formas S,

Dentro de la seccién anterior, se definié el conjunto S; como el conjunto
de todas las estructuras secundarias de minima energia que surgen de las
secuencias de RNA del espacio S, respectivamente.

A cada a de S, se le asigné su conjunto de vecindades N, = {V C 5, |
Je > 054, > ey ¥ (a) C V}. Con este conjunto de vecindades. se definié el
conjunto V = {N, | @ € Si} y se afirmé que constituye una topologia para
Si. lo que le daria a S; su estructura de espacio topoldgico.

Para probar que V constituye una topologia para S,. haremos uso de el
teorema 3.42, que nos dice que sea N un sistema de vecindades de X, en este
caso de Sy, entonces existe una tlinica topologia en X que tiene precisamente
a .\ como su sistema de vecindades. Por lo que si se prueba que V es un
sistema de vecindades de S;. habriamos terminado.

Lema 4.3 Sea a € Si. Si €, > €. entonces ¥, (a) C ¥, (a).
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DEMOSTRACION: Sea 3 € ¥, (a) = p(d.a) > €, > €3 = p{3.a) > &
= JeW, (a) T, C V.,

(Sk.V) es un espacio topolégico

Proposicién 4.4 Sea a € Sy, el conjunto de vecindades de o, N, satisface:
YVeN, VCU= UeA,.

w)VieN,, i€l ] finito. = [, Vi €N,.

) VeN,=> acV.

w) UeN,= IVeEN, tal quelU e N3 V3e V.

Es decir V = {N,}aes, €8 un sistema de vecindades de Sy.

DEMOSTRACION: 1) SiV € N,, VC U = Je >0, con d, > € 3 ¥,(a) C
VCU= Y (a)cU - UeNMN,.

i) V; € Ny, i € 1. finito = existene; >0, &, > €, i €1 3 ¥, C V.
Sea emax;er{€;} = € > € Vi € I entonces, por el lema 4.3 se tiene que
Via) C V() Vi el = V(o) C Nigt¥{a) C NietV; = T {a) C
NierVe . NiegVi € N,

i)V € Ny = Je >0,cond, > ¢32¥fa)CV, a€ X, yviaa) =
i%%:%::lZJQZE=>v(a,a)ze=>a€ Vi) CV aeV.

w)Seall e Ny = 3e >0,conéd, > e3¥,(a) CU.Sea A = {f € ¥ (a) |
¥s,(3) C ¥ {a)}, a € A ya que por el lema 4.3 se tiene que ¥;_(a) C ¥ (a),
pues 6o > €. . A #£ 0. Sea ¢; = minges{ds} y sea V = ¥ (a), ¢ < b,
puesa € A,y V € N, (¥, (a) CV = ¥,(a)), ademds, por el lema 4.3
U, () C ¥, (a) C U. De esto ultimo, lo primerc ocurre por definicién de A y
lo segundo por hipdtesis. Basta ahora con demostrar que U € A3V S € V.
Sea JEV =¥ (a). PD.3e; >0, d3 > €9, 3V, (B CU.

Sea €, = d5. 6 > €, debido a que ¢, es el minimo sobre las d4. Entonces
U, (0) =¥,(B) C¥fa) CU =¥, (I)Cl. .. U eN; Comoj fue
arbitraria en V, entonces U e Ny V3 e V.

Con esto queda justificado que S es un espacio topolédgico.
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4.2.3 Sobre la continuidad de F:S, = S,

Los abiertos de i son conjuntos V' tales que existe e > 0, §, > ¢ 5 ¥, (a) C
V. a € Si. Esto debido a que V es topologia para S,.

Los abiertos de S, viendo a S; como espacio topolégico (lo cual es posible
gracias al teorema 3.29), son conjuntos U tales que existe ¢ > 0 tal que
Ba)CU,conac€§,.

Sea 4 abiertode S;. F~'(4)={b€ S, | F(b) € A}.Sea v € A = Je >
0. cond, 2 ¢ 3 ¥.(a) C A F-Y ¥ (a}) C F7I(A4).

F seria continua si existiera una § > 0 tal que B (a) ¢ F~*(4) con
a 3 F(a) = a. Esta  podria proceder de aquellas secuencias que bajo F van
a dar a ¥ {(a), es decir. provendria de F~!(¥(a)).

P (¥(a) = {be S, | F(b) € ¥la)} = {b€ S, | F(b) € Say™ER) >
e} ={be S| dy(ba) =102 >} c {be S, | dy(ba) =1} =
B2 (a).

En el mejor de los casos, F~!(¥(a)) seria igual a Bf”(a), pero ello
. implicana que todas las secuencias vecinas de a se pliegan en alguna F(b) €
V¥ (a), con probabilidad alta, lo cual casi nunca sucede.

Asi pues, se observa que la funcién de plegamiento es continua casi en
ninguna parte. Esto es debido a que las formas frecuentes producidas por
mutaciones puntuales de una secuencia que se pliega en «, arbitraria, general-
meunte no pertenecen al conjunto caracteristico. ¥4 _(a), de o. y para aquellas
que lo hacen, no siempre se cumple con una frecuencia alta [12, p. 1454).

Con esto se observa que los vecinos de una estructura secundaria no siem-
pre provienen de secuencias vecinas, lo que indica que una forma que procede
a otra en un proceso evolutivo, puede no provenir de una sola mutacién pun-
tual. con lo que los cambios en los fenotipos ocurren a “brinquites”, o dicho
de otra manera, ocurre de forma punteada.

4.2.4 Mis conclusiones

Mi trabajo en el desarrollo de esta tesis consistié en formalizar el modelo de
continuidad en la evolucidn propuesto por Walter Fontana y Peter Schuster.

Esa formalizacién consistié en demostrar que es posible asociar el espacio
S, con un espacio métrico, asignar al conjunto S, una topologia y analizar
la continuidad de la funcién de plegamiento a partir de las caracteristicas de
la topologia dada para S,.



1.2, JUSTIFICACION 63

Al verificar que el modelo estd bien fundamentado, concluyo que es una
propuesta confiable de la cual se sigue que la evolucién entre dos fenotipaos es,
la mas de las veces. a “brinquitos”. lo que indica la presencia de una evolucién
punteada. Cabe mencionar que debido a que la no continuidad de la funcién
dle plegamiento. y por ende la de un proceso de evolucién analizado bajo este
modelo, estd fuertemente determinada por la topologia asociada al espacio
de estructuras secundarias de minima energia. si ella se cambia el resultado
obtenido no se puede asegurar. Esto no contradice el resultado al que se llega
con ¢l modelo planteado por Walter Fontana y Peter Schuster, sélo indica
que en cuestion de evolucién todavia no se puede esclarecer cabalmente qué
medios producen los cambios de una especie a otra. Este modelo muestra
la presencia de evolucién punteada, lo que indica que el gradualismo no es
unico medio por el que la evolucién se desarrolla.

En este capitulo se hablé del modelo desde un punto de vista general.

El capitulo siguiente plantea un caso particular al que se puede aplicar el
modelo.
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Capitulo 5

Un caso particular: HH

El modelo tal cual fue explicado puede ser utilizado para fijar como blanco
final a una estructura secundaria particular, con el propésito de caracterizar
su vecindad segun el modelo indica y analizar sl un proceso de evolucién
dirigido a esa estructura es continuo o discontinuo.

El caso particular que se tratard es el del Hammerhead.

5.1 Hammerhead: una ribozima con “Cabeza
de Martillo”

Las ribozimas son secuencias de RNA con capacidad catalitica.

Existe un tipo de ribozima que por sus caracteristicas especiales para
buscar, reconocer. cortar y destruir moléculas de RNA, es conocida como
ribozima Cabeza de Martillo (HH, por sus siglas en Inglés).

La ribozima Cabeza de Martillo fue descubierta comparando las secuen-
cias de ciertos viroides y virusoides que presentaron autocatalizacién como
parte de su proceso de replicacién [15].

Las ribozimas HH tienen la caracteristica de no contener informacién para
la creacion de proteinas, aun cuando ellas estin formadas de RNA, pero en
cambio actian como enzimas que cortan moléculas de RNA. Una vez que las
ribozimas HH encuentran y reconocen su blanco. la ribozima se pega a él y
solamente a él, ignorando cualquier otro tipo de moléculas de RNA.

Hecho eso HH corta a su blanco en pedacitos que son fragiles e inestables.
Estos pedazos inestables de RNA son reconocidos por la célula como basura
¥ entonces son destruidos.

65



66 CAPITULO 3. UN CASO PARTICULAR: HH

Debido a la habilidad de la ribozima HH de reconocer diferencias entre
un par de bases de varias secuencias. la ribozima HH permite ser utilizada
en terapias génicas.

5.2 La medicina y el HH

La terapia génica es ia manipulacion del material genético de las células
a fin de combatir enfermedades. Este tipo de terapias han sido utilizadas
para tratar enfermedades genéticas del sistema inmunoldgico tal como la de-
ficiencia de ADA (Adenocsin DeAminasa); esta deficiencia es una enfermedad
congénita en la cual los bebés nacen sin la enzima ADA necesaria para la
generacion de sus propias células T y B, células de la sangre, lo que oca-
siona que los bebés sean incapaces de combatir enfermedades y sufren de
inmunodeficiencias graves.

Debido a la habilidad de la ribozima Cabeza de Martillo para reconocer
sitios especificos y unirse a una molécula en tales lugares, asi como su ca-
pacidad para cortar las moléculas a las que se une, la ribozima puede ser
adaptada para reconocer ciertas moléculas de interés como virus patologicos,
como el VIH (virus de inmunodeficiencia humana, causante del SIDA), o bien
podria utilizarse para eliminar genes cancerigenos.

El VIH es. de hecho, un excelente candidato para combatirse a través
de terapia génica ya que ésta funciona introduciendo un gene “guardidn” en
el material genético de las células del paciente, dando asi a las células la
capacidad de defenderse por si mismas.

El VIH contiene muchos genes que potencialmente pueden ser blancos
de la terapia génica. Ademds, siendo que el material genético del VIH esta
compuesto de RNA, la ribozima HH puede ser adaptada para reconocer de
manera especifica las moléculas de RNA del virus y después de ello cortarlas
para que la célula las elimine.

Actualmente existen tres clinicas {dos en EUA y una en Australia) que
estan utilizando tratamientos génicos a base de la ribozima HH para estudiar.
in vivo, los efectos del uso de la ribozima en contra del VIH. Los respon-
sables de estos grupos de trabajo opinan que la ribozima HH es una molécula
fascinante v que tiene un potencial increible para ser utilizada en contra del
VIH y otras enfermedades.
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5.3 Aplicaciones y futuras lineas de investi-
gacion

Aun cuando el uso de la ribozima HH ha tenido una buena aceptacién entre
varias instituciones y se han enfocado a investigar su eficacia en tratamientos
génicos contra el cancer y sobre todo contra el VIH. hasta hace poco la
mayoria de los experimentos con ribozimas sélo habian sido in witro.

La notacién “Cabeza de Martillo™. atribuida a dicha ribozima no solo por
sus caracteristicas ya mencionadas sino también por la forma de su estructura
secundaria. esta basada en imagenes obtenidas a través de la cristalografia
por rayos X [11]. ver la figura 5.1: sin embargo in vivo algunas ribozimas HH
tienen forma de ~Y™.

Figura 3.1: La estructura Hammerhead

Este pequeno detalle podria en algin momento desembocar en una pers-
pectiva completamente diferente a la que se tiene ahora con respecto a la
estructura. el mecanismo y la manera de “actuar” de la ribozima. especial-
mente dentro del medio intracelular.

Es debido a estoiltimo que es importante caracterizar la vecindad. segiin
el modelo. de la estructura Cabeza de Martillo pues con ello se puede saber
«jue tanta probabilidad hay de que una secuencia se pliegue en la forma HH
v con elle qué tan sencillo seria encontrarla in nvoe.
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Una vecindad grande nos indicaria que la ocurrencia de esta estruc-
tnra tiene varias alternativas. indicando una buena posibilidad de que los
tratamientos en base a HH funcionen y mas aun. si entre los vecinos de HH
se encuentra estructuras encontradas comunmente en las células.

Asi pues. el modelo representaria un acercamiento al estudio de la ribo-
zima HH por medios alternativos, un modelo matematico.

Este provecto queda para una investigacidn posterior, tema de una tesis
de maestria.
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Glosario

Aminoicido: Producto inicial de la sintesis de proteinas.
Anticoddn: Triplete de nucledtidos complementario a un codén.

Cododn: Trinucledtido que corresponde a cada uno de los residuos aminoacidos.
Hay varios codones que no corresponden a aminoacidos pero que indi-
can el final de la sintesis de una proteina (Estos se marcan en la figura
del codigo genético con un *). También hay codones que indican el
inicio de la sintesis de la proteina, usualmente AUG, GUG o UUG.

Eucarionte: Célula que posee niicleo. Organismo cuyas células tienen nicleo.

Energia libre: Es una constante termodindmica que indica la cantidad de
energia requerida para. o liberada por una reccién. Esta cantidad es
medida en kcal/mol y se expresa con el pardmetro AG. Las reacciones
(jue requieren energia tienen un valor positivo. Reacciones que liberan
energia tienen un valor negativo.

Nucleétido: Molécula formada por una base nitrogenada (A, T. C. G),
azicar (deoxirribosa para el DNA, ribosa para el RNA) y fosfato.

Polimero: Compuesto quimico que representa una cadena de grupos recu-
rrentes. La mas sencillaes - - - —CHy —CHy; —C Hy—- - - que corresponde
al polietileno.

Procarionte: Célula que carece de nicleo. Organismo cuyas células no
poseen nicleo.

Viroide: Molécula de RNA infecciosa que funciona independientemente, sin
ser encapsulada por alguna cubierta de proteinas
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T4 GLOSARIO

Virusoide: Moléculas similares a un viroide pero que son encapsulados por
algin virus junto con el genoma viral. Los virusoides no se replican
de manera independiente, requieren la asistencia de algin virus. Los
virusoides también son conocides como RNA satélites,



