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1 Introduccion.

Para el problema clésico del cdlculo de variaciones, un conjunto de condiciones
necesarias para minimizadores consiste en las condiciones de Euler, Weierstrass,
Legendre y Jacobi. Bajo ciertas hipdtesis, la primera es equivalente a la anu-
lacién de la primera variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles, mien-
tras que la tltima es equivalente a la no negatividad de la segunda variacién.
También, el restringir las tGltimas tres convierte al conjunto en una serie de
condiciones suficientes para minimizadores locales. En particular, la condicién
modificada de Jacobi es equivalente a la positividad de la segunda variacion
sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulos. Un conjunto de condi-
ciones suficientes para un minimo débil consiste en la anulacién de la primera
variacién, la positividad de la segunda variacién, y la condicién modificada de
Legendre; estas condiciones junto con la condicién modificada de Weierstrass
son suficientes para obtener un minimo fuerte. Este método se establece bajo
una aplicacién directa de la ecuacién de Euler y la condicién modificada de
Jacobi a través de campos de extremos. Las condiciones de Euler, Weierstrass
y Legendre se han generalizado, para problemas de control 6ptimo, a través
del principio de Pontryagin, pero una laguna de gran importancia en la teoria,
afin sin resolverse satisfactoriamente, ha sido el encontrar el equivalente a la
condicién de Jacobi, en particular en términos de © puntos conjugados ”. Se
trata de una condicién de segundo orden y se han podido obtener resultados al
respecto en control éptimo sélo para ciertos sistemas especificos. Mds de una
definicidn de punto conjugado en control éptimo se ha encontrado errdnea y el
problema sigue siendo discutido.

En la seccién 3, para el problema de Lagrange involucrando dinamicas Li-
neales, se introduce el equivalente a la ecuacién de Euler, la condicion de Le-
gendre, Weierstrass, y J acobi. Asi, como el equivalente a las condiciones mo-
dificadas de Legendre, Weierstrass, y Jacobi. Se introduce la nocidén de punto
conjugado [J.F.Rosenblueth] directamente de la ecuacién de Euler, y bajo ciertas
hipGtesis se prueba que, la no existencia de un punto sobre {a, ) conjugado a
a es necesaria para un Gptimo. Posteriormente, se extiende de manera natural
el conjunto clasico de condiciones suficientes del calculo de variaciones. Estas
condiciones, involucran la segunda variacién con respecto al Hamiltoniano y son
obtenidas directamente sin ninguna referencia a posibles extensiones de puntos
conjugados, campos de extremos, soluciones de una cierta ecuacién de Riccati,
o la teoria de Hamilton-Jacobi. En otras palabras, la prueba de suficiencia es
autocontenida en términos de control éptimo. Posteriormente, se caracteriza
la positividad de la segunda variacién en términos de la condicién modificada
de Jacobi, y se prueba que las condiciones modificadas de Legendre y Jacobi
junto la condicién de Euler son suficientes para un minimo estricto débil; estas



condiciones junto con la condicién modificada de Weierstrass son suficientes
para obtener un minirmo estricto fuerte.

Después, se presentan tres pruebas de suficiencia, basadas en teorias andlogas
del cdleulo de variaciones, exhibiendo campos de extremos, una sclucién de la
ecuacién diferencial parcial de Hamilton-Jacobi, ¥ una solucidn de la desigualdad
de Hamilton-Jacobi.

En la seccidn 4, nuevamente para el problema de Lagrange con dindmicas
lineales, se da otra nocién de punto conjugado [Zeidan & Zezza]. Ahi bajo
la hipétesis de que la solucién éptima es ¢ fuertemente normal ” sobre cada
intervalo de la forma [a,¢] y [c, ] de [a,d], se prueba la no existencia de un
punto en (a,b) conjugado a a, lo cual es equivalente a la existencia de una
solucién sobre (a, ) de una cierta ecuacién de Riccati. Esta teoria resulta ser
equivalente a la teoria dada en la seccidn 3.

En la seccidn 5 se suavizan las hipétesis dadas en las secciones 3 y 4 conside-
rablemente. Se define un punto conjugado generalizado [P.D.Lowen & H.Zheng}
v se afirma que una condicidn necesaria para un éptimo es la no existencia de
tales puntos. Si la condicidn de Legendre no se cumple, o si existe un punto
conjugado en el sentido de las secciones 3 y 4, entonces habra un punto conjugado
generalizado de acuerdo a esta definicién.

En las secciones 3 y 4, la teoria de puntos conjugados consiste en considerar el
conocido “ problema accesorio ”, que consiste en minimizar la segunda variacién
I'"(y,v) sobre todas las parejas solucién (y,v) de algin sistema lineal. Si (z, u)
resuelve el problema original entonces I”(y, v) es no negativa. Si algiin v resuelve
el problema accesorio, aplicando condiciones necesarias a este caso produce la
no existencia de puntos cunjugados. En esta seccidn la teoria es completamente
diferente. Suponiendo que un punto conjugado generalizado existe, se construye
un control directamente para probar que la segunda variacién debe ser negativa.

En la seccién 6 se lleva a cabo un estudio comparativo, donde se analizan
algunas diferencias fundamentales entre las distintas definiciones de “ Punto
Conjugado ” conocidas en la literatura, que nos permiten encontrar deficiencias
y posibles generalizaciones.



2 Cialculo de variaciones.

2.1 Resultados B4sicos.

1 Espacio Euclidiano n-dimensional y Espacios Lineales,

Aqui estaremos interesados primordialmente en el estudio de funciones defini-
das sobre un conjunto S en un espacio Euclidiano n-dimensional E™, y en fun-
clones definidas sobre un conjunto en un espacio lineal £.

Por un espacio lineal £ se entendera un conjunto de elementos z,y,z, .. .,
llamados vectores, para los cuales la adicién y la multiplicacién por escalares
a,b,c,... estdn definidas sujetas a las reglas usuales del an4lisis vectorial.

Las reglas basicas de las cuales se pueden obtener las demds son:

l.z4+y=y+rz, z+{y+z)=(z+y)+2

2. Hay un elemento 0 tal que z 4+ 0 = z para todo #. Para todo z hay un
elemento —z tal que z + (—~z) = 0.

. 1z=z,0-z=0,e(bz) = (ab)z,

(a + b)z = az + bz, a(z + y) = az + ay.

Aqui estaremos interesados solamente en el caso en que los escalares sean
nimeros reales.

Un conjunto de m vectores 21, ..., &, en & se dice linealmente independiente

si una relacién de la forma
e1Z1 4 -+ GmTm =0

se cumple sdlo si los escalares ay,...,a, son todos cero. Si hay n vectores
zj,...,Zn que forman conjuntos maximales de vectores linealmente independientes
en £ entonces se dice que £ es n-dimensional. En este evento cada vector = en
£ se expresa de manera linica en la forma

T=a1z;+ -+ anty,.

La clase de todas las n-tuplas £ = (z%,...,2%), y = (3*,...,3"),.. .de ntmeros
reales forman un espacio lineal n-dimensional con adicién vectorial y multipli-
cacidn escalar definidas por las férmulas

c+y=(z' +4*, ..., 2" + "), az = (az',..., az").
La norma o longitud de un vector z se definird por la férmula

lzl = [($1)2+ R (xn)2]1/2




Si |z = 1 entonces = es un vector unitario. Si 2 # 0, entonces y = z/lz| es un
vector unitario. La norma [z] de z tiene las siguientes propiedades.

L. |z} > 0, cumnpliéndose la igualdad si y sélo si z = 0;

2. Jaz| = |a] fo};

3. |z + y| < 2|+ Iy {desigualdad del tridngulo).

Un espacio lineal £ se dice un espacio lineal normado si para cada z en &
existe un nimero real |z| que tiene las propiedades que se acaban de describir.

Un espacio Euclidiano £ es aquel cuyos puntos pueden ser representados
por n-tuplas = = (z',...,2"), y = (y},...,4")...de niimeros reales tal que la
distancia entre dos puntos z y y estd dada por la férmula

|z —y| = [Z‘_:(xi — )& _y,-)r/z-

En consecuencia, £" puede ser identificado con un espacio lineal normado n-
dimensional. En £" el producto interno de dos vectores z y y est4 definido por
la férmula

(g, y) =) o'y
1

Tenemos las relaciones
L {z,z) > 0, cumpliéndose la igualdad si y sélo si z = 0;
2. {z,y) = (v, z);
3. (az + by, 2) = a(z, 2) + b{y, 2)
Ademds, [z| = (z, z)}?, y
4. {(z, 9} < |2 1yl

Un espacio lineal £ se dice un espacio con producto interno si para cada par
de vectores z,y en £ hay un escalar {z, y) llamado el producto interno o escalar
de r y y, que tiene las tres propiedades descritas anteriormente.

Dado un conjunto de puntos S en £”, los puntos que no estan en § for-
man un conjunto llamado el complemento de S. Un punto z se dice un punto
frontera de S si toda bola alrededor de 2 contiene puntos de § v puntos de su
complemento. Un punto z se dice un punto de acumuiacién de S si toda bola
alrededor de z contiene punics de S diferentes de . Un conjunto abierto es
aquel que no contiene a ninguno de sus puntos frontera, y un conjunto cerrado
es aquel que contiene a todos sus puntos frontera. Por la cerradura de § se
entiende el conjunto S junto con sus puntos frontera.

FPor una vecindad de un punto z se entiende un conjunto abierto que contiene
a z. Por una e-vecindad de = se entiende el interior de una bola de radio «
alrededor de z. Por una vecindad de un conjunto S se entiende un conjunto
abierto que contiene a S. Por una ¢-vecindad de S se entiende el conjunto de
puntos, cada uno de los cuales cae en una ¢-vecindad de algin punto de §.

Una coleccién F de conjuntos abiertos se llama una cubieria abierta de un
conjunto S si S es un subconjunto de su unién. Un conjunto S se dice compacto




si toda cubierta abierta de § contiene un nimero finito de conjuntos los cuales
cubren a §. Esta propiedad es llamada la propiedad de Heine — Borel.

Un conjunto acotado es aquel que ests contenido en alguna bola alrededor
del origen. Una propiedad fundamental de £” es que un conjunto S es compacto
s1 y sélo si éste es cerrado y acotado. En consecuencia, los conjuntos compactos
en £ pueden ser definidos como los conjuntos cerrados y acotados.

Un conjunto § se dice convezo si, dados dos puntos z,y en S, el segmento
de linea z =tz 4+ (1 —t)y (0 <t < 1) estd en S.

Por un cono C se entiende una coleccién de vectores x tal que si z estd en
C entonces también estd az para todo a > 0. Un cono C es convexo si £ + y
estd en C siempre y cuando £ y y estdn en C. Los miltiplos no negativos de un
vector z pueden ser interpretados como mitades de lineas. Un cono es por lo
tanto una coleccién de mitades de lineas.

Por un subespacio lineal U de £ se entiende una clase de vectores que es
cerrada bajo la adicién vectorial y la multiplicacién escalar. El mimero de
vectores en un conjunto maximal de vectores linealmente independientes en ¥
es llamado la dimensién de &. Es facil ver que un subespacio lineal es un cono
convexo I tal que si 2 estd en If entonces tamnbién estd —z.

2 Funciones continuas y semicontinuas inferiores.

Sea f una funcién real definida sobre un subconjunto S de R™.
La maéxima cota inferior m y la minima cota superior M de f sobre S serd
denotada respectivamente por los simbolos

m = inff(z) = inff(z) sobre S,
M = sup f{z) = supf(z) sobre S.

Admitimos los valores inff(z) = -0, supf(2) = +co. Sea zp un punto de
acumulacién de 5. Entonces

b= lim f(z}= lim f(z) sobre §
r-+zg Ty

si para toda vecindad B de b hay una vecindad N de &g, tal que f(z) esti en B
para toda ¢ # 2o en N que pertenece a 5. 5i b = 400, los puntos y de la forma
y > ¢, donde ¢ es un niimero arbitrario, definen una vecindad de b.
Una vecindad de b = —oo estd definida de manera similar. El limite inferior
de f en zg,
b = liminf f(z) = liminf f(z) sobre S,
F—To T—+Tg

estd definido por la férmula

b = lim{inf f(z) sobre N.],
e+0




donde N, son todos los puntos z # zo de S en la e-vecindad de zg. De manera
similar, el limite superior de f en zg,

b = limsup f(z) = limsup f(z} sobre §
3T, T—3xg
esta definido por
b= lg%[supf(z:) sobre N,]
€

Sea zo um punto limite de S en S. La funcién f es semicontinua inferior en
zg sl
liminf f(z) 2 f(zo),

¥ es semicontinua superior en zg si

lim sup f(z) < f(zo),

E—>Tp

y s continua en xp si

Hm f(z) = f(zo).

T—+ZTg

Esta es semicontinua inferior, semicontinua superior, y continua sobre $ si ésta
tiene la propiedad en cada punto limite zo de S perteneciente a 5. Es claro que
si f es semicontinua inferior sobre 5, la funcién —f es semicontinua superior
sobre 5.

Tenemos lo siguiente

Teorema 2.1 Sea f semicontinua inferior sobre una vecindad de un conjunto
cerrado no nule S. S5i la desigualdad f(z) > m se cumple sobre S, entonces
ésta se cumple sobre una vecindad N de 5. 5i S es compacto, N puede ser
seleccionada como una e-vecindad de 5.

Prueba. Por la semicontinuidad inferior, cada punto # de S tiene una vecindad
N, de S sobre la cual f(z) > m. La unién N de estas vecindades N, forma
una vecindad de S en la cual esta desigualdad se cumple. Si S es compacto, N
contiene una e-vecindad de S para algiin e > 0 y N puede ser reemplazada por
esta e-vecindad.,

Teorema 2.2 Sea f semicontinua inferior sobre un conjunto compacto no nulo
S. Erxiste un punto zy en S tal que la desigualdad

J(za) < f(=z)
se cumple sobre S. El valor f(zg) es el minimo de f sobre S.

Prueba, Sea m = inff(z) sobre 5. Sea S; el conjunto de puntos r sobre S tal
que
f(z) <ex




donde ¢x > ¢kq: > m y limer = m. Sea z en la frontera de Si. St z estd en el
complemento de S, entonces f{z) > ¢k y como f es semicontinua inferior sobre
S, entonces f(y) > e para todo y € N(z), donde N(z} es una ¢ — vecindad
de z. Pero como z estd en la frontera de S; existe z € Si N N(z). Lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, los conjuntos Sy son subconjuntes cerrados no
vacios de 5. Puesto que Sy es un subconjunto de Sk, y como § es compacto,
la interseccién de estos conjuntos contiene un punto zg en S. Puesto que zg
estd en Sy, tenemos que

me(zo)SCk (k:1:2:3))
¥y en consecuencia f(zo} = m.

Corolario 2.1 Sea f una funcién semicontinua inferior sobre § y sea m =
inf f(z) sobre S. Si eriste una constanle ¢ > m tal que el conjunto S, de
puntos x sobre S que tienen f(x) < ¢ es compacto, entonces hay un punto zq
tal que f(rq) = m. '

Prueba. Este resultado se sigue dcl teorema anterior con S reemplazada por

Se.

Teorema 2.3 5i f es continua sobre un conjunto compacto no nulo S, enlonces
eristen puntos xg y x1 en S tal que la desiqualdad

f(zo) < f(z) < flz1)

se cumple sobre S. Los valores f(zo) y f{z1) son respectivamente los valores
minimo y mdrimo de f sobre 5.

Prueba. Este resultado se sigue del Teorema 2.2 escogiendo a zp relacionado
a f v x, relacionado a — f como se describié en el Teorema 2.2.
Los Teoremas 2.2 y 2.3 son teoremas fundamentales de existencia para el
maximo y el minimo de funciones.

Definicidén 2.1 Una funcion f se dice positivamente homogénea de grado k
sobre un conjunto S, siz € S y a un ntmero positivo, implica que ax € S y

flaz)=a*f(z) (¢ >0) (1)
Si f(z) es positivamente homogénea de grado & sobre 5, la funcién
g(x) = f(z)/|=|™

es positivamente homogénea de grado k — m sobre 5. Por este hecho nos
restringiremos al caso en el que £ > 0. En este evento podemos suponer que
z = Oestd en Sy que f(0) = 0. Se supondrd que S contiene un punto z # 0.




Teorema 2.4 Sea f una funcién positivamente homogénea de grado k > 0 cuyo
dominio S es un cono cerrado. Supongamos que f es continua sobre S. Eristen
vectores unitarios To y ©; en S tal que la desigualdad )

F(zo)lzl* < f(z) < flz1)lel* (2)
se cumple sobre 5.

Prueba. Sea S1 el conjunto de vectores unitarios en S. Este conjunto es no
vacio y es compacto. En virtud del Teorema 2.3 existen puntos zg y I1 en Sy
tal que

f(zo) < f(z) < f(=1)

sobre Si, y en consecuencia tal que

fte < 1(5) < fle)
para todo z # 0 en S. Usando (1) con « = 1/|z|, obtenemos (2). Puesto que
£(0) =0, la relacién también se cumple en z = 0.
Definicién 2.2 Una forma cuadrdtica Q es una funcién de la forma

Q(z) = (Az, z) = (2, Az),
donde A es una matriz simétrica.
Es claro que (Q es una funcién homogénea de grado 2. La funcién

Q(z,y) = (Az,y) = (z, Ay)
es llamada la forma bilineal asociada. Tenemos la identidad

Q(az + By) = a®Q(z) + 2¢6Q(=,y) + B°Q(v)-

Los términos positiva, negativa, no positiva, y no negativa, son usados para
Q o para A de acuerdo a como las relaciones

Qz) >0, Qz) <0,Q(x)<0,Q(z) 20

se cumplen para todo = # 0.
En vista del Teorema 2.4 una forma cuadréitica ¢} tiene vectores unitarios

asociados zg ¥ z) tal que
Q(zo)lz)* < Q(z) € Q(za)lzf*

Se sigue que si @ es positiva, hay un nimero m > 0, a saber m = (Xzy), tal
que
Q(z) > mjz|*  (m>0)

se cumple para toda z. Una extensién de este resultado estd dada en el signiente.




Teorema 2.5 Sea A(z) unae matriz simétrica cuyos elementos son funciones
continuas de z = (z',...,2™) sobre una vecindad de un conjunto compacto S.
Sea

Q(z;2) = {A(z)z, z).

Si Q(z;2) > 0 pare todo © # 0 y para todo z en S, hay ung vecindad N de S y
un ntmero positivo m tal que la desigualdad

Q(z;2) > mlz|? (3)
se cumple para todo x y para todo z en N.

Prueba. El conjunto de todos los puntos (z,z) con |z = 1y z en S es un
conjunto compacto sobre el cual Q(z;z) es positivo. Por el Teorema 2.1, @(z; z}
es positiva sobre una vecindad de este conjunto, y en consecuencia sobre un
conjunto compacto de la forma

jz] =1, z€S; (e>0),

donde S; es la cerradura de una e-vecindad de S. El minimo mn de Q(z; z) sobre
este conjunto es por lo tanto positivo. En consecuencia

o(aZ)zm  #0:es)
vy la relacién (3) se cumple, con N como la e-vecindad de S.
3 Funciones de clase C™, Minimos locales de funciones.

Una funcién real f es de clase C™ sobre un conjunto abierto S si ésta es
continua y todas las derivadas parciales hasta la de orden m son continuas. Se
dice que es de clase C™ sobre un conjunto arbitrario S si ésta es de clase C™
sobre una vecindad de 5. Usaremos las siguientes notaciones,

_6}’ _ 8% f
fz—"a-", fm—m,n-g

i

para las derivadas parciales de f. Como se verd despuds, serd conveniente
introducir las notaciones

. h) = fO{z, h) = (-, h)
f”(ms h) = fm(z,h) = (frzh, h)

para los correspondientes diferenciales de f.
Si f es de clase C1, sobre S, entonces en un punto z en S la funcién

g(t) = f(z +th),




donde h es un vector dado, es de clase C! en ¢ sobre un intervalo —e <t <cy
gty = Flz+thh), ¢ = f(zh)
Si f es de clase C?, entonces también es g y
g'(t) = f"(z +th,Rh),  ¢"(0}=f"{z,h).

La funcién f'(z, h) puede ser interpretada como la derivada de f en la direccién
k. De manera similar, f(z, h) puede ser interpretada como la segunda derivada
de f en la direccién h. Si f es de clase C!, tenemos las familiares férmulas de
Taylor

1
flo 4 B)= £z + £(a+ b, ) = £(2) + [ Flat th byt

siempre que el segmento de linea z 4+ th (0 <t < 1) esté en S y #; es un
punto seleccionado adecuadamente sobre 0 < ¢ < 1. De manera similar, para
las funciones de clase C? tenemos

flz+h) = f(z)+F(z,h)+ % F"(z + tah, b) (4)

1
= flz)+ f'(z,h) +f0 (1 =) f"{z + th, R}dt,

donde 5 es algiin punto sobre 0 <t < 1. Otra vez el segmento de linea z + th
{0 <t <1)debe caer en 5.
El vector definido por las derivadas parciales de primer orden de f serd
llamado el gradiente de f en z y esta denotado por los simbolos gradf o f'(z)
Por lo tanto

gradf = f'(z) = (%5)
De acuerdo a esto tenemos en términos de productos interncs
F'(z, By = (f'{=z), h).

Asimismo, denotamos el Hessiano de f por f/(z). En consecuencia f"(z) es la
matriz simétrica 5 f(z)
i —_ z
=) = ( Oz0z )
En términos de productos internos
F'(z,h) = {f"(z)h. by = (h, f(z) ).

Una funcién f tiene un minimo local en un punto g en S si existe una vecindad
N de zq tal que la desigualdad

f(z} > flzo)

se cumple para todo ¢ en S que cae en N. Si la igualdad puede ser excluida
cuando z # zg, entonces zq aporta un minimo local propio a f sobre S.
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Teorema 2.6 Sea f una funcidn de clase C® sobre 5. Si un punio interior zq
aporta un minimo local a f, entonces

flleo)=0,  f"(z0) 2 0. (5)
Reciprocamente, si las relaciones
flza)=0,  f'(z0) >0 (6)

se cumplen en un punto To en S, entonces existe una vecindad N de zo y un
ntmero positivo m, tal que

f(=) > f(zo) + mlz — zof® (M)
se cumple para todo x en N.

Prueba. Si zp minimiza f localmente, la funcién
g{t) = f(zo +1th)
tiene un minimo locat en ¢ = 0. En consecuencia ‘
g'(0) = f'(zo, k) =0,  g"(0) = f"(z0.h)} 20

para todo h y (5) se cumple. Reciprocamente, si (6} se cumple, entonces por el
Teorema 2.5 existe una vecindad N de z¢ y un nimero positivo m tal que

f"(z,h) 2 2m|hf’

para todo z en N. Si z estd en N se sigue de (4) con z reemplazada por zo ¥
con h = z — xg que (7) se cumple.

Un punto en que f'(z) = 0 es llamado un puntoe eritico de f y el valor de f
es Hamado un valor critico.

Como una aplicacién posterior a formas cuadriticas y matrices simétricas
tenemos el siguiente

Teorema 2.7 Una matriz simétrica no negativa A es positiva s: y sélo st ésta
es no singular.

Prueba. Sea
F(z) = (Az,z).

Si A es singular, hay un vector zo # 0 tal que Azg = 0. En consecuencia
F{z¢) = 0 y A es no positiva. Reciprocamente, si hay un punto zy # 0 tal que
F(zg) = 0, entonces o aporta un minimo a I ya que F(z) > 0, por hipétesis.
Entonces,

F’(:!!o) = 2A220 =0

y A es singular.
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4 Teoremas de la Funcidn Implicita.

Sea f : R™*" 3 R™ una funcién continua sobre un conjunto abierto S en
el espacio-tz, con derivadas parciales continuas con respecto a z?,...,z" sobre

S.

Consideremos la ecuacién
flt,z) = f(t, .. 17, zh, .2y =0,
y sea D(t,z) el determinante

a_f
Jz

Con estas hipétesis podemos establecer el siguiente

Dit,z) =

Teorema 2.8 Supongamos que las relaciones
flta,z0) =0, D(tg,z0) #0
se cumplen en el punto (to, zo) en S. Eriste una funcidn continua
() = z(t}, ..., t7")
sobre una vecindad T de ty y una constante ¢ > 0 tal que
2(to) =20, fltz(t) =0
y tal gue las relaciones
flt,z) =0, |z — z(t)| < ¢ (teT) (8)

se cumplen sélo si z = (). Si la funcidn f es de clase C™ sobre S, la funcidn
z(t) es de clase C™ sobre T'.

Este resultado es un caso especial de el siguiente
Teorema 2.9 Supongamos gue eziste una funcidén continua

zo(t)
sobre un conjunto compacto Ty tal que sit estd en Ty, entonces (1, zo(t)) estd
en S,y

ft,zo(t)) =0, D(t,zolt)) £ 0.

Eziste una funcidn continua

z(t)
definida sobre una vecindad T de Ty y una constante € > 0 tal que

z(t) = zo(t) (t € To), flt,z()=0(teT),

y tal que (8) se cumple sélo en el caso en que & = z(t). Ademds, sila funcidn
f es de clase C™ sobre S, la funcidn z(t) es de clase C™ sobre T.
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Ver Hestenes MR(1966) Calculus of Variations and Optimal Control Theory,
John Wiley.

5 Teoremas de Existencia e Inclusién para Ecuaciones Diferen-
ciales.

En el problema de minimizar una integral en ccasiones haremos uso de teo-
remas de la teorfa de ecuaciones diferenciales que seran (tiles frecuentemente.
Sea

flt.2) = ft, 2, ..., 2")
una funcién continua sobre una regién F en el espacio-tr la cual posee derivadas

parciales continuas con respecto a 2* sobre . Como un primer teorema de
existencia para la ecuacién diferencial

&= f(t, z) (:c = %) (9)

tenemos el siguiente

Teorema 2.10 Dado un punto (@, B) en F hay una constante § > 0 tal que
eriste una tnica solucidn

z(t) fe-d<t<a+d)
de la ecuacidn (9) con x{a) = B. Sila funcién f es de clase C™ sobre F,
entonces la funcidn z(t) es de clase C™*! sobre a ~§ <t < o+ 4.
Si

Ig: zo(t) (a<t<b)

es una solucién de la ecuacién diferencial (9), entonces ésta puede ser incluida en
una familia n-paramétrica de soluciones de esta ecuacién. Este resultado puede
ser obtenido manteniendo a fija en el resultado dado en el siguiente teorema.

Teorema 2.11 Eziste una constante p > 0 y una vecindad Fo de los puntos
(t,z) sobre una solucién zo de la ecuacidn diferencial (9) tal que a través de
cada punto (o, f) = (e, 8%, ...,B") en Fy pase una tnica solucidn

rt,a,f)  (a—p<t<bip)
de la ecuacidn (9) tal que
z(t, o, zo{a)) = zo(f) (a<t<b).

Las funciones x(t, a0, 8), &(t, @, B) son continuas y poseen derivadas continuas
con respecto a B; para todo (t,a,B) con t sobre el rangoa —p <t < b4 oy
(o, B) en Fy. Ademds, el determinante

2—;;u,a,m]
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es diferente de cero sobre este conjunto. Si la funcidn f(t,z} es de clase C™
sobre Fy entonces lgs funciones z{t, @, B), £(t, a, B) son de clase C™.

Teorema 2.12 Para ¢ en el rango —6 < ¢ < 6 sea
z(e) : z(t, €} (a<t<h)

una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacidn (9) que contiene a zg
para € = 0. Supongamos que las funciones z(t, €} y sus derivadas parciales z,
con respecto a € son continuas sobre a <t <b, —8 < ¢ < &. La variacién

vi oyl =et,0)  (e<t<b)
de la _;‘amilia z(¢) a lo largo de xy satisface la ecuacion de variacidn
v = {f=(t. 20(t)), ) (10)
de la ecuacidn (9) a lo largo de 2.
Prueba. La ecuacién (10} se obtiene de la ecuacién
z(t, ) = f{t, z(t,¢))

derivando con respecto a € y evaluando en ¢ = 0.

2.2 Problemas cldsicos de punto final fijo.

1 Introduccién,
Consideremos el problema de encontrar en una clase de arcos
r: z(t) (t1 <t <ty)

que unen dos puntos fijos g y z; en el espacio tz uno que minimice una integral
de la forma

4

)= [ fit,2(0),3())dt

Si, por_ejemplo, f = +/T+z%, entonces I(z) es la longitud de z. Si f =
2rzv/1+ 2% y 2 > 0, entonces I(z) representa €l drea de la superficie obtenida
girando z alrededor del eje t. En el caso (n + 1) — dimensional el problema es
encontrar en una clase de arcos

z: z'(t) (a<t<b;i=1,...,n)

14




que unen dos puntos fijos en el espacio — (f,zt,...,2*) uno que minimice una
integral

b
I(z) = ] £t 2(2), (1)) dt

. dz(t)
dond =
onde (1) 7
Aqui f(t,z,2) es una funcién de 2n + 1 variables (¢,z',..., 2", &!,...,£"). El

problema que se acaba de definir es llamado el problema de punto final fijo
simple. Esta seccién es dedicada principalmente al desarrollo de condiciones
necesarias de primer orden para un minimo. Estas primero son dadas en la
forma esténdar involucrando la ecuacién de Fuler y la condicidn de Weierstrass.

2 Terminologia y resultados iniciales.

A una funcién real u(t) se le dird continua por fragmentos en un intervalo
a <t < bsiel intervalo puede ser dividido en un niimero finito de subintervalos
ti<t<tjy1(f=1...,N)cont; =aytyy = b, sobre cada uno de los cuales
u{t) es continua y Liene limites laterales izquierdo y derecho u(t; +0) y uft; —0).
Sea ¢ <1 < b un intervalo fijo. Denotemos por £ la clase de todos los arcos
continuos
z: (1) (a<t<b;i=1,...,n)

que poseen derivadas continuas por fragmentos z*(t) sobre a < ¢t < b. Si z,y son
arcos en £, y o, ff son nimeros reales, ar + Sy estd también en £. De acuerdo
a esto la clase £ es un espacio lineal. La subclase & de todos los arcos y en £
tal que y{a) = y(b) = 0 es una subclase lineal de £.

Sea R un conjunto abierto de puntos (¢,z,z} = (¢, z!,...,2" 2!, ..., &%) en
el espacio (2n+1) —dimensional. Los elementos de R serdn llamados elementos
admisibles. Un arco z en £ se le dird admisible si sus elementos (¢, z(t), #(t))
son admisibles.

Sea f(t,z,z) una funcién real de clase C? sobre R. La integral

b
H(z) = f i, 2(8), () dt

esta bien definida sobre todo arco admisible x. El problema que se considerard en
esta seccion es el de encontrar propiedades de un arco admisible x4 que tinimice
I en la clase R de todos los arcos admisibles que unen sus puntos finales. Uno
de los principales resultados estd dado en el Teorema 2.13. Su demostracidn se
dara en las siguientes subsecciones. Para propdsitos de aplicaciones posteriores
se debe notar que la demostracién dada no requiere que f sea de clase C2. Las
conclusiones del teorema se cumplen si f tiene derivadas parciales continuas con
respecto 2 T y a &.
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Teorema 2.13 (Primera condicién necesaria) Supongamos que zy mini-
miza I en R. Entonces existe un vector constante ¢ tal que la velacidn

t
3 =f fedstc (11)
se cumple a lo largo de ry. Ademds, la desigualdad
E(t,z,2,u)>0 (12)

se cumple para todo (t,z,z,u) tal que (t,2,2) estd sobre zo y (L, z,u) estd en
R, donde E es la funcion E de Weierstrass

EBt,z,z,u) = f(t,z,u) — f{t,2,2) — (u—2, fa(t, 2, 2))

La afirmacidén de que (11) se cumple a lo largo de zy quiere decir la relacién

Falt 2o, £00) = [ (s, z0(s),ols))ds +-

Los elementos (¢, z, ) sobre zg son los elementos (t,z0(t), Zo(t)). En un punto
esquina de zp existen dos elementos, (¢, zo(t), £o(t — 0)) ¥ (t, zo(t), o(t + 0)).
La ecuacién (11) es la forma integral de la ecuacién de Euler

d
Ef:i: = fz (13)

En un punto esquina de zg la derivada d/dt serd interpretada como una derivada
lateral izquierda y derecha.

Corolario 2.2 (La condicién de esquina) S zg satisface la primera condicidn
necesaria, {as funciones

F=&&f, oy f
son continuas ¢ lo largo de xq, y en consecuencia en cada punto esquina de g,

Prueba. Si definimos p(t) = f: (¢, zo(t), £0{t)) tenemos por (11} la condicién de
esquina p{t —0) = p(t +0). Esta condicién es comiinmente llamada la condicién
de esquina de Weierstrass — Erdmann. La continuidad de f—= (&, f;) es una
consecuencia de la condicién (12) y la continuidad de p{t). Para obtener este
resultado definimos

F(t.vu) = f(t: zo(t),u) - (u:p(t))
Por (12) y la continuidad de p{t) se tiene

0 < E(t,zo(t), 2ot — 0), Zo(t +0))
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= f{t zo(t),20(t +0)) = f(t,z0(t), Zo(t - 0))
—{(&o{t + 0) — zo(t — 0), f: (2, zo(t), 2ot — 0)))
= f(t,zo(t),20(t + 0)) - f(t, 20 (t), Zo(t — 0))
—(Zo{t +0) — #o(t — 0), f1(¢, zo(2), £o(t)))
= {f{t;zo(t), Zo(t + 0)) — (Za(t +0), falt, zo(t), 20(2))}
~{f(t, z0(t), Zolt ~ 0)) — {&alt — 0), f(t, zo(t), 20(t)))}
= F(t,zo(t +0)) - F(t,&0(t - 0))

De manera similar,

E(t: z'o(t), j"U(t + 0)"&:0@ - 0))
F(&, zo(t — 0)) — F(t, 2o(t +0))

=1
A

Por lo tanto, F(t,zo(t — 0)) = F(t,zo(t + 0)).
Asi se ha probado el siguiente

Corolario 2.3 En un punto esquina de un arco admisible =y que satisface la
primera condicidn necesaria, se tiene

B(t, :l’.'g(t), ot — 0),Zo(t + 0)) = E(t, za(t), ot + 0): zo(t - 0)) =0

Corolario 2.4 (La condicién de Legendre) En cada elemento (t,z,%) de
un arco Ty que satisface la condicidn de Weierstrass, se tiene que

(feem,m) >0 (14)
para todo m = (x1, ..., 7™, i.e., la matriz fi; es semidefinida positiva.

Prueba. Sea (f,z, ) un elemento sobre 24, y definimos G(u) = E(t, z, 2, u),
observamos que G(2) =0, Gy = fi(t, z,u) — fa{t, 2, 2), y Guu = fsa(t,z,u), en
virtud de la condicién de Weierstrass la funcién G{u) tiene un minimo local en
u = &, de esto se sigue que 0 < (Guu(2)m, 7} = {(fz:(t,, Z)m, ) para todo 7.

Una solucién z¢ de (11} sera llamada un extremal. Un extremal sin esquinas
gera llamado un extremo. Un extremal estd formado por un nimero finito
de subarcos que son extremos. Un arco admisible zy se dice no singular si el
determinante

|foi| £ 0

en cada elemento (¢, z, z) sobre zg.

Corolario 2.5 {Teorema de diferenciabilidad de Hilbert) . Un extremo
no singular zq es de clase C™ st f es de clase C™ (m > 2) sobre R. Entre dos
esquinas, un arco g no singular gue minimiza o I es de clase O™,
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Prueba. Observamos que la ecuacién

0= F(t, u) = fz(t, zo(t), u) - /5 fz(5,20(5), Zo(s)}ds — ¢ (15)

tiene a u{t) = Zy(t) como solucién. Ademds

ar
du

= |fiz] £ 0

a lo largo de esta solucidn, ya que zq es no singular. Sea f de clase C™ (m > 2)
sobre R. Si zo no tiene una esquina en t = {, la funcién F(f,u) es de clase C*
(k < rn), donde C* es la clase de zg(t) cerca de t = . Tenemos que & > 1. Por
el teorema de la funcién implicita, la solucién u(t) = #o(t) de (15) es también
de clase C*. En consecuencia, si 2¢(t) es de clase C* (k < m), éste es también
de clase C*+1). De esto se sigue que zo(t) es de clase C™.

La integral ] se dird positivamente regular si la regién R es convexa en z
y la matriz fi; es definida positiva para todo (t,z,z) en R. En vista de la
convexidad de R en %, tenemos por el Teorema de Taylor aplicado a f(t, z, z)
considerada como una funcién de z,

E(t,z, &,& 4 7)) = 1/2{fsz(t, 2, v)m, 7)
donde v = & + £m para algiin valor £ sobre 0 < £ < 1.
De este resultado se obtiene la primera afirmacién en el siguiente

Corolario 2.6 Sea I positivamente regular, entonces
E{t,z,z,u) >0

para todo (t,z,2,u) tal que (t,2,2) y (f,x,u) estdn en R y u # 2. Ademds,
todo extremal es un ertremo no singular.

Prueba. Por el Corolario 2.3 si E(t, £, z,u) > 0 para todo (t,z, 2, u) tal que
(¢,z,2) y (t,z,u) estdn en Ry u # Z, entonces z(t) no tiene esquinas. Ademads,
como fiz > 0, entonces |fzz| # 0 por lo tanto z(t) es no singular.

3 Ejemplos.

b

Consideremos el caso en el que f = 2 ~ 22, En este evento

d .
a;fx-—f,:=2(:t:+x)=0

La solucién es ¢ = acos(t) + fFsen(t). La funcién E de Weierstrass toma la
forma

Et,z,z,u) = f(t,z,u)~ f(t,z,2)
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—(u~—z, f:(t,z,2))
= -z -2+ —(u—£)2¢
= u?— 3% 2k + 227
u? — 2uz + 22

= (u-1z)

Por lo tanto la condicién de Weierstrass es satisfecha.

El arco
To: zp=0 (0<t<h)
satisface las condiciones descritas en el Teorema 2.13. Sin embargo, si b > =, el
arco £p no minimiza a f(z} = f;(z'z — z?)dt, en la clase de todos los arcos que
cumplen con (0} = z(b) = 0. Tomemos ¢ sobre el intervalo 7 < ¢ < b, ¢ < 27,
y sea z el arco

z(t) = sen(t) (0 <t < %), z(t) = sen(c—1t) (- <t <e), z{t) =0 (e <t <h).

r| O

El valor de la integral I para esta funcién es

<

cf2
I{z) = /; (cosz(t)—senz(t))dt+/ (cos?(c — t) — sen?(c —t))dt

cf2

Q/UCN(cosz(t) — sen®(t))dt

cf2

= 2/ cos(2t)dt
0

= sen(c) <0

yaque 7 < ¢ < 2r. Como I(zo) = 0, el arco zp no minimiza a [ sujeto a la
restriccién z(0) = z(b) = 0 si b > m. Este ejemplo muestra que las condiciones
descritas en el Teorema 2.13 no son suficientes para garantizar un minimo a
I. Se debe notar que un problema variacional no siempre tiene solucién en la
clase dada de arcos bajo consideracién. Para ilustrar este hecho consideremos
el problema de minimizar la integral

I(z) = fn ETALH

en la clase R de arcos z : z(t) (0 <t < 1), que cumplen con z(0) =0y z{1) =
1. Los arcos bajo consideracién se suponen ser continuos y tener derivadas
continuas por fragmentos. Claramente [{z) > 0 para todo £ en R. Para ¢ en
D<e<1el arco

t

a::z(i)_e(OSiSe), z(t)=1(e<t<1),
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claramnente tiene z(0} = 0 y z(1) = 1, por lo tanto z estd en R y

I b iina < €
(::)__/0 tz(t) a't:/; Egdt =3

En consecuencia m = 0 es la maxima cota inferior de /(z) sobre R. Ademas,
las ecuaciones de Euler de  toman la forma

d 2.\

entonces,
t2% = ¢ = constante

a lo largo de cada extremo. Tomandot = 0, se ve que ¢ = (. Consecuentemente,
los tinicos extremos definidos sobre el intervalo cerrado (0 <t < 1) son aquellos
para los cuales z(t) = constanfe. Ningin extremo de este tipo tiene 2(0) = 0
y z(1) = 1. Entonces el problema variacional descrito anteriormente no tiene
solucién. Si se relajan las soluciones y se permite a uno de los valores finales
de z(t) ser libre, entonces existe una solucién. Notamos que en este problema
fzz = 2£% y por lo tanto se tiene una singularidad en t = 0.

4 Prueba de la condicién necesaria de Weierstrass.

Sea zy un arco admisible que minimiza [ en la clase de arcos admisibles
que unen sus puntos finales. La desigualdad E{t,#,%,u) > 0 se cumple para
todo (¢, z,z,u) tal que (t,z, £} estd sobre zo y (¢, z, u) estd en R. Consideremos
un punto £ sobre a < ¢ < b el cual no corresponde a un punto esquina de zo.
Definimos Z = zo(f), & = £o(t), y escogemos u tal que (f, Z, u) sea admisible.
Escogemos dp > 0 tal que { + 8y < b. Para 0 <§ < &3, 0< e < 1, sea

z{e,6) : z(t, ¢, 6) (a <t<b)

el arco definido por las férmulas

z(t,€,d8) = zo(t) (a<t<i,I+5<t<b)
z(t,€,8) = 2o(t) + (t — ) (u — @) (<t <i+ed)
z{t,e, ) = zo(t) + [e(u— B}/ (1— )] f+6—2) (T+e6<t<t+4)

Puesto que R es un conjunto abierto podemos seleccionar eq lo suficientemente
pequeno tal que, siempre y cuando 8 < ¢ < €, 0 < ¢ < g, el arco z(¢, 6) sea un
arco admisible que une los puntos finales de zp. En consecuencia,

0 < I{z{e,8)) — I{zxo} = F(e,8) + G(e, ) (16)
donde

i4ed
F(e,9) =ft_ {F(t. z(t, €, 8), &alt) + u = &) — f{t, zo(t), To(t)) }dt
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t+é
G(G!J) = /; {f(t, z(tsfs J)’ .’bo(t) e 7](11 - ﬁ)) - f(t, xn(t), i’O(t))}dt

+€d
Aqui, 7 = ¢/{1 ~ €). Tenemos que
. Fle,8 - o
A T A
lim Cl6:9) f,2,8—n(u-4) - f(1, 9)
im = .
=0 €f 7

En vista de (16) se tiene la desigualdad

f(f_,i,ﬁ-'l(“—ﬁ)) '-f(‘t_,ﬂ_‘,‘,ﬁ)
n

f(i.:E:u}*f(t-,E:ﬁ) + 20(0<U$’70) (17)
donde g = €o/{1 — ¢p). Tomandeo limite cuando 7 — 0, el \ltimo miembro en
(17) es la derivada parcial de f en la direccién del vector (i ~ u) = v, entonces
se tiene que _
af(t, z, i)
v
Por lo tanto, (17) es igual a

={u—u, f:(I,E0)

ft,z,u)— fi,2,8) — (u—4a, f:({,%,8)) =B, z,a,4) >0

La condicién de Weterstrass por lo tanto se cumple a lo largo de =5, excepto posi-
blemente en los puntos finales y en los puntos esquina de xg. Por la continuidad
de fy f:, se cumple también en estos puntos.

5 La primera y la segunda variaciones de /.

Sea ¢ un arco admisible ¥ sea y un arco en £. Escogemos § > 0 tal que el
arco z + ey sea admisible si € estd en el rango —§ < ¢ < 4.
La funcién

b
Fle)= I(z +ey) = f F(t2(t) + eylt), 3(t) + i)t (18)

es de clase C? en € sobre —8 < ¢ < §. La derivada F’(0) de ¥ en ¢ = 0 se llama
la primera variacidn de J a lo largo de = y es denotada por I'{z,y). Derivando
(18) con respecto a € y evaluando en ¢ = 0, se obtiene

b
e R ORI OO 19)

donde los argumentos en las derivadas de f son los elementos (i, z(t), z(t))
pertenecientes a z. La segunda derivada de F(¢) en € = 0, se llama la segunda
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variacién de I a lo largo de = y se denota por el siimbolo I"(z,y). Puesto que
F'{e) = I'(z + ey, y), derivando con respecto a € y evaluando en ¢ = 0 se obtiene

b
Mz,y) = /u{(fmy(t),y(t)) +2(/z29(1), 4()) + (fa29(2), §(2))}dt

b
[ 2tt, v, i) ar

donde 2u(t, y(t), §#(8) = {faut(®), ) + A fast(t), y)) + (f2s3(2), §(2)), los
argumentos en las derivadas de f son los elementos (¢, z(t), £(t)) que definen a
z. Notamos que por ser f de clase C? las matrices fre, foi, ¥ fiz son simétricas,
¥ en consecuencia la segunda variacién I’(x,y) es una forma cuadrética en y
sobre £. Su forma bilineal asociada I'(y, z) estd dada por la férmula

b
a2 = [ (o) + o )

En la seccién 4 se mostrard que la primera y la segunda variacién de I coinciden
con ¢l primer y segundo diferenciales de Fréchet de [ con respecto a una cierta
norma débil,

Teorema 2.14 Si un arco admisible xg minimiza a I en la clase de arcos ad-
mistbles que unen sus puntos finales, entonces

Flzo,y)=0 y  I"(zo,y) 20 (20)

para tode arco y en la clase & de arcos en £ que cumplen con y(a) = y(b) = C.
La relacidn

F{zo,y) =0 (21)

se cumple sobre £y s1 y solo st la ecuacion

fa;-=/:f=d8+c

8 satisfecha por zo con vector constante ¢, esto es, si y solo st xg es un extremal
de la integral I.

Prueba. Si y estd en £, entonces y(a) = y(b) = 0 y zo + ey une los puntos
finales de #g. La funcién (18) con = = zg por lo tanto tiene un minimo local en
€ = 0. De esto se sigue que

F’(O):I’(Io,i}):O. F"(O):I"(a:o,y)z()

La prueba de la dltima afirmacién se puede hacer con la ayuda del siguiente
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Lema 2.1 Dado un arco admistble z, hay un tnico arco z en & tal que

'(z,y) = (y,2) (22)

para todo arco y en &, donde

&
2) = f (1), 2(t))at (2)

El arco z estd definido por las relaciones

(@)=0,  H)=ri- [ fds—c, (24)

donde las derivadas de f son evaluadas a lo largo del arco = y el vector constante
¢ se escoge de manera que z(b) = 0.

Prueba, Vemos que

z(b) = ‘/abé(t)dt = /;b{f,;. - f: f,ds}dt —¢(b—a)

Por lo tanto, la férmula para ¢ es

o [ {o- e

Para establecer (22), sea y un arco en &. Entonces y(a) = y(b) =0, ¥
b d t

/ E<y,/ fxds+c>dt

f 2+ ( f f;ds+c>}

c=

0

f

b b
] [y, fe) + (o feldt — ] (9, 5)dt
= I'(z,y}) - (v.2)

Si hubieran dos funciones z; y z; en & tal que (22) se cumple con z = z; y
z == zg, entonces
0= (y;zl) — (y; 22) = (y:zl - 32)

para todo y en &. Tomando y = z; — z9, ¢ V& que

b
f l9(t)2dt = 0
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y en consecuencia que y(f) = 0 sobre a < t < b. Puesto que y(a) = 0, se sigue
que y= 0y que 21 = z2.

Para probar la tltima afirmacién del Teorema 2.14, escogemos z en & rela-
cionado a zg como se describid en el Lema 2.1. Por lo tanto,

b
I'(zo,7) = (2,2) :f |2(2) | dt

Entonces, la relacién
I'(zo,y) = (,2) =0

se cumple en & si y sblo si z(¢) = 0 sobre a <t < b, esto es, si y sdlo si la
relacién

¢
f:z': - .[ f::ds + ¢
se cumple a lo largo de zg.
6 La condicién de Jacobi.

Recordemos que un extremo fue definido como un arco admisible sin esquinas
que satisface la ecuacién de Euler

d
;f"t-fz = fr

En virtud del Teorema de diferenciabilidad de Hilbert un extremo no singular
es de clase C? si f es de clase C? y la regla de la cadena para derivar se puede
llevar al cabo en la ecuacién de Euler. Para estudiar las propiedades elementales
de extremos no singulares es conveniente reemplazar las variables (2, z,z) por
las variables candnicas (¢, z, p) obtenidas definiendo

p=fst,2,4) (25)
Supongamos ahora que zg es un extremo no singular. Entonces el determinante
|fze]# 0
a lo largo de g, y por el Teorema de la funcién implicita (25) tiene la solucién

&= Pt,z,p) (26}

sobre una vecindad P de los elementos (¢, z,p) sobre y. La funcién P es de
clase C{m=1) sobre P si f es de clase O™ sobre R. La funcién

H(t’z)p) = <p!P>“f(t)2:’P)

es llamada el Hamiltoniano correspondiente a f o a la integral I. Derivando H
tenemos

Hy=—ft, Hy = —fz, H, =P
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En consecuencia, H es de clase C™ sobre P siempre y cuando f sea de clase
C"™ sobre R. En vista de (25) y (26), la ecuacién de Euler es equivalente a las
ecuaciones

iszs P=—H:z: (27)

Estas serdn llamadas la forma candnica o Hamiltoniana de la ecuacién de Euler.
Ahora consideramos un extremo no singular

zg: ap{t) (a<t<b)

v definimos
po(t) = fe(t, zo(t), £o(t))

Las funciones 2q(t), po(t) son soluciones de {27). Por el Teorema de inclusién
2.11 existe a través de cada punto (¢, Z, §) en una vecindad Py de aquellos puntos
sobre ¢g una tnica solucién

x(t,1,%,p), p(i,1,%,p) (a~d<t<b+4)

que cae en una vecindad preescrita P; de ¢ en el espacio—tzp. Estas funciones
y sus derivadas con respecto a ¢ son de clase C(™~1) i f y en consecuencia H
son de clase C™ (m > 2). Definiendo o = Z, § = § y manteniendo 7 fija, se
obtiene el siguiente

Teorema 2.15 Un eztremo no singular zo es miembro de una familia 2n-
paramétria

z(t, o, B)
de extremos para valores o = oo, B = fo, a <t < b. Las funciones z(t,a, ) y
P(tl o, ﬁ) = fi?(tl .’B(t, x, ﬁ): i(t: a, )8))

y sus derivadas z(t, o, 8), p(t, @, §) con respecto a1 son de clase C™~1) si f es
de clase C™ (m > 2) sobre R. Ademds el determinante

. _| zalt, @ 8) zs(t, 0, B)
Tt =| 5008 pltaf)

es diferente de cero a lo largo de zy.
De hecho se puede probar que,

d*(t,a, B) = |fsz]d(t, @, B)
donde

- zalt 0, B) zp(t, e, )
Ao B)=| 2" o h) it o)
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Se sigue del Teorema 2.15 que existe una constante 6 > 0 tal que
z(t,a0,f0)  (a—d<L<b+d)

es también un extremo. Este extremo tiene a zp como un subarco y sera llamado
una extension de zy.

Sien la familia del Teorema 2.15 los pardmetros (o, 3) se escogen tal que las
relaciones

a =z(tg,a, f), B =z(tg, a, B)

se cumplan, entonces definiendo @ = ag = zy(tg) uno obtiene el siguiente

Teorema 2.16 Un extremo no singular z¢ es un miembro de una familia n-
paramétrica

z(t)ﬂl}- '-:ﬁﬂ)

de extremos paru el valor B = By, a < t < b, que pasan a través de un punto
dado sobre zy (o sobre una eztension de xo). Esta familia tiene propiedades de
continutdaed y diferenciabilidad descritas en el teorema anterior.
Ademds, la matriz
g (taﬁ) '

iﬁ(t:ﬁ)

tiene range n en cada punto de xy.

Teorema 2.17 Sea un extremo zo un miembro para ¢ = 0, a < ¢t < b de una
familie uniparaméirica de extremos

o) : 2(t,e)
tal que las funciones z(t,¢€), Z(t,¢) son de clase C. La variacidn
y: y()==(,0) (a<t<h)
de esta familia a lo large de zo satisface la ecuacién de variacidn
E et + (st i) = oot + (Fusr ) (28)
a lo largo de xy de la ecuacicn de Fuler.

Prueba. Este resultado se obtiene de la relacidn
Shiltialt, ), 3(,9) = f(t,2(t,6),4(2,)
derivando con respecto a ¢ y evaluando en ¢ = 0.

La ecuacién {28) es la ecuacién de Euler de la segunda variacidn de I a lo
largo de ;.
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Se ha visto que la segunda variacién I"{zp,y) de 7 a lo largo de un arco
admisible 2o toma la forma

b
(z0,1) = f 2t y(t), 9(t))dt

donde
2"‘} = (fz:r:y; y) + 2<f.1:a:y, y) + (f:cz'y, y}l

¥ los argumentos en las derivadas de f son (t, zo(t), £o(¢)). Ademas, fue probado
que si o minimiza { sobre la clase de arcos admisibles que unen sus puntos
finales entonces,

I'(zg,y) > 0

en la subclase £ de arcos y en £ que cumplen con y{a) = y(b} = 0.

Esta condicidn es una condicidn de segundo orden, y sera llamadala segunda
condicion necesaria para un minimo. La desigualdad I'(zg,y) > 0 sobre &
es equivalente a la afirmacién de que y = () minimiza /"(zg,y) sobre &. El
problema de minimizar ["(zg,y) sobre & serd llamado el problema del minimo
accesorio.

Se supondrd que el arco 2g que minimiza a I es no singular y que no tiene
esquinas. Para un arco con esquinas la segunda condicién necesaria se debe
cumplir también para arcos ¥ con ciertas discontinuidades en los puntos esquina
de zg.

Serd conveniente designar la segunda variacién I"'(zg, y) por J(¥). La inte-
gral

b
1) = [ 2t v

es una forma cuadratica en y. La correspondiente forma bilineal es

b
T02) = [ Aoy 2) + g, ) (29)
Es claro que
Jy,2)=J(zy), Iy =J{)

Puesto que zp es no singular y satisface la condicion de Legendre, se tiene que
fiz > 0 en tanto que 2wyy = f;;, entonces Zwgg > 0. Por lo tanto se sigue que
J(y) es positivamente regular y que la solucién de la ecuacién de Euler,

t
ug:/ wyds +¢
a

no tiene esquinas. De acuerdo a esto, esta ecuacién puede ser escrita en la forma

d
Ewir =Wy (30)

27



Ksta ecuacidn es llamada la ecuacidn diferencial accesorio o de Jacobi y sus
soluciones seran llamadas extremos accesorio.
Si y es un extremo accesorio, entonces por (30) y (29),

b d b

J(y,z) = f E'(le!;')dt ={zwy )
a t a
Si z es también un extremo accesorio, el orden de y y z puede ser intercambiado.

Esto da la relacién ,

=0

a

{z,wy) = {y,ws)

Puesto que b puede ser arbitrario, se obtiene el Lema 2.2. Este Lema es inde-
pendiente de la suposicién de no singularidad de zq.

Lema 2.2 5ty y z son extremos accesorio, la expresidn

(2,09) — (y,ws)
es constante sobre a <t < b.

En esta expresién los argumentos en las derivadas de w son {t, y, §)} si y es usada
como subindice y son (¢, z, z} si z es usado.
Puesto que el determinante |f;;| # 0 alo largo de zo, se sigue que la ecuacién

g =wy = fiz¥ + foz¥

puede ser resuelta para ¥ en términos de y y ¢. Al hacer esto se ve que la
ecuacién de Euler (30) es equivalente a un sistema de la forma

y=L yq), ¢=M{tyq), (31)

donde L y M son lineales en y y en g. Las variables (t,y,¢) son variables
candpicas. El sistena (31) es lineal. De la teoria de ecuaciones diferenciales
lineales aplicada a (31} se obtiene el siguiente

Lema 2.3 Un extremo accesorio y estd determinado de manera tnica por los
valores de y(to), y(to) o equivalentemente por los valores y(to), ¢(to) en un
punto t = to. En particular, si y(to) = y{to) =0, entonces y(t) =0 a <1 < b

Definicién 2.3 Un punto t = ¢ sobre a < t < b se dice que define un punto
conjugado a t = a sobre zq si hay un extremo accesorio y, tal gue y(a) = y(c) =
0, yy(t) Z0 sobrea <t <c.

Teorema 2.18 (La Condicién de Jacobi.) Si un arco admisible no singular
sin esquinas minimiza a [ en la clase de arcos admisibles que unen sus puntos
finales, entonces no hay un punto ¢ sobre zo conjugado a t =a enirea yb.
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Prueba. Supongamos que hay un punto ¢ conjugado a a sobre a <t < b. Sea
¥ un extremo accesorio no nulo con y(a) = y(c) = 0. Sea z el arco que cumple
con

A)=yl) a<t<e, :1)=0 c<t<h
Elarco z estd en & y

=0

J(z) = [ Nolt, z, )t = (z,w3)

En consecuencia z minimiza J(z} sobre £ y es entonces un exiremo accesorio.
Puesto que z(t}) = 0 ¢ < t < b, se sigue del Lema 2.3 que 2{t) = 0 sobre
a £t < b, locual no es el caso. Esta contradiccién prueba el Teorema.

Como un ejemplo de puntos conjugados observamos que si

1]
() = / (@ - )t

2w(t,y, ) = y% — y?, entonees wy = ¥ y wy = —y, por lo tanto la ecuacién
diferencial accesorio es
y+y=0

Los exiremos accesorio que se anulan en ¢ = 0 son de la forma
y = Asen(t)

donde A es una constante. Los puntos conjugados de ¢ = 0 son los valores
¢ = nw. En consecuencia si b > w, el punto ¢ =  es conjugado a ¢t = 0 sobre
0 <t <b,y J(y) no puede ser no negativa sobre la clase de arcos que se anulan
ent=0yent==b

7 Determinacién de puntos conjugados.

Lema 2.4 [Un conjunio de r eriremos accesorio y, ...,y es linealmente inde-
pendiente st y sdlo st la matriz

yi(t) ”

4;(t)

ttene rango r en algin punto t = to. Si tiene rango r en t = to, ésta tiene
rango r pare todos los valores de t sobre a < t < b. Eristen Zn extremos

accesorio linealmente independientes. 5t ., ..., Y20 son 2n exiremos accesorio
linealmente independientes, entonces cada extremo accesorio y es erpresable en

la forma
n
y=_yib;
1

donde by, ... ,bsn son constantes.
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Prueba. Supongamos que y;,...,¥ son linealmente independientes, y que
existe un punto {; en a <t < b tal que

S (wi(ta), 4 (t2)) = 0
1

donde las £}s son constantes no todas cero. El arco w(t) = ST &iyi(t) es un
extremo accesorio, con w(t;) = w(t;) = 0. Por el Lema 2.3 w(t) = 0, implica
que & =0(j =1,...,7) lo cual es una contradiccidn.

Supongamos que y,...,¥% son linealmente dependientes, entonces existe
a = (o,...,ar) # 0 tal que 3 ] a;jy;(t) = 0 sobre a < t < b. Entonces
S i a;y;(t) = 0 sobre a <t < b. Esto implica que 3.7 a;(y;(2), y;(t)} = 0 sobre
a <t <-bcon o # 0, entonces la matriz del Lema no tiene rango r en ningiin
punto de ¢ <1 < b.

S1 la matriz del Lema tiene rango r en algdn punto t = ty, entonces para
todo 8= {B:,...,5) # @, tenemos que

37 85 (w3 (o), 45to)) = O Biws(to), Y Biwi(ta)) = (2(to; B), (t0; B)) # 0
1 1 1

donde z(t; 8) = 37 B () es un extremo accesorio.

Por el Lema 2.3 {z(t; 8), 2(¢; B)) # 0 para todo t sobre a < ¢ < b. Entonces
la matriz tiene rango r para todos los valores de t sobre a <t < b.

Por el teorema de inclusién de ecuaciones diferenciales escogiendo { fija so-
bre a < t < b, y por el sisiema lineal (31), sabemos que un extremo accesorio
es miembro de una familia 2n-paramétrica de extremos accesorio y(i,a,f) =
y(t,@1,...,an, B1...,5n). Entonces podemos tomar 2n vectores {a;, ;) =
(e, ...,aP,B},...,8") (i = 1L,...,2n) linealmente independientes tal que a
través de cada uno pasa una solucién (y;,¢:) de (31), i.e., existen 2n soluciones
del sisterna lineal (31) tal que (%(f), ¢i(f)) = (0, i) y en consecuencia la matriz

321

gi(t)
tiene rango 2n en ¢t = £. Ademds, tenemos que

50 =] et ey |

donde L es lineal en y y en ¢. En consecuencia, las dos matrices tienen rango 2n.
Por lo tanto, 1, .. ., y2n Son 2n extremos accesorio linealmente independientes.

Sean y1,...,%n 2n extremos accesorio linealmente independientes, y sea
y un extremo accesorio. Entonces, para cualquier ¢ en @ < ¢ < b existen
constantes bis (i = 1,...,2n) tal que (y{c),¥(c)) = Toimy biwle), %i(c)). E
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arco z(f) = 212:1 bii(t) es un extremo accesorio que cumple con z(c) = y(c) y
(c) = y(c). Por el Lema 2.3 y(t) = '2_’__'1 bivi(t) a<t<b.

Como un primer resultado sobre la determinacién de puntos conjugados
tenemos el siguiente

Teorema 2.19 Sean y1,...,yn,21,...,2, 2n extremos accesorio linealmente
independientes y definimos

yi(t)  z(t)
yi{to) z(to}

Los puntos t = ¢ conjugados a t = a son los ceros ¢ # a de D(t,a).

D(t,t0) =

Prueba. Supongamos que ¢ es conjugado a a. Sea ¥ un extremo accesorio no
nulo tal que y(e) = y(c) = 0. Seleccionamos constantes a;, G; tal que

Y= Eyjaj + z; 04 (32)

Puesto que y # 0, estas constantes no son todas cero. La anulacién de y(t) en
t = ¢yt = a produce las ecuaciones

0 = > {yi(c)e; +z(c)8;) (33)
0 = > {vila)a; +z;(a);}

En consecuencia, D(c,a) = 0. Reciprocamente si D(c,a) = 0 (¢ # a), existen
constantes aj, f;, no todas cero, tal que (33) se cumple. El arco y definido por
(32) es un extremo accesorio no nulo que tiene y(¢} = y{a) = 0. En consecuencia,
¢ es conjugado a t = a.

Corolario 2.7 Sea z(t,a1,...,a4,51,...,8,) una familia &n paramétrica que
contiene a xo para valores a = ag, B = fo, @ <t < b, y que tiene las propiedades
descritas en el Teorema 2.15. Un punto ¢ es conjugado a t = a sobre zy s ¥
sélo si c # a y D(e¢,a, 9, 5) =0, donde

:ca(i,a,ﬂ) zp(t, o, B) ’
zallo, 2, B) zglto,w,f)

Prueba. Por el Teorema 2.17 24, {t, a0, o), 25, (8, @0,50) (k=1,.. ., ) son
extremos accesorio y por el Teorema 2.15 la matriz

-"'»'a(t: a, ﬁ) :ﬁ(tl a, ﬁ)
zo(t, o, B) #p(t, @, B)

tiene rango 2n a lo largo de zg. Por lo tanto por el Lema 2.4 Toyr- ooy Baps
zp,,.--,%g, son 2n cxtremos accesorio linealmente independientes, donde los
Tay, Tp, estdn evaluados en (t, ag, fo). Entonces el resultado se sigue del Teo-
rema 2.19.

D(tltOsasﬁ) =

31



Teorema 2.20 Sean zi,...,z, n extremos accesorio linealmente independi-
entes que se anulan en t = a, y definimos

A(t) = z;(t)]
Un punto ¢ es conjugado a t =a si y sdlo sic#a y Afc) =90.

Prugba. Este resultado se sigue del Teorema 2.19 seleccionando n extremos

accesorio 3, - . ., yYn tal que |y;(a)] = 1. Ya que entonces tenemos
) t)
Dit,a) = | ¥l ~1)"A(t
e =| 50 50 | = cyrae

Corolario 2.8 Sea
z(t, 1, .-, B0)

una familia n-paraméirica de extremos gue pasan a través del punto inicial de
Zo, y que contienen a xg poru el valor f = fy a <t < b, y que tienen las
propiedades descritas en el Teorema 2.16. Un punto ¢ es conjugado ¢ t = a
sobre zg 51 y sélo sic # a y Ae, fo) = 0, donde

Aft, B) = |zg(2, B)]
Prueba. De las relaciones
zo(a) = z(a, B)
Derivando se sigue que zg;(a, ) = 0. Las funciones
zi(t) = zg;(t, Bo)

gon extremos accesorio que se anulan en t = a. El Corolario es entonces una
consecuencia del Teorema 2.20.

Teorema 2.21 Sean g1, ..., Yan extremos accesorio linealmente independientes
y sea
%5(2)
Dt tg) = 7
(G000 =1 yy(eo)

Existe una constante § > 0 tal que D({, 1) # 0, pare cada par de puntos distintos
t,t0 sobre a <1 < b que cumplen con |t —tg] < 4.

Prueba. Observamos que por la férmula de Taylor,
vi(t) — gilto) = (t — t)Aj(t,00)  (G=1,...,2n)

donde X
ALt to) =f 3 (to + 6t — 10))do
0
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tenemos por io tanto,

Dty =] Y8 || w® —wylte) |_(,_;ymapy
( 0) yJ(tU) yJ(tO) ( 0) ( H 0))
donde
A;{t, ta)
Alt,ty) = I
B0 = | "y to)
Puesto que los arcos gy, . .., ya, son linealmente independientes se sigue que
5 ()
At 1) = Ui 0

sobre @ <t < b. Puesto que A(¢, %) es continua en ¢ y iy, se sigue que hay una
constante § > 0 tal que A(t,fp) # 0 para todo ¢,¢g sobre ¢ < ¢t < b que cumple
con [t — tg| < 6. En consecuencia, D(f,t0) = (£ — t0)"A(t, tp) # Osit £ o y
[t — o] < 6.

8 La positividad de la segunda variacién.

En esta seccién continuamos con la suposicién de que zg es un extremo no
singular que satisface la condicion de Legendre.

Puesto que zp es no singular, éste se puede extender a la izquierdade a y a
la. derecha de b para obtener un extremo mas grande

Ty zolt) (a—e<t<b+e £>0)
fiste arco serd llamado una extensidn de zq.

Lema 2.5 Si no eriste un punto ¢ conjugado a it = a sobrezg entrea yb o en
b, entonces hay un punto ag a la izquierda de a sobre una ezlensidn de x4 que
no tiene un punto conjugado sobre zq.

Prueba. Sean vy, ...,y 2n extremos accesorio linealmente independientes
definidos sobre un intervalo a — ¢ < t < b + € correspondientes a una extensién
%o de zg. Por el Teorema 2.21 existe una constante 6 > 0 tal que

ui{t)
y;{to)
es diferente de cero para puntos distintos ¢,fp sobre a — ¢ < & < b+ ¢ que

satisfacen la relacién |t — tp| < 4. Podemos seleccionar § < 2¢. Como no hay un
punto conjugado a t = a sobre a <t < §, tenemos por el Teorema 2.19,

D{t,a) #0 a<t<b,

D(t,tu) =

y en consecuencia,

Dit,a)#£0  sobre (a+ ; <t<b)
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Por continuidad existe un punto ag sobre a — §/2 < ¢ < a tal que D2, ap) # 0
sobre a+48/2 <t < b. Puesto que un punto ¢ sobre a9 < t < a+§/2 difiere de ag
a lo mds por 4, tenemos D(t, ap) # 0 sobre ag < t < a+46/2. Consecuentemente,
D(t,ag) # 0 sobre ag < £ < b. De acuerdo a esto no hay un punto ¢ conjugado
a ag sobre ap < t < b y en consecuencia ningunc sobre zg.

Sea y; (j = 1,...,n) un conjunto de extremos accesorio linealmente inde-
pendientes, y sea

5 (t) = wy, (¢, 95(1), 9; (1))
En virtud del Lema 2.2 las expresiones

(i (), g (2)) — (95 (), s (2)) (34)

tienen los mismos valores para toda ¢. Los extremos accesorio ¥,. ..,y se dird
que forman un sistema. conjugado si ellos son linealmente independientes y las
expresiones (34} son todas cero.

Teorema 2.22 5i no eziste un punto ¢ sobre zo conjugado a ¢t =a enire a y
b o en b, entonces existe un sistema conjugado yi, .. .,yn de extremos accesorio
cuyo determinante

Ay=1ly®)  G=1L...,n)

es diferente de cero sobre a < £ < b.

Prueba. Sea ap relacionado a ry como se describié en el Lema 2.5 y sean
Y1, - -+, Yn extremos accesorio linealmente independientes que se anulan en £ =
ao. Puesto que las expresiones {34) se anulan en ¢ = ag, estos extremos forman
un sistema conjugado. El determinante correspondiente A(t) se anula solamente
en t = ag y en los puntos conjugados de ag. Este determinante por lo tanto no
se anula sobre ¢ < t < b.

Teorema 2.23 La sequnda variacidn J{y) = I"{zo,y) de I a lo largo de z¢ es
positiva para todo y # 0 en & si y sdlo si hay un sistema conjugado y1, . .., y, de
eztremos accesorio cuyo determinante A(t) es diferente de cero sobrea <t < b.

Prueba. Si J(y) es positiva sobre £, no puede haber un punto conjugado a
t = a sobre a < t < b, por el Teorema 2.18. Si b fuera conjugado at = a,
existiria un extremo accesorio no nulo que cumple con y(a) = y(b) = 0. Para
este arco tendriamos

b b
I = [ 2t idde= (wey)] =0
a a
y J(y) no podria ser positiva sobre £o. Se sigue que si J(y) es positiva sobre &
no hay un punto conjugado ¢ a t =a sobre a <t < &.
En este evento hay, por ¢l Teorema 2.22, un sistema conjugado cuyo deter-
minante es diferente de cero sobre a <1 <b.
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Supongamos ahora que hay un sistema conjugado y,...,yn con un deter-
minante diferente de cero A(f) sobre a < ¢ < b. Dado un arco y en &, la
ecuacién

vty = mlhw’ (@<t<d) (35)
i

tienen soluciones continuas
w: s (t) (a<t<h)

quese anulanent = ay ent = by que tienen derivadas continuas por fragmentos
sobre a < £ < b. Tenemos que

g=y giw +m,  (r=) yid) (36)
J 3
Mostraremos que

b
J(y) = f (fesm, m)dt. (37)

Como primer paso observamos que, como y; €s un extremo accesorio el vector
candnico correspondiente g; = wy;(t,y;,¥;) tiene

45 = wy; (4, ¥j» ¥5)
como su derivada. Entonces para el arco y tenemos que

wy(t:y! y) =  fro¥+ fzi¥
= fer ZijJj+fzi:Zgjwj+fa:z'W
J J

Z{frzyj + fz:’:yj}wj + foam
i
== Zwijj + fozm
3
= S dwl + fosr
J
Procediendo de manera similar para wg(t, v, y) obtenemos las férmulas

Wy = quwj‘ + fl’i’rl
I

wy = gyl + faam.
)
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En consecuencia, con la ayuda de (35) y (36}, tenemos

Wwit,y,y) = (ywy)+ (3w
= D _(dpw) +{g w)wiet +2) g, )it + (frem ).
ik Ik
Puesto que yi, ..., ¥, es un sistema conjugado, tenemos

(25, ¥y = {qk, ¥5)-

Consecuentemente,
d = Pk
W= %‘,(Qj,yk)uﬂw + (fezm,m).

Usando las relaciones w(a) = w(b) = 0 se obtiene la férmula (37). En virtud de
que g s no singular y satisface la condicién de Legendre, se sigue de (37) que
J(y) > 0 al menos que

m(t) = 3wty () = 0.
;

Puesto que el determinante |y;(1)| # 0 ¢ <t < by w(a) = 0, esto sdlo puede
ocurrir si w(t) = 0, y en consecuencia sélo si y(t) = 0 sobre @ < ¢ < b. Esto
completa la prueba del Tecrema 2.23.

En el curso de las demostraciones de los Teoremas 2.22 y 2.23 hemos estable-

cido el siguiente

Teorema 2.24 La desigualdad J(y) = I"(z0, y) > 0 se cumple para todo y # 0
en & si y sélo si no existe un punto c conjugado a t =a sobrea <t < b.

Mas adelante se dardn pruebas de suficiencia, que de hecho, serin una ex-
tensién del cilculo de variaciones a ciertos problemas de control éptimo.
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3 Control 6ptimo.

1 Declaracién del problema.

Consideremos un intervalo T = {a,b] en R, dos puntos &, & en R®, un
conjunto abierto A en T x R” x R™, una funcién L que mapea T xR"xR™ a
R, y matrices de funciones continuas A(t} y B(t) de dimensionesn x ny n x m
respectivamente.

Denotemos por X el espacio vectorial de funciones C* por fragmentos que
mapean 7' a R®, por I/ el espacio vectorial de funciones continuas por fragmentos
que mapean T'a R™, ysea Z = X x U,

D {(z,u) € Z | 2t} = A(t)=(t) + B(t)u(t) (teT)},
Z(A) {{z,u) € Z | (t,2(t),ut)) € A (t € T)},
Ze(A) = {(z,u) € Z(A)ND| zfa) =&, z(b) =& ).

El problema que vamos a considerar, el cual llamamos P(A), es minimizar 7
sobre Z,(A), donde

b
I{z,u) :/; L{t,z(t),ult))dt  ((z,u) € 2).

El funcional L, serd llamado Lagrangiano, los elementos de X trayectorias, de
U controles, y de Z procesos. Un proceso serd admisible si éste pertenece a

Z.(A).
2 Soluciones del problema.

Un proceso (z,u) es una solucién (global} de P(A) si éste pertenece a
S(A) = {(z,u) € Z,{A) | I(z,u) < I(y,v) para todo (y,v) € Z.(A)}.
Consideremos las siguientes normas:
lizllo = sup{lz(t)] : t € T} (z € X}, iz, w)lls = llzllo + llullo ((z,u) € 2).

Decimos que {z, u) s un minimo fuerte de P{A) si éste es un minimo local de
I sobre Z.(A) con respecto a || - ||o, la norma fuerte en X, i.e., si existe ¢ > 0
tal que /{2, u) < I(y,v) para todo (y,v) € Z.(A) N (No(z;¢) x U), donde

No(z;€) = {y € X : |lz - yllo < €}.
Un minimo débil de P(A) corresponde a reemplazar No(z;€) x U por

M((z,ufe) = {(y,v) € Z : ||(2,u) — (y,v)Ih <€}
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en la definicion anterior.
Notamos que, st definimos para todo (z,u) € Z y ¢ > 0,

To(z;e) = {{(t,y) €T xR" : |a(t) —y| < €},
Ti((z,u);¢) = {(t, v, v) € To(z;€) x R™ : |u(t) ~ v| < ¢}
entonces (z,u) es un minimo fuerte de P{A) si, para algin ¢ > 0,
(z,u) € S((To(z;¢) x R™) N A4)
y (z,u) es un minimo débil de P(.A) si, para algin € > 0,

(z,u) € S(Ti{(z,u);e) N A).

3 La primera y la segunda variaciones de /.

Para todo (z,u) € Z definimos la primera variacién de I a lo largo de
(z,u) por

b
I’((ﬂ?,u);(y,'v))=fa {{L(t. 2(2), u(2)), ¥(1)) +(Lu(t, 2(1), u(t)), v(t))}at

y la segunda variacicn de I a lo largo de (z,u) por

b
(i o) = [ 29000000 () €2)
donde, para todo (¢,y,v) € T x R" x R™,

20(t, 9, v) = (¥, La= (t, 2(8), u())y) + (9, Lau(t, 2(2), u(t))v)

+{v, Luu(t, 2(t), u(t))v).
En esta seccién se prueba que las variaciones de I coinciden con los diferenciales

de Gateaux y Fréchet de I (para el tltimo con respecto a la norma débil) bajo
las hipdtesis de suavidad usuales sobre el Lagrangiano.

Proposicién 3.1 Ses (z,u) € Z(A), L continua en A. Entonces, para todo
(v,v) € Z, I'((z,u); (y,v)) y I"((z,u); (y,v)) coinciden con el primer y sequndo
diferenciales de Gateaur de I (restringidos a Z(A)) en {z,u) en la direccién
(y,v), siempre y cuando las derivadas de L involucradas sean continuas sobre

A

Prueba. Sea (y,v) € Z. Puesto que A es abierto, existe § > 0 tal que (z,u) +
e(y,v) € Z(A) para todo [} < 4. Sea

P(t,e) = L{t, 2(t) + ey(t),ult) + ev(t)) (L€ T, le| <4).
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Sean t1, ..., aquellos puntos donde tanto u como v son discontinuas, i = a,
k+1 = b. Por la continuidad de F(t,¢) y F.(t,€) sobre cada intervalo {th, 2]
({=0,1,... k) tenemos que, sumando desde 0 hasta k,

b
FE ey Do = [ F08= (2,000,

De manera similar,

2 b
3%1((xsﬂ)+f(y=v))le=n =/ Fee(t, 0)dt = I"((z, u); (y, v)-

Proposicién 3.2 Sea (z,u) € Z(A), L € C*(A4;z,u). Entonces, para todo
(v,v) € Z, I'({z,u); (v, ¥)) v I"((z,u); (v,v)) coinciden con el primer y sequndo
diferenciales de Fréchet de I (restringidos ¢ Z(A)) en {x,u) en la direccidn
(y,v), con respecto a la norma débil.

Prueba. Sea zp = (2o, u0) € Z(A). Puesto que {(t,zo(t),uo(t)) | t € T} es
compactoen T'x R"xR™ y A es abierto, existe p > 0 tal que V = ed(T1(z;p)) C
A, donde cl(C) denota la cerradura de C. Sea z = (2, u) € Ny(z0; p). Entonces
para todo t € T, (t,2(t),u(t)) € Ti(z0;p) C A, y entonces z € Z(A). Esto
muestra que Z(A) es un subconjunto abierto de (Z, |- ||;).

Ahora, puesto que L y su primera y segunda derivadas parciales con respecto
a £ y u son continuas sobre 4, ellas son uniformemente continuas sobre V.
Por lo tanto, si |{z — z0f[1 — 0, entonces L(t,2(t),u(t)) — L(1, zo(t), uo(t))
uniformemente sobre T, y lo mismo se aplica para. las derivadas. Esto implica
que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que, para todo w = (y,v) € Zy z €
Ny (zo; 6)3

[(zw) = I'(zo; wll < eljwlly,  11"(z;w) = I"(z0; w)] < ejwlf2.
En consecuencia, si [z — zof|1 ~ 0, entonces I'(z;w) — I'(z0;w) y I"(z;w) —
1"(zo; w) uniformemente para ||lw|; < 1.
Por el Teorema de Taylor aplicado a A — Iz + A(z — z0)) (A € [0,1]),
zE Nl(zﬂ;d)a
Hz) = H{zo} + I'(20; 2 ~ 20) + Pi(20, 2z — o)

donde
1 1
Py(zg, w) :f {I'(z0 + Aw;w) ~ I'(z0; w)}dr = / (L= A" (20 + Adw; w)dA
0 0
Y

1
1{(z) = I{20) + I'(z0; 2 — z0) + é-f”(zo;z — zg) + Pa(z0, 2 — zg)
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donde ;
Py(zp,w) = / (1~ A){I"(z0 + Aw; w) — I"(20; w) }dA.
0

El resultado se sigue ya que

lim D270 2= 20) _ 0 v Py(20,2 — 220) -
z—zg ”Z - 20”1 z—+zg |[2’ - 20”1

3.1 Condiciones necesarias.

Definimos el conjunto de variaciones admisibles por
Y ={(y,v) € Z | 9(t} = A(t)y(®} + B(t)v(t) (t€T), y(a) = y(b) =0}
Consideremos los siguientes conjuntos:

E = {(miv)€Z|I'((z,u);(y,v)) =0 para todo (y,v} €Y}

H {(z,u) € Z | I"{(=, u) ( v)) > 0 para todo (y,v) € Y}

L {(z,u) € Z | Lyult, z(t), u(t)) > 0 para todo t € T}

W{A) = {(z,u) € Z(A) | £(t,z(t),u(t),v) > 0 para todo (¢, z(t),v) € A}
H {{z,u) € Z | I'((z,u); (y,v)) > 0 para todo (y,v) €Y, (y,v) # 0}
r {(z,u) € Z | Lyyu(t,z(t),u(t)) > 0 para todo t € T}
W(A;¢) = {{zo,ue) € Z(A) | &(t,z,u,v)> 0 para todo (¢, 2,v) € A,
(t,z,u) € Ti((zo,uo); €)}

il

I

donde }a “ funcién de exceso ” de Welerstrass £ estd dada por la formula
E(t,z,u,v) = L(t,z,v) — L{t, z,u) — {v — u, Ly(t, 2, u}}.

Los elementos de E seran llamados extremos, los elementos de L se dice que
satisfacen la condicidn de Legendre, y los elementos de W({A4) que satisfacen
la condicién de Weierstrass. Mientras que los elementos de L' y W(A;¢),
se dice que satisfacen las condiciones modificadas de Legendre y Weierstrass
respectivamente.

Teorema 3.1 Sea (z,u) € S(A), L continua sobre A. Entonces (z,u) estd en
E, H, siempre y cuando las derivadas de L involucradas (en cada caso) sean
continuas. En particular, si L € C?(A; x,u), entonces S(A) CENH.

Prueba. (i): “L € CH{A;z,u) => S(A) C E”. Sea (z,u) € S(A), (y,v) €Y.
Puesto que {z,u) € Z.(A), {z,u) es un punto interior de Z.(A) en la direccién
(y,v). Puesto que I tiene un minimo sobre Z.(A) en (z,u}, se sigue por la
Proposicién 3.1 que I’ ({z,u); (y,v)) = 0.
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(ii): “ L € C*A;z,u) = S(A) C H ”. Se sigue como en (¢), por la
Proposicién 3.1.

1 La ecuacién de Euler.

El propésito de esta seccién es el de caracterizar el conjunto £ de extremos
en términos de una cierta ecuacién diferencial, andloga a la ecuacién de Euler
en el calculo de variaciones, y derivar ciertas propiedades de sus elementos.

Lema 3.1 Sea K una funcidn que mapea T x R® x R™ = R, sea

b
I(&) = [ K(t,z(), 3())dt  (z€X),

y consideremos la primera variacién de [ a lo largo deze X:

b
I'(z;y) :f {(Ka(t, 2(2), 8(2), u(t)) + (Ka(t,z(2), £(2)), 9())}dt (v € X).

Para todo = € X, las siguientes condiciones son equivalentes:
a. I'(z;y) = 0 para todo y € X con yla) = y(b) = 0.
b. Eriste una constante ¢ € R" tal que

t
Kst,2(t), #(2)) = f Kuo(s,a(s),é(s))ds+¢  (tET).
a
Este resultado se sigue del Teorema 2.14.
Definicién 3.1 Para todot € T,u € R™, z,p € R", sea
H{t, z,u,p) = {p, At)z + B(t)u) — L(t,z,v)

llamado el Hamiltoniano, y sea X el conjunto de funciones que mapean Ta
R™. Definimos el conjunto

R={(z,u,p)€ Z x X | Hau(t,z(t),u(t),p(t)) =0( € }.
En lo que sigue supondremos lo siguiente:

Para todo y € X con y(a) = y(b) =0 ()
eriste v € U tal que (y,v} € D.

Teorema 3.2 Sea (o, o, p) € R y consideremos las siguientes afirmaciones:

2. (IQ, UQ) € E.
b. Eriste una constante c € R" tal que

pit) = [ —Haln,rols) uo(e)p(Nds ke (ET)

Entonces (b} = (a) v, si () se cumple, entonces (2) = (b).

41




Prueba. Paratodot €Ty z,2 €R", sea
K(t,z,&) = (p(t),2) — H(t =, uo(t),p(t)
= L{t,z,u0(t)) + {p(t), & — A(t)z — B{t)uo(t))
y sea
b
J{z)= [ K(t,z@),z(t)dt (= € X).
Por el Lema 3.1 sabemos que (b) es equivalenie a
c. J'(z9;y) = 0 para todo y € X con y(a) = y(b} = 0.
Ahora, (20,us,p) € R & BT (t)p(t) = Lu(t, zo(t), wo(t)) (¢ € T). De esto se
sigue que, para todo {y,v) € D
b
(oo, w0l 09) = [ ({Beltrzalt) wo(0), (0)
+{Lu(t, zot), uo(t)), v(t) )}dt
b
[ =t 2000, u0(0) - AGT P04
+{p(t), At)y(t) + B(t)v(t) )}dt
b
JRCEERORIONT

+(Kz (t: J:o(‘t), o(t)), y(t) )}dt
= J'(zg;¥).
En consecuencia, (b) ¢ (¢) = (a). Las desigualdades anteriores claramente
implican que, si (1) se cumple, entonces (a) = (c) & ().

i

Se ha probado que, si (1) se cumple, y (z, u) € Z y existe p € A tal que
B p(t) = Lu(t, 2(t),u(t)) (€T}

entonces (z,u) € B & p(t}+AR)T p(t) = Lo(t,2(t), u(t)) (¢t € T). Esta ecuacidn
diferencial sers llamada la ecuacién de Euler. Si u tiene una discontinuidad,
ésta es satisfecha por limites laterales izquierdo y derecho.

El lagrangiano L se dice regular en A si A es convexo en u, y para todo
{t,z,u) € A, Luu(t, 2, u) > 0. Esto implica que, para (t,z) fijo, L{t,z, ) es una
funcién estrictamente convexa, lo cual es equivalente a decir que Ly(t,z,-) es
una funcién estrictamente creciente.

Un proceso (z,u) € Z es llamado no singular si | Leu(t, z(t), u(t)}| # O para
todo t € T

Proposicién 3.3 Sea (z,u,p) € R y supongamos que () se cumple. Si(x,u) €
E entonces Lu{-,z(*),u(")) es continua. En particular, si t es un punto de
discontinuidad de u, enfonces

Lo(t, 2(2), u(t — 0)) = Lu(t, z(t), ult + 0)).

42




Prueba. Esto es inmediato puesto que p satisface 3.2b y por lo tanto ésta es
continua.

Proposicién 3.4 Sea (z,u) € W(A) y supongamos que Ly(:, z(:),u()) es con-
tinua. Sea

F(i,v) = L{t, =(t), v) — (v, Ly (t, z(),u(t))) (L €T, veR™).
Entonces F(-,u(-)) es continus, y
£(t, 2(t), ult — 0), u(t +0)) = E(t, z(2), u(t + 0),u(t — 0)) =
Prueba. Puesto que (z,u) € W(A),

0 < £(t,z(t),u(t-0),u(t+0})
= L(t,2(t),u(t +0)) — L(t,z(t), u(t — 0))
—{u{t +0) — u(t ~ 0), Lu(t, z(t), u{t — 0)))
F(t,u(t + 0)) — F(t,u(t — 0)).

De manera similar,
0< &E@,z(t), u(t + 0),u(t — 0)) = F(t,u(t — 0)) — F(t,u{t +0})

y entonces F(t,u(t+0)) = F(t, u(t - 0)).

Proposicién 3.5 Sea (z,u) € Z y p € X, y consideremos las siguientes afir-
maciones:

a. (z,u) e ENW(A) y (z,u,p) € R.

b. {z,u,p) satisface el principio del mdrimo de Pontryagin

con un multiplicador de Lagrange de costo positivo, i.e.,

1. p(t) = —H(t, z{t), u(t), p(t)) para todo t € T.

2. H{t,z(t),u(t),p(t)) > H(t,z(t),v,p(t)) parav € R™, (1,2(t),v) €A

Entonces (b) = (a) y, si (1) se cumple, entonces (a) = ().
Prueba, Observamos que

Lit,z,v) — L{t,z,u) — (v —u, B(t)Tp) H{t,z,u,p)— H{t,z,v,p)
L(t,z,v) — L(t,z,u) — (v — u, Lu{t, z,u)) = £({, x, v, v).
(b) = (a) : Por (b2), B(t) p(t) = Ly (t, z(t), u{t)) para todo t € T. Por lo tanto,
(¢,u,p) € Ry (z,u) € W(A). Por (bl) y el Teorema 3.2, (z,u) € E.

(a) = (b): Puesto que B(t p(t) = Ly(t,z(t),u(t)) v (z,4) € W(A),
tenemos (b2). Por el Teorema 3.2, si {f) se cumple, (=, u) € E = (b1).
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Proposicién 3.6 Sea (z,u) € Z{A) no singular con u continua, y supongamos
que p € X es tal que, para todot €T,

z(t) = Hp(t, z(?), u(t), p(t))
p(t) = —Hz(t}z(t): u(t),p(t))

0 = Hu(t, z(t), u(t), p(t)).

Si A, B € C™(T} y Lz, Ly € CT(A) para algin r > 1, entonces z,p € YT
yue CT(T).

Prueba. Parat € Ty v € R™ sea
G(t,v) = Hult, 2(t), v,p(8)) = BE)T (1) — Lu(t, 2(1),v).

Supongamos que I,p € Ci(T) para 0 < i < r. Entonces G € Cf. Tenemos
que G(t,u(t)) = 0y |Gu(t, u(t))] # O para todo t € T. También, u y G, son

continuas. Por el Teorema de la funcién implicita, u € C*(T) y, puesto que
i(t) = A(f)z(t) + B)u(t) v )= Lz (t,2(t) u(t) - At)"p(t),

z,p€ CHYD).

Proposicién 3.7 Sea L regularen Ay L € C%(A;u). Entonces

a. E(t,z,u,v) > 0 para todo (¢, 2, ) €A y(t,z,v) €A conu#u.
b. Si (z,u) € ENZ(A), (z,u,p)ERY (1) se cumple, entonces u es continua.

Prueba. (a): Por el Teorema de Taylor, dado (t,z,u} y {t,z,v) en A con
u # v, existe A € (0, 1) tal que

Et,z,u,v) = I;(t,a:,v)—~L(t,::,u)—(v—u,L,.(t,a:,u))
= —;—(vmu,Lw(t,z,u+A(u—u))(v-—u))
> 0.

(b) : Por la proposicién 3.3, Lu(,z(-), u(-)) es continua. El resultado se sigue
por (a) y la proposicién 3.4.

Proposicién 3.8 Supongamos que L € C?*(A;u), (zo,uo0) es un proceso no
singular en W (A; €) para algiin € > 0. Entonces ¢ puede ser reducido de manera
gue la desigualdad en la definicdn de W (A;¢) llegue a ser estricta, t.e.,

£(t,z,u,v) > 0 para todo (t,z,u) € Ty {(20, ®0); €); (t,z,v) EA, u#wv.
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Prueba. Reducimos ¢ de manera que |Lqy(t, 2, u)| # 0 para todo (t,7,u) €
T ((z0, uo); €)). Supongamos que el resultado es falso para ese valor de €, 1.e.,
existe (¢,z,u,v), con (t,z,u) en Ti{(zo,uo);¢), (¢, #,v) € Ay u # v, tal que
E(t,z,u,v) = 0. Sea f(w) = £(t,«,w,v) para todo w € R™. Entonces f tiene
un minimo local en w = u y entonces

0= f'(4) = ~Lyu(t,z,u)(v— u).
Pero esto implica que u = v contradiciendo nuestra suposicién.

2 La condicidén de Jacobi.

Para todo {z,) € Z denotemos por J(z4) la segunda variacién de [ a lo
largo de (z,u), i.e.,

b
Jon(,9) = ({2, 9); (3,0)) = [ 204, y0), vt (@0) € Z),

y sea F(z,u) el conjunto de procesos que son extremos para el integrando (2,
ie., )

E(z,u) = {(50) €2 | Jigu((v,v);(z,0)) = 0 para todo (z,w) € Y}

b
(o ez] [ UM, o), =)
+(0, (2, y(t), v(t)), w(t))}dt = 0 para todo (z,w) € Y}

Notamos que por el Teorema 3.2,si {y,v)€EZy g€ X satisfacen
B(t)Tq(t) = Q(t,y(t),v(t)) (L€T),

entonces §(t) + A(t)Tq(t) = Qut, y(t), v(t)) para todo t € T = (y,v) € E(z,u)
y, 81 {1} se cumple, el reciproco es cierto. Observamos también que, dado (z,u) €
Z,

Qy(ta Y, U) = sz(t, a:(t), u(t))y + Lf“(t: x(t)’ u(t))v

Qﬂ (ta Y U) = Lul-'(t! """(t)x u(t))y + Lﬂu(t! ‘.!:(t), u(t))v'
Puesto que Qyy(t, ¥, v) = Luu(t, z{t), u(t)) se sigue que, si (z,u) € L', entonces
el integrando Q es regular y, por la proposicion 3.7, si L € C?(A;u), (1) se
cumple, (y,v) € E(z,u), y existe ¢ € X tal que B()Tq(t) = (2, y(2),v(2))
(t € T, entonces y es C! y v es continua.

Bl resultado siguiente se sigue por las observaciones anteriores y por substi-

tucién directa.
Proposicién 3.9 Sea (z,u) € L', (y,v) € Z, ¢ € X, y supongamos que

B(t)TQ(t) = Lux(i(t))y(t) + Luu(i(t))v(t) {tel)
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donde #{t) denota (t,z(t),u(t)). Consideremos las siguientes afirmaciones:

a. (y,v) € E(z,u)n D.
b. {y,v) € Dy 4(t) + A(t)T‘I(t) = Lo (Z(1))y(t) + Lzu(£(t))vlt) teT)
c. (y,q) satisface, para todo t € T, el sistema lineal
§(t) = a()y(®) + B(t)e(t)
i) = v(B)y(t) — o7 (t)q(t)
el cual denotamos por (JE), donde
alt) = A(t) - B(t) Ly, (#(t)) Lus(2(2))
B(t) B(t)Lod (E)BE)T
¥{t) = Les(8()) — Loul(E(t)) Lga (5(1)) Lua(Z(D))-

Entonces (c) < (b) = (a) y, si (1) se cumple, las tres afirmaciones son equiva-
lentes.

Definicién 3.2 Dado (z,u) € Z, diremos que un punto s € (a, b] es conjugado
a a sobre (x,u) si existen (y,v) € E(z,u)N D y ¢ € X que satisfacen

B(t)Tq(t) = Lus (B(0)y() + Luu(E())0(t) (G ET)
tal que y(a) = y(s) = 0 y y(t) £ 0 sobre (a,s).

Notamos que, si (&, u) € L', entonces s € {a, b] es conjugado a a sobre (z,u)
si existe (y,¢) € X x X que satisface (JE) con y(a) = y(s) = 0 y y(t) # 0 sobre
(a, s). También, si (1) se cumple, las dos afirmaciones son equivalentes.

Diremos que (z,u) € Z satisface Ia condicion de Jacobi si éste pertenece a

J={(z,u) € Z | s € (a,b} = 5noes conjugado a a sobre (z,u)}.

Teorema 3.3 Supongamos que L € C*(A;z,u), () se cumple, (z,u) € L'N
Z(A), y u es continua. Si (z,u) € H, entonces (z,u)€J.

Prueba. Supongamos que (z,u) € J. Por definicién, existe s € (a,b) conju-
gado a a sobre (z,u). Sea (y,v) en E(z,u) N D que satifaga y{a) = y(s) =0 y
y(t) Z 0 sobre {a,s), y sea ¢ € X que satisfaga

B(t)Tq(t) = Lus(E))¥() + Luu(E@))0(t)  (t€T).
Definimos

cnr = GO (263
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Entonces
b
Tz, w) = / 20(t, 2(t), w(f))dt
[ {(2(), Qy (1, 2(2), w (1)) + (w(t), Qult, 2(8), w(r)))}dt

= [ e0.400) + (=0, AW ) + (), BOT )

[ e, aohar
0

Puesto que (z,u) € H y (z,w) € Y, (z,w) minimiza J(z ) sobre Y. Puesto
que z y u son continuas, las funciones Q, Qy, y €2y son continuas y entonces,
por el Teorema 3.1, (z,w) € E(z,u). En consecuencia, tenemos que (z,w) €
E(z,u)NDy

B)Tr(t) = Ly (£(t))2(t) + Luu(E(@))w(t) (€T

Como (1) se cumple, se sigue por la proposicién 3.9 que (z,r} satisface, para
todo t € T, el sistema lineal

#(t) = a(t)z(t) + Alt)r(t)
#(t) = ¥()z(t) — o) r(t)-

Puesto que z(s) = r(s) = 0, tenemos que 2(t) = 7(t) = 0 sobre T" Esto
contradice la no nulidad de y.

Los resultados anteriores y el Teorema 3.1 implican la siguiente condicién
necesaria para un minimo.

Teorema 3.4 Supongamos que L € CHA;z,u), (z,u) € S(A) con (z,u) no
singular, (1) se cumple, y u es continua, entonces (z,u) € J.

3.2 Condiciones suficientes.

El hecho de que I’ y I" son el primer y segundo diferenciales de Fréchet de [
restringidos a 2 (A) con respecto a (Z, || - ||1), tenemos de manera natural, las
condiciones suficientes para un minimo débil.

Teorema 3.5 Sea L € C*(A;z,u), (to,u0) € Z.(A)NE. Si, para algin €> 0,
"((z,u); (y,v)) > 0 para todo (:c u) € Z, (.A) con ||(z, u) — (x0, uo)|l1 < ¢ y fodo
(y,v) € Y - {0}, entonces (2o, o) es un minimo estricto débil para P(A).
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Prueba. Sea zg = (£o, up) y disminuimos € como en la prueba de la Proposicién
3.2, tal que

I{2) = I(z0) + I'(20; 7 — z0) + Ll(l — A" (20 + Mz — 20); z — z0)dA

para todo z € Ny(z0;€). Se sigue que, si z # zo estd en Ze(A) ¥ |lz — 2ol <€,
entonces I(z) > I(z)-

El siguiente resultado da condiciones suficientes para un minimo débil o
fuerte de P(A). Este se cumple si extendemos la clase de procesos admisibles
a la clase de parejas (z,u) con z absolutamente continua y u medible, cuyos
elementos (t,z(t), u(t)) estin en A para casi toda t € T, y para los cuales
L(t, z(t), u(t)) es integrable sobre 7.

1 Una prueba indirecta.

Teorema 3.6 Supongamos que L € C?(A;z,u) y (2o, us) € Z.(A) con zo de
clase C*. Entonces:

a. (vo,u0) € ENH' NL = (xo,u0) es un minimo estricto débil de P(A}).
b. (2o, u0) € ENH' NL' NW(A;e) para algin ¢ > 0 = (<o, uo)
es un minimo estricto fuerte de P(A).

Prueba. Empezamos probando que (b) implica {a). Sea (o, w) € ENH N
I'. Puesto que Luu(t, Zo(t), uo(t)) > O para toda t € T, existe ¢ > 0 tal que
Luu{t,z,u) > 0 para toda (t,z,u) € Ty ((xo0, vo); €) C A. Sea (t,2,u) y (t,2,v)
en Ti((zo, vo);€). Puesto que

(t,z, v+ (1 -2u) =t z,ut+ Mv—u)) € T ({zo, uo); €) (Ae0,1])

tenemos que, por el Teorema de Taylor,

1
£lt,2,u,v) = /; (1= A)o — u, Luult, 2, 6+ A(v = 1)) (v = u))dA > 0

y entonces (zo,uo) € W (T1((zo, vo); €); €)- Suponiendo que (b) es verdadero,
se sigue que (Zo,up) es un minimo estricto fuerte de P{T1 ({0, uo); €)), 1e.,
para algtn § > 0, I{zo,uo) < I{z,u) para todo (z,u) # (zo,u0) con (z,u) €
Zo(T1((z0,0);€)) ¥ ||z — zolls < 4. Tomando p = min{e,§}, tenemos que
I{zo, o) < I{z,u) para todo (z,u} # (o, uo) teniendo que (z,u) € Z.(A) y
l(z, 1) ~ (zo,uo)|ls < g . Esto implica que (zo,4g) es un minimo estricto débil
de P(A) y entonces (a) se cumple.

Ahora, supongamos que L € C¥(A; ¢, 1), (To, o) € Z(A) con zy de clase
G, y (zo,w0) € ENH' 0 L' 0 W(A;¢). Queremos probar que (zp,u0) es un
minimo estricto fuerte de P{A).
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Denotemos por X’ la clase de todas las funciones absolutamente continuas
que mapean T' a R", por U’ la clase de todas las funciones medibles que mapean
TaR™, y definimos Z' = X' x U,

Z'(A) = {(z,u) € Z' | t,z(t),u(t)) € A ae. en T, L{t, 2(t), u(t)) integrable }
ZU(A) = {(z,u) € Z'(A) | £(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) ae. en T,
z(a) = o, =(b) =& }.

Consideremos la norma sobre X':
fzlf = llzllo = sup{lz(®)| : t €T} (z € X').
Vamos a probar que existe p,8 > 0 tal que, para todo {y,v) € Z,{A) con

”y—' xU” <p,
I(y, v) > I{zo, u0) + 8 D(v — uo)

donde, para todo u € U’ y c € R™,

b
D(u):/ eu)dt,  (c) = (1+ )2 - 1.

La prueba consiste en mostrar que, si suponemos lo contrario, i.e., para todo
p,6 > 0 existe (y,v) € Z.(A) con ||y — zo|| < p, tal que

I(y,v) < I(zo,uo) + 6 D(v — o) 4y

entonces (zo,uo) ¢ H'.
Sea zg = (20, ug). Observamos primero que

I(z) = I{zo) + I'(zp;z — zo) + K(2) + £ (2 {z=(z,u) € Z'(A))
donde ,
E*(z,u) =/ E(t,z(t), ualt), u(t))dt,
b
K(z,v) = / (Mt 2(1) + (ult) - wolt), N(t, z@))}at,

M(t,y) = L{t, ¥, uo(t)) — L(t, zo(t), o)) — (¥ — zolt), L2 (t, 2o(t) uo(t})),
N{t,y) = Lu(t, 4, uo (1)) = Lu(t, zo(t), ug(t))-

Por el Teorema de Taylor, podemos seleccionar g > 0 tal que, para todo (¢, y) €
To(zo; 1),

M) = 3l -oo®), P U =200 N(t3) = QUy)(y — =o(t)
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donde

1
P(t:y) = 2]; (1 - ’\)L-‘L‘t(t1 zﬂ(t) + A(y - Zo(i)), uﬂ(t))d’\:

1
Q) = [ Zuslts2oft) + My = 20(t), o)A
Ahora, probaremos que existen dg,a, k > 0 tales que
£ (z,u) > hD(u—uo), [K(z,u)l < oflz —zofl[l + D{u—uo)]  (2)

para todo (z,u) € Z'(A) que satisface ||z — zo|| < do. La primera de estas
relaciones se verificara una vez que probemos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 3.2 Supongamos que L € C*(A;z,u), (%o, uo) € L' "W (A;¢) para algiin
¢ > 0. Entonces existe ,h > 0 tal que, para todo (t,z,u) € T1((zo, u0); 0} ¥
(t,z,v) € A,

E(t,z,u,v) > A1+ v —u})2 - 1).

Prueba. Sea zo = {zg, ug). Por continuidad de Ly, existe g y ho positivos tal
que
(e, Luu(t, z,u)c) > holc|?
para todo ¢ € R™, (¢, z,%) € Ti(z0; €0). Sin pérdida de generalidad supongamos
que € < €.
Por el Teorema de Taylor, si (¢,z,%) y (t,z,v) estdn en 73 (z0; €0}, tenemos
que

Et,z,u,v) = L(t,z,v)—Lit,z,u)—({v—u, Ly(t, z,u))

1
= fo (1= A = u, Luu(t, 2, u+ Ay — u)) (v — u))dA
2 %hoh‘ —ul®.

Sea § > 0 tal que cl(T1(20;6)) C Ti(zo;¢€0), ¥ sea p > 0 tal que (f,z,u+c) €
Ty(z0; €0) para todo c€ R™ con [e}< py (1, z,u) € T1i(20;9).

Ahora, tomamos (£, , u) € T1(z0;8) ¥ (¢, 2, v) € A, y observamos que p(c) <
lc|2/2 ¥ @(c) < le|. Si (t,2,v) € Ti(20; <), el resultado se cumple con h = kg
ya que
E(t,z,u,9) 2 Sholv — uf? > hol(1 + v — [} ? 1]

Si (t,z,v) & Ti(zo;€0), sea k = v~ wul/fpy c= (v — u)/k, y observemos que
le| = p y k> 1. En consecuencia,

Et,z,u,v) = E(t,z,u,u+ke)
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E(t,z,u+c,u+kc) + kE(t, z,u,u+c)
+(k — 1)E(t, 2, u+ ¢, u)
RE(t 2w u+ 0)

%khow

Y

v

1

5 holel [kc]

1

hopl(L-+ el?)/2 - 1
1

= 'Q‘hOPI(l +|v— ulz)lﬂ -1}

v

Por lo tanto el resultado se sigue con b = min{ho, hop/2}.

Regresemos a la demostracién del Teorema 3.6. Por el Lema 3.2, podemos
seleccionar &y = rnin{y, 8} y h > 0, tales que, para todo (1,z,u) € Ti(z0;00) ¥
(t,z,v) € A,

Et,z,u,v) > h[(1+|v- ul?)H? - 1].

Sea (z,u) € Z'(To(xo; 6o) x R™) N A). Entonces

b b
£ (2, u) = [ £(t, o(t), uolt), u(t))dt > h / o(u(t) — uo(t))dt = hD(u — o).

Esto prueba la primera relacién de (2). Para la segunda, escogemos a' > 0 tal
que, para todo (2, u) € Z'((To(z0;60) x R7}NA) yt €T,

M2, 2(0) + (u(t) - uol(t), N{t, @) < o[o(8) — zo()|(1+ [ud) = uo(t))/?

y sea a = méz{e’,o'(b — a)}. Entonces

b
1K ()] < iz - SmH/a {1+ p(u(t) — u(t))ldt < allz —woll[1 + D(u = uo)}.

Ahora, por la hipétesis (1), para todo ¢ € N existe (zq,uq) € Z¢(A) tal que
|zq—2o|| < min{do, 1/q}, H(zgq,uq)—1(xo,u0) < D{ug—uo)/g- (3)

Mostremos que D{uy — ug) —+ 0, ¢ — oo. Puesto que I'(zg;w) = 0 para todo
weY,y (zq— To,ug — ug) €Y, tenemos por {2):
I(2q,uq) — I{zo,u0) = Kz ug) + £ {24, tg)
> —allgg — zol| + D(ug — uo}(h — afizg — zo|])

y entonces, por (3},

Diu, —u)[h—(L+a)/g) <a/g (g€N)
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implicando la convergencia deseada.
Este hecho implica que #y — ug en la norma-L! ya que, si definimos

1/2
o) = [1+ 0 (un(t) = w08

entonces, por la desigualdad de Schwarsz, y observando que para todo u € v’

b
Do = [

2+ p(u(t))

tenemos que

[
= D(ug ~ u0)[2(b — a) + D(ug — uo)]-

fa g2 — uo(2)ldt

Consecuentemente, para alguna subsucesién (denotada otra vez por {ug}),

ql_lg}o Ug(t) = uo(t) casi uniformemente sobre T (4)

Por (3), la cantidad dy = [2D(uq — ug)]*/? es estrictamente positiva para todo
g€ N. Sea

iy = 2=l 2 w0l e gem)
q q

Notamos que,

b v 2
[ a1 wew )

Por lo tanto, {vy/w,} es una sucesién de funciones integrables al cuadrado, y
en vista de (5), existe una subsucesidn (que no renombramos) y una funcién
vo € L3(T;R™) tal que {vq/wy} converge débilmente en L*(T;R™) a v, esto
es,

ot vt \, _ [
im [ (g(t),m>dt_ f (9(8), volt))dt (6)

g—oC
para toda g € L*(T; R™). Sea yo la tinica solucidn de la ecuacidn diferencial
y(t) = A()y(t) + Btyw(t) (teT),  yla)=0.

El Teorema estard probado si mostramos que I"((za,ua); (%0, %)) < 0, con
(yo,va) €Y ¥ (50, %0) #0-




Para probar que &ste es el caso, supongamos por el momento que lo siguiente
se cumple:

i. {vg} converge débilmente en L'(T,R™) a vo.
ii. {y,} converge uniformemente en T a yp.

PR PRV 1
#i. 1{;gglf—(fg-—il 2 5]; {vo(t}, Luu(t, zo(t), uo(t))vo(t))dt

El hecho de que {yo,v0) € Y es una simple consecuencia de (it) (claramente,

convergencia puntual es suficiente para este resultado). Ahora, por definicién
del funcional K, para ¢ lo suficientemente grande tenemos que

K(z;éuq) _ [ {M(t,d?(t)) ' <N(t,dzq(t)),vq(¢)>}dt

En vista de (i),

qll}rglo y%:g——m - %(yo(f), Lz,_.(t,.'Bg(t),ﬂo(t))yo(t)),
sim fﬂf@ = Lus(t, 2o(2), u0(t))%0(t)

ambos uniformemente sobre 7. Este hecho, junto con (i}, implica que

% I"{(20, uo); (yo, vo))

— lim K(”'”“q f (w0(2), Luu(t, o(t), vo())vo(t))dt

g=+o0
y entonces, por (iz'i), tenemos

£ (zq, Uq)
&

+ liminf

g

K(zg,uq)
2
q

= liminf Izg, ) - G
g0 d?I

< 0

1 .
51"((mo,uo);(yc,vu)) < lim

g—roc

Finalmente, si (yo, vo) = 0, entonces limgy00 K (2q, tg) /d2 = 0 y entonces, por

(2), o
(d?g:“q) <0

—h < liminf

G0

contradiciendo la positividad de A.
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Nos resta probar (i) — (4ii). Empezamos notando que, para todo ¢ € N,
tenemos

fb[wq(t) —~ 1)%dt = fb[wq,(t)2 - 1]dt—2 -/b[wq(t) — 1)dt
Y, puesto que wg(t)? > wy(t) > 1 a.e., también
o< [ fun(t) — 1)t < / “f0g(8)? — 1)dt < Dluq — ua).
Por lo tanto,
ql_iﬂo fab[wq(t)i’ —1]dl = q]_i% [:[wq(t) —1]dt = ql‘i_’r& /:[wq(z) ~1j%dt = 0. (7)

Para probar (i), sea g cualquier funcién en L*°(7;R™) y notemos que, para
todo g € N,

[ {stotuste - 1,259

_ vg(t) v, (t)
@@L%u»_<ﬂﬂp——->+<dﬂ@dﬂ—1hjj§>-

wql(t)
Usando (6), (7), ¥y que g es acotada, tenemos

2 b
< [ lot0Plwste) - 1P

b . b v (1 b
tim [ o, vatnet = Jim [ (o160, 2565 ae= [ lo(tmnet, 0
vy asi tenemos la convergencia débil. Observamos que esta ultima se cumple
también para toda g en L?(T;R™) cuando el rango de integracién es reem-
plazado por cualquier conjunto medible sobre el cual wq(t) tiende a 1 uniforme-
mente.
Probemos (ii). Para este fin, observamos primero que, pata todo ¢ € NU{0},

y(t) = 3(2) / ®-1(s)B(s)vg(s)ds (€ T)

donde ® es cualquier solucién fundamental del sistema homogéneo y(t) = A(t)y(t).
La convergencia débil de vy a vp en L' (T; R™) implica entonces la convergencia
puntual de yg a yo. Para probar que la convergencia es uniforme, sea S cualquier
subconjunto medible de T. Por la desigualdad de Schwarz y (5),

/qu(t)dt

2 [vq(t)P 2 wa(t)? —
st ———-——dtfswq(t) di_<_m(.5')+/s[ o(8)? — 1dt

wy(1)?
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donde m(5) denota la medida de Lebesgue de S. Dado € > 0, sea go € N tal
que

b
¢>q= f fuglt)? ~ 1)t < §

y sea & € (0,¢/2) tal que, para todo ¢ < qo,

< €.

m(S) < 6 = US vg(t)dt

En consecuencia, si m(S} < &, entonces | f; vy(t)dt] < ¢ para todo ¢ € N.
Consecuentemente, ta sucesién { f; vg(t)dt}, y en consecuencia también {yq}, es
equi-absolutamente continua sobre T', y entonces ¥q — ¥o uniformemente sobre
T

Finalmente, para probar (i), observamos que por (4), es suficiente probatlo
sobre § € T donde ug{t) —+ uo(t) uniformemente. Por el Teorema de Taylor,
existe qo € N tal que, para todo ¢ > qo ¥ toda t € 5,

L £t 24(t), ot), (@) = {va(t), Ralt)oe(t)),
q

donde
1
mm=2£u—nuwm%Mmm)+mma~mmma.

Sea R{t) = Luu(t, zo{t), uo(t)) y observemos que, para todo t en S,
vg (D)2

wqe(t)?

Kug(8), (Reft) — R(®)ug())] < NRq(t) — Rl (1) < Mg
donde
M, = sup{[l|R,(t) — R(&)IPwq(t)*)/* | t € S}.

Puesto que Ry(t) — R(t) y we(t) — 1, ambos uniformemente sobre S, se sigue
que My, — 0 cuando g = co. Observamos también que

(vg(1), RtYvg(t)) = (wolt), R(t)vo(t)) + 2vglt) — vo(t), R{t)uo(t))
+(vg(t) = vo(t), B(t)[vg(t) — vo(t)])-

Como mencionamos antes, (8) atin se cumple cuando g(t) es reemplazada por
R(t)uo(t) y el rango de integracion es reemplazado por S. Consecuentemente,

lgyﬁmmmMMWﬂﬂgyLMWMWNMt

= /{vo(t),R(t)vg(t))dt + liminf[(vq(t) — vg(t), R(t)[v,(t) — vo(t) ])dt
5 7% Js
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y ya que R(t) es definida positiva, (iiz) se cumple. Esto completa la prueba.
En [8] se da una prueba indirecta, en donde se supone que las dindmicas son
no lizeales y el conjunto A es arbitrario.

2 Ejemplos.
Un minimo fuerte.

Consideremos el problema de minimizar el funcional

1
I(z,u) = [0 {u(t)® + z(t)® + 2(t)u(t)c(t) }dt
sobre todos los procesos (z, u) que satisfacen
z(0) =z(1)=0

£(t) = a(t)z(t) + b()u(t)  (t€[0,1])
(=(t),uft) € (-1, 1) x (-1,1)  (t€[0,1])

donde a, b, c son funciones continuas que mapean [0, 1] a2 R.
Sea (zo, uo) = (0,0). Por célculos directos uno obtiene que, para todo (y,v)
en Y,

1
I'((zo, uo); (¥,v)) = 0, I'"((zo, uo); (v, v)) --—:/O 2v(t)%dt

y entonces (zo,up) € ENH’. También, las condiciones modificadas de Legendre
y Weierstrass se camplen ya que Luy (2, Zo(t), uo(t)) = 2¥ E(t,z,u,v) = (v—u)’.
Aplicando el Teorema 3.6 concluimos que (zg, #g) €s un minimo estricto fuerte
de este problema.

Un minimo débil el cual no es un minimo fuerte.

Consideremos el problema de minimizar el funcional

I(z,u) = j:{u(t)z — 4z(t)u(t)® + 2tu(t)*}dt

sobre todos los procesos (z,u) que satisfacen

z(0)==z(1)=0
z(t) = u(t) (tefo,1})
(2(t),u(t)) € (—1,1) x (~00, o0} {t € [0,1]).

Sea (g, uo) = (0,0) y observemos que, como en ¢l e¢jemplo anterior, tenemos
que para todo (y,v) en Y,

1
Fl(zo, o) (W o) =0, ({20, u0); (v, 0) = jﬂ Yu(t)dt
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¥ Luu(t, To(t), u0(t)) = 2 imaplicando que (2o, uo) € ENH'NL'. Por el Teorema
3.6, (g, uo) es un minimo estricto débil de este problema.
La condicién de Weierstrass es también satisfecha por este proceso ya que

E(t, zo(t), uo(t), v) = v +2t0* >0

para todo v € (—00,00) y t € [0,1]. Sin embargo, (20, #o) no satisface la corres-
pondiente condicién modificada y, de hecho, éste no es un minimo fuerte. Para
probarlo, consideremos la familia de controles

o[ €fé si0<t<é
ﬂ(i,f,J)—{ —¢/(1-48) sid<t<1

y las correspondientes trayectorias que satisfacen z(f) = u(t;e, 8) y (0) = 0,
esto es,

. _ | efé si0<t<d
z(t;e,0) = { fl-t)/(1-4) sid<t<l

Estas trayectorias satisfacen las restricciones de punto final. También,
& .2 4
€ 2¢
/ {.._2. - _44] d
o L9 )

+f61[(1i25)2 + (1:)4(4—%)]4#

A 2 2 et
— e o — 3-4).
Pt -l Y
Tenemos que |z(t; ¢,8)| < ¢, ¢ € [0, 1], y para cada ¢ fijo, I(z(-;€,8),u(¢ 6)) <0
siempre y cuando § sea suficientemente pequeiio. Concluimos que {zo, tg) nO
proporciona un minimo fuerte a este problema.

I{z(¢,8),u(¢8))

I

3 La Condicién modificada de Jacobi.

Supongamos que (z,u) € L' N Z(A) con u continua, L € C*(A;z,u). En-
tonces las matrices a, 3, ¥ de (JE) son continuas y el Teorema sobre la existencia
y unicidad de la solucién del problema de Cauchy se cumple para este sistema.
Denotemos por (Y(,a),Q(-,a)) la solucién (matricial} fundamental de (J E),
i.e., la solucién (matricial) que satisface las condiciones iniciales

Y(a,a) =0, Q{a,a) = 1.

Observamos que un punto s € {a,b] es conjugado a a sobre {z,u) sl Y(s,a) es
singular, y si (}) se cumple el reciproco tambin se verifica.

Ahora caracterizamos los elementos de H' en términos de la condicicn
modi ficada de Jacobi.

J={(z,u)€Z| s€(abl=>snoes conjugado a a sobre (z,u)}.
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Teorema 3.7 Sea L € C%{A; z,u), (z,u) € L' N Z(A), u continua, y consider-
emos las siguientes afirmactones:

a. (z,u) € H'

b. (z,u) € J'.

¢. eziste una solucidn matricial (Y, Q) de (JE) que satisface [Y{t)| #0 ¢
Y(t)TQ(t) = Q)Y (¢) para todo t € T.

Entonces (b) => (¢) = (a) vy si () se cumple, las tres afirmaciones son equiva-
lentes.

Prueba. (a) = (b) : Supongamos que (f) se cumple. Por el Teorema 3.3,
{(z,u) € J. Entonces, si {#) fuera falso, b serfa conjugado a a sobre (z,u),
implicando la existencia de una pareja no nula (z,w) € Y con Jizwy(z,w) = 0.
Esto contradice (a).

(b) = (c) : Por (), Y (t, a) es no singular sobre (a,b]. Por el Teorema sobre
la dependencia continua de las soluciones de ecuaciones diferenciales sobre las
condiciones iniciales, existe § > 0 tal que Y{t,a — §) es no singular sobre el
intervalo completo [a,3]. La segunda conclusién se sigue del hecho de que la
cantidad

YT (t,a—8)Q(t,a~6) — QT (t,a - &Y (t,a—4)

tiene derivada cero y valor ceroen t = a — 4.
(¢) = (a) : Sea (y,v) € D con yl(a) = y(b) = 0 y sea w(t) = Y- i{t)ylt) ¥
z(t) = v(t) — V(t)w(t) donde

Vi) = L33 (8() BT Q) — Liu(B(1)) Luz(E(1)Y (1),

Queremos mostrar que I”((z, u); {y,v}) > 0, (u,v) Z0.
Observamos primero que B(t)TQ(t) = Luz(E(t))Y (t) + Luu(EE)V() v,

puesto que )
Y (t) = ()Y () + B(1)Q()
Qt) = v)Y (t) - a(t)" Q(¢)-
tenemaos que

Y(t) = A[Q)Y (2) + Bt)V (?)
Q)+ ARTQE) = Lo (FR)Y (1) + Lau(E()V (B)-

Por lo tanto,

Qy (t: y(i)! ‘U(t))
Qu(t, y(t), v{t))

(Q(t) + AT QENw(t) + Lou(2(t))2()
B(t)" Q()w(t) + Luu(E(1))2(t).

it
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En consecuencia,

2Q(t, (1), v(t)) (y(), Qu(t, (), v(2))} +{v(1), 8 v(t)))
(Y (@)wl(t), (Q) + Al )TQ(t))W(t) + Lsu(w(t))Z(*))
+{(V(Dw(t) + 2(t), BT Q) w(t) + Lyu(E(E))2(2))
(w(t), YT (2)Q(t)w(t))
+ {w(t), QT ) (AQ)Y (1) + BV () w()
+ (Luz (E(O)Y ()w(t) + Luu(E@NV()w(t), z(t))
+ (BT QR)w(t), 2(1)) + (2(2), Luu(E())2(t)
= (w(®), Y)TQ)w(t)) + {(w(t), Q(t)TY(t w(t))
+2(B()T Q(t)w(t), 2(t)y + (=(t), L wu(£(t))z(1))
= (w(t), Y()"Q(t)w(t)) +(w(t),Y(t)TQ(t)W(t))
+2(B(f Q(t w(t), z()) + (z(t), Lua(E(t))2(2))
= (), Y ()TQE) + Y ()" Q) w(t))
+2 B(t)TQ(t) (t), 2(£)) + (2(t), Luu(E(1))2(D))-

Ahora, observamos que

(B(t)T Q(thw(t), z(t))

= {Q(t)w(t), Bthu(t) ~ BV (tJwit))
= {(Q)w(t), Y {)u(t))
y entonces, puesto que Y7 (t)Q(t) =QT{#)Y (£),

20(t, y(t),v(t)) = (w(i) YT@)Q(t)w(t)) + (#{2), Luu (2(t))2(2))-

Puesto que w(a) = w(b) =0, esto implica que

b
((x,0); (. 9) = f (2(8), Lua (B(2))2())dt

Consecuentemente, 1”((z,u); (y,v)) > O excepto cuando v{t) = V(tjw(t). Se
sigue que J”((z,u);(y,v)) = 0= B{t)v(t) = B(t)V (t)w(t), esto implica que
y(t) = Y)Y "1 (t)y(t). Puesto que y{a) = 0, esto implica que y = 0. Por lo
tanto, w = 0 y entonces v = 0.

Condiciones suficientes para un minimo se siguen de este resultado y el Teo-
rema 3.6.

Teorema 3.8 Si L € CH{A;z,u), (z,u) € Ze(A), yu es continua, entonces

a (z,u)€ ENJ'NL = (z,u) es un minimo estricto débil para P(A).
b. (z,u) € EnJ' nL' NnW{A¢) para algine> 0,
= (z, u) es un minimo estricto fuerte para P(A).

59




4 Campos de extremos.

En esta seccién se probardn condiciones suficientes para un minimo local
débil y un minimo local fuerte por medio del concepto de un campo de Mayer
el cual proporciona una de las pruebas cldsicas de suficiencia en el calculo de
variaciones. Aqui este concepto es extendido para el problema de control éptimo
P(A), y como en la prueba usual, se prueba que la condicién de Jacobi implica
la inclusién de un extremo no singular en un campo de Mayer.

Empezamos con un Lema el cual extiende un resultado fundamental en el
céleulo de variaciones. Este afirma que una trayectoria no singular (en este
contexto, un proceso no singular, i.e., uno para el cual {Lyu(t, 2(2), u(f)}| no se
anula) satisface la ecuacién de Euler si y sélo si ésta satisface en términos de
las variables candnicas y la transformada de Legendre, una cierta ecuacion
diferencial de primer orden.

Lema 3.3 Sea L € C2(A;z,u), (z0,u0) € Z(A) no singular, uo continua, y
(zo, uo, po) € R. Definimos
To{(z0, po); €) = {(t, 2,p) € To(zo;€) x R™ © |po(t) = pI< €},

entonces existen €,8 > 0 y una funcion £ : To((zo, po); €) = R (Transformada
de Legendre), tal que, para cualquier z,p € X que satisface

(t: m(t)?p(t)) € T2((20xp0); €) (t € T):
(b) = (a) v, si () se cumple, entonces (a) = (b), donde

a. Eriste una dnica funcidén continua u que mapea T a R™,
tal que (z,u) € EN D, (z,u,p) € R, y (t,2(1),u(t)) € Tx((z0, u0); ) (€ T).
b. (x,p) satisface pars todo t € T el sistema el cual denotamos por (LE):

it) = Lp(t,=(t),p(t))
p(t) = —;C,,-(t,z:(t),p(t)).

Prueba. Para todo (¢,2,7) €E Ay p € R” sea
G(t,z,p,v) = B(t)Tp— Ly(t,z,v).

Puesto que (g, uo, po) € R, G(t, zo(t), polt), up(t)) =0 (t € T) y, como (zg, uo)
es no singular, |Gy(t, zo(t), po(t), uo(t))| # 0 (¢t € T'). También, puesto que Ly ¥
Ly son continuas, tambiénloson Gy Gy. Por el Teorema de la funcién implicita
existe A, p > 0 y una funcién continua U que mapea M = To((zo,p0); ) a R™
tal que

Ult,zo(t), po(t)) = wolt) (L€,

B()Tp= Lult,z,Ult,z,p))  ((t,z,p) € M),
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y las relaciones
B(t)szLu(t)x)v): Iv"—U(t:m:p)|<’\! (t,l,p)eM

se cumnplen sélo si v = U{t,z,p). También G € C™ = U € (",
Para todo (t,z,p) € M definimos

L(t, z,p) = {p, A(t)x + B)U (¢, z,p)) — L{t, =, U(t, 2,p))-
Uno facilmente verifica que, para todo (f,z,p) € M,
Lo(t,z,p) = A@Y'p— Le(t,2,U(t,z,p))
Lyt z,p) Alt)z + B(t)U(t, z,p).
Ahora, sea § = A/2 y sea 7 > 0 tal que, para todo (£, z,p) € To((z0,P0); M),
{U(E, zo(t), po(8)) = U(t, =, p)| < 4.

Sea ¢ = min{p, 8,7} y N = T2{(z0,p0); €).
(8) => (a) : Sean z,p € X con (¢, z(t),p(t}) € N. Puesto que (z, p) satisface
(LE),

il

£(t) = A()=(t) + BOU (1, (2), p(2))
P(8) + ARYTP(t) = Lalt, 2(0), U(t, (1), p(2)).
Puesto que (¢, 2(t), p(t) € N C M,
B)Tp(t) = Lu(t, 2(1), U(t, 2(t), p(2)).

En consecuencia, u(t) = U(t, z{t), p(t)) = u es continua, {z,u) € D, (z,u,p) €
R,y
(t, z(1), u(1)) € T1((z0, t0);d)-
El hecho de que (z,u) € E se sigue por el Teorema 3.2. Para probar la uni-
cidad, supongamos que v : T' = R™ es tal que {z,v,p) € Ry (,z(t),v(t)) €
T1((za, us); ). Entonces
[v(t) — U, z(t), p(t)] < [o(t) — wolt)| + |u(t) —uo(t)] <A

y entonces v(t) = u(t).

(a) = (b). Supongamos que () se cumple y sea (z,u,p) que satisfaga (a)

con {t,z(t),p(t)) € N. Puesto que (z,u) € E, (z,u,p) € R, y ({) se cumple,
por el Teorema 3.2 tenemos que

p{t)+ A)Tp() = Lz(t,2(t), u(t).
También, como (z,u} € D,
#(t) = A(t)=(t) + B(t)u(t).

El resultado se obtendra si mostramos que u(t) = U{t, z(t), p(t)), pero esto es
una consecuencia de

lu(t) — U(t,2(t), p(t))| < [u(t) — uo(®)] + [uo(t) — Ut 2(t), P(t)H < .
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Definicién 3.3 Dado un proceso (z,u) € Z.(A) diremos que una pareja (T, M)
es un campo de Mayer sobre A a lo largo de (z,u) st

i. M = Ty(z;¢) pora algin e > 0.
ii. T: M = R™ es continua, (t,y,[(t,y)) € A para todo (t,y} en M, y

u(t) = T'{t, z(t)) para todot € T
iii. Para cualquier (y,v) en Z.(A) con (t,y(t)) € M paratodot €T,
I"(y,v) = I"(x,u), donde .
b
I (yx ‘U) = .[a {L(t) y(t): F(t, y(t))) + ('U(t) - I‘(t! y(t))! Ly (t: y(t): r(tr y(t))))}dt

Teorema 3.9 Sea L € C*(A;z,u), (zo,u0) € Z(A)NENT NL, (zg, w0, po) €
R, up continua, y supongamos gue (1) se cumple. Entonces eziste un campo de
Mayer sobre A a lo largo de (zg, uo).

Prueba. Por ¢l lema 3.3, {20, po) satisface (LE) y entonces éste puede ser
extendido sobre un intervalo mayor [a — p, b+ p]. Para 0 < & < p, resolvemos el
problema de Cauchy para (LE) con condicién inicial

z(a—4,A) = zo(a —95), pla—6,A) =A+pola—79).

Por la unicidad del teorema, z(t,0) = zo{t) v p(2,0) = po(t).
Por el lema 3.3, si {t,z(,A),p(t,A)) € Ta((Zo,p0);€) , existe una dnica
funcién continua u(-, M) : [a — p, b+ p] = R™ tal que

(z(-, A),u(-,A)) € ENnD, (z(-, A),u(-, A),p(-,A)) € R.

Por la unicidad de (-, A), tenemos también que u(t,0) = uo(t). Por lo tanto,
2(t,A) = A(t)x(t, A) + B(tyu(t, A),
BT p(t,A) = Lu(t, z(t, ), u(t, A))

y, puesto que (1) se cumple, se sigue que

pt, A+ A@)Tp(t, A} = Lo (¢, 2(2, A), ult, A))-
Derivando con respecto a A y evaluando en A = ( obtenemos
Y(t,a—8) = AQ)Y(t,a—8) + B()V(t,a~d),

Ot,a—8) + AMTQ(t,a — §) = Lex(t, 2olt), uo(t)) Y (t,a = 0)
' + L,,u(t,z'o(t),ua(t))V(t,a—J},
B)TQ(t, a— 6) = Lus{t, zo(t), uo(t))Y (t,a — )
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+Lyu(t, zolt), uo(t))V (¢, a — 6),
donde
Y(t,a—3) = 82(t, 0)/8), V(t,a—6) =Bu(t,0)/0%, Q(t,a—08)=dp(t,0)/0A
Por la Proposicién 3.9, (Y (-,a — 8),Q(,a — §)) satisface el sistema matricial
(JE) y, por las condiciones iniciales impuestas sobre z(-, A) ¥ p(-, A},
Y{a—4,a-8)=0, Qla—4,a—8)=1.

Esto implica que (Y (-, a—8), Q(-, a—8)) es la solucién matricial fundamental de
(JE). De la dependencia continua de las soluciones sobre la condicién inicial, la
matriz Y {t,a — §) es no singular para alguna § > 0 sobre el intervalo completo
[@,8].

En consecuencia, |za(t,0)} # 0 sobre T y, por el teorema de la funcién
implicita, existe g, o > 0y A : To(zo; p) = R", tal que

Mt zot) =0,  =(t,At,y) =y  patatodo {t,y) € Tolzo;p);
y las relaciones
ritv)=y, w-ALy)<o, (L) €Tolzan)

se cumplen sélo si v = A{t, y). También, =(t, NeCr=AieC".

Sea M = Tolzo; 1) ¥ T'(t,¥) = u(t,A(t,y)) para todo (t,y) en M. En-
tonces I' es continua y, sl es necesario, podemos disminuir a de manera que
(t,y,T'(f,y)) € A para todo (t,y) en M. Por construccion, uo(t) = I'(Z, zo(t))
teT})

Ahora, sea {y,v) en Ze(A) con {t,y(t)) € M para todo t € T. Para todo
s € T definimos

w(t, S) = Z(tv A(s: y(s))), z(t: '5) = u(t’ A(s, y(s))) (t € [ag, 3])

Fls) = / L(t, wit, s), 2(t, 5))dt
donde ag = a — 4. Puesto que
w(t, ) = A(t)w(t, s) + B(t)z(t,9),

Bt (s, y(s))) + AT (A5, () = La(t, wlt, 5), 2(2, 9)),
B()Tp(t, Ms, 4(s))) = Lu(t, wit, s), 2(1,5),

v w, (ag, s) = 0, tenemos que
P = [ et wlt, o) 269wt

+(Ly (t,wit, 8), 2(t, 8)), z:(t, s))}at + Lis, w(s, s),2(s, 5))
/ 2 (plt, \(5,9(6))), wa 8, ))dt. + Lo (5, T (5, ¥()

Q

(p(s! 4\(3, y(s)))’w-' (S, 8)) + L(37 y(s)! P(S, y(s)))

il

il
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Ahora, en vista de las igualdades
w, (5, 8) = #(s) — &(s, A5, 4(s))) = B(s)(v(s) — T(s, 9(s)))-
se sigue que
F'(s) = L{s,9(s), T(5,8(s))) + (v(s) = T(s,¥(s)), Lu{5, ¥(s), T(s, y(s)))-

En consecuencia,

b
I*(y,v) = -/; F'(s)ds = F(b) — F(a) = I"(zo, u0)-

Concluimos que (I', M) es un campo de Mayer sobre A a lo largo de (zo, uo).

Teorema 3.10 §i L € C2(A;z,u), (z,u) € Z.(A), u continua, (f) se cumple
y, para algin p € X, (z,u,p) € R, entonces

a. (z,u) EENJ'NL' = (z,u) es un minimo estricto débil pura P(A).
b. (z, u)EEﬂJ'ﬂL’ﬂW( ;€) para algtin € > 0,
= (z,u) es un minimo estricto fuerte para P(A).

Prueba. Por el Teorema 3.6 es suficiente con probar (). Por el Teorema 3.9,
existe un campo de Mayer (I, M) sobre A a lo largo de (z,u). Sea p > 0 tal
que M = Tp(z; 1) ¥, s1 es necesario, disminuimos ¢ tal que

£(t,y,2,v) > 0 para todo (t, y, 2} € Ty({z,u)e), (Ly,v) €A v#z

El hecho de que esto se puede hacer se probo en la Proposicién 3.8. También,
4 puede ser disminuido de manera que (¢, T (t,y)) € Ti({z,u);¢) para todo

ty)eM.
Ahora, sea (y,v) € Z,(A) con (t,y(t)) € M para todo t € T'. Puesto que

I*(y,v) = I"(z,u) = I{z,u)

b
I v) = I"(5,0) + [ £(t, ¥(0), T(t, y(®)), v(t)dt

se sigue que I{y,v) > I{z,u), cupliéndose la igualdad sélo si v(t) = F(2, y(t))
(t € T). En este evento tenemos que z y y satisfacen la ecuacién #(t) = F(t, z(t))
(t € T) con la misma condicién z(a) = o, donde

F(t,w) = A(t)w + B@)T'(t, w).

En consecuencia, £ y y coinciden y entonces u(t) = T(t,y(t)) = v(t). Esto
muestra que (z,%) es un minimo estricto fuerte para P(A)
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5 La Ecuacién de Hamilton Jacobi.

Suficiencia a través de la teoria de Hamilton Jacobi estd basada en la existen-
cia de una funcién que satisface alguna desigualdad o alguna ecuacién diferencial
parcial. En ésta y en la siguiente seccidén se mostrara cdmo, para ambos casos, la
existencia de estas funciones de “ verificacién ” es implicada por las condiciones
de suficiencia para un minimo dadas en el Teorema 3.10.

La primera demostracicn estd basada en la ecuacién diferencial de Hamilton
Jacobi, y aunque se procede directamente, ésta es equivalente a la de la seccién
anterior.

Para todo (t,z,p) € T' x R?", sea

F(t,z,p) = sup{(p, A(t)z + B(t)u) — L(t,z,u) | ({,z,u) € A}

llamada la transformada de Young — Fenchel (relativa a A). El teorema de
wverificacién que consideraremos en esta seccién afirma lo siguiente:

Lema 3.4 Supongamos que (z,u) € Z.(A) y que eziste € > 0 y una funcidn C"!
W : To(z;¢) = R tal que:

a. We(t,y) + F(t,y, Wy(t,y)) =0 para todo (t,y) en To(z;¢€) (ecuacidn
diferencial parcial de Hamilton Jacobi).
b. F(t, (1), Wy(t, z(1))) = (Wy(t,2(2)), 2(2)) — Li¢, 2 (2}, u(t)) (t€T).

Entonces (z,u) es un minimo fuerte de P(A).

Prueba. Sea (y,v) € Z.(A) con (t,y(t)) € To(z;¢€) para todo t € T. Por (a) y
la definicidon de F,

We(t, y(t)) + (Wy(t, y(8)), 9(t)) — L(t, y(t), v(t)) <0
y, por (a) y (b),
We(t, 2(t)) + (W (t, 2(t)), 2(2)) — L(2, =(t), u(t)) = 0.
Por lo tanto, I(y,v) > W(b,&1) — W{a, &) = I(z, u).
Prueba del Teorema 3.10: Supongamos que L € C?(A4; z,u), (1) se cumple,
(2o, u0) € Z(ANE NJ'NL', up continua y, para algin pg € X, (2o, %o, po) € R.

Sea (T', M) el campo de Mayer sobre A a lo largo de (2o, 4o) construido en
la prueba del Teorema 3.9, y definimos

B I RIS TR

Calculamos las derivadas parciales de W{¢,y). Para y fija, definimos

w(s,t) = z(5,A(t,9),  2(s,1) = uls, Alt, y))-
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Entonces

Wilty) = f (L (s, w(s,8), 2(5, 1)), we(5,))
+(Lu(s,w(5,t),z(s,t)),zt(s,t))}ds +L(t,w(t,t),z(t,t))

f{(pa(s,)\(t,y)) + A(s)T p(s, M, ), wi(5,2))
KB 5, M6, 9)), 2o Vs L1, T, 9)
= [ St 2t ) st + Ll u T )

0

= {p(t, Alt, ), we(t, 1)) + Lit,y, L(t,v))
L(t, 1, T(t, u)) — (p(t, A(t, 1)), Al)y + BT y) )

De manera similar, Wy (t,y) = p{t, Mt ¥})-
Ahora, la transformada de Legendre estd dada por

L(t,z,p) = (p, Al)z + BOU(t,2,9)) — Lt 2, U (¢ 2,9))

donde, para algin p,é > 0, la funcién continua U : Ta({zo, po); p) = R™ es tal
que

H

U(t,zo('t),po(t)) = H'U(f’) (t = T),
Bty p=Lult,z,Ult,z,p) (5P € To((zo, Po); P))s
y las relaciones

B(t)Tp = Lﬂ(tsxav)i |1" b U(t: :B,p)| < 6: (t) xap) € TZ((Ioipﬂ);P)

se camplen sélo si v = U(t, z, ).
Observamos que podemos disminuir M tal que, para todo (t,¥) € M,

T(t,y) = Ult, 9 p(t: AL, 9)))-
Por lo tanto,

a. Walt,y) + L(t, v, Wy(t, y)) = 0 para todo (¢,y) en M
b. E(t: xﬂ(t)! Wy(ta I'U(t))) = (Wy(ts Io(t))s 530(”) - L(t! $0(‘t), uﬂ(t)) (t € T)'

Estas relaciones corresponden precisamente a las del Lema 3.4 con la transfor-
mada de Legendre en vez de la transformada de Young-Fenchel. Sin embargo,

para todo (t,z,p) € Ta{(20, Po); P); (t,z,u) €A,
g(t,z,Ut,2,p),8) = L£(t,z,p) ~ (P, A(t)z + B(t)u) + L(t, 2, u)

y entonces, si (g, uq) satisface la condicién modificada de Weierstrass, ambas
transformadas coinciden (localmente). Este hecho, junto con el Lema 3.4, im-
plican el Teorema 3.10.
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6 La desigualdad de Hamilton Jacobi.

La iiltima prueba depende de la desigualdad de Hamilton Jacobi. El teorema
de verificacién para este caso no €5 equivalente al de la transformada de Young
Fenchel sino que es mds débil y, a diferencia de las otras pruebas, la suficiencia
es derivada sin la ayuda de un campo de exiremos.

Consideremos el siguiente Lema de verificacién:

Lema 3.5 Supongamos que {z,u) € Z.(A) v que existe € > 0 y una funcidén C?
W : To(z;€) = R tal que

Walt, y) + (Wylt,v), Al)y + B(t)v) — L(t, v, v)

< Wilt, () + (Wy(t, 2(1)), 1)) - L(t, =(t), u(t))

para todo (t,y,v) en (To(2; ¢) x R™} N .A. Entonces (z,u) es un minimo fuerte
para P(A).

Esta afirmacién se verifica facilmente simplemente integrando la desigualdad
anterior, 1a cual llamamos (DHJ). Observamos que, si W satisface (a) ¥ (b) del
Lema 3.4, entonces W satisface (DHJ) pero el reciproco no es necesariamente
cierto.

Prueba del Teorema 3.10: Supongamos una vez mis, que L € C*(A;z, u),
(f) se cumple, para algin p € X, (z,u,p) € Ry, para algin n > 0,

(z,u) € Z(A)NEN I AL nW(A;n)
Reemplazamos la condici6n (z,u) € E por la suposicién de que
p(t) + A@)Tp(t) = Lo(t, 2(1), u(t)) (teT).

No es dificil mostrar que (ver[1]), para alguna p > 0, no hay una solucién no
trivial (y, ¢) de (J E) con v reemplazada por vy — pl, para la cual y se anula en
ambos, en @ y en algin punto s en (a,b]. En vista del Teorema 3.7, existe una
solucién matricial (Y, @) de el sistema (JE) con 7y reemplazada por v — p/, tal
que [Y(t)|#0y Y()TQ(t) = Q@)Y (t) para todot € T.

Definiendo V{t) = Q)Y 1 (2) (ver Corolario 4.2) se sigue que V' es una
solucién matricial sobre 7" de la desigualdad matricial de Riccati:

V() + V(ta(t) + o)V ) + V@)BE)V {t) - 7(t) <0
Definimos, para todo (t,y) en T' X R",
Wit,y) = (0,3 + 50 = =0, VI — 2O

Mostraremos que el dominio de W puede ser disminuido de manera que W
satisfaga (DHJ)-
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Observamos que, si definimos
Glt,y,v) = BOTplt) + B)TV(t)(y — (1)) — Lu(t, 1)
entonces G(t, z(t), u(t)) = 0 y |Gu(t, z(t), u(t))| # O para todo ¢ € T. También

G y Gy son continuas. Por el teorema de la funcién implicita, existe p,6 > 0y
una funcién continua £ : To(z;§) = R™ tal que

Et,z(t) =u(t) (L€T)
BT p(t) + BOTV(®)(w —2(t) = La(t. 160, )) (LU} € To(z; ),

y las relaciones
BT p(t)+ BOTV )y —=(1) = Lu(t,v,0), =) <p. (&v) € To(2:9)
se cumplen sdlo si v = £(t,y). También G € C™ = £ € C". Ahora definimos,
para todo (t,y) € To(z;4),

Ft,y) = Wilt,9) + (Wylt,y), Alt)y + BER,v)) — Lt v, £ 9))-

Supongamos que ya probamos que Fy y Fy son continuas y que para todot €T
satifacen que Fy(t,z(t)) =0y

Fyylt,x(t)) = V(1) + V()e(t) + «)TVE) + VISRV (E) - ~¥{t) < 0.

En este evento, por la férmula de Taylor, § puede ser disminuido de manera que,
para todo (t,3) en To(z;4), F(t,y) < F(t,z(t)). Si es necesario disminuimos
nuevamente 8 de manera que (t,y,£(¢,v)) € Ta({=z, u)in). Observamos que, si
(t,v,v) € (To(x; §) x R™) N A entonces, puesto que (z,u) € W(A;m y

BT Wy(t,y) = Lu(t, 4, £ 9)),
tenemos que

Wt(t,y) + (Wy(t,y), A(t)y + B(t)v) - L(t:y: v)

Wt(ts y) + (Wy(t$ y): A(t)y) + (Lu(t,y,f(t, y))! v) - L(t: Y v)

Wit ) + (Wy (6, 3), A + (Lult, %, €0, 9)), 60 1)) — Lt 3,64, 1))
F(t,y) < F(t’m(t))

We(t, 2(t)) + (W (t, (1)), #(2)) — Lt =(2), u(t)).

Una aplicacién del Lema 3.5 produciria el resultado requerido.

Probemos la afirmacién. Denotamos por Z(t) el punto (t,z(t), u(t)). Eva-
luando W, y Wy, uno encuentra que F estd dada por

noAa

i

F(t,y) = (p(t)y)— (), Vi) y—=()) + %('y - z(t), V{t)y — =(t)
+{p(t) + V() (y - z(), ALy + B2, v)) — Lt y.€(tv))-
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Por lo tanto,
Fy(t,2(t)) = p(t) + A() (1) - Lo (3(1) — Lu(2(2)) &, (2, 2(2)
+B(t)T p(t)éy (1, 2 () + V(D AR)2(2) + V(8 BE)u(t) - V()(1)

y entonces Fy(Z,z(t)) = 0. Para la segunda relacién, tenemos que

F(t:z(t)) = VO +VOAQ + AQTV ) + V() B, ¢t 2(2)
+B)TV (1) (¢, 2()) — Doc(5(t)) — Lou(E(1))Ey(t, 2(2))
— Luz(E(t))y (8, 2(8)) — Luu(3(t))&y (8, (1)), (1, 2(2)).

Ahora, para todo (t,y) en To(z;d),
B(t)Tp(t) + B)TV(t)y ~ 2(t)) = Lu(t, v, £(t,¥))

¥ entonces

§(t,2(t) = Lyu EE{BOTV(Y) — Lus(2(2))}.
Se sigue que
Fyy(t,2() = V(1) + VAQR) + AQ)T V() - V) BE L (3() Lus(5(2))
~Lou(E(0) Lau (2(®) BR)TV (1) + V() B(t)Lgd () BO)T V(1)
—Loa(#(t)) + Lou(2(t)) Lyy (2(2)) Lua((t))
=V(t) + V{t)alt) + at) V() + V)BEV (1) - ().

Esto completa la prueba.
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4 La condicién de punto conjugado.

Consideremos un intervalo compacto J = [a,b], dos puntos &,£; € R”, dos
conjuntos abiertos X C R" I/ C R™, una funcién L : I x X xU <+ R, ¥
dos matrices de funciones continuas A(t) y B(t) de dimensionesn xny n x m
respectivamente.

El problema de control &ptirmo que estudiaremos consiste en
b
(P) minimizar HERNES f Lt, z(t), u(t))dt
a

sobre todas las funciones suaves por fragmentos z,2 € PWS(I, X} y continuas
por fragmentos u,u € PWC'(I,U), que satisfacen

{ e{t) = A@)z(t) + B(t)u(t) tel, (R)
z(a) = §o,z(b) = &

donde u € PWC(I,U) significa que u tiene sélo un niimero finito de discon-
tinuidades ¢y,...,2,, en los cuales ambos limites derecho e izquierdo, u(tf) y
u(;") existen y pertencen a U.

Definicién 4.1 Una pareja (z,u) se dice admisible para (P) si 2 € PW5S({I, X),
u € PWC(I,U) y (z,u) satisface (R).

Definicién 4.2 Una pareja admisible (z,u) es una solucién (local) para (P) si
(al contraer X si es necesario) cualgquier otra pareja admisible (y,v) satisface
que I{y,v) > I{z,u).

Definimos A =T x X x U.

El principio de Pontryagin proporciona condiciones necesartas de primer or-
den para un éptimo.

En lo que sigue denotarernos a(t) = aft, z(t), u(t))

Teorema 4.1 (Pontryagin) Supongamos que L € C*(A;z,u). Si (z,u) es
una solucién para (P), entonces eriste una funcidn suave por fragmentos p :
I 5+ R" y un ndmero Xy, tal que

(a) Ao >0, Ao + |p(b)] # 0;
(b) B(t) + AT p(t) = XoL:(t), te]
() maz{{A(t)z(t) + B(t)u, p(t)}
—-ApL(t,z(t),u) : (¢, z(t),u) € A}
= (A(t)z(t) + B(t)u(t),p(t)) — AolL(t), t€ I,

70




Hacemos notar que cuando en el Teorema 4.1, Ag # 0, la pareja (z, u) se dice
ser normal.

Por la condicién (¢} del Teorema tenemos que
(c') B(t)Tp(t) ~AoLu(t)=0,t el

Definicién 4.3 Una pareja admisible (z,u) es un ezxtremo para (P}, st existen
una funcidn suave por fragmentos p y un nimero A9 € R que satisfacen las
condiciones (a), (b) y (¢/) del Teorema 4.1.

Dado un extremo (z,u) con correspondiente p y Ao € R, estamos interesados
en encontrar condiciones bajo las cuales Ag # 0.

Consideremos el sistema variacional

{ §(t) = A@)y() + B(t)e(t), te 1, (S)
y(a) =0, y(b) =0, v € PWC({,R™).

Definicién 4.4 Una pareja admisible (z,u) se dice fuertemente normal sobre

I si el sistema
(i) —p(t) = A@)Tp(t), t€1
(ii) pO)TB() =0, 1€ 1

tiene solamente la solucién p= 0.

Teorema 4.2 Sea (z,u) un eztremo con correspondiente p y Ag. Si (v, u) es
fuertemente normal sobre I, entonces Ay # 0.

Prueba. Supongamos que Ag = 0. Entonces la condiciones () y (c’} del
Teorema 4.1 se reducen a las condiciones (i) y (i) de la definicién 4.4. Se sigue
que p = 0, de donde |p(b}| = 0 y por lo tanto Ag + [p(b}| = 0, contradiciendo la
condicién {a) del Teorema 4.1.

Observacién 4.1 Sea (z,u) un ertremo fuertemente normal. Si p(t) satisface
las condiciones (a), (b) y (¢} del Teorema 4.1 y p(t) es reemplazada por p(t) =
vp(t) (que reescribimos como p(t)) y Ao reemplazado por Ao = Yo donde ¥ es
un ndmero real positivo, entonces (a), (b) y (¢} también se cumplen. Entonces
una constante ~ puede ser seleccionada de manera que Ao = 1, y las condiciones
del Teorema 4.1 pueden ser escritas como

{ p(t) + A@)Tpl(t) = Lz (2) viel (3.1)
B(t)Tp(t) = Lu(t) Vtel
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1 Direcciones admisibles y variaciones.

En esta seccidp mostraremos cémo construir, para una pareja admisible
(z,u) la cnal es fuertemente normal, una direccién admisible v, esto es, ob-
tendremos una familia de controles admisibles u(-, ¢) que contiene a u y cuya
variacidn en € = ( es exactamente v.

Denotemos por z(-,u) ¥ y(-,v) las soluciones de

{ z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), te I {4.1)

z(a) =&o

’ { g(t) = A)y(t) + B(t)u(t), tel (4.2)
y(a) =0

correspondientes a u y v respectivamente. Por la unicidad de la solucién de
ecuaciones diferenciales, se obtiene ficilmente que

(0z/8u) |« (v)(t) = y(t,v) VIE L
donde (8z /du)|, es la derivada de Fréchet de z(:, u) evaluada en u.

Teorema 4.3 Supongamos que (z,u) es una poreja admisible la cual es fuerte-
mente normal sobre I. St (y,v) resuelve el sistema variacional (S), entonces
ertste § > 0 y una funcidn

wilx (5,6 R™
u:(t,€) = ult,€)
continua por fragmentos ent, C? en ¢ tal que:

(i) u(t,0)=u(t), Vte]
(ii) (Ou/0¢€)|c=o(t) = v(t), VteE I
(i) para a(t,€) = 2(t, u(-, ),

z(b,€) = &, Ve € (—4,9)

(82/8¢€)|e=o(t) = y(t,v), VEET

Prueba. Sean 7p,T1,..., T, puntos de un (n+ 1)-simplex en R" que contiene
a cero en su interior, i.e. n cualesquiera de ellos son linealmente independientes
y cero puede ser escrito de manera iinica como su combinacién convexa. En

otras palabras, existen unicos fp,. .., Bn tales que
k4] n
Zﬁ-‘=1 Y Eﬁm=0-
=0 i=0
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Dado que la normalidad fuerte de (z, u) sobre I es equivalente a la controlabi-
lidad de la ecuacién (4.2), i.e., R = R" donde R es el conjuato solucién de la
ecuacién variacional al tiempo 1 = b, existen vo,v1,...,vn, v € PWC(I,R™)
tales que y(b,v;) = 7. Sea (y,v) una solucién del sistema variacional. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que

o(ty =) Binlt) Vel
i=0
(de otra manera definimos v, = (1/8s)(v — Z?;ol Bivi)). Definimos

u(t, ) =ult) + o hvi(t) tel (4.3)
F. Bn+1(61) - Rn+1
F:x= (T, z(b,A) = &)

donde
2(t,2) = z(t, u(-, \))

Notamos que F{0) = (0,2(b,0)—&) = (0, z(b, u(-,0)) —&;) = (0,2(b,u)—&) =

(0,6 - &) =(0,0),
Oz
A=U(b)) B (1’5;

oF Oz

0= (1, '

Por lo tanto, {8F /8X)(0) es no singular. Por el Teorema de la funcidn inversa,
existe § > 0 tal que F es invertible sobre By,y1(d). Sea la funcién

du

. 0N u(ve)(b)) = (1, y(b,w)) = {1, 7) Vi.

A:(=5,6) — RV
AP

donde
A:{(zl,...,mn+1)€R"+1:zlze, ;=0 i=2,...,n41, ¥ —-d<e<d}

Entonces, Ve € (~4,6), A(-) es C?,
Y= ¥y zbXMI) =& (4.4)

con

A(0)=0

Derivando (4.4) tenemos que

iA,(O) =1

=0
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dz| Ou 8z

n
' du :
0=%—| =+ b) A = — —_— .
u|, 0x A:o( JA() Bul, ‘Z; AN fsmo A (0)(b)
dz] «— . n . no
=5 3 ulB)hi(0) = - u(b,w) 4i(0) = D Au(0).
Yi=0 i=0 i=0
Por la definicién de los 7;'s, tenemos que A:(0) = f; ¥i = 0,...,n. Finalmente

usando (4.3) definimos sobre I x (—4,4)
u(t, Me)) = ult, &) = ult) + > Mle)u(t)-
i=0

Es claro que u(-,€) es continua por fragmentos y u(t,-) es C?, u(t,0} = u(t);
(Bu/8€)|e=oft) = Yoo Ai(0)ui(t) = Yoing Aivi(t) = v(t) ¥t € I. Definiendo
z(t, €) = z(t, ul(-, ) = z(t, u(-, A(€))) = (¢, Me)), por (4.4) z(b,e) = &1, Ve en
~§ < € < §. Ademis,

Oz
d¢

du
o O€

_os

{t) =52

(v)t) =y(t,v) VEE L

u

(t) =g_z

e=0 e=0

Definicién 4.5 Definimos el conjunto Y de direcciones admisibles como

Y = { (y,v) que satisfacen (S} }

2 El problema accesorio.

Para obtener el problema accesorio correspondiente a (P) en un extremo
{z,u), uno necesitaria encontrar una familia de controles admisibles u(:, €) que
contenga a u para calcular la segunda variacién con respecto a ¢ de la funcién
objetivo I(z(-,€),u(:,€)). El Teorema 4.3 nos proporcicna una familia tal.

Teorema 4.4 Supongamos que L € C1{A;z,u). Sea (z,u) una solucidn para
(P) la cual es fuertemente normal sobre I. Entonces existe p € PWS(I,R")
tal que:

() BlE) + AQTp(t) = La(t), VE € 1
(b) B@)T o) = Lult) V€T
y si ademds, L € C?(A,;z,u), entonces
(c) I"(y,v) > 0, V(y,v) €Y, donde
(g, v) = f2 290t y(t), u(t))dt

Y
20(t,y,v) = Lo (), 3) + 2Lau(8)(v:9) + Luu(t)(v,2)
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Prugba. Los incisos (a) y (b} se siguen de (3.1). Sea (y,v) € Y y sea
(z(-, €}, u(-, €)) la familia correspondiente a (y, v) del Teorema 4.3. Si

b
Fle) = I(z(t, €), ult, &) = [ L{t, z(t, €}, ult, e))dt

entonces
b
F'ie) = fa {{L(t, z{t,€), ult,€)), Bz(t, €)/Be) +{Lu(t, z(t, €}, u(t, €)), Qult, €)/ e) }di

Como z(t,0) = z(t) y u(t, 0) = u{t), cero es un minimo local de F y por lo tanto
F(0y=0y

F(0) =_/a {Lea()((2), (1)) +Laou ()(v(t), ¥(t)) +Luu(v(t), v())}dE > 0, (y,0) €Y.

3 Puntos conjugados y Ecuacién de Riccati.

En esta seccidén se introduce la definicién de un punto conjugade en una
pareja (x,u) y se muestra que ésta puede ser escrita en términos del sistema
lineal de una ecuacién diferencial. Finalmente se prueba que, la no existencia
de un punto en (a,b) conjugado a a es necesaria para un Sptimo el cual es
fuertemente normal en cada subintervalo [c, 8] y [a,¢] de [a,5]. Esta condicién
necesaria es equivalente a la existencia de una solucién @ sobre {a,b) de una
cierta ecuacion de Riccati.

Definicién 4.6 Un punto ¢ € (a,b] es conjugado at = a sobre (z,u) si existe
una tripleta no nula (y,q,v) tal que y y q son suaves por fragmentos, y v es
continua por fragmentos satisfaciendo para todot € 1

[ y(t) = A(H)y(t) + B{t)v(t), {6.1)
§(t) + AT g(t) = Les(B)y(t) + Laoult)v(t), (6.2)
y(a) =0, y{c) =0, (6.3)
B(t)Tq(t) — Luz(t)¥(t) — Luu(t)v(t) = 0. (6.4)

Observacién. Supongamos que L € C?(A4;z,u) y sea (z,u) una pareja ad-
misible con u continua. Sea (¥, ) una pareja en Y que minimiza el problema
accesorio, esto es,

{AP)  minimizar {%I"(y, v): (y,v) € Y}

La normalidad fuerte de {z, u) produce la normalidad de cualquier extremo
{y,v) € Y. En consecuencia, para (AP) obtenemos una funcién § € PWS(I; R")
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tal que (3, §, ) satisfacen (6.1), (6.2), (6.3) parac = b, y (6.4). Vale la pena men-
cionar que usando el siguiente resultado se puede probar ficilmente lo siguiente:

(v, 9,v) # (0, 0,0) satisface (6.1) — (6.4) si y sélo si
{y, g, v} satisface (6.1) — (6.4) cor y Z0

Proposicién 4.1 Supongamos que L € C*(A; z,u), y para todot € I, Lyu(t) >
0. Entonces, un punto ¢ € (a, b} es conjugado a a st y sélo si existen funciones
suates por fragmentos ne nulas y y g que satisfacen pars todo t € 1

y(t) = a(t)y(t) + A(t)q(t) (6.5)
gt} = ¥(t)y(t) — a(t)Tg(?)
con
y(a) = 0, y(c) = 0.
donde
alt) = A(t) ~ B(t)Lgs () Lus (1)
B(t) = B(t)Lgy (t)B(t)”
Yt} = Lzz{t) — Lzu(t) Ly (1) Luz(2)-

Definicién 4.7 Una pareja admisible (z,u) se dice fuertemente normal sobre
cualquier intervalo de la forma [a,c] C [a,b], si para cualgquier ¢ € (a,d] el

1stema
3 { ~p(t) = A@W)Tp(t), t € lu,c],
P(t) B(t) =0, t € [a,d].

tiene solo la solucidn cero.

La pareja (z, u) se dice fuertemente normal sobre cualquier intervalo de la forma
[¢, 8] C [a,]], si para cualquier ¢ € (a, b) el sistema

{ —p(t) = A{t) p(t), L€ [c,8),
p(t)TB(t) =0, t € [c, b]

tiene solo la solucién cero. El siguiente resultado afirma que, la no existencia
de un punto ¢ € (a,b) conjugado a a es necesaria para un éptimo.

Teorema 4.5 Supongamos que L € C*(A;z,u). Si (z,u) es una solucién para
(P) la cual es fuertemente normal sobre cada intervalo de la forma[a,c] y [¢, 5],

u continua y ademds
Lu{t) >0, Vtel,

entonees no existe ningun punto en (a,b) conjugado a a.
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Prueba. Supongamos que existe un punto ¢ en (a, b) conjugado a a. Definimos
sobre 1,

(#0).0), 5 = { YOO ALe o

donde (y, ¢, v) # 0 satisface la definicién 4.6. Entonces, (7,7) es admisible para
el problema accesorio (AP). Observamos que

"g,%) = f{L,, (EHFD), 7@ + 2L2u(5(8), §(2)) + Luu(t)(8(t), 8(2)) }at

[ () Law 0200
FLau®)0()) + (0(0) Lus (OU(0) + Lun(B1o(0) e
[ 4610, 060) + 4074 + o0, B a0}

f L), 8(0) + (W), AWTa() +(u(t), BOT g}t
/ﬂ {(¥(), () + (AQW(E) + BE)v(e), o))}t
-/ "), 6 + ((0), q(t) )t

[ 2 w0.atna
[v(c),a(e)) = (u(e). (e =

i

Asi, (7,v) es una solucidn diferente de cero del problema accesorio (AP).
Dado que u es continua, tenemos que Q(t, ¥, v) € CH{I x R" x R™). Aplicando
el principio de Pountryagin a (AP}, tomando en cuenta que Ly (t) > 0, Vt € I,
obtenemos una funcién suave por fragmentos ¢ que satisface con (g, 9)

(6 + A®)TE2) = Lea(D)5(t) + Lau (1)5(1), Ve € 1.
B)T§(t) ~ Luz(£)§(t) — Leu(t)5(t) =0, VL € 1.
La normalidad fuerte sobre [c, b} produce que § = 0 sobre [c, b}. Pero como
(1) + A)Ta(t) = Las()F(2) + Lzu(tho(t), t € la,c)
B(t)Tq(t) - Luc()7(t) — Luu(t)B(t) = 0, 1€ (a,¢)

entonces, )
—~[g(t) — §(0)] = A7) - 9(t)], ¢ € [a,d]

B()T(4(t) — ¢(t)) =0, t € [a,d]
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para todo a < d < c. Por la normalidad fuerte en [a, d], tenemos que ¢ = § sobre
[¢,d] para ¢ < d < c. Puesto que § y ¢ son continuas en I = {a, b], entonces

0=§(c) = lim §(d) = Hm g(d) = g(c)

Por lo tanto, ¢(¢) = y{c) = 0. Entonces por la Proposicién 4.1, g =y =v =0,
contradiciendo el hecho de que (y,q,v) # 0.

Consideremos el sistema variacional correspondiente a (6.5):

Y(t) = o®)Y(t)+8(1)QM) (6.6)
Q) = YY)~ a7 Q)
Y(a) = 0.

La Proposicién 4.1 y el Teorema 4.5 implican el siguiente resultado.

Corolario 4.1 Sea L € C?(A;z,u) y supongamos que Ly,(t) > 0 VL € I,
entonces (@) y (b) son equivalentes, donde

(a). No existen puntos conjugados at =a en (a,b).

(). Si (Y. Q) es una solucidn de (6.6) con Y (a) = 0, enfonces

det Y(t) # 0Vt € (a,b).

Corolario 4.2 Sea L € C*(A;z,u) y supongamos que Lyu(t) >0Vt € . La
eristencia de una solucidn (Y, Q) que satisface las ecuaciones (6.6) ydet Y (1) #
0 sobre (a,b) es equivalente a la eristencia de una funcién matricial siméirica
suave por fragmentos A, tal que, para todo t € (a,b),

L(A) = A{t) + ABOAR) + At)a(t) + at)TA(t) - +(t) = 0.

Prueba. Sea (Y, Q) que satisfaga las ecuaciones (6.6} y det Y (f) # 0 sobre
(a,b). Sea A = QY 1. Tenemos que

Y(t)TQ(t) - Q(t)TY(t) es igual a cero ent = a y su derivadaes cero Vi € [ .

En efecto,

Ly (7Qw - @Y )
= YOTQm+Y(OTW - Y () - QT ()
= {YETaOT + QUTBNTIRU +Y 1 (HOY () - )7 Q())
~{Y &) - Q) (}Y (1) — QW) {alt)Y () + BEIQ())
= 0

Por lo tanto,

YT Q) = Q)TY(t), Vte I
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Ademis,
AY = Q= (Y H)TYTAT = (vH)TQT = ATY = (v 1)TQ7Y
S ATY = (Y)Y YTQ a3 AT=QY ' =A
Notamos que,
%{AY}:Qz'yY —aTQ =AY +AY,
entonces
AY + AaY +8Q} - 1Y +2TQ =0 > A+Aa+ABA —y+aTA
=A+ABA+Aa+aTA —y=L(A) =0, t € (a,b).

Reciprocamente, sea A una funcién matricial simétrica suave por fragmentos
sobre (a,b). Sea Y (-) la sclucién sobre (a,b) de

Y(t) = [aft) + BOAW]Y ()
Y (s) = I, para algiin s € (a,b).
Entonces Y es invertible sobre (a,¥), y @ = AY es tal que
Y (t) = oY (t) + BHQ)
Por lo tanto,
LA)Y = AY + AAY + AaY +aTAY ~9Y =0 y Q= AY +AY
= 0=Q—AY + ABQ + AaY +o7Q - Y

Asi, ]
ES
=

Q = Y —aT@+AY —ABQ — AaY 1
= 4Y —aTQ +AfaY + Q) - ABQ — Aa¥ 2
= Y —aTQ+ AaY + ABQ — ABQ — AaY
= Y -aTQ. 5?5:5

]
_:&.‘
5&:
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5 Puntos conjugados generalizados.

Consideremos el problema de control
b
minimizar Iz,u)= f L(t, z(t), u(t))dt (P)
a

sobre todas las trayectorias suaves por fragmentos z con controles continuocs por
fragmentos v, que satisfacen

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
z(a) = &0, 2(0) = & (D)
u(tye U

donde U es un subconjunto abierto de R™ y A(-}, B(-) son matrices de funciones

continuas sobre [a, b].

Terminologia. Un arco es una funcién suave por fragmentos z : (@, —
R". Implicito en la declaracién del problema (P) es un subconjunto abierto
relativo 2 de [a,b] x R® para el cual el dominio de f(t,2,u) = A(t)z + B(t)u
v L(t,z,u) es @ x U = A. Una pareja estado-control (z, u) es admisible para
(P) si ésta satisface (D) y obedece que (t,z(t)) € Q para todo t € [a,b]. Una
pareja admisible (x,u) es una solucién (local) para (P) si (al contraer € si es
necesario) cualquier otra pareja admisible (¥, v) satisface que I(y, v) > I(z,u).
Una pareja admisible (z,u) es normal si la dinica solucion al sistema

-p(t) = A(t) p(t) t € [a,b]
p(t)TB{t) =0 t € [a, 8]
esp=0.

1 Condiciones necesarias de primer orden.

Supongamos que L € C1(A;z,u) y que (z,u) es una solucién normal para
(P). Por el principio del maximo existe una funcién suave por fragmentos p que
satisface;

(a) p(t) = ~Ha(t, 2(t), p(t), u(t)); 1 € [a, 8]
(b.) H(t,z(t), p(t), u(t)) > H(t, =(t),p(t),v),v € R™ con (t,z(t),v) €Q x U.

La condicién (4) implica que

(b )BT () ~ Lult,2(8),u(®) =0 t€(sd]
donde H(t,z,p,u) = {A(t)z + B(t)u,p) — L(t,z,u). En lo que sigue al referirnos
a una pareja admisible (z,u) denotaremos L(t) = L(t, z{t), u(t)).
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Definicién 5.1 Una pareja admisible (z,u) es un extremo si existe un arco p,
tal gque (a) y (') se cumplen.

2 Condiciones necesarias de segundo orden.

Sea (z,u) un extremo con correspondiente p. Consideremos la siguiente
familia de funciones

V={av:a>0,ve PWC|as,b],v(t) € R™}
Entonces V es un cono convexo de funciones continuas por fragmentos.

Definicidn 5.2 El conjunto de control V se dice un conjunto de direccidn ad-
misible si pare cualquier v € V, eristen constantes 7 > 0, M > 0, y una funcidn
u:[a,b] x [—7,7] > R™ que satisface lo siguiente:

u(-,8) es continua por fragmentos y u(t,-) es G?;

u(t, 0) = u(t), us(t, 0) = v(t);

e, HMloos llua e, Moo < M.

Ahora consideramos el sistemna. variacional asociado con (D),

y(t) = AQ)u(t) + B(t)v(t),
y(a) =0, (L)
vey

donde V es un conjunto de direccién admisible.
De manera similar al Teorema 4.4 de la seccién anterior obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 5.1 Supongamos que L € C?(A;z,u) y sea (2, u) normal. Si (z,u)
resuelve el problema (P}, entonces para cualquier solucidn (y,v) de (L) que
satisface y(b) = 0, tenemos que

b
Iy, v) = / 20, y(t), v{t))dt > 0

donde
2Q(t,y,v) = Loz (tH{y, ¥) + 2Lzu(t) (v, y) + Luu(t) (v, v).

3 Puntos conjugados generalizados.

Definicién 5.3 Un punio ¢ € (a,b] es un punto conjugade generalizado at = a
sobre (z,u) si erviste (y, q,v) sobre [a,c] tal que

3(t) = A(t)y(t) + B(th(i)
y(a) =0,y(c) =0,v € PWC,v(t) € R™,
dEt)) ; AT g(t) = Leo(hy(t) + Leu(t)o(t),
¢ 0
(B()Tq(t) ~ Luz(t)y(t) — Luu(t)o(t),v(t)) > 0
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y si ademds (a) o (b) se cumplen, donde

(a) (B(t)Tq(t) — Luz(t)y(t) = Luu{t)v(t),v(t)) > O sobre un conjunto de
medida positiva; o

(b) eristen un control vy y un arco y; tales que para todo t € [a,b]

n(t) = A(f)!h {t) + B(t)vi(t)
{ nla) =0, {(yi(e),4(c)) <0, (b) =0,
(B@yT Q(t)- Luz(t)y(t) — Luu(t)o(t), va(t)} > 0.

Observacién. El problema clasico en cilculo de variaciones es minimizar el
funcional | : L(t, z(t), 2(¢))dt sobre todos los arcos z que satisfacen las restric-
ciones de punto final fijo z(a) = & y z(b) = £,. Para pasarlo a un problema
de control éptimo, podemos tomar f(t,z,u) = u, U = R", A(t) = 0, B(f) = I,
y H = {p,u) — L{t,z,u). Claramente (z,u) es normal. Las condiciones de la
definicién 5.3 se refieren a una iripleta (y, ¢, v) y 2 un punto ¢ para los cuales

9(t) = v{t), y(a) = 0,4(c) = 0,
§(t) = Loz ()y(t) + Lo (t)o(t),
g(e) # 0,v € PWC,u(t) € R?,
(q(t) - Lux(t)y(t) - Luu (t)v(t)s 'U(t)) Z 0

Estas condiciones ciertamente se cumplen para cualquier pareja suave por frag-
mentos (y, ¢) tal que

{ §(t) = Lzo(@)y(t) + Leu(t)y(t), y(a) = 0,u(c) = 0,
a(t) = Luz()y(t) + Luu()3(2), g(c) #0

Si Lyu(f) > 0 entonces cualguier solucién no trivial de la ecuacién de Jacobi
cumplird las condiciones anteriores, puesto que

9(t) = Ly (0)g(t) ~ Lu=(t)y(t)]

por lo tanto 0 # y(c) = L2 (¢c)g(c) = ¢(c) # 0. Para ver que cualquier funcién y
de este tipo también cumple (), escogemos 3 (1} = (a—t){b—1)g{c), v1 (t) = 31,
entonces,

{ (1) = nft},
yi(a) = 0,{yi(c), g(e)) = (a — ) (b — c)la(c)|* < 0,31(b) = 0

De la discusién anterior vemos que si ¢ es un punto conjugado en cdlculo de
variaciones y la condicién modificada de Legendre Lyu(t) > 0 se cumple, en-
tonces ¢ debe ser un punto conjugado generalizado. Escogiendo controles v
de esta manera podemos encontrar todos los puntos conjugados en célculo de
variaciones. Por su puesto, podemos encontrar otros puntos conjugados gec-
neralizados escogiendo otros controles v. Por ejemplo, supongamos que z es
un extremo suave para el cual la condicién de Legendre no se cumple. Esto
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es, supongamos que existe un punto ¢ € (a,b) y un vector unitario 4 tal que
(Lyu(c)d, ii) < 0. Mostraremos que ¢ es un punto conjugado generalizado a a.
Puesto que {Lyu(c)t, @) < 0, existe una § > 0, tal que {Lyy(t)4, %) < 0 sobre
[c - 8, ¢]. Por la continuidad de las funciones Lz« (1), Lzu(t), Luu(t), existe € > 0
y M > 0 tal que (Lyy(t)d,4) < —€ y |Lzz(t), |Lou(?)] estdn acotadas por M
para todo ¢ — & < t < ¢. Ahora sea 0 < d < 1 Jo suficientemente pequefio de tal
manera que [¢—2d,¢) C [c—6,¢). Sean ¢; = ¢c—d y ¢; = ¢ — 2d, y consideremos

las funciones
0 te [3:62)
-1 ie [62, Cl)
fi t€le,

0 t € {a,cq)
y(t) = { —u(t — ¢2) t €ea,e1)
Wt -c) t€[e,q

y q(t) = dit — [ [Lsz(s)y(5) + Lru(s)v(s)]ds. Esta seleccién de (y, ¢, v) satisface
todas las condiciones bisicas en la definicién 5.3. Las tres primeras lineas son
#(t) = v{t), y(a) = 0, y(c) = 0;

§(t) = Loz (t)y(t) + Lou (t)o(t);

g{e) =di £ 0,v e PWC,v(t) e R".

Para confirmar la cuarta, necesitamos solamente considerar el intervalo [z, c].
Es ficil ver que

le(t)| < d+4Md = [{g(t) — Lu@)y(t), v(t))] £ d+5Md.
Y por lo tanto,
{g(t) = Luz()y(t) — Luu(t)v(t), v(t)) > —(1 + 5M)d + ¢

Si, ademds a las restricciones impuestas anteriormente, insistimos en que d <
¢/(1+5M), entonces (y, ¢, v) satisface todas las condiciones basicas en la definicién
5.3 y la condicién suplementaria (a). Por lo tanto, ¢ es un punto conjugado
generalizado a t = a.

El resultado principal.

El siguiente resultado proporciona una construccién concreta de cémo mostrar
que si una pareja (x, u) tiene un punto conjugado generalizado en (a, b), entonces
la segunda variacién es negativa para algin control admisible.

Teorema 5.2 Supongamos que I, € C2(A;z,u). Si existe un punto conjugado
generalizado a t = a en (a,b), entonces existe una pareja (y,v) que satisface el
sistema (L) con y(b) = 0 tal que I"(y,v} < 0.
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Prueba. Supongamos que ¢ € (a,b) es un punto conjugado generalizado a a.
Usamos la tripleta (y, ¢, v) de la definicién 5.3 para definir

- 13 ) a,c
s ={ 30 <l

_ v(t) t€la,c
"(t)={ 0() tEEc,b%

Entonces (7, 7) es una solucién de (L). Tenemos que,

e = | " 20(t,5(t),9
[

{Le2()(y(8), y(2)) + 2L2u(t)(v(2), y(1)) + Luu()(v(t), v(t)) } i

IN

f {(6(®) + AT a(0), y(t)) + (BT a(t), v(e))}dt
= f [d0),9) + (att), AW + By}t
= f {((2), y(0)) + (a(®), B))

[ 3 {a(t) p(t))dt

Si la condicién {a) de la definicién 5.3 se cumpie, la anterior desigualdad
es estricta, y por lo tanto I"(y,¥) < 0. De otra manera, la condicién {(b) se
cumple, y se tiene I(f, %) = 0. Para a > 0, definimos €l control vo = v + ab.
Claramente vy € V, y €l arco yo(t) = y1(t) + eg(t) es ia solucidn al sistema (L)
correspondiente a v,. Por lo tanto,

I"(4ayva) = [:ma,ya(t),va(t))dt
- /abQQ(t,yl(t) +af(t), vi(t) + a(t))dt
= {/ (L@, 90) + 2Lalo1, ) + L 8) 05, u0)
+ f b{asz(t) (§,9) + 202 Leu(t) (3,9) + @*Lyu(t)(7,9) } dt
+ [ 20{Le OO0+ L0, 00)

a

LoD (01(1),(2)) + Lo (t),v(tn}dt}
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< {rwm+er@s

+20 [ (4) +AW7a(0), 1) + (BT ), (O}t
= P+ 30 [ {GOME) + AR+ BOUE, )
= Iw)+ 20 [ {ORO) +al). hO)

= M) +2a [ Sl0mO)
= "y, 01) + 2a(y1(¢), ¢(c))-

El lado derecho se aproxima a -co cuando o — 00, entonces para & suficiente-
mente grande, tenemos que I (yq, ¥o} < 0. Combinando los Teoremas 51yb.2,
se obtiene el resultado principal.

Teorema 5.3 Supongamos que L € C2(A;z,u) y sea (z,u) normal. 5i (z,u)
resuelve el problema (P), entonces el intervalo (a,b) no contiene puntos conju-
gados generalizados at = a.

Ejemplo 5.1. Consideremos el siguiente problema de cilculo de variaciones
con espacio de estados dos-dimensional x.
T
minimizar I{z,u) = / (us(t)? — 21 (t)?)dt
0
sujeto a
t=u,z(00=0,z(T)=0,u e R:,T> 1

Tenemos que H(z,p,u) = prur +pauz — ul + 2%, El problema.es normal. La
pareja (z, u) = (0,0} es un extremo con p =0,

A(t) = 0, B(t) = Iy, Leu = 0,
2 0
L“'( 0 o)
0 0
L‘““(o 2)

Un punto ¢ € (0,T) es un punto conjugado generalizado a t = 0 si existe una
tripleta (y,q,v), tal que para todo t € [0,¢}

= vy(0)=0,y(c) =0,
—-¢t=2y",¢* =0,0(c) £0, (%)
gt + (g% — 20%)v? > 0,v € R
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y 8i ademads (a) o (b) se cumplen, donde
(a) g'v! + (g% — 2v?)v® > 0 sobre un conjunto de medida positiva;
(b) existen un control vy y un arco y; tales que para todo t € {0,7]

1w = v,
y1(0) = 0, (1 (c), 9(c)) < 0, 1(T) =0,
g'vl + (g% — 20%)v3 > 0

donde vy = (v},v}). Seac = 1,v!(t) = 1 sobre [0,1/3] y v'(¢) = -1/2 sobre
(1/3,1], y v*(t) = 0 en (). Asi, se obtienen las soluciones

1 0<t<1/3
yl(t)={ —1/20-1) 1/3<t S/l

1(3) = (-t+1/3)(t+1/3) 0<t<1/3
TO= 120-1/3-5/3) 1/3<t<1

y v = 0,42 = 0. Claramente, ¢*v* + (¢° — 2¢*)v? = ¢'v' > 0 en un conjunto
de medida positiva. Por lo tanto, ¢ = 1 es un punto conjugado generalizado a
{ = 0 para todo T > 1. Entonces (z,u) = (0,0) no es éptimo para ningiin valor
de T > 1.

Nétese que la condicién modificada de Legendre Lyy(t) > 0 no se cumple en
este problema, puesto que (Lyu(t)(a,0),(a,0)} = 0 (a # 0). En consecuencia,
la teoria clasica de puntos conjugados no se puede aplicar. Esta condicién es
requerida por los resultados de ambos [Zeidan & Zezza] y [J .F.Rosenblueth], por
lo tanto el ejemplo cae mas alla del alcance de ambos trabajos. Por su puesto,
estas hipotesis no pueden ser simplemente ignoradas: aplicando la definicién
4.6 [Zeidan & Zezza] a este problema tenemos que ¢ € (0,7) es conjugado at =
0 si existe una tripleta no nula (y, g, v} tal que y ¥ g son suaves por fragmentos,
y v es continua por fragmentos satisfaciendo para todo t € (0,7

g=v y0)=0; ylc) =0,
gt =-2y%; ¢ =0,
gt =0; ¢* = 2%

Por lo tanto y = 0, lo cual implica que no existen puntos conjugados sobre (0, T
La Definicién 3.2 [J.F.Rosenblueth] de punto conjugado difiere de la anterior
sélo por la condicién de que (y,v) € E(x,u), pero en calculo de variaciones,
esta condicién es equivalente a la condicién de Jacobi. Por lo tanto también nos
lleva a la no existencia de puntos conjugados sobre (0, T}.
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6 Comparacién entre diferentes trabajos.

Recordemos algunos resultados importantes.

Definicién 4.6 Un punto ¢ € (a,b] es conjugado a t = a sobre (z,u) si
existe una tripleta no nula (y, ¢,v) tal que y y ¢ son suaves por fragmentos, y v
es continua por fragmentos satisfaciendo para todo t € 1

(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t)

§(t) + AT q(t) = Loz (B)y(t) + Leu(t)o(t),
y(a) = 0, yl{c) =0,

B(t)TQ(t) - Lu::(t)y(t) - Luu(t)v(t) =

Teorema 4.5 Supongamos que L € C%(A;z,u). Si (z,u) es una solucién
para (P) la cual es fuertemente normal sobre cada intervalo de la forma [a, ¢] y
[c, 4], u continua y ademds

Luu(t) >0, Ve,

entonces no existe ningin punto en (a,b) conjugado a a.
Definicién 3.2 Un punto ¢ € (a,b] es conjugado a t = a sobre (z,u) si
existen (y, v) € E(z,u) N Dy ¢ € X que satisfacen

B(t)T¢(t) = Luz(Z2(W))y(t) + Leu(E@)e(t) (L€ T)

tal que y(a) = y(c) = 0y y(t) # 0 sobre (a,c).
Teorema 3.4 Supongamos que L € C*(4;z,u), (2, u) € S(A) no singular,
(1) se cumple, y u continua, entonces {z,u) € J.
Definicién 5.3 Un punto ¢ € (a,b] es un punto conjugado generalizado a
= aq sobre (z,u) si existe (y,q,v) sobre [a,¢] tal que

9(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t)

y(a) = 0,y(c) =0,v € PWC,v(t) e R™,

G2} + A()Tq(t) = Lao($)y(t) + Leu(t)v(d),
glc) £ 0

(B)T q(t) — Luz(t)y(t) — Lux(t)u(t), v(t)) 2 0

y st ademas (a) o (b) se cumpien, donde

(a) (B(t)Tq(t) — Luz(t)y(t) — Lyu(t}v(t),v(t)} > 0 sobre un conjunto de
medida positiva; o

(b) existen un control vy y un arco y; tales que para todo ¢ € [a, 8]

{ in{t) = Al)n(t) + B(t)u(t)
yia) =0, {nle), glc)) <0,1m(db) =0,
(Bt)Tq(t) = Luz(t)y(t) — Luu(t)o(t), vi(t)) > 0.
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Teorema 5.3 Supongamos que L € C?(A;z,u) y sea (z,u) normal. Si
(z,u) resuelve el problema (P), entonces el intervalo (a4, b) no contiene puntos
conjugados generalizados a ¢ = a.

Comparacién. [J.F.Rosenblueth] vs [Zeidan & Zezza)

Teorema 6.1 Sea (z,u) una pareja admisible. Entonces, (x,u) es fuertemente
normal sobre cada intervalo de la forma [a,¢] C [a,b] (c € (a,b]) si y sdlo si ()
se cumple.

Prueba. Supongamos que (z,u) no es fuertemente normal en {a, 5], entonces
existe p 2 0 en X tal que p satisface el sistema

{ —p(t) = A(t)Tp(t) 1€ {a,b]
pt)TB(t) =0 t € [a,b)

Sea (y1,n1) €Y tal que gn(a) = ¢n(c) =wn{d) =0,y p(e)7 i (c) # 0, para algin
c € (a,b). Asi,

p(t) (1) p&)T AW (1) + p(t)T B(t)os(t) (¢ € [a,])

= —p(t) 0 () +p() BE)n ()

Entonces,
p®" 9 (@) + pO)T ) =p()TB®)m () =0 (1€ [e,8]),

Asi,
0 = p(e)T§1(c) +ple) 1} = p(c)Tgule) # 0

lo cual es una contradiccion.

Supongamos que (z,u) es fuertemente normal sobre cada intervalo de la
forma [a, ¢], y sea y un arco que cumple con y(a)} = y(b) = 0. Tenemos que si
un arco w satisface la ecuacién diferencial

w(t) = A(f)w(t) + B(t)u(t) (L)

sobre [a, 8] para algdn control v, entonces existe una vecindad F de w en el
espacio — tw tal que si z es un arco definido en un intervalo (e, ¢c] C [a,b] para
el cual sus elementos (¢, z(¢)} estdn en F,, entonces existe un control v; que
satisface con z la ecuacién diferencial (L).

Por la contralabilidad sobre todo intervalo de la forma [a, ¢} C [a, b], existe
61 > 0 lo suficientemente pequefio, y un arco 2; que satisface (L) sobre el
intervalo [a,a + €] y las condiciones z;1(a) = 0y z1{a+¢€1) = yla+€1), y tal
que y(t) {t € [a,a+ €1]) estd en la vecindad F;, de 2, y en consecuencia existe
un control vy tal que

y(t) = A(t)y(t) + B(t)ve(t} t€fa,a+ €1]-
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Luego entonces, existe €a > 0 lo suficientemente pequefic y un arco z; que
satisface (L) sobre el intervalo {a,a + €; + €3] ¥ las condiciones za{a) = 0 y
zz{a + €1 +€2) = yla + €1 + €2), y tal que y(t) (¢t € {a + €1, + €& + €2})
estd en la vecindad F,, de z3, y en consecuencia existe un control vy sobre
[a+ e, a+ € + €] tal que

y(t) = A{)y(t) + Bit)n1{t) telate,ater+e)

Procediendo de esta manera, y dejando que tg = a,8) = a+ ¢, a2 =a+ e+

€2,...,tn = 6+ Y =y €& = b, para algin n € N, obtenemos una coleccién de
arcos {2;} ( = 1,...,n), y una coleccién de controles {v;} (=0,...,n—1) tal
que

§(t) = AQ)y(t) + B{t)ui(t) t € [t tiga)
y U?;Ol[t,-,t;.,.l] = [a, b]. Por lo tanto (1) se cumple.

Notamos que las definiciones 3.2 y 4.6, sélo difieren en los conjuntos

E(z,u) = {{y,v) € Z | Jzu)((v,v);{2z,w)) =0paratodo (z,w)€Y }

y {(y,v) € 2| i) + AQTe(t)

= Lea EO)0) + Lu( D) ((€T) poraalginge X | (9
respectivamente. Por la Proposicién 3.9, si
B(t)Tq(t) = Lus(Z(t)}y(t) + Luu(E(t)}v(t) (t € T)

se cumple, y (y,v) satisface (o) = (y,v) € E(z,u), y si (}} se cumple, entonces
ambas afirmaciones son equivalentes. ‘

Por lo tanto, el conjunto de punto conjugado de la definicién 4.6 [Zeidan
& Zezza] estd contenido en ¢l conjunto de punto conjugado de la definicién 3.2
[J.F. Rosenblueth]. Sin embargo, al aplicar alguno de los Teoremas 4.5 o 3.4,
estos conjuntos son iguales, por lo tanto, ambos trabajos coinciden.

Comparacién.
[J.F.Rosenblueth, Zeidan & Zezza] vs [P.DD.Lowen & H.Zheng]

Notamos que la definicién 4.6 y (si (}) se cumple) la definicién 3.2 cumplen
todas las condiciones de la definicién 5.3 [P.D.Lowen & H.Zheng] excepto ¢{c) # 0
y lIa condicién (b). Vemos que, la definicén 4.6 y la definicién 3.2 son una ex-
tensién natural del cdlculo de variaciones, ¥ en consecuencia son maés simples
que la definicién 5.3. Pero hay un precio que pagar por esto. Para aplicar el
Teorema 4.5, (z,u) debe de ser fuertemente normal en ambas esquinas del in-
tervalo [a, b}, asi como para aplicar el Teorema 3.4, (1) se debe verificar y en
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ambos, una versién de la condicién modificada de Legendre se debe cumplir. Sin
embargo, bajo estas condiciones los conjuntos de punto conjugado de las defini-
ciones 4.6 y 3.2 son un subconjunto del conjunto derivado de la definicién 5.3.
Si (y, ¢, v) satisfacen las definiciones 4.6 ¥ 3.2, al ser no nulos, y si se cumple la
versién modificada de Legendre Ly, (t) > 0,¥t € I, entonces por la Proposicién
4.1 [Zeidan & Zezza] (o por la Proposicién 3.9 [J.F.Rosenblueth]) implica que

0 # y{c) = —B(c)Lzi () B(e)Tq(c)
= q(c} #0

Ademss, escogiendo un arco y; tal que
n(e)=p®) =0, n)=—e) v nH=ARnl)+BH0l)

para algin control v1, la condicién (b) de la definicion 5.3 es satisfecha. En
el Teorema 5.3 [P.D.Lowen & H.Zheng) no se requiere la continnidad de u, la
pormalidad fuerte sobre la esquina t = a, ni la condicién modificada de Legendre.
También, en la definicién de punto conjugado generalizado la condicién () es
mis débil que la condicién de controlabilidad fuerte. El ejemplo 5.1 muestra
cémo el extremo (z,u) = (0,0) no es éptimo para ningiin valor deT > 1. Los
resultados de [Zeidan & Zezza] y [J.F.Rosenblueth] no pueden detectar esto.
Por lo tanto la definicién de punto conjugado generalizado es mas precisa y mas
general.
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