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Introduccion

La teorfa de la probabilidad hace uso de diversas herramientas de anslisis. Entre éstas he-
rramientas se encuentra la transformada de Fourier. La transformada de Fourier de una
funcidn de distribucidn de probabilidad, se lama funcién caracteristica.

La funcién caracterfstica tiene muchas propiedades que la hacen ser una herramienta
analitica poderosa. El objetivo de este trabajo es mostrar las aplicaciones de las funciones
caracterfsticas en la solucién de problemas de la teorfa de la probabilidad vy de la estadistica
matematica.

Ya que la funcién caracterfstica ha sido ampliamente usada en muchos problemas desde
va hace tiempo, es précticamente imposible incluir todas sus aplicaciones. Por ello esta tesis
s6lo incluye las aplicaciones que he considerado apropiadas y accesibles, considerado el nivel
matemitico adquirido a lo largo de los estudios de licenciatura.

En la actualidad existen algunas monografias sobre las aplicaciones de las funciones carac-
terfsticas. El presente trabajo pretende servir como una introduccién elemental para el estudio
posterior de textos mds avanzados. Ademas se incluyen aplicaciones que aparecieron en fecha
posterior a la publicacién de tales monograffas.

Como ocurre en todas las disciplinas, para poder comprender y hacer uso de las técnicas
de la teoria de la probabilidad es necesario conocer sus fundamentos teéricos. Por tal razén
el primer capitulo de esta tesis estd dedicado a repasar las definiciones basicas de teoria de la
probabilidad vistas dentro de la axiomdtica de Kolmogorov. El modelo de Kolmogorov hace
uso de conceptos de la teorfa de la medida por ello es que en el capitulo 1 también se pueden
encontrar definiciones y resultados elementales de teoria de la medida.

Otra de las herramientas de las que se ha hecho amplio uso en probabilidad es la integral de
Lebesgue. Dentro del contexto probabilistico, la integral de Lebesgue de una variable aleatoria,
digamos X, respecto a su medida de probabilidad es conocida como el valor esperado, o la
esperanza, de X. Ya que la funcién caracteristica es un valor esperado, entonces se vuelve
necesario tener un buen conocimiento de las propiedades del valor esperado. En el capitulo 2
se define y se prueban las propiedades mds importantes del valor esperado.



vi Introduccién

En el capitulo 3 se define la funcién caracteristica y se dan varios ejemplos del cdleulo de
funciones caracteristicas para distribuciones conocidas. Este capitulo es fundamental para él
estudio de las aplicaciones de la funcién caracterfstica pucs en el también se incluyen teoremas
importantes, como son los teoremas de inversién, de unicidad y de continuidad que hacen de
la funcién caracteristica una herramienta sumamente poderosa en las aplicaciones. También
se incluyen algunas aplicaciones de la funcién caracteristica como son: el cdlculo de momen-
tos, la determinacién de la distribucién de sumas de variables aleatorias independientes v la
caracterizacién de propiedades como la simetria, la independencia y la convergencia débil.

En el capftulo 4, se ilustran las aplicaciones de la funcién caracterfstica a algunos probleinas
que surgen frecuentemente en probabilidad y estadistica. En la teorfa de la probabilidad,
la funcién caracteristica ha sido usada para estudiar el comportamiento limite de variable
aleatorias. También ha demostrado ser de mucha utilidad cuando se estudian ciertas familiag
de distribuciones como son las distribuciones estables e infinitamente divisibles. En inferencia
estadistica a menudo es necesario conocer la distribucién exacta de funciones de variables
aleatorias, existen diferentes métodos para resolver este problema uno de ellos es usando la
funcidn caracterfstica. También se han propuesto algunos métodos de estimacidn y pruebas
de bondad de ajustc basados en la funcién caracteristica empirica.

Se incluyen tres apéndices. En el primer apéndice, apéndice A, se presentan las nocioncs
bdsicas de convergencia estocdstica, incluyendo leyes de los grandes nimeros y teoremas del
lmite-central. E] apéndice B, proporciona un resumen de las propiedades basicas de los
polinomios de Chebyshev, que son usados en la Seccién 4.7. En el apéndice C se incluyen dos
tablas con las distribuciones de probabilidad y sus funciones caracteristicas, sélo se incluyen
aquellas distribuciones que, ademds de ser muy usadas, tienen una expresién en términos de
funciones elementales para su funcién caracteristica.



Preliminares

A continuacién describimos notacién con la cual probablemente el lector no estd familiarizado.
El simbole “:=" quicre decir “igual por definicién” .

Si Ay B son dos conjuntos cualesquiera el conjunto diferencia entre A y B se escribe como
A\B, es decir
AB:={z:zcAyx¢ B}.

El complemento del conjunto A se denota por A°. El conjunto de todos los subconjuntos de
A sera denotado por 24,

El conjunte de los ndmeros reales serd denotado por R.

Para a,b € R, a < b, los intervalos abierto y cerrade con extremos a v b serdn denotados
por la, [, y [a,b] respectivamente, es decir

le.o[={z€R:a <z <b}

¥y

[ab)={zcR:a<z<b}.
Anilogamente,

abf={recR:a<z <b}
¥

la,lj={z€R:a<z<b}.

El conjunto de los reales extendidos, [—o00, 00] := {—c0} UR U {00}, serd denotado por R.
Para cualquier nimero real x, —oo + £ :'= —00 y 0o+ 2 := 00 mientras que —oc + 0o estard
indefinido.

El conjunte de los nimeros complejos es denotado por C.

La funcién Gamma, denotada por I' (-}, se define como
I'(2) :=f e 't="1dt,
]

vii



viii Preliminares

Denoctaremos por B (-, -} la funcién Beta, es decir
1
B(z,{) :=j (1 - ) .
0

Sean u (z) y v (z) dos funciones. La notacién u(z) = O (v (z)) cuando  — L. sirve para

denotar que %(%)1 permanece acotado cuando x — L. La notacién u{z) = o(v(z)). z — L.
quiere decir que
u
m ) g
i~L v (x)

Las letras X, ¥, W y Z con o sin subindices denotardn variables aleatorias.
La notacién X ~ F se lee como “la variable aleatoria X tiene distribucién F .

Los sfmbolos M y 4 denotan que se ha llegado al final de una demostracién y de un gjemplo
respectivamente.



Capitulo 1

Probabilidad y Variables Aleatorias

1.1 Introduccién

Actualmente la teorfa de la probabilidad es considerada como la rama de las matematicas que
se ocupa del andlisis matematico de los eventos aleatorios.

Como ciencia, la teorfa de la probabilidad nace a mediados del siglo XVII, cuando Pierre
de Fermat (1601-1665) y Blaise Pascal (1623-1662), en su famosa correspondencia, establecen
los fundamentos de la teorfa elemental de la probabilidad. Sin embargo, avn a principios del
siglo XX la teorfa de la probabilidad todavfa carecia de fundamentos teéricos rigurosos y era
constderada parte de la fisica.

En el afio de 1900, en Parfs, se realizaron una serie de conferencias sobre matemdticas. En
ellas se invité al matemdtico David Hilbert para dar a conocer su opinién sobre la tarea de
las matemdticas en el siglo que comenzaba. Hilbert, identificé 23 problemas' que consideraba
tendrian que ser los temas centrales para los matemadticos de este siglo. En su sexto problema.
Hilbert hablé sobre la necesidad de axiomatizar aquellas ramas de la fisica que hacian uso de
las matemdticas e hizo mencién explicita de la mecdnica y de la teoria de la probabilidad. A
partir de este momento muchos mateméticos, entre ellos Emile Boretl v Rademacher, hicieron
diferentes propuestas. Desafortunadamente estas propuestas resultaban inadecuadas para
tratar muchos problemas.

Fue en el afio de 1931 que al fin, von Mises, dio un fundamento riguroso y firme de la
teorfa de la probabilidad, tomando frecuencias y leyes de los grandes nimeros como ideas
hasicas. Sin embargo, este esquema fue completamente opacado en 1933 por la aparicién de la
monograffa de A. N. Kolmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, que daba

"Hoy en dfa, conocidos como los 23 problemas de Hilbert,

1



Probabilidad y Variables Aleatorias

un fundamento de la teoria de la probabilidad basado en ideas de la teoria de Ia medida.
Desde entonces casi todos los probabilistas han trabajado bajo el modelo de Kolmogorov y
s6lo unos cuantos han seguido la idea de von Mises.

El objetivo de este capitulo es presentar brevemente las definiciones e ideas bdsicas de
la teorfa de la probabilidad enmarcadas en la axiomética de Kolmogorov. En la seccién
1.2 se estudian los conceptos bdsicos de la teorfa de la medida y en la seccidén 1.3 se llevan
estas definiciones al caso particular de un espacio de probabilidad. La seccion 1.4 presenta
las proptedades de las variables aleatorias y de las funciones de distribucién. Cerramos el
capftulo, en la seccidén 1.9, con un breve estudio sobre independencia.

1.2 Fundamentos de la Teoria de la Probabilidad

1.2.1 Clases de Conjuntos

En lo siguiente, {2 denota a un conjunto arbitrario no vacio al que llamaremos espacio y los
elementos de §2 seran denotados genéricamente por w.

Definicién 1.2.1 Una clase T de subconjuntos de un espacio §1 se llama semi-élgebra en 1
st

1.2, 8el.
9 Si A, Ay e T, entonces AiNA €T,

3. Para cada A € T, eziste una particién finite de A® en I.

Ejemplo 1.2.1 Sea @ = R y J la clase que contiene a 0, ©, y o todos los conjuntos de lu
forma

ja, b] —x<a<b<oa
|-o0,b] —oo<b< oo
la,c0] —o0<a< oo

Claramente J es cerrada bajo intersecciones finitas y ademds el complemento de cada elemento
de la clase puede expresarse como la unidn disjunta de un numero finito de elementos de J.
Por lo tanto, J es un semi-digebra. A

Ejemplo 1.2.2 Sea §! = R y denotemos por A la clase de todos los subconjuntos de la forma
AN B, donde A es un conjunto cerrado y B es un conjunto abicrto de {1, Entonces A es un
semi-dlgebra. A
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Definicién 1.2.2 Una clase A sobre ) es llamada dlgebra si

1. A es no vacia .
2. A€ A siempre que A€ A.
3. A UA; € A siempre que 4,, Ay € A.

Sea A un 4lgebra, como A es no vacia, entonces existe algiin subconjunto A de Q, tal gue
A€ A, asipor 2y 3 de la definicidn 1.2.2, se cumple que A€ 4, AUA°=Qec Ay (=
@ € A. Si ademds se proponen A;, A; € A, entonces nuevamente, por 2 y 3 de la definicién
1.2.2, AS, A5 € A, A{U A5 € A, pero, por las leyes de De Morgan {AS U A5)° = Ay N A,
entonces A, N A; € A . Usando argumentos similares e induccién es ficil demostrar que A es
cerrada bajo cualquier nimero finito de operaciones de conjuntos. Asf, sc tiene el

Teorema 1.2.1 Si A es dlgebra sobre un espacio Q, entonces

1. Q,0e A

2. A es cerrada bajo un mimero finito de opereciones de conjuntos.

Si para alguna clase A sobre 2, que sea cerrada bajo uniones finitas, se tiene que Q€ Ao
@ € A, entonces A es no vacfa; recfprocamente, como ya se dermnostro, si .4 es no vacia, entonees
{1 € Ay e A dedonde resulta claro que se puede definir un 4lgebra sustituyendo la condicién
de que .4 sea no vacfa por la condicién t € A, ola condicién @ € A. Andlogamente, se deduce
que es indistinto pedir que A sea cerrada bajo uniones o intersecciones finitas. Lo anterior
implica que si se quiere probar que una clase sobre §2 es dlgebra, entonces probar que la clase
es no vacfa equivale a probar que £ (o bien @) pertenece a la clase: de la misma forma, probar
que la clase es cerrada bajo intersecciones es equivalente a probar que es cerrada bajo uniones
finitas.

Ejemplo 1.2.3 Para un conjunte § no vacto, la clase A = {0,Q} es un dlgebra de conjuntos.
Este es el dlgebra mds pequerio posible, con respecto a inclusidn. A

Ejemplo 1.2.4 Para un conjunto Q no vacio, su conjunto potencia, denctodo por 2% forma
un digebra. Este es el dlgebra mds grande posible. i

Ejemplo 1.2.5 Un conjunto A C Q es llamado cofinito st su complemento es finito. Sea
A la clase que contiene a todos los subconjuntos finitos y cofinitos de 1. Entonces A es un
dlgebra. A
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Es claro que un dlgebra sicmpre es un semi-dlgebra; sin embargo, ol cjemplo 1.2.2 muestra
que el reciproco no es cierto.

Definicién 1.2.3 Seca {2 un espacio. Una clase A es llamada o—dlgebra si

1. A es no vacia.
£ S5i A€ A, entonces A° € A.

3. Si para cualquier sucesidn {An},,, en A, se tiene |, A, € A.

Definicién 1.2.4 5i @t es un espacio y A es un o—dlgebra en §1. entonces la parcja (£ A)
es llamada espacio medible.

Ejemplo 1.2.6 Claramente las clases de los ejemplos 1.2.3 y 1.2.4, ademds de ser dlgebras,
son o-dlgebras. A

Ejeﬁlplo 1.2.7 La clase presentada en el gjemplo 1.2.5 es o—dlgebra si, y solo si, £ es finito.
A

Ejemplo 1.2.8 Un conjunto A C Q1. es llamado conumerable si su complemento es numer-

able. 51 A es la clase que contiene a todos los subconjuntos numerables y conumerables de Q.
Entonces A ¢s un o—dlgebra. A

Al igual que en el caso de un algebra, se sigue ficilmente que cada g—algebra es cerrado
bajo un ndmero contable de operaciones de conjuntos. Ademas. si en 3 de la definicién 1.2.3,
tornamos A, = 0, para n > 3, entonces L_Jj21 A; = Ay U Ay lo que demuestra que todo
o—édlgebra es dlgebra. Las propiedades anteriores quedan resumidas en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2 5t A es un o—dlgebra sobre un espacio 0 enfonces

1. A es cerrado bajo un niimero contable de operaciones de conjuntos.

2. A es dlgebru.
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o

Del teorema anterior se concluye que si A es un o—4lgebra, entonces , # € A. También
en el caso de un o—algebra, el probar que la clase es no vacia equivale a probar que Q (o
bien @) pertenece a la clase, y probar que la clase es cerrada bajo intersecciones numerables
equivale a probar que es cerrada bajo uniones numerables.

Sea F un espacio y 7 alguna familia de o—4lgebras en §). Para toda A €7, 0 € A

entonces ¥ € [ A; ademss, si A € N A entonces, para toda A€ 7 , 4 € Ay se tienc
AeT AeT
que A® € A, de donde se sigue que A° € [} A; por iltimo, si 4), Az, ... es una sucesién en
AET

[l A, entonces, para cada A € T, Aj, Ag, ... es una sucesién en A, de donde Uj>l A€ A,
AeT -

asf |J;5; 4; € [ A lo que demuestra el
= AET

Teorema 1.2.3 Sea 7 una familia de o— dlgebras en 1. Entonces [} A es un o—dlgebra en
AeT
Q.

Como la interseccidn arbitraria de o—4lgebras es un o—4lgebra, parece natural pregun-
tarnos si, en general, la unién de o—4lgebras es un o—4lgebra. La respuesta es negativa. Un
contragjemplo puede encontrarse en Stoyanov [1988, p. 6].

Definicién 1.2.5 5iC es una clase sobre Q. El minimo o—dlgebra generado por la clase
C, denotado por o (C), es un o—dlgebra tal que

1. CCo(C).

2 S5i A es o—dlgebra en Q pare lo cual C ¢ A entonces o (C) C A.

Sea C una clase formada por subconjuntos de 1y Tp := {4 : C C A, A cs ¢ — dlgebra en Q}

yF:= [} A Claramente 29 € 7¢, lo que implica que 7 es no vacfa; ademss por el teorema
AT

1.2.3, F es o—dlgebra y como para toda A€ 7o, [] A C A entonces F es minimal. Si
AeT¢
ademds suponemos que F' es otra o—4dlgebra que cumple con 1 y 2 de la definicion 1.2.5,

entonces F'C F y F C F de donde F'= F y se sigue que F es tnica. Asf se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.2.4 El minimo o— dlgebra generado por la clase C en §) siempre existe y es inico.
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Definicién 1.2.6 Si es el conjunto de los nimeros reales R. ¢l o—dlgebra de Borel en R.

denotado por B (R), es el minimo o —algebra generado por la clase G de los conjuntos abiertos
de R. Es decir B(R) := o (G).

Teorema 1.2.5 Sea J = {]-00,z]: =00 <z < o0}. Entonces B(R) = o (7).

Demostracién. Como B(R) es 9—algebra, entonces, para cualquier z € R, |z, 00| € B(R) de
donde es claro que 7 C B(R) y entonces, por la definicién 1.2.5, se sigue que o (7) € B(R).

Ahora, sea G la clase formada por todos los conjuntos abiertos de R y supongamos que
A € G, entonces, como A-es abierto, para cada x € A existe 6 > 0 tal que

z€lz—4,z+8;
adem4s existen nameros racionales p y ¢ tales que
IpglClz-bz+é y ze€]lpgql.

Como el conjunto de los nimeros racionales es numerable, entonces el conjunto de los intervalos

| P, es numerable y por lo tanto, también lo es el subconjunto de los subintervalos | pe, gs] .
k=1,2,.., que estdn contenidos en A.

Ahora, como | ~oo, qk]-y ] —;)o,pk] pertenecen a o (), para k = 1,2, ... . también

]pk:qk] = ] “'OO,qk] \ ]—oo,pk]

pertencce a o (7). Finalmente notamos que A puede ser escrito como

D | Pr. ] .

entonces, para cada conjunto abierto A, A € 6 (J), y, como B es abierto, G Co {7) de donde,
por la definicién 1.2.5, B(R) Co {F} y por lo tanto, B(R) =o (7). [ ]

Consideremnos dos clases C y €' en un espacio €2 tales que € C C'; ya que, C' C o (C).
entonces, por transitividad, C C o (C') y se sigue que ¢ (C) C o {C'). Si tuviéramos la condicién
adicional de que €' C o (C), entonces también o (C') estaria contenida en o (C) v por lo tanto
o (C) = (C'). Asf. podemos establecer el

Teorema 1.2.6 Sean C y C' clases en un espacio €.

I 5iC CC entonces o (C) C o ().
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2.85iC CC' Cal(C) entonces o (C) = o {C').

Ejemplo 1.2.9 Sea J la cluse definida en el ejemplo 1.2, ! y J la clase considerada en el
teorema 1.2.5. Clararnente J C J y ademds J C a(J) = B(R), entonces, por el teorema
1.2.6, tenemos que o (J) = B(R). A

1.2.2 Transformaciones Medibles

Definicién 1.2.7 Sean U, y 2, espacios y f : Q) -+ Q. Para cada subconjunto A en §; se
define la ttnagen inversa de A como

FHA) = {we: flw)e A},

Andlogamente, st C es una clase de subconjuntos de {1y, lo imagen inversa de lo clase C
se define como

RO ={f"(A): Aec}.

La definicién 1.2.7 implica que w € f~! (A) si, y s6lo si, f (w) € A. De este hecho y de la
definicién 1.2.7 se siguen las siguientes propiedades.

Teorema 1.2.7 Si A y B son subconjunios de Oy v [ : £ — . entonces

1ofH() = Q.

2. f7HA\B) = [T (AN (B).
3. f7H(AT) = (fTH (A
4

. Sipara cada t € T se tiene que A, C 2y entonces

/! (U Al) = U 1A
teT teT

I (ﬂ A,) () /' {A).
teT teT

. 8i AC B entonces f~' (A) C f~1(B).

It

S

. SiC y D son dos clases no vactas en §)y tal que C C D, enfonces f~1(C) C f~1 (D).
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Otras propiedades importantes de la imagen inversa se dan en cl siguiente teorema.
Teorema 1.2.8 Sean €y y Iy espacios y f : § — Q.

1. 81 Fy es o—dlgebra en Qy, entonces Fy = =1 (F,) es o—dlgebra en Q.

2. 8i F| es o—digebra en O

T {A:ACQQ Yy f‘l(A)e]-‘]}
es g—dlgebra en Q.

3 S5iC es una clase de conjuntes en {2,
o (f7C) =fa(C).

Deaemostracién.

1. Como (¥ € F;, entonces, por 1 del teorema 127 7S, =) e Fi. Si Ay AC
pertenecen o 7 entorces /1 (4)y /7 (A7) = (/" (A))” pertonccan 7. Adumis, 5

Ar, A, ... € Fo, se tiene que L, A; € Fo, entonees f71(Ay), f7H(A), e Fy

UA,-) Uf ;) € A

Por lo tanto, F; = f~! (F,) es o—4lgebra en ;.

2. Claramente £2; € F3. Si A € 7>, entonces A° C Qy y, como F; es o—dlgebra, f~!

Fi, de donde A° € F,. Ahora, si A,, Az,... € F; obviamente UJ—Zl A; C s, ademds,
como f~' (A1), f 1 (A2), ... € F1 y F es o—4lgebra, entonces f~! (UJ>l ) € Fy, asi

UJ.21 A; € Fy. Por lo tanto, F; es o—dlgebra en §2;.

3. Por la afirmacion 1 de este teorema, f~! (e (C)) es o—4lgebra en ;, entonces, como

ccalC),
P (DR CR (4]

y como o (f~? (C)) es minima se cumple que

o (fHO) C (e (C)).
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Ahora, sea
H={AC: ' (A)co (f N},

Como para cada elemento B € C se tiene que B C % y [~ (B) € f~1(C). entonces
C € H. Ademds, la afirmacién 2 implica que H ¢s o -algebra. v va que o (C) es minima.
a{C)Co(H),

de donde
F7Ha @) C [ (o (1))

pero. por definicién de M, cada elemento de H estd en o (7' (C)) . entonces

L Ca (F10)
y por transitividad
fTHeChca(f1(0). (1.2}

Asi, de las ccuaciones (1.1} y (1.2}, sc concluye que

Definicién 1.2.8 Sean (€2;,.4,) ¥ (22, A2) espacios medibles y f : Q — Q. Se dice que S
es una transformacion medible de (S, A1) a (D, 4Ay) si f~1 {A4) C A,.

Definicién 1.2.9 Una transformacion medible f de (1. A1) a (R.B(R)) es Uumada funcion
real-medible. ¢ simplemente medible, sobre (1, A)).

Es posible demostrar que la definicién 1.2.9 es equivalente a decir que f es medible si para
cada x € R sc tiene que

(=00, x]) € A f1.3)

o cquivalentemente, f es medible, si para cada z € R la condicion (1.3) se cambia por alguna
de las siguientes

S {(]—o0,2) € A,
£t {]z, +o0[) € A,
£ ([ +o0]) € A,

va que cada uno de los intervalos, |0, z[, |2, +oof. [z. +oof, estd en B(R).
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Definicién 1.2.10 Una transformacidn medible del espacio (R, B(R)) en si mismo es lao-
mada funcidn Borel-medible.

Teorema 1.2.9 Sea (1, A) un espacio medible. La funcion f : {1 — R es medible si y sdlo s1
fTHUB(R) C A (1.4)
Demostracién. Para cada z € R se tiene que ]—oo, z] € B (R}, entonces, si se cumple (1.4),

f'{]-o0,2]) € Ay por lo tanto f es medible. Por otro lado, si f es medible entonces

ff({NcA

c(fITNCA
y, como o (f~H{T)) = f (e (T)) y o(T) = B(R). se sigue que

fHB(R)) C A

En el siguiente teorema se dan algunos resultados basicos relacignados con_funciones me-
dibles; la demostracion es trivial a partir de la definicién de medibilidad.

Teorema 1.2.10 Si (2,.A) es un espacio medible y f : 0 — R una funcién medible. Entonces

I. Tode funcidn constante es medible.
2. Sic es una constante, cf es medible.
& 1f| es medible.

§. f? es medible.
1
5. St [ #0 sobre 1, ? es medible.

Supongamos que (£2,.4) es un espacio medible y que f; : @ = Ry fo : @ — R son
funciones medibles. Entonces, para x € R, tenemos que

(i +fo) ' (J-oozl) = {weR: filw)+ falw) <z}
= {wef: filw)<z— folw)},
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entonces existe un nimero racional g tal que
hHiw)<g<z-filw);

va que los racionales son numerables, se tiene que

(h+f)7 (~o0z]) = |J{we: filw) <g<z- folw)}

It

U[{wEQ:f;(w)<q}ﬂ{w€ﬂ:q<r—f2(w)}].

Finalmente notamos que {w € Q: fy (w) < g} y{w € Q: g <z — fo(w)} estdn en A, de donde
(fi+ f2)"" (]-00,2) € 4.
Por lo tanto, la suma de funciones medibles es una funcién medible.

Ya que f + f2 es medible si f; y f; son funciones medibles, entonces, por el teorema 1.2.10.
se sigue que (fi + fo)’ ¥ (fi - f2)2 son medibles, por lo tanto,

1
f:f2=4— [((h+£°-(h- f2)?]

es una funcién medible,

Lo antertor demuestra el
Teorema 1.2.11 §i (Q,.4) es un espacio medible, f, : @ = R y f2: @ — R son funciones
medibles. Fntonces

1. fi + f2 es medible

2. f1fs es medible

Supongamos ahora que f : 2 — R cs una funcién medible en (2, 4A) y ¢ - R — R es una
funcién Borel-medible, entonces, para todo w € 2,

goflw)=g{(f (w);
ademds, es fécil ver que para cualquier conjunte G € B(R)
9o fI7(C)=[f"eg'](G).

Entonces, por la medibilidad de g, se tiene que ¢ (G) € B(R) y se sigue, de la medibilidad
de f, que
e @) e A

Asi, queda demostrado el
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Teorema 1.2.12 5i f: Q — R es una funcion medible en (L, A) y ¢: R — R es5 una funcion
Borel-medible, entonces g o { es medible.

Consideremos dos funciones medibles f; : @ ~— R y f; : 2 — R en un espacio medible
{Q2. A). Observamos que

max”' (fi, f2) (]—00,z]) = {weQ:[max{fi, fr)]{w) < z)
= {we: il <zn{weQ: fi(w) <=}

entonces es claro que max ( f1, f2) es medible.

También se tiene

min™ (fi, fa) (|—o0,z]) = {w € Q: fi(w) L £} U{w e Q: fo(w) < x}

y se sigue que min{ fi, fz) es medible. Asi queda establecido el

Teorema 1.2.13 S5i fi: 2 = Ry fo: Q — R son funciones medibles en un espacio medible
(2. A). Entonces max (fy, f2} y min{fy, f2) son medibles.

Corolario 1.2.14 §i (2, A) es un espacio medible y f : 0 — R es medible entonces

f+:=max(01f) Y f :=min(0,—f)

son medibles.
Si {fa},>1 €5 una sucesién de funciones medibles en un espacio medible (2, .4) . entonces

fsup ful " (—o0,2]) = {WEQ:s:pfn () 59:}

ﬁ{wEQ:fn(w)Sx}

n=1

y como para cada n se tiene que {w e (1: f, (w) < z} € A, se sigue que sup f, es medible.
Asi mismo,

linf ful ' (J—00,z) = {we Q:inff,(w) <z}

Jtwe: fow) <},

[

de donde inf f, es medible. Esto se resume en el
1+
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Teorema 1.2.15 57 {fa},,, es una sucesion de funciones medibles en un espacio medible
(€. A), entonces .

1. sup f, es medible.
2 il f, es medible.

Corolario 1.2.16 Si{f.},., s una sucesidn de funciones medibles y acotadas en un espacio
medible {§2, A), entonces

I. limsup f, es medible.
2 liminf f, es medible.

3. 5 lim fo(w) = f(w) para toda w € Q entonces f es medible.

Definicién 1.2.11 Sea (€2, A) un espacio medible y X, Y funciones reales en 2. La funcién
compleja Z = X +1iY sobre Q se lama A-medible o simplemente medible siempre y cuando
ambas, X y Y, sean medibles.

Sea (1 un conjunto y sea (¥,G) un espacio medible. Supongamos que f : £} — b es
una funcién y A un g—gigebra en © tal que f sea una transformacién medible. Entonces.
por definicion, f~'(G) C A. Ademds, por 1 del teorema 1.2.8, sabemos que f~1(G) cs un
o—dlgebra en §; por lo tanto, f~! (G) es el e—dlgebra mds pequefio en () que hace que [ sea
medible.

Definicidn 1.2.12 Sea (¥,G) un espacio medible y f : Q — ¥ una transformacion medible.
El o—dlgebra generado por la funcidn f se define como

a(fy:=f7(G) ={f(G):CeG}.

De la misma forma si suponemos que (¥;,G;) cs espacio medible para j € {1.2....n} y
que f; : 8 — ¥; son funciones para j € {1,2,...,n}; entonces el o—4lgebra generado por
las funciones f, ..., f, s

o (fry o fa) =0 {f71G) G €{1,2,..,n}, G, €G,)}
Méds generalmente, sea (¥}, G;) espacio medible y sea f, : @ — ¥, una funcién para toda
4 en algdn conjunto J. Si M ={f; : j € J} , entonces
c(My=o(f;:j€d)=a{f'(C)):j€J G, G}

es el o—4lgebra mas pequefio en ! que hace que todas las funciones f, sean medibles para
jeJ.
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Definicién 1.2.13 Sea (;, A;) espacio medible para j € {1.2,...,n} y consideremos el con-
junto producto

X3

; IQj=91 x oo X Qpo= {{whyowa) tw; €90, 5 € {1.2,...,n}}

y las proyecciones p; : X — Q; definidas como
k=1

i (Wi, wp) = Wi
para todo j € {1,2,...,n}. Definimos el o—dlgebra producto sobre €3 x -+ x Q,, como

A®---® A, =0c(p1,...,0n)

1.2.3 Medida

Sea (2 un espacio y A una clase no vacia de subconjuntos de Q. SiA € 27y {A, 1 k =1.2,..n}
es una subclase disjunta de A tal que 4 = Uiy Ak, entonces se dice que {Ag t k=1.2,.... n}
forma una particién finita de A en A. Para A € A diremos que la clase {Av:-k=1,2 1}
es una o-particidn de A en A si es una subclase disjunta de 4 y ;2| Ak = A.

Definicién 1.2.14 Sea A una clase de conjuntos de Q0. Una funcidn u de A en R se llame
finitamente aditiva 5i, y s6lo 5i {8} — § y pwru cude pariicion finite, {Ay 1 k=1,2,...n)
n

en A, de A€ Ale suma 3 p(Ax) estd bien definida y
k=1
(U ) =S
k=] k=1

Definicién 1.2.15 Sea A una clase de conjuntos de Q. Una funcidén u de A en R se llama
o-aditiva ¢ numerablemente aditiva si, y sélo si u (@) =0 y para cada o-particion finua.

{Ax:k=12,..,}CA deAc Alasumay p(As) estd bien definida y
k=1

Cuando en las definiciones anteriores se pide que la suma esté bien definida se quiere decir
que para dos conjuntos distintos, A; y A;, en la particién de A, no ocurra simultdneamento
que ¢(A;) = —oo y p(A;) = +oo.
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Definicién 1.2.16 Sea (92, .A) un espacio medible. Una funcidn o-aditiva y : A —[0.c] es
llemade medida y (2, A, 1) es lamado espacio de medida.

Ejemplo 1.2.10 Denotemos por # (A) la cardinalidad de A. Sea ! un espacio numerable,
A=2%ypu: A—[0,00] definida por

_F #(A) st A es finito
w(A):= { o0 5t A es infinito

para todo A C £2. Entonces es facil verificar que {§), A, u) es un espacio de medida. La medide
p de este ejemplo es conocida como medida de conteo. A

Ejemplo 1.2.11 Sea Q un espacio, y A = 2%, Tomemos un elemento fijo a € Q, y definimos
p:A—[0,00] por p(A):=0siag Ayp({A):=1sia€ A Esclaro que u es una medida y
por lo tento (£, A, u) un espacio de medida. La medida presentada en este ejemplo se conoce
como medida de Dirac. A

Sea (2, 4, 1) es un espacio de medida y scan A;, A; € A, claramente
A= (AN AJU (A NAY)
)f
(A1NA)N{ANAS) =0,

entonces
p(Ar) = p (A NA) +p(A\42). (1.5)

Si ahora cscribimos
AU Ay = Ay U (AN AT,

entonces
(AU Ag) = p{Ag) + p{A\Ar)

y por (1.5)
u(A1UAy) = p (A1) + p(A2) — (A2 N A)
asi queda demostrado el

Teorema 1.2.17 Si (£, A, 1) es un espacio de medide y Ay, As € A, entonces

Lop(A)=p(AI N Ay + p(A\A).
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2 ,H.(A]) 'i'H(AQ) = ﬂ(A] UAz) +,U.(A2nA1) .
Como una consecuencia inmediata de 1 del teorema anterior se tiene el siguiente
Corolario 1.2.18 5i(§2, A, iz} es un espacio de medida y A; C A, para Ay, A € A

1op(Ag) < p(A)

2. Sip(As) < 0o entonces p (A\A2) = p (A1} — u(Aq)

Ahora supongamos que A, A; Ay ..., A, estdn en A, donde (R, A, 1) es un espacio de me-
dida, entonces, si A C|J Ay,
k=1

i(A) < p (U Ak) ;
k=1

sea

n-—3i
Bi=A  y  Ba=AN\|J A (1.6)
k=l . _

entonces

Por lo tanto,

Supongamos ahora que |} Ax C A y que las 4, son disjuntas, entonces
k=1

Yo ulAg=p (U Ak) < u(A).
k=1 k=1

Asi, se tiene el signiente teorema.
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Teorema 1.2.19 Sea (2, A, u) un espacio de medida y A, A; As,..., An elementos de A. En-
tonces

<Y Ay} siAcCU Aw
k=1 k=1
n
E p(AL) S u(A) st U AL C Ay A Asg,..., An son disjuntos,
Corolario 1.2.20 i (R, A, ) es un espacio de medida y A, Ay Ag ... estdn en A entonces

I p(4) <Z w{Ax) szACU Ag.

k=1
2. u(Ax) €p(A) sil) Ae C Ay A Ay ..., Ay son disjuntos.
k=1 k=1

Si {Ac},», 05 una sucesion tal que A, C A, C .. y A:= Ej Ay, decimos que {Ai}; s, s
una sucesién creciente con limite A y lo escribimos como A T A Si {Ac}yy, es tal que
A DAD .. yA= ﬂ Ay, entonces decimos que {Ax},», s una sucesién decreciente
con limite A y en este I(C:Z;O escribimos A, | A.

Supongamos que A, T A y hagamos como en (1.6)

Bis=A vy  Bu=AN A

entonces, si g (Am) = 00 para alguna m > 1, u(A;) = oo = {A) para todan 2 m y se tiene
que p(A,) — p(A). Si ahora suponemos que 1 (An) < oo para toda m > 1, entonces

oo k

> u(B) = fim 3 (B

= lim [ (A) + (p (A2) — s (A o (e (Ak) — e {Aia))]
':ILH;F(AJ:)-

1 (A)

Por lo tanto,
p(A) = lim p{Ag).
k=00
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Para el caso en que A, | Ay u(A)) < oo si tomamos D, 1= A\Auy; se tienen que
20
Dy, Dy, ... son disjuntos y A, \ A=} D, entonces
=1

o0 k-1
p(A) = p(A) = w(ANA)Y =Y p(D) = lim 3" p(D)
=i =1

Jim (1 (Ay) = p(A2)) + (1 (A2) — g (A)) + o+ {1 (Ak) = (A
#{Ar) = lim g (As) .

Por lo tanto,
p(A) = lim g (Ag).
k—oo

Lo anterior demuestra el

Teorema 1.2.21 5i (2, A, ;1) es un espacio de medida y A, A, Ay .., A, estdn en A. entonces

1. H (A) = liﬂlk_.m 123 (Ak) si An T A.

2 p(A) = limg_op(Ae) st A, L Ay pe{A)) < oo,

1.3 Espacios de Probabilidad

Definicién 1.3.1 Se dice que un espacio de medida (02, A, P) es un espacio de probabilidad
st, y solo si, P{Q)=1.

Definicién 1.3.2 En un espacio de probabilidad (£, A, P)

1. El congunto Q es llamado espacio muestral.
2. P es una medida de probabilidad.

8. Los conjuntos A € A son conocidos como eventos y ¢l mimere P{A) es llamado pro-
babilidad del evento A.

Las propiedades de una medida de probabilidad se enuncian en el siguiente teorema. La
demostracién cs una particularizacién de los resultados de la seccidn 1.2.3 y la aplicacién de
la condicién P () = 1.
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Teorema 1.3.1 Sea (), A, P) un espacio de probabilidad, y A. 4. Az, ... € A cventos. £n-
tonces

1 P(A) = P(A N Ay + P(A N AS).

2. P(A] UAQ) = P(A])"'P(Az)_P(A]nAQ)
8. 81 A, C Ay, entonces P(AQ\A]} = P(Ag) - P(Al) Yy P(Ai} < P(Ag) .

gt

4 P(A) <3 P(A siACl) A
k=1

k=1

oc oo
5 Y P(A) < P(A)silU A C Ay A Ag..., Ay son disfuntos.
k=1

k=1

Teorema 1.3.2 Sea ({1, A, P) un espacio de probabilidad, y A, 41, Ay, ... € A eventos. [En-
tonces

1. P(ASY=1-P(A,).
2. 0< P(A;) < 1.
3. Si tim P(A;) =1, entonces lim P{ANA,) = P4}, .

n=—od n-—oo

Teorema 1.3.3 Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad y A, Ay A, ..., A, eventos en A. 5i
A, =+ A entonces P (A) = limg_ o, P(Ax) .

Definicién 1.3.3 Un evento de probebilidad nule es llamado evento nulo. Si una propiedad
se cumple excepto para un cvento nulo, entonces se dice que lal propiedad se cumple casi
seguramente (abreviado c.s.).

El siguiente teorema es un caso particular de un resultado importante de teorfa de la
medida conocido como teorema de Extensidon. La prueba no se presenta aquf pero el lector
interesado puede encontrarla en Aliprantis [1981, sec. 12|, Billingsiey (1995, sec. 11|, Clarke
{1975, apen. B] o Dudley [1989, sec. 3.1].

Teorema 1.3.4 Sea T un semi-dlgebra en Q, y sea p: T — {0,0¢] une funcidn o-aditive tel
gue p () = 1. Entonces existe una tnica medide de probabilidad P sobre o (I} la cual es
tqual a p sobre I, es decir,

P{A) = p(A) pare todo A € I.
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Consideremos nuevamente el semi-algebra J definida en el ejemplo 1.2.1 y dos medidas de
probabilidad P’ y P" en B{R) tales que P/ = P" sobre J. En el cjemplo 1.2.9 se demostro
que o (J) = B(R). Supongamos ahora que p : J — [0, 00} es una funcién o—aditiva con la
propiedad u (£2) = 1, entonces, por el teorema 1.3.4, existe una tnica medida de probabilidad
P sobre o (J) = B(R) tal que P = u sobre J. Si suponemos que P es precisamente P!, es
decir que P'(A) = 1 (A) para cada A € J, entonces, como por hipdtesis P = P en J. se
tiene que también P” (A} = p(A) para cada A € J | pero, por ¢l teorema 1.3.4, P' es (inica.
entonces se debe cumplir que P’ = P en B(R), lo que demuestra el siguiente resultado que
se presenta como corolario del teorema 1.3.4.

Corolario 1.3.5 8i P’ y P” son dos medides de probabilidad en B(R)tal que son iguales
sobre la semi-digebra J definida en el ejemplo 1.2.1. Entonces P' = P" sobre B (R)

1.4 Variables Aleatorias y Funciones de Distribucién

Definicién 1.4.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y X : © — R una funcidn medible.
Se dice que X es una variable aleatoria si X es finita casi sequramente.

Los siguientes tcorcmas definen las operaciones entre variables aleatorias y demuestran
que limites y ciertas funciones de variables aleatorias también son variables aleatorias. La
demostracién de cada uno de estos teoremas es un caso particular de las demostraciones
realizadas para funciones medibles presentadas en la seccion 1.2.2.

Teorema 1.4.1 Sea X wuna variable aleatoria en el espacio de probabilidad (©,A P). En-
tonces

1. ¢X es una variable aleatoria.

2. |X| es una variable aleatoria.

3. X? una varieble aleatoria.

4. 85i X # 0, entonces —)1-(- es variable aleatoria.

Teorema 1.4.2 Sean X y Y wveriables aleatorias en el espacio de probabilidad {1, A, P).
Entonces X +V y XY son variables aleatorias.
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Teorema 1.4.3 5i X es une variable aleatoria en el espacio de probabilidud (S A. P} y
g : R —R es una funcidn Borel-medible. entonces g o X es una variable aleatoria

Teorema 1.4.4 Sean X y Y wariables aleatorias en el espacio de probabilidad (. A. P).
Entonces max (X,Y) y min{X,Y) son variables aleatorias.

Corolario 1.4.5 §i X es una variable aleatoria en el espacio de probabilidad (Q,AP). En-
tonces la parte positiva y lo parte negativa de X definidas como
X* := max (0, X) y X7~ :=min (0, - X) (1.7}

respectivarmente son variables aleatorias,
Teorema 1.4.6 5i {X,},,, es una sucesion de variables aleatorias en (2, A, P), entonces

1. sup X, es una varigble aleatoria.

2. inf X, es una variable aleatoria.
Corolario 1.4.7 Si {X,},,, es una sucesion de variables aleatorias en (2, A, ) entonces

I limsup X, es una variable aleatoria.
2. liminf X,, es una variable aleatoria.

J. §i lim X, = X entonces X es una variable aleatoria.
n—og

Ahora consideremos una variable aleatoria X, un conjunto B € B(R) y la funcién Py
definida como

Px (B):=P{X"(B)}

Como X es una transformacién medible (2, 4) — (R,B(R)) y P : 4 — [0,1] se sigue
que Py : B(R} — [0,1] . También, como X' (R) = Q, se cumple que Px (R) = P{Q)) = 1.
Ademds, si consideramos una sucesién { B} x>1 de conjuntos disjuntos en B (R). entonces

(8] = o)}

Y P{XTHBI} =D Px(By).

= £>1

Por lo tanto, (R, B(R), Px ) es un espacio de probabilidad.
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Definicion 1.4.2 Sea X unc variable aleatoria en el espacio (Q, A, P). La medida de probo-
bilidad
Px(B)=P{Xx"" (B)} donde B € B(R)

se conoce como la distribucion de la variable aleatoria X.

Definicién 1.4.3 Sean X y Y wvariables aleatorias con distribucidn Py y Py respectivamenlc.

Se dice que X yY son variables aleatorias idénticamente distribuidas si Py = Py sabre
5(R).

Definicién 1.4.4 Sea X una variable aleatoric en el espacio (2, A, Ply z € R. La funcidn
de distribucién de la variable aleatoria X, denotada por Fy, se define como

Fx(z) = P{X <z} = P{X7"(J-00,2]}} = Px {]~00,1]}.

El siguiente teorema establece que dos variables aleatorias son idénticamente distribuidas
si. y sélo si, sus correspondientes funciones de distribucién son iguales sobre R. La de-
mostracion es una simple aplicacién del corolario 1.3.5.

Teorema 1.4.8 5t Py y Py son medidas de probabilidad con funcion-de distribucion Fy vy -
Fy respectivarnenie. Entonces Fx = Fy. en R si, y sdlo si, Px = Py en B{R).

Para una funcién F y un ntimeroc h > { definimos
Flz=):= i{1&1&}5‘(.’1:—!1.) Fz+):= }IILI;I)F(I-i-h)

AF(z):= F(z) - F(z~)

también en algunas ocasiones se utiliza la notacién

Flz-)= l&}‘l’.’:} F(u) F(z+4) =lim F (u)

ulz

Definicién 1.4.5 Una funcidn de variable real G {z) en R es llamada funcidn de distribu-
cién s

I lim G{z)=0 y lim G(z)=1

E— = o0

2. G es no decreciente
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&. G es continua por la derecha es decir
G(z+) =GC(z)
para toda = € R.

El siguiente teorema establece que la funcién de distribucion asociada a una variable aleato-
ria siempre es una funcién de distribucién en el sentido de la definicién 1.4.5.

Teorema 1.4.9 Sea X una variable aleatoria en (€1, A, P) con funcidn de distribucion Fy.
Entonces Fx tiene las siguientes propiedades

I lim Fx(z)=0 y lim Fy{z)=1

F——0 I—c0

2. Fx es no decreciente en R

3. Fx es continua por la derecha

Demostracién.

L. Sea B, = {X < n} donde n = 0,1,2,... Es claro que B, | 8 y B, T 0 de donde, por
el teorema 1.3.3,

lim Fy{(z)= lim P(B,)=P{ lim Bﬂ) =P@®) =0

T——00 n——oo (n—~—o-o

lim Fx (z) =lim P(B,)= P(lim Bn) =P(Q)=1.

IT—0 n—o0 bidand= =

2. Sean a,b € R donde @ < b, cntonces
Fy(b)— Fx(a)=P{X"! (J=oo, b))} - P{X"! (|—co.a]}} .
Ya que ]—o0,a] € |—o0, 8],

Fix (b) = Fx (a) P{X (=00, t)\X " (|~c0,a])}

= P{X (e} 20.

Por lo tanto, Fx ¢s no decreciente.
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3. Se desea demostrar que , dado A > 0, };mel) [Fx (2 +h) = Fy (2)] = 0. Hacemos h = L.

asi la condicién & — 0 es equivalente a que n — oo. Ahora tomamos C,, := ]c:. ¢+ ,—l!] ¥
observamos que C, | @ de donde P (C,} — 0 cuando n — oc. Pero,

Fy (H%) _Fx (o) =P{X“ (]cmﬂ)}

}‘i_r.I'IJ[Fx(c+f1)—Fx(c)] '}Lngn {Fx (c+i)—Fx(c)}

s

- rfr e}

= P{X7'{®} =0

por lo que

y por lo tanto, Fy es continua por la derecha.

El siguiente resultado establece que una funcidn que cumpla con las propiedades listadas
cn el teorema 1.4.9 es la funcion de distribucién-de una medida de probabilidad v que esta
medida de probabilidad es tinica. La demostracion pucde encontrarse en Clarke [1975. p. 49].

Teorema 1.4.10 Sea F : R — [0, 1] una funcidn de distribucidn, entonces existe una, y sdio
una, medida de probabilidad P sobre B(R) tal que

P{la.t} =F(b)-F(a) abeR.
Como corolario del teorema 1.4.10 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.4.11 See F: R — [0,1] una funcidén tal que cumnple con las hipdtesis del tearema
1.4.10. Entonces existe una variable aleatoria X, en algin espacio de probabilided adecuado.
que tiene como funcidn de distribucidn a F.

Definicién 1.4.6 Se dice que una funcién de disiribucién F es discreta si exisie un conjunto
S={r,:i=12..,n n<oc} tal que

AF(z)=p,>0 ¥y Y p=1
i
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En la definicion 1.4.6 los clementos de S son conocidos como puntos de discontinuidad o
puntos de salto de F, p; esla longitud del j-ésimo salto; cl conjunto L = {p,:y=12 .1}
se conoce como distribucién de probabilidad discreta. Sila medida de probabilidad P v
la variable aleatoria X estdn asociadas a una funcién de distribucion discreta F, entonces P
os una medida de probabilidad discreta y X una variable aleatoria discreta.

Definicién 1.4.7 Sea F una funcidn de distribucidn discreta con conjunto de puntos de dis-
continuidad S = {z; : j = 1,2,..} y distribucidn de probabilidad L = {p, : j =1,2,..}. La
Sfuncion f definida por

Ly p ostz==x;,j21
f(x)'_{(] sir#x;

es llamada funcién densidad de probabilidad o funcién masa de probabilided.

Definicién 1.4.8 Una medida de probabilidad P y su correspondiente funcién de distribucion
F. se dicen absolutamente continuas, si eziste una funcidn de Borel f en R tal que

F(z)=-[ fi)dt zelk (1.8}
—0
La funcién f es conocida como la funcidn de densidad de la funcidn de distribucién F.

Claramente cada funcién f no negativa, integrable en el sentido de Riemann y tal que
/ f)dt=1 zeR

define una funcién de distribucién que estard dada por {1.8).

Definicién 1.4.9 Si la variable aleaforia X estd asociada a une funcidn de distribucion ab-

solutamente continue entonces se dird que X es una variable aleatoria absolutamente
continua.

A continuacién se extienden las definiciones anteriores al caso de vectores aleatorios.

Definicién 1.4.10 Sean X, Xs, ..., X, variables aleatorias en (2..A, P). El conjunto orde-
nado

X(w) = (X (w), Xo(w), ..., X (W)

es lumado vector aleatorio n-dimensional en (Q, A, P).
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Definicidn 1.4.11 La funcidn G : R*— R, es una funcidn de distribucion n-dimensional
st cumple con cada une de la siguientes condiciones

1. G(x,72,...,Tn) es no decreciente en cada argumento.

2. G(z1,z2,...,Tn) €5 continua por lo derecha en cada argumento.

3. Glx1,22,...,3a) — 0 st T; = —00 para al menos unaJ =1,2..mn,
Glr1, 22, .., &) = 1 siz; — 00 pare tada j = 1,2, ..

4 Sig; <b,i=12,..,ny

Au..biG (II,IQ, ...,mn) = G (331, ey .'El'_l,b"'I,'+l..., xn) — G (I], ey i, ai,Ii+l---; xn) s
entonces

AalsbIAa’z.b}"‘Aﬂn.bnG (II?I2= '-'vmn) 2 0.

Definicién 1.4.12 Sea X (w) = (X (w), X3 (W), ..., Xn (w)) un vector aleatorio en (2, A. P).
La medida de probabilided Px, definida por

B):=P{X'(B)})=P{w: (X1 (W), Xa(w),..., Xn (w)) € B}): B e B(R"),
es tlamada distribucidn conjunta de.los varicbles aleatorias-X|, Xo, ... X,., o distribucion
del vector aleatorio X,

Definicién 1.4.13 Sea X (w) = (X; (w}, X2 (w) , ..., Xn (w))}un vector aleatorio en (92, A, P).
Le funcién Fx en R", definida por
Fx (z1,22..,20) = P({w: Xy (w) € 21, Xa (W) € T3y 0, X (W) € 2,}) {1L.9)
es llamade funcién de distribucion conjunta de les variables aleatorias X1, Xs,.... X, 0
Sfuncion de distribucion del vector aleatorio X.
Puede demostrarse que la funcién definida por la ecuacién (1.9) es una funcién de distribu-
cién en el sentido de la definicién 1.4.11.

El siguiente teorema es la extensién al caso multidimensional del teorema 1.4.10

Teorema 1.4.12 Sea A = x Ya b v F(z1,29...,2,) una funcién de distribucién en R™.
i=1

Entonces existe une dunica medide de probabilided P sobre {R™, B™) tal que

P(A) = Aﬂl.blaﬂﬂ,b‘z"'aan.an ($1y$2; .-.,55,1) '
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Dada una funcién de distribucién conjunta n-dimensional Fx de las variables aleatorias
X1, -y X, podemos determinar la funcién de distribucidn conjunta k-dimensional, & < n, Fx
de X, X;,,..., Xi,, donde 0 < i; < iy < ... <1y € n mediante la relacién

. =4
FX' (I,‘l,.’L‘,'z, ...,I{k) = Fx (2}1,1’2, ...,:E,-l) j;ﬁm-‘:“_‘i* (110)

donde F{+occ) =lim F(z). En particular, por medio de (1.10), podemos determinar la
E—a 0
funcién de distribucién marginal de cada X, 1 < k < n por

k-1
f—'\—\
Fx ()= Fx | 400, ..., 400, T,+00, ..., +00

La relacién (1.10) se deduce de (1.9) y de que {X; < oo} es un evento con probabilidad uno.

Definicién 1.4.14 Las funciones de distribucidn conjunias obtenidas mediante la ecuacidn
{1.10) se denominaen funciones de distribucidn marginales (parciales).

Si cada una de las componentes del vector aleatorio X = (X;, X3, ..., X,), tiene una dis-
tribucién discreta, entonces se dice que el vector aleatorio X =(X;, Xs,..., X,,) tiene dis-
tribucién discreta o que X,, Xy, ..., X,,, son variables aleatorias conjuntamente dis-
cretas.

Sea Fx la funcién de distribucién conjunta del vector aleatorio X = (X1, Xa,..., X,.). Se
dice que Xy, Xs,..., X, son variables aleatorias conjuntamente continuas o que el vec-
tor aleatorio X =(Xy, Xa, ..., X,,) tiene distribucién continua, si Fx (z1,72,...,2,) puede
escribirse como

I) Tn
Fx (SCL,IQ,...,(C“) =[ ""/ fx(t],tg,...,t")dtl...dtn (111)
—o0 -0
para cada (z;,%z,...,Z,) € R", donde fx (z,Z2,..., T} €5 una funcién medible no negativa tal

que
f .. [ fx(zq, 29, ..., zp ) dzy . dz,, = 1.
—oo —0a

La funcién fx (z1, %2, .-,2,} es llamada funcién de densidad conjunta de las variables
aleatorias X, X, ..., Xn.
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1.5 Independencia

Definicién 1.5.1 Sea (2, A, P) un espacio de probakbilided y sean A, ..., A, cventos en A.

Decimos que Ay, ..., A, son eventos independientes si
P {ﬂ A;} =[] P{4}
i€a i€a

para todo o subconjunto no vacto de {1,2, ..., n}.

Como {1,2,...,n} posee 2" — 1 subconjuntos no vacfos, podemos ver que para demostrar
independencia tendrfamos que verificar 2" — n — 1 ecuaciones no triviales.

Definicidn 1.5.2 Sea (Q, A, P} un espacio de probabilided y sea {A, : t € T} una familia de
eventos en A. Decimos que los eventos { A, : t € T} son independientes si A,,,.... Ay, son
evenios independientes siempre que ty, ..., t, sean elementos diferentes deT yn=1,2,---. Es
decir, {A:: t € T} son independientes si, y sdlo si,

P{ﬂA‘} =[] P{a}

[ 1=1+% i€a

para todo o C T finito no vacto.

Definicién 1.5.3 Sea (22, A, P) un espacio de probabilidad. SiC y D son clases de evenios
contenides en A. Decimos que C y D son independientes si ' y D son independientes
siempre que C € C y D € D, esto es,

PCND)y=P(CYP(D)
para todo C € C y todo D € D.
Definicién 1.5.4 Sean X y Y wvariables aleatorias definidas sobre el espacio de probabilidad

(2, A, P) decimos que X y Y son variables aleatorias independientes, y lo denclamos
per X LY, sio{X) yo(Y) son independientes.

De las definiciones anteriores se desprende el siguiente teorema.
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Teorema 1.5.1 Las n variables aleatorias X, Xa, ..., X, son independientes si. y sélo s

P {ﬂx:l {B,)} =[P {x. " (B)}
=1 =1
para cade eleccion de conjuntos de Borel B, By, ..., B,.

El siguiente teorema proporciona una definicién alternativa para la independencia de va-
riahles aleatorias. La demostracion puede encontrarse en Shiryayev (1984, p. 177|.

Teorema 1.5.2 Sean X1, Xz, ..., X, variables aleatorias en (2, A. P} con funcion de disiribu-
cidn conjunta Fx. Si denotamos por Fx, la funcidn de distribucidn de X,, | < i < n, entonces
una condicién necesaria y suficiente para que las variables aleatorias sean independienles es
que

Fx(z),22,..,25) = H Fy, (z,).
1=1

Supongamos que X; y X, variables alcatorias independientesy que f :R — Ryg: R — R
funciones Borel medibles, entonces, para A;, A, € B(R)

P(f(X)€ALg(Xa)€ Ay) = P(Xi€ [ (A), X2e g7 {A))
P(X;e fT7HA)) P(X2 e g™! (A)

(A
(A
P(f(X1) € A1) P{g(Xz) € Aq).

Ast, sc ha demostrado el

Teorema 1.5.3 Sean X, y X; variables aleatorias independientes. Sif :R—Ryg:R—R
son funciones Borel medibles, entonces [ (X)) y g(Xq) son independientes.



Capitulo 2

Valores Esperados

2.1 Introduccién

El coneepto de valor esperado fue introducido por primera vez por Christaan Huyghens {1629-
1695) en su libro De Ratiociniis in Ludo Alea. En De Ratiociniis in Ludo Alea, Huyghens
toma el valor esperado como el concepto fundamental de teorfa de la probabilidad y deduce
tres teoremas sobre valor esperado.

Ya que ¢l concepto de valor esperado es fundamental para el desarrollo de la teoria de
la funciones caracterfsticas, se requiere un estudio detallado de sus propiedades. Iniciamos
nuestro estudio sobre el valor esperado en la seccién 2.2, donde primero se da la definicién para
variables aleatorias simples y después se extiende a variables aleatorias no negativas y variables
aleatorias que pueden tomar cualquier signo; aquellos lectores familiarizados con teoria de la
integracién, podrin notar que en realidad el valor esperado de una variable aleatoria X en
(€2, A, P) es la integral de Lebesgue respecto a la medida de probabilidad P. En la seccién 2.3
se enuncia y se demuestran el teorema de convergencia mondtona y el teorema de convergencia
dominada y algunas de sus aplicaciones. La seccién 2.4 tiene que ver con el calculo de valores
esperados bajo el supuesto de independencia. El objetivo de la seccién 2.5 es extender la
definicién de valor esperado al caso de variables aleatorias complejas. En la seccidn 2.6 se
presenta un caso particular del teorema de cambio de variable para integrales de Lebesgue. El
calculo de valores esperados de variables aleatorias con distribucién discreta ¢ absolutamente
continua se discute en la seccidén 2.7. En la idltima seccién de este capftulo se enuncian, sin
demostracién, algunas desigualdades de uso comun en probabilidad y estadistica.

31
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2.2 Definicién y Propiedades

2.2.1 Variables Aleatorias Simples

Definicién 2.2.1 Una variable aleatoria X en (R, A, P), se llama simple si su rango es
Jfinito.

Si X es una variable aleatoria simple con rango H = {z::4=1,2,..,n} entonces, para
cada w € @, X(w) € H de donde X~ (H) = Q. Ahora, si A; = {w: X (W)=}, i €
{1,2,...n}, entonces X' ({z:}) = Ai€ Ayparacadai #74,4,5€{1,2,..,n}, AN A; =8
ademads R n

Ua=Ux"d=h=x"(n=0

i=1 i=1
por lo tanto, {A4;:i=1,2,..,n} C A forma una particién de 2. Asf, X puede representarse
COmo

n
X = ZI.‘IA‘. (21)
i=1
donde H = {z;:i1€ {1,2,..,n}} esel rango de X, A; = {w: X (w) = e Ay

_ 1siwe A
I"‘*(“’)_{ Nsind A,

AN

Definicién 2.2.2 5i X = ZL] z:14, es una variable aleatoria simple no negativa, entonces
el valor esperado de X, denotado por E (X)), es

E(X):= Zn::r,-P(A,-)

i=1

En ocasiones X puede tener otras representaciones de la forma (2.1), debido a que ;44
puede reemplazarse por ZJ. z:il4,;, donde las A;; forman una particién finita de A;. Por lo
tanto debemos demostrar que, para una variable aleatoria X simple ¥ no negativa, E (X) est4
bien definido, esto es, el valor de E(X) no depende de la representacion de X.

Para ello, supongamos que tiene la representacién X = 30 x:/4, dada por (2.1), yla - - -
representacién adicional X = 3777 b;fp,. Como {A;:i=1,..,n} e Ay{B;:j=1,..,m}¢€
A son particiones de §, entonces

P(BJ)=iP(A.ﬂB_,) jG{I,...,m}

i=1
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Y
P{A)=)>"P(ANB;) de{l,.,n}
i=1
de donde . I
Z?J,P(A,) = Z ZI.P(A, M BJ)
i=1 il j=1
y m n ™
> ;P (B;) = S N bP(ANB).
i=1 =1 j=1
Pero

.’L’{P(A,‘ n BJ) = bJP(A, N BJ)
ya que, si A; N B; # 0, entonces z; = b; = X (wy;), donde wy; € A: N B;. Por lo tanto,

i il‘,’P(A,‘ n BJ) = i ibJP(A, M BJ)
i=1 j=1 i=1 j=1

lo que concluye la demostracidn.

En el siguiente teorema se establecen las propiedades mds elementales del valor esperado
de variables aleatorias simples no negativas.

Teorema 2.2.1 5i R .
X=Z.’I:,-IAI. Y Y=Zy5131'
i=1 j=1

son variables aleatorias simples no negatives, entonces

1. E(X)=0.

2. Sic es una constante y X = ¢ entonces E(X) = c.

3. S5t X = I, entonces E(X) = P(A).

4. Sia,b € R entonces E(aX +bY) =ak (X)+bE(Y).
5 SiX>Y entonces E(X)> E(Y).

Demostracion.
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1. El rango de X es un conjunto de nimeros no negativos v P : 2 — (0,1], entonces
z;P (A;) > 0 y por lo tanto,

> mP(A) 2 0.
=1
2. Sea A € A el conjunto donde X = ¢, entonces P(A) =1y
E(X)=cP(4) =c.

3. Si X = [,, entonces

E(X)=1-P{A)+0-P(4°) = P(A).

4. aX +bY = 37, 3 (azi + by;) Lanp,, entonces

ii (aCC" +by,) P(A,DBJ)

i=l j=1

= ZZV(ME)P(AinBj)‘*‘_ZZ(byi)P(Ai n B;)

i=1 j=1 =1 j=1

E(aX +bY)

m

= Z(azi) P (A.) -+ Z (byi) P(BJ)

il j=1

= aE(X)+bE(Y).
5. 81 X > Y, entonces X — Y es una variable aleatoria no negativa entonces, por 1 y 4
EX-YV)=E(X)-E({Y)>0.
| |

Ejemplo 2.2.1 Supongamoes que X es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli(p),
esto es, X es una variohle aleatorie que tome el valor 1 con probabilidad p y el valor 0 con
probabilided 1 — p. Enlonces

E(X)=0-P[X=0-+1-P[X =1 =p.
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Ejemplo 2.2.2 Supongamos que X tiene distribucion Binomial (n,p), en este caso

Pix=k= () a-prts k=01

entonces

t
e
I

ZkP[X k]
= Zn:k() -p)"

k=0
) k=0 k(n_—?mplc (1-p)™*
- npi (n—1) _(n __11))! (k- mp"" (1 — p)n =tk
= npngoﬁp (1 = p)fn=ti=m
= np.

A

El siguiente teorema serd de especial utilidad para extender la definicién de valor esperado
a variables aleatorias no negativas.

Teorema 2.2.2 §i {X.,},., es una sucesidn de variables aleatorias simples y no negativas
tal que X, T X y Y es una variable aleatoria simple no negativa tal que X > Y, entonces

lim E (X,) > E(Y).

n—oo

Demostracién. SeaY = 1, y;/p,. Para ¢ > 0definimos Dy, := {w : X, (w) > ¥ (w) ~ ¢}
Es claro que D, T ©, por lo tanto, para toda j € {1,2,...,m}, (B; N D,} T B;, entonces, por
el teorema 1.3.3

lim P(D,) =1

n—oo

lim P (B;ND,) =P (B,

n—oo
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de donde .
lim £ (YIp,) = lim > yP(B;N D) =E(Y).

n-+00 -
i=1

Ademds, para todo n entero positivo,

X,-. 2 Xn[D.. 2 YID“ —EIDn
de donde, por 3 y 5 del teorema 2.2.1
im E(X,) > E(Y)—¢ (2.2)

=

y como (2.2) se cumple para cualquier £ > 0, entonces

lim E(X,)> E(Y).

=00

2.2.2 Variables Aleatorias no Negativas

Sea X una variable aleatoria no negativa y considérese la sucesion {X,},,, con

n2"

Xyi= 3 27" (i =1} 14,

=1

donde Ay = {wef:(i-1)2" <X (w) <427} para i € {1,2,..,n2"}. Noétese que
{Xa}n») €s una sucesién de variables aleatorias simples. Se puede demostrar que

0 < Xo(w) € Xnt (W) £ X {w)

para toda w y toda n. Ademds, si w es fija, se tiene que
0 X({w)— Xo{w) <27

Por lo tanto, sin — oo, X, T X y tenemos el siguiente resultado

Proposicién 2.2.3 Sea X una varieble aleatoria no negativa. Entonces eriste una sucesidn
de variables aleatorias simples no negativas que converge a X.

Definicién 2.2.3 5i X es una variable aleatoria no negativa y {X.},., es una sucesion de
variables aleatorias simples tal que X, T X, entonces definimos

E(X):= ,.ILHC}QE(X“)
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La proposicién 2.2.3 nos garantiza que la definicion 2.2.3 tiene sentido para toda variable
aleatoria no negativa.

Para demostrar que E (X) est4 bien definido para X no negativa supongamos que { X, },,.,
Y {Yin},.»1 son sucesiones de variables aleatorias simples tales que X, T X y ¥ T X .
Claramente
lim X, > Y.,

n—oo

lim Y, > X,

m—0oQ

entonces, por el teorema 2.2.2, para toda n

lim E(X,) > E(Y,)
n—

b
lim E(Y.) > E(X,),
de donde
lim F(X,) 2 lim E(Yn,)
n-soo m—o
¥

lim E(Y,) 2 lim E(X,),
=00

m—od
entonces se sigue que
lim E£{X,)= lim E(¥,)
n—0o m—o0

y por lo tanto, £ (X) estd bien definido.

Para demostrar que las definiciones 2.2.2 y 2.2.3 son equivalentes cuando X es una variable
aleatoria simple no negativa, basta con tomar la sucesién {X,.},,,,donde X; = X; = .. = X,
entonces claramente ambas definiciones son equivalentes.

Teorema 2.2.4 Sean X y Y variables aleatorias no negativas entonces
I E(X)20
2 Sic>20, entonces E(cX) =cE(X).
L EX+Y)=E(X)+E(Y).

4. 5iX > Y entonces E(X) > E(Y).

Demostracién. A lo largo de la prueba suponemos que {X,},; ¥ {Yn},,», s0n sucesiones
de variables aleatorias simples con X, T X y ¥, TY.
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1. Es obvio, ya que E(X) es limite de una suma de valores no negativos.

2. Claramente la sucesién {cX,},,, es una sucesién de variables aleatorias simples con
¢X, 1 ¢X en £2. Entonces

E (cX)

lim E{cX,)

n—o0

lim ¢F (X,)

n—s00

cE(X).

3. La sucesién {Xn + Y.}, es una sucesién de variables aleatorias simples tal que
Xa+ Yo TX4Y,

entonces

E(X+7Y) lim E(X, +Y,)

lim E{X,)+ lim E(Y,)"
n—as n—oo

E(X)+ E(Y).

I

4. S5iX>Y, entonces X — Y es una variable alea!:oria no negativq. Asi,por2y 3 )

E(X)=E(Y)+E{X -Y) 2z E(Y).

2.2.3 Caso General

Si X es una variable aleatoria que puede tomar cualquier valor real , entonces X puede
CXPresarse como
X=X*-Xx"

donde X* y X~ son las variables aleatorias no negativas definidas en (1.7), entonces el valor
esperado de X puede definirse de la siguiente manera.

Definicidn 2.2.4 Sea X = X* — X~ yna variable aleatoria tal quer min {F(X), E()f‘)} <
oo entonces
E(X)=E(XY)-E (X7).

St E(X*)=E (X7} = o0, entonces E{X) no esté definido.
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Supongamos que X es una variable aleatoria con esperanza finita y que ¢ es una constante
real. Si e > 0, entonces

(eX)r =cXt  y (eX)” =eX™
de donde
E(cX) = E(cX")-E{cX™)

= cE(X*)-cE(X")
= cE(X).

Si ¢ < 0, entonces
(X)) = —cX~ y (cX) = —cX™

E(cX) = E(-cX7)— E(-cX")
= —cE(X7)+cE(XT)
= c¢E(X).

Asf, hemos demostrado el

Teorema 2.2.5 51 X es una variable aleatoria con valor esperado finito y ¢ es una constante
real, entonces
E{cX)=cE(X).
Ahora, supongamos que X y Y son variables aleatorias . Notamos que

(X +Y)" = %{1X+Y}+(X+Y)]

1
s SUXHYI+ix]+1Y]
— X++Y+

(X+Y) =

I

— I O

X +Y|-(X+YVY))

IA

iIXt+y|-x-Y]

= S IXI- X1+ V|-
= X +Y°
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Si E{(X)y £(Y) son finitos, entonces
max { X, Y*, X7, Y~} < oo,
entonces, por 4 del teorema 2.2 4,

E{(X+Y))<o0o y E([(X+Y))<o
v por lo tanto,
E{(X +Y} < co.

Ahora, notamos que

1
(X+Y)++X‘+Y‘=-2-[|X+Y|+|X|+|Y|]=(X+Y)'+X++Y+,

entonces
E((X+Y)+E(X)+E(Y ) =E((X+Y))+E (XTY+ E(Y™),
de donde
E(X+Y)=E(X)+E(Y).

- Por lo tanto, queda demostrado el

Teorema 2.2.6 Si X yY son variables aleatorias con valor esperado finito, enlonces ef valor
esperado de X + Y es finito y

E(X+Y)=E(X)+E(Y).

Ahora supongamos que los valores esperados de las variables aleatorias X y Y existen y
que X > Y , entonces

Xt>v* y Y- >X"

por lo que

E(XT)2E(Y") vy E(¥T)2E(X),
entonces - .

E(X")-E(X")2E(Y*)-E(Y")
y por lo tanto,
EX)=E(Y).

Asi, queda demostrado el
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Teorema 2.2.7 5i X yY son variables aleatorias para las cuales E(X) y E{Y) existen. Si
X > Y en(}, entonces

E(X) 2 E{Y).
Teorema 2.2.8 Sea X una variable aleatoria, E (X) es finito si, y sdlo si. E (| X|) es finito.

Demeostracién. Supongamos que E{X} es finito, entonces
max {E(X*) ,E(X7)} <o

¥y tomo
E(X)=E(X*+X)=E(X*)+E(X7). (2.3)
se tiene que E (| X|) es finito.

Ahora suponemos que E(|X|) es finito. Como X* y X~ son variables aleatorias no
negativas, se sigue de 1 del teorema 2.2.4 y de (2.3) que

E(|X]) 2 E{X*)

E(X)=zE(X7),
entonces nuevamente
max{E (X*) ,E(X_)} < 0O.
Por lo tanto,
E(X)= E(X+) ~-FE (X_)

es finito. ]

Teorema 2.2.9 5 X es una varieble aleatoria con E (| X|) < o0, entonces

|E(X)] < E{X])

Demostracién. Tenemos que

1B(X) = |[BE(X")-E(x7)|
< E(X*)+E(X7)
yaque [X| = X+ + X~ se tiene
[E(X)] < E{X])

que es lo que se querfa demostrar. [ |
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Teorema 2.2.10 Supongamos que X es una variable aleatoria con valor esperado finito yY
es una variable aleatoria tal que X > |Y| en €). Entonces E(Y) < oo.

Demostracién. Por el teorema 2.2.7
E(X) 2z E(Y|)

de donde, como E (X) < 0o y por el teorema 2.2.9, E(Y) es finito. m

2.3 Algunos Teoremas Importantes

Teorema 2.3.1 (Teorema de Convergencia Monétona) Sea {X, }a»1 Una sucesion mond-
tona creciente de variebles aleatorias no negativas que converge a X, enionces

E(X) = lim E(X.).

n—0)

Demostracién. Por 3 del corolario 1.4.7 tenemos que lim X, = X es una variable aleatoria.
=00

Como X, < X1 < X, entonces, por el teorema 2.2.7, para cada entero positivo n

T - E(Xn)SE(Xn-I—X)SE(X)v
d.C L}.Ulldﬁ
lim E(X,) < E(X). (2.4)
Ademés, como cada elemento en la sucesién {X,},, es una variable aleatoria no negativa,
sabemos, de la proposicién 2.2.3, que para cada entero positivo n existe una sucesién mon6tona

creciente {ka}m>1 de variables aleatorias simples con ifmite X,. Ahora, para cada n entero
positivo, definimos

Yn 1= IN&xX {Xln; X‘Z"n reey er} ]

entonces es claro que {¥,},,, es una sucesién de variables aleatorias simples no negativas para
las cuales -

Xin £ Yo £ X5, (2.5)
si k, n€ {1,2,..}, de donde, por el teorema 2.2.7,

E(Y,) < E(X,). (2.6)
Si en (2.5) hacemos n — oo tenemos que

Xp € lim Y, < X, (2.7)

n—oo
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de donde, si en (2.7) k — o0, se sigue que

lim ¥, = X,

n—oo
entonces, como {Y,} ., es una sucesién de variables aleatorias simples que converge a X,

lim E(Y,) = E(X).
Pero, por (2.6),
lim E(X,) > lim E(Y,) = E(X): (2.8)

por lo tanto, combinando (2.4) y (2.8),
lim E(X,)=E(X).

n—od

Teorema 2.3.2 (Lema de Fatou) Si {X,},., es una sucesién de variables aleatorias no
negativas, entonces -

E (lim inf X,,) <liminf E (X,).

11 mans OO0 n—og

Demostracién. Sea Y, :=inf { X, X;ny1,...}, entonces, si m < n, ¥, € Xa, de donde
E(Y,) < E(X,),

para m < n. Entonces
E(Yn) <liminf E(X,).

n—oo

Pero, como {Y,},,5, Tliminf X,, se sigue, del teorema de convergencia monétona,
- n—moo

E (lim inf x,.) = lim E(Y,,) <liminf £ (X,)

n—=00 M 0O M—o3

ésto dernuestra el teorema. a

Teorema 2.3.3 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea {X, fap1 una
sucesidn de variables aleatorias no negativas que converge ¢ X en 1. Si existe una variable
aleatoria Y con valor esperado finito tal que, para fode k, | X} < Y, entonces E(X) es finita
v

lim E(X,})=F£(X).

Nn—oo
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Demostracién. Como para todo entero positivo k, {Xi| < Y en €, se tiene que
X <Y,

entonces, por el teorema 2.2.7,
E(|X|) < E(Y)

de donde E (X) es finito. Claramenté Y + X, es una variable aleatoria no negativa, por lo
que podemos aplicar el Lema de Fatou

E(Y)+ E(X) E(Y + X)

iminf £(Y + X,)

n—=~oo

liminf [E (Y) + E(X,)]
E(Y)+liminf E(X,),

1A

entonces
E(X) <liminf E(X,). (2.9)

n—-o0

También es claro que Y — X, > 0, de donde, aplicando nuevamente el Lema de Fatou.
obtenemos

E(Y)-E(X) = E(Y -X)

Irilnl'}glof E(Y - X,)
liminf [£(Y) - E(X,)]
E(Y) - limsup £ (X,),

T — O

A

fl

¥ se sigue que
limsup E(X,) € F(X). (2.10)

n—aog

Asf, combinado (2.9} y (2.10}, tenemos que

E(X)=lim E(X,).

n—=o0
n
Para el caso particular del teorema de convergencia dominada cuando ¥ {w) = ¢ para

todo w € 0 tenemos el siguiente resultado; el cual se conoce como teorema de convergencia
Acotada.
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Teorema 2.3.4 (Teorema de Convergencia Acotada) Si {X.}, > €5 una sucesidn de
variables aleatorias no negativas con Hmite X en Q y si eriste una constante real ¢ tal que,
pare toda n, | X,| € ¢, entonces E(X) es finito y

im £ (X,) = E(X}.

TT—00

Teorema 2.3.5 Supongamos que {X,},., es une sucesidn de variables aleatorias no negati-

(==
vas y que ¥ X, converge en §1, entonces

n=1

E(iX,,) =§:E(Xﬂ).

n=1

&
Demostracion. Sea Y = 3 X, entonces, como para cada m entero positivo X,, es una va-
n=1

riable aleatoria no negativa, {Y}., es una sucesién monétona creciente de variable aleatorias
no negativas, ademés por hipétesis sabemos que existe Y =klirn Yy de donde, por el teorema
—oc

de convergencia mondtona,
E (
kL

Entonces, por el teorema 2.2.6,
ne=l

g
Y E(Xa)

que es lo que se querfa demostrar. [ ]

E(Y)=lim E(Y;);

k—oo

x
IX,..) =le1‘20 E (“Z=1 X,,) .

2) - e

es decir,

gk

[]s

1

2.3.1 Dependencia de un Pardmetro

En el siguiente capitulo necesitaremos considerar valores esperados de variables aleatorias
que dependen de uh pardmetro real. Por ello en esta seccién veremos como el teorema de
convergencia dominada puede utilizarse en este caso.
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En lo que resta de esta seccién supondremos que
X Qxfa,b] R

s una variable aleatoria para cada ¢ € [a, }].

Teorema 2.3.6 Supongamos que pare alquin ty € [a, b

X ) — (i X (o}

t—tn

y que existe una variable aleatoria Y con esperanza finita tal que {X®| < Y. Entonces

E (X)) = lim B (X).

Demostracién. Sea {tn},,, una sucesién en [a, b] que converge a ¢;. Definimos X, = X,
entonces X, — X y por el teorema de convergencia dominada

E{Xx) =E ( lim Xn) - lirch (X)) = lim E (XY).
n—og ki hand

t—ip

Como una consecuencia inmediata del teorema 2.3.6 se tiene el

Corolario 2.3.7 5i X es continua en [a,b], para cada w € Q, y existe una variable aleatoria
Y con esperanza finita tal que | X®| < Y. Entonces F(t) = £ (X®) es continua en [a,b].

Teorema 2.3.8 Supongamos que para algin ty € [a,b] la variable alestoria X tiene valor
esperado finito, que 6";%]— eriste sobre §1x [a,b], y que existe una variable aleatoria Y con
esperanza finita tal que

ax
—| <Y, t o,
{ 5 | = € la.b]

entonces E [-‘5%’%] es finita sobre {a, b} y

iE(X‘") = E[

dt

axw
o

sobre la, b].
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Demostracién. Sea t € [a,4]. Si {.},,, una sucesién en [a,b] que converge a t, ¢, # t.
entonces por los teoremas 1.4.1, 1.4.2 y el corolario 1.4.7, para cada w € 0
ax Xl _ x
8t  a—oo t, — ¢

es una variable aleatoria.

SiweQyt€ [al], entonces, segiin el teorema del valor medio, existe centre 4y y ¢t tal
que
ax
ot

X _ x() — (t —to)

[ X < | X4 4|t - to| ¥V
y se sigue que E (X(‘)) es finito para cada t € [a,b].

Ahora sea F (t) = £ (X)), entonces, si t, #?t,
Ft,) - F(t) E Xt — X7
t, — ¢t N t, — ¢ '

{tn) _ x (2} . . . .
pero como x_:“_tx_ estd dominada por Y, aplicamos el teorema de convergencia dominada

y obtenemos

d axw
LE(xM=fg|Z2
(XY E[ ot ]

Teorema 2.3.9 Si, para todo w € @, X (w,u) es continua en [a,b] y exriste una variable
aleatoria Y con esperanza finita tal que | X (w,u)] £ Y (w). Entonces

[E(X(wt ))dt = ([ X (w, ) dt)
donde la integrales con respecto a t son integrales de Riemann.

Demostracién. Sea Z definida sobre 2x [a,b] como

Z(w,t)=fntX(w,u)du

i}
BEZ {w,t) =X (w, ).

entonces
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Como la integral es el limite de una sucesién de sumas de Riemann entonces Z es una variable
aleatoria; ademds, como | X (w,t)] < Y (w) en Q, se sigue que |Z (w,£)] < ¥ (w)(b—a) en O
de donde, por el teorema de convergencia dominada, E (Z (w, t)) es finito para cada ¢ € [a,b].

Ahora, sea
Wit) = E(Z(wt)),

entonces, por el teorema 2.3.8,

ot
= E(X(wt).

‘ww = E (Ez (w, :))

Por lo tanto,

/bE(X(w,t))dt W (b) — W (a)

E(Z (w,b) -~ Z {w,a))

A([xwoe)

1

2.4 Independencia y Valor Esperado
Supongamos que X,Y son variables aleatorias independientes con valor esperado finito.
iy 8i

i=1

X=Yzla, v Y=Y yls
=1

son variables aleatorias no negativas, entonces

() (o))

E (Z z $iyjIA.nB,)

i=l j=1

E(XY)
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Z )z P (AN B;)

i=1 j=I

Do =P (A) P(B))

=1 j=1

i=1

E(X)E(Y)

ii) Ahora, supongamos que X yY son variables aleatorias no negativas. Consideremos la
sucesion {X,},,,, con

n2"

Xoi=) 27"(i—1)I4,,
i=1

donde Ain = {w e Q: (i ~1)27" < X (w) €27} parai € {1,2,...,n2"}, y la sucesién
{Ya}nn1, con
n2™

Yo:=> 27" (i—1)1g,
=1

donde By :={w €N :(i—1)27" <Y (w) <i27"},4 € {1,2,...,n2"}, entonces, como se
vio en la prueba de la proposicidn 2.2.3, {X,},.5, v {Ya},,, son sucesiones monétonas
crecientes de variables aleatorias simples con lfmite X y Y respectivamente. Entonces,
{XaYa}.5, es una sucesion mondtona creciente de variables aleatorias simples que con-
verge a la variable aleatoria XY. Ademss, ya que X, y Y, son transformaciones Borel
medibles de X y Y respectivamente, se sigue del teorema 1.5.3 que X\, Xz, ..., Y1, Y5, ...
son variables aleatorias simples independientes. As{
E(XY)= lim E(X,Y,)

pero, como ya se demostrd,
E (Xnyn) =E (Xﬂ) E (Yﬂ)’

entonces

I

E(XY) lim B(X,) E(Y,)
lim E(X,) lim E (Y,)

E(X)E(Y)

1

il

que es finito.
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i} Si X =X* - X~ yY =Y - Y~ son variables aleatorias que pueden tomar cualquier
signo, entonces

E(XY)

E(x*-x7][y*-v7))
E(X'YY) —E(XY*) —E(X*Y )+ E(X"Y")

pere como X+, X~ Yt y ¥~ son transformaciones medibles de X y Y, se tiene, por el
teorema 1.5.3, que

XtLYY, X LY+ X*t1 Y=, X" 1LY~
entonces

E(XY)

EXNEYH-EXVEFXH-EXNEXY)+E(X)E(Y")
[E(X*)-E(XT)] [B(r) - £(r7)]
= E(X)E(Y);

I

ademds, como E (X) y E(Y) son finitos E(XY) = E(X) E{Y) < co.
Lo anterior se resume en el

Teorema 2.4.1 5i X y Y son variables aleatorias independientes con valor esperado finito
enfonces E(XY) es finito y

Py R PR

E{(XY)=E(X)E(Y).
Como extension del teorema 2.4.1 al caso de n variables aleatorias tenemos el

Corolario 2.4.2 §i X,, X;, ..., X, son variables aleatorias independientes con valor esperado
finito entonces E (X1 Xz -+ X)) es finito y

E (H X.-) = ﬁE(X,-)

2.5 Variables Aleatorias Complejas

En esta seccién se presentan extensiones al caso complejo de la definicién de valor esperado
y, cuando es posible la analogfa, de los resultados probados para variables aleatorias reales,
En lo siguiente suponemos que Z con o sin subindice representa una variable aleatoria de tipo
complejo. La mayorfa de las pruebas son andlogas y por lo tanto las omitimos..



2.5 Variables Aleatorias Complejas 51

Definicién 2.5.1 See Z = X + 1Y una variable aleatoric compleja, decimos que E(Z) es
finito si E(X) y E(Y) son ambos finitos, y en tal caso definimos

E(Z):= E(X)+iE(Y).

Teorema 2.5.1 Si E(Z) es finito y c es un nimero complejo, entonces E{cZ) es finito y

E(cZ)=cE(Z).

Teorema 2.5.2 Si £(Z,) y E(Z,) son finitos, entonces E (Zy + Z3) es finito Y

E(Zl + Zg) = E(Zl) -+ E(ZQ) .
Teorema 2.5.3 E(Z) es finito si, y sdlo si, E(|Z]) es finito.

Teorema 2.5.4 Si E(Z) es finito, entonces

1E(2)| < E(2]).

Teorema 2.5.5 Si W es una variable aleatoria real con valor esperado finito y |Z| < W en
Q. Entonces E(Z) es finito.

Teorema 2.5.6 Supongamos que {Z, Yaz1 €8 una sucesion de variables aleatorias complejas
con lfmite Z en Q y que existe una varieble aleatoria real W con valor esperado finito tal que,
paran =1,2,..., |Z,| £ W. Entonces E (Z) es finito y E (Z,) — E(Z), cuando n — oo.

Corolario 2.5.7 Supengamos que {Z.},,, es una sucesion de variables aleatorias complejes

con lfmite Z en Q y que existe una constante real ¢ tal que paran = 1,2, . 1| Za| < ¢ Entonces
E(Z) es finito y
E(Z,) - E(Z)

cuando n — oo.

Ahora suponemos que
ZW QO x[ab - C

es una variable aleatoria compleja para cada t € (a,}].
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Teorema 2.5.8 Supongemos que paru algin &, € |a, b)

Zte) = im Z
Lty

y que existe una variable aleatorie real W con esperanza finita, tal que {2 < W. Entonces

E (2t = lim B (2.

Corolario 2.5.9 Si, pars todow € Q, Z'¥) es continua en [a, ), y existe una variable aleatoria

real W con esperanza finita tal que |X®)| < W. Entonces F {t) = E(Z") es continua en
[Ci, b} . )

Teorema 2.5.10 Supongamos que para alqin to € [a,b] la variable aleatoria ZW tiene valor

esperado finito, que a.g_:l) existe sobre 2 [a,b], ¥ que eTiste una variable aleatoria real W con

esperanza finite tal que

0
P < rew,
az}

entonces E [T] es finita sobre [a,b], ¥

d oz
Le(zny_ gL
8 (2 =27

sobre |a,b|.

Teorema 2.5.11 §i Z (w,u) es continua en [a,b], para cade w € Q, y existe una variable
aleatoria real W con esperanza finita tal que |Z (w,u)| < W (w) para toda w € £). Entonces

/:E(Z(w,t))dt=E(fubZ(w,t)dt).

2.6 Teorema de Cambio de Variable

Como ya se mencioné en la introduccién de este capftulo, e} valor esperado de una varnable
aleatoria X es la integral de Lebesgue de X con respecto a la medida de probabilidad asociada.

Es decir, si X es una variable aleatoria en (0, A, P), entonces el valor esperado de X, puede
escribirse como

E(X):EI/XdP
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donde la integral del lade derecho se interpreta en el sentido de Lebesgue.
Denotemos ahora por I : R — R la funcién identidad, es decir
I{z)==z, para toda z € R
entonces, como /! {]—c0, z]) = }—o0, z| es un elemento de la o-4lgebra de Borel en R, se tiene

que [ es una variable aleatoria en (R, B, Py), donde Px es la distribucién de X. En este caso

E(l) = fu:dPx-

R

El siguiente teorema demuestra que el valor esperado de una variable aleatoria X sélo depende
de la distribucién de X. La demostracién puede encontrarse en Chow y Teicher {1988, p. 170,
Clarke [1975, p. 75] o Shiryayev {1984, p. 194).

Teorema 2.6.1 Sea ¢ una funcidn Borel-medible, y X una variable aleatoria en (9, A, P},
si [ denote a lo funcion identidad en los reales, entonces E (g (X)) existe si, y sélo si, existe
E{g(D)) y en tal caso

E(g(X)) = /Q(X(w))dp=[9($)dpx = E(g(1)).
1]

Corolario 2.6.2 Sea X una varicble aleatoria en (Q, A, P}, si [ denota a la funcién identidod
en los reales, entonces E (X)) existe si, y s6lo si, existe E{I) y en tal caso

E(X) =andP=szdPx = E(I).

Como un corolario al teorema 2.6.1 concluimos que podemos calcular el valor esperado de
la variable aleatoria X si se conoce su funcién de distribucién.

Corolario 2.6.3 Sea X una veriable aleatoria con funcidn de distribucidn Fx, y g une fun-
cién Borel-medible, entonces

E(g(X)) = f 9(z)dFx ().

Demostracién. Se sigue del teorema 1.4.8 B
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2.7 Valor Esperado de Variables Aleatorias Discretas y
Absolutamente Continuas

Para hacer notar que la definicién y las propiedades del valor esperado son totalmente genera-
les, a lo largo de esta seccién sc ha trabajado con integrales de Lebesgue. Sin embargo, existen
casos de alta importancia practica (variables aleatorias discretas y absolutamente continuas

para ser precisos), para los cuales su valor esperado se puede calcular de una manera mis
sencilla.

En esta secci6n se incluyen dos teoremas que permiten calcular el valor esperado de va-
riables aleatorias discretas y absolutamente continuas. La demostracién no se incluye pera el
lector interesado puede encontrarla en Clarke (1975, pp. 77-81].

Teorema 2.7.1 5i X es una variable aleatoria discreta con conjunto de puntos de discon-
tinuidad § = {z;:j=1,2,..} y con distribucion de probabilidad L = {p;:j=1,2,..}.
Entonces el valor esperado de X estd dado por

E(X)=) p;.

t=]

Teorema 2.7.2 51 X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcidn de den-
sidad fy (-}, entonces el valor esperado de X estd dedo por

(=~

50O = [ sl (@)ds

—Cx

donde la integral se interpreta en el sentido de Riemann.

2.8 Momentos y Desigualdades

Definicién 2.8.1 Sir > 0 y X es una variable aleatoria en (2, A, P), E(|X|") es llamado
r-éstmo momento absoluto de X.

Definicién 2.8.2 Para cualquier entero positivo k, E (X*) es conocido (si este existe) como
el k-ésitmo momento de X,

Definicién 2.8.3 Si E (|X|2) < oo, definimos la vartanza de X como
ok =Var{X)=E[(X - E(X))*];

la rafz cuadrade posiliva de 0% es llamade desviacion estdndar.



2.8 Momentos y Desigualdades 55

No es dificil demostrar que la varianza de X puede calcularse alternativamente por la
férmula

ok = E(X?) - E2(X).

Definicién 2.8.4 5i X,Y son variables aleatorias tales que 0 < min {c%,02} < o0, el coe-
ficiente de correlacidén entre X y Y estd dado por

El(X - E(X)(Y - E(Y))]

Pxy = COTT(X,Y) =

Oxdy

Si pyy =0 entonces se dice que X y Y son no correlacionadas.

El coeficiente de correlacién puede calcularse por la relaci6n

_ E[XY]- E(X)E(Y)

oTx0y

Pxy

Se sigue inmediatamente de la definicién 2.8.4 y del teorema 2.4.1 que si X, Y son varia-
bles aleatorias independientes con primer momento absoluto finito, entonces X y Y son no
correlacionadas. Ei siguiente contragjemplo aparece en Stoyanov (1988, p. 53] y demuestra
que el reciproco no es cierto en general.

Ejemplo 2.8.1 Sea Q = {1,2,3} y supongamos que cada w € } tiene probabilidad % Defi-
namos los varicbles aleatorias X y Y como

1 siw=1 0 siw=1
Xw)=¢ 0 stw=2 Y{w)=¢ 1 siw=2
-1 stw=3 0 siw=3

Es claro que E(X) =0 y E(XY) =0 lo que implica que px y = 0. Sin embargo,

P{X=1‘Y=1}=07£-:1§- —P{X=1}P{r=1)

1
3

de donde se sigue que X y Y no son independientes. A

A continuacién presentamos algunas desigualdades que son de uso comuin en probabitidad

y estadistica. Las pruebas no se incluyen, pero el lector interesado puede consultarlas en
Shiryayev (1984, pp. 190-192].
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Teorema 2.8.1 (Desigualdad de Markov) Sea X una variable aleatoria no negativa. En-
tonces para toda e > 0

P[X 25]5%@.

Por una ligera modificacién de la desigualdad de Markov obtenemos la siguiente desigual-
dad.

Teorema 2.8.2 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleatoria ye > 0. En-
tonces

Teorema 2.8.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X y Y variables aleatorias tal
que max {E{X?),E(Y?)} < oo . Entonces E{|XY|) <y

EE(IXY]) < E(X))E(Y?Y).
Teorema 2.8.4 (Desigualdad de Jensen)} Seu g una funcidn Borel medible convera y X
una variable aleatoria con valor esperado finito. Entonces
g{E(X)} < B{g(X)).

Teorema 2.8.5 {Desigualdad de Lyapunov) Si X una varicble aleatoric y s.t son cons-
tantes reales tales que 0 < s < t; entonces

(X))} < [E (X1
Teorema 2.8.6 (Desigualdad de Hélder) Sean | < p < 00 y 1 < g < oo, fales que
;} + % =1. 851 X y Y son variables aleatorias tales que
max {E([X "), E (IY[")} < o0,
entonces E (| XY|) < oo y
E(XY)) < [E(XP)P [B(XI9)*

Teorema 2.8.7 (Desigualdad Minkowski) $i max {E (|X[7),E{|Y[)} < oo, pare 1 <
p < oo, entonces E{|X +YF) <oo y

(E(X + Y < [EGXPIF + [E(YP)F



Capitulo 3

Funcion Caracteristica

3.1 Introduccién

La teoria de la probabilidad hace uso de diferentes herramientas de andlisis. Una de ellas es
la transformada de Fourier. En probabilidad, la transformada de Fourier de una funcién de
distribucién F, es conocida como la funcién caracteristica de la funcién de distribucién F.

Como se verd en el capftulo 4, la funcién caracterfstica tiene diversas aplicaciones en la
solucién de problemas probabilfsticos y estadisticos. Para el desarrollo y comprensién de
éstas aplicaciones es necesario tener un buen conocimiento de las propiedades de la funcién
caracterfstica.

El objetivo de este capitulo es estudiar las propiedades analfticas de la funcién caracterfs-
tica, comenzando en la seccién 3.2 en la que se define la funcidén caracterfstica y se demuestran
sus propiedades elementales; adem4s, se presentan varios ejemplos del caleulo de funciones
caracterfsticas. La relacién entre la funcién caracteristica y los momentos de una variable
aleatoria se expone en la seccién 3.3. Los teoremas de inversién y unicidad se incluyen en
la seccién 3.4; también en esta seccion se estudia la eguivalencia entre convergencia débil y
convergencia de funciones caracteristicas y el uso de funciones caracteristicas para determinar
la distribucién de sumas de variables aleatorias independientes. Algunas condiciones para
poder determinar si una funcién es caracterfstica se mencionan en la seccidn 3.5. Por ultimo.
en la seccidn 3.6 se hace la extension de la definicidn de funcién caracterfstica y de algunas
de sus propiedades al caso de vectores aleatarios.

57



58 Funcién Caracteristica

3.2 Definicién y Propiedades Elementales

Definicién 3.2.1 Sea X una variable aleatoria, pare todo t € R se define la funcidn ca-
racteristica g, de X como

wx (t) == E(e**).

Ya que e** = costz + iseniz, podemos calcular la funcién caracteristica de la variable
aleatoria X por la férmula

@x (t) = E(costX) +iFE (sentX).

Si X tiene funcién de distribucién Fx entonces la funcidn caracteristica de X se puede

escribir como
oo

ox (t) = / e dFy (z). (3.1)

—00

Es costumbre referirse indistintamente a @ (£) como la funcién caracteristica de la variable
aleatoria X o de la funcién de distribucién Fy.

Si Fx es absolutamente continua y tiene densidad fx entonces

oo -0 o T

ox () = Jf e fx (z) da.

—0o0C

Para el caso en que X es una variable aleatoria discreta con conjunto de puntos de dis-
continuidad § = {z;:j =1,2,..} y con distribucién de probabitidad L = {p;:j =1,2,..}
la funcién caracteristica de X es

o0
ox(t) = pe.
i=1

Se puede observar que la funcién caracterfstica siempre existe, ya que
|e®*| = |costx + isentz| = 1
es una cota para toda z.

A continuacién se presentan las propiedades elementales de la funcidn caracteristica. En
lo siguiente se supone que X es una variable aleatoria con funcién caracteristica oy y funcién
de distribucién Fy.
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Teorema 3.2.1 La funcidn caractertstica @y satisface las siquientes relaciones

L oy (0)=1.
2 lex(t) <1

3. px (~t} =y (t) donde ¢ (¢} denota el conjugads complejo de wy (1),

Demostracién.

b ooy (0} = E(exp(0-iX)) = 1.
2 Jox (0 = [E(e*)| < B (|e"*]) = 1.

3 px(-t) = _T exp(—itz) dFx (z) = cfo exp (itz) dFx (z) = oy ().

—0C

Supongamos que t, h € R, entonces

lox (t+ k) — @x (t)]

|E (X (e — 1))
E(|e™* ~1])

A

claramente |e*X — 1| estd acotado, por lo tanto, por el teorema de convergencia acotada

(teorema 2.3.4), si h — 0,
lox (t+R) —px ()] =0
independientemente de £. Esto demuestra el

Teorema 3.2.2 La funcidn ceracteristica es uniformemente continua en R.

Ejemplo 3.2.1 Sea X una variable aleatoria con funcidn de distribucidn

0 sizx<e
FX(I):{ 1 siz>c

entonces la funcidn caractertstica de X es

px () = e
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Ejemplo 3.2.2 (Distribucién Bernoulli) 5i X ~ Bernoulli (p)
=" (1-p) Loy (k);  pelo,
entonces la funcidn caracteristica de X es

x (8) = (1 —p) + pexp (it).

A
Ejemplo 3.2.3 5i X ~ Binomial (n,p)
— ny n—k A
p= () -0 w8 pedOI
entonces la funcidn caracteristica de X es
$ . n e
ex(t) = Sexplith) (L Jo# (1=
k=0
®. /n
- 3 (}) ot a-pr
k=0
= [1=p 4 pe"
A

Ejemplo 3.2.4 §i X ~ Geoméirica(p)

pe=0"(1—p) a2 3(k);  pejo.1,

entonces la funcidn caracleristica de X estd dada por la serie

= Dew (it (1-7)

(=]
Z pexp (it)) ;
k=1

como |pexp (it)] = p < 1 tenemos que

5~ e ) =

T1- pexp (it)’
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Por o tanto la funcidn caractertstica de X es
1-p
) = ——— |
ox(t) 1 — pexp(it)
A
Ejemplo 3.2,5 5i X ~ Poisson (A)
—Avk
e~
Px = "—k,—f{o.l,z....} (k}; A >0,
entonces la funcidon carecteristica de X es
oa ; e—)/\k
ex() = Fe
k=
o Z [Aexp (it)]" exp {it)!
= e exp( “'\)
= exp (A (e —1)}).
A

Ejemplo 3.2.6 Si X ~ Normal (0,1) entonces su funcidn de distribucidn es

fx(z) = / exp (—-) dy

y su funcidn caracteristica estd dada por
oo
) 1 fe (itz) ex ( Ig)dz
= e xp {itz) e -
-0

L[ costmonn (-2 an s [ sntzens (-2
= —F COSiTex - i EN LT exX - xr
Vor P\ P\72

—0 -0

s )
V7 [emtzon (5)
— [ costxexp | —— ) dz.
T 2
o
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62
Observamos que
'y 2
Wy (t) = J;/ Texp (_-ﬂ—;—) sentz dx,
0
2
entonces, integrando por partes con u =sentz y dv = ze~ T
oo
; 2 22 ) o2
ey (t) = = e Tsentx - t]costa:exp (——2—) dz
0

—tpx (t}.

Ast, llegamos a la ecuacidn diferencial
@ (1) + tox (t) =0,

2

multiplicando ambos miembros por eT
d 2

= leTox (8)

i I} i
= | = T (0) — teTor ) = 0,

entonces, para ¢ constiante,
2
eTo,(t)=c

lo.que implica que la funcion caracteristica de X tiene la forma
2

sabemos, por 3.2.1 del teorema 3.2.1, que @y (0) = 1 de donde ¢ = 1. Por lo tanto, la funcién
a8
2,

A

caracteristica de X es
px(t)=e

Ejemplo 3.2.7 Sea X ~ Ezponencial (6). En este caso X es absolutamente continua con
g >0,

funcisn de densidad
fx (z) = exp (—0x) fjg o0 ()5

entonces la funcion ceracteristica de X es
[==]

/ exp (itz) dexp (—0z) dz

i)
g fcostzexp(—éz) da:+i/senta:exp(—9z)dz

wx (t)

oD

0 0
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Integrando por partes tenemos

7 o
L ¢
fcostmcxp(—oz)dm = -fxSEDLT /( - Sen z) i
¢ 0
9 o0
= Z-/e—az sen txdz
0
Y
(= =] - o
¢ t
fe_ozsent:r;d:c = _e_axcos I _./98-61(303 md:::
t =0 t
0 D
o0
1 8
== n -E/e_gzcost:cd:r
0

de donde se obtiene que

f costrexp(—fr)dz = d
)

6% + 12
v
i
-8z
fe senizdr = T
i}
entonces
t) = A+t
x = T
_ &+ it
U ET YD)
_ f
T et

Ejemplo 3.2.8 Supongamos que X ~ U [—a,a], entonces su densidad es

fr (o) = 5 T-aet (0).
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Entonces la funcién ceracteristica de X es

Ejemplo 3.2.9 See X una variable aleatoria con distribucion Triangular {([—a, ef)

Yx (t)

(=]

jexp (itz) fx (z)dz

—oa

Il

1 .
2 [exp (itz)dx

senat

at

y la funcién caracteristica de X estd dada por

wx (t)

i

=2 @)
/exp(itx)fx (z)dz

jexp (itz) 2= lz| dz

i

/

—a

2]3“
0

a—|z|

a?

||

a
. a—
2 costzdr + ¢ 3
a a

—n

i
a?

costrdx

a

a
— f zcostzdr
z=0 0

asentr
1

L

asen at
" — | zcostzdr

L 0

Integrando por partes, con u =z y dv = costz dx, obtenemos

wx (1)

2

a
asenat zsenir

a?

t ¢

“f
=0 a

A

. Entonces

sentz dz

sentiz

dx
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2 [asenat asenat cosic
t t 2

a?

2
;].Q_ti [1 — COs at]

aty 2
sen-i-
at -
2

Por lo tanto, la funcidn caracterfstice de X es
sen % ?
ex (t) = ]
2

Ahcra, supongamos que a,b € R y consideremos la variable aleatoria ¥ definida por la
forma lineal ¥ = aX ++ b, entonces la funcién caracterfstica de ¥ es
ey (t) = E (e“y)
- E (eit(ux-{-b))
eith (Bnitx)

eubﬁax (at);

a ]
T=(k

]

A

asi, tenemos el

Teorema 3.2.3 S5iY = aX +b, donde X es una variable aleatoria con funcidn caracteristica
wx ¥ a,beR, entonces, pars toda t € R, la funcidn caracteristica vy de Y es

oy (t) = e™py (at).
Ejemplo 3.2.10 Supongamos que X ~ Normal (u, ¢?), v definamos Z = X—;E enlonces

Fz(z) = PZ £4]
= P[X £z0+y

! zo+p ( )2
T—p
- =/ e""(‘T)dI

oo

t
1 £2
= E-/exp(—g) dt.
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por lo tanto, Z ~ Normal(0,1). En el ejemplo 3.2.6 se demostrd que

02 (8) = exp (—%) ,

entonces, por el teorema 3.2.3 con a = o, b = p, tenemos que X = ¢Z + p tiene funcidn
caracteristica

py (t) = ey (at)

_ %2
= el 2™

2t2
exp (ztu — T) .

Ast, le funczdn caracteristica de una variable aleatoria con distribucion Normal (i, 0?) es

o(t) = exp (it - lﬁ) .

2

Como una consecuencia del teorerna 2.6.1 tenemos el

Teorema 3.2.4 Sea X una variahle aleatoria con funcidn de distribucion Fx y supongamos
que g es una funcién Borel-medible. Enionces la funcidn caracterfstica @y de la variable
aleatorie Y = g(X) estd dada por
inid
oy ()= [ exp(itg (z) dFx (2).

—0C

Ejemplo 3.2.11 Sea X ~ Normal (0,1) y se Y la varigble aleatoria definida por la relacidn
Y = X2 Entonces la funcidn caractertstica de Y es

o0

ey (t) = jexp(itzz) dFx ()

-l

it z2
= \/2_.. fexp (tt:r: - ?) dz
iy

- \/12_1r ]oexp (-; 2it)) dz

(1 2it)~#
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Definicién 3.2.2 Sea ¢ una funcidn definida sobre R que toma valores complejos. Se dice que
Y es positiva definida si para todo entero positivo N, y para eada eleccion de £y, ts, ..., tx € R
y de wy,wy,...,wy € C se satisface la condicidn

N N
S3 9t - w20

=1 k=1

Consideremos una funcién caracterfstica ¢ con funcién de distribucién F, es decir

o

olt) = / 4R (z).

—0

Si ty,tg, ..., tx son nimeros reales y wy,we, ..., wy SoN mimeros complejos, entonces

N N
S Sl ez =

=1 k=1

M=
M= 1M

il
-
x>
I
—

LW AF () w,T;

M= £~

g'=(ti -‘*)w,-ade (z)
2

(Z et ) (Z e_ixl*wk) 4F (x)

—~—g gu..__‘g

i=1 k=

u:t
E 4 w,

=1

3

(z) > 0.

I
\.._\8

8

As{, queda demostrado el

Teorema 3.2.5 Si ¢ es funcidn caracteristica, entonces ¢ es definida posiliva.

3.3 Funcién Caracteristica y Momentos

La funcién caracteristica se usa frecuentemente en el calculo de los momentos de 1a distribu-
cién.
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Teorema 3.3.1 Sea X una variable aleatoria con funcidn caracteristice wy. Si E{(|X|") <
o0, entonces @y licne derivades continuas hasta de ordenn y

o (0) = #E (x*)

para k = 1,2, vy ML

Demostraciéon. Sea Fy la funcién de distribucién de X, entonces

_ < . thr __
Wx(t"'h})l ‘Px(t)=-/euze h 1de(I)

Mediante el desarrollo en series de Taylor sc puede demostrar que je** - 1| < [hz|, entonces

‘Px(t‘*'h)_‘#’x(t)\s /!Jilde(I)'(OO;

h
asf, por el teorema 2.5.10,

d - T il
Egax(t)=zja:e‘de(w),

-

Por 1o tanto,

a0
a‘ﬁ’x (t)L:O =if (X) 1

el resto se sigue por induccidén. |

Ejemplo 3.3.1 En &l ejemplo 3.2.7 s¢ demostrd que si X ~ Exponencial () su funcidn
caracteristica es

)
Es bien sabido que para X ~ Ezponencial (8), E (|X|*) < oo, ademas
‘ 16 “ 28
t) = —, £) = ———
ex (1) 67 vx (t) T
entonces por el teorema 3.3.1 tenemos que
1 2
== E{X* ==,
E(X)=3 E(X)=5
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Corolario 3.3.2 Sea X una variable aleatoria tal que E (| X|") < 3¢. Sipy denota la funcidn
caracteristica de X, entonces

—1-!-2(,0(") +o(t"}, t— 0.

Demostracién. El desarrollo de ¢y (t) en series de Maclaurin en una vecindad de t = 0 est4

dado por
=1+ th(k) R, (t)
donde
Ralt)= 5 [68 (00 -0 )], 0<o<L
Es claro que

TN
1Re @) < B [ el e - 1] e 0)

Entonces por el tecrema de convergencia dominada se sigue que

R.{t)=o(t"), t—0.

Teorema 3.3.3 Si p¢™ (0) eziste y es finita, entonces E (X*) < o0 para k < 2n.

Demostracién. Observamos que

(2) < —th:z: n

% |—}:£%f( ) P
oy 7 senzh £
] ()

de donde, usando el Lema de Fatou (teorema 2.3.2),

=]

|<,og?") (0)| > / T™dFy (z) .

—O0

El resultado se sigue de la desigualdad de Lyapunov. [ ]
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3.4 Teoremas Importantes

3.4.1 Teorema de Inversién

Teorema 3.4.1 Supongamos que X es una variable aleatoria con funcidn de distribucidén Fy
y caracleristica . Entonces, para a < b,

c

1 gTite _ g-ith P{X =a}+P{X =b}
lim — _— t)dt =
Jim o = py (t) Pla< X <b}+ - > .
Demostracién. Sea ¢ > 0 y definamos
1 < e—n’.a. —ith
I = —
=5 [ e
entonces
1 e—lta e—ttb ax
e = o [ B a
1 p —ita —ith =
= = /e - ( [ ¢**dF, (I)\ dt
Fart) J (13 kJ
—c [= ]
Como
euata e—iib eit: ~ e—lln e—ilb
it B it
b
= —ltzdz
b
< I _“I|dI
= b-a
¥

ff (b—a)dFx {z}dt < 2¢{b—a) < 00
-G — OO
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podemos intercambiar el orden de integracién para cbtener

L= T
1 eit(:—a) _ eit(z—b)
= — —————dtdF )
p j f it x (z)

o0 —¢

c
1 eit(:—n) _ eir.(x—b)
Jo(z) = g/—g—dt,

-

Hagamos

entonces, como
e = cost +isent,
se tiene
J.(z) = L‘/’cos(t(z—a))-—cos(t(m—b))dt_'_L'/c'sen(t(:c—a)) —sen (t(z — b))
2w it 27 t

-

dt.

(3.2)
Pero la funcién coseno es una funcién par, por lo tanto, el primer sumando de (3.2) se anula
y tenemos que

3

1 [sen(t(z - a)) —sen(t(z—b)

J,: (:E) = 2—11' L dt
—c
c(z—a) c(x—b)
- _}_ / sentdt_ 1 f sentdt
27 t
—~c(z-a) —c{:::-»b)

Se puede demostrar que

a(k,s) /sent

es uniformemente continua en k y 3, y que cuando k —» —c0 y s - 00

gk, s)—

Entonces, cuando ¢ — oo,

0 z<adz>b
z=adéx="5
a<zr<h

Jo(z} —

— 3 [
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Ahora, por el teorema de convergencia dominada,

lim 7(c) = lim E[J. (X)]

B {im, 72 (]

E [1!3,” (X) + %I{n,a; (X )]

P{X=a}+P{X =0}
2
que es lo que se queria demostrar. [

= Pla<X <b}+

Corolario 3.4.2 En particular, si a,b son puntos de continuidad de Fy,

C—od AT
-

1 emite _ omilh
Fx (b) - Fx (a) = lim —/—'—it_tpx (I)dt.

Corolario 3.4.3 (Teorema de Inversién de Fourier) Sea py la funcidn caracteristica de
la variable aleatoria X. §i ¢y es absolularnente integrable en R entonces X es absolutamente
continua. Ademds, le funcion de densidad fx de X estd dada por

[

1 .
o fx () = 7 / e, (t)dt, rz€R
-0
Demostracién. Ver Laha y Rohatgi [1971] [ ]

Ejemplo 3.4.1 Coensideremos la funcidn caracteristica’ oy (t) = exp (- |t|). Claramente ¢

es absolutamente integrable, entonces, por el corolaric 8.4.3, X es absolulamente confinua y
su funcidn de densidad estd dada por

e ety

fx(z) =

] b2
¥| -~ I=||'-‘
8\‘-.8

Il
l\Dlh_‘
by
e —
\8 Q;__‘__\B

0
e—t—itxdt_i_/el—itzdt
-

e—t (eit:r +c—it:) dt,

'En el ejemplo 3.5.1, p. 84, se dan argumentos de porque cs funcién caracteristica.



3.4 Teoremas Importantes 73

pero
e + e = costx + isentz + costzr —isentz
= 2costz,
entonces
1 oo
fx{z) = —/e" cos trdt.
T
)

Ahora, por el teorema de integracidn por partes con u = costr ydv =e~"

oc
1 _t oo T —t
fx(z) = ;[—e costz]t=0-—;/e sen tzdl
0

[= =]
/ et sen txdt,
b

integrando por partes una vez mds, ahore con u = sentz ydv = e~

-
318

1

x
1 -1 oo z? —
—+ [—e™sentz|;” — — [ e™'costzdt
m - i

0

Ix ()

~ - 2fx(a).

]

Despejando enconlramos que

1
fx(ﬂ=m

Ejemplo 3.4.2 Consideremos la funcidn caracter{stica

1)y sifi<t
e(t) = { 0 en otro caso.

claramente ¢ () es absolutamente integrable, se sigue del teorema 3.4.7 que ¢ (t) es la funcidn
caracterfstica de una variable aleatoria wbsolutemente continua, digamos X. Encontremos o

funcion de densidad de X
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1

— ! —uz _
- wae (1= J¢) dt

-1

1
1
= - /(l—t)cost,xdt
s
Lo

1
1l |senz

= - — | tcostxdt
T

x
L 0

integrando por partes con w =1t ydv = costr se tene que

1
! sentr
NELY
_ T
=0 J

senT tsen iz

fx(z) =

I

,
sen t
fnzdt
T
L0

!
A -

— x| =
8
w»

Por lo tanto,

A

En el ejemplo 3.5.2, se demostrard que la condicién de integrabilidad absoluta es sufi-

ciente pero no necesaria para que una funcién caracteristica tenga asociada una distribucién
absolutamente continua.

3.4.2 Teorema de Unicidad

El teorema de unicidad es uno de los resultados més importantes para funciones caracteristicas.
Aunque aquf veremos el teorema de unicidad como un corolario del teorema de inversién cabe
senalar que este puede ser probado sin hacer referencia al teorema de inversién (ver por ejemplo
Shiryayev {1984, p. 280], Tucker {1967, p. 51)).
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Teorema 3.4.4 (Teorema de Unicidad) Existe unae correspondencic uno a uno enire ¢l
conjunto de funciones de distribucidn y el conjunic de sus funciones caracteristicas.

Demostracién. Sea Fx la funcidn de distribucién de X y Fy la funcién de distribucién de
Y.

Supongamos que Fx = Fy, entonces, de (3.1), se sigue que < (t) = &y {t}.

Por otro lado, para todo b punto de continuidad de Fy v Fy-. el teorema de inversion
implica que
o
] ) 1 e-ita _ e—:!b
Fx ()= lim lim — | ——————_, (O d!
a——co0 c—o0 27 tt :
—C

y
] ) 1 -twta _ e—!tb
Fr ()= Jim lim oo [ S (0 at
de donde si suponemos que @y (t) = - (¢) para toda ¢ € R. entonces £y (b) = Fy- (b). ]

Como una aplicacién del teorema de unicidad tenemos ¢l siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4.3 Supongumos que X es una variable aleatoria con distribucidn siméfrica. en-
tonces, si Fx es la funcién de distribucidn asoctiada a X.

Fx(@)=1-Fy{-1).

No es diffcil ver que esto ocurre si y sdlo si ~X y X tienen la musma distribucidn, entonces.
por el teorema 3.4.4, vx () = v _x (t), pero, por el teorema 3.2.7.

w_x{t) =wx (=)= pyx (1)

de donde py (t) es real.
51t ahorae suponemos que X y Y son variables aleetorias fales que X = —Y y la funcin
ceracteristica de X es real tenemos que

wx () = py (—£)

pero como @y (t) es real debe ocurrir que ¢y (t) = 2_y (L) por lo tanto. por el teorema 3.4.4.
X tiene distribucion simétrica. A
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El ejemplo 3.4.3 demuestra que le funcion caracterfstica es real si, y sdlo i, la funcién de
distribucidn asociada es simétrica.

En teorfa de variable compleja se dermuestra que si dos funciones analiticas coinciden
sobre algin intervalo, entonces coinciden en todos lados; por ello parece natural hacer la
siguiente pregunta: si ¢, y , son funciones caracteristicas tales que , (t) = @, (t) para todo
t € [~k k], con k > 0, jse sigue que ¢, ¥ i, coinciden en R? En 1937, Gnedenko, mediante
un contragjemplo? demostré que esto no es cierto. E! contraejemplo se pudo construir debido
a que no toda funcidén caracteristica es analitica.

Ejemplo 3.4.4 Consideremos las funciones camcterfsticas® o, y v, definidas como

1— |t s jef<4i
f) = . -
1 (t) { g s> g
’ el sild
-t si (| <1
2 (t) ‘{ 0 sile>1
claramente | y @, cotnciden en [—5, -2-] pere son distintas sobre R. A

E_;emplo 3.4.5 Conszderemos nuemmente la functdn camctcr[stzca

H<l

o Cadd

tl

(AT

aox{t')={ e
L

En el ejemplo 3.4.2 se demostrd que wy (t) es le funcidn caracterfstica asociada a la variable
aleatoria absolutarnente continua con densidad

l--cosz
Ixle) ==
Consideremos ahora la variable aleatoria discreta Y tal que
1 i 2
PlY=0l==, PY=(k=1)n]=—m—— "y k=142, .
¥ =0=3 Pl = E .

Entonces, para —1 < ¢t < 1, la funcidn caractertstica de ¥ es’

1 4 o= cos([2k — 1] =t}
st m 2 T T
2 you (2k-1)

wy (t) =

2El lector interesado puede encontrar el contracjemple en Gnedenko [1937] o en Stoyanov [1988, p. 59).
“En cl ejemple 3.5.2, p. 85, se dan argumentos de porque son funciones caracteristicas.
‘En Gradshteyn y Ryzhik [L965, p. 39, 1.444.6] aparece la formula

Too, olltoide — 2 (2 o). -n<zga
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2+ 55 (5 - )]
1

— |t

se puede ver que py (t) = py (t) sobre [~1,1], sin embargo vy () es la funcidn caracteristica
de una variable aleatoria absolutamente continua mientras que y, (t) es la funcidn caracteris-
tica asociade a una variable aleatoria discreta. A

3.4.3 Suma de Variables Aleatorias Independientes

Una de las ventajas del uso de funciones caracteristicas en probabilidad y estadistica es la
facilidad con la que se puede encontrar la distribucion de sumas de variables aleatorias inde-
pendientes.

Supongamos gue X, y X» son variables aleatorias independientes con funcion caracteristica

¥x, ¥ ©x, respectivamente. La funcién caracteristica de Sy 1= X| + X3 estd dada por
(pSz (f.) =F (eit(Xl-i-Xg)) =E (e{tX]el!XQ) .
ya que _
e = costX +isentX,
entonces
\032 (t) — E (eitxleith)

E{{costX; +isentX,) - (costX, + isentXNy)}
= E(costX;costXy) — E(sentX) sen i)

+iE (cost X sentXy) + 1E (sen X, costXy) .

s facil demostrar que la funcién coseno y la funcién seno son transformaciones Borel-moedibles.
Entonces se sigue del teorema 1.5.3 que

costXy LcostXy. sentX), LsentX,

sentX) .l costXy.  costX| L sentX,.
Ahora, por el teorema 2.4.1
ws, (1) = E(costX)) E(costXs) — E(sentX)) E (sentXs)
+ilf (cost X)) E (sentXs) +iE (sent X)) E {costX,)
= {E(costXy)+iE (sent X))} {E (costXy) -+ 1 E (sentXy))
E () B (") = oy, (D wy, (1)
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lo que demuestra el

Teorema 3.4.5 Sean X, y X, variables aleatorias independientes con funcidn caracteristica

Yx, ¥ @x, Tespectivamente. Entonces lo funcidn caracteristica de S; 1= X, + Xy estd dada
por

s, {t) = Yx, () W, (1)

El siguiente corolario extiende el teorera 3.4.5 al caso de n variables aleatorias. La de-
mostracién se sigue facilmente por induccidn.

Corolario 3.4.6 Sean X, ..., X,, variables aleatorins independientes con SJuncién caracterds-
tica wy,. ...,y respectivamente. Entonces

Sn =X1+Xg++xn

tiene funcion caracteristica

ws. (t) = Hcpxi (t).

Ejemplo 3.4.6 Supongamos que X, Xy, ..., X, son variabies aieatorias independientes con
distribucidn Geoméirica (p) , entonces la funcidn caracteristice comuin es

1-p
=
ox (1) 1 — pexp (it)

En este caso, segin el teorema 3.4.5, la funcidn caracteristica de S, '= X, + ...+ X, es

o5, (8) = [_1___;,_)]

1 — pexp (it

que es la funcidn caracteristica de la distribucion Binomial Negativa con pardmetro p. Asi.
por el teorema 3.4.4 se concluye que S, ~ BN (p). A

Ejemplo 3.4.7 Supongamos que X1, Xy, ..., X, son variables alcatorias independientes tales
que Xy ~ Poisson(A;), para k = 1,2....n, entonces la funcidén caracteristica de la varinble
aleatoria X, es

ex, (t) = exp (X (€% — 1)),

o I A
oo - SRR XY -
RISV ¥

R, t :
T Y e Ll
e [ Lo e
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de donde S, = X\ + ... + X, tiene funcidn caractertstica

EH

H exp (Ak (e“ - 1))

k=1

exp ((e"‘ - 1) i’\k)

k=1

i

¥s, (t)

]

que podemos reconocer como la funcion caractertstica de una distribucidn Poisson (5oho1 Al
Por lo tanto, por el teorema 3.4.4, S, ~ Poisson (3-r=iAc). En particular cuando A, = A
para toda k € {1,2,...,n} se tiene que S, ~ Poisson (nA). A

3.4.4 Teorema de Continuidad

Probablemente el mds importante de los resultados que hacen de la funcién caracteristica una
herramienta poderosa en las aplicactones es el teorema de continuidad de Lévy.

Definicién 3.4.1 Supongamos que X, tiene funcidn de distribucién F,. La sucesion de varia-
bles aleatorias {X,.},,, converge débilmente (o en distribucidn) a la varieble aleatoria

X, y escribimos X, L Xo E, LR X, 81 cuando n — oo
Fa(z) — F(z)
pare cade x punto de continuidad de F.

Teorema 3.4.7 Sea {X,},,, una sucesién de variables aleatorias con correspondientes fun-

ciones caractertsticas {¢,},, - Si X, <, X, entonces lim, (t) = @(t); donde ¢(t) es la
funcién caracteristica de X .

Demostracién. Supongamos que X, 4 X. Ya que costX y sentX son funciones continuas
y acotadas, entonces por el teorema de Helly {teorema A.4.1) tenemos que

lim E[costX,] = E[costX]

lim £ [sentX,] = E [sentX]

BT s m o
LT é-m%
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cntonces

lim @, (t} = lim E[c“x"]
n— o0 R0
= lim EfcostX, +isentX,]
oo
= lim E[costX,|+ i lim E[sentX,)]
n—opa n—00

= FEjcostX]+{E[sentX]
= B[] =)
Para 1a demostracién del tecrema de continuidad necesitamos demostrar el siguiente

Lema 3.4.8 Sea X una variable aleatoria en (Q, A, P), con funcidn caracleristica ¢ {£). En-
tonces, para todo ¢ > 0,

rlxz2b<! [a-vora

Demostracién. Sea ¢ > 0, entonces

% c{=1-—90(t)}dt = Ech[l—eitx'ldt

Ahora, st X #£0

< <
f[l—e*‘x]dt = f (1 —costX —isentX]dt

—c -

c
= 2/ [l — costX]dt
0

sencX
= 2¢c [1 - Tx ]
sencX
> — I
-~ 2c []. X ] A

donde A = {wEQ:|X(w)|> 3}.

- <
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Se puede demostrar que si | X| > 2, entonces 222X < 3¢ de donde

- c? cX

y por lo tanto,

%-/mc{lmcp(t)}dt > %E(CIA) = P(A).

A

Teorema 3.4.9 (Teorema de Continuidad de Lévy) i, (t) converge sobre |—00,00| a
una funcién g (t) continua en t = 0, entonces g es la funcion caracteristica de alguna variable
aleatoria X y X, L X

Demostracién, Sea £ > 0. Ya que
g(0) = lim ¢, {0) = 1
y g(t) es continua en ¢ = 0, existe un niimero ¢ > 0 tal que

1
I1—g(8)l <3¢
para todo t € [—¢,].

Como |, (t)] € 1, para todo t € R, podemos aplicar el teorema de convergencia acotada
y obtenemos

] et — [ g(yat (3.3)
ademds
1 f¢ 1 f©
[ n-soa < 2wl
cJ_. ¢ f g
1 /<1
E/;cﬁgdt
= €

entonces, por (3.3), para n suficientemente grande

2 [ - vl

< E.
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Asi, por el lema 3.4.3, si X, es la variable aleatoria asociada a ¢, (2)

P{[an > %} < ‘if_[l —pa (Bt

para n suficientemente grande, y también, para tal n,

(-5

< E

I
0
|
|
A
b
A
A
l—_l—l

> p [|xﬂ| < 3]
[

> 1 —-e.

Por el teorema A.4.2 existe una subsucesién Fy,,, I,, ... y una funcién de distribucién F
tal que F,, —<, F. Sea * la funcién caracteristica de F. Entonces, segin el teorcma 3.4.7
Pn, (t) — @7 (1)

cuando n — oo. Entonces, por hip6tesis,

' (t)=g(t)
y por lo tanto (£}, es la funcién caracterfstica de F.

d L

Falta demostrar gue F,, — F. Para ello supongamos que F. no converge en distribucion
a F, es decir gque existe al menos un b perteneciente al conjunto de puntos de continuidad de
F tal que

Fa(b) %5 F(b).

Ya que la sucesién { Fy (b)},el es acotada, contiene una subsucesion £, , fin,, ... que converge
a algin lfmite k # F (b). Entonces por el lema A.4.2 existe una subsucesion £, , Fm,, .. ¥
una funcion de distribucién G tal que

P, -G

cuando § — oo.

Asf, si 9 () es la funcion caracteristica de 5, el teorema 3.4.7 implica que, para todot € R

P(t) = lim o, (t)=g(),

n—oo

entonces, por ¢l teorema de unicidad de las funciones caracterfsticas,

G(z)=F(z), paratodozeR
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asf, si § — 00, Fipy | 2, F. Pero b € Cp, entonces
F(b) = lim ., (b) = lim B, (8) = k # F (b)
que es una contradiccién.
Por lo tanto,

F,— F

El siguiente ejemplo aparece en Stoyanov [1988, p.157] y sirve para demostrar que la
condicién de que g sea continua en cere no se puede eliminar.

Ejemplo 3.4.8 Consideremos la sucesion de funciones de distribucion {F, brwy donde

0 StT < —n
n+r

Fa(z)= o st —n<z<n
1 Siz>n

Es facil ver que las funciones caracteristices de la sucesion {F,}, .., estdén dadas por

sennt
1

o, (t) = o

de donde @, (t) converge a la funcion @ (t) definida como

~ 1 s5it=0
”“)‘{0 sit#A0.
Es claro que lo funcidn @ (t) es discontinue en el punto t = 0; por lo tanto, en este caso el

teorema de continuidad no puede ser aplicado. Ademds, para toda z € R.

lim F,{(z)= -l—

n—oc 2

Esto implica que {Fy.},,5, converge a la funcidn constante , la cual no es funcidn de distribu-
cton. A

El siguiente corolario proporciona una caracterizacién de la convergencia débil.

Corolario 3.4.10 Sea {X.},., una sucesién de variables aleatorias con correspondientes
funciones caractertsticas {9, },, ¥ X una veriable aleatoria con funcidn caracteristica (.

Entonces X, 4 X si, y solo silimp, = .
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3.5 Condiciones Necesarias y Suficientes

Los teoremas 3.2.1 y 3.2.2 establecen condiciones necesarias para que una funcién sea funcidn
caracteristica; entonces si una funcién no cumple alguna de las propiedades que aparecen en
estos teoremas entonces no puede ser funcidn caracteristica. El reciproco no es cierto, os decir,
podemos encontrar funciones que no son funciones caracteristicas y, sin embargo, cumplan las
propiedades de los teoremas 3.2.1 y 3.2.2. Por ello es deseable contar con condiciones suficientos
para que una funcién sea funcién caracteristica.

En esta seccidn presentamos algunas condiciones necesarias y suficientes para poder de-
terminar si ima funcidn es carasteristica. o no. Las pruebas dependen de resultados auxiliares

(que no enunciamos) y por lo tanto no se incluyen. Sin embargo se indica donde pueden
encontrarse.

3.5.1 Condiciones Suficientes

Uno de los resultados mas conocidos sobre condiciones suficientes es el teorema de Polya.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Polya) Sea ¢ (t) una funcidn continua en R. Para que o (t)
sea la funcidn caracteristica, de una veriable aleatoria absolutamente continua, es suficiente
que cumpla las sigutentes condictones:

[

0) =

@
2 () es par.

3 p(t) = 0sit— oo
4w (t)

t) es conveza en |0, 00][.

Demostracién. Ver Laha y Rohatgi [1971, pp. 168-171]. ]

El teorema de Polya es muy usual en la construccion de funciones caracteristicas para
distribuciones simétricas.

Ejemplo 3.5.1 Consideremos las funciones

@, (t) = exp (—%)
eo (£) = exp(—[t])

(1—[t]) s it <1
?2 (t) { 0 si ltl > 1
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Cada unu de ellas cumple las condiciones del teorema 5.5.1 por lo tante se sigue que son
funciones caracteristicas de distribuciones ebsolutamente confinuas. A

El corolario 3.4.3 establece que para que una funcién caracteristica  tenga asociada una
variable aleatoria absolutamente continua, es suficiente que o sea absolutamente integrable,
sin embargo, como demuestra el ejemplo 3.5.2 esta no es una condicidn necesaria. En-tal caso
el teorema 3.5.1 nos ofrece un criterio més efectivo.

Ejemplo 3.5.2 Consideremos la funciones
1

py(t) = Tltl
(1= 1) si [t <}
q (t) { & si ft) > 4.

Obsérvese que ningunae de g ¥ @, €s absolutamente integrable, atin asf, cada una de ellas es
le funcidn carecteristica de una variable aleatoria absolutamente continua pues cumplen las
condiciones del teorema 5.5.1. A

3.5.2 Condiciones Necesarias y Suficientes

Probablemente ¢l resultado més conocido, que establece condiciones necesarias y suficientes
para que una funcidn sea funcidn caracteristica, es el teorcma de Bochner-Khinchine . Bochner
y Khinchine encontraron este resultado al mismo tiempo, pero fue publicado primerc por
Bochner.

Teorema 3.5.2 (Bochner-Khinchine) Una condicidn necesaria y suficiente para que una
funcidn continua v, tal que ¢ (0) = 1, sea funcidn caractertstica es que sea positiva definidd®.

Demostracién. En la seccién 3.2 se probé la necesidad. La demostracién de la suficiencia
puede consultarse en Laha y Rohatgi {1971, pp. 161-165] o Lukacs {1970, pp. 71-73]. m

Otro resultado conocido que proporciona condiciones necesarias y suficientes para que una
funcién sca caracterfstica es el Criterio de Cramér. La prueba sc puede ver en Laha y Rohatgi
(1971, pp. 166-168}, Lukacs [1970, pp. 73-75|.

Teorema 3.5.3 (Criterio de Cramér) Una funcién @ (t) continua y acotade es funcidn
caracteristica si, y sdlo si,

5Ver definicion 3.2.2.
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Iop{0)=1

AA
2. La funcion i (x, A} := [ [ (t — u)expliz (t — u)] dtdu es real y no-negativa para toda
i)
zER ytoda A>0.

Teorema 3.5.4 (Marcienkiewicz) Si una funcion caracterfstica es de la forma exp [C ()],
donde ((t) es un polinomio, entonces (t) es, a lo més, de grado dos.

Demostracién. Laha y Rohatgi [1971, pp. 258-259], Lukacs [1970, p. 213] [ |

Ejemplo 3.5.3 Se sigue del teorema 3.5.4 que e* no puede ser funcién caracterfstica. &

3.6 Caso Multivariado

3.6.1 Definicién y Propiedades Basicas

Definicién 3.6.1 5i X = (Xy,..., Xn) es un vector aleatorio n-dimensional, entonces pare
todo vector t = (t;,...,t,) € R", la funcién caracteristica, wx (t) = ox (L1, .., ta}. del
vector aleatorio X se define como

ox (8) i= B (e490)
donde .
t,X) =3 tX.
=1

Si el vector aleatorio X = (Xy,...,X,) tiene funcién de distribucién Fx (zy,...,z,) =

Fx (x), entonces, para todo vector t = (¢1,...,t,) € R™, podemos escribir la funcién carac-
teristica de X como

oy (1) = f expli {t, x)] dFx (x)

R

Teorema 3.6.1 5% @y (-} es la funcidn caractertstica del vector aleatorio n-dimensional X,
enifonces

1wy (0} =1, donde 0=(0,...,0).
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2. |ox (t)i < 1, para todo t € R™.

3. wx () es uniformemente continua en R™.
Demostracion.

1. ¢y (0) =|an exp [¢ {0, x}] dFx (x) =ij: exp [0]dFx (x) = 1.

2. Sca t € R"entonces

n

lex (8)] = Lfexp [i (¢, x)] dFx (x)

< f|exp [i {t,x)}| dFx (x)

R~

= dex(x)=l.

Rn

3. Para cada t,h € R" observamos que

Jox (6+ ) = ox (1) L[ (expli (& + b, x)] = expli (¢, %)]) dFx (x)

n

IA

] lexp [i (h, x)] — 1| dFx (x).

Rn
Como, para todo x € R",
joxp [i (h, %)] — 1] < fexp i (b, )] -+ |~1] < 2

¢ independientemente de t
lexpli (b, x)] - 1] = 0

cuando h — 0, se sigue, del teorema de convergencia acotada, que

f|exp [t {h,x})] — 1| dFx (x) ~ 0
Rﬂ

si h — 0. Por lo tanto ¢y (-) es uniformemente continua en R™.
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Teorema 3.6.2 5i X es un vector aleatorio n-dimensional con funcidn ceracteristica vy ().
¥'Y es un vector aleatorio n-dimensional con n-ésima componente definida por la relacion

Y,‘:G.l‘Xi*{"bi, 1$ZST?
donde a;,b; € R, entonces le funcidn caracteristica de Y, estd dade por
oy (8) = expli (t,b)] ox (t)

donde R
t = (a,t,,...,ant,,) y b=(b1,...,bn).

Demostracién. Sea't = {aity, .. ants) y b =(b,...,b,), entonces

ey (t) = E(e4Y)
E (exp [iiti}’; )

E (exp [z' Zn: tia; X, +1 z": t.b.])
expli (t, b)]*E (e"(?-x)) )
exp i (b)) ox (?) :

It

fl

3.6.2 Funcidén Caracteristica y Momentos

Sea X =(X),...,Xn) un vector aleatorio n-dimensional y ¢y (t) su funcién caracterfstica.
Supongamos que E (|X.-|k) < ocparaalgini=1,2,..,ny k > 1. De las desigualdades de
Hélder y Lyapunov (teoremas 2.8.6 y 2.8.5) se sigue que los momentos £ (X" -+ X?*) existen

para todos los enteros no negativos tales que > ;1 < k. Como en el teorema 3.3.1, esto
implica la existencia y continuidad de las derivadas parciales

aul+uz+---+vn
_— t
FIRE T T )
para 3 o, ¥ < k. Ademds
Gurtvatotun

| gnTmree = jntwteten ooyt o yeey
ooy o < S

t=0
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Entonces el desarrollo en series de yy (t) es

Px (t) = Z

vtz tua Sk

jvitvattun

i=] ¥T°

1=1 1=}

donde [t] = [ty] + [ta| + - - - + |£a] .

3.6.3 Teorema de Inversién y Unicidad

Teorema 3.6.3 See X =(X,,...,X,) un vector aleatorio n-dimensional con funcidn de dis-
tribucidn Fx () v funcidn caracteristica oy (-). Sean a = (a,...,a,) ¥ b ={bh,....b.) dos
puntos en R tales que, para toda § € {1,2,...,n}, a; < b; y a;,b, son puntos de continuidad
de la funcidn de distribucidn marginal

i-1
rre——— )
Fx, (x;} = Fx | +00,..., 400, £, 400, ..., +o0 | , j=L1L2...n
Entonces
Tn T
1 hid efit,-a_, _ eﬁxtjbj
Fx (b) - Fx{a} = — lim - t) dt dty - - - dt,,.
X0 =Pt = o im [ [T e )
j=12,..n-Th - 1=1

Corolario 3.6.4 Si px (-) es absolutamente integrable en R". Entonces la correspondiente
funcidn de distribucion es absolutamente continua en R™. Ademds, la funcidn de densidad

anF

fx= dr,0zq--- 0z,

estd dada por
()= s [ exli (6] ()t

donde t = (ty,....,t,) ¥y x =(z1,-..,Z0) -

Corolario 3.6.5 La funcidn caracteristice determine de manera unice a la funcidn de dis-
tribucidn.
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3.6.4 Funcidén Caracteristica e Independencia

El siguiente teorema proporciona una definicidn alternativa de independencia de variables
aleatorias, la demostracién puede consultarse en Loéve [1960, p. 227].

Teorema 3.6.6 Sea X =(X),..., X,.} un vector aleatorio n-dimensional con funcion de dis-

tribucion Fx (-} y funcidn caracteristica vy (). Una condicidn necesaria y suficiente para que
X1,..., Xn seun variables aleatorias independientes es que, paru cualesquieru ty, ..., t, € R,

©x (tl'» sy tﬂ) = H ‘Px,- (tj') .
. =1

Ejemplo 3.6.1 Supongamos que X, y Xy son variebles aleatorias independientes cada una
de ellas con distribucidn Normal (0,1). Definamos

Xl =+ Xg Xl hd X2
Yi=———= 7= ——
vz o7 V2
Haciendo uso de los teoremnas 3.4.5 y 3.2.8, es fdcil ver que la funcidn caracteristica de Y es
by () =e7
y la funcidn caracteristica de Z es o
2
ez () =€,

A simple vista no ¢s claro st Y y Z son independientes. En este caso el teorema 3.6.6 puede
ser de utilidad. La funcidn caracteristica conjunta de Y y Z es

Pyz (t,ta) = E(exp ;z'tl (%}2—52) + ity (%)D
. 1+ 12 : 1~ b
= E(exp :X;( \J/:_Z )+1Xz( 72 )]2 t
- o{on o (532 oo ()

i+t t; — &
exp (1 2) (1 ’2)
4 4
[ t?‘*‘t%
= exp ~— 5

r t2 2
= exp —El] exp [—%]



3.6 Caso Multivariado 91

Por lo tanto. segun el teorema 3.6.6, lus variables aleatorios Y y Z son independientes. A

3.6.5 Otras Propiedades

Ocurre frecuentemente que, a partir de la distribucion conjunta e las n variables aleatorias
Xy, ...y X, se requiere conocer la distribucién de un subconjunto del conjunto formado por las
variables aleatorias X,..., X,. En la seccién 1.4 se mencioné un método para dar solucién a
este problema; sin embargo, este método puede presentar gran dificultad cuando la funcién
de distribucién conjunta se desconoce y es dificil de calcular. A continuacién presentaremos
algunos resultados que pueden usarse para determinar de una manera méas sencilla la distribu-
cién marginal parcial cuando se conoce la funcién caracteristica conjunta o es més facil de
calcular que la funcién de distribucién marginal parcial.

Sea pyx (t) = wx {t1, .., t,) la funcion caracterfstica del vector aleatorio X =(X|,..., X.,).

Entonces
E (exp [i Z thk} )
k=1

of )

oy (t');

Yx (tll Ty tn—h 0)

It

M

donde t' = (t;, ..., tn1) y X'=(X,,..., Xo1) . Es decir, si conocemos la funcién caracteris-
tica det vector X =(X,, ..., X,,) podemos conoccer la funcién caracterfstica {y por consiguiente
cualquier otra cosa) del subvector X'= (X, ..., X,_,) . Este resultado se generaliza cn el sigui-
ente teorema.

Teorema 3.6.7 Sca X =(X,,..., X5.) un vector aleatorio n-dimensional con funcién carac-
teristica wy. Para 0 < j) < j2 < ... < jx < n, la funcion carecteristica del veclor aleatorio
k-dimensional X =(X;,, ..., X;.}, & £ n, se puede calcular mediante la relacion

t,=0

Px (t_ﬂ :tjzl seny t’jn) = Px (tl:tZu "':tr:l) FEId2e g " (34)

En particular, por medio de 3.4 podemos determinar la funcién caracteristica de cada una
de las componentes del vector.
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Corolario 3.6.8 St py es la funcidn caracteristica del vector aleatorio X = (X1, X))

, en-
tonces la funcidn caracterfstica de X, 1 < m < n estd dada por

il

e —
X\ (t) =Yx 01-"|Ds t,O,...,O

La funcién caracterfstica conjunta de X = {X1,.., X) también puede ser utilizada para
encontrar la funcion caracterfstica de una combinacién lineal de las componentes del vector
X. Para ello empleamos el teorema 3.6.9 y el corolario 3.6.10.

Teorema 3.6.9 Si ¢y (t) = wx (t1, 12, ..., t,) s la funcidn caracteristica asociada ol vector
aleatorio n-dimensional X = (X, ..., X..), enlonces la funcién caractertstica de S,, = ;‘=1 X,
estd dada por

¥Ps, (t) = ¥x (tl,tg, e tﬂ)l;j=g para tOdaj = 1)2a vy Tl

Corolario 3.6.10 Sipyx (t) = @ {t),t2, .., ta) €5 la funcidn caracterdstica asociada al vector
aleatorio n-dimensional X = (X, ..., X,.), entonces la funcidn caracteristica de S, = ;‘_1 t; X,
estd dada por

@s, (t) = ox {ty, tho, .. th) .



Capitulo 4

Aplicaciones de la Funcién
Caracteristica

4.1 Imtroduccién

La funcién caracterfstica tiene diversas aplicaciones en la teorfa de la probabilidad y en sotu-
ciones a problemas, de naturaleza tedrica, en la estadistica matemdtica. En problemas de la
teorfa de la probabilidad el uso de funciones caracterfsticas simplifica notablemente la solucién
de problemas de convergencia, ademds, ¢l analisis de ciertas familias de distribuciones, como
son las distribuciones estables e infinitamente divisibles, se facilita al establecer sus propiedades
en términos de funciones caracterfsticas. En estadistica es una herramienta valiosa cuando
es necesario determinar la distribucién de una estadistica para la construccién de prucbas de
hipétesis o intervalos de confianza o determinar las propiedades de un estimador. Tarmnbién,
s¢ pueden proponer métodos de estimacién, ttiles cuando los métodos tradicionales fallan o
no se pueden aplicar. Ademds, se pueden establecer pruebas de bondad de ajuste basadas en
su andlogo empirico.

La aplicacién de la funcién caracteristica en problemas de distribucian, se ilustra en la
seccién 4.2, en la seccién 4.3 se muestra como se puede usar la funcidn caracteristica en
problemas de convergencia estocdstica. Las secciones 4.4 y 4.5 presentan las distribuciones
infinitamente divisibles y las distribuciones estables; en estas secciones se pueden encontrar
claros ejemplos de que muchas propiedades se pueden establecer y probar més sencillamente en
términos de funciones caracteristicas. £n la seccién 4.6 se introduce la funcién caracteristica
empirica y algunas de sus propiedades. Algunos de los métodos de estimacién y de bondad
de ajuste basados en la funcién caracterfstica empirica se describen cn la seccién 4.7 y 4.3
respectivamente.

93
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4.2 Distribucién de Estadisticas

En estadfstica uno de los problemas fundamentales es determinar la distribucién de ciertas
estadfsticas de prueba o estimadores. En esta seccién se mostrard como las funciones carac-
teristicas pueden ser de utilidad en la solucién de problemas de esta naturaleza.

4.2,1 Distribucién de la Media Muestral

Definicién 4.2.1 Se dice gque las variables aleaforias X, Xz, ..., X, formen una muestra
aleatoria de una poblacion con distribucidn F () si Xy, X3,..., X, son veriabies aledloriis
independientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribucion comain F ().

Frecuentemente ante problemas de tipo inferencial resulta necesario conocer la distribucion

de la media muestral
— 1 <&
Xyi=— X;.
n JZ:; !

Ya que X, es una suma de variables aleatorias independientes, se puede calcular la funcién
caracterfstica wx de X, de manera sencilla aplicando los resultados de la seccion 3.4.3.

Como X, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas
tenemos que, si px es la funcion caracteristica comiin a Xy, Xg, ..., Xn,, entonces S, 1= 3_7_, X;
tiene funcién caracterfstica

@, (t) =[x ()"
entonces por el teorema 3.2.3

ex. (t) = vs, (%) - [‘Px (ﬁ)] (4.1)

Ejemplo 4.2.1 Sea X, Xy, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién Normal {u, 0?) .
En el ejemplo 3.2.10 se demostrd que

2t2
px (t) =exp (iut - 52—) :

FPor lo tanto, aplicande la ecuacidn (4.1), tenemos que

2t2
wy, (t)=exp (i,ut - %;;)
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. B n . 2
que reconocemos como la funcidn caracterfstica de una variable aleatoria Normal (,u,%; .

Ast, por el teorema 3.4.4, concluimoes que X, ~ Normal (,u, %) A

Ejemplo 4.2.2 Consideremos chora el problema de encontrar la distribucidn de X, cal-
culada a partir de una muestro aleatoria de tamanio n de una poblacién con distribucidn

Cauchy (o, 8). En este caso la funcidn caracteristica comin de los elementos de la muestra
es

px (1) = exp (iat — Bt]),
entonces claramente la funcidn caracterfstica de X,, es
v, (t) =expliat — Ft)).
Por lo tanto. X, ~ Cauchy (e, ). A

4.2.2 Cantidades Pivotales

Uno de los métodos mds usados para la construccién de intervalos de confianza es el método
de la cantidad pivotal {ver Mood, et. al. [1974, cap. §]}.

Definicién 4.2.2 Sea Xy, X, ..., X, una muestra aleatorie de la distribucion F (-; 6). Supong-
ames que () es una funcidn de X1, X, ..., X, y de 8. Si la distribucién de Q no depende de
8, entonces se dice que (J es una cantidad pivotal.

En muchos casos, con ayuda del teorema 3.2.3, podemnos emplear funciones caracterfsticas
para determinar si alguna funcién es cantidad pivotal.

Ejemplo 4.2.3 Sea X\, X3, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacidn Normal (,3), en
este caso

3
)= it — —¢2
ex. (1) em(w o )

entonces, por el teorema 3.2.3, tenemos que la funcidn caracterfstica de Q = Xn — u es

It

3
vq (t} exp (—iut) exp (i,ut - ﬁgﬂ)

= exp (—%F) )

Por lo tanto Q ~ Normal (0, -;“';) Ast, hemos demostrado que la distribucion de Q no depende
de 1 y por lo tanto @ es una cantidad pivotal. A
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Ejemplo 4.2.4 Sea X|, X, ..., X5 una muestra aleatoria de una poblacisn Cauchy (0. ). En
este caso la funcidn caracteristica de X, es

wx, (t)=exp (-B¢]).

St definimos @) .= an entonces, por el teorema 3.2.3 tenemos que la funcién caracterfstica de

Q es
® = vx. (3)
‘PQ - lpfn g
= ol
y se sigue que @@ ~ Cauchy (0,1) y por lo tante () es una cantidad pivotal. A

4.2.3 Muestreo de la Distribucién Normal

En la inferencia estadfstica la distribucién Normal es de especial importancia, por ello a conti-
nuacién ilustraremos la aplicacién de la funcién caracterfstica en la solucién de problemas e
distribucidn de estadisticas cuando la muestra proviene de una distribucién Normal.

Teorema 4.2.1 Sea X, Xa, | X, unn muesira aleatoria de una digtribucidn Normal {0, 1.
La estadfstica
"
2. 2
X = Z X;
j=t

liene distribucion x?n).

Demostracién. Por el tecorema 1.5.3 tenemos que X7, X2 ... X2 son variables aleatorias
independientes. En el ejemplo 3.2.11 se demostrd que la funcidn caracteristica de cada X} es

_1
2‘

w{t) = (1 —2it)
Entonces, por el teorema 3.4.5, se tiene que
Py (t) = [ (t)]” = (1 - 2at)72:

esta es la funcién caracteristica asociada a la distribucién xfn . Por lo tanto, segin el teorema
de unicidad de 1as funcioncs caracteristicas x? ~ x'fn). ]
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Definicién 4.2.3 Sea Xy, Xa,..., X,, una muestra aleatoria. de tamarnio n, de una distribucion
F{). La estadistica

n

$'= ST (%) n>

=1
es llamada varianza muestral,

No es dificil demostrar que

l < —
32=EZX;‘-’—X2
=1

Teorema 4.2.2 Sea X, X2, ..., Xn una muestra aleatoria de una distribucién Normal (4. rr")?.
Entonces la media muestral, X, y la varianza muestral, 5%, son independientes. Ademds. -";%-
tiene distribucion x{,_,,.

Demostracién. La funcién caracterfstica conjunta de X y 5% es

o0 oo
-n = itg - - 2 1 . 2
w(tl,t2)=(2w02) 2/---]cxp It1X+?;(Xj-—X) —é;:;;(XJ‘—f.L) Li.'I.'l‘--d:I,',,

hagamos la transformacién!
Y= :},‘. Z:;=1 X

k=t
1 T .
= [Elx, (k 1)xk] sik>1
puede demostrarse {ver Harris {1966, pp. 184-185]) que esta es una transformacion ortogoual,

es decir,
n n
2 _ 2
Y Xi=3 v}
i=1 =1

Por lo tanto, el valor absoluto del Jacobiano de la transformacion es |J| = 1. Ademds, se tienc
que

1o -? _ 1 . : o2
;J;(xj—x) = nj;xj X

"Esta transformacion es conocida como la transformacién de Helmert.
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Apll(:a(:ione e la FUIICIOII T ristica
S d l Ca acte t

de donde

(P(tll t?)

=2

1 n
=DM
i=1

1 n
S VAR X

=1

1 n
S
j=2

It

X:—pu)? =
iTH = ZXQ_QI-’-ZX + np?

j=1
= 2 ~
Z YJ —2unX ++ np’
F=1
- Sty
AT+ 2unX + np?

j=2

= ; Yj? + (\/7_1?*}' \/1'_1,u)2

DoV +(Vi+ )

i=2

(2m0?) "% [
wol 2/ /I:e it:y1+it2 2 5
e . \/ﬁ n < Y;

Jj=2

ex —L - 2
e [ 207 (ny +(n+ ﬁ#)z)” dyy - dy

3=

{Jz_f [“‘f’ﬁ o g+ ﬁu)z] dyl}

X{Tf exp [yr - Lol g}
TT* J—o0 ny“%’ay:ldy}

n=1

2,2
exp |it _7h N
= (-2
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Entonces, por el teorema 3.6.7,

2n

2y =27t
9 (0,t2) = (1 - 2#2%)

2t2
0= - 2]

¥ se sigue que ,
- o
X ~N ! — R
orma (P’: Tl) Yy 8 X(n-l)
Finalmente observamos que
lp(tllt'l) = ‘P(tho) ' (P(O,tg),
entonces, segin el teorema 3.6.6, se concluye que Xy 5? son independientes. n
Teorema 4.2.3 Sean X,, X, variables aleatorias independientes, donde X; ~ Gamma (A;,6);
j=1,2. La densidad de W = %2 es

1

fw($)=m

gl (1 + I)-(Al+¢\2) I{D.oc) (I) ,

donde B (-,') denolu la funcidn Beta.

Demostracién. Sea Y] = In X, entonces, por el teorema 3.2.4, la funcién caracteristica de
Yl €es

oo
— ; Ay —ﬂz A +it—1
oy, () = fF(A)H z dz

I' (A +it)

- 9—1'!
INESY

De la misma forma para ¥; = In X5

o0
Py, (t) = f e 0*2 Tlrglatit=lgy

0
g-it (A2 it} r (a\g + It) .
[ (Ag)
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Entonces, por el teorema 3.4.5, tenemos que la funcién caracteristica de ¥ = In W ¢s

DA i) D (g i)
T T(MT (M)

ey (t)

Ahora, segin el teorema 3.4.3, la densidad de Y estd dada por

1 [+ =]
@) = 5= [ o wa
T
_ 1 / it D+ T (A —_it)dt'
27 C(A)T (M) ’
-0
tomando —s = As — if tenemos
Az-+ioo F(A A )1_( )
_ —x{s+Az) 1+ A2+ 8 —3 d
Iy {z) 2 TOOT ()
7 —100

entonces la densidad de W = eV es
Aztice - -
T (A + A+ s)[(—s)ds

pero, para Re{1 — ) < % < 0 y |argt| < =, se tiene que?

Az +ioo
tT (B + )" (—s)ds = 2mil (8) (L + )77 . (4.2)
Az—100
Por lo tanto,
_ T (A + Ag) Ao
fw(z) = mﬂi (1 + z) g0y (2)
1

-1 1 —(/\1+A2)[ .
Binay”  OFD 0 (7)

Del teorema 4.2.3 se desprenden los siguientes corolarios

?La integral 4.2 se encuentra en Gradshteyn and Ryzhik (1965, p. 657, 6.422.3)
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Corolario 4.2.4 Sean x? y x3 variables aleatorias independientes lales que
Xi ~ Ji — Cuadrada (ny)

para k = 1,2. Entonces la funcidn de densided de F = X% o

x3/nz2
_ 0 (T A
fF(I)—W(E) T2 l(l+In—2) I(ovm}(l‘)

Corolario 4.2.5 Sean X ~ Normal{0,1) y Y ~ x(gn) variebles aleatoTras independientes. La
variable aleatoria T = 7—"%{7 tiene funcidn de densidad

Como una aplicacién de los corolarios anteriores tenemos los siguientes teoremnas.

Teorema 4.2.6 Sea S? y SZ las varianzas muestrales de dos muestras independientes, de

tamerio ny y ny respectivamente, tomadas de poblaciones Normales con la misma varianza.

Entonces

o mSH (m = 1)
=
ny83/ (na — 1)

tiene dislribucidn F(n; —1,np — 1) .

Teorema 4.2.7 Sea Xy, Xy, ..., X, muestra aleatoria de una distribucidn Normal (i1, 0?) . En-
tonces

tiene distribucidn t — Student (n —1).

35e dice que una variable aleatoria Y con funcién de densidad dada por 4.2.4 tiene distribucidn F con n,
1y grados de libertad y se denota par Y ~ F (ng,ny).
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4.3 Convergencia Estocdstica

Muchos resultados importantes de la teoria de la probabilidad son formulados comno teoremas
limites. Los primeros teoremas limites en probabilidad fueron el teorema de De Moivre-Laplace
y ¢l teorema de Poisson bajo el esquema de Bernoulli. Estos teoremas se probaron mediante
un anglisis directo de las funciones limites, las cuales se pueden expresar de manera sencilla en
términos de probabilidades binomiales. Sin embargo, puede resultar dificil, o hasta imposible,
analizar sisternas de variables aleatorias mds complicadas mediante este procedimiento.

La primera idea para probar teoremas lfmites para sumas de variables aleatorias con dis-
tribucidn arbitraria fue dada por Chebyshev. La desigualdad que el descubrié y que en la
actualidad lleva su nombre, facilita la demostracién de algunos teoremas limite, como la ley

de los grandes mimeros de Bernoulli, y establece condiciones muy generales bajo las cuales se
cumplen.

Un tiempo después, Lyapunov propuso un método alternativo para probar el teorema del
limite central, basado en la funcién caracteristica. Desarrollos posteriores demostraron que
el método de las funciones caracterfsticas de Lyapunov es muy efectivo para probar diversos
teoremas limites.

Basdndose en la correspondencia uno a uno que existe entre las funciones caracteristicas y
las funciones de distribucion, el método de las funciones caracteristicas de Lyapunov, propoue
cstudiar las propiedades de la funcién de distribucién mediante su funcién caracteristica.

Es el teorema de continuidad de Tvy (teorsma 2.4.8), el gue hace posible of andlisis del

comportamiento lfmite de una funcién de distribucién mediante el andlisis de su funcién
caracterfstica.

4.3.1 Ley Débil de los Grandes Niumeros

Para nuestro estudio de las leyes de los grandes nimeros serd necesario introducir otro tipo
de convergencia, la convergencia en probabilidad.

Definicién 4.3.1 Decimos que la sucesion de variables aleatorias { X,},,,, converge en pro-
babilidad a la variable aleatoria X, y lo denotamnos como X, Lt X, st
lim P[|X,~X{>¢e]=0

para tode € > (.

. . P d .
Puede demostrarse (ver apéndice A) que si X, = X, entonces X,, - X. El reciproco no
. . . d . £

es cierto en general, sin embargo si X, — ¢, donde ¢ es una constante, es cicrto que X, — c.
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Para demostrar lo anterior supongamos que X, 2, ¢ donde ¢ es una constante. La funcion
de distribucién F de la variable aleatoria constante ¢ es

0 siz<c
F(C)={1 sizr>¢

claramente F' es continua en todos los puntos diferentes de ¢. Sea £ > 0 y F,, la funcién de
distribucién de X,, entonces

P|Xn—¢| 2 €] PXp—c2e]l+ P{Xp—c< —¢]

= PlXp2c+e]+ P[X,<c—¢

IA

P[Xn>c+%5] + P[X, <c—¢
= 1-—F,,(c+%e)+Fn(c—s)

entonces

lim P[{X,—c|>¢] < 1—F(c+%s) +F(c-e)=0.
R OO

Por lo tanto, segin la definicién 4.3.1, X, £e Asi, hemos demostrado el
Teorema 4.3.1 57 X, Z ¢ donde ¢ es una constante, entonces X, £

Definicién 4.3.2 Sea {X,},,, unae sucesién de variables aleatorias tales que E(X,) < oo
para todo entero positivo n. Decimos que {X.},,, obedece la ley débil de los grandes

ndmeros si
Sa o E(S,)

n n

donde S, =Y " X;.

i=1
Teorema 4.3.2 Supongamos que X, Xa, ... son observaciones independientes de la varigble

aleatoria X. §i £(X) = it < oo, entonces X, LN i Es decir, X, Xy, ... obedece la ley debil de
los grandes nimeros.

Demostracién. Sea p, la funcién caracterfstica de X, entonces, para t € R, la funcién

caracteristica de X, es
t n
ox, 0= [ex (3]
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pero seguin el corolario 3.3.2
ox(t) =1+t (E + o(l))

cntonces, para todo ¢ € R,
it "
wx (1) = [1+ ;(u+£n)] ;
donde e,, — 0 cuando n — oo, Por lo tanto, si n — oo

px, {t) = e*t

Ademds, por el ejemplo 3.2.1 sabemos que e*! es la funcién caraclerfstica de la variable
aleatoria constante g, entonces, por el corolario 3.4.10. X, = i cuando n — oo, Finalmente,
por el teorema 4.3.1, se tiene que

X. 5w

cuando n — o0,

4.3.2 Teorema del Limite Central

Existen diferentes versiones del teorema de Iimite central; la més sencilla de éstas versiones es el
teorema del limite central de Lévy que involucra sumas de variables aleatorias independicntes
e idénticamente distribuidas. A continuacién, se presenta y se demuestra, por ¢l método de
las funciones caracierisiicas, este caso particular. Versiones mads fuertes pucden encontrarse
en Serfling (1980, p. 28-35] o en Chung [1968, cap. 7). En Billingsley [1968, p. 42] y Feller
[1971, sec. 8.4] sc pueden encontrar demostraciones sin el uso de funciones caracterfsticas.

Teorema 4.3.3 (Teorema del Limite Central de Lévy) Sea {X, bnp1 una sucesion de
variables aleatorias mdependzentes e idénticamente distribuidas (no degencrudas) tales que

EX)=pyVar{X))=0% <o0o. Sea 5, := X, +Xo+---+ X., entonces, cuando n — o0,
Sn_ E(Sn) ib@(ﬂ:),
Var (5,)
donde .
¢ (z) = — 7
@=—=
Demostracién. Paran = 1,2, .., denotemos por ¢, la funcién caracteristica de

5, — E(5)
Var (S,)
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y por (t) la funcién caracterfstica de X, — i, entonces, ya que X, — u, Xo — Py oony X — g2 8001
variables alcatorias independientes, la funcién caracterfstica de S, — £ (S,) es [ (8)]" ¥ por

¢l teorema 3.2.3
(t) — t "
e, (8) = ip e .

(p(t):l—éaztg(l+o(l)); L— oc.

@, (t} = [1 - %lzna%z (l +o (%))]ﬂ —e”

Por lo tanto, seguin el teorema de continuidad ,

Pero, por el tecrema 3.3.2,

entonces,

W%

cuando n — oo.

Sl’l - E (Sn)

4, Normal (0,1}.
Var (8,)

4.3.3 Teorema de Poisson

Teorema 4.3.4 Pare cadan > 1 supongamos que X, 1, Xna,.... Non son variables aleatorias
independientes teles que

Poe St Xpp=1
Onk si Xn,l: =0
0 en olro casp

Yy 5. =3 5o, Xk i, cuando n — oo,

mMax pnp — 0 v ank — A

1<k<n
k=1

entonces, para cadam = 0,1, ...,

e—,\/\m

m!

P|S,=m] —
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Demostracién. Para 1 <k < n, la funcién caracteristica de X, , es

X (t) = pnkeit + Qnk,
entonces

n

s, (1) = H Pk + i}

H L+ p (e = 1)1,

P

k.

de donde, si n — oo, _
s, (t) = exp [)\ (e - 1)] .

Como exp [A(e® — 1)] es la funcién caracteristica de la distribucién Poisson (A), entonces,
por el teorema 3.4.9, tenemos que

S, 2 Poisson (A).

4.4 Distribuciones Infinitamente Divisibles

Definicién 4.4.1 Una funcidn de distribucion F se llama infinitamente divisible si existe
un espacio de probabilidad ((}, A, P) tal que para ceda eniere positivo n existen m variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, X, ., Xn2. ..., Xon, teles que 5,

S ohoy Xk tiene funcion de distribucion F.

Claramente podemos establecer una definicion alternativa en términos de funciones carac-
terfsticas como sigue.

Definicién 4.4.2 La funcion de distribucidn F es infinitamente divisible si para todo n
entero positive su funcidn caracieristica puede expresarse como la n-éstma potencia de alguna
otra funcion caracteristica. Si F es infinitamente divisible diremos que la correspondiente
funcion caracteristica es infinitamente divisible.

Ejemplo 4.4.1 Sea ¢ la funcidn caractertstica de una distribucidn de Poisson (A}, ¢s decir

() =cxp (A (" - 1)],
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entonces la disiribucion de Poisson es infinitamente divisible pues
A i
Pa(t)=exp |2 (e~ 1)
n
es la funcidn coractertstica de la distribucidn Poisson (2). A

Ejemplo 4.4.2 Para la distribucion Normal (u, 0?) la funcidn caracterfstica es

2t2
w(t) = exp [it,u - %—-] .

Como 242
L ot
©, () = exp [ltH -

es la funcidn caracteristica de la distribucion Normal (ﬁ, ﬁ), entonices la distribucidn Normal

n

es infinitamente divisible. A

Ejemplo 4.4.3 La funcidn caracteristica de la distribucidn Cauchy (‘;}, 5) es

_ Lo
O
ya gque
[, ()] = exp [itar — B¢]]

es la funcidn caracterfstica de la distribucidon Cauchy (o, 8) se concluye que lo distribucidn
Cauchy (o, §) es infinitamente divisible. _ A

Ejemplo 4.4.4 Para le distribucion Gamma (o, 8) la funcién caracteristica estd dada por

o072

entonces, tomando

o= 23]

es claro que le distribucidn Gamma (a, 8) es infinitamente divisible. A

Teorema 4.4.1 57 F es infinitamente divisible también lo es G =1 - F.
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Demostracién. Sea ¢ la funcién caracterfstica de F y 1 la funcién caracteristica de .
entonces claramente ¢ y 1 se relacionan rnediante la relacién ¢ (t) = B{t) . Si w, (£) es una
funcién caracteristica tal que ¢ (~t) = [, ()", se tiene que ¥ (¢) = B, ()]" . Ya que B, es
una funcién caracteristica se sigue que G es infinitamente divisible. [ |

En términos de la definicion 4.4.2 el teorema 4.4.1 establece que si la funcidn caracteristica
¢ es infinitamente divisible entonces también lo es .

Teorema 4.4.2 §i X,, X3, ..., X, son variables eleatorias independientes con funcién de dis-
tribucidn infinitamente divisibles entonces también X, + Xy + - - - + X, ticne Sfuncidn de dis-
tribucidn infinitamente divisible. En otras palabros, el producto de funciones coractericticas
infinifamente divisibles es infinitamente divisible.

Demostracién. Basta probar el resultado para n = 2, el caso general ¢s inmediato por
inducci6n. Sea ¢ y ¥ la funcién caracterfstica de X, y X, respectivamente. Ya que ¥ ¥ son
infinitamente divisibles, para cada entero positivo n, existen v, v, tales que

e@) =le. (0" v Pt)=[ (),

entonces

eOFO) = lpa (0 [, @
= [en (v (A"

de donde, como ¢, (t) ¢, (t) es funcion caracteristica, v (¢) 1) {t) es infinitarente divisible. ®
Teorema 4.4.3 Una funcion caracterfstice infinitamente divisible no tiene ceros reales.

Demostracién. Sea  infinitamente divisible, entonces para tado entero positivo n existe i,
tal que

e (t) =lw. ()",
entonces .
le ()] = lea ()

Notese que, por el teorema 4.4.1'y 4.4.2, |, ()|° = ¢, (£)B,, (£) es una funcién caracteristica
infinitamente divisible. Ya que para cualquier funcién caracteristica v se tiene que |y (¢)| < 1.
entonces

2 ) 0
Jim o ()] ="1Miggolspn(t)l2 ={ é :: ﬁ : YE:% i 0{



4.4 Distribuciones Infinitamente Divisibles 109

pero, por los teoremas 3.2.1 y 3.2.2, ¢ (t) es continua y ¢ {0) = 1 entonces w{t) # 0 en alguna
2
vecindad de 0. Entonces lim,_., |¢ (t)|~ es continua en alguna vecindad de 0. Asi, por el

teorema de continuidad (teorema 3.4.9), lim, ., | (t)]é cs una funcién caracteristica y como,
por el teorema 3.2.2, toda funcién caracterfstica es continua se tiene que ¢ (£) # 0 para todo
teR. |

Ejemplo 4.4.5 Por el ejemplo 5.2.8 sabemos que la Juncidn careeterfstica de una variable
aleatoria con distribucién Uniforme (—1,1) es

sent
p(t) = — teR.
Yo que para algin valor de t, por ejemplo , w(t) = 0 se concluye que la distribucicn
Uniforme(—1,1) no es infinitamente divisible. A

Una de las propiedades que dan importancia a las distribuciones infinitamente divisibles
estd dada por el teorema 4.4.4. La demostracién puede encontrarse en Shiryayev [1984, pp.
335-338].

Teorema 4.4.4 Una variable aleatoria X puede ser limite de sumas S, = Z:=1 Xnk Si, ¥
sdlo st, X es infinitamente divisible.

En 1932, Kolmogorov encontré una representacion que describe la funcién caracteristica
de cualquier variable aleatoria infinitamente divisible con varianza finita {ver Gnedenko [1973,
p. 270]), después, en 1934, Lévy encontré una representacién para la funcién de cualquier
funcidn caracteristica infinitamente divisible. F inalmente, en 1937, Khinchine encontré un
resultado ligeramente distinto al de Lévy; este resultado hoy en dia se conoce como el teorema
de representacién de Lévy-Khinchine. A continuacién se menciona este resultado, el lector
interesado en la demostracién puede encontrarla en Lukacs [1970. sec. 5.5], Laha y Rohatgi
(1971, pp. 239-244], Chow y Teicher [1988, p. 431].

Teorema 4.4.5 (Lévy-Khinchine) Una funcidn caracterfstica p es infinitamente divisible
si, y sélo si, admite la representacion

_ , ©f e . itz Y 1+2P
w(t) = exp {zto:-!-/_m (e 1 Toa2 +z2) — dG (:r)} (4.3)

donde @ € R y G es una funcidn acotada no decreciente tal que G (—o0) = 0. El integrando
se define por continuidad para £ = 0 como _T‘Q Ademds la representacion (4.3) es tnica.

El lector interesado puede encontrar un resumen de otras propicdades de las distribu-
ciones infinitamente divisibles en Bondesson {1995] y para aquel que desee profundizar més es
recomendable consultar Gnedenko y Kolmogorov [1954] y Lukacs {1970).
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4.5 Distribuciones Estables

Definicién 4.5.1 Se dice que la variable aleatoric X tiene una distribucién estable o bien
que la funcién de distribucién asociada a X es estable si, para cadan > 1 ezisten constantes

0n > 0, by y varicbles aleatorias independientes X\, Xa, ..., X,., con la misma distribucion que
X, tales que*

d
a, X +by =X+ + X,
Se puede dar una definicién en términos de funciones caracteristicas como sigue

Definicién 4.5.2 Una variable aleatoria X, su funcidn de distribucion F y su funcidn car-
acteristica son estables si

[0 ()] = @ (ant) ™ (4.4)
donde a., > 0 y b, son constantes reales.

De la expresion 4.4 tenemos que

w(t) = [tp (i) e'_bn]

de donde se sigue el
Teorema 4.5.1 Una funcidn caracteristica estable siempre es infinitamente divisible.

A continuacién damos sin prueba un teorema sobre la expresién general de una funcién
caracteristica estable. La demostracién puede encontrarse en Laha y Rohatgi {1971, pp. 332-
335).

Teorema 4.5.2 (Lévy-Khinchine) Una variable aleatoria X es estable si, y solo si, su
funcion caracteristica ¢ admite la representacion

¢
o) = exp {iat = 114" |1+ 7w ()]} (45)
donde 0 < <2,|8|<1,eeR,vy>0y

tanSt sia# 1
. — 2
“’(t’“)‘{ injt| sia=1.

2 indica igualdad en distribucién
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Definicién 4.5.3 En (4.5), a es conocido como el exponente caracteristico de la distribu-

cidgn estable, v es el pardmetro de escaln, o es llamado pardmetro de localizacion y 3
es el pardmetro de simetria.

Ejemplo 4.5.1 §i en (4.5), v = 0 la funcidn caracterfstice resultante corresponde a una
distribucién degenerado, por lo tanto la distribucidn degenerada es estable. A

Ejemplo 4.5.2 Paru el caso en que a = 2, (4.5) es la funcidn caracterfstica de una distribu-
cidn Normal, entonces la distribucidn Normal es estable. A

Ejemplo 4.5.3 Si tomamos § =0 y a =1 se sigue que la distribucion de Cauchy es estable.
A

Ejemplo 4.5.4 Cuando o = %, B=1a=0y~v =1 la funcidn caracterfstica resultante
pertenece a la densidad

(@) = ——adet 1, ().

Var

A

Ademss de las mencionadas en los ejemplos 4.5.1-4.5.4, no se conoce ninguna otra dis-
tribucién estable que tenga una expresién, en términos de funciones elementales, para su
densidad. En Lucaks [1970, pp. 141-142] aparece una representacién para las densidades de
distribuciones estables en términos de series convergentes.

Teorema 4.5.3 Tode distribucidn estable es ebsolutamente continua.

Demostracién. Del tecrema 4.5.2, tenemos que si o es una funcién caracterfstica estable
entonces

ke (8)] = exp {—7[2|"}.

Puede demostrarse que exp {—7[t|*} es integrable sobre (—o0, 00}, de donde, por et teorema
de inversién de Fourier, la distribucién asociada a ¢ es absolutamente continua. [ |

Teorema 4.5.4 Tode distribucidn estable es unimodal.

Demostracién. Ver Lukacs[1970, p. 153]. [

A continuacién enunciamos lo que podria considerarse la propiedad m4s importante de las
distribuciones estables. La demostracién puede encontrarse en Shiryayev [1984, p. 338).
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Teorema 4.5.5 Sean X, Xa,..., X, voeriables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuides y sea S, = X\ +--- + X,,. Una condicidn necesaria y suficiente pare que la variable
aleatoria X sea lfmite, en el sentido de convergencia débil, de las variables aleatorias ﬁfaL"ﬂ
an > 0, es que X sea estable. "

La importancia de las distribuciones estables no sélo se debe a que son las tnicas que
pueden ser limites para sumas de variables aleatorias independientes ni a sus propicdades
analiticas, sino porque tienen aplicaciones en diversas disciplinas como son fisica, economfa,
finanzas y ciencias sociales en general. Por ejemplo, Mandelbroot [1960] y Mandelbroot [1963]
sugiere a las distribuciones estables como posibles modelos para la distribucién del ingreso®
y precios especulativos; Press [1972a] desarroll analisis de portafolios suponiendo que la
distribucién de los precios de los activos en el portafolio obedecen una distribucin estable;
Holtsmark [1919], y Chandrasekhar [1943] dan aplicaciones en astronomia y fisica; aplicaciones
en procesos estocdsticos pueden encontrarse en Feller [1971, p. 178].

El uso de distribuciones estables en aplicaciones se puede justificar por distintas razones.
Antes, se crefa que muchos procesos tenfan un comportamiento aproximadamente Normal
porque las observaciones extremas eran tratadas como “outliers’. Después, al estudiar el
conjunto completo de observaciones, se encontré que muchos procesos tenian colas mas pesadas
que la distribucién Normal. Tal comportamiento de colas pesadas es tipico de distribuciones
estables no Normales. Aunque las distribuciones estables no son las unicas que tienen colas
pesadas, para algunos procesos, el andlisis del comportamiento de combinaciones lincales sc
simpiifica bajo el supuesto de una distribucién estable.

4.6 La Funcién Caracteristica Empfirica

Definicién 4.6.1 Sea X, X, ..., X,, una muestra aleatoria de tamario n de la funcidn de dis-
tribucidn F. Lo funcidén de distribucidn empirica I, se define como

~ 1 —
Fa(e) = > Ikl

k=1

Muchos procedimientos de inferencia estadfstica estdn basados en la funcidn de distribucién
empirica. Debido a que existe una correspondencia uno a uno entre las funciones caracteris-
ticas y las funciones de distribucidn, parece natural tratar de desarrollar procedimientos de
inferencia basados en el andlogo empirico de la funcién caracteristica.

5Por esta razon las distribuciones estables también son conocidas como distribuciones de Levy-Pareto.
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Definicién 4.6.2 Sez X, X3, ..., X,, una muestra aleatoria de tamario n de una poblacién con
funcidn caracteristica . Definimos lo funcidn caracteristica empftrica $, como

Fe — 1 5 itX
Pn (t) = ;1- ;8 o

La funcién caracterfstica empfrica fue introducida por Parzen [1962] y sus primeras aplica-
ciones en problemas de inferencia estadfstica fueron propuestas por Press [1972b], Heathcote
(1972], Press [1975], Heathcote [1977], Feigen y Heathcote [1976]. En la actualidad existen
bastantes propuestas de aplicacién. En Feuverger y McDunnough {1984] aparece una extensa
lista de referencias.

Aunque una funcién de distribucién posee diferentes caracterfsticas funcionales con las
que mantiene una relacién univoca, los procedimientos inferenciales basados en la funcién
caracteristica empirica son los que se proponen més frecuentemente. La preferencia por el uso
de la funcién caracterfstica empirica radica en el hecho de que existe una extensa teoria sobre
la funcién caracterfstica tedrica; ademds, propiedades como la independencia y la simetria, se
escriben y manejan més fécilmente en términos de funciones caracterfsticas.

Sea @, (t) la funcién caracterfstica empirica calculada con la muestra aleatoria X 1Xg, 0, Xn
de una poblacién con funcién caracterfstica ¢ (t) = C (t} +iS (t) . Como || < 1, entonces
@, (t)| < 1; esto implica que todos los momentos de @, (t), vista como variable aleatoria, son
finitos.

Sifijamos t, ,, (t) es un promedio muestral de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas por lo que, segun el teorema A.2.1, B, (t) obedece las leyes de los grandes
nimeros, y por lo tanto es un estimador consistente de  (t). También, es claro que P, (t) es
un estimador insesgado de i (t).

Denotemos por C () y S(t) la parte real y la parte compleja de ¢ (t) respectivamente y
definamos z, como el vector 2k-dimensional

zy = (cost) X, ..., €OS 85 X, 560 8, Xy, ..., s€n . X))

es claro que
E [z"] = (C (tl) H :C (tk) ' S (tl) Yoy 8 (tk))t = 5!
ademés, de las identidades trigonométricas elementales

cosAcos B = %{cos(A— B) +cos(A+ B)},

sen Asen B

%{coS(A_ B) —cos(A + B)},

senAcos B = %{sen(A—- B) +sen(4 + B)};
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se tiene que

cou {cost; X, costp X} = E[costh-costh.]—E[cost-X]E[costh]
= %E{cos((tj—tk)X)+cos {(t; + ) XN — C {3 C (1)
= [0~ ) +C 4+ 1)) - C (1) C )

cov{sent; X senty X} = Elsent;X  sent X|— Esent; X|E [sent; X|
= 5B [oos ({4 ~ ) X) = con {{t; + 1) X)] - S (1) S ()
= 2(C{ — ) - Clt+ ] ~ S () S ()

cov{cost; X,sent, X} = E(cost; X -sent,X|— Efcost; X] E [sentX]
= %E[S‘m((tk - 5} X) -+ sen ({5 + ) X)] - C (t;) S ()
= SIS+ ) - St - ) - O () S (1)

por lo que la matriz de covarianza ¥ : = {o;) para z, tiene como elemento jk-ésimo

O — )+ C(t; +t) —2C () C ()] si1<jk<m
Tjk 1= ?[C(ij-’—'tk)—C(tj+tk)—25(tj)3(tk)! Sim(j,k <2m
dondet; =t;_, param+1% 7 < 2m.

Denotemos por C, (t) la parte real de &, (t) y por S, (t) su parte imaginaria, es decir

1o 1
Cu(t) ==~ . P N
{t) = Zcos tX; v Sa(t) - Zsen tX;
j=1 i=1
Sean iy, ..., 2 nimeros reales y definamos §, = £, (t1, ..., &) como el vector

6:-; = (Cn (tl) yoer Cn (tk) ' Sn (tl) yoees SOn (tk)) )

entonces por el teorema del lfmite central multivariado {ver Rao {1973, p. 128]) se obtiene que
VA (€, = §) = Nu (0,).

Investigaciones sobre el comportamiento mite de la funcidn caracteristica empirica se
pueden hallar en Kent [1975], Csorgo [1951], Marcus (1981]. Feuverger y Mureika [1977]
realizaron estudios sobre las propiedades de la funcién caracterfstica empirica orientados hacia
sus aplicaciones en estadistica. Para obtener una idea mds intuitiva de la funcién caracteristica
empfrica, incluyendo su interpretacion geométrica, se puede consuttar Epps [1993].
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4.7 Estimacion de Parametros

Existen situaciones en las que los métodos de estimacién tradicionales no pueden aplicarse.
Un gjemplo de ello son las distribuciones estables que, como ya se menciond, la mayorfa de
las veces carecen de una expresién en forma cerrada para su densidad, lo que ocasiona que
el método de mdxima verosimilitud no pueden ser aplicado. Por ello surge la necesidad de
elaborar métodos de inferencia alternativos. Entre estos métodos alternativos se encuentran
algunos basados en la funcion caracterfstica empirica.

Aunque en la literatura existen diferentes propuestas sobre la forma de utilizar la funcién
caracter(stica empfrica en problemas de estimacién, no existe un consenso sobre cual es el
mejor método. Aquf presentamos los métodos mds conocidos.

4.7.1 Método de la Minima Distancia

Supongamos que ¢ (t} es la funcién caracterfstica de una distribucién estable con pardmetros
6,7, y @ como en la definiciéon 4.5.3. El método de la minima distancia propone como
estimador de a,y,a y 8 aquellos valores de estos pardmetros que minimicen la funcién

g (a!7a o, !6) = Sl:pllp (t) - an (t)l

donde @, (¢) denota la funcidn caracterfstica empirica calculada con una muestra aleatoria de
tamafio n proveniente de una poblacién con funcidn caracterfstica i {t) .

El método de la minima distancia fue propuesto por Press [1972bi y es cl més sencillo de
los métodos de estimacién basados en la funcién caracterfstica empirica.

4.7.2 Método de los Momentos

Este método fue propuesto por Press [1972b] como una alternativa para cstimar los pardmetros
de una distribucién estable. A continuacion se describe el método para el caso univariado: Ia
generalizacién para distribuciones estables multivariadas puede encontrarse en Press[1972a, p.
364] o en Press[1972b]. Supongamos que deseamos estimar los pardmetros de una distribucién
estable con funcién caracteristica ¢ {¢) y que para ello contamos con una muestra aleatoria
X1,..., Xy a partir dela cual caleulamos la funcién caracteristica empirica @, () que sirve como
estimador de ¢ (t) . Para obtener estimadores & y %, del indice caracteristico y el pardmetro
de escala respectivamente, observamos que

lio ()" = exp (=27]¢);
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o equivalentemente
—Infe ()] = [t (4.6)
Suponiendo que a % 1 y que ¢; y ¢, son dos valores distintos de ¢ talas que £t # 0 se tienen
las ecuaciones
—Inje ()l =l —lnle(t) = vt

que al resolverse simultdneamente para o y « y sustituyendo w{t) por su estimador (¢
resulta
lIl In a!h!

Inl{ta)l

In |4]
=1z - -

O =

5= Iltln [~ 102 ()] — Injta|In [~ In [ (2,)]]

1
In &

Para estimar a y 3, consideramos dos casos, cuando o # 1 y cuando o = 1.
Bajo el supuesto de que o # 1, definimos S () := Im[Iny (t)], es decir

S(t) = at — y|t|* " tfw (t; @)

v eleglmos dos valores distintos t3 y t4 pa.ra t taie-; que tatq # 0. Entonces

a—1 T _ ) (tS)
a- [l tan 5] 8= 2 (47)
’ S(t)
' a—1 E _ 4
a [7 ftdl 5 ]ﬁ == (4.8)
Tomando L . . ,
Pty = (— Zcos th) + (— ZsentX,») -
n i n
y L
3 sentX;
tand (t) = | -
3 costX;
j=1

expresamos & (t) en coordenadas polares como

B(t) = p (D) expli0 (1)
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y obtenemos la expresion
Ing{t) = lnp(t)+if(¢),

de donde se sigue que un estimador para S (£} es

i: SelltXJ'
5(t) = 0(t) = arctan | =

3 costX;

j=t

Finalmente, si en las ecuaciones (4.7) y (4.8) reemplazamos S (), a y v por su valor estimado

y resolvemos estas ecuaciones simultdneamente para ¢ y 3 tenemos que

S(ta) _ S
ta tq

1

a—1 ‘._1' - -
[ta]®™ — [¢3]°7 | Ftan 2

&-135 a-15
[ e 2

Itdla_l _ |t3|6—l

a=

Para el caso en que & = 1, de la ecuacién (4.6) tenemos que

5= _Ind(t)
|1
y S (t) se reduce a
270t
St t— —1Inlt
0 Zinje,
entonces para dos valores distintos ¢3 y t4 de ¢ no nulos
2 t
o [—zlnlt3|]ﬂ= S (ta)
kil tg

a— [—2—1 ln|t4|] B = M.
Kig t4

(1.9)

(4.10)

Resolviendo (4.9} y (4.10) simultdneamente para a y 8 y sustituycndo los estimadores de

w(ti}, S(t) y v se tiene que

Sita)  S(t)
E= t3 ty
H g lta
L L3
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y
S 8
o Inltel 22~ njty oy
In|i

Ya se vio (sec. 4.6) que @, (t) es un estimador consistente de ¢ (), entonces, segin el
teorema A.1.5, los estimadores obtenidos por €l método de los momentos son consistentes,
pues se basan en 7, (¢). Ademsds, obtener estimadores por el método de los momentos presenta
la ventaja de que no se requieren procedimientos de cédlculo complicados. En Press {1972b|,
se construyen intervalos de conﬁa.nza, basados en la distribucién asintética de los estimadores
obtenidos por este metodo

La eleccién 6ptima de los puntos donde se debe evaluar ip,, (t) para calcular los estimadores
es un problema abierto.

4.7.3 Estimadores de Error Cuadrético Integrado

En Press [1972b], aparece el método de la mfnima distancia en r-media, como una alter-
nativa para estimar pardmetros de distribuciones estables. Este método sugiere usar como
estimadores de a, v, y 3 las estadfsticas.que minimizan la funcién

h (a7, B) = j lo () = 3o (O W (£) dt

donde @, (t) es la funcién caracteristica empfrica y W (¢} es un factor de convergencia ade-
cuado. Este método tiene la desventaja de requerir métodos nimericos complicados. Paulson,
Holcomb y Leitch [1975), desarrollaron un procedimiento de minimizacién numeérica para el

2
caso particularen quer =2y W (¢} = e~ y dieron una aplicacién en finanzas. Este método

fue generalizado por Heathcote [1977] quien estudio las propiedades de la estadfstica 8, que
minimiza la funcién

(==

- / 3., () — o (: 0)|2dG (8);

donde & es una funcién de ponderacién no decreciente y de variacién acotada. La estadfstica
0, es llamada estimador de error cuadridtico integrado. A continuacién presentamos
algunas de las propiedades de éstos estimadores.
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Sea Xy, ..., X, una muestra aleatoria de tamafio n de una variable aleatoria X con funcién
de distribucién F(z,8) y funcién caracteristica o (t;6) = C(t;8) + 1S (t;0). Sea ¢, (t) la
funcién caracteristica empirica calculada con X, ..., X,,. Consideremos la funcién

1 (8) = f 1B () - 0 (6:0)24G (2)
[=+]
= [ lGw=-cEor+ (5.0 - sEoy) o
—o0

donde C, (t) y Sn (t) denotan, respectivamente, la parte real y la parte compleja de 3, ().

Supongamos que se tiene el caso regular, esto es, I, (#) puede diferenciarse bajo el signo
de integracién. Si denotamos con una prima la derivada con respecto a # tenemos que

(g = —2/[{0 C{0)}C(£:0) + {Sa (t) — S(6:6)} S (t;0)1dG (1)
_ _zf Hi:%_c(t;a)}a(z;an{}ise"f"ﬂ—S(t;a)}s'(z;e)] 4G (1)
_ _%if[{cost)( C(6:0)} C' (46) + {sentX; — S{t;6)} §' (& 0)] dG (2)

Supongamos que 8 denota ¢l valor de 8 que minimiza {, (f) entonces debe ocurrir que
1:,(5) =0 ¢ 1::(5) > 0.

Definamos la variable aleatoria K (#) como

K(8) = f [{costX = C{£;0)} C' (6:0) + {sentX — S (£;0)} §' (t;8)] dC (t)

—{a

entonces, si f (z;80) denota la densidad de X,

oo 00

E{K{#)] = / ] [{coste — C(t; )} C' (£;0) + {sentz — S{t;60)} S’ (£, )] dC (t) f (z;0) dz

—0 —00
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oo 00

/ / [{costx — C(t;8)} C' (t,8) + {sentz — S (:6)} 5 (1, 6) f (; 8)] dzdG ()

—00 -3

l

[e.]

f HC(6:60) - C (L)) C (£:0) + {S(1;0) — S{t;0)) §' (¢;0)] 4G ()

= 0

[T B~ =

/ ] ] [({costz — C(£:8)} C'(t;0) + {sentz = S(t;8)} ' (t;0))
'x (_{CO; uz — C (4, 8)}C' (u;8)

+ {senuz — S {u;8)} § (u; )} dG (u) dG (1) f (z,6) dx
j][cov[costX,coqu]C’(t;G)C' (u; )

—+2—COV jcostX senuX]C' (t;0) 8 (w; 8)

+ cov isent X, senuX]S' (¢;0) §' (u;0)]dG (u) dG (t);

i

var [K (6))

Il

donde®

cov {costX,cosuX}

I

%[C(t—u;0)+C‘(t+u;9)] —CL0)C (1,0),

I

cov {sent X senuX } %[C(t—u;ﬂ) - Cl{t+w8)]) - 5:0)8 (u; 8),

cov {costX,senuX} % [S(t+u;8) - S ~u;8)] - C(0)5 (1 8).

Denotemos por I (#) la informacién esperada de Fisher por unidad muestral, es decir

T(0):=E {(%mf(z;e)ﬂ .

Se puede demostrar que si T {#) es finita

var [K ()] < 2Z(9).

BVer p. 113
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Entonces {K; ()} ;21 © una sucesién de variables alcatorias independientes con la misni
distribucién que K {f) y varianza finita, por lo tanto, la sucesion { X, (9)};>1 obedece la lov

fuerte de los grandes niimeros 7 y el teorema del lfmite central. En particular, si g denota el
verdadero valor de & tenemos que

VAl (80) 5 N (0,4 var [K (0))).

cuando n — co.

Ahora, cbservamos que, para n suficientemente grande, /,, () tiene un valer minimo en §,

casi seguramente. Para ello supongamos que & es un nimero positivo arbitrario, y considere-
mos la diferencia

(@010 = [ [{C0lt)~Cluo£ 8 + {5, () - S (1.0

= {Ca (t) = C (:00)}* ~ {Sa (1) = 5 (t:60))*] dC (1)

= f [C2(t) = 2C, (t) C (t; 60 % 6) + C2 (t; 0, + 6)
_+33 (t) =25, (t) S (t; 00 £ 6) + 52 (t; 8 + 6)
—CZ{t) + 2C, (1) C (t;89) — C2 (t; )

—S2{t) + 25, (£} S (;86) — 52 (t;6,)] dG (£)

/ {C(t; 80 £8)— C{t;00)} {C(t;0p£8) +C (¢:60) — 2C, (t}}

+ {S(t:f £ 8) — S(t;00)} {S(t:80 £ 8) + S (t;60) + 25, (O} dG (1.

Ya que EfcostX)] <1 y E[sentX;] < 1, por la ley fuerte de los grandes nimeros (ver
apéndice A) se tiene que C, (t) == C(t;8) y Sa(t) < S(t:8y). Asi. por el teorema de
convergencia deminada de Lebesgue,

[o.°]

E(l. (00 £ 6) = I, (60)] = f HC (801 6) — C(1:80)}° + {S(t:6 % 6) — S(¢; 80}’ dC (1)

—00

de donde, nuevamente por la ley fuerte de los grandes nimeros, resulta que I, (0 £ &) > 1, (0,)
casi seguramente, y por lo tanto que 8, es un minimo para I, (#) con probabilidad uno. Asi.

hemos demostrado que existe un valor 5,, tal que [, (0,,) =0y 5" 22, Gy,

"Ver teorema A.2.1, p, 140
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Ahora supongamos que C (¢;8) y S(¢;0) son tales que C* (t;0) y S” (t;0) estan uniforme-
mente acotadas por funciones integrables respecto a &. Entonces

o3

2 [ [(cwoy +{swan - .0 - camyc o)

—d

+{5a (t) - S{t:0)} S" (t; 0)] dG (1)

I, (6)

y se sigue que
E {17 (60)] = 2X (80} ;

donde
oo

A(6) = f o (£:00)[2dC ().

-

Por lo tanto, I (8o} =% 2X (8) . Finalmente, si §,, es una rafz consistente para

r (’é’n) =T (8g) + (E,, - 90) I (90 te (5,, - eo)) :

donde |si < 1, se concluye que

N

”\,/5(5"_—9,_,\= VL (8o} | IL&_(O‘var[zK(%)]\
\ / 1;;(90+e(0n-90)) N\ ATty /

cuando n — oo. Asf, queda demostrado el
Teorema 4.7.1 (Heathcote (1977)) Bajo condiciones de regularided adecuadas

1. Eziste una raiz 6, de I (8) que es un estimador fuertemente consistente de §.

2. Ademds, siC" (t;8) y 5" (t; 8) estdn uniformemente acotadas por funciones G-integrables,

enlonces
) < o)

donde 8y es el verdadero valor de 6.

En Heathcote [1977] aparece la extension de los estimadores de error cuadritico integrado
al caso multivariado.
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4.7.4 Procedimiento k — L

El procedimiento k£ — L obtiene estimadores aplicando el método de maxima verosimilitud a
la distribucién asintética de k puntos de la funcién caracteristica empirica. El nimero & de
puntos y su localizacién son fijos y no dependen del tamafio de muestra n.

Este procedimiento fue propuesto por Feueverger y McDunnough [1981], quienes ademss
demostraron que los estimadores obtenidos por este procedimiento son consistentes, altamente
eficientes y tienen como distribucién asintética a la distribucién Normal.

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién caracteristica @ (t; 9)
donde # € © C RP. Denotemos por C (£:6) y S (t; 6) la parte real y cornpleja, respectivamente,
de ¢ (¢;6). Andlogamente, C, (t) y S, (t), representan la parte real y compleja de la funcién
caracterfstica empirica @, (¢).

Sean t,, ..., #; nuimeros reales y definamos a £ (§) como el vector 2k-dimensional
£(0) == (C(t1:0), ..., C (t:0), 5 (t1:8) , ..., S (4 ))
y a £, como el vector

& = (Ca(tr), ', Cats), Su(t1),.... S {t)) .

Es claro que cada una de las componentes de £, es un promedio de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con varianza finita y que F [£,] = £ {§) . Entonces.
por el teorema del limite central multivariado, {apéndice A, p. 143), se sigue que

VA€, — £(8) = Ny (0,n3)

donde X : = var (£,} .

Entonces la verosimilitud asintética es proporcional a

exp [~ (€.~ £(0) =7 (¢, — £(6))

de donde la log-verosimilitud es
n ! -
Esto sugiere como estimador de § a la estadistica 8, que minimiza la forma cuadratica
Lo (0) = (& - £(0)) 7 (&, - £ ().

Notese que L, (f) depende dinicamente de la funcién caracteristica y no de la funcién de
densidad.
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4.7.5 Aproximacién Mediante Polinomios de Chebyshev

Este método, propuesto por Madan y Senata [1987a], consiste en aproximar la funcién de
densidad de una transformacién de la variable aleatoria mediante polinomios de Chebyshev
y entonces aplicar el método de méxima verosimilitud a esta aproximacion para estimar ios
parametros de la distribucién de la variable aleatoria de interés.

Sea X una variable aleatoria con distribucién simétrica v funcion caracteristica Wy (L)
Definamos la variable aleatoria Y como Y = costX parat € B. Ya que e'¥ = costX +
(sentX tenemos que

S L. Y = _ L= =
2
de donde
1 H ¢ n
E[Yﬂ} — §;E {(e::x+e—1t)()]
_ 2% n (T?,)eujxe—it(n—j)x}
=0
1 — /n iH(2ien
= 52 (Bl
7=0
- ’ D 2 S
~ on ,j)‘avxuf-u )iy
jﬂf) N s

v por lo tanto, se sigue que todos los momentos de la variable aleatoria ¥ pueden ser expresados
en términos de la funcién caracterfstica de X.

Definamos

T (y)
gn (y) := et
donde T, es el n-ésimo polinomio de Chebyshev del primer tipo®. Entonces, por (B.3) del
apéndice B, es claro que

W =2 6@ =¥ G W) =W )~ ) w21

Si suponemos que Y tiene densidad g continua en [—1, 1] . entonces podemos expresar a g

<omo
gly) =y ¥ v

mard SVA B T

8El lector que no esté familiarizado con los polinomios de Chebyshev. puede encontrar las definiciones y
propiedades basicas en el apéndice B.
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por lo que la densidad de ¥ quedard determinada si encontramos los valores de las a,,.

Para determinar las a, primero observamos que, por la ortogonalidad de los polinomios de
Chebyshev,

Elgn (V)] = _aaw) 4,

\/_

entonces, por (8.2} del apéndice B, se sigue que

Elgo(Y)] = 4aq {4.11)
y, paran > 1,
Elg. (V)] = 2;"_3- (4.12)

El siguiente teorema serd de utilidad para determinar los valores de 1as a,, paran > 1.

Teorema 4.7.2 5i gy (1} es la funcidén caracterfstica de una variable aleatoria simétrica X
yY =costX, entonces, param >0 yn >0

m

B ()] = g 3 (7 ) ox (tn 4 = 23)0)

=0

Demostracién. Ver Madan y Senata [1987a) [ |

Haciendo m = 0 en el teorema 4.7.2, obtenemos

Bl (v) = 20

Blaa (V)] = gmox () n21,

de donde, por las ccuaciones (4.11} y (4.12), se sigue que

ag = an =2y, (nt), n>1l

1
2)

Por lo tanto, se concluye que podemos escribir la densidad de ¥ como

gly) = +Z2"('DX (n) 2 (y) (4.13)

e
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Entonces los pardmetros de la funcién caracterfstica pueden estimarse por el método de
mdxima verosimilitud. Para que el procedimiente sea numéricamente posible es necesario
truncar la serie (4.13). En Madan y Senata [1987a] aparecen resultades de un estudio de
simulacién y una aplicacién en finanzas de este método.

4.8 Pruebas de Bondad de Ajuste

Supongamos que X, X5, ..., X, €5 una muestra aleatoria de una variable aleatoria con funcién
de distribucién F y funci6n caracterfstica ¢ desconocidas. Supongamos que deseamos probar
la hip&tesis

Hy: Fx (z) = Fy(2) (4.14)

donde Fp(z) es alguna distribucién conocida particular con funcién caracterfstica ey (t) . El
problema de probar (4.14) es conocido como problema de bondad de ajuste y cualquier
prueba de (4.14) es llamada prueba de bondad de ajuste. Si el lector no esta familiarizado

con los métodos de bondad de ajuste puede consultar D'agostino y Stephens [1986] o Kendall
y Stuart [1987, ¢. 30].

Gran parte de la pruebas de bondad de ajuste comunes en literatura requieren evatuar
Fo (z) para-varios valores de z: Esta tarea se dificulta cuando Fy(z) carece de una expresién
cerrada y no se cuenta con tablas o algoritmos adacuados.

Debido a la correspondencia unfvoca existente entre una funcién de distribucién y su
funcién caracterfstica es razonable tratar de construir pruebas de bondad de ajuste basadas
en la funcién caracteristica. Las pruebas basadas en la funcién caracierfstica serdn utiles
cuando ¢, sea mds fdcil de evaluar que Fp.

En est4 seccién describimos dos pruebas de bondad de ajuste basadas en la funcién car-
acteristica empfrica. La primera fue propuesta por Koutrouvelis {1980a] y la segunda por
Koutrouvelis y Kellermeier [1981].

4.8.1 Prueba de Bondad de Ajuste Simple

Sea X1, Xs,...., X, es una muestra aleatoria de tamafio n de una variable aleatoria con fun-
cién de distribucién £ y funcién caracteristica v desconocidas. Supongamos que Fj es una
funcién de distribucién conocida con funcién caracterfstica s, Denotemos por ¢, la funcién
caracteristica empfrica calculada con la muestra.

Denotemes por C; la parte real y por & la parte compleja de ¢, para { = 0,n. Dados &
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nimeros reales £, ..., 4, definimos £ = & (¢, ..., {x) como el vector 2k—dimensional
& = (Ci(t1), ..., Ci(t), Si (t1), ..., S {tx))
ademds, para ! = 0, n, definimos £ = (wffm) como la matriz simétrica de 2k x 2k con elementos
Cilti—tm) +Ci{ti+ 1) =20, (4)Ci{tm) sil<jm<k

""j’k = C[ (tj - tm) - CI (tj + tm) - 281 (t;) S] (tm) sim < j,m < 2k
S;(t_,-+tm)—S;(tj—tm)-—2C¢(t,-)S;(tm) sil<ji<kyk < m < 2k.

Se sigue del teorema del limite central para el caso multivariade, (143), que
V2r(€, — &) = Nut (0, ).

Si ahora suponemos que iy, ..., ¢, han sido elegidos de tal manera que €25 es no singular,
entonces, por el teorema A.1.5, p.139,

21 (€, = £0) 51 (€ — €0} 2 X

Esto demuestra. el

Teorema 4.8.1 Sit, ..., t, son nimeros reales tales que {2y es no singular, entonces la forma
cuadrdtica

Q= 2n (6, — &) Q" (€. — &)
tiene, bajo Hy, como distribucidn asintdtice la distribucién Ji — Cuadrada (2m).

Basindose en este resultado Koutrouvelis [1980a] propuso, para n grande, probar la hipste-
sis
Ho:p(t) =gy (1), e CRF

con tamarfio aproximado de o tomando como regla de decisién
0 2
Rechazar Hy i §2] > X} om

donde xZ,.. cs el cuantil 1 — « de la distribucién Ji — Cuadrada (2m).

La desventaja de esta prucba es que depende fuertemente de la eleccidn del nimero m
de puntos asf como de su localizacidn, ya que, para valores grandes de m, el procedimiento
resulta computacionalmente intratable debido al ntimero de cédlculos necesarios para invertir
o, asf como problemas de precisién numeérica en el calculo de 05'; ademds, 2 converge
muy lentamente a xZ,, y entonces sélo que n sea muy grande la prueba sers til. También la
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matriz §1y es singular si £; = 0 para algin indice j, o si para al menos dos distintos valores
del indice, digamos j y k, se tiene que t; = |tif.

Comparada con la prueba de Kolmogorov-Smirnov esta prueba tiene la ventaja de ser
aplicable a distribuciones de tipo continuo y discreto, mientras que la prueba de Kolimogorov-
Smirnov en su forma original sélo es aplicable a distribuciones continuas. A comparacién de
la prueba Ji-cuadrada de Pearson, cuando la distribucién hipotética es continua, la prucba
presentada no pierde informacion al agrupar los datos en intervalos.

4.8.2 Prueba de Bondad de Ajuste Compuestas

En la seccién 4.8.1 se desarroll6 la prueba propuesta por Koutrouvelis [1980a] para probar la
hipétesis simple

Ho = p(t) = pq (t)
tomando como estadfstica de prueba la forma cuadratica

Qn=2n(8, — &) Q5" (€, — &)

donde £, es el vector 2m-dimensional

& = (Cil{tr) ) oes Ciltm) oSt {81) ooy St (Em)) -

paral =0,ny %Qn es la matriz de covarianza de £, hajo

Koutrouvelis y Kellermeier [1981] extendieron esta prueba para probar la hipétesis comn-
puesta
Hy:p(t) = (t;8), e CR?
donde ¢ (;8) es un miembro de una familia especffica de funciones caracterfsticas, pero el

parimetro § es desconocido y es necesario estimarlo. A continuacién damos una descripcion
de esta prueba.

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién caracteristica w(t) =
C{t} +1i5(t) y sea

n

Ba(t) = = > exp (itX,)

j=1
la funcién caracteristica empirica.

Sea  (t;0} una funcién caracteristica con parte real C (¢;6) v parte imaginaria 8 (t: ).
Definimos a £ (8) como €l vector 2m-dimensional

E{B) = (C(1;8),....C (tm:0), 5 (t1;8) , .., S{tn: 8))
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y ©{8) = w;x (#) como la matriz simétrica de dimensidn 2Zm x 2m cuyo jk-ésimo elemento
estda definido por
C(tj '§'tk;9) + C(tj - fk;G) - 2C(tj;3)C(tk;9) sil S j,k S m
Wik (9) = C(tj —tk;e)—C(tj+tk;9)—2S (tj;G)S(tk;B) sim <j,k < 2m
S(ti+t;0) —S(t; —t:0) —2C (£;:0) S (t:8) sil<j<mym<k<2m

donde t; = t;., param+ 1 < j < 2m.

Deseamos probar la hipétesis compuesta
Ho:p(t) = p(t;9), e CR

Debido a que el pardmetro § es desconocido, resulta necesario estimarlo. Ya que bajo Hy,
1(¢) = 2nvar(£,), Koutrouvelis y Kellermeier {1981] proponen estimar & mediante el pro-
cedimiento £ — L, que se describi6 en la seccién 4.7.4, es decir proponen usar como estimador
de @ la estadistica 8, que minimiza la forma cuadritica

Lo (8) = (£, - €(0) 7' (0} (€, — £(6)).

Entonces, sigutendo a Koutrouvelis [1980a], la cleccién de 8, como estimador de 8, sugiere
que la estadistica de prueba adecuada es la forma cuadritica @, definida como

Qu=2n(6.—£(8.)) 2 (3) (6. - € (8.))-

Desafortunadamente, para determinar el maximo de L, (#) se requiere encontrar la inversa
de £2(8); la cual depende del parimetro desconocido 6. Por ello Koutrouvelis y Kellermeier
[1981] sugieren que puede resultar m4as simple reemplazar €2 (8) por la matriz 2, = (w;-‘k)
definida como

Ca (tj + te; ) + Cn (£ tk) t,)C,, te) sil<jk<m
wip = ¢ Caft; —ti) ~ Calt; +tk) (¢} Sa(te) sim<jk<2m
Salt; +t) = Sa(ty — &) — (,)S,,( sil<j<mym<k<2m
donde t; = ¢;_ mparam+l<3<2m Co () = 2375 c08(tX;), Sa(t) := £ 37 sen(tX,)

y en lugar de 8,, tomar como estimador de 9 a la estadfstica 8, que minimiza la forma
cuadritica

Lo(8) = (6. —E(0)' ;" (€, —£(8)).

Entonces la estadfstica de prueba adecuada es

Q=6 € (0)) 07 (0) (6 - € (0.)).
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Ahora es necesario encontrar la distribucién, al menos asintética, de las estadisticas de

prueba. Para ello supongamos que 8o = (8y,...,0,) es el verdadero valor de ¢ bajo Hy y
definamos Z como la matriz

BCjtl;ﬂu! L 8C(t1;60)
0, 80p

BC!tm;Gni ... 8C(tmiDo}
— a6 80p

Z:= | a5t C 8S(tide)
80, abp

85(tmifs) . 85(tmo)

56, 58/

la distribucion asintética de Q. y Q! Ia da el siguiente

Teorema 4.8.2 Silos m valoresty, ..., t, son elegidos de manera tal que 2 {6;) sea invertible

y la matriz Z tenga rango p < 2m, entonces, bajo Hy, Q, y @, tienen distribucicn asintética
Ji — cuadrada (2m — p).

Demostracién. Ver Koutrouvelis y Kellermeier [1981] .
El teorema 4.8.2 sugiere que-la hipétesis - -
Horplti=¢t:0), 6cBCR
puede probarse con tamaio aproximado o tomando como regla de decisién
Rechazar Hy si @, > xf,'.‘,m_p

donde x2 5,,_, €s el cuantfl 1 — a de la distribucién Ji — cuedrada (2m —p) .



Capitulo 5

Conclusiones

La funcién caracteristica tiene diversas aplicaciones en la probabilidad y en la estadistica
matemdtica. En el capftulo 4 s¢ han mencionado aquellas que pueden ser analizadas con un
nivel matemético intermedio.

En la estadfstica matematica a menudo es de interés (cuando se necesitan estudiar las
propiedades de un estimador, establecer lfmites de confianza o encontrar regiones de rechazo)
conocer la distribucidn de una estadistica. Las funciones caracterfsticas pueden ser usadas
para dar solucién a este tipo de problemas, en especial cuando la estadistica es una suma de
variables aleatorias independientes. Este tipo de aplicaciones fue ilustrada en la seccién 4.2 .
Debido a su importancia en estadistica, se estudié el caso particular cuando la distribucién de
la cual se ha obtenido la muestra es una distribucién Normal. Otras aplicaciones de la funcién
caracteristica a problemas de distribucién pueden encontrarse en Lukacs y Laha [1964),

En la seccidn 4.2 se vi6 como las funciones caracteristicas pueden ser de utilidad al estudiar
el comportamiento lfmite de variables aleatorias. Para ello se demostraron teoremas lfmites
bien conocidos (ley débil de los grandes nimeros, teorema del lfmite central y teorema de
Poisson} por el método de las funciones caracterfsticas. El método de las funciones carac-
teristicas para probar teoremas limite fue propuesto por Lyapunov a principios de siglo XX y
¢s considerada una de las primeras aplicaciones sistematicas de las funciones caracteristicas.
Pruecbas de otros teoremas lfmites usando funciones caracterfsticas, pueden encontrarse en
Kawata [1972].

En la seccién 4.4 se di¢ la definicién y se demostraron algunas propiedades de las dis-
tribuciones infinitamente divisibles. Las distribuciones infinitamente divisibles han sido am-
pliamente estudiadas por varios autores y son de importancia no sélo por sus propiedades
analfticas sino también por sus aplicaciones en 4reas como teorfa del riesgo. Estas distribu-
ciones son un claro ejemplo de como las funciones caracterfsticas pueden ser de utilidad, o
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hasta indispensables, para estudiar ciertas familias de distribuciones con bastante facilidad.
Por esta tltima razén es que las distribuciones infinitamente divisibles han tenido un lugar
dentro de la presente tesis.

Otro ejemplo de distribuciones que se han estudiade haciendo amplio uso de las funciones
caracteristicas son las distribuciones estables, que fueron estudiadas en la seccidn 4.5. Para
ambas familias de distribuciones, estables e infinitamente divisibles , existen caracterizaciones
en términos de su funcién caracterfstica, me refiero a la factorizacién de Lévy-Khinchine, que,
principalmente para las distribuciones estables, ha conseguido que estas tengan un lugar dentro
de las aplicaciones de la estadistica y probabilidad a diferentes disciplinas como finanzas,
economfa, astronomia y fisica entre otras.

En la seccidn 4.6 se defini6 la funcion caracterfstica empirica y se demostraron sus propieda-
des més elementales. La funci6n caracteristica empirica fue introducida por primera vez por
Parzen' [1962] y a la fecha muchos investigadores como son Feueverger y McDunnough (19771,
Press [1972b] , Heathcote [1972] han realizado diferentes propuestas para su uso en estadistica.
Otros investigadores, por ejemplo Kent [1975], Cstrgo[1981] y Marcus [1981]. se han encargado
de hacer estudios sobre el comportamiento limite de esta funcién.

También dentro de la literatura existen diferentes métodos de estimacién de pardmetros
que hacen uso de la funcién caracteristica. "Estos métodos son de utilidad cuando la funcisn
caracterfstica de la distribuci6n de interés es més facil de evaluar que su funcién de distribucion
o su densidad, como es el caso cuando la distribucién es estable. No existe un consenso
sobre cual de estos métodos es el mejor ¥ por ello en la seceidn 4.7 sdlo se mencionaron
los mds conocidos. Otras propuestas sobre el uso de la funcién caracteristica en problemas

de estimacién pueden encontrarse en Koutrouvelis [1980b], Koutrouvelis [1981] Koutrouvelis
[1982).

El primero de los métedos de estimacién enunciado en la seccidn 4.7 es ¢l método de
la. minima distancia, que fue propuesto por Press [1972b]. Este método se usa para estimar
pardmetros de distribuciones estables y propone como estimador a la estadistica que minimiza
la funcién

9(@,7,00) i=sup 7, (&) - 0 ()]

donde ¢ (1) es la funcién caracteristica tedrica y 3, () su contraparte empirica.

El segundo método de estimacion estudiado fue el método de los momentos también pro-
puesto por Press [1972b]. FEste método obtiene estimadores fuertemente consistentes. Sin
embargo, la eleccién 6ptima de los puntos en los que se debe evaluar 3, (t) sigue siendo un
problema abierto.

!Seguin Feuerverger y Mureika [1977]
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Los estimadores de error cuadrético integrado fueron definidos en el apartado 4.7.3. Estos
estimadores fueron introducidos por Heathcote[1977] y son un caso especial de otro método
de estimacidn propuesto previamente por Press [t972b]. Ademss en este apartado se incluye
la demostracién de un teorema debido a Heathcote que establece que estos estimadores son

fuertemente consistentes y, bajo condiciones de regularidad adecuadas, asintéticamente Nor-
males.

En el apartado 4.7.4 se introdujo ¢l procedimiento k — L propuesto por Feueverger y
MecDunnough [1981]. El procedimiento & — L obtiene estimadores aplicando el método de
méxima verosimilitud a la distribucién asintética de & puntos de la funcién caracterfstica
empirica; de ahf el nombre de procedimiento k — L. Feueverger y McDunnough [1981] también
demostraron que los estimadores obtenidos mediante el procedimiento k — L son altamente
eficientes. consistentes y asintéticamente Normales.

Otro método de estimacién, propuesto por Madan y Senata [1987a], aparece en el apartado
4.7.5. Este método consiste en aproximar la funcién de densidad de una transformacién de la
variable aleatoria mediante polinomios de Chebyshev, y entonces aplicar el método de méxima
verosimilitud a esta aproximacién.

Finalmente, en la seccién 4.8 se presentaron dos pruebas de Bondad de Ajuste basadas
en la funcién caracterfstica empfrica. La primera, debida a Koutrouvelis[1980a], prueba la
hipdtesis simple

Ho:@(t) = o (t)-

La segunda, debida a Koutrouvelis y Kellermeier {1981}, prueba la hipétesis compuesta
Hy o (t) = (8;0); fe6CRF
donde ¢l pardmetro @ es desconocido y por lo tanto cs necesario estimarlo.

Ademds de las aplicaciones que se presentaron en esta tesis se pueden encontrar muchas
més aplicaciones de las funciones caracterfsticas. A contimiacién se mencionan algunas de
cllas.

Aplicaciones en problemas de Regresién se pueden encontrar en Lukacs y Laha [1964].
Algunas aplicaciones en procesos estocdsticos se pueden consultar en Press {1968] y Lukacs y
Laha [1964]. Baglivo et al. [1992], usan la funcién caracteristica en problemas de bondad de
ajuste y andlisis de tablas de contingencia. En Epps [1987] y Epps [1988] se usa la funcién
caracteristica para probar que una serie de tiempo es Gausiana y estacionaria. Baringhaus y
Henze [1988], Epps y Pulley {1983] y Hall y Welsh [1983], hacen propuestas sobre el uso de la
funcidn caracterfstica empirica para probar normalidad; ademsds en Baringhaus, Danschke ¥
Henze [1989] aparcce un estudio comparativo de pruebas de normalidad en el cual se argumenta
que los mejores métodos disponibles para probar normalidad, univariada y multivariada, son
aquelios que hacen uso de la funcién caracterfstica. También para probar exponencialidad
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existe una propuesta por Epps y Pulley [1986]. Feuerverger y Mureika [1977], usan la fun-
cién caracteristica empirica para probar simetrfa. Jones y Lotwick [1983], utilizan la funcién
caracteristica para hacer estimaciones tipo kernel. Epps y Singleton [1986] han estudiado el
problema de probar la homogeneidad de dos muestras usando la funcién caracteristica.

Si el lector esta interesado en realizar estudios de simulacién de los métodos presentados
en las secciones 4.7 y 4.8 probablemente le sea de utilidad consultar Chambers. et al. [1976]
y Madan y Senata [1987h].



Apéndice A
Convergencia Estocastica

En la teorfa de la probabilidad existen diferentes tipos de convergencia. La finalidad de estc
apéndice es proporcionar las definiciones bésicas y los resultados més elementales relacionados
con el comportamiento limite de variables aleatorias. Existen muchos libros sobre el tema.
Para el lector interesado en un estudio mds detallado se lc recomienda consultar Lukacs [1968)
y Billingsley [1968].

A.1 Tipos de Convergencia y sus Relaciones

Definicién A.1.1 Sea {X,},,, una sucesion de variables aleatorias definidas en un espacto
de probabilidad (Q2, A, P). La sucesion {Xn},,, converge en probabilidad a« X cuando
n —+ 00, §i

lim P{|X,— X|>€} =0

para toda € > 0. Denotamos esto por X, £ x.

La nocién intuitiva de la convergencia en probabilidad es que, para n suficientemente
grande, X, estd muy cerca de X con probabilidad muy alta.

Un tipo de convergencia mas fuerte que la convergencia en probabilidad ¢s la convergencia
casl segura, también Hamada convergencia con probabilidad uno.

Definicién A.1.2 Sea X una variable aleatoria y {X,}, ., una sucesion de variables alealo-

rias definidas en un espacio de probabilided (00, A, P). Decimos que la sucesidon {Xa}io
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converge cast sequramente a X cuando n — 00, y lo denotamos como X

n =4 X, si eriste
un conjunto A € A, tal que P(A) =0y X,, — X en A°. Es decir

P{we Q: lim X, () = X ()} =

n—o0d
La relacién entre los dos tipos de convergencia vistos sc establece en ol siguiente Leorema.
Teorema A.1.1 La convergencie casi segura implica convergencia en probabilidad.
Demostracién. Sea ¢ > 0. Supongamos que X, converge casi seguramente a X. Bntonces
existe un conjunto A tal que P(A4) =0y X, — X sobre A¢. Definimos 1, como el conjunto
w = {|Xm - X| <&, m>n},

entonces claramente los D, forma una sucesién creciente con limite D =Upp1 Dy 4°C D.
Entonces P(D) =1y llm P(D,} =1. Ademis
{IXa — X[ 2 ¢} C D,
entonces ,
P{lXm~ X| 2 e} < P(DF)
de donde se sigue el resultado. ]

Otro tipo de convergencia es la convergencia en r-media.

Definicién A.1.3 Ses X una variable aleatoria y {Xa}ns) una sucesidn de variables aleato-
rias definidas en un espacio de probabilidad (2, A, P). Se dice que {}l’,,}‘121 converge en

r—media ¢ en L, a X cuande n — o0, ¥ sc denota por X, — X, siparar > ( sc
tiene que
lim F[1X, - X|"]=0.

Teorema A.1.2 St X, — X, entonces X, — X.

Demostracién, Sear >0y A, = {|X, — X| > ¢}. El resultado es trivial observando que

|Xo = X" > | Xn = X[ L, 2 € 1a,.
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Definicién A.1.4 Sean {F.},., las funciones de distribucion de {Xutast ¥ £ la funcidn de
distribucidn de X. Decimos que X, convenge en distribucidn, o débilmente, a X cuando

n — o0, y lo expresamos como X, A, X, st para todo T punto de conlinuidad de F

lim F, {z) = F(=z).

=00

Del siguiente resultado se concluye que la convergencia en distribucién es el tipo de con-
vergencia mas débil.

Teorema A.1.3 Supongamos que X, L. X entonces X X

Demostracién. Sean F y F, la funcién de distribucién de X y de X, respectivamente.
Supongamos que z es punto de continuidad de F, entonces existe € > 0 y dos mimeros.
digamos a y b,tales quea < z < b,

Fla)> F(r)—¢ y Fly< F(x)+e. (A1)
Entonces
Fr (z} P(X, <)
PXn <z, X S0+ P{X, <z, X >b)
S PXSb)+P(Xa—-X{2b-u);

pero por hipétesis X, S x , Cntonces

lim F,(z) < P(X <b) = F(b). (A.2)

n—o0
Asf mismo, se puede demostrar que

lim F, (z) > F(a). (A.3)

n—od

Relacionando las ecuaciones (A.1), (A.2) ¥ (A.3) se sigue que, para n suficientemente
grande,
Flz)-e < Fla) £ i) < F(B) < Fz) +e

por lo tanto, haciendo £ | { obtenemos

lim F, (z) = £ (z)

O3
que es lo que se querfa demostrar. [ |

De los teoremas A.1.1, A.1.2 y A 1.3 sc sigue el



138 Convergencia Estocdstica

Corolario A.1.4 Conuergencia cast sequra y convergencia en r-media implican convergencia
en disiribucidn.

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente diagrama.

Casi Segura

Probabilidad Distribucién

r-media

Los reciprocos de los teoremas A.1.1, A.1.2 y A.1.3 no se cumplen en general, ademas la
convergencia casi-segura no implica convergencia en r-media ni viceversa. Algunos contra-
ejemplos pueden encontrarse en Romano y Siegel [1986, cap. 5] o Stoyanov {1088, cap. 3.
Condiciones para la validez de los resultados reciprocos aparecen en Clarke [1973, cap. 7] y
Serfling [1980, sec. 1.3].

Definicién A.1.5 Sea {X,}, 5, una sucesidn de vectores aleatorios k-dimensionales definidos
en un espacio de probabilided (2, A, P). Decimos que la sucesion {Xn}“21 converge en

probabilidad al vector aleatorio X cuando n — oc, y lo denotamos como X, X s
X0 — X|| 0,
en el sentido de la definicion A.1.1, donde, para un vector k-dimensional z,
k 3
2] = (Z ) -
J=1

La definicién A.1.5, extiende la definicién de convergencia en probabilidad al caso de
vectores aleatorios. La extensién de la definicién de los otros tipos de convergencia al caso
multivariado es inmediata a partir de la definicién para el caso univariado.
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El siguiente teorema es de mucha utilidad cuando se desea encontrar la distribucién asin-
totica para algunas funciones de variables aleatorias.

Teorema A.1.5 Sean X,X,,X,, ..., vectores aleatorios k-dimensionales definidos en algin
espacio de probebilidad y sea g una funcidn de Borel continua definida en R*.

1 8§ X, == X,entonces g (X,) 2 g (X3).
2 SiX, -4 X.entonces g (X,,) £, g (X).

3 8i X, -% X, entonces 9(X) % 9(X).

Demostracién, Ver Serfling (1980, p. 24]. n

En particular, si A y B son matrices dem x ky k x k respectivamente, como

k k
Ax' = (Z LT 1 P Z G.mj.’lim)

=1 =1

E ok
xBx' = Z Z brTez;

r=1 j=I

son funciones continuas de x, tenemos el

Corolario A.1.6 Sean A y B son matrices de m x k y k x k respectivamente y X, X, X,, ...
vectores aleatorios k-dimensionales. Si la sucesion {X,},., converge e X en distribucion, en
probabilidad o casi seguramente, entonces AX!, y XBX', convergen o AX', XBX' respecti-
varnente en el mismo tipe de convergencia que {X.},.5, converge a X.

A.2 Ley de los Grandes Niimeros

Existen dos distintos tipos de leyes de los grandes mimeros, “fuerte” {cs) y “débil” (en
probabilidad), dependiendo del tipo de convergencia.

Definicién A.2.1 Sea {X"}n>l una sucesion de variables aleatorias, tales gue E(X,) <
pura lode n entero positivo y sea S, = oo Xu- Decimos que {X,l}"21 obedece lo ley débil

de los grandes niimeros si
S.—E(5.) p

— 0.
n



140 Convergencia Estocdstica

51 se tiene que

Sn - E (Sn) C.8.

22,0,

n

entonces decimos que {X,.}ﬂ21 obedece la ley fuerte de los grandes nimeros.

Se sigue inmediatamente del teorema A.1.1 que la ley fuerte implica la ley débil.

A continuacién mencionamos un caso particular de sucesiones que obedecen las leyes de

los grandes mimeros. Condiciones mds generales pueden encontrarse en Chow y Teicher [1988,
sec. 5.2

Teorema A.2.1 (Kolmogorov) Sea {X..}, ., uno sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con wvalor esperado finito. Entonces {X, Yz obedece la
ley fuerte de los grandes nimeros.

Demostracién. Ver Chow y Teicher {1988, p.125]. ]

Corolario A.2.2 Sea {X,},,, una sucesion de variables aleatorias independientes ¢ idénta-

camente distribuidas con valor esperado- finito.- Entonces { X, bap1 obedece-la ley débil de los
grandes niimeros,

A.3 Teorema del Limite Central

Sea {X.}, 21, una sucesién de variables aleatorias con valor esperado E (X,) = p, y varianza
var (X,,) = 2 < co. Definamos Z, como la variable aleatoria

?:1 (Xn - -un)
Z;:l J?:

Dp ==

El problema del limite central consiste en encontrar condiciones sobre { X,, | TS V7
Y {Ufa}n?_l para que

d
Ly — Z
donde Z es una variable aleatoria distribuida Normalmente con media cero y varianza unitaria.

La primera solucién a este problema estd dada por el teorema de De Moivre- Laplace.
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Teorema A.3.1 (De Moivre-Laplace) i {Xn} .o, €5 une sucesion de variables aleatorias
independientes con distribucidn Bernoulli (p), entonces
_?:l X"l —np L z
np(1—p)
donde Z ~ Normal (0,1) .

Actualmente existen muchas formulaciones del teorema del limite central, aunque la mas
conocida es el teorema del limite central de Lindeberg, probablemente la mas usada es la
formulacién de Lévy que se demostré en la seccién 4.3.

Definicién A.3.1 Sex {Xn}as; una sucesion de variables aleatorias con esperanza E (X,) =
#, y varignza var(X,) = 62 < oo para todo n entero positivo. Si F,, denota a la funcidn de
distribucidn de X, y V2 == i1 o?, se dird que {Xn}as) cumple lo condicion de Lindebery
si, para toda € > 0,

1 n
Vi 2

n o=y

}|X — u;| dF;{z) — 0

X:IX—lezeV.,

cuando n — oo.

Teorema A.3.2 (Lindeberg) Sea {X,},., una sucesion de variables aleatorias con espe-
ranza £{Xy) = p, y varianze var (X,) = 62 < oo para todo n entero positivo. Si {X.}

nx1
cumple la condicion de Lindebery, enlonces

- d
Su =~ E(Sn) _*
var (S,,)

donde Z ~ Normal (0,1).

Una Condicién que frecuentemente resulta mds sencilla de verificar es la condicién de
Lyapunov.

Definicién A.3.2 Sea {X,},,, una sucesion de variables aleatorias con valor esperado E (X)) =
#n Y varienza var (X,) = o} < co pare todo n entero positivo. Si F, denota a la funcion de
distribucidn de X, y V! := 37 o2, se dird que {Xr},») cumple la condicion de Lyapunov

3
st, para toda e >0 y 6 > 0,

1 L3
v 2 B -l — 0

=1

cuando n — oo.
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Teorema A.3.3 La condicidn de Lyapunov implica la condicidon de Lindeberg.

Demostracién.

[+ o]
E{X; - | f |z — ,{"* dF; (z)
-0

v

|z - n“j|6 (= - F‘:‘)zdF: ()

AX:|X—pj1zcvn}
> s"v,f/ (z—12,) dF; (z).
{x:|x4pj|zcv,,}

Por lo tanto,

1 n
WJE=;.[.’£':

n

1 - 246
X = u.PdFi(z) < —— S E|X, - u]?
K| 26V} | ﬂ;] iz} < by 2+s J; | J #,|

Corolario A.3.4 (Lyapunov). Sea {X,}, ., una sucesidn.de variables aleatorias con valor
esperado E'(X,) = p, y varianza var (X,) = ¢2 < co pare tedo n entero positivo. Si { X},
cumpie (o condicidn de Lyupunov, enlonces
S.— E(5,) ¢
—_—
var (S,,)

donde Z ~ Normal (0,1} .

A continuacién se menciona el teorema de! limite central multivariado; el lector interesado
en la demostracién puede consultarla en Varadarajan [1958].

Teorema A.3.5 Sea {X,},,, une sucesidn de vectores aleatorios k-dimensionales con fun-
ciones de distribucion {Fx, (X)},5,. Sea Fz, (x} la funcidn de distribucion de Z, = N'X,,
donde A es un vector fijo. Unae condicidn necesarin y suficiente para que Fx, (%) converja o

la funcidn de distribucion k-dimensional Fz (z) es que Fz (%) converja a algin lfmite para
cada A.

El siguiente resultado es una versidn mas débil del teorema A.3.5 que es de mucha utilidad.
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Teorema A.3.6 Sea {X,.},., una sucesidn de vectores aleatorios k-dimensionales indepen-
dientes e idénticarnente distribuidos con valor esperado E (X;) = u, y matriz de covarianze
3. Entonces, si X es positiva definida,

Z?:l (XJ - ﬂ) —d....; 7
NG
donde Z ~ N{0,X).

Demostracion. Cramér (1974, sec. 21.11]. [ ]

A.4 Teoremas de Helly y Prohorov

En esta seccidn presentamos dos teoremas importantes relacionados con convergencia débil. El
primero es un caso particutar del teorema de Helly que proporciona una caracterizacién de la
convergencia en distribucién. El segundo es un caso particular del teorema de Prohorov, este
establece condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales, dada una sucesién de funciones
de distribucidn, podemos extraer una subsucesién que converge débilmente a una funcion de
distribucién. Las demostraciones pueden encontrase en Clarke {1975, p. 117] y Shiryayev
(1984, p. 315] respectivamente.

Teorema A.4.1 (Teorema de Helly) Supongamos que X, X, Xa,... son variables alcato-
rias. Entonces .

Xn — /Y
st, y solo si,

Tim E[f (Xn)] = E(] (X)

pare toda funcidn continua y acoleda f: R — R.

Teorema A.4.2 (Teorema de Prohorov) Sea {F,},,, una sucesidn de funciones de dis-
tribucidn. Una condicidn necesaria y suficiente para que exista una subsucesidn {Faclior C
{Fa}us tal que -
kli_.l& F.=F
donde F es una funcion de distribucidn, es que, para cado € > 0 ezista un ndmero t =t (g) > 0
tal que
Fn(t)"Fn(‘*t) >1 - &,

parae toda n suficienternente grande.



Apéndice B

Polinomios de Chebyshev

En este apéndice se presentan sélo las propiedades méas elementales de los polinomios de
Chebyshev. El lector interesado en conocer mias sobre los polinomios de Chebyshev puede

consultar Hamming [1973).

Existen diferentes maneras de definir los polinomios de Chebyshev T, {x). Probablemente

la manera m4s sencilla es definiendo T, (z) como

T, (z) := cos (narccos z) .

Consideremos la integral

cos (n arccos ) cos (m arccos )

_/ T

haciendo el cambio de variable # = arccos z y por la identidad
1
cos Acos B = 5 [cos (A + B} + cos (A — B)]

obtencmos

I = /cos(nﬂ)cos(mé‘)d:r
o

145
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"

- %f{cos((m+n)9) +cos ((m — n)0)]

)
_ l[sen((m+n)8)+sen((m—n)9) i mtn
2 m+n m—n 0=0
0 simsn
= T sim=n#0
T sim=n=0.

Por lo tanto,

1 . 0 sim=£n
T, (£)T., sim#tn
j%(ﬁ)-’—im)dz= T osime=n#0 (B.2)
Y Vi-z T sim=n=0.

Es decir los polinomios de Chebyshev forman un conjunto ortogonal.

Consideremos ahora la suma Ty, (z) + Th_y (x). Nuevamente haciendo la sustitucién
# = arccosx y aplicando la identidad (B.1) tenemos que

Ton(z) +Thoi(z) = cos((n+1)0) +cos({n+1)8)
= 2[cosnd] [cosd]
- = 2xzcos{narccosz)
= 2z7T, (z),

entonces despejando T4 {z) obtenemos la fdrmula recursiva

Topi (2) = 22T, (z) — Tp, (2) (B.3)

Con la ayuda de la férmula (B.3), podemos calcular de manera sencilla los valores de
T, {z). Por ejemplo, los primeros cinco valores de T, {z) son

Tg (:L') = 1

iz} = =

Ta(z) = 22 ~1

T3(z) = 4z -1

Ti(z) = 8z* —8z%+ 1.

También, a partir de la férmula recursiva (B.3), es facil ver que, paran > 1,

T.(z) =2""'2"+ ...
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¥ que T, (z) es un polinomio de grado par si n es par y si n es impar entonces T}, (z) es un
polinomio de grado impar.

Definamos
Ta (y)
on-1°

=2, a) =y G (y) =y (y) - éqn-l (y) n>1L



Apéndice C
Distribuciones de Probabilidad

En este apéndice se resumen las distribuciones de probabilidad mis usuales y sus funciones
caracterfsticas. Sélo se incluyen aquellas distribuciones que tienen una expresién cerrada para
su funcidn caracterfstica.

C.1 Distribuciones Discretas

Nombre Funcién de Densidad Pardmetros Funcién .
Caracter(stica
Degenerada  I(g) (1) eaeR et
Bernoulli (1~ p)l_z Ty () peln ] {1 -p)+ pet
. . n n—z pe U,l n
Binomial (m)pz {1-p) fio...n} {z) n =]1’ 2‘[ {1 —p)+pe t]
e A"
Poisson ; I{g‘l____} (Z) A>0 exp [)\ (C" - 1)]
xz!
Geométri 1-p)° 1 (z) €10, 1] 1-p
eométrica »{ p) Loy, 4 (z P ; { pexp )
Binomial r+z—1 . p &0, 1 1-p i
(1 — I —_——
Negativa ( z )P (1 P) 0.1} (I) r>0 1 —pexp (it}

149
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C.2 Distribuciones Continuas

. Funcién
Nombre Funcién de densidad Pardametros .
Caracteristica
. 1 a,b e R elbl — emt
Uniforme b—a i (z) a<h b _a)it
a - |z son )"
Triangular 2 f—a.0) (z) a>0 m
a
Exponencial 8 exp (—0z) fig .o {Z) >0 .
1 (z—p)? peR -2
Normal \/2_55 cxp (—- 5T ) o> 0 e 2
X r=1,—Az A>0 A "
Gamma F_(zj e~ 110,00 (=) >0 [)\ 7
Canchy ! _ o “{f it
T8 {1+ [(x—a)}/B"} gy
1 z=a acR e
Laplace EB exp (— f 3>0 L+ 54

. 1 iy sy 1 1 1
JiCuadrada ——~ (3)% 27 'e72 Ipool (z) k=1.2...
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