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Introduccion

Dentro de la Ingenieria Civil existe una rama muy importante que atiende y resuelve
todo tipe de probiemas reiacionados con las costas, el mar y su entorno, conocida como
Ingenieria Maritima y de Costas. En nuestro pais se conoce poco sobre ésta disciplina y
mucha de la infraestructura existente en los litorales mexicanos fue concebida inicialmente
con base en parametros preestablecidos por manuales extranjeros y experiencias ajenas a
nuestro entorno. Por esto es de vital importancia establecer un estudio real de ésta rama de
la Ingenieria aplicada cien por ciento a las necesidades y limitaciones de nuestro pais,
creando modelos y aplicaciones basados en estudios cientificos universales.

En México, la Ingenieria Maritima y de Costas tiene relativamente poco tiempo de
haber pacido v de haber sido aplicada por primera vez. A partir de 1960 se comenzd a
adquirir un compromiso hacia el estudio de la Ingenieria Maritima y de Costas por medio
de la Secretaria de Marina, la cual fundo el primer laboratorio en Latinoamérnica que
posteriormente pasd a formar parte de la Secretaria de Comunicaciones y Transportes, la
cual se apoyé principalmente en los estudios realizados por el gobiemo Japonés sobre la
dinamica de playas y la Ingenieria de Puertos en los afios 80s. En los afios 60°s la Comision
Federal de Electricidad comenz6 a construir una serie de importantes termoeléctricas; seis
en el Océano Pacifico y tres en el Golfo de México. La primera planta nicleo eléctrica fue
construida en las costas de Veracruz, en la poblacion de Laguna Verde, con un proceso de
enfriamiento asistido por ¢l agua de mar. Laguna Verde y las nueve termoeléctricas generan
el 36% de la electricidad del pais. En la actualidad existen organismos en México que se
encargan del estudio y experimentacién sobre temas directamente relacionados con la
Ingenieria Maritima y de Costas, el Instituto de Ingenieria de la UNAM, la Comision
Federal de Electricidad y PEMEX son los mas destacados ya que han reflejado su labor de
investigacion en proyectos de gran importancia como son los puertos de Salina Cruz, el
puerto Lazaro Cérdenas en el Pacifico y el puerto de Tampico en el Golfo de México solo
por mencionar algunos, sin olvidar las impresionantes plataformas petroleras en la Sonda
de Campeche y las termoeléetricas e hidroeléctricas del pais.

Aungue se ha logrado un gran avance en la infraestructura costera y maritima del
pais, contando con mas de 11,500 km de litoral, aguas territoriales con casi 3 mitlones de
km? e innumerables lagunas a lo largo de las costas mexicanas que cubren un total de
15,000 km?; solamente se cuenta con 45 puertos de variados tamaiios dentro de los cuales
solo 21 son compatibles a un trafico internacional de embarcaciones creando una
ineficiencia terrible ya que el 80% de nuestras exportaciones debe de pasar por éste cuello
de botella. Es imperante generar programas tecnolégicos que involucren la creacion de una
infraestructura que compita activamente con las naciones y potencias con las cuales
guardamos importantes relaciones de caracter tecnologico, cientifico y economico.



12

Un ejemplo a citar es Espafia con sus impresionantes numeros que encabezan las
listas europeas de tecnologia de costas v puertos: cuenta con 8.000 km de litoral (3.500
menos que México), correspondiente a la peninsula e islas contando con 300 puertos
importantes con un promedio de 3.5 puertos a cada 100 km de costa v mas de 180 km de
rompeolas. Espafia es comparativamente similar con Mexico €n muchos aspectos;
idiosincrasia, cultura, idioma, v tecnologia. Por esto es importante hacer esta comparacion
debido a que México es un pais mucho mas rico en recursos naturales sin mencionar las
ventajas tecnologicas que asimilamos de los vecinos del norte ¥ el ingenio que nos
caracteriza.

La finalidad de esta Tesis es demostrar un fenémeno de transformacion del oleaje
que es relativamente poco estudiado vy que ha sufrido un nuevo enfoque para su solucion a
partir de la creacion de maquinas y computadoras mas eficientes v poderosas, los métodos
de obtencion de resultados aqui expuestos dan pie a la creacion de nuevas formas de dar
salida a los problemas de la Hidraulica Marftima y de Puertos y de la Ingenieria Civil en
general, con la finalidad primordial de dar una herramienta practica v sencilla a ser
utilizada directamente en los gabinetes de disefio para obras portuarias y maritimas sin
mayor dificultad para el Ingeniero Civil Mexicano.

Objetivos

Los principales objetivos del presente trabajo son los siguientes:

* Estudiar las bases fisicas que se aplican al la Ingenieria Maritima y de Costas, asf como
las ecuaciones fundamentales que se manejan dentro del analisis de las tzorias de ondas.

» Estudiar ¢l oleaje, su clasificacion y teorias de onda aplicadas a éste.

¢ Estudiar el fenémeno de transformacion del oleaje de refraccion, rotura, disipacion,
asomeramiento y reconstitucion a partir de la teoria lineal de Ayri.

* Estudiar las diferentes metodologias empleadas para dar solucion a los problemas de
tranformacion del oleaje aplicadas al analisis computacional con base en la
discretizacion de mallas computacionales que ejemplifican ios dominios fisicos de
zonas reales como plavas v costas.

* Modelar y analizar el programa REFRACT, de refraccién de oleaje v solucionar
ejemplos idealizados y experimentales.

» Comparar los resultados obtenidos y concluir con base en éstos.



Descripcion y organizacion del estudio

Para exponer de forma clara éste trabajo de Tesis, los temas de estudio se dividieron -
en los siguientes capitulos:

Capitulo 1. Fundamentos =

Se presenta una definicidn de los diferentes movimientos que sufre un fluido y las
fuerzas aplicadas. Ademas se incluye las ecuaciones basicas de Bernoulli, Laplace y las de.:
movimiento como parte de las bases del estudio posterior. o

Capitulo 2. Teoria de ondas superficiales

Se definen las caracteristicas y terminologias del oleaje y las ecuaciones del
movimiento de ondas. Se presentan las diferentes condiciones de frontera y sus
aplicaciones para dar pie al estudio de la {eoria lineal de Airy.

Capitulo 3. Propiedades de 1a transformacién del oleaje

Se describe el concepto de transformacién del oleaje, se identifican las diferentes
caracteristicas que tienen las diversas teorias de ondas y sus rangos de aplicacion. Se
estudian las caracteristicas de las ondas de pequefia amplitud en especial y se explica el

s em A PP S o ey mrTiIass  mraewn P

F o4 ~ fam Al alania o Py on Aafiaan fEaanl
ICNOIMICIO Q€ reiraccioil daci Ulea_] ¢ €niranic a aguaa SOMICT aS, S OCIine Iinaunenie ¢ei
fenémeno de rotura, asomeramiento, reflexidn, reconstitucion y difraccion del oleaje.

Capitulo 4. Modelo de refraccién del oleaje a través de andlisis computacional

Se plantean los alcances del modelo computacional REFRACT, se definen las bases
de su modelo matemético y la obtencidn iterativa del nimero de onda dentro del programa.
Se propone el método de diferencias finitas como método de discretizacion y se explica que
es una malla computacional, sus aplicaciones y tipos existentes. Se llega a la solucion
numérica del programa REFRACT y se explica su metodologia de solucién.

Capitulo 5. Aplicacién del modelo REFRACT

Se aplica el modelo REFRACT a 3 ejemplos tipo propuestos: batimetria lineal y
paralela, el modelo de Berkhoff y el modelo de Noda. Finalmente se comparan los
resultados obtenidos con los resuitados experimentales con los que se cuenta y se concluye.
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1.1 Introduccién

El Ingeniero Civil, al estudiar el 4rea de la Hidraulica y maés especificamente la rama
de la Hidrdulica Maritima, estd obligado a familiarizarse con el comportamiento dei oleaje
sobre la superficie marina, asi como con su observacién, su estudio y prediccién. La accion
del oleaje sobre las estructuras artificiales y cuerpos naturales genera cambios morfologicos
que en muchos de los casos afectan directamente al disefio, construccién, operacion y al
mantenimiento de cualquier obra portuaria; el cambio fisico de las playas, los
aprovechamientos energéticos (transformacién del movimiento del oleaje a energia
eléctrica) y puertos entre otros, son muestras practicas de la importancia del estudio del
oleaje que aunque es simple en su forma bisica, se torna complejo al intentar modelarlo
para la vida real.

Cualquier superficie de agua expuesta a la intemperie, esta expuesta también a agentes
externos que modifican su movimiento y distorsionan sus formas. El movimiento de un
barco, la accién del viento o simplemente una roca que cae sobre la superficie libre del
agua son ejemplos de los fenémenos que modifican directamente su estado original que
también se encuentra en un constante movimiento por la accion de alguna fuerza externa
previa, y simultdneamente la accién de la gravedad v las fuerzas de tension del agua actiian
a favor de restablecer la posicién de equilibrio del cuerpo de agua. Sin embargo, la inercia
de dicho cuerpo de agua sobrepasa su posicién de equilibrio y mantiene un movimiento
oscilatorio y finalmente ésta oscilacion ocasiona la propagacién de ondas en todo el cuerpo.

Se ha observado que la fuerza dominante que restablece el equilibrio en el cuerpo de
agua es la gravedad y es mucho mayor comparada con la fuerza de tensién superficial que
pudiese existir; por esto se ha convenido no considerar a la tensién para el estudio y analisis
del fendémeno del oleaje. A lo largo del proceso de propagacion de ondas, la inieraccion de
la gravedad con la inercia hacen que éste movimiento continte ¥y genere también un
gradiente de presiones sobre la superficie del agua que se superpone al gradiente de
presiones ya existente y equivalente a la columna de agua.

Las ondas cuentan con energia potencial para su desplazamiento v de energia cinética
para el movimiento de las particulas de agua, las ondas van trasmitiendo esta energia
conforme se¢ van propagando, y también ceden un pequefio transporte relativo de masa en la
direccién de su propagacién.

La energia se disipa debido a esfuerzos cortantes en el fondo, en la superficie y en su
interior. Los cambios morfolégicos del fondo y sus diferentes caracteristicas hacen que se
presenten depresiones en la superficie del agua conforme se va propagando la onda. Si las
ondas interactilan se topan con una estructura o una playa, parte de la energia se reflejara y
puede ser disipada.

En la tabla (1.1) se muestra una clasificacién de las fuerzas restauradoras que en
ocasiones pueden actuar al mismo tiempo.
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Mecanismo mecinico

Periodo tipico
(segundos, minutos,
horas, dias)

Regidn de actividad

Sonido
Ondas capilares
Ondas por viento v
oleaje distante (Swell)
Tsunarni

Ondas internas

Olezje de tormenta

Oleaje

Ondas planetarias

Compresibitidad
Tension superficial

Gravedad

Gravedad
Gravedad y
estratificacion de
densidades
Gravedad normal y por
rotacién de la tierra.
Gravedad normal y por
rotacion de la tierra
Gravedad, rotacion de la
tlerra y la variacion de
fatitud o profundidad del
océano

10°-107 s [nrerior dei ccéano
<10
1-255 interfase aire — agua
10 min - 2 hrs
2 min ~ 10 hrs Cambio bte.n definido de
densidades.
1—10 hrs Cerca de lacosta
12—-14 hrs
Toda la superficie del
oceano

En éste primer capitulo, se estudiaran los conceptos basicos que dan pie a la teoria
de ondas gue se tratardn en puntos subsecuentes, y también se describiran los fundamentos

Tabla (1.1). Fuerzas restauradoras del oleaje

matematicos y fisicos que permiten entender las teorias hidrodinamicas.

1.2 Diferentes tipos de movimientos de un fluido

En términos matematicos, el movimiento de un fluido se considera como la
superposicidn de distintos tipos de movimientos primitivos. La interpretacion fisica de estos
movimientos se puede considerar como un flujo laminar dentro de dos planos paralelos,

donde las velocidades son paralelas al eje OX vy dependen solamente de y.

5 | B3
? B U+ (A éy)dy B> B; C: C; C;
4
dy
D
> .

Figura (1.1). Andlisis elemental de diferentes tipos de movimiento en un fluido.
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Si se considera un cuadrado ABCD de dimensiones infinitesimales de area dx dy en

X

un tiempo 4, y el mismo elemento en el tiempo t+dr: A;B;CiD; como el mostrado en la

figura (1.1) y la velocidad de 4 y D es u y la velocidad de By Cesu+du=u+(a/d),
AB = dy, y u es funcién de y solamnente.

El movimiento de la posicién 1 de dicho cuadrado a la posicion 2 se puede resumir en tres
fases:

1. Un movimiento de traslacion que da 4;B,C>D; , con velocidad de traslaciéon -

igual a u.

2. Un movimiento rotacional que cambia las diagonales 4,C> y DiB: a 4,Cs y
D, B3, respectivamente.

3. Una deformacién que desplaza C3a C;y B;a By,

Si el limite df tiende a cero, C;C; tiende a cero. Por lo tanto el dngulo descrito entre
C,C,;C; tendera a 45°, y dx = dy. Se tiene:

_CC, _ (ou/ y)dvdt

c,C 1.1)
2 ~2 ~2 (
La proporci6n de cambio de la rotacion angular es:
@_i{semento}:i C,Cy | _d GGy
dt dt| radio | dt|AC,| dt\2dy 12)
dr_Llou |
d 20y

e igualmente, la tasa de deformacion es:
O1GG ) _1ou
otl4C, ) 20y

En general, existen tres constituyentes para el movimiento de las particulas y las
deformaciones, que son:

1. Los componentes de velocidad ¥, v, w): traslacién

2. La variacién de los componentes de velocidad en sus propias direcciones:
dilatacion

3. La variacién de los componentes de velocidad con respecto a la direccion
normal de su propia direccién: rotacién y deformacién angular.
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1.2.1 Movimiento de traslacién

Este movimiento se puede representar facilmente con &l movimiento de un elemento
rectangular pequefio. tal que los ejes que lo describen se mantienen paralelos a los ejes
coordenados x,3,z v también mantienen una longitud constante, teniéndose asi un
movimiento de traslacién puro el cual se puede presentar z lo largo de una linea recta o
curva y no tiene dependencia de los componentes de velocidades que se presentan.

Si se tiene un punto A en el espacio x,,z en un tiempo determinado ¢, se tendran
x=dx, y+A4y, z+Az, en un tiempo r+4r. El movimiento de traslacién se define por las
sigulentes ecuaciones:

Ax = uls ex = udt
Ay =vAt 0 ay =vdt
Az = wAf dz = wdt

Un caso del movimiento de traslacién puro es el denominado flujo uniforme v se
presenta cuando el flujo de particulas es paralelo v recto en sentido de la corriente.

1.2.2 Movimiento de Rotacién

Uno de los conceptos més importantes en la hidrodinamica es 1a rotacionalidad del
flujo. Para un movimiento bidimensional, se ha demostrado que la velocidad de
deformacién angular es Av'd y &/é , la rotacién de una particula es proporcionzl a la
diferencia que existe entre estas componentes. De hecho, si Ay = /& existe una
deformacién angular sin rotacién. Pero si avdy # /G existe entonces rotacion v
deformacion angular.

Por lo tanto, un cuerpo irrotacional se define matematicamente como:

3
&) \o

1.2 Fuerzas aplicadas

1.2.1 Fuerzas internas y externas

Las fuerzas elementales que actiian sobre una masa del fluido consisten basicamente
en internas y externas.

Las fuerzas internas son un resultado de la interaccién de puntos en el interor de la
masa del fluido, dichas fuerzas deben de estar en equilibrio a partir de un balance en pares,
obedeciendo al principio de igualdad de accién de fuerzas, de forma analoga que su



Capitilo 1. Fundamentos 19

momento total. Sin embargo, el trabajo de dichas fuerzas internas no es nulo, por ejemplo
las fuerzas viscosas internas del fluido dentro de una tuberia.

Las fuerzas externas son las que no estan balanceadas y actian en la misma
direccién del movimiento de la masa y sobre su superficie exterior. En especial, éste tipo de
fuerzas se divide, principalmente en dos tipos de fuerzas, las fuerzas de superficie y las
fuerzas de cuerpo. Las fuerzas de superficie resultan de fuerzas actuando sobre la parte
externa del volumen de control elegido, son causadas por la atraccidén molecular y su accion
estd limitada a una frontera muy delgada. Ya que el fluido es un medio continuo, la frontera
s¢ puede considerar infinitesimalmente delgada y simultineamente combinada con la
superficie de la particula. Dentro de las fuerzas de superficie se pueden considerar dos
grandes grupos, el primero las fuerzas normales debidas a la presion y las segundas, las
fuerzas cortantes debidas 2 la viscosidad. Estos dos tipos de fuerzas también existen dentro
de la particula, pero como siempre se encuentran €n pares, su suma es cero; caracteristica
previamente sefialada. Las fuerzas de cuerpo se deben a un campo externo (tal como el
magnético o el campo de gravedades) que actian en cada elemento del volumen de control
considerado en una direccién dada; por esto se les llaman fuerzas de cuerpo o de volumen.
Es importante hacer notar que para estudios enfocados al oleaje y circulacion oceanica, se
debe considerar la aceleracion de la gravedad de forma radial.

1.2.2 Fuerzas de gravedad

Al igual que las fuerzas de inercia, las fuerzas volumétricas son proporcionales a la
masa del fluido y a la aceleracion causada por un campo extermo. En el caso de la
aceleracion de la gravedad, la fuerza volumétrica por unidad de volumen es simplemente
equivalente al peso del fluido: y=pg, donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Esta
fuerza es independiente del movimiento y es la misma ya sea si el fluido es estatico o
cuenta con un movimiento viscoso o turbulento.

Los componentes de la gravedad expresados en forma diferencial en un espacio
tridimensional son:

-V pez) =_Wa(§zgz) (1.7)

Ya que los términos a lo largo de loe ejes x y y son iguales a cero, donde:

x oy
1.2.3 Fuerzas de presién
Las fuerzas de presion resultan de la componente normal de las fuerzas moleculares

cerca de la frontera del volumen de control considerado. Dicha magnitud se obtiene
dividiendo la fuerza normal con un 4rea infinitesimalmente pequeiia.
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La magnitud de la presién es una cantidad escalar que es independiente de la
orientacion del drea en donde la fuerza estd aplicada, por [o que la presidn es la misma en
cualquier direccion. va sea en un flujo unidimensional, bidimensional o midimensional. Sin
embargo. es evidente que el gradiente de fuerzas de presiones (2l cual es vectorial) cambia
con la direccion.

Ahora, si se considera una particula elemental del fluido (Zx dy dz) (figura 1.2). La
fuerza de presién debida a una particula del fluido externa v adyacente actuando sobre el
lado ABCD es pfdBCD) = p dy dz. La fuerza de presion contra el otro lado. actia es la
direccion opuesta v se puede escribir:

= C G
B~ F
¥ 43 H
¥ A E

Figura (1.2). Diferencia de presion en un volumen unitario

- pou’ \
—(p+g€de(areaEFGH)=—;(p+f—pdxJaﬂ’d? (1.8}
cx N &x )

Por lo tanto, las fuerzas de presién actuando en direcciones opuestas son:

pdydz u[p-}-f—pdx]aﬁ;dz =P gy
ox ox

(1.9)

Igualmente. las fuerzas de presién diferenciales actuando en las direcciones YO v
OZ son -(/ &)dxdydz v —(p/é)dxdydz.

Esto es, la tasa de cambio de la fuerza de presidn por unidad de volumen estd dada
por los tres componentes -G/, -@/d) ¥ -@/ las cuales se pueden reescribir
vectorialmente como: - grad(p), es decir que:

¢ & @&
grad=—+_—+—
&x &y iz

La fuerza total debida a las fuerzas de presién y a las fuerzas de gravedad es:

grad p ~ grad pgz = grad (p + pgz) (1.9)
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r4
Las suma de estas dos cantidades lineales (p + pgz) es una constante en la,
hidrostatica ya que p — pa = - pgz donde pa es una presién constante externa (atmosférica). -

1.2.4 Fuerzas cortantes

Las fuerzas cortantes actiian tambi€n sobre la superficie del fluido, sin embargo, -
éstas difieren de la presién es que no cumplen con un comportamiento isotrépico. Las.
fuerzas cortantes son causadas por fuerzas que actian de forma tangencial a la superficie; .
siempre se presentan en flujos reales, y como la presion, tiene las unidades de fuerza por
unidades de 4rea.

Si se examina un volumen pequefio, se puede ver que existen tres posibles tensiones
para cada una de las seis caras del cubo; dos fuerzas cortantes y una fuerza normal
perpendicular a la cara. En la cara x en x + Ax/2 en la cual se designara como positiva la
cara x. Las tensiones son 0x, 7, % .

Yz
Oz
z Oy
A Tay Tyx
Tox

2 T
o oy
Rl
Y Ty ¢
Oz
’x

Figura (1.3). Fuerzas cortantes y normales en un cubo del fluido

Existen nueve tensiones que se encuentran aplicadas sobre las caras del cubo. Tres
de éstas fuerzas incluyen a la presion; las fuerzas normales se escriben como sigue:

c.=-p+t,
c,=—p+T,
O':

pir (1.10)

_fo.+o, +0o.
P= 3

Es posible demostrar que algunas de las fuerzas constantes son idénticas para
fluidos méviles o estaticos. Se adaptard la segunda ley de Newton a momentos y momentos
angulares.
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M =Ilo

Donde A es la suma de momentos con respecto al gje z, I. es el momento de
inercia, y @ es la componente z de la aceleracién angular del cuerpo. Los momentos con
respecto al eje que cruza el centro del cubo, paralelo al eje = se pueden identificar si se toma
una rebanada del cubo del fluido perpendicular al eje z. Esto se muestra en la figura (1.3).
Considerando los momentos alrededor del centro del elemento y stendo positive en el
sentido de las manecillas del reloj:

5 5 3
‘(r - frx Ay)AxAzé—y—J.- r 2 87 2y fo/_\sz
\ R ay 2 2 T :

/
4 % 2

|z + fo Ax AyAzﬁAx—(r _Lr. Ax
L7 dx 2 2 . gx 2

Reduciendo la ecuacién, queda:

1
7 AxAyAs —7_AxAyAz = = plaxayaz(axt = Ay, a1n

De manera similar se repite el procedimiento para las otras caras del cubo y muestran que
T = T=, Gz = T -

1.3 Las ecuaciones de movimiento de translacién

Partiendo de la Segunda Ley de Newton, se sabe que a; es la aceleracidn de la
particula en direccion x y por definicién a, = dw/dt, donde u es la velocidad en direccion x.
La velocidad sin embargo, es una funcidn del espacio v tiempo, ¥ = u(x,y.zt ; ¥ sa
derivada total es:

du 0ou 8udx+_5_ziﬁr§z_zg£

— = T + 1.12
dt ¢t oxdt Sydt Gz dt (1.12)
y se sabe que u = dx/dt, v = Qy/dt, w = dz/dt, esto da:
du_5u|u6u+v6u+w6u 013
T A T VW 13
dat ot, Ox 0y oz,
I ~
{ 2

Esta es la aceleracion total y se denota como Dw/Dr dicha aceleracion esti
compuesta por dos términos diferentes, el primero conocido por la aceleracién local que es
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simplemente el cambio de u en un punto en el tiempo, y el segundo conocido como la
aceleracion convectiva que muestra los cambios de u debidos al movimiento de la particula.

Por desarrollos matematicos utilizando la serie de Taylor truncada, se puede llegar a ™
las siguientes ecuaciones de movimiento para los tres sentidos:

ot b
Du_ 10p 1[0t 97w Or.) (1.14)
Dt pox pl ox oy oz

(& or

Dv__lop 1107, ©Fr 071 (1.15)
D pdy plax o &

or
Dw_ 1o 1(07, 07, 0r.) (1.16)
Dt poz pl &x dy oz

Para aplicar las ecuaciones de movimiento antes descritas, es necesario conocer o
tener informacion sobre las fuerzas cortantes del fluido, lo mas conveniente y comin es
considerar a dichas fuerzas son iguales a cero, con lo cual se llega a las ecuaciones de
Euler. Expresando la fuerza del cuerpo por unidad de masa como ~g en la direccién z y cero
en las dos direcciones restantes. Las ecuaciones de Euler se pueden expresar como:

Du_ 10p

Dt—“pax

Dy__taop (1.16, 1.17, 1.18)
Dt poy

Dz 10p

D po ¢

En muchos casos reales, el flujo es turbulento y las fuerzas cortantes son
influenciadas por la turbulencia, esto arroja la necesidad de utilizar las fuerzas cortantes
antes eliminadas. Si por el contrario, no existe turbulencia y el flujo se presenta laminar, las
fuerzas cortantes seran gobernadas por la relacion Newtoniana de fuerzas cortantes y la
aceleracion sera:

2, 2 2
&=_i@+v(§ﬂ+§i+GUJ+X

Dt poax \ax* oy ozt

2 2. 2
Dv__1op [0 O &) o (1.19,1.20, 121)
Df pay axz ayz azz

2 2 2
Dw___l_@_i_v 6w+6w+8w .7
D p oz

= X2 P oz
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v es la viscosidad cinematica del fluido que es igual a la viscosidad dindmica del fluido
entre la densidad. w/p.

1.4 Definicion del potencial de velocidades

El concepio de movimiento irrotacional es de gran importancia en la hidrodinamica,
¥a que en la gran mayoria de los flujos reales son irrotacionales. Al hacer la consideracion
de irrotacionalidad de un flujo, se simplifica el analisis ¥ los métodos que se utilizan en
problemas de hidrodindmica. Muchos de éstos métodos resultan de la existencia de una
funcién especial llamada el potencial de velocidades.

El potencial de velocidades se define como una funcién simplemente valuada ¢ tal
qQue u=(oF k), v=(E§S), w=(c@/'éz).Si estas funciones son continuas, satisfardn la
funcién de irrotacionalidad, que para dos dimensiones es, i G-A/'G&=(. Y substituvendo
los términos # v v en dicha condicion queda:

76 _,
Oyéx  Oxdy
(1.4)

El valor de la velocidad ¥ en términos de Ia funcion del potencial de velocidades es
mostrado a continuacion:

Vegradg=i 20, ;90 ;0 (1)
Ox ay Oz

asi la magnitud de la velocidad se obtiene

V{(aﬁ}:[eﬁ}{@ﬂ w6
ax oy 0z
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1.5 La ecuacién de Bernoulli

La ecuacién de Bernoulli e
movimiento de Euler y muestra |
Considerando de nuevo la irrotac
gobernantes del movimiento para

s simplemente una forma integrada de las ecuaciones de
a relacion entre el campo de presiones y la cinematica,

ionalidad e incompresibilidad del fluido, las ecuaciones
el plana x — z son las ecuaciones de Euler.

Ou 1 8p
Tt U—+w — =
ot ox Oz L ox .
(1.7) ‘
ow ow Oow 1 op
~tU—+w-—=-__

ot ox oz p oz
sustituyendo la condicién de irrotacionalidad W E=Ew/

2
u, 0w a2 _ 1

o & &  pox L)
ow 062 owi2)_ 14 -
ot oz oz p oz £

Substituyendo el potencial de velocidades se tiene:

o 1 (19
5} P -’
Tt wH+ A =
& [ o TR pl 8
Integrando las ecuaciones anteriores considerando que la densidad es constante en todo el
fluido.
LIS Y w)+ L2z
o 2 o (1.10)
—%+l(u2+w2)+£=ﬂ—gz+C(x,t)
o 2 Yo,

Finalmente, se obtiene la ecuacién de Bernoulli en su forma de estado estacionario:

o¢

+l(u2+w2)+£+gz=C(t)
o 2 o,

o6 (oY (o4 (1.11)
2P Lfop 4 =
6t+p+2[(6x) +(62J J+gz ()

que relaciona a la presién del fluido con la elevacion de la particula y el potencial de
velocidades. La funcién C(t) se co

noce como el termino de Bernoulli Y se mantiene
constante para flujos estacionarios,
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1.6 La ecuacion de Laplace

Como se ha tratado anteriormente. es necesario considerar que el fltio es
irrrotacional v continuo para asi facilitar la deduccién de la ecuacion de Laplace. El
principio de continuidad del flujo se basa en la conservacion del volumen y se ejemclifica
con un volumen diferencial que permite exista un flujo entrante en una de sus caras 2n un
intervalo de tiempo Az, equivalente a un flujo saliente en ¢l mismo intervalo (figura (1.4)).

Figura (1.4). Flujo que atraviesa el volumen diferencial

El cambio de masa es igual a:

pdxdydz ~ ( o+ %’? dtdedydL - {ff-}dxdydzdt (1.12)
\ C

El primer factor de la ecuacion anterior es la cantidad de masa que entz a la
ecuacién diferencial por la cara anterior del volumen y a su vez, la cantidad de masa que
sale por la cara posterior del volumen es:

(W+‘%Tp“ldx)@dzdr (1.13)
&x
La diferencia en €l eje X, es:
M dxdydzdt (1.14)
&

Analogamente, ¢l cambio de masa en las direcciones restantes queda:
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KA ezt (1.15)
oy
dedydza‘t (1.16)
oz
Por lo tanto el cambio total de masa en el intervalo de tiempo dr esta dado por:
o) | Apv) | Ko | iy = {@-dedydzdt 1.17)
ox oy oz ot
Ordenando la expresion anterior se obtiene:
§£+ o pu) + o pv) + o pw) - (1.18)
ot ox oy oz
Se sabe que:
%)
_(_p_u_)zp_qu_...;.u.aﬁ (119)
dx & Ox
Substituyendo ia ec. (1.19) en (1.18) se obtiene.
% (éu il aW\+u—af—)--1-1,792+w%)—=0
or T {ox 6y oz} o&x Oy oz
o lo que es 1o mismo:
op :
El-‘~+pd1vV+Vgradp=0 (1.20)

Como el fluido es incompresible, p es constante, por lo tanto Jp/@=0y grado=0.

Para fluido incompresible la ecuacion de continuidad queda como:

(1.21)

Recordando la consideracién del flujo irrotacional, se asume la existencia de un

potencial de velocidades @tal que:
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{2

Combinando la ec. (1.21) con las expresiones anteriores se obtiene la ecuacién de Lapzce.

vip=2 222, % g (1.22.
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2.1 Introduccién

Las olas en el mar se propagan en un fluido viscoso sobre fondos irregulares de
permeabilidad variable, sin embargo, un punto importante a hacer notar es qu€ en muchos
de los casos, su movimiento es cercanamente irrotacional; tal que la viscosidad que causa la
rotacién puede ser poco importante. Otro hecho importante es que el agua se puede
considerar como un fluido incompresible y consecuentemente, un potencial de velocidades
y una funcién de corrientes debe de existir para una propagacion de oleaje en los océanos.

Los problemas asociados con la propagacién de oleaje son dificiles de abordar
debido a la complejidad natural del proceso. Dichas dificultades radican en la trregularidad
del movimiento del oleaje, el fenémeno fisico de la rotura y la disipacién de energia debido
a la friccion, turbulencia, etc. Los modelos matematicos expresados en éste trabajo han
requerido de ciertas simplificaciones. La aplicacién de una descripcion matematica depende
regularmente del nimero de dimensiones espaciales involucradas en el problema. En e
caso de un modelo uni-dimensional es posible introducir algunos efectos no lineales dentro
de la solucién del método. Sin embargo, en’ el caso de tener modelos de dos o tres
dimensiones, la formulacién matematica depende en la mayoria de los casos de la
restriccion de aquellos que se pueden resolver a través de la aplicacion de la teoria de ondas
armdnicas y lineales.

Este capitulo presenta una descripcién simple del movimiento del oleaje en un
cuerpo de agua; desde el punto de vista fisico ¥ matematico.

2.2 Caracteristicas y terminologia del oleaje

Los pardmetros mas importantes para poder describir al oleaje son su longitud,
altura y la profundidad en donde se propagan. Todos los demas parametros, tales como las
velocidades y aceleraciones de onda, se pueden determinar teéricamente de las cantidades
mencionadas inicialmente. En la figura (2.1), se muestra una representacion bidimensionat
de una ola propagéndose en la direccién x. La longitud del oleaje L, es la distancia
horizontal entre dos crestas sucesivas o los puntos mas altos de la ola, o también se define
como la distancia entre dos valles de ola. Z también se relaciona con la profundidad # yel
periodo 7, que se define como el tiempo necesario que se requiere para que dos crestas
sucesivas pasen por un punto de referencia en particular. La ola se mueve una distancia [
en el tiempo T con una velocidad C denominada celeridad de onda y definida como,
C=L/T.

La terminologia del oleaje se define con base a un sistema coordenado x, z, y tal
como se puede ver en la figura, una onda progresiva y armdnica se mueve hacia la
direccidn positiva de x.

Los simbolos se definen como sigue:

h = profundidad del agua (desde el nivel medio del agua hasta el fondo del mar).
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77 fx.1) = desplazamiento vertical de la superficie del agua sobre el nivel medio.
A = amplitud de onda

H = Altura de ola (24)

L =longitud del oleaje

1 = periodo del oleaje

¢ = velocidad de propagacion de onda o velocidad de fase

k = numero de onda (Z2#/L)

o = frecuencia angular de onda (27/7)

—_—.— —x

Nivel medio de aguas

gy
J‘ >\§

\ Orbita de la

k A+2Z particula

i AT T A i LA A A AP S P i i i G U A o (B (e i ir ) S A e

Figura 2.1 Perfil bidimensional del oleaje

La ecuacion diferencial que satisface el fendmeno en laregion -k <z <ny
—20 <z <eces la ecuacion de Laplace, definida anteriormente en el capitulo anterior.

o, T _,

a8z 2.1

Las condiciones de frontera que se apliquen a la ecuacién (2.1) deben de ser
consistentes con el tipo de movimiento ilustrado en la figura (2.1). En este problema, no
solamente lz frontera de superficie se mueve, sino también su posicion.

Queda claro que el fondo queda estimado como una frontera impermeable y
horizontal asi que la condicion a hacer satisfacer en el fondo si este es horizontal es:

-
oz

W=

en

z==h 2.2)



Capitulo 2. Teoria de ondas superficiales 32

La condicién de frontera que se debe satisfacer en la superficie se puede obtener

aplicando la ecuacidén de Bernoulli en la superficie, z = 7 y tomando la presién P en la
superficie como cero.

_1({o¢
n—g[&]ﬁq

Y por ultimo se presenta la condicion de frontera dindmica, para la cual se asume
que la amplitud de las ondas es suficientemente pequefias y por lo tanto serd otra condicion
de frontera a ser tratada en éste capitulo.

1(a¢]
p=1(2¢
AN PPN 2.4)

Es importante hacer notar que las soluciones fisicas de las ecuaciones de frontera
establecidas, deben de ser periddicas tanto en el tiempo ¢ y en la dimensidn espacial x.

(2.3)

2.3 Ecuaciones del movimiento

Para el estudio del movimiento de oleaje que se discute en este apartado, solo se
considerard un movimiento bidimensional donde la componente de la aceleracién
horizontal a lo largo del eje x y la componente de aceleracion vertical a lo largo del eje z
seran contempladas en la ecuacién del movimiento. La componente horizontal de la
aceleracion a lo largo del eje y se asume que es muy pequefia en comparacion de las otras
dos, asi que se desprecia.

Para un movimiento bidimensional e incompresible en el plano (¥,z) la ecuacion de
continuidad es:

ou ow
—+—=0
& oz 2.3)

E! flujo es irrotacional, por lo tanto existe un potencial de velocidades; el cual por
definicion es V = # grad¢, tomando la convencion del gradiente negativo se tiene:

o

oz (2.6)

Y substituyendo (3.2) en (3.1) se tiene:
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Vig{x.z2)=0 (2.7)

Que es la ecuacion de Laplace. Esta es una ecuacién diferencial parcial que se debe
de resolver dentro de las condiciones de frontera apropiadas. a fin de mvestigar el
comportamiento del oleaje.

2.4 Teorias de ondas

Existen diferentes teorias de ondas aplicables a distintos medios y parémetros, por
ejemplo; la profundidad, la altura de onda y el periodo. La gran mavoria de las teorias de
ondas se basan en los tres pardmetros mencionados anteriormente, también existen otras
condiciones como lo son las pendientes del fondo y sus caracteristicas prorias. Dichas
teorias se explicardn en este apartado y seran atendidas con el fin de conocer sus
caracteristicas fundamerntales y sus condiciones de aplicacién dando pie al por que y

o

cuando se debe de aplicar una u otra en especial.

Las teorias de ondas que se explicaran se limitan a un fondo horizonta! teniéndose
asi una profundidad constante. Al desarrollar cualquier teoria de onda, se deben primero
conocer y estudiar las condiciones de frontera que ayudan a reso'ver las ecuaciones
diferenciales generales de cada teorfa asi como en su simplificacion.

Existen dos tipos de aproximacion para las teorias de ondas en general: el primero
se desarrolla con base en la altura de onda como un pardmetro de perturbacidn, mientras
que el otro se desarrolla con base en la profundidad del agua. Para el desarrollo de las
teorias de ondas es necesario asumir la continuidad e incompresibilidad de! fluido. La
ccuacién de continuidad establece que el fluido se conserva y en el problema de ondas esto
se traduce como la ecuacién diferencial basica de movimiento descrita en el apartado
anterior.

2.4.1 Teoria lineal o teoria de ondas de pequefia amplitud

Es la méas simple de todas las teorias de onda. también es conocida como la Teoria
de Airy, o la teoria sinusoidal. La teoria lineal asume que la altura de onda es mucho menor
comparada con la longitud de onda o con la profundidad. Asumir esto permite una
linearizacion de las condiciones de frontera que arrojan términos de primer order, dicho
artificio matematico permite también que las condiciones de frontera en la superficie libre
se tengan que cumplir solamente para el nivel medio del agua en higar de una superficie
libre oscilante con mayor complejidad.

2.4.2 Teoria de ondas de Stokes

La teoria de ondas de pequefia amplitud es la aproximacién mas simple para el
problema de condiciones de frontera, el desarrolio cuenta con solo componente de
frecuencia descrito como una onda sinusoidal de frecuencia .
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Stokes mostré en 1880 que para la teoria lineal, las soluciones de mayor orden
disminuyen en comparacion con la menor inmediata, para valores de H/Ah<<(kh)? para

(khj<l y H/L<<]. Estas condiciones imponen restricciones en las alturas de las ondas en -

aguas someras y por esto la teoria de Stokes no es aplicable en aguas someras.

Los términos de desplazamiento, velocidad, aceleracién y potencial de velocidades
desarrollados en la teoria de Airy en forma lineal, se llevan al n-ésimo grado en la teoria de
Stokes denominandose Stokes de segundo orden, tercer orden, etc. Y se aplican en
diferentes zonas de aguas profundas e intermedias.

2.4.3 Teoria Cnoidal de ondas

La teoria de la amplitud finita de Stokes es de mayor utilidad cuando el valor de la
profundidad relativa #/L es mayor que 1/8 a 1/10. Las olas largas con formas permanentes
gue se desplazan sobre aguas someras se representan con mayor precisién con la teoria
Cnoidal de ondas.

Las onda Cnoidal es una onda periédica que normalmente tiene crestas mas agudas
separadas por valles mas amplios y planos. La validez de ésta teoria se fundamenta en
asumir que el cuadrado de la inclinacién de la superficie del agua es pequefio en
comparacion con la unidad, segin Keulegan en 1950. La teoria Cnoidal se aplica para un
gran numero de olas largas de amplitud finita. El rango aproximado de validez de la teoria
Cnoidal es #/L<1/8 y Ug>26 conocido como el pardmetro de Ursell definido como:

2
U, = HL
PR

Los casos limite de la teorfa Cnoidal de ondas son por un lado, la teoria de la onda
solitaria cuando la longitud de ola se aproxima al infinito y por el otro lado la teoria de Airy
cuando ia altura de ola es muy pequefia comparada con la profundidad del agua.

Un sinntmero de teorfas de ondas se han desarrollado para aplicaciones fisicas en
aguas someras. Korteweg y De Vries iniciaron la teorfa de ondas Cnoidales en 1895,
Wiegel simplificé el estudio previo aplicdndolo a la Ingenieria asentando las bases mas
importantes en 1960. Laitone en ese mismo afio, desarrollé una segunda aproximacién para
la teoria Cnoidal, mientras que Chappelear en 1962 obtuvo la tercera aproximacién para
ésta teorfa.

La teoria se describe con la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria:

3
PF o pd g dF
ax? ax dX

Donde oy fson constantes, F'es una funcién de X=(x-c1)/I, y / es una longitud en la
direccién x cuya magnitud es la misma que la longitud de onda.

a

=
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2.4.4 Teoria de ondas de funcién de corrientes

La teoria de funcién de corrientes fue desarrollada por Dean en 1963 v esta
relacionada directamente con la teoria no lineal de Stokes sélo que la teoria en cuestién se
basa en una representacion del flujo a base de una funcién de cortentes que se puede
representar en dos formas principales:

* Una funcién de cormrientes simétrica o regular que describe ondas periddicas,
simétricas con forma permanente con un periodo. aitura u profundidad
preestablecidos.

* Una funcién de corrientes irregular que representa a una funcidn con
caracteristicas cinemdticas de onda asociadas a un perfil determinado. Esta
teoria es adecuada para modelar y analizar datos arrojados de tanques
experimentales y datos obtenidos de campafias de campo.

En forma general al hacer la formulacion de la funcién de cortientes en su forma
irregular, no existen restricciones en la forma de la onda, ésta puede cambiar su forma
mientras se propaga debido a la interaccién de componentes para valores de velocidad de
fase y de movimiento relativo.

El problema de valores de frontera se simplifica tomando un sistema coordenado
que se mueve en la misma direccion que la velocidad ¢ de la onda. La dependencia de
tiempo relativamente desaparece ya que al hacer esta consideracion el movimiento del
sisterna se torna estacionario. La velocidad horizontal con respecto al sistema coordenado
en movimiento es #-c. La ecuacién diferencial es descrita por la ecuacién de Laplace.

Vo =V¥ =0

Existen las mismas tres condiciones de frontera que para el problema de la teoria de
Airy. La primera es la condicién de frontera horizontal que no permite fiujo en el fondo, la
segunda es la condicidn de frontera cinematica de superficie libre v la tercera es la ecuacion
dindmica de frontera de superficie libre.

2.4.5 Teoria de onda estacioparia

_ La teoria de onda estacionaria no tiene aplicacion fisica en el disefio de estructuras
marinas comparada con las teorias de onda antes mencionadas, sin embargo, es importante
el estudio de ésta teoria para disefio de tanques experimentales, y en la entrada de cuerpos

de agua.

La onda estacionaria es generalmente aplicable a cuerpos de agua cerrados v
abiertos por ejemplo; puertos, lagoes, tanques y contenedores. Una onda estacionaria se debe
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considerar como una superposicion de dos ondas progresivas con la misma amplitud y
periodo viajando en direcciones contrarias tal y como se traté en el segundo capitulo de esta,
tesis. )

La onda estacionaria tiene el doble de altura que la altura individual de las ondas
estacionarias que la conforman. Un punto importante a hacer notar sobre las ondas
estacionarias es el periodo natural de onda o su periodo de oscilacién para un cuerpo de.
agua cerrado. Para un contenedor rectangular de longitud /, la longitud de onda oscilante I,
para el n-ésimo punto de oscilacién esta dado por:

L = — D.:I,z,...

Una vez que la longitud L se obtiene, el periodo 7T se debe calcular directamente de la
relacion de dispersion.
2.4.6 Aplicacion de las teorias de onda

Las diferentes ondas progresivas discutidas en los apartados anteriores se
representan en la figura siguiente.

Pardmetre adimensional de Ursell, {(no £3/h*)

———— e egm———— | er—

Caoidal, 0.635< 1H<1 : (
= I R R S e e

Es importante hacer notar que cuando se trata de una teoria lineal, la onda mantiene
una simetria con respecto al eje imaginario definido por el nivel de aguas media al contrario
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de las teorias no lineales que muestran una configuracion con crestas mas altas en
comparacién con los valles de la onda. Dicho comportamiento se acentiia cuando las teorias
se desarrollan para drdenes mayores.

La regién de aplicacion para las diversas teorias de ondas se puede determinar con
base en el rango de validez de cada teoria en dos diferentes 4reas, la analitica y la
experimental. La validez analitica se basa en que tan bien estan aplicadas las condiciones
de frontera para cada teoria. Sin embargo. una buena validez analitica no implica una buena
representacion fisica del fenémeno. La gran mayoriz de las teorfas de ondas satisfacen
perfectamente la condicién de frontera de fondo, sin embargo las condiciones de frontera
no lineales en la superficie libre no se satisfacen para ninguna de las teorias exceptuando
para la funcién de corriente para la condicion dinémica de frontera de superficie libre.

Le Mehaute (1969) presenté la figura (2.3) para ilustrar aproximadamente ios
{imites de la validez para algunas teorias, se presentan traslapes entre las diferentes teorias
de onda ya que existen diversos estudios que difieren sobre las condiciones limites uno de
otro.

— &L =0040 ~ B/l =03500
\’nf(g,'r‘) =0 00156 ‘7(31") =0 0792
AGUAS POCO ) : i AGUAS MUY
PROFUNDAS ZONA DE TRANSICION PROFUNDAS
5 7 —
, : N
N : HoLom0 16— STOKES 410 ORDE
‘ : . Yl :
ROTURA : T I
‘ : STOKES 3er ORDEN
1.00E-2 ¢ : Z :
g Hh =078 i
: LIMITE POR ROTURA —ofi—Ff ———~%
s - ] :
H'gT 3 S [ - STOKES 2¢0 ORDEN
JeT” H v 2do »
h 2 . / //7 H
Limite de la Teonia . ///.; :
de Onda Soiitana ! S;‘}}OTD A
1.00E-3 ¢ = ~ ——
L 7 —F yl
5 // i 1’7"’— LHAR =26 :
4 v T -
AN B A A4 :
/ Teom/énuidaf L I
2 : >
) : // ' Teona Lineal {Airy)
1.00E-& = —— :
g I il [ N
[ y:d —
5 &
: :
456789 z 3 455789 2 3 456789 2 3 4
1 0DE-3 1.00E-2 1.00E-1

h/gT?

Figura (2.3). Regiones de validez para diferentes teorias de oleqje
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2.5 Problemas de condiciones de frontera .

Numerosos problemas de fisica y muchos problemas analiticos en Ingenieria se
pueden tratar como problemas de valores de frontera; sin embargo. esto puede no ser--
aparente en algunos casos.

La formulacion del problema del valor de frontera, es simplemente una extension dex,
la situacién fisica en términos matematicos tal que exista una {inica solucién

=

Esto consiste generalmente en establecer una region de interés y especificar una.-
ecuacion diferencial que haga satisfacer a dicha regién (ver figura (2.2)). Existe una; -
infinidad de soluciones para la ecuacidén diferencial, por lo que la labor principal es la de
seleccionar una solucion unica que sea relevante al problema fisico bajo investigacién.

z Condiciones de frontesa (C.F.)

CF.
Area de interds {puedc
adoptar cualquict forma)

»x
\11 ""J’, Vig=viy=0 1CLF
: L » b0 diferencat gob y ;’/
: Coumonentey de veincidsd !
4
Condicién de frontera del fondo
o

Figura (2.4). (a) estructura general de un problema de condiciones de frontera
bidimensional. (b) oleaje bidimensional como un problema de frontera.

Las condiciones de frontera o espaciales son condiciones que especifican el estado
de la variable en un cierto punto de interés especifico en un tiempo dado. Esta condicién
temporal se toma como “condicién inicial”

2.5.1 La ecuacion diferencial de gobierno

Asumiendo que el flujo es irrotacional del fluido y un fluido incompresible, un
potencial de velocidades debe de satisfacer la ecuacién de continuidad.

Veu=0 (2.19a)
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VeVg=90 (2.19b)

La divergencia del gradiente arroja la ecuacidon de Laplace. que se debe de manteze
en todo el fluido.

2 S24 A2
v2¢=__,,a f—h——f 'i)+———0 f =0
&t & @z (2.20)

La ecuacién de Laplace se presenta en numeroso campos de la fisica v la Ingenieria
y existen muchas soluciones, asi que es necesario seleccionar aquella que sea aplicable al
movimiento del agua en particular.

En general, para flujos irrotacionales y no divergentes, la ecuacién de Laplace
también se aplica para la funcidn de corrientes. La incompresibilidad o la no divergencia
para dos dimensiones asegura la existencia de una funcién de corriente, por esto las
velocidades por debajo de la onda se pueden determinar. Sustituyendo esias velocidades de
nuevo dentro de la ecuacion de Laplace, exceptuando la funcién de corriente, resulta:

ow Ou _

o= =0
éx oz (2.21a)
e}
VZW = azt// + azw — 0
ax* 6z? . (2.21b)

Esta ecuacion se debe de mantener en todo el fluido. Si el movimiento es rotacional,
sin friccion, la ecuacién gobernante sera:

Viy=o (2.22)

Donde o es la vorticidad.

El potencial de velocidades se puede definir para dos y ires dimensiones, la funcion
de corriente solamente se puede definir en tres dimensiones si el flujo es simétrico con
respecto a un eje y se considera matematicamente bidimensional. La ecuacidén de Laplace
es lineal, esto es, no involucra productos y entonces cuenta con la interesante propiedad de
la superposicion; esto es, ¢/ v ¢2 satisfacen la ecuacién de Laplace ambas, entonces ¢3 =
Agl + B¢2 también resolveran la ecuacién, donde 4 y B son constantes arbitrarias.
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2.6 Condiciones de frontera
2.6.1 Condicidén cinematica de fronters

En cualquier frontera, sin importar en donde se establezca, libremente, en el fondo o
en la superficie del agua; ciertas condiciones fisicas deben ser satisfechas por las
velocidades del fluido. Estas condiciones en la cinematica de la particula se denominan
condiciones cinematicas de frontera. Es claro que debe de existir una interfase donde no
debe de haber flujo que la cruce.

La expresion matematica de la condicién cinemdtica de frontera se puede derivar de
una ecuacién que describe la superficie que constituye a la frontera. Cualquier superficie se .
puede definir en términos de F(x,y,z,t) = 0, y si nos movemos conjuntamente con ¢lla, ésta
no cambia.

DF(x,y,2,1) OF OF . oF = OF:

=0=—+u—+v—+w—
DT ot ox oy OZ | p(x yz =t
(2.23a)
0
_oF uesVF =uenVF|
ot (2.23b)
Donde el vector unitario normal a la superficie es
VF
T
’ (2.24)
Por lo tanto:
_ _OFlx
VF| en Feyzt) = 0 (2.25)

Si la superficie no cambia con el tiempo entonces u ¢ n =0 (la componente de
velocidad es normal a la superficie), ya que la condicidn requiere que el componente de la
velocidad del fluido normal a la superficie esté relacionado con la velocidad local de la
misma.

2.6.2 Condicion de frontera del fondo (CFF)

La condicién de frontera para fondo impermeable se describe como z = -h(x) para
¢l caso bidimensional donde el origen estd colocado en el nivel de aguas tranquilas y h



Capitulo 2. Teoria de ondas superficiales 41

representa la profundidad. Si el fondo es impermeable. se espera que wen =0 ya que el
fondo no se mueve con respecto al tiempo.

La ecuacion de superficie para el fondo es Frx.z) = z + Arx) = 0. consecuentemente:
urn=0 (2.26)
donde
dh .
. VE E i+1k

VF  (dnidxp+1 @27

haciendo el producto punto y multiplicando por el término del denominador se tiene

u—+w=9_0
dx en z=-h(x) (2.28a)
0
dh
W=—u—
dx en z=-h(x) (2.28b)

Para un fondo horizontal, se tiene, w = G en z = -k v para fondo inclinado se tiene:

w__dn

u  dr (2.29)

En la figura (2.3) se puede observar que las condiciones cinematicas establecen qus
el fluido en el fondo es tangente al mismo.

z

D, X
2 .

ww =-dh/dz

Figura (2.5). Condicion de frontera del fondo para el caso bidimensional
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2.6.3 Condicién cinematica de frontera de superficie libre (CCFSL)

La superficie libre de una ola se puede describir como Fix,y,z.t) =z - nix,y,2) = 0
Donde n(x,),¢) es el desplazamiento de la superficie libre con respecto al plano horizontal,
z = 0. La condicion cinematica de frontera de superficie libre es:

yene on/ot
~Onloxy}+(0n/dy)Y+1 en z=n(x.t) (2.30)
donde
- a—qi _%n j+1k
- & O
(On/ &x + (O /dyy +1 (2.31)
Haciendo uso del producto punto queda:
|
w= % +u Zx_ﬂ + v@]
AR (2.32)

2.6.4 Condicion dindmica de frontera de superficie libre (CDFSL)

Una caracteristica que distingue a cualquier arreglo de superficies (en el espacio), es
que pueden soportar variaciones de la presién actuante, sin embargo, las superficies que
estdn en contacto con la atmdsfera en una interfase aire — agua, no pueden soportar
variaciones de presion a través de la interfase y por lo tanto deben de tener una respuesta a
fin de mantener una presion uniforme. La condicién de frontera dinamica, es requerida en
cualquier superficie libre o interfase para describir la distribucién de presiones en dicha
frontera. Un interesante efecto del desplazamiento de la superficie libre es que la posicién
de la frontera superior no se conoce a priori en el problema del oleaje.

La presién debe de ser uniforme a lo largo de la forma de la ola, la ecuacién de
Bernoulli con la presion en cualquier punto constante se aplica a la superficie libre,

z =1(x,1),

LR
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P
- é1-Ezf—'+l(uz—}—wz)-i-Ai-f~‘<::,r"=(f(z‘)

P2 P (2.33)

donde P es una constante y usualmente se toma como una presior igual a cero.

2.6.5 Condiciones para fronteras “sensibles”

Si se conocen las relaciones de presién en un oleaje generado por la accién del
viento sobre la superficie del agua, la ecuacidén de Bernoulli servirfa para relacionar ese
campo de viento con la cinematica de la ola. La ola y el viento pueden ser independientes v
el movimiento de onda en lo que se denomina “interfase”. La figura (2.4) ejemplifica tres
grados de interfase entre el viento y el oleaje.

—e- R0

G 7
()

Campo de presicoes de Tanstacion
{no afectado por ol ciaae)

| ]

7

Lt

P = 3¥ncsienes en todas partes

7S NG A N

7 7
1]

Figura (2.6). Varios grados de la interaccién aire-aguay la presién atmosférica: (a) union
aire-agua; (b) fuerzas debidas al movimiento del campo de presiones; (c) olas libres, no
afectadas por ninguna variacion de la interfuse aire-agua.

La CDFSL queda expresada a través de la ecuacién de Bernoulli con una
distribucion de presiones uniforme en la superficie
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_o¢ 11(0¢ ¢
a:HKaJ (az” p+gz 0

donde Pr es una constante y usualmente se toma con un valor igual a cero.

z = nx1 (2.34)

Si las longitudes de la onda son muy cortas (del orden de algunos centimetros), la .

superficie no sigue siendo libre, es decir, aunque la presion es uniforme sobre la superficie

del agua, como resultado de una curvatura en la superficie, una presién no uniforme ..
ocurrira en una superficie inmediatamente debajo del espejo de agua. Denotando un -

coeficiente de tension superficial ¢’, la tension por unidad de longitud es simplemente.

T=co' (2.35)

Ahora si se considera una superficie con una curvatura, tal y como se muestra en la
figura (2.5), haciendo un andlisis de fuerzas en un diagrama de cuerpo libre, y considerando
p como la presidn por debajo de la superficie libre, se obtiene que:

T{—senaix +sena§xw]+(P—Pq)Ax =0 (2.36)

Haciendo uso de la aproximacién On/0x = senoa. y de una expansion en series de
Taylor, permitiendo que dicha funcién se aproxime a cero, se tiene:

0N
s &0 —o- ]
ox (2.37)

asi para los casos en que la tensién superficial es importante, a condicién dindmica
de frontera se modifica a:

9 P a0 +1[[ ) (a¢) ]+gz ¢0)
a o par 2\a o en z=1\(x,1) (2.38)

x*+Ax

Figura (2.7). Diagrama de un elemento de superficie
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2.6.6 Condiciones de frontera laterales

Las fronteras se deben también de definir para las condiciones laterales para tener
perfectamente delimitado cualquier problema. Existen diversas situaciones que se deben de
considerar.

Si las olas se estén propagando en una direccion, las condiciones de no-existencia de
flujo y definicién bidimensional se aplican para la otra direccion. En la figura (2.6) se

presentan dos ejemplos para este problema.

Considerando una barrera vertical actuando como una maquina de oleaje en un
tanque de agua. El desplazamiento de dicha barrera se describe x = S(z¢), la funcién
cinematica de frontera es:

- 2
nch(z,r) .1+(§§J
ot . \0z

donde

oz (2.40)

{a)

Ondas salientes salamente
—————y—
\ X ;% TN L.
T 1 N’ ~
w=flzy)

mx 7

7

Figura (2.8). (a) esquema de un generador de oleaje en un tanque, (bjcondicion de
radiacion para el problema del generador de oleaje en direccion x.
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Ejecutando el producto punto

oS &8
U—w-—=—
0z Ot sen (2.41)

Para ondas que son periddicas en tiempo y espacio, la condicién de frontera es z
expresada como una condicion periddica,

$(x,t) = d(x + L,1)
#(x,t) =p(x,t +T) (2.42a, 2.42b)

2.7 Aplicacion de las condiciones de frontera

Las condiciones de frontera sirven para seleccionar, de las soluciones propuestas
para la ecuacién de Laplace basadas en la separacién de variables, aquellas aplicables al
problema fisico de interés. En general, el uso de las condiciones de frontera permite la
determinacion de algunas de las constantes desconocidas; por ejemplo: 4, B, Cy D.

2.7.1 Condicién de periodicidad lateral

Todas las soluciones obtenidas por la separacién de variables satisfacen a la
ecuacion de Laplace; sin embargo, algunas de ellas no son periddicas en x; de hecho, la
solucion se puede separar periddicamente solamente si £ es real y diferente de cero.

Ademas, se tiene como una solucién de la ecuacién de Laplace el siguiente potencial de
velocidades:

$(x,2,t) = (Acos kx + Bsen kx)(Ce® + De™ )sen ot (2.43)

Para satisfacer el requerimiento de periodicidad.

Acoskx + Bsenkx = Acosk(x + LY+ Bsenk(x+ L)
= A(coskxcos kL — sen kx sen kL) + B(sen kx cos kL + cos kx sen kL)

Que se satisface para coskL=1y senkL=0; significa que k=2w/L (conocido como el nlimero
de onda).

Usando el principio de superposicion, se puede dividir ¢ en varias partes, para
propdsitos practicos, se considerara:

¢ = Acoskc(Ce® + De™ ysen ot (2.44)
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El término relacionado con B se adicionara posteriormente.
2.7.2 Condicion de frontera para fondo horizontal

Sustituyendo en la condicidn de frontera de fondo se obtiene:

W= gﬁé =—Acos kx(kCe* — De™ )senat
¢z
z=-h
- Acos kx(kCe™ ~ De ™ )seno =0 (2.45)

Para que se cumpla en cualquier x y ¢, los términos que estan dentro del paréntesis
deben ser 1dénticos a cero, esto da:

C =De**
El potencial de velocidades queda expresado come:

¢ =Geoskxcoshk(h + z)sen ot
G =2A4De" (2.46)

2.7.3 Condiciones de frontera dindmicas de superficie libre

La ecuacion de Bernoulli se puede utilizar para especificar una presidn constante en
la superficie del agua. Dicha ecuacién debe de satisfacerse en z=n(x,#) lo cual es
desconocido a priori. Esta condicién se evalda en z=0 (conocido) a través de una serie de
Taylor truncada.

(Ecuacion de Bernoulli)z=1 = (Ecuacion de Bernoulli)z=0

+ nd'ék (Ecuacién de Bernoulli)z=0 + ... (2.47)
0
8¢ ur+w? 0¢ ur+wt &g 10, , )
Z -~ F =lgz——+ + - + - — W+ w? +..=C(t
(g o 2 ),F [gz a2 ]0 "{gz wor T2 5 ) D ®

Donde p=0 en z=1;.

Para olas infinitesimalmente pequefias, 77 es pequefio, por lo tanto se asume gue las
velocidades y presiones son también pequeilas; entonces cualquier producto de estas
variables es muy pequefio v si se desprecian dichos términos tan pequefios, la ecuacién de
Bernoulli se puede expresar como sigue:
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Es

Si se sustituye el valor del potencial de velocidades y se considera, por definicion,
que 77 tendrd un promedio espacial y temporal nulo; Ci=0

7= [M:]COS khcosot

11 esta dado como una constante periddica en el tiempo y espacio como sigue:

q:%cokxcosot

(2.48)
Asi finalmente el potencial de velocidades queda en términos de H, o, y k..
6= Hgcoshk(h+ z) cos ket sen of
2o cosh kh (2.49)

2.7.4 Condicion cinemitica de frontera de superficie libre

Esta condicién se empleara para encontrar la relacion entre los pardmetros k y o
Usando la serie de Taylor para relacionar la condicion de fronters pars una elevacion
cualquiera, z=n(x,¢) calculada en z=0, se tiene:

(w-a—n——ua—”) =(w—§ﬁ—uéﬁ] +n£(w—?ﬁ—u?—z) +..=0
ot & )., ot ox )., & o ox ),

Considerando que n no es una funciéon de z, vy conservando los pardmetros
pequefios, u, w y 77, la condicion cinematica de frontera linearizada resulta:

w= a_:;l
oo (2.502)
0
_%¢ _on
i O (2.50b)

Substituyendo para ¢y 77 queda
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— E{_ _g£ S,ﬂk_(}?ﬂ Coskx sendat
2 o coshkh =

c
H
= —Eacoskxsenof

o? = gktanhkh

También puede ser expresada como

2
gf} =g i tanhkh
T L

2

C*= Lﬁ = gn.mhkh
 k

T
L= 8 Tuanh 2™
27 L

Las ecuaciones anteriores, que son realmente la misma ecuacion expresada en
términos de diferentes variables. estan referidas a la ecuacién de dispersion; va que éstas
describen la forma de como un campo de ondas constituidas por muchas frecuencias que se
separan o dispersan debido a las diversas celeridades de los diversos componenies de
frecuencia, se propagan.

1a velocidad de onda, o celeridad se ha definido como C=L/T.

C =£TC—) tanhkh = Cotanhkh

2.52)

2.7.5 Oleaje estacionario

Una solucién para un problema de frontera para ondas de pequefia amplitud es la
siguiente:
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¢:£§Mcoskhsenw
2 o coshkh

?;(Jc,z‘)=l%§:i =Ecoskxcosm‘
g z=0

(2.53)
donde o° = gk tanhkh.

La forma del oleaje se muestra en la figura (2.7). Se puede observar que en el punto
ot = /2. La onda vale cero para cualquier x, en of =0, se tiene una forma coseno al igual
que esa misma forma pero con diferentes magnitudes para los otros tiempos. A esta forma
de onda se le conoce como “onda estacionaria” y no se propaga en ninguna direccién. Para
las posiciones kbx = @2, y 372, y continuando dicha serie, existen los nodos, esto se
traduce a que no existe ningin movimiento en estos puntos. Las olas estacionarias
cominmente se presentan cuando el oleaje se refleja completamente debido a paredes
verticales.

ix, 6}

nxT/4)
]

L4

SN N

ax.T/2)

Figura (2.9). Desplazamiento de la superficie del agua asociada a una onda estacionaria

2.7.6 Ondas progresivas
Considerando otra onda estacionaria

_H g coshk(h+2z)

= sen khcos ot
2 o coshih

o(x,z,1)
{2.54)

Este potencial de velocidades es la soluctén de la ecuacion de Laplace, asi como de
todas las condiciones de frontera. El desplazamiento asociado de la superficie del agua es:
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3¢

1
nix8)=---=— =—gvsenlocsenof
g < (2.353)

Debido a que la ecuacién de Laplace es lineal v por lo tanto su superposicion es
valida. si se resta el potencial de velocidades obtenido en la ecuacidn (2.54) al que
previamente se tenia en la ecuacion (2.43) se obtiene:

p=-LEOMKEL) e on)
2 ¢ coshkh (2.56)

Este nuevo potencial de velocidades tiene una nueva funcion de elevacién que da:

n(x,t)= ! aij = %cos(kx - ot)

g8t ., (2.57)

se puede tener también:
H
n(x,1) =§coskxcoso¢ + -Esenkxseno? = g{cos(kx - ot)

Lo cual es el mismo resuliado. La forma de la onda se mueve con el tiempo, para
determinar la direccidn de dicho movimiento, es necesario examinar uUn mismo punto sobre
ia onda en dos diferentes tiempos ¢/ v ¢2. La localizacion del punto x también cambia con el
tiempo; esta deduccidén se ejemplifica en la figura (2.8), la velocidad con la que ocurre
dicho movimiento se calcula:

X, — X
c="2"

L EATRIN

a3

Figura (2.10). Caracteristicas de una onda progresiva

Se presupone que el punto 1 conserva su elevacion con respecto al nivel medio en
ambos tiempos, es decir, 7x/.t]) = n(x2,t2) de hecho se tiene:

ial "'OTI =kx2 _012
k(x, —x,)=0(, ~t,)
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o también
C)'_Zn'z'/T__C,__xl—:ucz_xz—xl
k 2n/L t,—t, L4

ya sea el movimiento de izquierda a derecha o en sentido contrario.

2.7.7 Las relaciones de dispersién en aguas someras y profundas

Dado que las funciones hiperbélicas son asintoticas para aguas someras y profundas,
y casi todas las ecuaciones que describen el movimiento del oleaje. En la tabla (2.1) se
muestran dichas simplificaciones con base en el valor del pardmetro &

Funcion Kh largo Kh corto
Cosh kh ekh/2 1
Senh kh ekh/2 kh
Tanh kh 1 kh

Tabla (2.1). Formas asintdticas de funciones hiperbélicas

L relacién de dispersidn y la celeridad de 1a onda para aguas someras se reduce a lo
siguiente:
o? = gktanhkh ~ gk
L=Lo

La velocidad de onda en aguas someras se determina solamente por la profundidad
del agua. Para aguas profundas, k4 > 7,

(2.60)
o?=gk*h
)
0-2
-E; =C?= gh
C=.gh

donde
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Lo= S 72215672
2

Co= f T=1.56T

it

2.7.8 La funcidn de corriente para ondas de amplitud pequeiia

El potencial de velocidades se ha utilizado para desarrollar la teorfa de la amplitud
pequefia, asi como es conveniente utilizar las representaciones de la funcién de corrientes.
Por esto podemos utilizar las ecuaciones de Cauchy — Riemann para desarrollar dichas

teorias a partir del potencial de velocidades.

Para ondas progresivas:

H g coshk(h+2z)

O(x,z,0) =~ sen{kx — ot

(x.2.0) 2 o coshkh ( )

‘P(x,z,t):—H g senhk(h+ ;)c s(kx - ot)
2 o coshih

Para ondas estacionarias:

H g coshk(h+z)

Olx, z,t)=— cos kxsen ot
2 o coshkh

\P'(x r)__ﬁgwsenhsenw
2 o coshih

(2.61)

(2.62)
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Capitulo 3.
Modelo y propiedades de la transformacién del oleaje
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3.1 Introduccion

En los capitulos anteriores se han desarrollado las bases para el estudio de las ondas
lineales tanto estacionarias como progresivas, lo cual dan pie a la solucidn y aplicacidn a
diversos problemas reales de la Ingenieria Civil, enfocada al area de la hidréulica maritima.

La teoria lineal de ondas vista anteriormente, describe algunas de las caracteristicas
basicas del oleaje en sus distintas regiones y para continuar con una descripcion adecuada,
ahora es necesario estudiar las transformaciones que ocurren cuando un tren de ondas se
aproxima a aguas someras.

Las condiciones fisicas que se conocen del oleaje, son el resultado de la observacion
y medicion de las caracteristicas de la superficie libre de un cuerpo de agua y que
posteriormente se trabajan y depuran para una modelacion posterior. Los resultados de
dichos tratamientos, generalmente se resumen en la obtencién de alturas de oleaje
representativas, periodos, pardmetros de disefio, modelacidén de fendmenos de tormentas,
etc. Dados estos datos de oleaje, es necesario tener las herramientas para determinar los
cambios eventuales que ocurren cuando las ondas se propagan del medio profundo hacia la
playa llegando a su rotura y disipacion de energia. También interesa conocer el cambio en
el nivel medio del agua debido a la presencia de estructuras reflejantes del oleaje.

El oleaje, generalmente se aproxima a la playa en una forma oblicua y la batimetria
de aguas someras es generalmente poco regular, por esto se requiere estudiar al fenémeno
de transformacion del oleaje como una aproximacion tridimensional. Sin embargo, para
fines de simplificacion matematica se hace una aproximacion inicial en dos dimensiones

g o . .
afiadiendo los efectos tridimensionales posteriormente.

En éste capitulo se presenta primeramente una breve descripcion fisica de los
fenémenos de transformaciéon del oleaje y posteriormente se enfocard el estudio al
fendémeno de refraccidn particularmente, dandole asi un tratamiento completo y detallado,
definiendo las consideraciones que se consideraran al aplicar el modelo computacional que
se describir4 en el siguiente capitulo.

Las fuerzas que actian sobre estructuras como diques, escolleras y rompeolas, se
derivan y relacionan directamente con el campo de presiones del fluido en accion y con la
cinemética de las particulas. Dichas fuerzas, se transforman y cambian mientras se
propagan hacia la costa; el asomeramiento del oleaje v el estudio de las distintas
condiciones batimétricas que influyan cualquier cambio en el mismo son puntos a tratar en
éste capitulo que sustentard el objetivo de la Tesis que se presenta.

3.2 Descripcion fisica de la transformacion del oleaje

Conforme va disminuyendo la profundidad del fondo marino, la celeridad de onda y
su longitud van disminuyendo, ambas con la misma relacion (Z/C=T). El periodo de onda
se mantiene constante desde aguas profundas hasta el punto de rotura del oleaje.
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Si la energia de una ola fuese constante al propagarse de aguas profundas a aguas
someras. la disminucion constante de ia longitud de la ola ocasiona que su altura aumente
conforme ésta se acerca a aguas poco profundas. Pero debido a Ia velocidad propia con la
que se transmite el oleaje, éste primero disminuye suavemente en la zona de transicién de
aguas profundas a someras, v luego comienza a aumentar su altura répidamente; sin
embargo, cualquier interferencia del viento. corrientes o cualquier disipacion o reflexion de
energia ocasionan una alteracién evidente en el recorrido del tren de oleaje, asi como para
olas muy agudas o peraltadas que alcanzan su Imite y rompen disipando asi su energfa v
por lo tanto su altura.

La gran mayoria de las olas poco peraltadas en aguas profundas tienen una
conformacién de su superficie muy aproximada a un comportamiento senoidal. En cambio,
para olas muy peraltadas en aguas profundas, o también para olas que se aperaltan al viajar
hacia aguas menos profundas, muestran una forma muy aguda en sus crestas y muy plana
en sus valles. Y la duracion de las crestas de la ola aumentan menos de la mitad del periodo
de la misma. El movimiento de las particulas también se modifica pasando de una 6rbita
cercanamente circular a una forma asimétrica con respecto a su eje horizontal; achatandose
en la parte inferior y redonde4ndose en su parte superior.

La teoria de la pequefia amplitud indica que la componente de velocidad horizontal
de una particula, en cualquier punto por debajo de la superficie iibre del agua, aumenta
significativamente conforme va disminuyendo la batimetria de fondo, particularmmente en
aguas someras. La componente vertical de la velocidad de la particula aumenta mientras el
fondo ve aumentando. En aguas profundas, ambas componentes disminuyen
exponencialmente con el aumento de la distancia al fondo. En aguas someras, la
componente horizontal de velocidad es constante de Ia superficie al fondo.

Las caracteristicas asimétricas de Ia superficie libre del agna ocasionan unas
diferencias significantes entre las velocidades de las particulas en las crestas y valles.
Duraciones mas cortas de crestas significan que la particula cuenta con un tiempo
significativamente més pequefic para tomar la parte superior de la cresta que para ir al
punto mas bajo del valle.

En la zona de rompiente o rotura, el movimiento oscilatorio se transforma en
movimiento de traslacién de las particulas de agua, ocasionando un fendmeno que depende
principalmente de Ia pendiente de la Playa y las condiciones de la superficie, y de la
agudeza de las olas incidentes.

3.3 Caracteristicas de las ondas de pequeiia amplitud

Conociendo el potencial de velocidades, se define también del campo del flujo para
una onda pequefia y progresiva,
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3.3.1 Contorno de la superficie

Insertando el potencial de velocidades dentro de la CDFSL y dando el valor z=0 se

obtiene la ecuacién de contorno de la superficie libre del fluido.

H H x
= —cos(kx —ot) = —cos(— — —~ 3.1
n 2cos( ) 5 os(L T) (3.1)

Se define al contorno de superficie como una forma de coseno, lo cual es razonable '

para ondas de baja amplitud. Pero cuando dicha amplitud aumenta, las formas de las ondas
se hacen asimétricas verticalmente como se explicd anteriormente.

3.3.2 Celeridad de onda

Combinando la CDFSL y la CCFSL se obtiene:

2
9, 9
or? 0z

enz=10
e insertando e] potencial de velocidades queda:

o g
C =2 =% tanhkh 32
k k an. ( )

i

1.2 ecuacién anterior es la ecuacion clasica de dispersion que relaciona a la celeridad
de onda con la longitud de onda y la profundidad. Utilizando la relacion C=L/T, la ecuacién
(4.2) se puede convertir en las siguientes férmulas:

C= —gztanh@
27 L
2
1= 2
2 L

3.3.3 Clasificacion del oleaje con base en su profundidad relativa

Existe una relacion #/L que decrece mientras la profundidad decrece también. Dicho
pardmetro se le llama profundidad relativa y es importante para clasificar a las ondas.
Existen una serie de simplificaciones de ciertas ecuaciones de ondas para ciertos rangos y
valores de la profundidad relativa, estos rangos definen el limite de ciertos patrones unicos
de comportamiento del oleaje.

Existen tres rangos de profundidad; profundo, intermedio o de transicion y aguas
poco profundas o someras. Cuando la profundidad relativa es aproximadamente 0.5 se
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trabaja en aguas profundas. Y la simplificacion que ocurre en la ecuacion {3.2) es que el
término fank es muy cercano a la unidad v por lo tanto queda:

L
CO = g_ak
27
c, =&
2z
2
-4
27

El subindice cero indica que se esta trabajando sobre aguas profundas, y el periodo
permanece invariable ya que éste no varia con la propagacion de la onda.

Cuando el pardmetro de profundidad relativa es menor a 0.5, las ondas entran a un
rango intermedio o de transicién. Y a partir de éste punto, el movimiento de las particulas y
olras caracteristicas dependen ahora del periodo de onda y de la batimetria de fondo y las
ecuaciones originales se deberan utilizar.

El rango de transicién contintia hasta que el valor de la profundidad relativa alcanza
el valor aproximado de 0.05 donde entra en el dominio de aguas someras, el valor de tank
kh es muy similar al de k% solemente, asi que las ecuaciones quedan:

C=.gh
L= ghT

En algunos casos es conveniente expresar la profundidad relativa en términos de la
profundidad y el periodo ya que si se maneja la refacion anteriormente vista pueden darse
casos de tener un oleaje con periodos extremadamente grandes dentro de aguas someras, lo
cual es imposible. A partir de la ecuacién de dispersion, los limites para aguas profundas ¥
SOmeEras son:

% >0.08 aguas profundas {(3.3)
g

d 2
o772 <0.0025 aguas someras {3.4)
g
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3.3.4 Velocidad de la particula, aceleracion, y geometria orbital.

Afadiendo las componentes de velocidad horizontal y vertical en la ecuacién de
dispersion, se obtiene:

U= %[ﬁ%}cos@x —ot)
o ;‘zk . (3.5a; 3.5b)
= _{Se_(_i,z_)] Sen(kx — o-t')
T senh kh

Estas ecuaciones otorgan los componentes de velocidad en un punto (x, -z) -

conforme el tiempo transcurre y distintas particulas alcanzan y pasan dicho punto.

Cada componente de velocidad estd formado de tres partes: la primera es la
particula de la superficie en aguas someras (7F/T) que es fisicamente la 6rbita circular de la
particula dividida entre el tiempo que tarda en completarla. La segunda es una funcion
hiperbélica en z que causa una disminucién exponencial en la velocidad de la particula con
relacion a un aumento en la profundidad. La tercera, un término de fase que define la
variacion ciclica a través de una fase de onda. Hay que recordar que las ecuaciones de
velocidad solo son validas entre la superficie libre del agua y el fondo.

Las componentes horizontales y verticales de la aceleracion de una particula son:

27z2H coshk(h + z)

is

a,=— —= sen(kx — of)
, TzH nslf‘;hhk” (3.6a; 3.6b)
a_ = #°H senhk(h + 2) cos(kx — ot)
: T senh kA

Una representaciéon grafica tipica de las geometrias de las orbitas para aguas
profundas y someras se muestran en la figura (4.1). En aguas profundas, las orbitas son
circulares con un diametro en la superficie igual a la altura de ola y con didmetro
decreciente a razon del 4% hacia el fondo. Las particulas en aguas someras describen una
forma eliptica, éstas elipses se van achatando debido al contacto o encuentro con el fondo.

Eoe)
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Figura (3.1). Transformacion de las drbitas de las particulas y la forma del oleaje en
aguas profundas y someras.

La teoria de la pequefia amplitud da como resultado una superficie cercanamente
senoidal para ondas que se propagan en aguas profundas con una altura pequefia. Sin
embargo, mientras la onda se va propagando hacia aguas de transicion v aguas someras. la
superficie se asemeja mas a una forma trocoidal con valles largos y planos v crestas
agudizadas.

Como se hizo para la ecuacién de dispersidn, es de mucha utilidad observar los

limites alcanzados por la velocidad de ia particula y la aceleracion en aguas someras y
profundas.

coshk(h+z) senhk(h+z) =

aguas profundas (3.7
senh kh senh kk
coshk(h+2) 1
senhkh Kk aguas someras (3.8)
senh(h+a) | 2
senh &k h

3.3.5 Flujo de energia v celeridad de grupo

Una propiedad importante de las ondas es que éstas transmiten energia. El flujo de
energia o potencia P de una onda es el promedio de la energia por unidad de tiempo y por
el ancho de cada cresta que es transmitida en la direccién de propagacién de las ondas.

Un fendmeno relacionado con ¢l flujo de energia es la celeridad de un grupo de
ondas. La figura (3.2) muestra dos trenes de ondas, la primera muestra una celeridad mayor
asi como una longitud mayor que la otra, viajando en la misma direccién que la segunda.
La configuracion de superficie resultante, se muestra en la figura de abajo, es la suma de las
elevaciones de superficie individuales en cada punto a lo largo del nivel medio. El resultado
es un efecto en el cual. las dos ondas estan alternativamente dentro v fuera de fase. Esto
produce la onda mas alta cuando las dos componentes estan en fase y por el contrario, se
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reducen a cero cuando ambas componentes estan exactamente fuera de fase. Esto resulta un
grupo de ondas propagandose con una celeridad Cg.

Figura (3.2). Desarrollo de grupos de ondas

Se puede demostrar que la celeridad de grupo esta relacionada a la longitud y
celeridad de ondas individuales en el grupo por:

dC
Ce=C—-L— 3.9
g T 39

En aguas poco profundas, las ondas con pequefia amplitud son no-dispersivas
(dC/dL=0) y la celeridad de grupo equivale a la celeridad de fase. Fn aguas profundas
dC/dL=C/2L mostrando que la celeridad de grupo es equivalente a la mitad de la celeridad
de fase. Una relacion general se puede obtener insertando la ecuacion de celeridad de fase
C en la ecuacién anterior mostrando:

Cg=£(1+ 2kh } (3.10)
2 senh 2kh

3.4 Transformacion del oleaje entrante a aguas someras

Diversos son los cambios que ocurren cuando un tren de ondas se aproxima a aguas
someras. Uno de los mas obvios es el cambio de la altura del oleaje mientras este se
asomera, también la disminucién en la longitud de onda y €l cambio de la direccién son

ejemplos de dichas transformaciones que en Ja mayoria de los casos su observacion es mas
clara desde el aire.

3.4.1 Conservacién de las ecuaciones de ondas
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En todo el estudio y el analisis que se ha realizado en ésie wrabajo se ha asumido
que las ondas se propagan en la direccidn x, pero para poder estudiar a una linea de costa,
es conveniente localizar un sistema coordenado tal que la direccién x sea en direccidn
perpendicular de la linea de costa v la direccién y sea paralela a la linea de costa para asi
poder describir la variacién en el plano del olegje.

Ya contando con un sistema coordenado es posible descomponer algunos
parametros importantes como lo es el numero de onda k& en dichas coordenadas. Si el

nmumero de onda se propaga en una direccion arbitraria x-y en el espacio se tiene:

k=ki+kj
k= k*+k?

Si se tiene un angulo de incidencia & que se define como el 4ngulo existente entre la
direccidn normal a la playa (la direccidn x) y la direccion de la onda, entonces:

k., =k cosf
k = ksenf

La linea horizontal en la cual las ondas se mueven es conocida como rayo de onda,
definido como una linea en la cual vector de onda es siempre tangente.

ky____;,y

SOl 77777 7 /77777 77777777777

Figura (3.3). Descomposicicn del nimero de onda k en sus componentes ortogonales

El angulo descrito entre la direccidn x y el rayo de onda se obtiene mediante la
relacidn siguiente:
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Para examinar la relacion de conservacion de ondas se plantea lo siguiente. Para una
longitud pequefia dx en la direccion del movimiento de la onda, se hace un balance del
nimero de ondas que entren y de las que salgan de la region de control con las que se

acumulan dentro de la misma. La tasa de entrada a la regién de control es 1/T 0 ov2x. La

j &

e

fi

tasa de salida en una distancia dx se puede encontrar utilizando la serie de Taylor de primer -

orden. La diferencia del flujo que entra al que sale debe de ser equivalente a la acumulacion
de ondas dentro de la regién con respecto al tiempo, que es, la tasa de tiempo de cambio del
nimero de ondas dentro de la region.

od_of dv)_dedk
oL o\ 2w} 2me
ok oo G.1)

—+—=0
o ox

3.4.2 Cambio en la altura del oleaje

La figura (3.4) representa el perfil de una seccion orientada normal a la playa, con
un tren de ondas propagindose de aguas profundas a aguas someras. Conforme la ola se
propaga del punto 1 al punto 2, la tasa de celeridad de fase y la energia que se transmite en
1a ola aumenta debido a la disminucién en la profundidad. También, el contenido de energia
de las olas se puede ver aumentado o disminuido debido a la accion del viento que actia
sobre la superficie libre del liquido. La energfa en el fluido también se disipa por la friccién
existente en el fondo y por la percolacion de agua entrante y saliente del medio poroso del
fondo.

NMM

o R Disipacion debida
o al fondo, reflexion

Figura (3.4) Perfil normal de una playa
Es apropiado hacer el calculo del cambio de la altura de ola que se propaga hacia la

playa despreciando la transferencia de energia debido a los efectos de superficie y del fondo
asi como las pérdidas de energia debidas a la reflexion del oleaje. Estas consideraciones

Vi
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ocurren cuando la distancia entre las olas que se propagan es relativamente pequefia. Esto
ocasiona que la energia de onda por unidad de tiempo que pasa por €l punto 1 sea igual a la
gue pasa por el punto 2.

P] - PQ.
La potencia total de la ola entre dos crestas es equivalente a la energia por la

distancia entre dichas crestas. si ésta distancia se denomina con la letra B, entonces la
potencia total es BP.

() (2
T T J,

3.12
1 [ 2kh ] G12
=1+
2 senh 2kh
Sustituyendo el valor de £ por su ecuacion equivalente
B mly B (3.13)
, mi, B

El primer término de la derecha de la ecuacién anterior representa el efecto del
cambio de altura de ola de 1 a 2 normalmente llamado coeficiente de asomeramiento K, el
segundo término de la derecha podria ser equivalente a la unidad para el caso
bidimensional, pero cuando se aproximan olas tridimensionales, el efecto de refraccion
ocurre, las lineas ortogonales pueden converger o divergir, el valor de éste término puede

ser mayor o menor que la unidad, éste término es conocido como el coeficiente de
refraccidon Kr. Y queda H/H;=KsKr.

Para la propagacion de oleaje bidimensional de aguas profundas a someras se ticne:

7z _ L _ G
H, 2nL ~2C

(3.14)

La prima en la Ho denota asomeramiento sin refraccion. La tabla (3.1} representa
los pardmetros relacionados unos con otros:
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L /Lo H/Ho’ C/Co,L/Lo Cg/Co n {H/L)/(H@/Lo)
0.02 0.0025 2.005 0.1250 0.1244 0.9947 16.04
0.03 0.00559 1.648 0.1863 0.1841 0.9884 8.85
(04 0.00985 1.440 0.2462 0.2411 0.9795 5.85
0.63 0.01521} 1.303 0.3042 0.2947 0.9685 428
0.07 0.02895 1.134 0.4136 0.3891 0.9409 274
0.09 0.04608 1.037 0.5120 0.4646 0.9074 2.03
0.10 0.05569 1.005 0.5569 0.4952 0.8892 1.80
0.15 6.1105 0.9254 0.7367 0.5839 0.7930 1.26
0.20 0.1700 0.9134 0.8300 0.5993 0.7049 1.075
0.30 0.2865 0.9445 0.9550 0.5605 0.5870 0.989
0.40 0.3948 0.9749 0.9870 0.5260 0.5330 0.988
0.50 0.4981 0.9903 0.9962 0.5098 0.5117 0.994
1.00 1.0000 1.0000 1.0000 0.5000 0.5000 1.000

Tabla (3.1). Parametros del oleaje

El Término Ho’ es conocido comunmente como la altura de ola equivalente para
aguas profundas.

3.5 Refraccion del oleaje

El estudio del fendémeno de refraccion del oleaje, normalmente considera olas que
viajan de aguas profundas a aguas someras o hacia aguas intermedias asi, reescribiendo la
ecuacion para la propagacién de oleaje bidimensional de aguas profundas a someras:

H [ﬁ’_ @_zszKr
H, V22L\ B

Recordando que B es la distancia entre dos ortogonales (algunas veces llamados
rayos de ondas) y dichas lineas ortogonales son a su vez normales a las crestas de las olasa
lo largo de la ortogonal. La ecuacion anterior estd disefiada para hacer equivalente el flujo
de energia entre dos ortogonales en aguas profundas y en algunos casos en aguas
intermedias y someras. Esto implica que no existe adicién o pérdida de energia por ningin
tipo de agente y que la energia no se difracta a través de las ortogonales.

Fxiste una infinidad de lineas ortogonales dentro de cualquier patron de refraccién,
pero normalmente no se puede definir un nimero adecuado de lineas que logren definir al
fenémeno de refraccion en su totalidad. La figura (3.5) muestra un diagrama simple de
refraccién del oleaje para olas oblicuas que viajan de aguas profundas hacia la playa. Se
muestran las lineas ortogonales y las crestas de las olas asi como el contorno del fondo que
ocasiona la desviacidn y refraccién del oleaje; también se muestra el patrén de rotura de
oleaje. Este diagrama se puede desarrollar para un periodo de ola dado y una orientacion de
las crestas del oleaje o mejor dicho, del oleaje incidente. Para un estudio ingenieril real se
requiere de un diagrama como el anterior para cada caso que se tenga y para periodo y
orientacion en particular.

1
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Crestas de onda

Ortogonal de

Linea

Figurq (3.5).Crestas de ola y patron ortogonal para oleaje de aproximacion a aguas
someras.

Para evaluar los efectos de refraccion, se debe de disefiar el patron de ortogonales de
ola que se propagan, el espacio entre dos ortogonales de ola que se propagan en aguas
profundas es By y normalmente se selecciona de forma arbitraria y el valor de B se
selecciona como el . :paciamiento de se selecciona como la distancia entre ambas
ortogonales en el punic de inierés. Para el patrdn de refraccién mostrado en la figura
anterior, la distancia entre ortogonales aumenta en la direccion hacia la playa resultando
una disminucion de las alturas de olas debidas a los efectos de refraccion.

El cambio calculado en la altura de ola utilizando la ecuacidn estudiada arroja un
valor de dicha altura que es un porcentaje sobre el espaciamiento ortogonal B. Puede ser
necesario utilizar un espaclamiento mas pequeiio para asi obtener una evaluacion mas
adecuada de la altura del oleaje en un punto determinado, particularmente para batimetrias
complejas.

3.5.1 Ecuaciones basicas de refraccidn

Aunque es importante conocer ¢l patrén de crestas de olas que se desarrolla
conforme de refractan las olas, es de mayor utilidad poder predecir el patrén ortogenal de
ondas. El patrén ortogonal de ondas arroja la direccién local de propagacion y més
importante, permite conocer el cambio de altura de ola debido al efecto de 1a refraccién. El
patron de crestas de ondas se puede construir facilmente del patrén ortogonal.
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En la figura (3.6) se observa la ortogonal y la cresta de onda con respecto al plano

e

x, y cruzando también una linea batimétrica. Se observa que s es una distancia arbitrariaa lo -

largo de la ortogonal hacia algin punto cualquiera, entonces las ecuaciones que definen a la
ortogonal son:

fd-x—zcosg
ds
@=sen9
ds
a6 _ _14dC
ds C dn

Y

|

Ortogonal
Cresta Linea
§ fhaliméuica
n & =
_‘_..-'"
-y

Figura (3.6). Diagrama de lineas ortogonales y lineas de cresta

En la tercer ecuacidn C es la celeridad y » es la direccién normal a la linea
ortogonal. Dicha ecuacidn establece que la curvatura depende en el gradiente de celeridad
de onda normal a la direccién de la misma y que la ortogonal a la ola se desvia en la

direccion de menor celeridad de onda. Esta es una breve descripcion del proceso de -

refraccion del oleaje. Derivando la tercer ecuacion con respecto a x y y se hace continua y
queda:

49 _ 11 no% _cos9%C (3.15)
ds C dx dy

Conociendo la direccién ortogonal incidente y determinando la celeridad de onda y

su gradiente en las direcciones x y y en cualquier punto, se puede determinar el cambio de
la direcci6n ortogonal en dicho punto.

Paso a paso la solucion de esta ecuacién determina numeéricamente la variacion
secuencial de @ y el patrén de la ortogonal.
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Para evaluar ios cambios que ocurren conforme se refracta la ola desde un punto en
aguas profundas hacia algin punto cerca de la playa. un par de ortogonales se pueden
construir usando las ecuaciones. A partir de esto, el cambio en la altura de ola que se
refracta s2 puede determinar utilizando la ecuacién (3.13) con las distancias medidas entre
las ortogenales en los dos puntos de interés. La ecuacidén que determina la intensidad en
cualquier punto a lo largo de la linea ortogonal se desarrolla:

ﬂzé:(Kf}‘” (3.16)

Al factor /7 se conoce como el factor de separacion. A partir de la geometria de un
par de oriogonales adyacentes, se deriva una ecuacion del factor de separacion ortogonal es
términos de la distancia s a lo largo de dicha ortogonal. El resultado es:

b B
S TP Tap=0 (3.17)

donde

_tos@ éC _send 8C

C & C oy
_sen*@ 0°C  2senfcosf &°C , cos 60 &*C
C ox? C oxay C Oy

3.3.2 Censtruccion manual de diagramas de refraccion

Conocido el periodo de ola incidente, su direccién y teniendo una carta hidrografica
del area de interés, se puede construir manualmente un diagrama de refraccién por el
método de las crestas de oleaje (poco utilizado actuaimente) o por el método de lineas
ortogonales que involucra una construccidn directa de olas ortogonales de las cuales, la
direccion v la altura de ola que cambian se pueden determinar directamente.

El método de las crestas de ola es simplemente la construccion de un diagrama
directamente sobre la carta hidrografica que muestre las posiciones de las crestas de ola en
uno o varios intervalos de longitud de onda conforme se propaga de aguas profiundas a
someras hasta alcanzar la playa. Es un proceso sucesivo de determinacion de puntos en las
crestas de olas calculando las longitudes de ola con base en la ecuacion de dispersion dada
una posicion inicial de la cresta. Las ortogonales se adicionan posteriormente con la
construccion de redes de flujo.



Capitulo 3. Modelo y propiedades de la transformacion del oleaje 69

El método de las ortogonales se deriva de la ecuacidn (3.15), aplicada a un par de -

fronteras de fondo. Asumiendo que el eje x estd orientado en la direccion central de ambas
fronteras, también se asume que la profundidad varia uniformemente entre las dos fronteras
asi mismo con la celeridad de onda, la ecuacion queda:

ﬁ__cosﬁjd_c_
ds C ay

(3.18)

dC/dy es una constante (negativa cuando la ortogonal va de aguas profundas a
aguas someras y viceversa), obteniendo la ecuacion:

cos @ cosf), cosd,
=cte = =
C cosf, cosé,

Donde los subindices 1 y 2 se refieren a las condiciones en las dos lineas de
fronteras. Definiendo al 4ngulo @ como el angulo entre la cresta de ola y la direccion x.
Esto es, a = 772 - 8 Entonces las ecuaciones quedan:

seng; C, L

==t (3.19)
sena, C, L,
da _sena, dC _ (3.20)
g C d&

La ecuacion (3.19) es la clasica ecuacion de Snell para refraccién en una interfase
El procedimiento para disefiar diagramas de refraccion se puede resumir como sigue:

a) Localizar el contorno de fondo representado por A/Ly en la carta hidrogréfica.
Después se debe de caracterizar los limites de aguas someras en la carta con
base en la profundidad relativa. Las irregularidades que son mas pequefias que
una longitud de onda no afectan apreciativamente el comportamiento de laola y
se deben de desechar.

b) Para cada contorno se debe de calcular la tasa de celeridad de onda Cy/C;, donde
C; es la celeridad en el par de contorno mas profundo.

C, _ tanhQan (L)) (321)
C, tanh(2zh,/L,) '

donde

W

b

by
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d)

2 tanh[——) = _‘f_ (3.22)
L L L,

Comenzando desde las dos fronteras mar adentro. construvendo una frontera
intermedia que equidiste de los dos contornos anteriores. Después. se extiende la
ortogonal de aguas profundas que se aproxima hacia la frontera intermedia vy
finalmente se construye una linea tangente a la frontera intermedia en el punto
de interseccién con la ortogonal que se aproxima.

Se superpone la plantilla para construir las ortogonales de ola, figura (3.7}, con
la linea marcada ortogonalmente sobre la ortogonal que se aproxima con
C/C,=1.0 en el mismo pumnto de interseccion del inciso anterior.

E]
§ kil
- .
2
£
-4
in
Turning
3 point
1 + P a F | ks O
T2 LI ey af 5
1z [ 43

Figura (3.7).Plantilla para construir ortogonales de onda (Arthur et al. 1952)

€)

Luego, se hace girar la plantilla con centro en el punto de interseccion, hasta que
el valor de C;/C; intersecte a la tangente de la frontera media.

Con un par de tridngulos, se mueve la ortogonal de salida a una posicién
paralela tal que las ortogonales de aproximacidéndn y de salida se¢ unan y las
longitudes de ambas fronteras sean iguaies.

Se repite el procedimiento para intervalos de frontera para extender la ortogonal
de aguas profundas al punto de la costa de interés.

Las ortogonales se pueden construir de aguas someras a aguas profundas usando i
mismo procedimiento, exceptuando el valor de C»/C; que mantiene a C; como el valor de la
celeridad en aguas profundas.

En la figura (3.8) se muestra un diagrama de refraccion para una ola de 7 segundos
de periodo con una incidencia de 30°SE aproximéndose a un pequeflo puerto costero.
Nétese que la refraccién concentra a la energia cerca del cuerpo del rompeolas y disipa su
energia en ¢l morro del mismo. La ortogonal que se extiende en el morro del rompeolas es
relativamente larga, asi que lineas ortogonales adicionales se deben de construir entre las
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dos ortogonales que encierran este punto para dar una determinacién mas precisa de las
alturas de olas en la direccion del morro.

Figura (3.8). Diagrama de refraccion para una ola de 7 segundos de direccion SE 30
3.5.3 Otras consideraciones para la refraccién

Cuando una onda se propaga en forma oblicua y cruza de aguas quietas a aguas que
cuentan con algdn tipo de corriente o que se propagan a través de aguas con velocidades
variables, la celeridad de onda relativa al fondo cambiara, y esto consecuentemente
ocasiona que la ola se refracte. En la zona cercana a la costa la refraccion debido a las
corrientes debe de ser evidente en la cercania de entradas de oleaje donde la fuerza relativa
de las corrientes aumentan.

La refraccion inducida o afectada por corrientes se puede demostrar por un simple
caso de una ola que se propaga de aguas profundas quietas a aguas profundas que cuentan
con corrientes con velocidad U. Los patrones de crestas y ortogonales cambian con la
relacion:

sena, = (3.23)

Donde U/C puede ser positivo o negativo dependiendo de la direccion de la
corriente. Para la situacién ejemplificada en la figura (3.9), la refraccién de corriente tiene
dos efectos en la altura del oleaje. La longitud de oleaje se¢ incrementa, lo cual causa una
disminucién en la altura de ola pero con un efecto contrario en la convergencia de las
ondas ortogonales.
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Qriogonaies

Figura (3.9). Refraccion del oleaje con presencia de corriente
3.5.4 Forma asimétrica de la ola

Conforme la relacién Ho/Lo en aguas profundas aumenta, la forma asimétrica de la
ola aumenta. Primero solamente aparecen asimetrias con respecto a la linea vertical que
divide por la mitad a la ola, pero pronto comienzan a observarse asimetrias del oleaje
conforme se aproxima a la costa, dichas asimetrias se observan en planos paralelos al nivel
medio del mar.

La amplitud de cresta ac excede la mitad de la altura de ola. La pendiente aumenta
en cara frontal de la ola. Esta estabilidad lleva 2 la ola a un punto de inestabilidad v

posteriormente rompe.

Se han definido cuatro asimetrias diferentes para fondos con pendientes de 1:18 a
1:4 (Adeyemo,1968).

Asimetria vertical = ac/H

Asimetria horizontal (1) = distancia 1 / distancia 2
Asimetria horizontal (2) = distancia 3 / distancia 4

o |0
, 2 717 3

Figura (3.10). Forma asimétrica de la ola

3.7 Rotura del oleaje
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Para una cierta profundidad y un cierto periodo de ola. una ola rompera cuando la
altura de ola crezca y alcance una cierta altura limite. La altura de ola crece asi como su
asimetria horizontal. esto hace que la velocidad de la particula de la cresta aumente y se
ignale a la velocidad de fase de la ola y consecuentemente rompa.

Comunmente, la rotura del oleaje se ha clasificado en cuatro formas diferentes con
base en los cambios fisicos que ocurren sobre la superficie libre del liquido en su proceso
de rotura. Se han clasificado en: de descrestamiento, de voluta, de colapso y de oscilacion.

Descrestamiento (Spilling). Aparece primeramente turbulencia y espuma en la

o

b

cresta v la cara frontal de la ola se aplasta y propaga hacia delante. Pareciese que la ola -

“barre” a la espuma de la cresta conforme se va moviendo hacia delante. La turbulencia va

disipando uniformemente a la energia de la ola, dando asi como resultado un decrecimiento -

continuo en la altura del oleaje durante su movimiento hacia la orilla.

Voluta (Plunging). La cresta se agudiza y se curvea hacia delante hasta envolverse
en si misma. El proceso de rotura y disipacion de energia estd mas confinado y compacto
comparado con el descrestamiento y ademas genera olas mas pequeifias e irregulares que se
propagan hacia la orilla.

Colapso (Collapsing). La cara frontal de la ola baja de nivel generando una rotura
incipiente, la parte mas baja de la cara se vuelca hacia delante y la ola se colapsa. La rotura
de colapso es un punto intermedio entre el de descrestamiento y el de voluta y no se ha
definido tan claramente como otros. (Algunos autores la excluyen de su clasificacion).

Oscilacién (Surging). La cresta y la cara frontal de la ola se mantienen una forma
aparentemente estable y oscila hacia la playa y regresa. Esta es una progresién hacia oleaje
reflexivo o estacionario.

W

Figura (3.11). Tipos de rotura de olegje
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Estos cuatro tipos de rotura pueden aparecer en aguas someras 0 poco profundas,
pero solamente el “descrestamiento” v la “voluta™ pueden ocurrir en aguas profundas. El
descrestamiento es mas comdn en este tipo de aguas v mas si se presenta un viento fuerte
que lo induzea.

El tipo de rotura de ola que puede ocurrir puede tener consecuencias muy
importantes. Por ejemplo, la estabilidad de las estructuras de depdsitos de roca en las costas
depende del tipo de rompeolas para la proteccion de dicha estructura.

El tipo de rotura que ocurre en aguas someras depende de las caracteristicas de
llegada del oleaje y de la pendiente del fondo de la playa. Para olas muy altas v fondos
planos, la rotura tipo “descrestamiento™ ocwre. Hay una progresion a través del proceso de
“voluta™ y el de “colapso” que va de una disminucion de la altura de oleaje al aumento de la
pendiente en el fondo.

La rotura del oleaje depende de la morfologia del fondo y de las caracteristicas de la
ola principaimente. Para la mayoria de las playas que tienen una pendiente media, el tipo de
rotura es de descrestamiento.

Diversos autores se han encargado de estudiar y cuantificar el fenémeno de rotura
del oleaje, y diversos criterios se han formulado con los resuitados obtenidos de dichos
estudios. Uno de los primeros criterios y uno de los mas utilizados es el de McCowan
(1894), quien determind la altura de rotura como una fraccion de la profundidad en el sitio.

H, =kh, (3.24)
Donde £=0.78K v el subindice b denota que se trata de rotura (breakingi. Weggel

(1972) hizo diversos experimentos en laboratorio e interpretd sus resultados mostrando una
dependencia de la altura de oleaje de rotura con la pendiente del fondo. Su resultado fue:

k =b{(m)— a(m) h;’z (3.25)
donde
— .-,' 1-0__ -19m
a(m) = 43.8( e ") (3.26)

b(m) = 1 56(1 0 + e-Ig,Sm )—I

El criterio de Weggel se aproxima al de McCowan cuando la pendiente de la playa
se aproxima al valor de cero.

Como una primera aproximacion, la profundidad de ola rompiente se puede
determinar por las férmulas de asomeramiento y de refraccidn para fronteras lineales y
paralelas si las caracteristicas iniciaies de ola se conocen.
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C B2 9 1/2
H=H,| =2 | |22 (3.27)
2nC cosé

Y para aguas profundas, ésta aproximacion es:

C 2 9 12
H=H 0 [COS 0 ] (3.28)
O(ZJanh) 1

Si se asume que el angulo de rotura es pequetio. Utilizando el criterio de McCowan 7

se tiene:

1/2
C
kh, = H & (cos8,) 3.29
b 0\:2\/871: \] ] ( )

y despejando A se tiene

1 H,*C, cos@, 23
hb = gwskus ( 9 (3.30)
Y finalmente, la altura de ola rompiente se estima sea:
(‘k\l!S{ancn 59,\2!5
H, = kmx, =L.‘“_J L_“__”E(_)_U_J (3.3
g 2

El valor de k en la ecuacién anterior se acerca al valor de k=0.8 y es utilizado como
criterio de rotura dentro del programa REFRACT.

3.7.1 Reflexion del oleaje

Cuando una ola pega con una pared vertical rigida e impermeable, 1a ola se refleja
completamente y olas que se aproximan a una pendiente plana rompen. Ya sea que la ola
rompa o se refleje, depende tanto de la longitud del oleaje y de la pendiente. Un pardmetro
muy util para considerar cuando ocwrre la rotura es mL/;. El numerador mL representa el
cambio en la profundidad en una longitud de ola. Si es muy grande comparada con la
profundidad, ocurrira una reflexién y viceversa.

Para una longitud de ola dada, mientras la pendiente del fondo aumenta, la rotura
del oleaje experimenta un cambio de rotura del descrestamiento al de voluta. Para un tipo
de rotura de descrestamiento no se considerara el fendmeno de reflexion del oleaje debido a
la pendiente del fondo. Para un tipo de rotura de voluta, existe una fuerte tendencia a
presentarse reflexion en las olas que se aproximan. :

s

.
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Para una pendiente d= playa dada. una ola relativamente pequefia rompera mientras
gue una mayo se reflejard y mientras sea mas larga la ola. més grande serd la reflexion.

Cuando una ola golpea a una parea rigida e impermeable se reflejard
completamente. Pero las olas que se encuentren con una pendiente plana se romperan.

El coeficiente de reflexidn esta dado por:

2
cr=_1t"_ (332)
55+ 1r?
donde Ir es conocido como el ntimero de Irribarren y se define como:
m
= e 3133
"HilLo (3.35)

Cuando una ola se refleja de una pendiente, el nivel del agua aumenta provocando
una presién que hace retroceder al oleaje. El aumento promedio del nivel del agua debido a
la reflexion esta dado por:

_fer

n 7 coth 24d (3.33)

Por gjemplo, una ola reflejada de una pared vertical con 1m de altura, 5 seg. De
periodo crece 0.03 m.

Cuando se tienen aproximaciones oblicuas a la pared impermeable, la ola tendra una
cresta reflejada con un dngulo igual al dngulo de incidencia. La altura de ola reflejada estd
en funcién del coeficiente de reflexién.

¥— Barrera

Angulos igualey

Cresta reflejada

Ortogonal

Jfigura 3.12. Patrones del oleaje incidente y reflejado para una profundidad constante

El patrén de crestas de reflexién se puede construir colocando un espejo imaginario
al otro lado de la barrera como se observa en la figura.



Capitulo 3. Modelo y propiedades de la transformacion del oleaje 77

Cresta imaginaria
\reﬂejﬂda
h

\
Hi Imagen dei fondo
\\ reflejado

VAN AV A AW NEDENN,

. Comtorno del
CrHi \ Sfordo octual

Cresta reflejada Cresta !ncide>

figura 3.13 Cresta de ola reflejada

Otro ejemplo es mostrado en la figura que muestra una difraccién de oleaje que
pasan una barrera impermeable y que luego se reflejan debido a una segunda barrera, la
profundidad es constante.

3.7.2 Meodelado de la disipacion de energia

Una simulacién que sea aceptablemente cercana a la realidad requiere la inclusién
de efectos de disipacion de energia, que introducen una ligera no linearidad en el estudio.

En un principio, Skovgard, Jonsson & Bertelsen en 1975, estudiaron la inclusion de
un término de disipacion de energia en una ecuacién de propagacion que incluye un modelo
de disipacion por friccion en el fondo. Posteriormente, Dalrymple, Kirby & Hwang en 1984
desarroliaron modelos parabdélicos incluyendo dicho término de disipacién.

La rotura de la ola, que principalmente se produce en la zona de surf al disminuir el
calado; también puede producirse en aguas mas profundas por peraltamiento de la ola. y es
un fenémeno altamente disipativo y no lineal.

Existen tres principales modelos para ¢l analisis de olas en la rotura:

e Modelos que limitan la altura de la onda
Modelos de propagacién de bores
Modelos que determinan [a variacidn espacial de la energia de las ondas o de la
“wave action”.

El modelo de transformacidn de oleaje REFRACT tratado en esta Tesis, utiliza un
modelo del Gltimo tipo, desarrollado por Dally, Dean y Dalrymple en 1985. Dicho modelo
no solo pretende describir la rotura sino también el proceso de recomposicién de las ondas
tal v como ocwre en oleaje real. La ecuacidon que gobierna el balance energético
estacionario de las ondas avanzando hacia la costa es:
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G (E =5 (3.34)
(029

Donde E es la energia de la onda por unidad de superficie, Cg es la celeridad de
grupo y &x) es la tasa de disipacion de energia por unidad de area.

El modelo de disipacion considera una onda que se propaga a partir de aguas
profundas sobre una pendiente, y que comienza a romper cuando el fondo se tomna
horizontal. La rotura continta hasta que Ia ola alcanza una altura de ola estable. La funcién
&x) es proporcional al exceso de flujo de energia con respecto a un valor estable, esto es:

K

,E(ECg) = ——[Ecg —(Ecg)e] (3.35)
ox

hr
Donde Ecg es el flujo de energia integrado verticalmente y promediado en el tiempo,
K es un coeficiente adimensional de decaimiento, 4 es la profundidad en el fondo

horizontal y (E¢g). es el flujo de energia asociado a la ola estable.

Existe una relacién para la altura de ola estable que se obtuvo experimentalmente
en 1966 por Horikawa & Kuo:

H,=Th con I'=0.35-0.40 (3.36)
Sustituyendo el valor de la Energia £, Cg v H resulta:

1

E == pgH?
5 7B
Cg=(gh)"*

H=TH

Mz_g[gz(wz gy ] (337)

-~

ox

Que se puede escribir como una ecuacién diferencial del tipo:

oG (x)

-~

+P(x)G(x) = Ox)

Cuya solucion general es:

Gel™ = [[Q.ef‘ﬂdﬁc
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¥ las soluciones analiticas se obtienen tomando perfiles tedricos idealizados. tales
como:

R(x)=CTE=H Profundidad constante
Hx)y=n,-mx Pendiente uniforme
W (x)= A(L—x)*"* Perfil de equilibrio de Dean

Y finalmente, se impone que exista rotura en x=0 con la condicion de contorno:

G(x=0)=H,%h")'" (3.38)

De acuerdo con el criterio de McCowan, el modelo REFRACT inicia la rotura
cuando Hb>0.8 hb y comienza la disipacion, La rotura contintia hasta H<I hy a partr de

este punto, la ola regenerada prosigue su avance.

3.8 Difraccion del oleaje

Existe un fenémeno de transformacion del oleaje muy importante conocido como
difraccién que para fines de ésta Tesis y para su objetivo no es trascendente ya que el
modelo computacional de refraccién de oleaje que se tratara en los siguientes capitulos, no
considera la difraccion debido a que se modela para aguas someras sin ningtn tipo de

estructura reflejante como son los rompeolas, los diques, espigones o escolieras qu

olas, los diques, espigones o escolleras que por su
naturaleza y geometrias diversas ocasionan una transformacion del oleaje traducida a
difraccién.

Simplemente se explicard en que consiste éste fenémeno, que condiciones considera
y que relacion guarda con el fenémeno de refraccion del oleaje.

La figura (3.12) muestra un frente de oleaje que se propaga hacia una barrera

semiinfinita y no trasmitiva,. El segmento de Ia ola que golpea a la barrera cede parte de su
energia y una parte se disipa y la otra se refleja. El oleaje que libra el limite de la barrera
cede parte de su energia y se comienza a propagar hacia la parte posterior de la barrera
creando semicircunferencias de propagacion hasta perder totalmente su energia al alcanzar
a la barrera. Como un resultado de este comportamiento, la altura del oleaje de la regiéon
anterior de la barrera se vera reducida. La ola difractada continuard abatiéndose hasta
alcanzar a la barrera. En la figura (3.12) se considero una batimetria constante en la barrera,
y en el caso de que se presente una batimetria variable como es en la realidad, se debera

considerar el efecto de refraccion.

79 ~Fn
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Direccidn incidente del oleaje

profundidad constante
Hd

\Punto de interés

barrera

Crestas de onda

Figura 3.14. Difraccion del oleaje debido a una barrera impermeable

Si H, es la altura de oleaje incidente en el extremo de la barrera y Hy es la altura
difractada en un punto de interés, se define HyH,=K; como el coeficiente de difraccién el
cual es una funcion del periodo de onda incidente y de su direccidn y los componentes del
espectro de oleaje seran afectados directamente por el efecto de difraccion.

3.8.1 Difraccién ¥ Refraccién combinadas

Aunque el estudio y andlisis de los fenémenos de difraccion y Refraccion del oleaje
regularmente se tratan por separado, la presencia del efecto combinado es muy comun en la
naturaleza pero existe la consideracion de despreciar alguno de los dos efectos en ¢l
analisis, va que siempre alguno es dominante con respecto al otro.

En el modelo REFRACT ha ocurrido lo antes descrito, se desprecia el efecto de
difraccién debido a que el objetivo general de dicho modelo es determinar el
asomeramiento del oleaje y el cambio de direccion y alturas de ola conforme ¢l oleaje se
aproxima a la costa sin incluir en ningtin momento alguna estructura que indujese a la
difraccidn.

Una solucién analitica del efecto combinado de difraccidén — refraccion, requiere
resolver la ecuacion tridimensional de Laplace con sus condiciones de frontera de fondo,
superficie y laterales sobre una batimetria variable. Berkhoff desarroll6 una solucién
préactica de la ecuacién de la pendiente media en 1972. Es una ecuacion diferencial parcial
bidimensional que describe completamente la transformacion de ondas de pequefia
amplitud incluyendo a la difraccién y a la refraccion del oleaje. La solucion de dicha
ecuacion requiere el conocimiento a priori de las condiciones de frontera existente.
Berkhoff empled la ecuacidn tridimensional de Laplace con la condicién de frontera
linearizada para la superficie libre y para el fondo considerando también, un fondo variable
de pendiente media en lugar del fondo horizontal. En esta ecuacién se asume que el
potencial de velocidades tiene una variacién cosh k(h+z) y a partir de una integracién sobre
la profundidad se tiene una ecuacion bidimensional (x,y) de la forma:
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8 AN ogo) ,Cg , _
ax(cc ax)+ay[cc ayJ+0‘ = 0=0 (3.39)

Que se define como la ecuacién de pendiente media en donde go es un potencial de
velocidades complejo y bidimensional.
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Capitulo 4.
Modelo de refraccion del oleaje
a través de analisis computacional
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4.1 introducciéon

En los 60°s comenzé una fuerte tendencia a implementar los modelos matematicos y
numeéricos hacia andlisis computacionales debido al gran desarrollo tanto de hardware
como de software sucedido en esas fechas. En un principio, diversos autores comenzaron a
adecuar procedimientos de generacion de mallas para el anlisis del fendmeno de refraccion
hacia algoritmos computacionales con un sistema coordenado x, y, z. Dicho sistema de
mallas debia de ser lo suficientemente fino para aproximar la hidrografia y Io
suficientemente manejable para no exceder las capacidades propias del hardware con ¢l que
se contaba. Todas las aproximaciones requerian una seleccién de profundidades
representativas para cada punto de la malla para posteriormente realizar una interpolacion
hacia puntos de la malla no conocidos a través de algoritmos especiales.

Griswold en 1963 trabajé con la ecuacién de dispersion de pequefia amplitud para
calcular la celeridad en cada punto de la malla que posteriormente daria pie al trabajo en
conjunto de Wilson y Jen en 1969 que abordaron el problema tomando en cuenta
primeramente la profundidad en cada punto de la malla y posteriormente una técnica de
solucién de profundidades y gradientes de profundidades para cada valor en cada punto de
la malla, Jen implement6 un paso constante de tiempo Af para que la distancia en cada paso
de la interpolacién decreciera conforme el oleaje se aproximara a aguas someras (4s=C4),
y para mantener la exactitud del andlisis, también calculé un espaciamiento entre
ortogonales para asi calcular los coeficientes de refraccién en cada punto.

Keulegan y Harrison en 1970 se encargaron de construir diagramas de refraccion de
Tsunamis adaptando su malla de andlisis a una proyeccién de Mercator, llegando a estimar
los efectos de los Tsunamis en las costas. Skovgard en 1975 presentd un andlisis mas
sofisticado para el célculo de la refraccién del oleaje utilizando técnicas de seguimiento de
rayos de oleaje incluyendo efectos de agudizacion de las alturas del oleaje debido a la
friccion del fondo. La desventaja de trabajar con una técnica de seguimiento de rayos de
oleaje es que dichos rayos no se adecuan a una malla uniforme de alturas de oleaje y

direcciones cerca de la costa.

Noda en 1974 desarrollé un modelo de refraccién de oleaje a través de diferencias
finitas incluyendo efectos de corriente considerando la irrotacionalidad del némero de onda
y la conservacion de la energia del oleaje que arrojaba direcciones de oleaje y alturas dentro
de una malla. Posteriormente, Dean en 1980 desarrollé una versién mas simple del modelo
de Noda simplificando los calculos para obtener la direccién del oleaje e implementando la
rotura, disipacion de energia y reconstitucion de la ola.

El modelo numérico estudiado en esta Tesis es el mencionado anteriormente que
desarroll6 Dean en 1980 s6lo que modificado en algunos puntos como son la obtencién
iterativa del nimero de onda y la forma de desplegar los datos para una mejor
visualizacién, dicho modelo es facilmente utilizable y se puede correr en cualquier
computadora personal lo cual es una herramienta muy til para el Ingeniero Civil que
trabaja con fenémenos de propagacion de oleaje y con disefio de instalaciones portuarias.
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Las ecuaciones de gobiemno de la dindmica de fluidos pueden presentarse tanto en su
forma integral como ¢n su forma diferencial; ésta Ultima forma es la que comunmente se
utiliza para modelacién computacional. Sin embargo, es Gtil examinar algunas de las
propiedades de las ecuaciones diferenciales parciales en si antes de estudiar los métodos
numeéricos para solucionarlas, ya que cualquier solucion que amojen debe de obedecer las
propiedades mateméticas generales de las ecuaciones de gobierno.

Al derivar las ecuaciones de gobierno de la dindmica de fluidos, se puede observar
que las derivadas de orden superior se comportan linealmente, esto es; no hay productos o
exponentes en dichas derivadas, €stos aparecen por si solos multiplicados por coeficientes
que son a su vez funciones de variables dependientes. Tales sistemas de ecuaciones se les
denomina sistemas cuasilineares.

4.2 Utilizacién de los diferentes modelos computacionales para evaluar la
transformacioén del oleaje

Existe una gran variedad de modelos computacionales para evaluar la
transformacion del oleaje. Este apartado describe las caracteristicas principales de estos
modelos, comentando sus puntos débiles y fuertes asi como su aplicabilidad.

El oleaje requiere ser clasificado en funcién de cémo se transforma a medida que se
propaga de aguas profundas al punto de interés en aguas someras. Generalmente, las 4reas
de interés son muy grandes para poder representar este fenémeno un modelo fisico en una
escala adecuada, por esto los modelos computacionales son utilizados para éste tipo de
problemas

Existen tres requerimientos basicos que los modelos computacionales deben
cumplir; primeramente se requiere una exactitud conveniente en las predicciones, en
segundo lugar es en general conveniente que el modelo computacional se aplique a toda la
zona de estudio con resultados precisos, aunque se sabe que esto es dificil de tener y que a
veces es conveniente utilizar diferentes modelos combinados. Y la tercera consideracidn, es
que se debe contar con una eficiencia computacional, Io cual es especialmente importante
cuando el drea de interés es grande y existen diversas condiciones en el comportamiento del
modelo a ser estudiadas y cumplidas.

La modelacién computacional en la Ingenieria de Costas comenzd hace 25 o 30
afios con algoritmos diseflados paraz modelos basados en el trazo de rayos de onda. Se
desarrollaron una gran variedad de modelos de muy fécil confusién, por esto dentro de éste
apartado se sefialardn los diferentes modelos disponibles en la actualidad y sus
caracteristicas propias.

4.2.1 Clasificacién de los modelos
Existe un sinnimero de formas en que los diferentes modelos computacionales se

pueden clasificar. Generalmente, los diferentes modelos se aplican a diferentes condiciones
costeras {especialmente hablando del drea de interés del modelo), tipos de ondas
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(frecuencia y direcciones simples, fondo friccionante, no linearidad, etc.), o incorporando
procesos de oleaje (refraccion, difraccion, rotura, reflexion). I

Una diferencia practica de los modelos es que algunos de ellos han sido disefiados #
para el estudio del oleaje en 4reas pequeifias, mientras que otros para areas grandes. Los
modelos de 4reas pequefias tienen la restriccion de que el tamafio del elemento de la malla
debe de ser al menos una fraccién de la longitud de onda mas pequefia considerada
(generalmente un sexto o un quinto de la longitud de onda). Generalmente, estos modelos ¥
incorporan la gran mayoria de los fenomenos de transformacion del oleaje. Tales modelos
incluyen también el modelo eliptico de pendiente suave y los modelos parabélicos. Los =
modelos de areas grandes no tiene esta restriccion y pueden ser utilizados en 4reas mds =
grandes sin tanto esfuerzo computacional. En este tipo de métodos se incluyen el tipo de ~
trazo de rayos (delantero y trasero) y métodos de difraccién hiperbdlicos.

4.2.2 Modelo delantero de seguimiento de rayos

Es un modelo de tipo estacionario que maneja dominios grandes, ¢l cual involucra y
soluciona las ecuaciones estindares de refraccion (especialmente para el tipo hiperbélico),
incluye un proceso de asomeramiento y refraccion debido a variacion de fondo que
considera la interaccién de corrientes asi como los efectos de disipacion y rotura. El método
se basa en crear una serie de lineas caracteristicas a partir de las condiciones en aguas
profundas. Los datos de entrada son: altura, periodo y direccion del oleaje.

Este método es el mas antiguo y en ocasiones ha sido sustituido por otros métodos
mas modemos. Las progresiones se hacen eventualmente muy grandes y con errores
acumulados.

4.2.3 Modelo trasero de seguimiento de rayos

Es un modelo estacionario, que maneja dominios grandes y modela la
transformacion de ondas espectrales y se sustenta en el principio de conservacién de la
densidad espectral a lo largo de los rayos. Incluye procesos de refraccion y asomeramiento
por fondo y corrientes, la reflexion también es considerada aunque no incluye procesos
disipativos ni de refraccion. El método se crea con base en rayos en forma de abanicos con
un espaciamiento pequefio desde un origen. Los datos iniciales son un espectro de ondas
con frecuencia y direccidn.

Debido a su representacién espectral, éste método provee resultados mas robustos
que el método descrito anteriormente. La ausencia de los efectos disipativos significa que
no se puede modelar a la rotura con exactitud.

4.2.4 Modelo hiperbélico de Refraccién — Difraccion.
Es un modelo estacionario, que maneja dominios grandes y resuelve las ecuaciones

de difraccion — refraccion de la forma hiperbolica. Incluye interaccion oleaje corriente,
asomeramiento, difraccién y los efectos disipativos debido a la friccién del fondo y rotura.



Capitulo 4. Modelo de refraccion del oleaje a través de andlisis computacional 36

El rango direccional es limitado, cerca de 60°. El método incluye el calculo de ias variables
del oleaje de cada punto v en cada linea. Las condiciones iniciales pueden ser
monocromaticas o espectrales. v no requieren ser homogéneos a lo largo de las fronteras
hacia la playa.

4.2.5 Modelo Eliptico de Difraccion — Refraccion (modelo de pendiente suave)

Es un modelo estacionario, gue involucra dominios pequefios de célculo v resuelve
las ecuaciones de difraccidon — refraccion en su forma eliptica (también conocido como la
ecuacion de pendiente suave). El proceso incluye el efecto de refraccidon/difraccion por
variaciones de corrientes v fondo, difraccidn, reflexién y los efectos disipativos debido a
fondos friccionantes y rotura. El método incluve la especificacién de ias condiciones de
frontera a lo largo de todo el contorno del dominio, vy las ecuaciones de gobierno son
resueltas de forma simultdnea en cada punto de la malla computacional, por madic de una
inversién de matrices y/o por medio del método equivalente.

Las condiciones iniciales son partir de un oleaje monocromatico, pero los resultados
espectrales se pueden obtener a partir de varias corridas en el programa. Los resultados se
obtienen en cada punto sobre toda el drea del modelo. El modelo se utiliza principalmente
para areas pequeflas y parcialmente cerradas, como bahias o puertos.

4.2.6 Modelo parabdlico de refraccién difraccion

Es un modelo estacionario, que involucra dominios pequefios de célcule v resuelve
las ecuaciones de difraccidn — refraccion en su forma parabélica. Los procesos de calculo
incluyen la refraccién/asomeramiento a través del cambio en la profundidad v corrientes,
difraccién en la direccidn lateral, y los efectos disipativos v rotura. El método involucra el
calculo de las variabies del oleaje en cada punto a lo largo de cada linea. Los datos iniciales
son: oleaje monocromatico o espectral y no requieren ser homogéneos a lo largo de la
frontera hacia la playa.

4.2.7 Modelo de refraceion

Es un modelo estacionario, con un rango de aplicacién muy amplio en areas
pequeiias. Este modelo resuelve las ecuaciones de refraccion en una dimension horizontal.
El proceso de calculo incluye el efecto de refracciér/asomeramiento debido a variaciones
de corrientes y profundidades, los efectos disipativos y rotura. El método requiere el
calculo de las variables del oleaje en una malla unidimensional. Los datos de entrada
pueden ser a través de oleaje monocromatico o espectral v se especifican desde el punto
mas alejado a la playa. Los resultados se pueden obtener para cada punio de la malla.

4.2.8 Modelo de Boussinesq

Es un modelo que depende del tiempo, con un dominio pequeiio y resuelve las
ecuaciones de flujo de Boussinesq o las ecuaciones de flujo en aguas poco profundas. El
proceso de célculo incluye loe efectos de refraccién/asomeramiento debido a variaciones en
el fondo com interaccion oleaje-corriente, difraccion, reflexidn, disipacién por fondo
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friccionante y rotura asi como, las interacciones no lineales de onda-oleaje. Los datos de®
entrada son en forma de una historia de tiempo de las elevaciones de la superficie. Por esto” =
nos e requiere representar de forma espectral. Los resultados se pueden obtener para cada ©
punto del dominio computacional. El método se torna invalido en aguas profundas y/o para
aguas con ondas cortas.

4.3 Alcances del Modelo de Refraccion del oleaje, REFRACT

REFRACT es un programa que calcula la altura del oleaje y la direccién en la que ., )
éste se propaga de aguas profundas a aguas someras hasta llegar a su rotura en la playa. El
programa considera los efectos de someramiento, refraccién, interaccion oleaje-corriente y .
su no-linearidad. Las bases teoricas del programa fueron publicadas en el Jouwrnal of .
Waterway, Port, Coastal and Ocean Engineering en 1988 por Robert A. Dalrymple vy fue
titulado: “A Model for the Refraction of Water Waves”. Los principios que utiliza el modelo
de refraccion del oleaje son dos; La irrotacionalidad del nimero de onda, que para
batimetria plana se reduce a la ley de Snell y el principio de conservacion de la accion de
ondas, la cual se reduce al concepto de la conservacion de la energia cuando no existen
corrientes. El método diferencial que se utiliza para el calculo e interpolacion de datos
sobre la malla es el de Lax-Wendroff en dos pasos.

El programa no considera el efecto de Difraccion del oleaje como ya se comentd
anteriormente debido a que el andlisis y planteamiento del mismo es con base en un
comportamiento de oleaje que se aproxima de aguas profundas - intermedias hacia aguas

poco profundas o someras sobre una batimetria variable con una pendiente suave sin
considerar nin 12 estructura gue refleie o absorba la Pnprgla que transmite el oleaie al
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propagarse. El efecto de la difraccmn de oleaje ocurre cuando éste choca o se transmite a
través de alguna estructura impuesta en su camino natural y que hace cambiar y modifica su
progreso y movimiento, dicha estructura repercute directamente en la altura del oleaje ya
que se pierde energia al existir un choque o absorcién con algin cuerpo extrafio, también se
ve afectada la direccion del oleaje y su propagacion en la zona donde éste ya haya librado
el obsticulo. El programa REFRACT no admite la imposicién de ninguna estructura
artificial que se derive en una difraccion del oleaje, solamente se limita al planteamiento y
solucion de costas o playas naturales con una morfologia alterada tinicamente por efectos
naturales (arrastre de sedimentos, factores climatologicos, etc.) y que para fines del analisis
se elige una batimetria real medida en un cierto lugar y en una cierta época y simplemente
se toma como un dato mas que alimente las ecuaciones necesarias para obtener los
parametros deseados traducidos en resultados finales. Se recalca que la difraccién no tiene
razdn de ser atendida dentro de un analisis de transformacion del oleaje que se maneja bajo
parametros y escenarios muy controlados y que se sabe a priori se presentard inicamente
una refraccién del oleaje muy marcada.

Ahora bien, en el capitulo anterior se hablé del efecto de reflexion del oleaje que se
aproxima a aguas someras y que sucede al igual que con la difraccién; al encontrarse con
estructuras artificiales o naturales se ve modificado tanto en su forma fisica como en su
propagacion. La reflexion del oleaje no es considerada dentro del desarrollo numérico del
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programa REFRACT por las mismas razones expuestas para la difraccion. se trabaja
solamente sobre batimetrias “dato” sin permitir la opcion de tener una estuctura que
propicie la reflexion de un tren de oleaje. Un punto de interés en donde se podria manifestar
el efecto de reflexion del oleaje es cuando éste alcanza a la linea de plava v choca con el
cuerpo arenoso y se refleja, en ésta linea de playa solamente se considers el efecio de rotura
dei oleaje. disipacion y reconstitucion del mismo en donde si se considerara ademas algtin
efecto de reflexion, se tendria una complicacion numérica poco préactica que acrecentaria el
analisis y que finalmente representaria un cambio poco significativo en los resulizdos.

Finalmente, el alcance mas importante del programa REFRACT es el de obtener
resultados muy cercanos a la realidad con un andlisis tedrico y computacional muy breve y
sencillo que simplifique el trabajo de las computadoras y el tiempo en obtencién de
resultados. Desde el punto de vista del Ingeniero Civil se busca tener una herramienta que
facilite la répida obtencién de resultados aplicables al disefio de obras maritimas de
contencion y proteccion sin la necesidad de tener un conocimiento profundo en los temas
de la Hidraulica Maritima v que a partir de los datos arrojados por ¢l programa se pueda
visualizar graficamente dichos resultados en conjunto.

El programa REFRACT trabaja sobre una batimetria dada del 4rea de estudio, que
se habilita como una malla rectangular de dimensiones M x N en las direcciones x y y
respectivamente donde la primera describe la direccion de mar a tierra, v la segunda la
direccién paralela a la linea de costa. El programa requiere conocer también las
caracteristicas iniciales del oleaje como son el periodo y la amplitud v el 4ngulo de
incidencia a lo largo de la primera linea de la malla en la direccién y. Asi como, un mapa de
corrientes (en su caso) relacionado con la batimetria proporcionada.

Algunos ejemplos de aplicacién real son cuando se tienen playas con pendientes
suaves y sin obstaculos intermedios o artificiales, playas rectas o pequefias costas y bahias
abiertas. En éstos casos es factible utilizar el modelo con la seguridad de que se tendran
resultados cercanamente reales y listos para utilizarse como parametros de disefio.

4.4 Planteamiento analitico del programa REFRACT

4.4.1 Modelo matemstico

El punto de partida para cualquier método matematico es la creacion de un modelo
matematico. Se debe de escoger un modelo matemdtico adecuado para cada tipo de
problema, por ejemplo; tomando como bases un flujo incompresible, no viscoso,
turbulento, bidimensional, etc. Ademds que dicho modelo debe incluir simplificaciones
exactas de las leyes de conservacion, un método de solucion es normalmente disefiado para
un paquete particular de ecuaciones. Es imposible tratar de generar una solucién con
propdsitos universales o generales que se apliquen a todos los fluidos, es impractico y en
muchos de los casos es imposible.
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El modelo matematico en el que se basa el programa REFRACT de refraccion del"*
oleaje es la teoria lineal de ondas (Airy) con sus condiciones de frontera aplicado al oleaje"
marino considerando asomeramiento, rotura, reconstitucion y refraccién, éste ultimo se™
basa en la ley de Snell que relaciona el cambio del angulo de incidencia del oleaje debido al =
cambio del fondo marino. También se adicionan términos no lineales derivados de llevar la
teoria lineal de ondas a grados superiores de solucion (Stokes).

Se adiciona en el analisis la interaccién del oleaje con las corrientes a partir de la™
relacion de dispersién que trabaja con el nimero de onda £, la profundidad 2 y lIa frecuencm
absoluta w, definido como 2#/T:

w=o+kcosOU +ksendV 4.1

Donde o es la frecuencia intrinseca, U y ¥ son los valores promedio de las
corrientes en ambas direcciones. Estas corrientes se asumen como datos, y afectan a la
longitud de la ola y su celeridad, la frecuencia intrinseca se define como:

o2 = gktanh(kh + f,Ka){(1+ f, (ka)*D] (4.2)

Donde g es la aceleracion de la gravedad y el pardmetro D, f;, /> corresponden a los
términos no lineales definidos por:

cosh 4kh + 8 — 2tanhkh
8senh’ kh
f, =tanh’kh

i
/> —[senh(kh)}

La relacién de dispersion relaciona el numero de onda con su frecuencia, la
amplitud de onda a y la profundidad local k. Esto provee una correccién de un nimero de
onda al tercer orden en aguas profundas, y para aguas someras, el valor del nimero de onda
se aproxima al valor del que se obtuviese a través de una onda solitaria. Para ondas lineales,
los términos f; v /> se omiten. Las funciones f; y f> pueden ser la unidad y el valor de cero
respectivamente, para dar una relacion de Stokes exacta, Sin embargo se sabe que es poco
exacta en aguas SOMeEras.

D=

Si se define 4 como ksend, la ecuacion de Snell se puede reescribir como sigue:

o4_3B_g
ox Oy (4.3)
B=kcos@=-k*— A*

Lo cual es una ecuacion parcial de primer orden que se resuelve con el uso de una
condicion inicial x=0, correspondiente al valor de la direccion de la ola incidente. Debido a
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que es una ecuacion no lineal se debe de resolver por iteracion o por medio de una
discretizacion.

4.4.2 Obtencion iterativa del niimero de onda &

El namero de onda £ definido como 27/L se debe de obtener de una forma iterativa a
través de cualquier tipo de método numérico conocido. Deniro del programa REFRACT se
trabajé con una solucion a través del método de Newton-Raphson v también a través del
método de aproximaciones finitas y finalmente se conservaron como un par de subrutinas
computacionales independientes libres de ser utilizadas.

Para una convergencia de valores de los resultados en el cdlculo del nimero de onda
se procedid de la siguiente forma:

a} Se asigna el valor del numero de onda a partir del valor conocido por la
siguiente ecuacidn:

W2
ke (4.4)
tanhw*h

o
<o

b) Se obtiene el valor de £ y su primera derivada para aplicar el método de
Newton-Raphson. A partir de la ecuacion:

o* = ghtanh(kh + f, Ka)[(1+ f, (ka)*D] (4.5)

¢) Se aplica el método de Newton-Raphson como sigue:

O‘Z k(o-: h: a)//
k eV )= ——m———— " 4.6
A L) (46
£y dk

d) Elcriterio de convergencia es el siguiente:

k(nuevo)~ k(original) < 0.00001xk(nuevo) @a.7

Si se cumple la condicién anterior se considera que el valor de 4 es el que se
debe de utilizar.

¢) Finalmente se asigna el valor 2 ¢y posteriormente se le asigna un valor de
celeridad de grupo a cada punto de la malla computacional.

(4.8)

2k
Cg = Lo g SSCHFR O
tanhkh 2k
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Para llegar al valor de & por medio de aproximaciones sucesivas, simplemente se
encuentra un valor inicial del nimero de onda y se va sustituyendo en la funcion de &
despejada para k hasta llegar a un valor que demuestre un error de comparacion al quinto
decimal.

4.5 Método de discretizacion en Diferencias Finitas

Después de seleccionar un método matemdtico correcto, se tiene que elegir un
método de discretizacion adecuado, por ejemplo, un método para aproximar las ecuaciones
diferenciales es por medio de un sistema de ecuaciones algebraicas para las variables en
ciertas localidades discretas en el tiempo y en el espacio. Existen muchos tipos de
aproximaciones, pero las mas importantes son: el método de las diferencias finitas (DF), el
método del volumen finito (VF) y el método del elemento finito (EF). Existen otros
métodos como el de esquemas espectrales, los métodos de elementos de frontera, y el
autdmata celular pero se aplican solamente a casos muy particulares.

Cada método arroja la misma solucién siempre y cuando la malla sea lo
suficientemente fina, sin embargo, algunos métodos son aplicables a ciertos tipos de
problemas fisicos.

Para discretizar las ecuaciones de gobierno de la dindmica de fluidos vistas en
capitulos anteriores, se opto por utilizar el método de las diferencias finitas.

Este es el método més antiguo para dar soluciéon numérica a problemas de
P nenemarm oo tra £ I, PR e 1 -2

ecuaciones diferenciales ¥a quc 1uc u.up}culcut&du Ppor Euler en el mglﬁ XV Es también
el método mas senciilo de utilizar por la geometria simple que maneja.

El punto de partida es la ecuacion de conservacioén en forma diferencial. El dominio
de solucién se cubre a través de una malla. En cada punto de dicha malla, la ecuacion
diferencial es aproximada por la sustitucién de las derivadas parciales por aproximaciones
en términos de valores de cada nodo, en donde el valor de la variable esta en funcién de los
valores desconocidas de los nodos vecinos.

En un principio, el método de las diferencias finitas se puede aplicar en cualquier
tipo de malla, sin embargo, en todas sus aplicaciones practicas que se conocen se ha
trabajado solamente a mallas estructuradas. Las lineas de la malla funcionan como lineas
coordenadas locales.

La expansion de la serie de Taylor o adaptacion polinomial se utiliza para encontrar
las aproximaciones para las primeras y segundas derivadas de las variables con respecto a
las coordenadas. Cuando es necesario, estos métodos se utilizan también para obtener los
valores de las variables en otros puntos que no corresponden exactamente a los nodos
(interpolacion). Dentro de las mallas estructuradas, el método de diferencias finitas es muy
simple y efectivo. Es especialmente facil de obtener para esquemas de ordenes mayores en

15

{#
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mallas regulares, su desventaja de éste método es que no se aplica a geometrias de flujos
mas complejos.

Concepto basico - EI primer paso para obtener la solucién numérica consiste en discretizar
el dominio geométrico, al elegir un tipo especifico de malla. En el método de diferencias
finitas como se menciond anteriormente se recomienda la utilizacién de una malla
estructuradz; cada nodo se considera como el origen de un sistema coordenado. cuyos ejes
coinciden con las lineas de la malla. Esto implica que dos lineas correspondientes a la
misma familia, es decir & no intersecta con ningun tipo de lineas de otra familia. & es
constante y &: intersecta solo una vez. La figura (4.1) muestra ¢jemplos de una malla
cartesianas bidimensional que se utiliza en métodos de diferencias finitas.

N, s

R—\'
*—O—CO—O— OO
OOl

1 i1 i il N.

Figura 4.1 Ejemplo de una malla bidimensional aplicable al modelo de diferencias finitas

Cada nodo es identificado por un par de subindices que define el punto de
interseccion de las lineas de la malla. Los nodos vecinos se definen implicitamente
incrementando o disminuyendo dichos subindices en una unidad.

Cada nodo cuenta con una varjable desconocida que debe de proveer una ecuacién
algebraica. El nimero de ecuaciones y de incognitas debe de ser igual v en los puntos de
frontera se debe de conocer el valor sin necesidad de aplicar una ecuacién discretizada.

Una interpretacién geométrica se muestra en la figura (4.2). La primerz derivada
{&u/ék) en cada punto es la pendiente de 1z tangente a la curva u(x), la linea marcada como
exacta describe a esta primera derivada, dicha pendiente se puede aproximar por una linea
que pase por dos puntos cercanos de la curva, la linea punteada muestra una aproximacion a
traveés de una diferencia delantera, la derivada en x; se aproxima por la pendiente de una
linea que pasa por el punto x; v por otro punto x,+4x. La linea en segmentos ilustra una
aproximacion por medio de una diferencia trasera.; el segundo punto es x,-Axr. La linez con
la etiqueta central representa una aproximacion por medio de una diferencia central; ésta
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utiliza la pendiente de una linea que pasa a través de dos puntos que se encueniran en los
lados opuestos del punto en donde la derivada es aproximada.

& Exacta Trasera

-
-

Tl .,___.Central

Delantera

AXj AXjt

i-2 il i 2 x

Figura 4.2 Definicion de la derivada y sus aproximaciones
4.5.1 Malia numérica

Las locaciones discretas, donde las variables se han de calcular se definen por una
malla numérica que es esencialmente una representacion discretizada del dominio
geométrico en donde se debe de resolver el problema. El dominio de soluciones se
subdivide en un nimero finito de subdominios (elementos, volimenes de control, etc.)
Algunas de las soluciones con las que se puede trabajar son las siguientes:

Malla estructurada o regular — Consiste en una familia de lineas, con la
sola propiedad que los miembros de una sola familia no se deben de cruzar entre
ellos mismos y los otros miembros de otras familias sdlo lo pueden hacer una vez.
Esto permite a las lineas ser numeradas consecutivamente. La posicién de un punto
de la malla (o volumen de control) dentro del dominio es propiamente definido por
Ia localizacién de indices, ya sean bidimensionales o tridimensionales.

Esta es la estructura mas simple, ya que es equivalentc a una malla
cartesiana. Cada punto tiene cuatro puntos vecinos cercanos en dos dimensiones y
seis en tres dimensiones. Cada uno de los indices de los puntos vecinos al punto P
difiere +1 del indice correspondiente de P. Un ejemplo de una malla estructurada en
dos dimensiones se muestra en la figura (4.3). La conectividad de los puntos vecinos
simplifica el analisis y programacién y la matriz de ecuaciones algebraicas guarda
una estructura regular, lo cual se puede aprovechar al desarrollar la técnica de
solucién. De hecho, existe un gran nimero de métodos que dan solucién a mallas
estructuradas. La desventaja de las mallas estructuradas es que sélo se pueden
utilizar para solucionar dominios muy simples geométricamente hablando. Otra
desventaja de las mallas estructuradas es que puede ser dificil el control de la
distribucién de los puntos de la malla, esto es, la concentracion de puntos en una
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region para obtener mayor exactitud produce un espaciamiento muy pequefio en
otras regiones de menor interés creando un gasto de recursos innecesario. Ademas.

una utilizacion de celdas muy delgadas puede afectar a la convergencia de forma
adversa.

Figura 4.3 Ejemplo de una malla estructurada en 2D, no ortegonal y
disefiada para el célculo de un flujo dentro de una tuberia.

Malla estructurada en bleques — Existen dos o mas niveles subdivididos
dentro del dominio. Desde el punto de vista general, existen bloques que se
conforman de segmentos relativamente grandes dentro del dominio; su estructura
puede ser irregular y €sta no se debe de traslapar con otros bloques. En el nivel mas
particular, una estructura se define de forma mas o menos regular. Se debe de dar un
tratamiento especial en las interfases de los bloques para un adecuado
comportamiento numérico. En la figura 4.4 se observa una malla estructurada en

bloques disefiada para el calculo de un flujo bidimensional alrededor de un cilindro
dentro de un canal que cuenta con tres bloques.
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Figura 4.4 Ejemplo de una malla estructurada en bloques bidimensional con
coincidencia en las interfases

En la figura 4.5 se observa una malla estructurada en bloques con uma
interfase no coincidente; se utiliz6 para calcular un fiuido alrededor de una hidroala,
consiste en cinco bloques cada uno con mallas de diferentes tamafios. Este tipo de

malla es mds flexible que las anteriores y permite utilizar mallas m4s finas en donde
se requiere mayor precision en los resultados.

La programacién es mas dificil que el de las mallas regulares pero se pueden
solucionar problemas para fluidos cuyos comportamientos sean mas complicados.
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Mallas sin estructura — Se utilizan para geometrias muy complejas, es el
tipo de malla mas flexible es donde se pueden adaptar fronteras arbitrarias dentro
del dominio. Dichas mallas se pueden utilizar con cualquier esquema de
discretizacion, pero se adaptan mejor a modelos de volumen finito y elemento finito.
Los elementos o volamenes de control pueden adoptar cualquier forma; no existe
una restriccién del ntimero de elementos o nodos. En la practica, se utilizan
cominmente formas triangulares y cuadriticas en 2D y formas tetragdricas y
exaédricas en 3D. Dichas mallas se pueden generar a través de algoritmos ya
establecidos, si se desea, la malla se puede fabricar de forma ortogonal, la escala se
puede controlar facilmente y su refinacion local se hace de una forma muy sencilla.
La ventaja de la flexibilidad de éste tipo de mallas se ve opacada por la irregularidad

de la estructura de los datos. La localizacién de cada nodo y las conexiones vecinas -

se deben de especificar explicitamente y el proceso de calculo es mas lento que el de
las mallas convencionales.

Las mallas sin estructura se emplean principalmente con codigos
computacionales mas flexibles, no se necesitan cambiar cuando se refina la malla
localmente o cuando los volimenes de control cambian de forma. Sin embargo, la
generacion de mallas y su pre-procesamiento es usualmente mds complicado.

Figura 4.5 Ejemplo de una malla sin estructura en 2D

Para el programa REFRACT se opté por utilizar una malla del tipo rectangular con
una separacion entre cada nodo o punto de Ax en la direccion hacia la playa y una
separacion Ay en la direccion a lo largo de la playa.

4.5.2 Aproximaciones en diferencias finitas

Después de elegir la malla adecuada al problema fisico a solucionar, se debe de
elegir la aproximacién que se utilizara en el proceso de discretizacion. En un método de
diferencias finitas, la aproximacién para las derivadas en los puntos se deben de
seleccionar. Existen muchas posibilidades a elegir; dicha eleccién afecta en la calidad de
los resultados en cuanto a su exactitud y también afecta en el desarrollo del método de
solucion, en su decodificacion y en su velocidad de respuesta. Aproximaciones mds exactas
implican un mayor nimero de nodos y unas matrices mas complejas, la memoria de
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almacenamiento se debe de considerar hasta llegar 2 un equilibrio enire exactitud y
capacidad de memoria de la maquina con la que se cuente.

4.5.3 Método de solucion

La discretizacion arroja un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, el método
de solucion depende del problema; para flujos dinamicos, se utilizan con frecuencia los
métodos que se basan en valores o condiciones iniciales para ecuaciones diferenciales
ordinarias. Para fluidos estaticos se utiliza comtinmente un esquema de iteracién con lapsos
de tiempo pseudo-dindmicos. Estos métodos utilizan una linearizacidn sucesiva de las
ecuaciones y resultan en sistemas lineales que se resuelven con técnicas iterativas. El tipo
de técnica depende de la malla elegida y el nimero de nodos involucrados en cada ecuacién
algebraica.

4.5.4 Discretizacién de las ecuaciones diferenciales parciales

La solucion analitica de las ecuaciones diferenciales involucra expresiones cerradas
que muestran la variacion de las variables dependientes en forma continua a través del
dominio. En contraste, las soluciones numéricas solo arrojan respuestas en puntos discretos
dentro del el dominio, denominados puntos de la malla. En ia figura (4.6) se muestra una
seccion de una malla discreta en el plano x-y, se asume que ¢l espaciamiento en la direccidon
x es uniforme v estd dado por Ax, asi como en el otro sentido por Ay. En forma general,
dichos espaciamientos no son iguales y de hecho tampoco son necesariamente uniformes,
sin embargo para la solucién de problemas computacionales de dindmica de fluidos es
mucho mas sencillo considerar igualdad v uniformidad en los espaciamientos y ademas
simplifica la programacion, el almacenamiento de datos y en mucho de los casos arroja
resultados mas exactos.

Los puntos de la malla se identifican por un indice i que corre a lo largo del eje x v
un indice j que corre a lo largo del eje y. Si (ij) en un punto P. entonces el punto
inmediatamente a la derecha es (i+/,j), el punto inmediatamente a la 1zquierda es (i-1,j), el
punto inmediatamente arriba es (,j+1), y el punto inmediatamente abajo es 17 /-1}.

El método de las diferencias finitas es muy utilizado para resolver problemas
computacionales de la dindmica de fluidos, Ia finalidad del método de las diferencias finitas
es el de substituir las derivadas parciales que se presentan en las ecuaciones de gobierno de
la dinamica de fluidos con coeficientes diferenciales algebraicos, dando asi un sistema de
ecuaciones algebraicas que faciimente se puede resolver para las variables del flujo en cada
punto discreto de la malla.
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y Ax
‘ - -
i-1j+1 i+l i+1j+l
dy
i-1j i H1,j
i-1j-1 ij-1 i+1j-1

wY

4.5.5 Derivacion de los coeficientes elementales de diferencias finitas

La representacion de los coeficientes de diferencias finitas se basa en la serie de
Taylor. Por ejemplo, si u;; es la componente de velocidad en el punto (i,j), en la direccién x,
entonces la velocidad en el punto (i+/,j) se puede expresar en términos de la serie de
Taylor extendida con base en el punto (7,j), como se muestra:

2 3 3
", =uu+(@) Ax+(a—u—) (-Ai‘—)f{?—”-) &y, (4.9)
v T e ), 2 \a*), 6

En la expresion anterior, se considera matematicamente exacta para u;.;, si el
mimero de términos es infinito, si la serie converge y si Ax tiende a cero. Para el célculo
numérico computacional, es dificil trabajar con un nimero infinito de términos en la
ecuacion anterior. Es por esto que la ecuacién anterior se trunca y los términos cubicos y
mayores no se tomen en cuenta, entonces la ecuacion se reduce a:

<u +[%] Ax+(?i’i) (axy (4.10)

u1+1,_}' =Y di? 9

Se dice que es una ecuacion de segundo orden de exactitud, y al igual si no se toman
en cuenta los términos cuadrados, se obtiene una ecuacién de primer orden de exactitud:

U, RU,, +(g—9 Ax 4.11)
Ly

'
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Los términos de mayor orden que se descartan, representan un error truncado en la
representacion de las series finitas. el cual es para la ecuacion (4.10):

3 2u) e (4.12)
s\ ox” y n!
v para la ecuacion (4.11) de:
= / n 217
ma\ ox” ) n!

Este error truncado se puede reducir ya sea a través de cargar términos superiores en
la serie de Taylor para obtener mayor exactitud o reduciendo el valor de Ax. Si se resuelve

la ecuacidn (4.1) para (@j se tiene:
Ox J,,

vy
"
Error truncado
O lo que es lo mismo
E’lf uwl,; -ui,_f
— = 1 O(Ax 4,14
(axJ A (Ax) (4.14)

LJ

El simbolo 0(Ax) es una notacién matematica formal que representa los términos de
orden Ax. la ecuacion (4.14) cuenta con una notacién maés precisa que la ecuacién (4.13)
que cuenta con una notacién aproximadamente equivalente, en la ecuacién (4.14) el orden
de magnitud del error truncado se muestra por la notacién 4, que es la ecuacion diferencial
de primer orden delantera para la derivada (2/é) en el punto (ij).

La expansion de la serie de Taylor para 1,1, con respecto a u;;. Se escribe:

ou Pu) (AP (Fu) (—Ax)
Yoty T, J{TJ (—AX)JF(,, 2) ) +[3] Gy,
ox ) cx i} 2 ax 14 6

O lo que es lo mismo:

u., =, _[5_“5] (Ax)+[§f_‘i] @_[‘fsu) &, @.15)

o), ox?
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¢ v

&
. ou )
Resolviendo para (—-) se tiene:
o),
u,, —u,_
(éﬁ) - _’i,__lu_]:f_+0(Ax) {4.16)
[N Ax

& -

Que es la ecuacion diferencial de primer orden trasera para la derivada (dv/ck) en el
punto (i.j). Ahora si se restan las ecuaciones (4.15) y (4.9) se obtiene:

3 3 .

Uy, Ui, =2(§“_J Ax+[§—£J Gl 4.17)

’ ’ ox/,, o), 3 -

Resolviendo para [—) se tiene:
ox/,,
U~
(iafi] =" el 0(Ax)? (4.18)

ox ), 2Ax

La ecuacion anterior en una ecuacién de segundo orden centrada en el punto (ij). Para

2
obtenerla expresion de diferencias finitas para la segunda derivada parcial (%) la
L

ecuacion (4.18) se escribe:

. - U 3 3
(3) ot (D)7, a1
o),  2Mx &) 6

Y substituyendo la ecuacién (4.19) en la ecuacién (4.9) se obtiene:

u =u  + Yooy THio Fu (Ax)3+ Ax + u (Ax)2+
b T 2Ax o), 6 &), 2
(6311} (Aaxy du (Ax)4+

ox*),, 6 ot ) 24

. . u .
Resolviendo la ecuacion para ) se tiene:
L

(4.20)
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(&%) u,_, —2u  +u,_
et e B I YN (4.21)
L&), (Axy

Que es la ecuacion diferencial de segundo orden centrada en el punto (ij).

Las expresiones diferenciales para las derivadas en y se obtienen exactamente de la
misma forma, estas son:

(iu" = T 0y)
/., Ay
u, 6 —u._
iﬁ = el 0(Ay)
/., Ay
3
_?_u_ . u.’-—i.j —uzwl,_,' +O(Ay)2
Y/, 2Ay
&u _ Uy, —2uu +U, ‘ O(A )2
&), (&yy g

diferencia trasera

diferencia delantera

diferencia central

segunda diferencia central

Es interesante hacer notar que la segunda diferencia central dada por la ecuacién
(4.21) se puede interpretar como una diferencia delantera de las primera derivada con una
diferencia trasera utilizada en la primera diferencia. Despreciando la notacién ¢ se obtiene:

SJIQ)

)
‘%
\L,_/

Q

\&
La misma
gjemplo:

-~

&*u d

oxdy éx

J _

'ﬁ(@ﬂ QEQMJ[ilj

| o\ ox ’ Ax
Uy ~ U, _ U,, —Uy, \ L
Ax Ax J Ax
U, 2u y
(Ax)z

(4.22)

filosofia se puede aplicar para generar rdpidamente el coeficiente de
diferencias finitas para la derivada mixta (Fw/ckd)) en el punto de la malla 7). Por

=5)

(4.23)
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En la ecuacidn anterior, se escribe la derivada de x como una diferencia centrada de
las derivadas de y, y luego se escriben las derivadas de y en términos de las diferencias

centrales.
5.5

J*u _E g’f‘_ _ ay 18+1,7 ay =1,
axdy  ox\ oy 2Ax
O | Boryrt THia e | Uy — U 1
oty 24y 24y e
ou 1 )
axay ~ m‘; ur+1,;+l +u:—1,j—l “ut+l,j—l ——ui—l,j*-]

O lo que es lo mismo:

* 1
[axgy')!h’ = 4AxAy (u[+l,_f+1 + u[-l,_,e—i _u:+l,_;o-1 _ul—l,_}+l )+ 0[(Ax)2’ (Ayy] (4.24)

Otras aproximaciones diferenciales se puden obtener de la ecuacién anterior, asi
como derivadas de ordenes superiores siguiendo una metodologia similar. Ahora bien,
cuando se presenta una frontera como la que se muestra en la figura (4.2) se puede observar
que una porcion de dicha frontera es perpendicular al eje y y el punto 1 esta junto a la
frontera v los puntos 2 y 3 a las distancias Ay y 24y respectivamente. Se construye una
aproximacién diferencial para Av/d) en la frontera, lo cual se logra facilmente construyendo
una diferencia delantera como s¢ muestra:

Oul Uy —%
[ayl— & +0(Ay) (4.25)

La aplicacién de la ecuacion (4.18) no sirve en éste caso ya que requiere de otro
punto dentro de la frontera, lo que se ejemplifica como el punto 2° que queda fuera del
dominio de cdlculo y generalmente no se cuenta con informacién sobre u en ese punto. En
un principio, la dindmica de fluidos computacional intenté dar solucion a éste conflicto
asumiendo que u; ’=u>. Lo que se llamé una condicién de frontera reflejante que en muchos
casos no tiene ningtn sentido fisico y es también poco exacta. Asi que la solucién para el
punto en la frontera se encuenira empleando otro meétodo para derivar los coeficientes de
diferencias finitas, se asume que el valor de v en la frontera se puede escribir como un
polinomio:



Capitulo 4. Modelo de refraccién del oleaje a través de andlisis computacional 102

u=a+by+cy? (4.26)
Aplicando los puntos de ia malla de la figura (£.2) queda:

u, =a
u, =a+bay+c(Ayy
u, =a+b(2Ay) +c(2Av)?

Resolviendo el sistema para 5:

.
=3u, +4u, —u,

b= 427
oay (4.27)
Diferenciando la ecuacion (4.26) queda:
?—u =b+2cy (4.28)
oy
Evaluando la ecuacién anterior cuando y=0:
du
= =p (4.29)
[ oy l
Combinando la ecuacion (4.27) y (4.29) queda:
[?ﬂ} L oA (4.30)
v/, 24y

Ahora sole queda saber que grado de exactitud es la ecuacidn diferencial obtemida
en el paso anterior. Esto se puede saber considerando la serie de Taylor en el punto 1.

u(y)=u1+[§u“J y+[@} y_2+[aqu Ly (4.31)
Oy 1 1

) 2 \&°), 6

Se observa que utilizar la ecuacién (4.26) es lo mismo que utilizar los primeros tres

términos de la ecuacion (4.31), es por esto que se utiliza un error truncado igual a 0(Ay)* asi
que la ecuacion (4.30) se puede reescribir como:

—=3u, +4u, —u, .
— | =———+0(AYY? 4.32
[A 1 oAy (Ar) (4.32)
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Que es el coeficiente diferencial de segundo orden de presicion en la frontera. Las
ecuaciones (4.25) y (4.32) se denominan diferencias de un solo lado ya que expresan
derivadas en un punto en tierminos de vanables dependientes en solamente un lado del
punto. Se pueden formular muchas otras diferencias con mayores grades de exactitud,
utilizando puntos adicionales de la malla hacia un lado del punto dado.

4.5.6 Aspectos Basicos de las ecuaciones de diferencias finitas

La esencia de la solucidon de para problemas de dindmica de fluidos
computacionales por medio de diferencias finitas es utilizar los coeficientes derivados en la
seccién anterior para asi substituir las derivadas parciales en las ecuaciones de gobierno del
flujo, resultando en un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas para la variable
dependiente en cada punto de la malla.

Se considera la siguiente ecuacion en donde se asume que la variable dependiente es
uyesfuncibndexy .

2
ou _0ou (4.33)
o ox*

Se elige ésta ecuacién simple por conveniencia, si se substituye la derivada de
tiempo por una diferencia delantera, y la derivada espacial por una derivada central, el
resultado es:

Moow! oul -2ul +ul

N (Ax)y (4.34)

En la ecuacién anterior se empled el superindice n para determinar las condiciones
el tiempo ¢, (n+1) denota las condiciones el tiempo (#+A¢t), y asi sucesivamente, y como se
ha tratado anteriormente, el subindice denota la posicién o localizacion de cada punto en la
malla que para éste ejemplo se limita solamente al valor de i.

Ahora, escribiendo la combinacién de las ecuaciones (4.33) y (4.34) dejando
explicitos los términos de error truncado asociados a los diferentes coeficientes se obtiene:

2 rel _om no_ n n
ou Ou _u u, u, —2ul +ul

I

a M (Ax)?

azu]” A (8'uY (Ax)?
+H -l = =+ — +
orr) 2 laxt] 12

]

} (4.35)



Capitulo 4. Modelo de refraccidn del oleaje a través de analisis computacional 104

Los primeros dos términos de la izquierda de la ecuacidn anterior son la
representacion en diferencias finitas de ésta ecuacion, v los términos entre corchetes son los
errores truncados para la ecuacidn completa. Se representan como:

ofar, (Ax)]

La ecuacion diferencias finitas se reduce a la ecuacidn diferencial original conforme
los puntos de la malla tienden a infinito, en la ecuacién (4.35) se observa que el error
truncado tiende a cero, y de hecho la ecuacion diferencial se aproxima a la ecuacidn
diferencial original. cuando ocurre esto, la representacién de la ecuacion diferencial parcial
a través de su representacion por diferencias finitas, se dice que la ecuacion es consistente.

La solucion de le ecuacion (4.34) se asemeja a una solucidén que “marcha” en lapsos
de tiempo, lo cual es una caracteristica de las ecuaciones del tipo parabdlico. Ahora se
asume que se conoce el valor de la variable dependiente en todo x en un instante dado de
tiempo, se dice entonces que son las condiciones iniciales. Examinando la ecuacién (4.34),
se observa que contiene solamente una incognita, llamada »*~’.De éste modo la variable
dependiente en el tiempo (f+4rj se puede obtener explicitamente de los resuitados
conocidos en el tiempo, por gjemplo, uj”*’ se obtiene de los valores conocidos u,-;" &” ¥ u,.

]
I

Ahora regresando a la ecuacidén diferencial (4.33) pero reescribiendo las
diferenciales espaciales del lado derecho de la ecuacion en términos de las propiedades
promedio entre ny (n~1} esto es:

n+] n n-l n n+l ”

w, " ~u 1wy Ful,-2uT =2u] vl ul .

A (4.36)
At 2 (Ax)y

La diferencia mostrada en la ecuacién anterior se le conoce como la forma de
Crank-Nicholson, la incognita 2"’ no es expresada solamente en términos de cantidades
conocidas en el tiempe n como son las cantidades u,-;", &, y /" . Las cantidades que
estan en términos de incOgnitas en el tiempo n—7/ son u,- 1"_" y u," La aplicacion de la
ecuacion en el punto i no puede ser la solucidn para u"! Es preferible que la ecuacion se
escriba para todos los puntos de la malla, resultando asi un sistema de ecuaciones
algebraicas con una sola incognita u? para cada punto i se puede resolver
simultdneamente. Lo gue es una solucién implicita por diferencias finitas, ya que manejan
con la solucidn de sistemas muy grandes con ecuaciones algebraicas lineales, éstos métodos

generalmente involucran la utilizacién de grandes matrices.
Las ventajas y desventzjas de las dos aproximaciones se resumen a continuacion:

1. Aproximacién explicita.
a) Ventajas — Es relativamente sencillo para trabajar v programarlas
b) Desventajas — Para un valor de Ax dado, A debe de ser menor que algun limite de
estabilidad impuesto. En muchos de los casos, Af debe de ser muy pequefia para
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Hegar a la estabilidad; esto resulta en un tiempo computacional muy largo para dar
los resultados sobre un intervalo de tiempo ¢ dado.

2. Aproximacién implicita.
a) Ventajas — La estabilidad se puede mantener sobre valores de Af mayores, dado
esto, resulta en un tiempo computacional menor en general.
b) Desventajas — Es mas complicado de programar, la utilizacién de matrices para cada
paso implica mayor tiempo computacional, y finalmente no es totalmente exacto ya
que el error truncado se incrementa al utilizar los intervalos de tiempo Af mayores.

Durante el periodo de 1969 a 1979, la practica para modelos de dindmica de fluidos
computacionales involucraron soluciones derivadas de métodos explicitos. Sin embargo, en
la actualidad algunos modelos fisicos requieren de mayor exactitud con un espaciamiento
en la malla cada vez menor lo cual da ventaja a los métodos de aproximacién implicitos.

4.6 Soluciéon numérica del programa REFRACT

Un modelo de diferencias finitas se puede escribir de muchas formas, dependiendo
de 1a exactitud que se deseé, el programa REFRACT utiliza una diferencia delantera en y

que provee un error truncado de O(4x, Ay?). Aqui el punto de interés se localiza en un punto
medio entre las locaciones x en la malla. Utilizando una diferencia central en x en el punto

(i+1/2) da un error truncado de O(Ax?). Para la direccion y la derivada se escribe:

@) -12).(3). @3

\ A2, LN oy N /Ly ]
OB 1
ed - (B . -B +B, —B,. 438
(ay]””lj 2Ay( St . | 3] 1,7 1) ( )
La ecuacion explicita para 4;; es:
= Ax B B B
A?+1,j - Aa,_} +5A_y( g+l T Py +B:+1,j - 1+l,;—1) (4'39)

La solucién y exactitud de la ecuacién en diferencias finitas

La solucién numérica se define inicialmente a partir de una malla en diferencias
finitas del 4rea de estudio. Las profundidades y los valores promedio de corrientes se deben
de proporcionar como dato en cada punto, el procedimiento establece la altura de ola y su
direccién, v la accién del oleaje en ia linea de la malla en direccién x, de los datos de
entrada o a partir de la ley de Snell en caso de existir datos para aguas profundas. Para la
siguiente linea de profundidades, las condiciones de frontera en j=/ se determinan. Esto
debe de ser iterativo para el caso que se trabajen con los términos no lineales debido al
hecho de que es necesario conocer el valor de la altura del oleaje para calcular el nimero de

J i

BEEN by

.
bl

e MY

[
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onda, sin embargo una altura de ola se asume en un principio, y el niimero de onda para el
punto (7, /) se encuentra. El angulo de incidencia se encuentra de la condicidn de que 4;; es
constante en ¢€sta iinea, y luego la accidn de oleaje se calcula para obtener la altura del
mismo. Este procedimiento es iterado para obtener la convergencia para el punto (i. 7). Para
los puntos j=2.3.....N-1 el esquema de diferencias finitas se utiliza. En cada punto j las
ecuaciones de diferencias finitas y la relacionada con la ley de Snell se iteran hasta que se
alcanza la convergencia, de nuevo debido a la dependencia del niimero de onda con la
altura de ola y su direccion (en el caso de haber corrientes). Después de haberse encontrado
ia convergencia en el punto j, el siguiente punto se calculara. Cuando una linea se acabe de
calcular, se tomard la linea siguiente hasta que se haga un barrido completo de la zona de
estudio.

La rotura del oleaje se verifica en el modelo simplemente comparando el valor de la
linea cercana a la playa contra el valor dado a partir de un indice de rotura, tal como 4=E},
(U+Cgeosé), donde el parametro de rotura es:

E, = pg(0.79h) /8 (4.40)

Las condiciones de frontera lateraies dentro del modelo, solamente se deben de
especificar en ambos lados del dominio de la malla computacional. El lado superior de la
malla s¢ toma como y=0 (j=1), correspondiente a olas con angulos, (<< /2 (para cleaje
con dngulos de incidencia negativos, simplemente se toma una proyeccion simétrica hacia
el otro sentido de la malla).

En ¢l punto j=N en la frontera, una diferencia hacia atrés se utiliza. Esta ecuacién es
valida para fronteras de tipo transmisivas:

+ 'BH-I,_,J - B.H-l,_/—] ) (4'41)

4., =4, +%(Bu B,

El angulc de incidencia de la ola se calcula con:

6 —ian™ 4, 4.42
., =1an 3 (4.42)

ey
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-2

- ke

4.6.1 Accién del oleaje s
.. - .y . . AT

Se define a la accidon del oleaje como la relacién que existe entre la energia de la .
onda y su frecuencia angular; E/o . La conservacién de la accion de oleaje en el caso .

estacionario en ausencia de disipacion se puede expresar como sigue:

i(E(U+CgcosB)J+P_(E(V+CgsenB)]___0 (4.43)
ox o oy log ’ .

Adicionando la disipacion para la accién de oleaje (Christofferson y Jonsson, 1980):

E= % peH? (4.44)
y
Cg=nC
ne l[l . 2kh ) (4.45)
2 senh 2kh

En la ausencia de corrientes la ecuacién de la accién de oleaje se reduce a la

ecuacion de conservacion de la energia de onda, y el valor de o se hace constante.
Definiendo 4 como el flujo de la accion de oleaje en la direccion x y 2 B como la misma
cantidad en la direccion se puede reescribir:

04 OB
4+ —_— =
x oy

0 (4.46)

La altura del oleaje se obtiene del flujo de ia accion de oleaje de la siguiente manera:

1/2
H,, =[ 0 } (4.47)

o (U, +C, cos8,

4.6.2 Esquemas no iterados

Un método més rapido para la solucion de las ecuaciones diferenciales es resolver
para A4,:; exactamente. Se puede obtener:

4, =-b+b-c (4.48)

r+l, 7

donde



Capitulo 4. Modelo de refraccién del oleaje a través de analisis computacional 108

b@..,,-B,,+B )-4, ]

b= Terd (4.49)
: Y . 2k2
e

Para la accion del oleaje se utiliza:

4., +rC,
ﬁz-—l,] = —— (451)
1+r K-r],,j +Cgl—]‘j sen 91+],J
DrH-],J— +Cg1-1,1 COs QH-I,J‘
y
Ql = §!+1,J—I _ﬁf,_,’-rl +££,j (4'52)

Estos métodos son preferibles que un esquema iterativo que ciertamente alcanza wna
exactitud de segundo orden en las diferencias pero en éste método se procede de una forma
cinco veces mas rdpido lo cual es importante para las computadoras personales.

4.6.3 El Método de Lax —Wendroff

En este apartado se discutirdn las aplicaciones para métodos de diferencias finitas en
su forma explicita que se aplican a la mecanica de fluidos, un método rmuy directo v
popular dentro del anélisis v estudio de los fenémenos de la dindmica de fluidos es el
meétodo de Lax- Wendroff que ha demostrado tener un comportamiento computacional
estable y un bajo requerimiento de memoria de trabajo.

Dentro del programa REFRACT, razén de ésta Tesis, se optd por el manejo del
meétodo de Lax-Wendroff por que es el que més se adapta al problema fisico de refraccién
del oleaje y hace extremadamente manejable a la malla computacional obtenida.

El método de Lax-Wendroff permite encontrar paquetes de valores en cada punto
del dominio a través de una transformacién de la malla fisica a una malla computacional.
Este paquete de valores corresponde para el problema de refraccién de oleaje; el valor de la
altura de la ola y su dngulo de incidencia. Relacionados a cada punto y a una batimetria que
se imserta como un archivo de datos conformables con las dimensiones de la malla
computacional.

Se debe de establecer una linea de datos iniciales completa en alguna frontera de la
malla de calculo para asi poder comenzar el proceso de solucidn para todos los puntos
sobrantes haciendo un barrido y tormando en cuenta las otras tres fronteras v sus diferentes
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comportamientos de acuerdo con el fendmeno fisico (condiciones de frontera y rotura
descritas en ¢l capitulo 2).

Se considera un punto i de la malla. Se denota a g, como una variable en el campo
de flujo en ese punto (g, puede ser, presion, densidad, angulo, altura de ola, etc.). Esta
variable g, serd una funcién del tiempo, sin embargo, s¢ conoce el valor de dicha funcidn en
=0, ya que como se explicé anteriormente se deben de asumir valores o condiciones
iniciales en el tiempo ¢=0.

Ahora se calcula un nuevo valor para g; en el tiempo t+A4r comenzando desde los
valores de las condiciones iniciales, el primer tiempo es (+Af = 0+At. Aqui Ar es un
pequefio incremento en el tiempo, ¢l nuevo valor de g se obtiene de una expansion de la
serie de Taylor en el tiempo.

- % e ARCIE
g,(t+m)#g,(t)+(atlAt+(aﬁ][ 5 +...

o utilizando la notacidn cldsica en donde el tiempo se maneja como un superindice:

. agY &g\ (AR .
gt =gl +(5g) Ar+(~at—f) &2—)+ (4.53)

:

Aqui g es el valor del valor de g en el punto i y en el tiempo 1+Az.. Las ecuaciones de
gobierno para un flujo cuasilinear son:

dp _ 1 dpud) Continuidad (4.54)
ot A4 ox

ou 1{dp ou

o 2y pu— Momentum 4.55
ot P (63: o 6x] o (353
de 1 ou o(LnAd} Oe ,

o p— + pu— Energia 4.56
a  p [p x e F 6x} ® (%3

Lax —Wendroff consideré un método en diferencias finitas basado en la ley de
continuidad. Se planted un sistema de ecuaciones:

w, +[fw)], =0 4.57)
Donde w es un vector de funcién de r y ¢ y el valor de f es un vector de funcion no

lineal, con 7 componentes, del vector w. A todo, se le denomina un sistema que obedece a
ley de continuidad.
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En el sistema Euleriano. las ecuaciones de conservacion son: masa, momentum y

energia por umdad de volumen, representadas por: p m=pu v E=ple+i/2 u),
respectivamente. Y las ecuaciones generales de Euler se expresan:

p, ==V e(pu)
Cou), =
(pE),

~uVe{pu)—plueVyu—Vp
—Ve(pEu)—V e {pu)

(4.58)

Haciendo un sistema de ecuaciones basadas en la ley de continuidad queda:

£ m
é -

&
+— 2 p)+
» m 5 (m*/ p)+p

(4.59)
E (E+pym/p

La presion se calcula de 1a ecuacion de estado:

E m?
p=ple.p)=pl———,p
g 2p

Si esto se aplica al esquema escalonado o por pasos visto anteriormente para una
malla rectangular y lineal se obtiene:

(4.60)

- 1 _
k : [Wx,ﬁ-l - 5 (wi'-rl,j + wh—l,J) )} + (Zh) ' (f;a-l,_l - f:—l,; ) = O

(4.61)
donde f; ; es la abreviacién para f{U, ).

Las ecuaciones de Lax Wendroff comienzan a partir de la serie de Taylor en ¢ (k=A1).

= 2 27 7
U,j_1=U,j+k(ﬂ} +i—{—[aUJ +
' ' orj,, 2 g

- (4.62)

Las derivadas con respecto al tiempo se cambian o sustituyen con derivadas espaciales

0

g_ ml=E (4.63)
TE cr

277 o

U =_5QE=_Q@=_Q[AWJ=£(A@) (4.64)
& ad aa o o) ol ar
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Donde la matriz 4 = A(U) es el jacobiano de F(U) con respecto a U, esto es, A=(4,)
donde A,;=dF/3U, Las r derivadas se aproximan por medio de diferencias para asi obtener
el esquema de Lax-Wendroff de segundo orden de precisidn.

1k (kY
U:,ji—l = U:,; #E_h—('FzHJ —F‘z—l,_;)+2(2] [AH-HZ,_; (F‘H-l,j —‘Fi,;)_Ar-UZ._'(E,jE—l,j)]

{4.65)
Donde h = Ar, yA,-+1/2J=A[7/2 ([Ji-r],QJ",'UiJ)]

El formato del esquema de Lax-Wendroff, se torna complicado por la presencia de

la matriz Jacobiana 4. Una modificacion en dos pasos que reduce a la ecuacién anterior y
que ademas alcanza un segundo orden de exactitud:

1 k
Ur+1/2,_;+].’2 = 5 (Uu»l,_r + Ul,j ) - Eg (F‘Hl,_,' - F'I,j ) (466)

Y los valores finales corregidos son:

k
UJ,;H = U:,_,l _}; (‘Fl-rklz,;-i-!/Z - F‘I-UZ,}H!Z) (4'67)
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5.1 Introduccion

En éste capitulo se hace uso del modelo de refraccién de oleaje, REFRACT, a casos
con solucion analitica. Inicialmente se aplica éste modelo a tres casos cuyas soluciones
analiticas se conocen.

Caso 1 — Caso con batimetria recta y paralela, donde se comprueba la refraccién por
fondo, asomeramiento y rotura.

Caso 2 - Modelo REFRACT aplicado a un ensayo realizado por Berkhoff en 1982,
comparando los resuitados en las dreas donde la refraccién es dominante.

Caseo 3 - Se aplica el modelo a un ensayo idealizado propuesto por Noda en 1974
donde se produce la propagacion del oleaje sobre una batimetria idealizada. Se
compararén los resultados con los obtenidos del modelo original.

5.2 Fenomenos de propagacion con solucion analitica conocida
5.2.1 Asomeramiento

Fl fenémeno de asomeramiento ocurre cuando el oleaje incide sobre una playa con
batimetria variable, los cambios en la morfologia de la ola son ocasionados Unicamente por
la variacion de los valores de la profundidad. La evolucién del oleaje se manifiesta
mediante los cambios en su longitud de onda y altura de ola.

El comportamiento tipico del fenémeno de asomeramiento se produce inicialmente

en una reduccion en la altura de Ia ola hasta alcanzar un valor minimo, donde comienza a
aumentar dicha altura conforme va disminuyendo la profundidad.

La modelaciéon del fenémeno de asomeramiento se realiza a través de una
propagacién de un tren de ondas en la direccién del eje x sobre la playa como se observa en
la figura 5.1. El resultado numérico se compara con la solucién analitica que se obtiene a
partir de la hipétesis de conservacion del flujo de energia Ec, = constante, que dan lugar a
las siguientes ecuaciones:

@* = gktanhkh
ow

Cg=—

"

ﬂ="_CL0:KS

H, C,

Dada la linearidad de las ecuaciones, los resultados no dependen de la altura de la
ola inicial Ho. Es muy importante considerar la influencia de la pendiente y del peralte de
las olas Ho/Lo, se observa que los resultados dependen ligeramente de dicho peralte.
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5.2.2 Refraccién por fondo

En ausencia de corrientes, considerando un periodo de onda constante T=cte), la
celeridad de onda depende principalmente de la profundidad local, mientras que el efecto
de la altura de ola en dicha celeridad es mucho menor. La exisiencia de un eradiente de la
celeridad de la onda a lo largo de un frente provoca un cambio en la direccion de
propagacion, lo cual es conocido como refraccion por fondo o refraccion.

i/

Y
/Ar% Pigiea

Figura 5.1 Batimerria recta y paralela
5.2.3 Rotura del oleaje

La rotura del oleaje es uno de los fenomenos mas significativo de la hidrodinamica
costera, la cual se produce cuando la altura de ola es aproximadamente igual a la
profundidad. Durante la rotura del oleaje, tienen lugar complejos fendmenos fisicos v la
transformacion de energia del oleaje se manifiesta en una turbulencia.

El estudio de la rotura del oleaje no se limita al calculo de la altura de ola vla
profundidad a la que rompe, sino también al calculo de la energia disipada v a la
descripcion del fendmeno de recomposicion.

3.2 Caso 1. Batimetria recta y paralela

En este apartado se muestra un ejemplo cldsico de una modelacién para observar el
fendmeno de refraccion v asomeramiento a través del modelo computacional REFRACT.

Se trabajé con una batimetria recta y paralela con una pendiente de 5% sobre un
dominio de 200 metros de longitud por 120 metros de anchura con una profundidad
maxima de 10 metros en la zona de llegada del oleaje que para fines de comparacion se
tomaron cinco casos principales: angulos de incidencia de 15°, 30°, 45°, 50° v 60° cada uno
con un periodo 7=12 seg, amplitud del oleaje incidente a=2.7 m_ sin la presencia de marea
v con un andlisis lineal.
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5.2.1 Resultados para los cinco diferentes angulos de incidencia

En la figura 5.2 se presenta un esquema de la batimetria recta y horizontal
propuesta. En las figuras 5.3 y 5.4 se representan las direcciones v alturas del oleaje a -

través de flechas, isoaltura del oleaje dentro del dominio de calculo respectivamente para
el caso de incidencia oblicua igual a 15°. De manera similar, en las figuras 5.5 a2 5.12, se
representan mapas de vectores, direcciones de altura de olas y un mapa de 1soalturas de ola,
para los casos de incidencia del oleaje igual a 30°, 45°, 50° y 60°, respectivamente.

160m=

—Em &m G —

120m:
by ————— 5 ————— 5 —

100m
4m 4m 4m—

Som
Im 3m 3m—

S0m-
e -+ e+

40ny.
1m m 1m—
20m—0om————0m ————0m-—

Omr
26m  40m &0m  3Gm 100m 120m

Sfigura 5.2 Batimetria recta y horizontal con opendiente del 5%

@

=
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100m

figura 5.6 Contornos de alturas de oleaje para un
incidencia de 30° se muestra el

5
8
§
§

angulo de

ascmeramiento ¥ la disipacion de energia por fondo

figura 3.5 Resultados para olegye incidente de 30°,

las flechas muestran la magnitud y direccion del
oleaje en cada punto del dominio
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[figura 5.11 Resuliados para olegje incidente de 60°,
das flechas muestran fa magnitud y direccion del
oleaje en cada punto del dominio

figura 5.12 Contornos de aliuras de oleaje para un
dngulo de incidencia de 60° se mueswra el
asomeramiento y la disipacion de energia por fondo

En las figuras anteriores se puede observar perfectamente el fenomeno de
asomeramiento y refraccion, el cual se manifiesta en una agudizacién en la altura del oleaje
a medida que el angulo de incidencia aumenta. Para angulos de incidencia muy peauefios,
se presenta un aumento significativo en la altura del oleaje en la parte del lado izquierdo del
domrnio de calculo, éste aumento se mueve hacia el centro conforme €l angulo tiende a
normalizarse siendo su agudizacién menos brusca. El angulo comienza a cambiar y tiende
a llegar normal debido al fondo y rompe eventualmente conforme el tren de olas se mueve
hacia la playa v la batimetria disminuve.

El fenomeno de refraccion se puede observar mejor a través de una representacion
grafica de un corte longitudinal a la batimetria exactamente en el centre del dominio de
calculo, éste perfil del oleaje muestra un aumento en la altura del oleaje en el primer tercio
del dominio hasta llegar al punto en donde sufre una disminucién lineal hasta romper v
perder la energia en su totalidad. A continuacion se muestran éstas figuras graficas (5.13 a
5.17), dando asi como concluido el primer ejemplo de aplicacién para el modelo
REFRACT.
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figura 5.13 Perfil central del dominio de cdlculo representando el fenémeno de
asomeramiento del oleaje incidente para un dngulo de llegada de 15°
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figura 5.14 Perfil central del dominio de cdlculo representando el fendmeno de
asomeramiento del oleaje incidente para un dangulo de llegada de 30°
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figura 5.15 Perfil central del dominio de cilculo representando el fencmeno de
asomeramiento del oleaje incidente para un angulo de llegadu de 45°
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1)
altura del oleaje (m)

200 150 100 50 0

longitud tota) dei dosminio hasta ia playa (m)

figura 5.16 Perfil central del dominio de cdlculo representando el fenémeno de
asomeramiento del vleaje incidente para un angulo de legada de 50°
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Sfigura 5.17 Perfil central del dominio de cdlculo representando el fenémeno de
asomeramiento del oleaje incidente para un dngulo de llegada de 60°

5.3 Caso 2. Fenémeno de propagacion em un ensayo fisico, Modelo
experimental de Berkhoff.

En ¢éste apartado se comparan los resultados experimentales obtenidos a partir de un
modelo reducido con los resultados numéricos del modelo de propagacion. Las medidas
experimentales se obtuvieron de un ensayo realizado por Berkhoff en 1982,

El modelo a escala consta de una batimetria con un bajo o shoal eliptico situado en
¢l fondo plano con pendiente del 2% (escala 1:50). En el contorno inicial, donde proviene
¢l oleaje, la profundidad es de 0.45 m y el contorno final de ensayo existe una plava, de
modo que la energia propagada se disipa casl en su totalidad por el proceso de rotura del
oleaje. En Ia figura 5.16 se puede observar un esquema de la batimetria v Ia localizacion de
cada una de las secciones donde se tomaron las medidas.
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Esta prueba descrita anteriormente, se eligio por las siguientes razones:

a) Se cuenta con un completo conjunto de medidas experimentales ngurosamente
controladas en el laboratorio, Berkhoff {1982).

b) No obstante que el modelo de Berkhoff fue disefiado para estudiar los efectos de
difraccion, en zonas donde este fendmeno no es tan importante, sus resultados
pueden servir para estudiar los efectos de refraccion..

¢) Se puede observar v analizar la bondad del modelo REFRACT para fines de
disefio ingenieril en casos reales con una batimetria mas compleja considerando - -
su sencillez y rapidez de calculo, comparado con otros modelos mas complejos
desde el punto de wvista que simulan interacciones de fenomenos de
transformacion del oleaje, por ejemplo refraccion - difraccion.

£05
010
015
£20
- 025

03

035

-0.40

. .45

figura 5.18 Batimetria de ensayo utilizada por Berkhoff (1982). Perspectiva 3D.

Las secciones de comparacién del modelo de Berkhoff contra el modelo REFRACT,
después de un analisis y observacion minuciosa, son las mostradas en la figura 519 yen la
figura 5.20 se representa las areas donde la refraccion del oleaje es dominante.



13V}
t

Capitulo 5. Aplicacion del modelo REFRACT 1

Secoion b
N zrer T

Seveion ¥

Sewaderst T

Secguen 2

Seg s 3

Secaton 2

. Secaren T

)
O, e o B2,
! o i
* AR "2
RQ%QQ’%QJ% ' \
J i Qs
N %»? "”\I
Omﬂm am -m‘lm 1#!:.1 ~ om

Figura 5.19 Vista en planta del dominio de célculo para el experimento de Berkhoff v lus
secciones de medicion

El dominio numérico consistié en una maila rectangular de dimensiones 25m x 20
m segun el eje x y ei ¢je y respectivamente. La linea maxima pendiente de] plano inclinado
forma un angulo de 20° con el eje x. Los espaciamientos Ax v Ay se tomaron iguales
Ax=Ay=0.25 m con 101 x 81 nodos de calculo en x Y ¥ respectivamente. Las condiciones
iniciales del oleaje incidente fueron las mismas que en el ensayo de Berkhoff
Ho=0.0464m, T=Isy 6=0°respecto al eje x de la malia de calculo.

Las condiciones laterales de contorno elegidas fueron las correspondientes a
Contornos abiertos, que permiten la transmision parcial del oleaje a través del contomo. La
localizacion de las medidas experimentales fueron las siguientes:
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Seccitn X Rango
1 i4 5<y<1s
‘ 2 12 5<y<i5
*1 3 10 5<y<1s
4 8 S<y<15
3 6 5<y<13

6 Y=12 10.5<x<20.5

7 Y=10 10.5<x<20.5

3 Y=8 10.5<x<20 5

Tabla 5.1 Localizacion de las mediciones experimentales

Zona de refraccion
Dominante sobre
difraccion del oleaje

Zona de difraccion
Dominante sobre
refraccion del olegje

-

Figura 5.20 Zonas de dominio de los efectos principales de transformacion del

5.3.2 Resultados experimentales y numéricos para las secciones de control

oleaje

En las figuras 5.22 a la 5.29 se presentan los resultados del modelo REFRACT para
las ocho diferentes secciones, se observa que los resultados numéricos y experimentales,
del modelo de Berkhoff, no es posible estimar la altura de ola por detras del bajo o “shoal”
va que en ¢sta zona ¢! oleaje se concentra debido al efecto de difraccion, apareciendo asi
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una zona de ravos cruzados. Es por esto que en las graficas siguientes (5.22 a 5.23) se
observa que la altura de ola en la zona de difraccion dominante (detras del shoal), se
agudiza dramaticamente v se crea un exceso de picos, asi se puede concluir que el modelo
REFRACT es aplicable a las zonas libres de obstéculos o formaciones submarinas que
induzcan el fendémeno de difraccién del oleaje.

Los resultados de la modelacion numérica muestran graficamente en la figura 5.19.
En esta figura se puede observar como se agudiza la ola en el 4rea difractada, mientras que
en toda la zona restante se tiene un comportamiento normal al que se tendria con un olegje
refractado en su totalidad.

= “5m BT T — T
Sfigura 5.21 Modelo de Berkhoff realizado con REFRACT

A continuacién se presentan las graficas para las ocho zonas medidas
eXperimantalmente, comparadas con los resultados del programa REFRACT. El 4rea
sombreada representa la zona donde el modelo REFRACT no se aplica, ya que se trata del
area de difraccion dominante.:
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Figura 5.22 Comparacion del resultado experimental y numérico para la seccion 1,
comienza una fuerte influencia de difraccion.
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Figura 5.23 Comparacion del resultado experimental y numérico para la seccién 2, zona

de alta turbulencia inmediatamente después del bajo.
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Seccion 3

—— experimertal

ﬂ —A—lineal

5 7 g 11 13 15

Figura 5.24 Comparacién del resultado experimental y numérico para la seccion 3, se
comienza a estabilizar a los lados pero se presenta una agudi-acion extrema del oleaje en
la zona de difraccién dominante.

Seccion 4

35 _ —i—experimental

7 ‘ —ak—tineal
1

5 7 ) 11 13 15

Figura 5.25 Comparacion del resultado experimental v numérico para la seccion 4,
comienzan a existir un cruce de rayos en la zona media lo cual origina un incremento
dramdtico en la altura del oleaje presente.
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Figura 5.26 Comparacién del resultado experimental y numérico para la seccion 3, el
modelo REFRACT se comporta aceptablemente en la —ona de refraccion dominante.
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Figura 5.27 Comparacion del resultado experimental y numérico para la seccion 6, es una
-ona totalmente difractada que presenta solamente una pequefia region de refraccion casi
pura
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Figura 5.28 Comparacion del resultado experimental y numérico para la seccion 7, —ona
totalmente difractada, no existe similitud
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Figura 5.29 Comparacion del resultado experimental y numérico para la seccion 8, una
cona un poco menos abrupta ya que la difraccion se sesga hacia las secciones 6 v 7.
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Analizando las diferentes zonas, puede apreciarse que en la seccion 1, los efectos de
concentracion de energia aun no son aparentes, aunque existe una ganancia de altura de
oleaje inicial debida al efecto de difraccién que apenas comienza en ésta seccion.

Para el caso de aplicacion 2, se puede concluir que no es recomendable utilizar el
modelo REFRACT para resolver comportamientos del oleaje sobre batimetrias abruptas ni
con dominios mcluyendo estructuras reflejantes como se mencioné anteriormente.

5.4 Caso 3. Batimetria idealizada. Noda (1974)

En el afio de 1974, Noda utiliz una batimetria matemaéticamente idealizada para
examinar el fendmeno de refraccion del oleaje con un andlisis lineal. El modelo matematico
es:

1/3
x ny
F(x,y)=0.025{1+20exp -3 — | sen'® ——) 51
(x.3) [20] [80 S

La ecuacion anterior representa una playa plana, con la presencia de dos canales
localizados a 80 metros uno de otro. El periodo de ola para la prueba es de 7=4s, el angulo
de incidencia para aguas profundas es de —37°, v 1a altura de ola en aguas profundas es de
1.0 m. Noda mostré el resultado de éste anslisis. En cada punto, la longitud de las flechas
muestran su magnitud y la inclinaciéon muestra la direccién de la ola.

O
Om 20m  40m 80m 80m WG 120m  140m  160m

Sfigura 5.30 Batimetria propuesta por Noda (1974). 160x200 m
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5.4.1 Resultado del modelo REFRACT aplicado a 1a batimetria idealizada
matematicamente por Noda (1974).

A continuacién se presenta, la figura 5.31 el cual se ilustra la transformacion del
oleaje que se propaga sobre ia batimetria en cuestion. Se observa que existe una fuerte
tendencia a aumentar la altura del oleaje en las areas en donde se encuentran los canales de
la batimetria. La longitud de las flechas muestran su magnitud v la inclinacion muestra la
direccion de la ola. Existe una gran divergencia de la energia del oleaje lejos de los canales
como era de esperarse.
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Sfigura 5.31 Resutados grdficos del experimento de Noda modelado por el
programa REFRACT

Finalmente se muestra en las siguientes figuras una comparacion del resutado
original de Noda con el obtenido por el programa REFRACT, éste arrojo resultados muy
parecidos, de hecho, las diferencias que se obtuvieron son debido a la técnica de
interpolacion utilizada por el programa que se utilizé para éste fin. Los puntos en la malia
de la batimetria son levemente alterados al utilizar una interpolacion especifica comparada
con otra.
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figura 5.32 Representacion grdfica de las lineas de iso altura de ola para los datos
obtenidos por el programa REFRACT
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figura 5.33 Representacion grdfica de las lineas de iso altura de ola para los datos
obtenidos por Noda (1974).
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Conclusiones

Dentro de éste trabajo de Tesis, se estudiaron a fondo los temas relacionados con la
propagacién y transformacion del oleaje enfocados a un modelo computacicnal que
resuelve especificamente el fenomeno de refraccion, asomeramiento, rotura y
reconstitucién del oleaje con la presencia de corrientes, basados en leyes fisicas y
algoritmos matematicos que demuestran y facilitan la obtencién de los resultados finales y
determinantes para establecer conclusiones acertadas.

Se encontré que la teoria lineal de ondas o teoria de Airy es la que se adecua o
acerca mas al oleaje que incide y se propaga de aguas profundas a aguas someras, dicha
teoria se utilizé para el analisis de la refraccion debida al fondo, al angulo de incidenciay a
corrientes.

Se encontré que al modelar con una misma batimetria y mismas condiciones
iniciales, pero en un caso con un modelo lineal y en otro con modelo no lineal, se
presentaban resultados muy similares que para fines practicos no significan un cambio
trascendente. Esto es debido a que las zonas en las que el modelo REFRACT se aplica, son
zonas de aguas intermedias a someras sin tocar mucho la zona de aguas profundas mas que
para establecer las condiciones iniciales y ademas, las batimetrias con las que el modelo
trabaja son batimetrias simples ¢ intentando una similitud a las que se encuentran en forma
natural.

Quedo bien establecido qué limitantes rigen sobre del modelo computacional
REFRACT, se concluye que para batimetrias, ya sean reales o propuestas, que presentan
algin tipo de estructura refiejante o que se interponga en ei camino natural del tren de olas,
no es posible aplicar el modelo ya que se crea una zona de difraccion dominante la cual no
se puede solucionar por sus caracteristicas y ecuaciones de programacion preestablecidas.

Para los tres casos de aplicacién se concluye que el modelo se comporto
adecuadamente y presento sus bondades y limitaciones. Desde una batimetria idealizada
hasta un modelo experimental como el de Berkhoff, presentd resultados esperados en
general; pero a su vez mostré en ocasiones comportamientos poco usuales en las zonas de
maxima difraccion pero que al trascender de dicha zona critica, se noto una recuperacion en
su comportamiento natural.

El modelo se comporta tal y como se esperaba al momento de su concepcion,
refracta adecuadamente el tren de olas y crea un cambio en su morfologia debido al
fendémeno de asomeramiento hasta llegar a un rompimiento y disipacion total de la energia.

La conclusion final es que se logré la creacion de un modelo computacional que
resuelve los fenomenos de transformacion del oleaje antes mencionados con herramientas
simples y que no exigen de procesos de calculo ni computacionales muy complicados y
ademas se llegé a un modelo sencillo de utilizar y que puede ser ficilmente adaptado a
otros programas similares como una opcién mas de calculo para ejemplos especificos.
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Futuras lineas de trabajo

* Implementacion v adaptacién del programa REFRACT a un paquete computacional
COmO una opcion mas entre otros modelos similares pero con otras finalidades y
fundamentos, para obtener resultados enfocados especialmente al fenémeno de
refraccion del oleaje

» Implementacion del programa REFRACT al programa HURAK que se dedica a la
prediccion de huracanes, en la parte relacionada con calculo de alturas de ola inducidas
por viento y transformacion de oleaje propiamente de aguas intermedias a aguas poco
profundas, ya que el programa HURAK solamente permite el calculo de aguas
profundas a aguas intermedias.

* Implementacion dentro del programa REFRACT de un mavor numero de pardmetros v
condiciones como lo son la difraccion, la reflexion v la Interaccion refraccion-
difraccion.

 Permitir que el programa calcule parametros de disefio con base en estructuras costeras
artificiales inducidas al programa, a fin de tener una herramienta practica para el calculo
de estructuras marinas.
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