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0.1 Prélogo

La Teorfa de Conjuntos es un lenguaje. Sin ella, no sélo es imposible hacer
matem4ticas, sino que ni siquiera podemos decir de qué se trata ésta. Hewitt
y Stromberg, en su libro " Real and Abstract Analysis”, dicen: ” Desde el
punto de vista de un légico, las matemdticas son la Teorta de Conjuntos y
sus consecuencias”.

Para la introduccién a la Teorfa de Conjuntos es muy 1itil trabajar con
conjumtos concretos cuyos miembros sean objetos reales, pero los conjuntos
de interés en matemadticas siempre tienen por miembros, objetos abstractos:
El conjunto de todas las circunferencias en el plano, el conjunto de todos los
puntos en una esfera, el conjunto de todos los nimero, etc. La Teoria Intuitiva
de Conjuntos funciona bien para los primeros cursos de matematicas (Célculo
y Algebra entre otros). Pero definitivamente, para los curses de matematicas
superiores es conveniente contar con una Teorfa de Conjuntos sélida, pues
nociones como las de cardinalidad o aplicaciones del Axioma de Eleccién son
fundamentales e incluso indispensables en tGpicos especializados del Analisis,
Algebra, Topologia, etc.

En todas las épocas, los mateméticos y filésofos han empleado razo-
namientos de la Teorfa de Conjuntos de modo més o menos consciente. Sin
embargo, es necesario separar claramente todas las cuestiones relacionadas
con la idea de nimero cardinal, y en particular, con la nocién del infinito,
de aquellas en las que solamente intervienen las nociones de pertenencia e
inclusién, pues éstas son més intuitivas. Sélo apoysndose en ellas, es como
se puede fundamentar una teoria de silogismos ¢ axiomas como el todo es
mayor que cualquiera de sus partes”.

A finales del siglo XIX ya no habfa dificultad alguna en hablar del conjun-
to de los objetos que poseen tal o cual propiedad; la célebre definicién dada
por ¢l matemético alemAn Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845
1918)!: " Se entiende por conjunto a la agrupacion en un todo de objetos bien
diferenciados de nuestra intuicién o nuestra mente”, apenas despert6 obje-
ciones al momento de su publicacién. No sucedié asf, cuando a la nocién
de conjunto vinieron a unirse las de mimero y magnitud. El problema de
la divisibilidad de extension da lugar a dificultades filoséficas considerables.

1Profesor de la Universidad de Halle. Publicé sus articulos bésicos en " Mathematische
Annalen™ durante los afios 1879-1893. Estos fueron nuevamente editados por Zermelo en
" Greammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts” en 1932 junto
cor: una biograffa de Cantor escrite también por Zermelo.
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Matemdticos y filésofos fracasarfan ante la paradoja® de una magnitud finita
formada por puntos infinitos "sin medida”.

Las matemsticas cldsicas evitan introducir en sus razonamientos el con-
cepto del infinito "actual’, i.e. conjuntos formados por una infinidad de
elementos simultdneamente existentes, conformdndose por un infinito ”po-
tencial” que se refiere a la posibilidad de aumentar toda magnitud dada. Si
bien este punto de vista implica algo de hipocresfa, permitié al menos, de-
sarrollar la mayor parte de las mateméticas cldsicas, incluyendo la Teorfa de
las Proporciones y més tarde, el Cslculo Infinitesimal.

Las necesidades del Andlisis (en particular, el estudio a fondo de las fun-
ciones de variables reales que se desarroll6 principalmente durante el siglo
XIX) son el origen de lo que se convirti6 en la Teorfa de Conjuntos moderna.
Cuando Bolzano, en 1817, demuestra la existencia del extremo inferior de un
conjunto de mimeros reales acotado inferiormente, todavia razona como la
mayorfa de sus contemporaneos: "En comprensién”. No hablando de un con-
junto cualquiera de mimeros reales, sino de una propiedad arbitraria de estos
dltimos. Pero cuando treinta afios més tarde, redacta sus ”Paradoxien des
Unendlichen” (Paradojas del Infinito), no duda en reivindicar el derecho de la
existencia del infinito "actual” y en hablar de conjuntos arbitrarios. En este
trabajo define la nocién general de equipotencia de conjuntos, y demuestra
que cualesquiera dos intervalos compactos en R son equipotentes. Observa
también que la diferencia fundamental entre conjuntos finito e infinitos ra-
dice en que un conjunto infinito {! es equipotente a un subconjunto distinto
de Q, pero no da ninguna demostracién convincente de esta afirmacién. Por
otra parte, el tono general de esta obra tiene mucho més de filoséfico que
de matemstico; y no pudiendo separar de una forma suficientemente clara
la nocion de potencia o cardinalidad de un conjunto, de la de magnitud y la
de orden de infinitud, fracasa en su tentativa de formar conjuntos infinitos
de potencias cada vez mayores, y termina por intercalar en sus razonamien-
tos algunas consideraciones sobre las series divergentes, totalmente fuera de
contexto.

La Teoria de Conjuntos, en el sentido que le damos hoy en dfa, se debe al
genio de Georg Cantor. Fl parte tambén del Anélisis. Y sus estudios sobre
18 series trigonométrices, inspirados en los trabajos de Riemann (1826-1866),
en 1872 le llevan de modo natural, a un primer intento de clasificacin de los
conjuntos "excepcionales” que aparecen en dicha teorfa; mediante la nocién

2Del griego xaptfofa: expectacidn.
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de " conjuntos derivados sucesivos”, que introduce con este fin. Como con-
secuencia de estas investigaciones y de su método para definir los mimeros
reales, Cantor comienza a interesarse por los problemas de equipotencia, ya
que en 1873, hace notar que el conjunto de los mimeros racionales (o el de
mimeros algebraicos) es numerable. En su correspondencia con Dedekind,
que da comienzo hacia esta fecha, le vemos plantear el problema de equipo-
tencia entre el conjunto de los nimeros enteros y el conjunto de todos los
mimeros reales, que resuelve unas semanas m4s tarde. En 1874, Cantor intuye
equivocadamente la imposibilidad de una biyeccién entre R y R* (n > 1).
Posteriormente, descubre que tal correspondencia biunfvoca existe.

Una vez en posesién de estos resultados, tan nuevos como sorprendentes,
se consagra por entero a la Teorfa de Conjuntos. En una serie de seis memo-
rias publicadas en los " Mathematische Annalen” entre 1878 y 1884, ataca
simult4neamente los problemas de equipotencia, la teorfa de conjuntos total-
mente ordenados, las propiedades topolégicas de R y R™, y el problema de
la medida. Entre sus manos van deslind4ndose poco a poco con una claridad
admirable, nociones en apariencia indisolublemente unidas en la concepcién
clésica det "continuo”. Ya en 1880, tiene la idea de iterar ”trapsfinitamente”
la formacién de " conjuntos derivados”, idea genitiva que fructifica dos anos
después de la introduccién de conjuntos bien ordenadcs, uno de los des-
cubrimientos m4s originales de Cantor, que le permite abordar un estudio
detallado de los mimeros cardinales y formular el "Problema del Continuo”.

Resultaba totalmenta imposible que concepciones tan atrevidas, contra-
puestas a una tradicién dos veces milenaria, que conclufan resultados tan
inesperados y de un aspecto tan paraddjico, se aceptasen sin resistencia.
De hecho, entre los matemsticos influyentes de ese entonces en Alemania,
Weiestrass (1815-1897) fue el tnico en seguir con cierto interés los traba-
jos de Cantor (que habfa sido alumno suyo). Pero Cantor se encontré con
una actitud de oposicién empecinada por parte de Schwarz, y sobre todo de
Kronecker. La tensién constante engendrada por la oposicién a sus ideas,
asf como los esfuerzos infructuosos realizados para demostrar la hipdtesis del
continuo, parecen ser las causas de los primeros sintomas de una enfermedad
nerviosa cuyos efectos sobre su produccién matemstica pronto se hicieron
notar.

Dedekind, guiado por sus trabajos en Aritmética y por la Teorfa de Ide-
ales, llegé a considerar la nocién de conjunto ordenado desde un punto de
vista més general que Cantor. Mientras que este ltimo se limita a los conjun-
tos totalmente ordenados, Dedekind ataca el caso general y realiza un estudio
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profundo de los conjuntos reticulados. Estos trabajos no tuvieron gran au-
diencia en su momento; sus resultados fueron analizados posteriormente por
diversos autores, dando lugar a numerosas publicaciones desde 1935. La im-
portancia histérica de los trabajos de Dedekind reside en el hecho de haber
constituido uno de los primeros ejemplos de construccién axiomatica; sin em-
bargo, las aplicaciones de esta teorfa han sido escasas. Por el contrario, los
primeros resultados de Cantor sobre conjuntos numerables y la potencia del
continuo répidamente dieron lugar a numerosas € importantes aplicaciones,
incluso dentro de las cuestiones mds clasicas del Andlisis.

Hacia finales del siglo XIX, se completa la formalizacién de las matemati-
cas y el método axiomético es universalmente aceptado. Pero simuitédnea-
mente, surge una crisis de fundamentos en el mundo matemdtico que du-
rante més de treinta afos, parece desquebrajar no sélo todas las adquisi-
ciones recientes en aquel entonces, sino también las partes mis clésicas de
las matemdticas.

En 1899, Cantor observa en una carta a Dedekind, que no puede hablarse
del ” conjunto de todos los conjuntos” sin llegar a una contradiccién. En 1905,
Russell encuentra que la nocidén del ” conjunto de todos los conjuntos que no
son elementos de sf mismos” es también contradictoria.

Podria pensarse que tales antinomias aparecfan dnicamente en regiones
periféricas de las mateméticas, caracterizadas por considerar conjuntos de
una "magnitud” inaccesible a la intuicién. Eran razonamientos tan alejados
de! uso comin de los matematicos, que a muchos de ellos les parecfan sim-
ples juegos de palabras. No obstante, estas paradojas insistfan en seialar
la necesidad de una revisién a las bases de la Teoria de Conjuntos, a fin de
eliminarlas. Pero si bien, habfa unanimidad en cuanto a la urgencia de esta
revisién, enseguida surgieron divergencias en la forma y el método para lle-
varla & cabo. Pese a esto, se trat6 de dar una base axiomaética a la Teorfa
de Conjuntos, como se hizo en el caso de la geometria elemental. Donde
no hubiera que ocuparse de a qué cosas se les lama "conjuntos”, ni de qué
significa z € y, sino que se enumeraran las condiciones impuestas a esta il
tima relacién. Naturalmente, esta axiomatizacién se trat6é de hacer de tal
manera que se pudieran abarcar en todo lo posible, los resultados de Cantor.
Teniendo cuidado de evitar la aparicién de conjuntos paraddjicos.

El primer modelo de este tipo de axiomatizacién fue dado por Zermelo en
1904. En éste, la introduccién de conjuntos "muy grandes” se evita mediante
¢l azioma de comprension, que a grosso modo plantea que para determinar
un conjunto con una propiedad P(z), es necesario {y suficiente) que P(x)
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implique una relacién de la forma = € A, para algin conjunto ya existente
A. Después aparecieron otras axiomatizaciones de la Teoria de Conjuntos.
Citamos principalmente la de Von Neumann, mucho més cercana que Ia de
Zermelo, a la concepcién primitiva de Cantor. Cantor habfa ya propuesto
en su correspondencia con Dedekind, la distincién de dos tipos de entes para
evitar los conjuntos paradéjicos: Las multiplicidades y los conjuntos propia-
mente dichos; caracterizdndose los segundos por ser pensados como un objeto
dnico. Esta idea fue precisada por Von Neumann distinguiendo dos tipos de
objetos: Las clases y los conjuntos. En su sistema (casi totalmente forma-
lizado), las clases, a diferencia de los conjuntos, no pueden ser colocadas a la
izquierda del signo €. Una de las ventajas de este sistema, es que rehabililita
1a nocién de clase "universal”, empleada por los légicos del siglo XIX. y que
naturalmente no es un conjunto. Admés, la introduccién de esquemas de
axiomas es sustituida por axiomas convenientes, lo que simplifica el estudio
l6gico. Bernays y Godel dieron variantes al sistema de Von Neumann.

La axiomatizacién de la teorfa intuitiva de conjuntos de Cantor no sélo fue
un acontecimiento muy destacado en los avances de las mateméticas del siglo
XX, sino que también establecié que el método axiomético es posiblemente
la manera m4s clara y precisa en la cual se puede dar una representacién del
conocimiento.

En este texto se presenta la Teorfa de Conjuntos basada en los axiomas de
Zermelo-Fraenkel y el Axioma de Eleccién. Una justificacién para optar por
la axiomatizacién de Zermelo-Fraenkel es que ésta es la més apropiada para
un primer encuentro con la Teorfa de Conjuntos y lo més importante es que
los nimeros reales, sus operaciones aritméticas y las demostraciones de sus
propiedades pueden ser expresados a partir de ésta. Pero no sélo el sistema de
los nimeros reales encuentra sustento en los axiomas de Zermelo-Fraenkel, la
mayor parte de las matemsticas contemporéneas (quizés la tinica excepcién es
1a Teorfa de Categorfas) puede desarrollarse dentro de la Teorfa de Conjuntos
bajo estos axiomas. Por ejemplo, los objetos fundementales de Topologfa,
Algebra o Anélisis (espacios topoldgicos, espacios vectoriales, grupos, anillos,
espacios de Banach) son apropiadamente definidos como conjuntos de una
clase especffica. Propiedades topoldgicas, algebraicas o analfticas de estos
objetos son derivadas a partir de las propiedades de conjuntos, las cuales
pueden obtenerse de los axiomas de Zermelo-Fraenkel. En este sentido, la
Teorfa de Conjuntos sirve como base para otras ramas de las mateméticas.

En el capitulo 1, la nocién de propiedad se da de manera intuitiva y se
introducen los axiomas del sistema ZF y el Axioma de Eleccién. En el capf-
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tulo 2, se establecen las nociones fundamentales de relacién, funcién, orden y
operacién; se definen los nimeros naturales abstractos y sus propiedades bajo
las operaciones de adicién y multiplicacién haciendo uso del Teorema de la
Recursién. Finalizando este capftulo, se fundamenta la existencia del conjun-
to infinito {z, P(z), P(P(z)), ...} con el Teorema de la Recursién Generalizada.
El capftulo 3 trata del Axioma de Eleccién y algunas de sus equivalencias con
otras proposiciones importantes como el Lema de Zorn, €l Teorema del Buen
Orden y el Principio Méximo de Hausdorff. El propésito de esta informacién
es el de mostrar las vastas aplicaciones de dicho axioma en diversas dreas de
la Matemdtica. El capftulo 4 conticne tépicos de la Teorfa de Cardinales.
Finalmente, en el capftulo 5 se muestran algunas aplicaciones del Axioma de
Eleccién y sus equivalencias, a la Teorfa de Grupos, Teoria de Anillos, Teoria
de Campos y espacios vectoriales.




Capitulo 1

AXIOMAS DE
ZERMELO-FRAENKEL

1.1 Construccién de conjuntos

La lista que se dard es esencialmente la dada por Zermelo en 1908 con algu-
nas modificaciones hechas por Skolem y Fraenkel en 1922. El sistema de la
teorfa de conjuntos que definen los axiomas es llamado ZF. Las nociones de
"conjunto” y "pertenece a (€)” no son definidas.

Definicién 1

rCye (V2)(z€z=>2€y).

1.1.1 Igualdad entre conjuntos

Axioma 1 (extensién) Dos conjunios son iguales si y solo st tienen los
mismos elemenios.

Otra manera de expresar la condicién necesaria y suficiente para la igual-
dad de dos conjuntos x y y es:

(V2)((z€z=>z€y)A{z€y=> 2z Ex)).
O bien,

(V) (vy) (x =y 2z CyAyCa).
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Observacidén 1
-(z Cy) se denotaz & y.
Y significa

(F)z€zhnzdy).

1.1.2 El conjunto vacfo
Axioma 2 (conjunto vacfo) Eriste un conjunto sin elementos.

Proposicién 1 El conjunto vacfo es tinico.

Demostracién. Suponga que existen #; y @, conjuntos vacios
tales que

01 # 02,

entonces

(@Fx)(zeh Az ¢bvadbhAzeDd),
entonces

xe® Ve,

entonces

(Fz)(zeh Az dbVagdAzEb),
entonces

0l = 02:
. el conjunto vacfo es tinico. &

Se dencta por el simbolo 8.
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1.1.3 La unién entre conjuntos

Axioma 3 (pares) Dados dos conjuntos cualesquiera T yy, eziste un con-
junto u cuyos elementos son T y y.

O bien,

(vz)(vy)(Bu)(u = {z,4}).
Este axioma da una manera de construir conjuntos. Teniéndose en par-

ticular, para z = y:

Dado un conjunto cualquiera z, existe un conjunte v cuyo dnico elemento
es T.

O bien,

(Vz)(Ju)(u = {z}).
Axioma 4 (unién) Dado un conjunto cualquiera T, eziste un conjunio que
tiene como elementos a los elementos de los elementos de .
En otras palabras,

(Vz)(z €Uz & (Fy)(vexzAnzEy)).

Asf, los axiomas 3 y 4 garantizan la unién de dos conjuntos. Definiendo
£ Uy como U{z,y}, la unién de conjuntos finitos estd dada de la siguiente
manere.

Sean z,y y z conjuntos cualesquiera. Se define {z,y, 2} como u{{=,¥},{z}};
asf, para n > 3y 1,23, ..., Tn conjuntos cualesquiera se define {z1, 23, ..., Zn}
COmMOo U{{xlnz2) sml'l-l}1 {In}}

Observacién 2
(V) (Vy) (Uz # Uy >z # ).
Demostracién. Sean = y y conjuntos cualesquiera tales que
Uz # Uy,
entonces

(Fu)(u e Uz Auég Uy Vu€UyAu ¢ Uz),
entonces
Bu{uevA(vEzAvgyVvEYAY ¢ T)),
LEEY W
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1.1.4 E! conjunto potencia

Axioma 5 (conjunto potencia) Dado cualquier conjunto z, eTiste un con-
junto que contiene todos los subconjuntos de z.

Se conoce como el conjunto potencia y se denota por P(z).
Ejemplo 1
(Vz) (UP(z) = ).

Demostracién. =) Sean z un conjunto no vacfo cualquiera y

u € UP(z),
entonces
(Fv}(veP(z) Au€Ev),
entonces
vCzxzAu€ETz,
entonces
(Vu}(u € UP(z) = u € z),
entonces

UP(z) C x.
<) Sea u € z, entonces
{u} € P(z) Au € UP(z),

entonces
(Vu)(u € £ = u € UP(z),
entonces
z C UP(z),
entonces
UP(z) C z Az C UP(z),
~z=UP{z) =

Hasta aquf termina el primer grupo de axiomas, que corresponde a las
propiedades bésicas de conjuntos y construccién de éstos.
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1.2 El principio de comprensién

Los siguientes dos axiomas estdn relacionados con el principio de compren-
sién. Esta es la parte del sistema original de Zermelo que fue modificado més
tarde por Skolem y Fraenkel. Zermelo postulé el axioma de especificacién:

Dado un conjunto cualquiers z, y una "propiedad P”, existe un conjunto
que tiene todos los elementos de T que poseen la propiedad P.

La nocién de "propiedad” nunca fue explicada satisfactoriamente por Zer-
melo, lo que llevé a Skolem a dar una definicién més precisa. Aseverando
que €l que "z tenga la propiedad P” debe ser representado por una férmula
construida a partir de proposiciones de la formaa € boa =, de operaciones
légicas y cuantificadores, lo que lleva a la siguiente definicién.

1.2.1 Férmulas bien formadas

Definicién 2 Se define como férmula bien formada a toda férmula constru-
ida a partir de proposiciones de la formaa €boa=b, utilizando operaciones
légicas tales como la conjuncion (A), la disyuncidn (V), la negacidn (~)yla
implicacion (=) y los cuantificadores de la manera usual (V y 3).

Axioma 6 (especificacién) Dada cualquier férmula bien formada Ay) de
ZF y un conjunto cualquiera z, eziste un conjunto cuyos elementos son todos
aquellos elementos y de = para los cuales A(y) vale.

Ejemplo 2 Si z es un conjunto cualguiera no vacfo, entonces existe el con-
junto {{a} :a € z}.

Demostracién. Sea a € z, entonces
{a} € P(z),
entonces, por el axioma 6,
{{a} €P(z):a € =},

.. es un conjunto. &
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1.2.2 El conjunto de conjuntos
Proposicién 2 No existe U, el conjunto de conjunfos.
Demostracién. Suponga que existe U, el conjunto de conjuntos. Sea
z={yeU:y¢y}

entonces

r¢r=>rez.
Pero

r€x=>z¢r,
entonces

zeExAz ¢!,

.. no existe U/, ¢l conjunto de conjuntos. &

Ejemplo 3 $izx es un conjunto fijo cualquiera, entonces {y:y ~ z}' no es
un congunio.

Demostracién. Sea
vernzgzAy = (z\{u})U{z},

entonces
T~yhzey,
entonces
ve{y:y~ztAzeuly:y~z}
entonces
(Vz)(z€2UU{y:y ~z}),
entonces

zUU{y:y~z}

es el conjunto de conjuntos, !,
- {y : ¥y~ z} no es un conjunto. @

1Véanse definiciones 26 y 29.
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Ejemplo 4 Si G es un grupe® fijo cualquiera, entonces {H : H es un grupo
isomorfo a G} no es un conjunto.

Demostracién. Sea
Y¢GAUeGAX =(GC\{U}Hu{Y},
entonces
X~GAY eX,
definimos f: X x X — X tal que:
a-b siafYALAY
on-{ s
U.-U sia=b=Y
donde - cs la operacién® de G, entonces
X € {H : H es un grupo isomorfo a G},
entonces
Y € U{H : H es un grupo isomarfo a G},
entonces
(VY)Y € GUU{H : H es un grupo isomorfo a G}),
entonces

G UU{H : H es un grupo isomorfo a G}

es el conjunto de conjuntos, !,
-.{H : H es un grupo isomorfo a G} no es un conjunto. W

iVéanse definiciones 26 y 32.
3Véase definicidn 20.
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1.2.3 Funciones como férmulas bien formadas

Nétese que el axioma de especificacién sélo permite construir conjuntos como
subconjuntos de algin conjunto dado y no considera conjuntos como

{z,P(z), P(P(z)), -}

Esta dificultad fue resuelta por Fraenkel en 1922 al proponer el axioma
del reemplazo.

Deflnicién 8 Una férmula bien formada F(z,y) define una funcién si y
sdlo si

(V) (Vy)(V2)(F(z,y) A Fz,2) = y = 2).
O bien,

Una férmula bien formada F(z,y) define una funcién si y sélo & dado un
conjunto cualquiera z, existe a lo més un conjunto y, tal que F(z,y) vale.

Axioma 7 (reemplazo) Sea F(z,y) una férmula bien formada de ZF, que
define una funcidn. Entonces, dado un conjunto cualguiera u, exisle un
conjunto v que contiene todos los elementos y tales que F(z,y) vale para
algin z € u.

1.3 Conjuntos infinitos

Los primeros siete axiomas dan las propiedades de los conceptos de pertenen-
cia, unién, interseccién y construccién de conjuntos de la manera usual; mas
note que la construccién depende de la nocién del conjunto de los mimeros
naturales y ademss el axioma del reemplazo no permite construir conjuntos
infinitos sin la referencia previa a otro conjunto infinito. Por esto se establecié
el siguiente axiomsa.

Axioma 8 (inflnito) Eriste un conjunto ¢ tal que:

ybex
ii) (Vu)(u € z = uU {u} € ).

Axioma 9 (fundamentacién) Todo conjunto no vacfo T contiene un ele-
mento ajeno a x.




1.3. CONJUNTOS INFINITOS

1.3.1 Las e-sucesiones infinitas
Teorema 1 No eriste una sucesion infinita {z,} conn € N, lal que
Tnel € Ty

Demostracién. Sea x un conjunto con elementos g, Ty, T2, ...
Suponga que

(Vn € N)(Zn+1 € Zn).
Por el axioma 9,

Gyezrzny=0),

entonces
(3k € N)(y = =),
entonces
Ti.1 € Y
entonces
Tg.1 € zNy,l,

- 1o existen dichas sucesiones. ®

Corolario 1 En particular, si = € x se tendria la sucesin infinita ...

T € z, que por el ejemplo anterior, no existe; por lo tanto,

(Vz)(z ¢ 2).
Teorema 2
@) Pz € yAy € 2).
Demostracién. Suponga que
F=) )z eyryea),

entonces se tiene la sucesion infinita
wETEYETECY,

que por el axioma de la fundamentacién, no existe,
.. no existen tales conjuntos. W

€Ere€
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Capfitulo 2
MATEMATICAS EN ZF

2.1 Relaciones y funciones

En este capftulo se definirdn los conceptos de par ardenado, funcién y mimero
patural. Nuestra definicién de nimero natural debe ser comprendida como la
definicién de "némero natural abstracto”, que de ninguna manera sustituye
la nocién y clara intuicién que tenemos de los nimeros naturales. Lasideasen
esta seccién se encargan exclusivamente de demostrar la validez del sistema
7F como un auténtico reflejo de las matem4ticas y no redefinen alguna nocién

previa.

La idea m4s importante a la que no se hace referencia explicita es la
de relacién (una funcién es un caso particular de relacién). Anteriormente,
hemos considerado una relacién como un conjunto de pares ordenados y asf
serd considerada dentro de ZF; pero primero tendremos que definir lo que
es un par ordenado. Aunque la definicién puede parecer un poco extraiia al
principio, la formalidad de la definicién puede ser olvidada una vez que las
propiedades estdn dadas.

2.1.1 Pares ordenados

Definicién 4 Para conjuntos z y y, el par ordenado de z y y es el conjunto
{{x},{z,y}} v se denota (z.y).

Teorema 4
(Va)(vb)(Vz)(Vy)({a,b) = (z,y) > a=zAb=1y).

11




CAPITULO 2. MATEMATICAS EN ZF 12

Demostracién. Sean a.b,r y y conjuntos cualesquiera tales que
(a,0) = (z,v),
entonces
{a} = {z} A {a.b} = {=,9} V {a} = {z.4} A {a.b} = (=},
entonces
a=rzAb=yVa=b=z=y,
La=zAb=y. 8
La definicién de par ordenado puexe ser extendida inductivamente.
Definicién 5

i) (V) (Vy) (V2 ) (2,1, 2} = (= ), 2))-
“’) (Vxl)"'(vxﬂ~l)((xls sees xl‘l-—!) = ((xh'"’ xn)!zﬂ.+l))!vn €N

Ejemplo 7
(Va)(VB)(Ve)(Vz)(Vy)(V2)((a,b,¢) = (2,4, 2) > a=zAb=yAc=2z).

Demostracién. Sean a, b,c, r,y ¥ z conjuntos cualesquiera tales que

(a.b.c) = (z.9, 2).

(a,b,¢) = ((a,b).c} A (2,3, 2} = ((z,9), 2),
entonces
(a.b)=(z,y) Ac =z
Lea=zxAb=yAc=z.8

Desde aquf (z, y) debe ser visto como un objeto que forma parte de nuestro
sistema formal, cuyas propiedades a ntilizar no serdn més que las propiedades
antes demostradas.
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Ejemplo 8 {(z,y) : T ~ y}' no es un conjunto.

Demostracidn. Sea = un conjunto no vacfo cualquiera.
Sean

z¢zAuezry=(z\{u})V{z},

entonces
(z,¥) € {(z,9): z ~ 9},
entonces
z,y€VU{(z,9):z~y},
entonces

(vz)(z € (UU{(z,9): 2~ g} U (VUU{(z,y) : T~ p}));
entonces
(UU{(xvy) tr ~y})U(UUU{($Iy) : z””})
es el conjunto de conjuntos, !,
. {(z,y) : £ ~ ¥} no es un conjunto. ®
2.1.2 El producto cartesiano

Como sabemos, el producto cartesiano de dos conjuntos z y ¥ es el conjunto
de todos los pares ordenados {a,b) tales que a € TA b € y. Para construir
z x y en ZF usaremos el axioma de especificacién. Sia € zAb € y, entonces,
como

(a,) = {{a}, {a,b}} CP({s,8}) A {a,b} CzUY,
tenemos que
(a,8) CP(zUy),
y asf,
(a,b} € P(P(z Uy)).

LVéanse definiciones 26 y 29.
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Definicién 6

(Vz)(Vy)(z x y = {z € P(P(zUy)) : Ga)(F)a €z AbeyAz=(a,b]}).

Esta definicién puede ser extendida inductivamente.
Definicién 7
(VZ1), .oy (VTng1)(Z1 X oo X Tngs = (T2 X oo X Tp) X Znga), YR EN.
Ejemplo 9
(vz)(Vy)(Vz)(z x y x 2= {(a,b,c} :a €T AbEYACEZ})

Demostracidén. Sean z,y y z conjuntos cualesquiera,
entonces

sxyxz=(xxy)xz={Bc):u€TxyAcez}

(Yu € z x y)(3a}(F)(a €z AbEYyAu=(a,d)),
entonces
(zxy)xz={({a,b),c):a€zAbeyArcez}

szxyxz={{abcl:iacxAbeyrceEz} B

2.1.3 Relaciones binarias

Definicién 8 Una relacidn binaria es un subconjunto del produclo carte-
siano de dos conjuntos; es decir

@E=)E)(z Sz xy)

significa que z es una relacion binaria. En particular, una relacidn binaria
en un conjunto T €3 un subconjunto de x X z.
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Definicién 9 El dominio de una relacién binaria 2 es el conjunto de los
primervs elementos de los pares ordenados en z; es decir

{z € L(Uz2) : (By)((=z.y) € 2)}-

Definicién 10 El rango de una relacion binaria z es el conjunto de los
sequndos elementos de los pares ordenados en z; es decir

{y € U(Uz) : (A)((2.9) € 2)}-

Ejemplo 10 Si R es una relacidn binaria, entonces {y : (3z)((z,y) € R)}
es un conjunio. :

Demostracién. Sea (z,y) € R, entonces

T€UURAYyeEUUR,
de donde

(Bu)(u = {y e VU R: (3z){(z,y) € R)}),
S {y€UUR: (3z)((z,y) € R} es un conjunto. @

2.1.4 Relaciones de equivalencia
Deflnicién 11 z es una relacion de equivalencia en x se expresa como:

(2 €z x z) A{Vu)(u € z = (u,u) € 2) A
(Vu)(Vv)uezAveETA(u,v)€2= (Vu) €2)A
(Vu)(Vv)(Vu)(u ETAvETAWE T A(u,v) € 2A (v,w) € 2= (u,w) € 2).

Lo que significa que z es una relacién binaria en z; que es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Nétese que, de esta manera, se tiene la relacién de equivalencia en un con-
junto; la equinumerosidad de conjuntos no es una relacién de equivalencia
en ese sentido, puesto que al suponerse lo contrario, se llegarfa a una con-
tradiccién similar a la paradoja de Russell. Ademds, por un ejemplo previo,
sabemos que para cualquier conjunto z, {z :  ~ y} no es un conjunto. Sin
embargo, si z es una relacién de equivalencia en un conjunto z, entonces las
clases de equivalencia pueden ser definidas como conjuntos.
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2.1.5 Relaciones de orden parcial

Definicién 12 z es una relacion de onden parcial en un conjunio T se €z-
presa como:

(zCzxz)A(Vu)(u€z=> (u,u) €A
(Vu)(Vo)l{uerArezA(uv)€zr(vu)€Ez= u=v}A
(Vu)(Vo)(YwluesAveTAwELTA(y,v) € zA{v,w) € z=> (u,w) € 2).

Lo que significa que z es una relacién binaria en z; que es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

2.1.6 Relaciones de orden total

Definicién 13 z es una relacion de orden total en un conjunto T sc expresa
como:

(zCzxT)A(Vu)(u €z = (u,u) €E2)A
(Mu)(v)(u€zAvETA(u,v) E2A(v,u) € z=>u=v)A
(Vu)(Yu)(Vw)(u €EzAvETAWETA (M, V) € zA(v,w) €Ez= (uw)EZ)A
(Vu)(vo)(uezsAvET = (u,v) €2V (v,u) € 2).

Lo que significa que z es una relacién binaria en z; que es reflexiva,
antisimétrica, transitiva y conexa.

Definicién 14 c es una cadena en un conjunlo x ordenado por una relacidn
de orden z se expresa como:

(cCz)A(Vu)(u € c= (u,u) €2)A
(Vu)(Vw){u€cAvEch{uv) €zA{v,u) Ez=u=1)A
(Vu)(Vv)(Vu)u EcAvEcAw EcA(u,v) EcA(v,w)€c= (u,w) € 2) A
(Vu)(Vw)(uEcAvEc= (w,v) €zV(v,u) € z).

Lo que significa que ¢ es un subconjunto de z, que estd totalmente orde-
nado por z.
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2.1.7 Relaciones de buen orden

Definicién 15 z es una relacion de buen orden en un conjunto x se erpresa
como:

(zCexxa)A(Vu){ve€x= (u,u)€2)A
(VudWw)uexzAv ez A(uv) € zA{u)€Ez=> u=1v)A
(Vu)(Ve){VuluezAnvezAwezA(un,v) € zA (v,w) € 2= (u,w) € 2) A
(Vu)(VeduezAv ez = (u,v) € zV (v, u) € 2) A
(Vu)(Ve)u Cz2Av € u= (Flw)(w e uA (w,v) € 2)).

Lo que significa que z es una relacién binaria en z; que es reflexiva,
antisimétrica, transitiva y conexa; y que todo subconjunto de z tiene un
elemento ménimo.

2.1.8 Funciones
Definicién 16 Una funcidn f sc erpresa como:

(@) @)(f € = % 1) A (Vu) (Vo) (Voo (u,v) € £ A (w,w) € f = v = m).

Lo que significa que f es una relacién binaria y f ticne un solo valor para
cada elemento del dominio.

Definicién 17 Una funcidon f es inyectiva se erpresa como:

(F)3y)(f € z x y) A (Vu)(Vo)(Ve)((u,v) € fFA(uw) € f=arv=w)A
Vu)(Mu)(Vu)((v.w) € FA(v,w) € f = u=1).

Lo que significa que f es una funcién y f no tiene valores repetidos.
Definicién 18 Una funcion f es suprayectiva se erpresa como:

(F)EBNS S z x g} A (Vu)(Vo)(Vw)((w.v) € fA (nw) € f = v=w)A
(Vu)fu €z = () v € yA(u,v) € FIA
(Vu)(u € y = (FeYr € + A(e,u) € f).

Lo que significa que f es una funcién y el conjunto de todos los valores
de f es igual al conjunto .




CAPITULO 2. MATEMATICAS EN ZF 18

Definicién 19 Una funcion f es biyectiva se expresa como:

(G} ) f C = x y) A (Vu)(Yo)(Vw)((u,v) € FA(n,w) € f = v =w) A
Vu)(Vo)(Vu)((r.w) € FA(v,w)E f=u=1}A
(Vu)(nwex = (E)(reya(ur)e A
(Vu)(n € y= (Ir)(v € z A (v,u) € f)).

Lo gque significa ¢que f es nna funcion inyectiva y suprayectiva.

2.1.9 Operaciones binarias

Definicién 20 [Una operaciin binaria + en un conjunio A es una funcidn
f:Ax A— A tad que

(Va,b € A){Tle € A){f(a,b) = ¢).

2.1.10 Composicién de funciones

Teorema 5§ 5i f y g son funciones lales que Im{f) C Dom{y), enlonces go f
eriste.

Demostracién. P. <. g ¢ f es un conjunto y ¢ o f es una funcion.

z€Dom (go f) & (F2)((z.2) €go f) & Gy)((z.y)e fA(y2) Eg) &
x € Dom{f) Ay = f(z) € Dom(g) A z € Im(g),

entonces
gof=A{(z,2): GuM(z,¥) € fA(y,2) € 9)}.
Sea
(z.y) €gofA(z,z)€Egolf,
entonces
(Fu}F)((z,u) € fA(u,y) €gA(z.v) € fA(v,2) Eg),
entonces

v=vA(v,2)=(u.2),
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entonces

¥y=5s

entonces g ¢ f es una funcidn;
..go f existe. ®

El conjunto de todas las funciones de un conjunto a otro puede ser con-
struido de la siguiente manera:

Si z y y son conjuntos y f es una funcién cuyo dominio es x y su imagen
es un subconjunto de y, entonces f es un subconjunto de z X y; es decir
J € P(z x y) y asf el conjunto de todas las funciones de z a y es:

{(fEPxy): (Vu)uez = (F)(veyA(y,v) € N)A
(Vu) (Vo) (Yw)((u,v) € fA (ww) € f = v=w)}.

O bien,

{f € P(z x y) : dominio de f es T y la imagen de f es de dimensién uno}.

2.1.11 Familias de conjuntos

Utilizando la misma idea de funcién, podemos establecer la nocién de una
coleccién (o familia) de conjuntos en nuestro sistema por medio de la siguiente
definicién.

Definicién 21 Una familia de conjuntos es una funcién F de un conjunto
fndice I a un conjunto rango. Intuitivamente, {F(i):¢ € I} es la familia de
conjuntos.

Nétese que una familia es diferente a un conjunto de conjuntos, ya que
un conjunto puede repetirse en una familia, pero sélo cuenta una vez como
elemento de un conjunto. Por ejemplo, la funcién f : N — P(R) tal que
Jf(n) =R, ¥n € N, es una familia, pero {f(n) : n € N} como conjunto tiene
un elemento.

Ejemplo 11 Para conjuntos cualesquiere x y y, el conjunto de todas las
biyecciones de la forma [ : x1 — y, donde 21 C z Ay C y, existe.
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Demostracién. El conjunto de todas las biyecciones de
un subconjunto z/ de z a cualquier sunconjunto de y es

F(zh) = {f € P(zf x ) : (Vu)(Vo)(Vw)((u,v} € FA(u,w) € f2v=w)A
(Va)(u € 27 = (F0)(o € y A (u,0) € £)) A
(Vu)(uey = (I)(v € z/A(v,u) € f)) A
(V) (Vo) (Vo) () € £ A (v,0) € £ = u=0)},

entonces la familia de todas las biyecciones de la forma f:z/ — y es
{F(i):iez},
.". el conjunto de todas las biyecciones de la forma f : x/ — yf existe. ®

Ejemplo 12 Si z es una relacion de equivalencia en z, entonces el conjunto
de las clases de equivalencia eriste i.e. el conjunio cociente.

Demostracién. Sea
u€zAF(u)={vex: (uv)E€z}
entonces F'(u) es la clase de equivalencia determinada por u, entonces
{Flu):uezx}

el conjunto de las clases de equivalencia de z,
.. el conjunto de las clases de equivalencia existe. m

Asf, hemos visto como objetos matemdticos que a primera vista no son
conjuntos, pueden ser definidos como tales dentro de la teorfa de conjun-
tos. Igualmente, hemos tratado con nociones bésicas que nos dan una buena
herramienta para trabajar con Algebra abstracta. Ahora, procederemos a
desarrollar y definir los nimeros dentro de nuestra teoria de conjuntos.
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2.2 Los nimeros naturales abstractos

Primero daremos una base intuitiva para la definicién del conjunto de los
nimeroe naturales abstractos. Si r es un conjunto, entonces el conjunto
zU {x} se denota por =¥ y se conoce como el sucesor de x. Utilizando la op-
eracién sucesor, podemos construir la sucesién de conjuntos 8,8, 8+, 9+, .

Asf, los mimeros naturales abstractos serdn los elementos de esta sucesién,
a saber:

Oes®

les 0%, ie {8}

2es 0%, e {0,{0}}

Jes @ttt ie. {0,{0},{0,{0}}}. etc.

Obeérvese que 0 es ur conjunto sin elementos, 1 es un conjunto con un
elemento, 2 tiene dos elementos y 3 tiene tres elementos. En general, si = s
un conjunto con n elementos, entonces z* tiene n+1 elementos y claramente,
el nimero natural abstracto n es un conjunto con n elementos. Los objetos
que hemos llamado 0, 1,2,... son conjuntos de cierta particularidad, mas lo
que queremos saber es si la coleccién de todos ellos {0,1,2,...} es un objeto
legftimo de discusién en ZF. Como vimos anteriormente, el inico método para
construir un conjunto infinito a partir de conjuntos finitos es por medio del
axioma del infinito, por esto, una de las principales razones por las cuales se
estableci6, es para garantizar la legitimidad del conjunto {0,1,2, ...} dentro de
ZF. Una vez establecido este axioma, los dem4s axiomas pueden ser utilizados
para construir otros conjuntos infinitos.

2.2.1 Conjuntos inductivos
Definicidén 23 Se dice que un conjunto T es un conjunto inductivo si:
)0ex.
i) (Vp)yer=>y* € 7).

Nétese que el axioma del infinito por sf mismo, asegura que existe un
conjunto inductivo, y que los elementos de la sucesién 8,8+, 0, ... son ele-
mentos de cualquier conjunto inductivo. Mas lo que estamos buscando es un
conjunto inductivo que no contenga otros elementos.
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Teorema 8 Erxiste un conjunio inductivo ménimo, i.e. un conjunto inducti-
vo que es subconjunto de cualquier conjunto inductivo.

Demostracidén. Por el axioma del infinto,

existe un conjunto inductivo z.
Por los axiomas 5 y 6,

(3v)(v = {u € P(z) : u es un conjunto inductivo}.
Entonces
(Vvul(Vz)(uEvAzCu=z€v).

P. d. Nv es un conjunto inductivo.
Suponga que

32z e wAz €nNz),

entonces

(Vu)(Bz)(uevAzeuAs+ ¢u)l,

.. Ny es indcutivo.

P. d.Nv es mfnimo.
Sea z un conjunto inductivo cualquiera, entonces

zNzCz=>zzNzEY,
entonces

(Vz}{(z€v=>Nv C 2},
.. NMv es el conjunto inductivo minimo. W

Definicién 23 Los nimeros naturales abstructos son los elementos del con-
funto inductivo mfnimo dado por el teorema anterior. Este conjunto induc-
tivo es denotado por w. Desde luego, ya que w es un conjunto inductivo,
todos los términos de la sucesion §,0%,0%+, 07+ ... son elementos de w.
En otras palabras, habiendo definido 0,1,2,3,... como anteriormente se hizo,
todos ellos son los nimeros natumles abstractos.
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Este procedimiento algo indirecto fue necesario para evitar métodos in-
tuitivos que no son parte de ZF. Avin no hemos mostrado que los elementos
de w son exclusivamente 0,1,2,... y nada més. Partiendo del axioma del
infinito, trabajamos hacia abajo, por asf decirlo, para llegar a w, ya que los
métodos més "naturales® para construir conjuntos a partir de sus elementos
no estdn disponibles en este sistema. El uso de "asf sucesivamente” es un
proceso intuitivo que debe ser evitado en ZF. Adn habiendo definido w de
esta manera, podemos comenzar a deducir las propiedades de sus elementos.
Primero demostraremos que la base que dan los axiomas de Zermelo-Fraenkel
satisface los axiomas de Peano. Esto es, que los elementos de w se comportan
como los nimeros naturales.

2.2.2 Los Axiomas de Peano
Teorema 7 (w,+,0) es un modelo para los azriomas de Peano, i.e.

i)0Ew.
ii) 2t ew,Vz € w.
ii) Si z € w, entonces x* # 0.
iv)Siz,ycwAz* =y* entonces z=1y.
v)SiACwAO€ AA{Vz € A)(z* € A), entonces A =w.

Demostracién. i) Esto es obvio.
ii) Suponga que z = z*, entonces

z=zU{z},
entonces
zCzU{z}AzU{z}Cx,
entonces
zCzA{z}Cxz,
entonces

{x} g I,!,

R ¥ A
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iii) Suponga que z* = 0, entonces

zt =0,
entonces
zU{z} =49,
entonces
zUfz} COADC zU{z},
entonces
zu{z} €O,
szt #£o0.

iv) Suponga que z+ = y*, entonces

zU{z} =yu{y}

entonces
z=yA{z}={y}vr={y}r{z} =y,
entonces
z=yvz={y}={{z}},"
Lz=y.
v) Suponga que

(Vze AACwAOE AAzt € A),
entonces A es un conjunto inductivo, pero

(¥S)(S es un conjunto inductivo = w C §),
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entonces
ACwAwC A,
SJA=wee
Ahora, tenemos que definir las operaciones adicién y multiplicacién ver-
ificando que tienen las propiedades necesarias. Para esto, necesitaremos re-
currir a un importante teorema llamado el Teorema de la Recursién; pero
antes de demostrarlo, consolidaremos lo que tenemos hasta aqui, asentare-

mos algunas propiedades de w y sus elementos, y veremos como funciona el
principio de induccién en la préctica.

Teorema 8

(Vn € w)(n € nt*})
(Vn €w)(n S nt)
(Yn € w)(unt = n).

Demostracién. i) Sea n € w, entonces

nt =nuU{n},

n € {n} = nenu{n}=n*
snent,

ii) Sea n € w, entonces

nt =nv{n},

nCn=nCnauU{n},

nCnt.




CAPITULO 2. MATEMATICAS EN ZF 26

iii) Sea n € w, entonces
nt =nU (n},
entonces
U(nU {n}) = (Un)u (U{n}) =(Un)Un=n,
sunt=uUnU{n})=nwu
Corolario 2
mnewAm* =nt=3m=n.

Demostracién. Sean

m,n€wAmt =nt,
entonces, por el teorema anterior,

m=Umt =unt =1,

S.om=n 8

2.2.3 El Teorema de la Recursién

Ahora, recordemos la propiedad bésica de la definicién de la operacién adicién
en N.

Existe una funcién f : N x N — N denotada por +, con las propiedades:

iym+0=m.
ity m+n/=(m+n).

Donde z/=z +1,Yx € N.

Debemas verificar que lo anterior se cumple dentro de nuestro conjunto w
de mimeros naturales abstractos y con la operacién sucesor. Primero daremos
un método para construir funciones del cual, la funcién denotada por +, es un
caso particular; éste se conoce como definicién por induccién. Naturalmente,
estd relacionado con el principio de induccién, pero no debe ser confundido
con él. Para garantizar la existencia de funciones definidas por métodos
inductivos, necesitaremos el Teorema de la Recursién (una consecuencia de
los axiomas de ZF). Asf, serd aplicado a los casos particulares de la adicién
y la multiplicacién.
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Teorema 9 (de la Recursidn) Siz es un conjunio cualguiera, a €z y ¢
es tna funcion de z o x, entonces eziste una y sdlo una funcion f dew a un
subconjunto de z tal que:

i) f(0) =a.
i} f(n*) = ¢(f(n),¥n € w.

Demostracién. Sea

u= {z € P(wx z): (0,8) € 2 A (Vy)(¥t)((3,) € 2= (v*, f(1)) € 2)},

enfonces
wXzTEu=>u#l
Sea
J = A s = Dom(f),
entonces
sCw
entonces

fCu=(0,a)e f=>0¢€s,
entonces, s n € s,
((nt)ef=(n*.f(t) €f)=>n"€s,
entonces, por €l teorema 7,

r={yew: (@) (Bex)Alyb)eN)
Suponga que
(Bcez)(a#cA(0,c) € f).
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Sea
fr=f\{(,9},
entonces
f1€y,
entonces
NuC frC f=nNy,l,
~0Er
Suponga que
(3 € z)((y,0) € f),
entonces
(AVICHRNE
Suponga que
(3d e z}{(y*.d) € FAd # (b))
Sea
fr=f\{(*.d)},
entonces
€,
entonces

NuG fncC f=nl
entonces, por el principio de induccidn,

yytervyes,
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..r =w A [ es una funcién.

P.d. f es tnica.

uCzAdp:z—1zx,
y supanga que
(3f 1w — u)(3g : w — u)(f(0) = a = g(0) A f(n*) = $(f(n)) A g(n*) = &(g{n))-

P)or induccién sobre n.

f(0) =a=g(0).
b) Suponga que

f(n) =k = g(n}.
c) Entonces

f(n*) = ¢(f(n) = ¢(k) = $(g(n)) = g(n*).
Entonces
(Vn € w)(f(n) = g(n)).

~f=g u

El Teorema de la Recursién también puede ser expresado por medio de
diagramas:

.
w o

oK 13y L 3

T — x
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2.2.4 La adicién

El desarrollo de la aritmética en ZF viene a partir del Teorema de la Re-
cursién, ya que la definicién de la adicién y la multiplicacién dependen de
&l

Sea m € w fijo. Definimos una funcién s. aplicando el Teorema de la
Recursién tal que:

sm(n)=m+nVn€w.
(8 s 1a funcién 'm+").
Definicién 24

8;m(0) = m.
8m(n*) = (8m(n))*,Vn € w.

O bien,

M

w — w
[+]
oK l5m ! 8
w o

Hemos definido la adicién, para m,n € w cualesquiera, como sy,(n) =
m+n. Sin embargo, quedan por demostrar las leyes conmutativa y asociativa
de la adicién.

Teorema 10

i)0+n=nVYncw.
#i)mt+n=(m+n) Vmnew.
fif)m+n=n+mVmn€uw
wm+n)+p=m+{n+p)Vmnpew
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Demostracién. i) Por definicién, sq €s 1a dnica funcién que
hace conmutativo el diagrama

w -0—+F (5
]
0 la 18
']
0*
(77 — W
pero Id, también hace conmutativo
w -S':* W
o
{0} 1 14, L 1d,
1]
o+
w — W

entonces, par el Teorema de la Recursién,

s = Id,,

LO0+m=mVmecuw.

m* +n=g,+(n) A(m+n)t = ()" oan(n).
P.d
s (1) = (* 0 5m(n),

por definicién, 8m+ €s la Unica funcién w — w
que hace conmutativo el diagrama

o
w — w

0} | oms -

o -_— w
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pero
w o w
0
/ 1 3m R | 8m
0 = w v, w
N Lo 10
m 0+
w — w
también es conmutativo,

entonces, par €} Teorema de la Recursion,

sm+{(n) = ()* 0 8m(n),

smt+a=(m+n)t,VYmnew
iii) Por induccién sobre m

O

w e w
]
0  lom | tm
O
o i W

1) Por i)
0+n=2g(n)=1L =n,
y ademés, por definicién,

n+0=2s,(0)=n,

2 04n=n4+0.
2) Suponga que

mt+n=n+m

32
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3) Por i),
mt 4+ n=(m+n)*,
por 2),
(m4+n)*=(n+m)*=n*+m
Resta demostrar que
n+mt=(n+m)t,
pero
w Low
{0}z | 8m } m
PR A
cnlonces

2(m?) = 820 ()" (m) = ()* 0 sa(m) = (n + m)";

Smin=n4mVymnc€w,

(M4 0)+p=smin(P) Am+ (n+p) =smosa(p).

P. d.
Smin = 8m © 5n
por definicién, 8Sm4n €8 la Unica funcién w — w
que hace conmutativo cl diagrama
0+
w — w
{0} < | 8min | 8m4n

-mtn

+
w 5w
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pero
w X
]
/ |l 8n . l8m
0 = - L
N\ 13, 1 8,
min N
w L w
también conmuta,

entonces, por ¢l Teorema de la Recursidn,
Smin = 8m O 8y,
Sm+n)+p=m+(n+p)Vmnpew 8
2.2.5 La multiplicacién
Definimon pe para todo m € w tal que:

i) pm(0) = 0.
il) pm(n?) =m + pn(n).Vn € w.

O bien,
w ¥4
1]
0K  lpm L pm
° on
[ — W

Definimos la multiplicacién como mn = pn(n) para algunce m,n € w,
mientras que para mimercs ardbigos se usard el stmbolo - (ejemplo 2-3 = 1-6).
Primero demostraremos que £ — m+ Z €s una funcién, la cual estd dada por
el conjunto

{zewxw:(AD)BYNz=(z.y) Ay=m+2)}
para algin m € w fijo.
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Demostracién. Sea
(z,¥) € 2A (z,u) € 2,
- entonces
y=m+zAu=m+z,
entonces
y=u,

rz—m+zresunafuncibnenw. 8

Ahora, demostraremos las propiedades conacidas tales como las leyes con-
mutativa, asociativa y distributiva.
Teorema 11

$)0-n=0,Vn€w.
§i)mtn=mn+nVmmnew
iii) mn = nm,Vm,n € w.
w) (m +n)r =mr + nr,¥Ym,n,r €w.
v) (ma)r = m(nr),Vm,n,r €w.
vi)l- m=m,Vm € w.

Demostracién. i) Existe une y sélo una funcién O : w — {0}

que hace conmutativo el diagrama
o &
0
{0}< lo lo
o
{o = {0
pero por definicién,
w Loow
o
oK i Lo

{oy = ({0
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conmuta, entonces
O =po,
ie.

{¥n € w)(po(n) = 0),

s (Vnew)(0-n=0).

ii) Por induccién sobre n.

w ——— (8}
oK Lpw | P
e m
1) Por definicién,
mt .0 =p,+(0) =0,
pero

(m-0) + 0 = pr(0) + 0 =0+ 0 = 5(0) =0,

smt.0=(m-0)+0.
2) Supongs que
m*n=mn+n.
3) Entonces
mtnt =m* +m*n=m* + (mn+n) = (mn+m+n)t,
pero

mn* +n* = (m+mn) +n* = ((me +m) +n)* = (mn+m+n)*
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entonces

mtnt =mnt +nt.

sm+n=mn+nV¥mncuw.

iii) Por induccién sobre m.

w s w
o
{0} L Pm { Pm
o
w LN w
1) Por i),
0:n=0,
y por definicién,
() =n-0=0,
S0in=n-0
2) Suponga que
mn = nm.

3) Por ii),
mtn =mn+n,
y por definicién,
amt =po(mt) =n+pu(m) =n+nm=nm+n,
y por 2),

nm+n=mn+n,
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entonces
m*n = nmt.
. (Ym,n € w)(mn = nm).
iv) Por iii),
(m+ n)r =r(m+ n) = p, 0 su(n).
¥
mr +nr = rm+ rn = s, 0 pe(n).
P.d

Pr O 8m = 8pm © Pr.

Por definicién, la composicién 8ym © P, €s la tinica funcién w — w
que hace que el siguiente diagrama conmute

0"

o —— w
o .
7/ lor Lpr
{0} %> w = w
\ L 8m 1 3m
w = w

pero la composicién p, © S, hace el siguiente diagrama conmutativo

)1‘

w RN w
}' i 8m Lom
{0} = w LR
:: lpr Lo
w PN w

entonces

Pr © 8 = 8pm O Pr,




CAPITULO 2. MATEMATICAS EN ZF

L(m4n)r=mr+nrVmn,reuw

(mn)r = pua(r) Am(nr) = pm o pu(r).
P. d
Pmn = Pm © Pa-

por definicién, pm, es la vinica funcién
que hace que el diagrama siguiente conmute

o
BLAN w
1]
{0}< l Pmn l— Pmn
0
w = w
pero
o,
o
e Lpn Lpn
{0y 2 w LN w
}. 1 Pm 1 pm
w 2o w
también conmuta, entonces
p"“‘ = pm o Pn 1

s mn)r = m(nr),Vm,n,r € w.

vi) Por definicién, p; es la vnica funcién w — w
que hace que el siguiente diagrama conmute

0*
—_—

{0}§ Ip Ip

#1
W —_ w
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pero
w ‘(t' [
K 11, L1,
PR T
entonces
p=1d,,

(new)(l-n=n).n

2.2.6 E! orden de los niimeros naturales abstractos

Para establecer el orden de los nmimeros naturales dentro de ZF, definimos
m < 1 como:

(THz€EwAz#0AM+z=n).

Siendo &sta, una extensién de nuestro lenguaje formal, las propiedades de
< son consecuencia légica de las propiedades de la adicién.

Sin embargo, nuestros mimercs abstractos tienen ciertas propiedades que
tal vez no esperamos. Estas resultan del hecho de que los mimeros han sido
definidos como conjuntos. Quizds la més importante esté en el teorema 13,
pero para demostrario haremos uso del siguiente teorema:

Teorema 12
(Vm,n € w)(m € m +n*).
Demostracién. Sea
A={ycw: (¥meuw)(mem+y*)},
entonces, por definicién de +,

m+0t = (m+0)t =m*,
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entonces, por €l teorema 8,

Suponga que y € A, ie.
(Ymew)(mem+y')
entonces

m+ @yt = (m+y*)*,

(m+y* t=(m+y)U{m+y*}Amem+y’,

entonces
(Ym € wi(m € m+(y*)*).
entonces
(Vy € w)p* €w),
LAzw 1
Teorema 13

(Ym,n ew){(m<n & men).
Demostracién. =) Suponga que
mnewAm<n,
ie
Bzew)(z#0Am+z=mn),

entonces

z#0= (3 €w)(z=p"),
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entonces
m+z=m+p'=n,

y por el teorema 12,

mem+p',
S.omen.
ii) Sea
A={yew:(Va)(zewAzey=>2<y)},
como
(vz e w)(z € 0),
entonces
(Vzew)2€0=2<0)
vale,

S0€eA
Suponga que y € A. Témese un z € w arbitrario tal que z € y*, pero
¥y =yufyl > zeyve=y,

entonces: _
1) Si z € y, por hipétesis de induccién,

zEwWAzey=z<Y,
entonces
Arew)z#0Az+z=1y),
entonces, por el teorema 10,

24zt =y,
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nz<yt.

2) Si z = y, entonces

z+1=y",
entonces
z <yt

entonces

(Vz <)z <y*),
€entonces

(vy € A)y' € 4),
SLA=sw s

Tal vez inesperadamente, hemos mostrado que la relacién '€’ entre nimeros
es la misma que '<’. No menos interesante es el siguiente tecrema.
Teorema 14

i) (Ym,n,pEw)mEnAnEp=>mep).
i) (Ym,new)imen=>mGCn).
i)mnewAm#EnAmCn=>men.
v} w es un conjunto trensitivoi.e. n€w=>nCw.
yvyn={meEw: m<n},Vm,n€w.
Demostracién. i) Si
menAnEpAmnpeEw,

entonces

(3zr.y € W\ {O))m+z=nAn+y=p),

entonces

(m+z)+y=m+(z+y) =p
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entonces
m<p,
S.mep.
i1) Suponga que
mneEwAmEeEn,
entonces, por i),
(vk € m)(k € n),
s.mCn
iii) Sea

A={new:(Am)(mewAm#nAmCn=men)}

(¥m € w)(m & 0),
entonces
“(mewAm#IAmCO),
entonces
mewAm#0AmCO)=>mel
vale.

~0e A
b) Suponga que n € A. ie.

(Am)(mewAm#AnAmCn=men)
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¢) Suponga que

(@m)(m €ewAm#nt Am Cnt),
entonces

mewAm#Ent AmCnU{n},
entonces

mewAm#Enat Alm=nvmcCn).

1) Si
mewAm#£nt Am=n,
entonces
mewAm#EntAmCntAment,
entonces,
mewAm#nt AmCnt* =2 men?
vale,
2) Si
mewAm#Fant AmCn,
entonoces,

mewhm#nAmQCn.

Entonces, por 2),

Entonces, por i),

menAanent = ment,

mewAm#FatAmCnt =2 ment.
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le.

(Vn € A)(n* € A),

LA=w
iv) Sea
B={yew:yew=>yCuw},
sabemos que
QewAlCuw,
entonces
dew=0Cw
vale
~0eB.
Suponga que y € B, i.e.
VEW=yCw,
entonces
y'ewe (yuy)) ew,
pero
y€w={y} € P(w),
entonces
{y} Cw,
y ademés

YyEwA(YyEw=yCw),
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entonces

yCw,
entonces

yCwA{y}Cw,
entonces
(wu{yh Cw,

entonces

y' Cw,
entonces

ytewaytCw
vale, entonces

(Vy € B)(y* € B),

SLB=w.
v) Suponga que n € w, entonces, por iv),
nCuw,

entonces

(Ym € n)(m € w),
pero, por el teorema 13,

mene&eman,
entonces

(Ym € n)(m < n),

47
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on={meé€w:m<n}ln

Asf, hemnos establecido por completo la teorfa formal de los nimeros en
ZF. Las propiedades, métodos y nociones mateméaticas han sido formalmente
descritas. Cualquier argumento que se tenga sobre dichas nociones , puede ser
llevado a nuestro sistema formal, ya que los razonamientos matemsticos son
deducciones légicas; la construccién de sistemas de nimeros son un ejemplo.
Los métodos algebraicos conocidos para los niimeros, pueden ser llevados a
ZF con sutiles modificaciones, debido a que en ZF las nociones de nimero
natural, adicién, multiplicacién, orden, funcién, relacién de equivalencia y
clase de equivalencia son adecuadas.

2.2.7 El Teorema de la Recursién Generalizada

Existe un detalle, mencionado en la pégina 4, que no hemos justificado en
ZF, este es la construccién del conjunto {z,P(z), P(P(z)), ...}, donde z es un
conjunto cualquiera, y la construccién de una funcién f cuyo dominio sea w
tal que f(n) = P*(z). Puede parecer a primera vista que el Teorema de la
Recursién es suficiente, puesto que podemos escribir

_ o)==z
f(n) = { [(n*) =P(f(2)),Vn e w }

y por el axioma del reemplazo, el conjunto {z, P(z), P(P(z}), ...} es la imagen
de f en w.

Esto no puede ser porque P no es una funcién. Es decir, dado un conjunto
cualquiera ¢, P(z) denota su conjunto potencia, pero z — P(x) no puede ser
una funcién porque su dominio serfa el conjunto de conjuntos que por la
Proposicién 2, sabemos que no existe. Por esto, estableceremos un principio
aiin més general.

Teorema 15 (de la Recursién Generalizada) Si F(z,y) es una férmula
de ZF tal que para cada conjunto = existe uno y sdlo un conjunto y tal que
F(zx,y) vale, entonces dado un conjunto a, existe una dnica funcidn f con
dominio w tal que:

i) f(0) = a.
i) F(f(n), f(n*)) ,Vn € w.
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Demostracién. Sea

A= {n€w: {¥m < n)3f,)(3e)(Dom(fn) = {0,1,...,n} A
f(0)=0an F(fa(m}, fa(m*)))}.

Pd A=w.
a) La funcién fo: {0} — {a} es tal que

{(Ym < 0)(3a)(Jo(0) = a A F(fo(m), fo(m™))).

~0€E A
b) Suponga que n € A. i.e

(Ym < n}(3fa)(3a)(Dom(fn} = {0,1,..,n} A
fn(o) =aA F(fn(m)! fn(m+)))

c) Por definicién de F(z,y),
(aly)(F(fn* ("’+)uy))'

Deffnase
oty = { Bl gm<m L
Entonces
(Ym < n*)(3a)(Dom(fn+) = {0,1,...,n*} A
fat(0) = a A F(fo+ (m), far (m*))).
Entonces
nteA
LA=w

Pd. f, es 1inica.
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Sean f, ¥ gn tales que

(vm < n)(3a)(Dom(fa) = {0,1,...,n} = Dom(gn) A
J2(0) = & = n(0) A F(fa(m), fa(m*)) A F(ga(m), ga(m*))).

a)
fa(0) = a = gn(0).
b) Suponga que
falm) = ga(m).
c) Entonces

F(fa(m), fa(m*)) = F(gn(m), fa(m*)) = F(gn(m), ga(m™))-

. fn = gn-
Sea G(u,y) tal que

4 € w A (3v)(v es una funcién con dominio u* Av(0) = a A
(Vz)(z € u = F(v(2),v(z"))) Ay = v(u));

i.e. para algin n € w,
u=nAy= fa(n).
G(u,y) determina una funcién porque

G(u,y) = G(n,z) = v(u) = v(z),

v(u) =v(z) e u=1=z
Entonces, por el axioma del reemplazo, existe un conjunto

8= {fo(n):Vn e w}.
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La funcidn que se buseca es

f={@y ewxs:z=nAy=fu(n)}.

Parque
£(0) = fo(0) = a,
Yy
F(f(n), f(n*));
porque

(Vn € w)(f(n) = fu(n)),
y por definicién de A,
(Vn € w)F(fal(n), fu(n™)).

Pd. f es tinica.
Sean f y g dos funciones con dominio w tales que

(Vn € w)(£(0) = a = g(0) A F(f(n), f(r")) A F(g(n),g(n")).

2)

f(0) = a = g(0).
b) Suponga que

f(n) = g(n).
c) Entonces
F(f(n), f(n")) = F(g(n), /(r")) = F(g(n),g(n")).

Entonces

f(n) = g(n*).
=g w
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Capitulo 3
EL AXIOMA DE ELECCION

Er esta seccidn discutiremos un prineipio que es de los méds importantes, y
al mismo tiempo controversiales de las matcmdticas. En 1904 Emst Zermelo
en su "Demostracién de que todo conjunto puede ser bien ordenado” puso
atencidn a una suposicidn cue se usaba implicitamente en una variedad de
argumentos matemaéticos. Esta suposicion no se deduce de los axiomas pre-
viamente conocidos de la matemdtica o de la ldgica, por lo tanto. debe ser
tomado ¢omo un nuevo axioma; Zermelo lo amé el Axioma de Eleccién,

El Axioma de Eleccién es 1itil porque muchas suposiciones que parece nat-
ural suponer verdaderas, no podrian demostrarse sin su ayuda; ademds. tiene
implicaciones significativas en muchas ramas de las matemsticas y en conse-
cuencias tan poderosas que algunas veces son diffciles de aceptar. Pero no
siempre es indispensable. puesto que los temas en cuyo contexto se plantean
dichas proposiciones continiian subsistiendo también en su ausencia, si bien
en forma algo mutilada. '

"Todo conjunto infinito tiene una infinidad numerable de elementos”;
pensemos en como serfa demostrada la proposicién anterior sin el Axioma
de Eleccién. Dado un conjunto infinito cualquiera A, témese un elemento
a de A; luego, témese un elemento b de A distinto de a; luego, témese un
elemento de A\{a,b}, y asf sucesivamente. Como A es infinito, dicho proce-
50 nunca termina; la sucesién a, b, c, ... cbtenida de distintos elementos de A
constituyen un subconjunto numerable de A. Este argumento algo persuasi-
vo justifica - de manera intuitiva - la conclusién. Sin embargo, hay algo de
informalidad en él, que ha inquietado a los matemdticos; i.e. que en "nuestra
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realidad”, no podemos realizar el proceso interminable de elecciones sucesi-
vas; ademds, los principios en los que se basa la prueba son vagos, por no
decir més. Lo informal y vago del argumento puede resolverse recurriendo a
nuestro Axioma de Eleccién.

3.1 La Funcién de Eleccién

Una aseveracion equivalente al Axioma de Eleccién que no requiere la condi-
cién de conjuntos ajenos dos a dos es la siguiente.

Axioma 11 Dade un conjunio z, cugos elemenlos son conjunios no vacfos,
eriste una funcion f tal que f(a) € @, para lodaa € .

La funtién f es conocida como una funcién de eleccidn para z.
Teorema 16 El arioma 10 y el arioma 11 son equivalenies.

Demostracién. =) Sea F un conjunto de conjuntos no vacfos
no necesariamente ajenos.

Sea
Y={{z} xz:z€ F}.
P.d
(vVz)(Viiz € FAz€ F = {z} xzN{z} x 2=9).
Sean
xeFAzEF,
Suponga que
({z} x )N ({2} x2) #0 Az # 2,

entonces

(3(a,b) € VY )({a,d) € {x} x z A (a,b) € {2} x 2),
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entonces
a € {z}Aac{z},
entonces
a=zrha=2,
pero
(a=2zAa=2)= =12z
entonces

r=z!,

S (VnV2)(z e FAze F=> {z} xzn{z} x 2=0).

Entonces los elementos de Y son ajenos dos a dos.

entonces, por el axioma 10, existe un conjunto eleccién E para Y
que consta de un clemento de cada {z} x z,Vz € F,

éstos son de la forma (z,y) para uno y sélo un y € z.

Sea f una funcién tal que

fz)=yezeFA(ny)€E,
entonces f es una funcién con dominio F tal que
(vz € F)}{(f(z) € z).

i.e. fes una funcién de eleccién para F.
<) Sea F' un conjunto de conjuntos no vacfos ajenos dos a dos,
entonces, por el axioma 11, existe una funcién f tal que

{Vz € F)(f(z) € z).
Sea
E={f(z):z€F},

entonces E contiene uno y s6lo un elemento de z,Vz € F,
.. E es un conjunto eleccion para F. &




CAPITULO 3. EL AXIOMA DE ELECCION 55

3.2 El Axioma de Eleccién y el sistema ZF

El Axioma de Eleccién parece afirmnar una verdad intuitiva, aceptada hoy
en dfa por la mayorfa de los matemadticos. Sin embargo, existen 3 argumen-
tos sujetos a duda: Uno, el de sus implicaciones que algunos matemsticos
sostienen que son paradéjicas; y los otros dos, de tipo filos6fico: El axioma
11 es una aseveracién hecha sobre todo conjunto de conjuntos no vacfos, por
lo tanto, deberemos tener claro lo que significa "todo conjunto de conjun-
tos no vacfos” al afirmarla como cierta. Ademds, la naturaleza del concepto
de "conjunto” no estd universalmente acordada o entendida. Bajo el mis-
mo argumento se puede discutir que el Axioma de Eleccién es demasiado
comprensible pero infundado para ser importante.

El Axioma de Eleccién difiere de los axiomas ZF (axiomas 1 a 9) por
asegurar la existencia de un conjunto i.e. una funcién de eleccién, sin describir
a este conjunto como una coleccién de objetos que tienen una propiedad .
particular. Este es precisamente el aspecto que lo hace inaceptable para
un grupo de matemdticos llamados intuicionistas, quienes afirman que la
existencia matemaética y la constructibilidad son la misma cosa - aunque
exponer la teorfa intuicionista no es propdsito de este libro. De hecho, es
interesante saber cudndo una proposicién matemstica puede ser demostrada
sin usar ¢] Axioma de Eleccién.

Antes de eso, aclaremos el plano en el que estaremos trabajando. Una
afirmacién como "el Axioma de Eleccién es equivalente &l Lema de Zorn” no
serd tan significativa si no comprendemos claramente los principios que se
usan en la demostracién.

En 1938 K. Godel prob6 que el Axioma de Eleccién es consistente con
los axiomas ZF, es decir, no es contradictorio con ellos; tampoco es una
consecuencia, como lo demostré P. J. Cohen en 1963. Asi, este axioma tiene
la misma categorfa de otros axiomas famosos en matemsticas, como el quinto
postulade de Euclides. Podemos tener entonces una teorfa de conjuntos
estdndar ZFC si aceptamos el Axioma de Eleccién, y una teorfa de conjuntos
no estandar ZF en la cual aceptemos postulados alternativos al Axioma de
Eleccién. Es importante recordar que trabajaremos en ZF (sin el axioma 10},
& menos que formulemos especfficamente el Axioma de Eleccién.

Es imposible, por razones del parrafo anterior, hacer una decisién en pro
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o en contra basada en argumentos de logica pura acerca de la validez del
Axioma de Eleccién. También, dado que el Axioma de Eleccién involucra un
drea de las matemdticas - a saber, los conjuntos infinitos - que esta fuera de
nuestra experiencia real, nunca serd posible confirmar o rechazar el axioma
por observacidn; asf, la decisién es puramente personal.

3.3 El Lema de Zorn, el Teorema del Buen

Orden y el Principio Mdximo de Haus-
dorff

En la literatura hay varias formulaciones diferentes al Axioma de Eleccién
las cuales son equivalentes a nuestro axioma 10. Aqui presentaremos cinco
de estas proposiciones.

El Lema de Zorn es una herramienta indispensable en muchas éreas de las
mateméticas; el Teorema del Buen Orden es quizds menos relevante en el tra-
bajo matemdtico. Su utilidad reside en la fundamentos de las matemaéticas,
por ejemplo en la definicién y uso de los conjuntos de los niimeros cardinales
y ordinales. Nétese que tanto el Lema de Zorn como el Teorema del Buen
Orden no son constructivos como lo es el Axioma de Eleccién. Solamente
aseguran la existencia, en el primer caso, de un elemento médximo en un con-
junto ordenado, y en el otro caso. de una relacién de buen orden en todo
conjunto, sin dar el procedimiento de cémo construir el objeto en cuestién.

El Teorema del Buen Orden dice que todo conjunto puede ser bien orde-
nado, esto sin importar que tan grande es o la naturaleza de sus elementos.
De donde podemos inferir que existe un procedimiento general para ordenar
bien todos los elementos de R o de cualquier conjunto no numerable. Ob-
sérvese que lo que se asegura en este teorema es sélo la posibilidad; sabemos
que no existe un método practico para ordenar bien los elementos de R.

El Teorema del Buen Orden fue propuesto originalmente por Cantor y
aunque el no dio ninguna demostracién, en 1900 D. Hilbert en el Congreso
Internacional de Mateméticas en Paris se refirié al Teorema del Buen Orden
como un resultado de Cantor. Zermelo fue el primero en demostrarlo, sin
embargo, debido a la paradoja de Burali-Forti y a que su demostracién hacfa
uso de Induccién Transfinita, esa primera demostracién de Zermelo no fue
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muy aceptada. Para responder a las criticas, en 1908 Zermelo publicé otra
demostracién en la que se eliminaba el uso de ordinales. Se dice que la
formaa axiomdtica de Zermelo para la teorfa de conjuntos estd fuertemente
influenciada por la segunda demostracion ya que ¢l selecciond las formas mis
débiles para los axiomas en los cuales pudiera justificar su demostracién.

La segunda formulacién del Axioma de Eleccién la realizé Bertrand Rus-
sell en 1906 bajo el nombre de Axioma Multiplicativo. Aunque Russell anun-
¢i6 que su principio era un sustituto del principio de Zermelo, pues crefa que
el Axioma Multiplicativo cra més débil. Después, en 1909 F. Hausdorff pro-
puso el Principio Mdximo; sin embargo, Hausdorff no lo menciona en su libro
Mengenlehre de 1914 y aparece hasta la segunda edicién de 1927. Kuratowski
redescubrié el Principio MAximo en 1922 y dio otra demostracién del Teore-
ma del Buen Orden. El segundo redescubrimiento lo realizé Zorn en 1935, en
esta ocasién el Principio Méximo fue decisivamente convincente, el resultado
se conoce como ¢l Lema de Zorn.

Teorema 17 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) El Arioma de Eleccisn.

b) Lema de Zorn: Si z es un conjunto no vacfo ordenado cualquiera tal que
toda cadena tiene una cota superior en x, entonces r tiene un elemento
mdzimo.
¢) Teorema del Buen Orden: Tode conjunto puede ser bien ordenado.

d) Principio Mézimo de Hausdorfl: Todo conjunto no vacto ordenado
contiene una cadena C-mdrima.

e) Toda funcidn suprayectiva liene inversa derecha.

Demostracién. a) = b)
Sea X un conjunto no vacio ordenado por la relacién R tal que
toda cadena tiene un supremo en X. Sea

S(x)={ye X :zRyAz £y}, Vz € X;
nitese que

(Vz € X}{S(x) =0 & z es mdximo en X).
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Suponga que X no tiene clementos mAximos. Sea
S={S(z):z € X},
entonces, por el Axioma de Eleccién, existe una funcién F tal que
(vS(x) € SYF(S(2)) € $(z)).
Sea f: X — X tal que
(vz € X)(f(z) = F(5(z))).
Nétese que f es tal que
(Vz € X)(zRf(z) Az # f(z))-
Sca F, el conjunto de subconjuntos B de X tal que:

ij)a€ B.
ii) x € B= aRx.
iii) z € B = f(z) € B.
iv) C € BAC es una cadena cn X = el supremo de C es un elemento de B.

Obsérvese que el conjunto
{re X :aRx}
satisface ias 4 condiciones. entonces

Fo #90.

A=NF, A0, ={z € X :aRz}.
P.d.
A€EF,
i} Es obvio.
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ii) Sea x € A, entonces

r € NF,,
pero
0, € F,,
entonces
z e,
coalte.

ill) Sea z € A, entonces
(VB e F (= € B),
entonces D satisface iii), VB € F,. i.c.

(VB € F,)(zz € B= f(z) € B),

entonees
(VB € F.)(f(z) € B),
entonces
f(z) € Nk,
) e A

iv) Sea C C A tal que C es una cadena en X y ¢ es el supremo de C,
entonces

(vz € CY{zRc),
entonces

c € S(x),
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entonces, por el Axioma de Eleccién. existe una funcién F' tal que

F(S(z)) = c € 5(=),

f@)=F(5(z)) = ¢,

entonces, por iii).

f(z) € A,
entonces
c€ A
LAEF,
Sea
I={zxcA:ye ANyRz Ay # z = f(y)Rx}
y
beIAnl,={z€ A:zRbV f(b)Rz}.
P. d.
Iy = A.
i) Sea z € I, entonces
z €A,
entonces
aRzr,

a €l
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ii) Sea z € I, entonces

z€A,
..aRz.
iii) Sea z € I, entonces
zRhvV f(z)Rz,
y sabeinos que
rRf(z).
Si
zRbAz=1b,
entonces
flx) = f(b),
entonces, por la antisimetria de R,
f(@)Rf(b) A f(B)RSf(2),
entonces
fB)Rf(z)-
Si
zRbAz #Db,
entonces, como b € [,
f(x)Rb.

Si
f(b) Rz,
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entonces, por la trapsitividad de R,

fO)Rf(=),

entonces

f(z)RbV f(b)Rf(z),

~f@)el.
iv) Sca C una cadena cn I, A ¢ el supremo de C; pero
LCACXAAEE,
entonces
C C AAC cs una cadena en X = ¢ € A;
como C C [, entonces
(Vz € C)(zRbV f{b)Rx).
Si
(Vz € C)(zRb),

entonces b es una cota superior de C. entonces, por definicidn de ¢,

chb.
Si
f(b) Rz,
entonces
F(b)Rz A zRc,
entonces

f(b)Rc,
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entonces
cRbV f(b)Rc,

entonces

c€l.
Entonces

I, € F,,
entonces

AChnL CA,
S =A

P. d.

I=A
1) Si z € I, entonces

z € A,
pero

(vz € A)(aRz),
entonces
—~(3z € A)(zRa Az # a),
entonces
r€AAzRaAxr#a= f(z)Ra

vale,

na€l.
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il) Si z € I, entonces

entonces
aRz.
ili) Sean
relAye ANyRf(x) Ay # fl2)

pero A = I, entonces

yRzV f(x)Ry;

entonces

~(f(z)Ry)
porque, por hipdtesis,

yRf(z),
entonces
yRzx.

Si y = z, entonces

f) = f(z),
entonces

fl)Rf(z).

Si y # z, entonces
zelrnye ANyRx Ay # x,
entonces

f(y)Rz,
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pero
f(y)Rz A zRf(x) = f(y)Rf(2),

s f(x) el
iv) Sea C ¢ I una cadena en X. pero
TCA=ceA,
donde ¢ es €] supremo de C. Suponga que

ye AAnyReAy #e,

(vye A)(h =A< ye ),
entonces
(vb € I)(yRbV f(b)Ry),
en particular, Vb € C. Si yRb, entonces
y=bvys#b
Siy # b, entonces

belnyec ANyRbAy # b= fy)Rb,

(Vb € C)(bRc),

entonces

f(y)Re.

Siy = b. entonces

y=bAy#c=2>b#c,
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con b € C, entonces

beCCI=(yec AryRbAy# b= f(y)Rb),

(Vb € C)(bRc),
entonces
fl)Re.
Si f(b)Ry, entonces
(Vb € C)(bRy),

cntonces ¥ ©s una cota superior para C.
pero, por definicién de supremo.

cRy,
lo que contradice la hipétesis.
s.c€L
Entonces | € F;. entonces

ICANACI® A=1T

LA=I=1,.

P. d. A es una cadena en X.
Sean z,y € A. entonces

zelAnyel;,

entonces

yRx v f(z)Ry,
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pero
zRf(z) = xRy,
entonces
yHx V zRy,
entonces A estd ordenado bajo R, entonces

A C X A R ¢s una relacién de orden paraA,

.. A ¢s una cadena en X.

Entonces A tiene un supremo en X.
Sea m € X un supremo de A,
entonces, por iv),

mE A,

entonces, por iii),

f(m) € A,
entonces

(vz € A)(f(m) € AA2zRm),

entonces

f(m)Rm,
entonces

f(m)Rm AmRf(m),

entonces ‘

m = f(m) = F(S(m)) € 8(m),!,
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entonces
S(m} ¢ S,
entonces
S(m) =0,

entonces X tiene elementos méximos,
.. X tiene un elemento méaximo (al menos). @

Demostracién. b) = c)
Sea z un conjunto no vacio cualquiera,
sea w el conjunto de los subconjuntos bien ordenados de z, i.e.

w = {(A,R) : AC z A R es una relacién de buen orden en A},
definimos (A, R) < (B, 5) si

(Va € B\A)(b € B){A C B A R es la restriccién de S para AN
S es tal que a < b),

i.e. A es un segmento inicial de B,

P. d. < es una relacién de orden en w.

i) Prop. reflexiva.

Sea (A, R) € w, sabemos que A C A, y ademds

(Va € A)(AANA=0=0=0<a),
entonces

(Va € A\A)(Vb € A)(A C AA R es la restriccién de R para AAa < b),

. (A, R) < (A,R).

it} Prop. antisimétrica.
Sean (A, R),{B, S) € w tales que

(A, R) < (B,5)A(B,S) < (4, R),
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entonces, por definicion,
ACBABC A& A= B,

y ademas. R es la restriccion de S para A,
y S es la restriccién de R para B, entonces

R =5,
luego

a<bAb<a=a=bVac A be B.

. (A,R) = (B, S).

iif) Transitividad.
Sean (A, R), (B, S),(C,T) € w tales que

(A,R) < (B,S)A(B,S)A(C.T),
entonces
ACBABCC=ACC,

y ademds, R es la restriccién de S para A,
y S es la restriccién de T para B,
entonces R es la restriccién de T para A; sea

ac Anbe B\AAc e C\B,

entonces
a<bAb<c=ac<ec,
como
(VB)(WO)(AC BAbe B\A=>a < b),
entonces

JVee C\AYa < bAb< c=>a<c),
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- (A, R) < (C,T),

..% ©s una relacién de orden.
Sea C una cadena en w A a,b € UC. entonces
(A, R),(B,S)e C)lae ANbE B),
sin pérdida de generalidad. supongamos que
(A, R) < (B,S),

entonces

ACD,
entonces

a,be B,

asf, a y b estan relacionados bajo S.
Diremos que aRRb si

a < bAaSh,

entonces R serd un buen orden para UC.

P. d. a) R esté bien definido.

b) R es una relacién de orden.

¢) UC es una cota superior para C.

a) Retomando la hipétesis anterior, suponga que

a,be DA (D,T)e CA(D,T) # (B,S),

entonces (D, T') est4 relacionado con (A, R) bajo <,
por definicién, a y b también estén relacionados bajo < y bajo T.
entonces el orden < de e y b no cambia ¥(D,T) que los contenga. asf

(V(D,T))(aRb),

. R estd bien definido.
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b) i) Prop. reflexiva.
Sea a € UC, entonces

(3(B,5) € C)a € B),
pero

(B,5) < (B,5)A((B,S) < (B,S) > aSana<a),

..aRa.

ii) Prop. antisimétrica.
Sean a,b € UC tales que

ahb A bRa,
entonces
(3(A,R),(B,5)e C)a € (A, R)ND € (B,5)),
y adema4s
aShabSana<bAb<a,
entonces

a<bAb<a=a=,

sa=h
iii) Transitividad.
Suponga que
aRb A bR,
entonces

(3(A,R).(B,S),(D,T) e C)a € (A R)Abe (B,S) Ace(D,T)),
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y ademds
ABCDAa<bAb<L

pero

(a<bAb<ec=a<e)Aa,by ccstén relacionados bajo T,

entonces

a<chaTlc,
entonces

aRe.
.. R es una rclacion de orden para U C.
c)
CCwhwCP(z)=>CCP(z),

entonces,

uC C UP(z),
pero por el ejemplo 1.

uC Cz,

entonces, por a) y b),

(UC,R) € w;

sea (A, R) el elemento méximo de UC, entonces
(B,S) < (A, R),¥(B,S) € UC.
Sea (D, T) € C, pero UC € w, entonces, si
Ee{(D,T)A(E,U) e UC,




CAPITULO 3. EL AXIOMA DE ELECCION 3

entonces

(E,U) < (A,R),VE € (D,T),

. toda cadena en w tiene cota superior.

Por el Lema de Zorn, w tiene un elemento mdximo,
sea (M, R) el elemento méximo de w,
suponga que M C z, entonces

(v € 2\M)((M,R) < (MU {y}, RU {{a,r) : e € MU {g}}),},
entonces
M=z,

entonces R es un buen orden para r,
..  puede ser bien ordenado. &

Demostracién. c) = a)

Sea x un conjunto no vacfo cualquicra,
entonces, por el Teorema del Buen Orden,
z puede ser bien ordenado, Vz € z;
definimos f : 2 — Uz tal que

(Vz € z)(f(2) = min(2)),
entonces .
(Vz € z)(f(2) € 2),
.. f es una funcién de eleccién para z. @

Antes de comenzar la demostracién de b) = d), demostraremos una asev-
eracién que nos serd de utilidad.

Teorema 18 El Lema de Zom implica que si P es un conjunto ordenado tal
que toda cadena tiene una cola superior en P, entonces

(Vp € P)(3q € P}(pRq A ~(qRp)),
donde R es una relacion de orden para P.
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Demostracidn. Sea P un conjunto ordenado tal que
toda cadena tiene una cota superior en P. Sea

p€ PAQ={q€ P:pRg},
donde R ¢s una relacién de orden para P, entonces
Q € P = toda cadena en Q tiene una cota superior en @,

entonces, por el Lema de Zorn, Q tiene un elemento maximo.
Sea r un elemento méximo en @, entonces

(Vg€ Q)(gRr Ag #1),

entonces, por transitividad,

(Vp€ P)pRrAp#T7),
..pRrAr es méiximoen P. @

Demostracién. b) = d)
Sea X un conjunto ordenado y F' el conjunto de todas las cadenas en X,
entonces F es ordenado bajo C.

Sea C una cadena en F,
entonces
uc cX,
entonces
(VC € F)(UC € FAC CUC),
entonces
(VC € F)(C € UC),

entonces, por el teorems 17,
(3K)(K € FAC C K A K es méximo en F),

. X tiene una cadena C-méxima. 8
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Demostracién. d) = b)

Sea x un conjunto no vacfo ordenado tal que

toda cadena tiene una cota superior,

entonces, pot el Principio Méximo de Hausdorff,
existe una cadena M C x tal que M es C-méxima,
sea m € T una cota superior de M,

suponga que m 1o es miximo, entonces

By € z)(m <),
entonces

MC Mu{yh!,
.. m es un elemento méximo de z. @

Demostracién. a) = e)
Sea f : X — Y una funcién suprayectiva, entonces

veY = (3z € X){(f(z) =)

Sea

Ay ={zeX: flz)=yhLVyeY,
entonces

A SXA(A4NAy=0ey#y).
Sea

A={A,CX:VyeY}

entonces A es un conjunto de conjuntos ajenos dos a dos,
entonces, por el Axioma de Eleccién, existe un conjunto E
que contiene uno y sélo un elemento de ¢ada elemento de A, entonces

ECX;
sea g:Y — X tal que

gly)=zAz€E,
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entonces

I xg(y) = flgw)) = f(z) =y, Yy €Y,

fxg:IdY1
;g Y <+ Xesinversaderechade f: X =Y. ®

Demostracién. ¢) = a)
Sea F un conjunto de conjuntos no vacfos ajenos dos a dos,
sea f: UF — F tal que

flv)=zevez,
entonces
f(UF) = F,
i.e. f:UF — F es suprayectiva, entonces, por e},

(39 : F — UF)(f x g(z) = f(9(z)) = 2),

flg(z)) =z« g(x)ez,VIEF

A = {g(z) : Yz € F},

entonces A tiene uno y s6lo un elemento de cada elemento de F'
.. A es un conjunto eleccién para F. ®

As{, queda demostrado el teorema 17.!

IRecientemente se ha demostrado que el Axioma de Eleccién es equivalente a que todo
espacio vectorial tiene base.




Capfitulo 4

LOS NUMEROS
CARDINALES

4.1 Conjuntos numerables

4.1.1 Conjuntos numerables finitos

El mimero cardinal de un conjunto es el tamafio relativo del mismo con otros
conjuntos, desde el punto de vista de funciones entre ellos.

Definicién 25 Un conjunto no vacfo A es finito ai evisten € N y una
biyeccion de {1,...,n} a A.

De lo contrario, es infinito. Por convencién, el conjunto vacfo es finito.

Definicién 28 Dos conjuntos A y B son equinumerosos si existe una biyec-
cidnde A a B.

Y se denota como A ~ B.
Teorema 19 Para conjuntos cualesquiera A, B y C':
i)A~ A

i) A~B =B~ A
i) Amn BAB~C= A~C.
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Demostracién. i) La funcién identided es una biyeccién de A a A,

SLA~A
ii) Sea
f:A—B
una biyeccién, entonces
J':B—A
existe, y es una biyeccién,
B~ A
iii) Suponga que
A~BAB~C,

entonces existen biyecciones
g:A—=BAf:B—=C,
entonces
Im(g) = Dom(/),

entonces f o ¢ es una biyeccién de A a C,
JA~Com

Definicién 27 Para conjunios cualesquiera A y B, A es dominado por B
i eriste una funcion inyectiva de A a B.

Se denota como A < B.
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4.1.2 Conjuntos numerables infinitos
Definicién 28 Un conjunto A es numerable si:

a) Es finito, o
b) es infinito y N ~ A.

Teorema 20 Un conjunto A es numerable si y sdlo si existe una funcidn
inyectiva A— N, i.e. AN

Demostracién. =) Suponga que A es numerable.
Si A es finito, entonces

(In)(n € NAA = {a4,...,an}).

entonces la funcién que mapea a; en k (1 € k < n),
es una funcién inyectiva A — N,

Si A es infinito, entonces, por las definiciones 25 y 27,
existe una biyeccién N — A,

cuya inversa es una funcién inyectiva A — N.

<) Supanga que existe una funcién inyectiva

g% i
— d

MA)EN,
entonces h(A) es numerable; entonces
h:A— h{A)

es una biyeccién. Entonces, si h{ A} es finito, A es finito y numerable.
Si h(A) es infinito, entonces h(A) es equinumeroso a N, i.e.

h(A) ~N.

=

TESIS

£STA

-
2
Pero
A~ h(A),
entonces, por €l teorema 19,
A~N,

.. A es numerable. ®
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Corolario 3 Unconjmtowvac(ersnumembleu’yséloaim:‘steum
suprayeccion N — A.

Demostracién. =>) Sea A un conjunto no vacio numerable,
entonces, por el tearema 20, existe una funcién inyectiva

f:A—=N,
entonces f es una biyeccién
A— f(A),
entonces existe la biyeccién
' f(A)— A
Definase g : N —+ A tal que

fYn)sine f(A
g(n)__.{ msin T }Moe A

. g es una suprayeccién N — A.
&) Suponge que existe una suprayeccién
g:N— A
Deftnase f: A — N tal que
f(a) = min{n € N : g(n) = a},

entonces f es una funcién inyectiva A — N,
. A es numerable. ®

Teorema 21 La unién de dos conjuntos numerables es numerable.
Demostracidn. Sean A y B conjuntos numerables y

f:N—+AAg:N—B
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suprayecciones. Definase h: N — AU B tal que
h(z)={ f(n),siz=2n+1 }A(nEN).

g({n), siz=2n
Entonces h es una suprayeccién
N—AUB,
.. AU B es numerable. &

Teorema 22 El producto cartesiano de dos conjuntos numerables es numer-
able.

Demostracién. Sean A y B conjuntos numerables. y
f:A—-NAg:B—N
funciones inyectivas, entonces b : A x B — N tal que
h(a,b) = (2"))(37®)
es una funcién inyectiva
Ax B—N,
porque
ha,8) = hic,d) = (2/@)(3W) = (27)(3®),
pero, por el teoreme fundamental de la aritmética,
£{a) = f(c) A g(b) = g(d),

y por Ia inyectividad de f y de g,
a=cAb=d,
entonces
(a,b) = (c,d),

.. Ax B es numerable. B
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4.2 Conjuntos no numerables
Teorema 23 (de Cantor-Schrider-Bernstein) Si A y B son conjuntos
tales que existen funciones inyectivas f : A — B yg: B — A, enlonces
existe una biyeccion entre A y B; i.e.
|4 < |B|A|B| < |4 = |4| = |BI.
Demostracién. Sean
f:A—=BAg:B— A
funciones inyectivas. Sea b, € B. Si b; € Im(/f), entonces
(3a; € A)(f(a1) = 4).
Si a; € Im(g), entonces
(32 € B){g(by) = a}.
Continuando sucesivamente, obtenemos la sucesitn
by oy = by oL ag ..
Tenemos tres posibilidades:
La sucesién anterior termina en algin a; porque a; ¢ Im(g).

La sucesién anterior termina en algin b; porque b; ¢ Im(f).

La sucesién anterior no termina.
Sean

Ba = {b; € B : la sucesién anterior termina en algin a; porque a; ¢ Im(g)},

Bg = {b, € B : In sucesién anterior termina en algyin & porque b ¢ Im{f)}
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y
B. = {bx € B : ]a sucesién anterior no termina}.
Tomando un a,, bajo el mismo razonamiento, obtenemos la sucesién
ay 2 by L ag 2 by L .
Quedando la mismas tres posibilidades anteriores.
Definanse andlogamente A4, Ag ¥ Ay. Obsérvese que
Aa N By

es una biyeccidn porque, si la sucesién

ay by gy byl L g,
termind, entonces la sucesién

f(al)QLal(—g—'bll—!—-a’i-!—szI—...Q—f—-an

también termind; para cualquier b = f{a;) € Ba.
Es claro que cada elemento de B4 viene de uno y sélo un elemento de
AA.De la misma manera,
Bs"F Ap
es una biyeccién, y
Aw "5 B
también es una biyeccién, por lo tanto,
|44l =Ba| AlAg| = |Bs| A |Aco| A | Bl

IAA UABUA,OI = !BAUBBUBw!
~|Al=1B|. =
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4.3 Numeros cardinales

Definicién 29 Dos conjuntos cualgquiera A y B tienen el mismo nimero
cardinal si eziste una biyeccién entre elios.

Queda implicito que conjuntos equinumerocsos tienen el mismo nimero
cardinal. Para conjuntos finitos, podemos decir que el nimero cardinal de
un conjunto es el niimero de elementos en él. 'Y para conjuntos infinitos, como
principales casos tendremos los conjuntos equinumerosos a N y los conjuntos
equinumerosos a R. Cuyos sfmbolos para ambos nimeros cardinales infinitos
serdn:

Ro (alev 0) es el nimero cardinal de N.
R(alev) es el nimero cardinal de R.

Par el momento, decir que un conjunto tiene el nimero cardinal Ry sig-
nifica que el conjunto es equinumeroso a N (de la misma manera para R en
relacién a R).

Notacion:

Se usardn las letras griegas mintisculas x, A, i, ... para denotar mimeros
cardinales; y para conjuntos A y B las abreviaturas card A = card B y card
A=k

Obsérvese que todas las afirmaciones y resultados sobre los niimeros car-
dinales en esta seccién, son afirmaciones sobre biyecciones o inyecciones entre
conjuntos.

Deflnicién 30 Para conjuntos cualesquiera A y B, se dice que card A <
card B, 5 A es dominado por B, i.c. si eriste una funcidn inyectiva de A a
B.

Definiremos las operaciones sobre conjuntos conocidas en términos de
nimeros cardinales. Por ejemplo: La unién y el producto cartesiano. Primero,
consideraremos & los conjuntos finitos.

Dados dos conjuntos finitos cualesquiezra A y B con m y n elementos
respectivamente:
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Si AN B = 0, entonces A U B contiene m + n elementos.
A x B contiene mn elementos.
P(A) contiene 2™ elementos.

Resultados semejantes valen para conjuntos infinitos al extender las no-
ciones de suma, producto y potencia.

Teorema 24 Sean A, B,C y D conjuntos tales que A~ C y B ~ D. En-
tonces;

i)siANB=0yCND=0entonces AUB~CUD.
i) AxB~CxD.

Demostracién. Sean biyecciones
fJ:A—=CAg:B— D.
i}Seah: AUB — CUD tal que

M ={ ) wac s )

a) suponga que

(3z,y € AU B)(h(z) = h{y),
entonces

f(=) = f(y) v g(z) = 9(y),
pero por la inyectividad de f y de g,

T=yVz=y,

.. h es inyectiva.
b) Sea £ € C U D, entonces

reCvxeD,
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entonces, por la suprayectividad de f y de g,
(3ve AUB)(f(y) ==V g(y) = 2),
entonces /i es suprayectiva, entonces h es una biyeccidn,
SAUB~CUD.
iil)Seak: Ax B— C x D tal que
kz,y) = (f(z).9)) Az € ANy € B.

a) Suponga que

(Fw.z € A)(3y, z € B)(k(z,y) = k(w, 2)),

entonces
(), 9(v)) = (f(w), 9(2)),
entonces
f(z) = f(w) A gly) = 9(2),
y por la inyectividad de f y de g,
I=wAy=2z,
.. k es inyectiva.
b) Sea
(z.¥) €eCx D,

entonces, por la suprayectividad de f y de g,
(3w € ANz € B)(f(w) = z A gz) =),
entonces

(= 9) = (f(w),9(2)) = k(w, z),
.. k es suprayectiva.

.. k es una biyeccién.
SAXBA~CxD. wm
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Deflnicidn 31 Sean x y A dos nimervs cardinales:

i) La suma, s + A, es el nimero cardinal de AU B, donde Ay B son
conjuntos tales que card A=k, card B=Ay ANB =§.
ii) Bl producto, k), es el nimero cardinal de A x B, donde Ay B son
conjuntos cualesquiera con card A=K y card B = A.

Obsérvese que €l teorema 28 muestra que las nociones de suma y producto
estdn bien definidas independientemente de la eleccién de los conjuntos A y
B.

Para los nmimeros cardinales finitos, las operaciones de suma y producto
bajo esta definicién son las mismas que para los mimeros naturales. Pero
para los nimeros cardinales infinitos, las mismas operaciones dan resultados
distintos.

Teorema 25

i) (Vn € Z%)(n + Ro = Ro A il = Rg).
#4) Ro + Ro = Ro A Rty = Ro.

Demostracién. i) Sean A y B conjuntos tales que
card A=nAcard B=RAANB=0,

entonces,por el teorema 21, AU B es numerable,
y como B es infinito, AU B es infinito. Entonces, por definicién,

AUB ~N,
por lo que
card AUB =R,

snd N =N,.

Como B es infinito, A x B es infinito,
y por el teorema 22, A x B es numerable, entonces

card (A x B) = Ro,
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pero, por definicién,

card (A x B) = niy,

. nig = Ro.
ii) Sean A y B conjuntos tales que
card A=RoAcard B=NAANB =8,
entonces, por definicién
card AU B = Ry + Ry,

pero, AU B es infinito, y por el tecrema 21, es numerable,
entonces

card AU B = i,

S Ro+ R =R
Par otro lado,
card A X B = Wiy,

pero, A X B es infinito, y por el teorema 22, es numerable,
entonces

card A X B =Ny,
S RoNg=1Ny. &

Lema 1 Sean x,A y 4 nimeros cardinales infinitos tales que k < A, En-
tonces

K+pSA+pAnp <
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Demwstracién. Sean A, B y C conjuntos tales que
|Aj =& AlB|=AA|C|=pA|A|<|BIAANC=0=BnNC.
Entonces,
(3f : A— B)(f es inyectiva).

i) Deffnase g : AUC — BUC tal que
g(a)={f(a)’ siaGA}

a, siae C

Entonces g es inyectiva.

SE+p< A4
il) Deffnase g: Ax C — B x C tal que

g(a,5) = (f(a), b).
Entonces g es inyectiva.

SoEp S A,

SEFUS At pARp S Au u

Puede mostrarse, bajo un argumento derivado del Axioma de Eleccién,
que para todo n¥imero cardinal infinto x,

KK =K.

Una consecuencia de esto, es el siguiente teorema que muestra que la
adicién y multiplicacién de nimercs cardinales infinitos es trivial

Teorema 28 Sean x y A dos nimeros cardinales infinitos tales que k < .
Entonces

K+A=AAKRA= A
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Demostracién. Sean x y A dos mimeros cardinales infinitos tales que
k<A
i) Entonces

A<K+ASAFACIAS A=A

SEFA=A

ASKALAA

i

A

I
>

SORA

SEHFA=AARA=A B




Capitulo 5
APLICACIONES

5.1 Al Algebra
Aplicacién 1 Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, entonces
|Al < 1Bl V18| < |A].
Demostracién. Si
A=0AB#0VA£OAB=0VA=0=8B,
entonces

|A| < {B| v|B| < |A| v (|A] £ |B| A |B] < [A)).

- At <|Bl v {B| < |A].
Suponga que
A#£OAB#0.
Por e} Teorema de! Buen Orden, A y B pueden ser bien ordenados. Sea
Qz={fe:z— B:zC AA f es una funcién inyectiva}.
1 es no vacfo porque

£ : {min(A)} — B

91
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tal que
f(min{A)} = min(B)
es inyectiva,
L feEQAQ#£D.
Defnase 3 como:

fe3fyezCynfe= (R
Sea f: € (), entonces

zCzAf €= fo=(fo)
Entonces

V(f e W)(F 3 ).

-2 es reflexiva.
Suponga que
GG eQNf €N SHAKT L)
Entonces
fe= fae Ay = (Fw
Pero
3N 3f2>zCyAyCz=2z=y

Entonces

f:= ((fz)tv)!x = ((fr)iy)lv = fy

.3 es antisimétrica.

92
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Suponga que
L3003

entonces

rCyAyCzAfo=(fe Afu=(Fw-

zC 2A fo = ((fiwhe = o)y

entonces

35

.3 es transitiva.

Sea C una cadena cualquiera en {).
P. d. a) UC est4 bien definida.
b)

uC € Q.

¢) Si C es una cadena cualquiera,

(Vf)(fe€C = f3UC)
a) Sean

(z,y) € UC Az, z) € UC,
entonces

@f)EL)fi € C A f; € CAfi(z) =y A fi(z) = 2).

Entonces

H236GVvE3
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entonces
fi=f, V= Fy
entonces
fix) = f, (=) = fi(2) V fi(z) = fi, (2} = fi(=)-
Ly=z
b)
Dom(UC) = Dom(f,) U ... U Dom(f,).
Pero
(vi € I){Dom(fi) € A)-
. Dom(UC) € A.
Suponga que
(z,2) € UC A (y,2) € UC.
Entonces
BRYES)(f € CA f; € C A fi(z) = z = fi(y).
Pero
36V 3
entonces
fi= iV fi=fiy
entonces

fi(x) = f.fu(x) = f.’i(m) v f.‘l(z) = fiu(x) = fl'(x)'
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Entonces

fi(@) = ;) v fil=) = fily).

c) Sea fi € C, entonces

k = Dom(fi) € Dom(f,) U ... U Dom(f,) = Dom(UC).

.. k € Dom({UC).
Sea (z,) € fi, entonces (z,y) € UC. Entonces
(Vf)(V(z, 1)) (fe € C A (z,y) € fi = (z,y) € UC).

SRS e C = fi 3UC).
Entonces, por el Lema de Zorn,
(Yf)Efu)(fe € QA far € Q= fi 5 Fm)-
Pero
MCA=>MCAVM=A
Entonces
MCcA=B<A
Y como fis puede no ser biyectiva,
M=A=A<B.
S A€ |Bjv B <AL =
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5.1.1 A los espacios vectoriales
Aplicacién 2 Todo espacio vectorial tiene base.
Demostracién. Sea V un espacio vectorial y
F = {z C V : z es linealmente independiente},

entonces, F' estd ordenado bajo C;
sea C una cadenaen F. P. d.

uC € F.
Sean
U,y EUC AG,...8n ER,
tal que
avy + ... + 8oty =0,
entonces,

(3C1,....,Cm €C)(v1 € Cy,..., % ECr) Am <
como C C F es una cadena ordenada bajo C,
{C1,...Cn}

debe tener un elemento mayor bajo C. Sea C; el elemento mayor, entonces

C.COALSi<mAi#k,
entonces

V1, eeey Un € Ch,
pero Cy € F, entonces C; es linealment e independiente, entonces
G=a=..=0,=10,

entonces UC es linealmente independiente, entonces

UCe FACCUCVCEF,

entonces, por el Lema de Zorn, F tiene un elemento C-méximo,
i.e. un subconjunto lineatmente independiente méximo de V,
.~ V tiepe una base, &
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Aplicacién 8 Todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo
cardinal.

Demostracién. Sean A y B dos bases cualesquiera para V.
Considere el conjunto

Q= {{I,F.): I, CAAF, : I, » B es inyectiva A B\(F.(I.)) UL es . i.}.

Defina un orden 3 en {2 como:

o ) (I F) & LCI, AR =F,,.

- Muestre que £ es no vacfo, que 3 es un orden parcial y que
toda cadena en ) estd acotada superiormente.
Aplique el Lema de Zorn a Q2. Concluya. ®

Aplicacién 4 El cardinal de un espacio vectorial V es el mdézimo entre el
cardinal de su campo F y la dimension del espacio V. i.e.
|Vi| = max(|Fl, dim(V)).
Demostracién.
[Vel = card{f : §— F : (3z € A)(f(z) = O}

Donde /3 es una base para V y, como sabemos, |3| = dimV.
Pero

{f:8-F:(AzeB)f(z)=0)} =
{f:8—-F:(3zepf)(f(z)=0)}U
{f:B-F:(QzeBByep)flz)=0=fly)rz#y}U..
{f:8- F: (3 e p)f(z) #0)}.

Sean n € w A k y A dos mimeros cardinales infinitos tales que x < A.

Entonces:
)Si|Fl=nA|B8=x,

card{f: 8+ F:(3z € B)(f(z) =0)} =k +r’+ ..+ 5" =
K+k+..+e=(n-1)k==x
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i) Si |F| = kA 8] = m,

card{f: B F: (Ax e B)(f(z) =0} =n+n’+ . .n"24n"'=
n+nl+.+n"+n"=n+n’+ .. +x+x=c+mr=rx Paraalginmew.

i) Si [F] =k A 18] = A,

card{f: 8= F:(Ar € B)(f(x) =0)} = A4+ A2 4+ ...+ X1 =
A2+ X e A e A L XA X =
nA+mA= A+ A=) Paraalgunos m,n € w.

i) Si [F| = AN A = &,

card{f: B> F:(3z € f)(f(z) =)} =k + K + .. + K2+ ¥ =
K+K+..+r+t=nc+mA=x+r=\

. |Vl =méx(|F|,dim(V}). @

5.1.2 A la Teorfa de Grupos

Definicién 32 Un grupo (G, «) es un conjunto G, junto con una operacion
binaria en G, tal que:

i} La operacion binaria * es asociativa.
B (VzeG)BecG) 3 eGesz=zre=eAzxzd’ =2 sz =¢)

Definicién 33 Un subconjunto no vacfo H de un grupo (G, *} es un sub-
grupo de G 8t

(ec HYA
(Vr,ye H)(Ar' e H)(exz=zre=eAzxz' =2'xz=eAzsyc H).

Y se denota H < G.

Definicién 34 Un grupe G es abeliano si su operacion binaria » es con-
mutaliva.

Definicién 385 Un grupo abeliano libre G es un grupo abeliano que contiene
a una base X para G.
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Definicién 36 Un subgrupo H de un grupo G es un subgrupo normal de G
8

(Vg € G)(g"'Hg = H).
i.e. si H permanece invariante bajo todo automorfismo interno de G.

Teorema 27 (Segundo Teorema de Isomorfismos) Si N y T son sub-
grupos de G y N es normal, entonces NNT es normalen T y

T/(NNT)= (N +T)/NB

Lema 2 Sea {Ay : k € K} una familia de subgrupos de un grupo G. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

G Y A
_ kEK
ii) Todo g € G puede ser expresado de manera (nica en la forma

g= ZG{;.

keK

G={|JAa) A(vie K)(4;n (A =0)."
kK k#j

Donde {z) es el grupo generado por z.
Corolario 4 Si H < G y G/H es abeliano libre, enlonces
G=Ho K"
Donde
K<GAK2G/HD

Aplicacién 5 Todo subgrupo H de un grupo abeliano lkibre G es abeliano
libre.
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Demostracién. Sea {x) : k € K’} una base para F.
Donde K es un conjunto fndice bien ordenado. Deffnase

Fy=(z;:j<k)AFp=(z;:j < k) = FL & (), (Vk € K);

y
t=HOF,AH,=HNF,.
Obsérvese que
F =UF; A H = UH;.
Entonces

r=HNF,=H.nF,
entonces, por el Segundo Teorema de [somorfismos,
Hy/H, = H/(H OFR) = (He+ R)/ R < B/ =1
Entonces, por el corolario,

Hk=ff;VHk=HL@(2k).
F = UF,.
F(h)=min(k: k€ KAh€ F).
Sea H* el subgrupo generado por todas las hy. P. d.

H*=H,

j=mm{f(h):he HAh ¢ H*}

100
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Tomese k7 € H tal que
W)=
Entonces
hie HOFj,
entonces

ht=a+mhjhac HiAmeZ,
Asi,

a=ht—mh;e Hha ¢ H*A fla) < 5,\.

S H=H

Por el lema 1, queda por demostrar que las combinaciones lineales
de h; son unicas. Es suficiente con demostrar que

myhg, + .o mphe, =02 my=0.
Donde
k< ... < k.
Entonces
muphi, € (h) N H), =0,
.. H es libre abeliano, =

5.1.3 A la Teorfa de Anillos

Definicién 37 Un anillo (N, +,*) es un conjunto N, junio con dos opera-
ciones binarias + y *, tal que:

i) {N, +) es un grupo abeliano.
ii) » es asociativa.
iii) (Vz,y,z € N){z*(y+2) = (zry)+ (z*2)A (2 4y} ez = (z+2)+(y*2).
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Definicién 38 Un ideal es un subgrupo aditivo (N, +)} de un anillo R que
satisface

rNCNANrCN.

Definicién 39 Los muiltiplos az de un elemento z forman un ideal princi-
pal.

Se denota (z).
Definicién 40 Un ideal mdximo de un anillo R es un ideal M diferente de

R tal que no eziste ningiin ideal propio N de R que contenga propiamente a
M.

Teorema 28 Todo anillo A # 0 tiene al menos un ideal mdzimo. ™

Aplicacién 8 Todo ideal a # (1) de un anillo A estd incluido en un ideal
mdzimo,

Demostracién. Sea
E={aC A:aesunideal Aa # (1)}.

Entonces C es un orden para .
¥ es no vacfo porque el ideal 0 € . Sea

C = {&1, aesy Gg}
una cadena de ideales cualquiera en I. Por definicién de cadena,

(a.-(_iajVa,-ga.-)AlsiSjsk.

Como

(vn € {1,...k})an € EC A),
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entonces
nL:JIQn CECA
entonces
BCA
Y si
re€ffAYyEA,
entonces
re€amAme{l,..,k}
Pero
zTY € Qpy,
entonces
zy € 3.
De manera trivial,
0eg.

. 3 es un ideal de A.

Y 1 ¢ 3 porque
(¥n € {1,... k})(1 ¢ an).
S BEEL.
Y como
(VC C ) B cC),

entonces 3 es una cota superior para X en E.
Entonces, por €] Lema de Zorn, ¥ tiene un elemento méximo.
- (¥a € A)(3m C A)(c es un ideal = m es unideal A m # {I)Aa S m).
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5.1.4 A la Teorfa de Campos

Definicién 41 Un anilio con unitario R es un anillo con identidad multi-
plicativa [ tal que

(Vz € R)(lz = z1 = z).

Definicién 42 Un elemento u en un anillo con unitaric R es una unidad
si eziste u/ € R tal que

un/ = 1.

Definicién 43 Un anillo con division R es un anillo con unitario tal que
todo elemento distinto de cero es una unidad.

Definicion 44 Un campo F es un anillo conmutativo con division.

Definicién 45 Fiz] es el conjunto de todos los polinomios en x sobre un
campo F.

Deflnicién 46 Un polinomio no constante f(z) € Flz] es irreducible sobre
F si f(z) no puede expresarse como producto g(z)h(z) de dos polinomios
g(z) y h{z) en F[z], ambos de grado menor que f(z).

Deflnicién 47 Un campo E es un campo de extension de F si F < E.

Definicién 48 Un elemento a de un campo de extension E de un campo
F es algebraico sobre F si

37() € Flz)(f(z) #0A f(@) =0).
De lo contrario, es trascendente sobre F.

Definicién 49 Un polinomio mdnico es un polinomio con el coeficiente de
la potencia mayor de z igual a 1.

Definicién 50 El polinomio irreducible para o sobre F es el polinomio
mdnico para o sobre F.

Y se denota irr(a, F).




CAPITULO 5. APLICACIONES 105

Deflnicién 51 E! grado de irr{a, F} es el grado de a sobre F.
Y se denota grad(a, F).

Definicién 52 Un campo de extension E de un campo F es una eztension
algebraica de F si todo elemento en E es algebraico sobre F.

Definicién 53 Un campo F' estd algebraicamente cerrado si todo polinomio
no constante en F|z] tiene algiin cero en F.

Teorema 29 Sea E un campo de extension de F y sea a € E algebraico
sobre F. Si grad(a,F) = n, entonces F(o) es un espacio vectorial n-
dimensional sobre F' con base {1,a, ...,a™ '}.Mds ain, todo elemento § €
F(a) es algebraico sobre F y grad{3, F) < grad(c, F)B

Teorema 30 Sea E una extension algebraica de un campo F. Entonces
existe un mimero finito de elementos i, .., ay tal que E = F(ay,..,0n) siy
s6lo si E es un espacio vectorial de dimension finita sobre F, i.e. siy sdlo
5 E es una extension finita de F.1

Teorema 31 Si E es un campo de extension finita de un campo F y K es
un campo de extension finita de E, entonces K es una extensidn finita de
FB

Teorema 32 Un campo de extensidn finita E de un campo F' es un extensidn
algebraica F.°

Definicién 54 Una cerradura algebraica de un campo F es una criension
algebraica F'! que esté algebraicamente cerrada.

Aplicacién 7 Todo campo F tiene una cerradura algebraica F¥.
Demostracién. Sea
A={wy, : f € Flz] A flwy,) =0Ai € {1,.., (grado de f)}}.

i.e. A tiene un elemento para todo 0 posible de cualquier f(z) € Flz].
Sea Q tal que

AUFC
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Considérense todos los campos posibles que sean extensiones
algebraicas de F' y que como conjuntos, consten de elementos de 2.
Una de dichas extensiones es F' mismo.

Si E es cualquier campo de extensién de F|

y si v € E es un cero de f(z) € Fiz|, donde

v € F Agrad(v, F) = n,
entonces, redenominando 4 como w para
wERAwEF,
y & los elementos
g0+ ary + ..+ Gaut?™!

de F(~) como distintos elementos de (2,
conforme a; varfa sobre F,podemos considerar F'(-)
como un campo de extensién algebraica F(w) de F tal que

Fw)C QA fw)=0.

El conjunto §? tiene elementos suficientes para formar F(w), pues )
tiene mds que elementos suficientes para proporcionar n ceros diferentes
para cada elemento de cada grado n en cualquier subconjunto de Fz].
Todos los campos de extensién algebraica E; de F con E; C €,

forman un conjunto

S={Ej2jEJ}

parcialmente ordenado bajo la inclusién usual de subcampos.

F mismo es un elemento de S.

Lo anterior muestra que si F est4 lejos de ser algebraicamente cerrado,
habré muchos campos E; en S. Sea

T= {E.fk}
una cadena cualquiera en S y sea

W = ?Ej,‘.
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P. d. W es un campo. Sean a, 8 € W. Entonces
(annEj-z € S)(a € Ejl ABE E.‘iz)-
Como T es una cadena.,
EJ': < Ejz v Ejz < EJ:'

Sin pérdida de generalidad, suponga que

Eju < Ejz'
Entonces

aiﬁ € Ejz'

Usamos las operaciones de E,

para definir la suina de a y 8 en W como (a + ) € E;,,
y asf mismo, el producto come (af) € E;,.

Estas operaciones estdn bien definidas en W

son independientes de la seleccion de E;, < Ej;.

Porque si E;, para E;, en T, entonces

E;, < E;,VE; < Ej,

Asf, tenemos definidas cn W las operaciones de suma y multiplicacién.
Todos los axiomas de campo para W bajo estas operaciones se siguen
del hecho de que estas operaciones se definieron en términos de suma

y multiplicacion en campos. Asf, por ejemplo, 1 € F girve como identidad
multiplicactiva en W ya que

VMaeW)lacE;, 2> la=c€E;,)=>1la=acW,

por definicién de multiplicacién en W.

Para verificar las leyes distributivas:

Sean a, 3,7 € W. Como T es una cadena, podemos encontrar algdn
campo en T que contenga los tres elementos a, 8 y v,

¥ en este campo se cumplan las leyes distributivas para a, 8 y 7.
Entonces, las leyes distributivas se cumplen en W.

. W es un campo.
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Y por construccion,
(VE;, € TIE;, < W).
Pero
a€ W = (3E;, € T)a € E},),

entonces a es algebraica sobre F.

Entonces W es una extensién algebraica de F,

entonces W € Sy W es una cota superior para T.

Por lo tanto, se satisface la hip6tesis del Lema de Zorn,
entonces existe algiin elemento méximo Fr € S.
Afirmamos que F7/ estd algebraicamente cerrado.

Sea f(x) € Fz], donde f(x) ¢ F.

Suponga que f(z) no tiene ceros en F.

Como (2 tiene muchos méds elementos que F,

podemos tomar w €  donde w ¢ F¥,

y formar un campo Fr(w) C Q con w un cero de f(z),
come vimos al principio de la demosracion.

Sca 8 € F'(w). Entonces por el teorema 28, 3 es un cero del polinomio

g(z) = ag + a1z + ... + apr”

en Fifz] con a; € F', y por lo tanto «; es algebraico sobre F.
Entonces, por el teorema 29,

Flay, .., a,)

es una extensién finita de F,
y como 3 es algebraico sobre Fi(ay, .., an),

F(O-’h o1 Ctn, 3)

es una extensién finita sobre F(a, .., o).
Entonces, por el teorema 30,

F(ali ooy Oy 16)

es una extension finita de #'. Entonces, por el teorema 31,
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3 es algebraico sobre F. Entonces
Frw)e SAF' < F{w),L

Porque F/ es un méximo en S.
Entonces f(z) debe tener algiin cero en FY,
.. Fr est4 cerrado algebraicamente. @
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