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Introduccion

Durante dos mil aios los matem4ticos intentaron deducir el quinto pos-
tulado de Euclides a partir de los otros cuatro; el famoso “Postulado
de las Paralelas” establece en su forma original, “que si una recta corta
a dos rectas {en un mismo plano) y la suma de los dngulos interiores
es menor que la suma de dos dngulos rectos, esas rectas, prolongadas
indefinidamente, se intersecan” y, en una interpretacién (equivalente)
mds comin que “dada una recta en un plano y un punto fuera de ella,
existe una iinica recta que pasa por el punto y que es paralela a la recta
original”.

La historia del Postulado V estd llena de tropiezos y de grandes
descubrimientos. Casi ninguno de los grandes matemadticos posteriores
a Buclides se resistid a explorar el problema de demostrar que podia
obtenerse de los otros cuatro, lo que dié lugar a un sinndmero de in-
tentos de prueba {varias de ellas ingeniosisimas) cuya validez caia al
cabo de algin tiempo: el error comin se debid a la enorme variedad
de formas equivalentes que tiene el postulado, y que llegaban a veces a
alejarse de la expresién que formuld Euclides.

Algunos mateméticos del sigo XVII establecieron ideas interesantes.
En particular, Girolamo Saccheri formuld ideas que quizas fueron las
primeras a las que se les podria llamar “no euclidianas”: aventurd al-
gunas consecuencias de que el resultado no fuera clerto, y en esta linea
trabajaron otros mas, sin embargo, todo el pensamiento matematico
era aun (y lo fué hasta dos siglos mds tarde) desarrollado en torno a
los principios euclidianos.

Comenzaba empero a estudiarse con mas seriedad la posibilidad de
gue los Elementos de Euclides no fueran un sistema de geometrfa nece-
sario y tnico. El mismo Gauss adopta un punto de vista mas firme:
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la concepcién de la geometria no euclidiana ya es para él clara, sin
embargo, se resiste a publicar sus resultados, inseguro muy probable-
mente de que sus ideas fueran lo suficientemente razonables, a pesar de
la posicién privilegiada de autoridad que gozaba el genio alemén.

En 1829 un matemdatico ruso de nombre Nicolai Ivanovitch Lobat-
chewsky, rector de la Universidad de Kazdn en Moscii, presenté el tra-
bajo “Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallelinien” que
no era otra tentativa en la demostracién, sino una nueva presentacién
rigurosa. de toda la teoria de las paralelas. En su trabajo expone quince
proposiciones fundamentales de la geometria “absoluta” (la que es in-
dependiente del quinto postulado} y define un plano en el que una recta
puede tener una infinidad de paralelas; luego establece los razonamien-
tos que lo conducen a la geometria no euclidiana.

No fueron pocos los que criticaron su trabajo, tachdndolo incluso de
absurdo ¢ incomprensible. Al crear su nueva geometria, el matemdtico
ruso debia probar de algiin modo que no existian contradicciones en los
resultados obtenidos con la teoria descubierta. El trabajo posterior de
Beltrami resulté fundamental en este sentido.

Eugenio Beltrami descubrié que en el espacio euclidiano existen su-
perficies en las cuales funciona la geometria de Lobatchewsky, a las que
llamé seudoesféricas y que en ahora conocemos como aquellas de cur-
vatura constante negativa. El problema de no contradiccién consistié
entonces en encontrar una superficie adecuada para realizar un modelo
completo de la geometria de Lobatchewsky, es decir, una seudoesfera,
donde los resultados que el ruso fundamenté se representaran por com-
pleto. La solucién a este problema se realizo gracias a las ideas de tres
grandes gedmetras: Beltrami, Riemann y Klein. Bernhard Riemann es-
tablecié los fundamentos para definir geometrias en cualquier conjunto
dotado de una métrica (lo que ahora conocemos como variedades rie-
mannianas). Tales espacios segin su curvatura producian tres tipos de
geometrias: elfpticas (con curvatura positiva), hiperbdlicas (curvatura
negativa) y parabdlicas (curvatura cero). Esta 1iltima es precisamente,
la geometria euclidiana, y la hiperbélica, es la de Lobatchewsky.

Beltrami inventd una interpretacion del plano hiperbélico en un cir-
culo euclidiano; el trabajo lo concluyd Felix Klein, y més tarde, Henri



Introduccidn 3

Poincaré construyé un modelo que funciona igual que el plano eucli-
diano. Una parte importante en el estudio de las geometrias son los
movimientos del espacio en el que se definen, es decir el cenjunto de
transformaciones del espacio que forman un grupo y en relacién a es-
tas, Jos elementos de la geometria que resultan invariantes. Klein fué
¢l primero en resaltar este punto de vista: en su “Programa de Er-
langen” sefiala que lo esencial para construir una geometria es de-
terminar el conjunto de puntos de la geometria y el grupo de trans-
formaciones geométricas (isometrias) del conjunto; éstas definiran la
geometria propiamente dicha, es decir, la caracterizardn para diferen-
ciarla de cualquier otra geometria susceptible de construirse en el mismo
conjunto. La geometria debers concentrarse en el estudio de los objetos
invariantes del grupo de transformaciones. En este sentido, Sophus Lie
mostré que s6lo tres grupos de transformaciones cumplen ser transi-
tivas (es decir, que cada punto del espacio puede transformarse bajo
algin elemento del grupo en cualquier otro punto del mismo), y dejar
invariante la métrica. Estos grupos conducen a los sistemas métricos de
Euclides, Lobatchewsky y Riemann, de modo que solo son posibles tres
sisternas de geometria métrica fundados en el movimiento: la euclidana,
la hiperbdlica y la eliptica.

La geometria hiperbdlica permitié la creacion, entre 1881 y 1884 de
la teoria de funciones automorfas construida por Poincaré. In~pirado en
un articulo de L. Fuchs sobre ecuaciones diferenciales, definié las fun-
ciones de Fuchs como aquellas de la forma T'(z) = Sjig, con a,b,c,d €
E y descubrié que dichas funciones coincidian con los movimientos de
la geometria no euclidiana, y es asi como se inicid el estudio de las
isometrias del espacio hiperbélico que trataremos en este trabajo, a
partir de las cuales definiremos los grupos Fuchsianos, que son los sub-

grupos discretos de dichas isometrias.

Sobre estas bases histéricas iniciamos la tesis. Lo que hasta ahora
hemos referido corresponde apenas a la primera mitad del trabajo. El
desarrollo de las geometrias no euclidianas ha crecido enormemente,
pero no queremos exponer algunos de esos resultados sin dar a la
creacién de la geometria hiperbdlica el lugar que merece; sin duda uno
de los capitulos mds emocionantes del pensamiento matemadtico.

A continuacién resumimos el contenido del trabajo.
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El abjetivo del primer capitulo es dar un panorama general de los
automorfismos (biyecciones holomorfas) del plano complejo extendido,
aunque en el trabajo posterior nos restringiremos a los automorfis-
mos del semiplano superior. Iniciamos defintendo la esfera de Rie-
mamn % = CU {oo} via la proyeccién estercogrifica de la esfera §?
en CU {oo} y enunciamos algunos resultados basicos sobre funciones
analfticas definidas en . Para describir a los automorfismos de X, los
identificaremos con el grupo cociente de matrices de PSL(2,C) o grupo
de Mdbius, obscrvando brevemente su accién geométrica (en particular
sobre circulos de X) y finalmente haremos una clasificacién de dichas
transformaciones en relacién a la traza de la matriz que tienen asociada.

El capitulo 2 se basa en resultados sobre geometria hiperbdlica. Uti-
lizaremos dos modelos de ésta geometria: el modelo de Poincaré del
disco unitario (I3) y el modelo del semiplano superior (U). En el estu-
dio de los grupos Fuchsianos que viene después requerimos usar ambos,
de mado que en este capitulo fundamentamos la transicién de un mo-
delo a otro mediante la transformacién de Cayley. De manera, andloga,
a la primera parte obtendremos la forma de los automorfismos de I/
identificAndolos con el grupo de matrices PSL(2, R).

La parte medular de este capitulo es utilizar la métrica hiperbélica,
para definir lineas, y luego 4rea de figuras (poligonos en particular)
y obtener algunas de las propiedades mds ttiles para después estu-
diar la accién de grupos de transformaciones en regiones parecidas a
estos poligonos. Veremos que el 4rea hiperbélica es invariante bajo
transformaciones de PSL(2,R) y AutD. Incluimos una, parte sobre
trigonometria hiperbélica en donde definimos ol dngulo de paralelismo,
que es uno de los puntos de partida en e] trabajo de Lobatchewsky al
desarrollar la geometria no euclidiana.

En el tercer capitulo definiremos a un grupo Fuchsiane como un
subgrupo discreto de PSL(2,R). Los grupos Fuchsianos actiian propi-
amente discontinuamente en U, lo que resulta una propiedad més débil
que la accidn discontinua. Ademds hay una caracterizaciéon muy 1itil: un
subgrupo de PSL(2,R) es Fuchsiano si y s6lo si la drbita de cualquier
punto en el espacio bajo ol grupo es un conjunto discreto en el espacio.
Esto permitird mds adelante estudiar a las regiones fundamentales. Fl
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capitulo contiene estos resultados y otras propiedades algebriicas de
los grupos Fuchsianos, por ejemplo, identificaremos sus centralizadores
y sus normalizadores, y a partir de estos obtendremos resultados sobre
grupos Fuchsianos ciclicos. Finalmente analizaremos los grupos elemen-
tales, que son aquellos que tienen una 6rbita finita. La parte central del
capitulo es demostrar la desigualdad de Jorgensen, que nos llevard a
otra caracterizacién de los grupos Fuchsianos en términos del conmu-
tador de dos transformaciones del grupo.

Nos referimos a las regiones fundamentales en el capitulo 3. Estas se
definen como regiones de If o D con la propiedad de que sus imégenes
bajo la accién de un grupo Fuchsiano I' producen una teselacién del

espacio.(ver Figura 1)

FIGURA 1. En el siglo XX el artista alemdn M.C.Escher utilizé el modelo de
Poincaré en una serie de dibujos. Uno en particular, el “Circulo lfmite IXI” muestra a
peces que nadan a través de arcos circulares similares a lineas hiperbélicas. Aunque
no son estrictamente lfneas (pues no intersectan a la frontera ortogonalmente) ésta
ldmina es similar también a la teselacién que se produce con un tridngulo hiperbélico
como regién fundamental.

Estudiaremos dos tipos particulares: las regiones de Dirichlet (des-
critas como el conjunto de puntos que estdn més cercanos a un punto
fijo que cualquiera de sus imdgenes) y las regiones de Ford definidas
a partir de los circulos isométricos de las transformaciones del grupo.
En el iltimo capftulo obtendremos una interesante férmula que cal-
cula el drea de una regién fundamental a partir de ciertos elementos.
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Para construir el camino que lleva a dicha férmula demostraremos que
el espacio cociente U//I" es una superficie de Riemann, de forma que
podemos asociarle a ' el género de la superficie. Veremos también que
los vértices de una region de Dirichlet se identifican formando clases
de congruencia a las que llamaremos ciclos. E]l orden de los ciclos y
el género de la superficie son los elementos que se requieren para la
férmula que mencionamos. Finalmente, demostramos que las superfi-
cies U/T' y F/I' son homemorfas, donde F es una regién fundamental
deT.

El capitulo cinco trata sobre algunos grupos Fuchsianos cspeciales.
Los grupos geométricamente finitos son aquellos que tienen una regién
fundamental con un nimero finito de lados. Veremos que es suficiente
que I’ tenga una regién fundamental de drea finita para que esta con-
dicién se cumpla. Cuando la superficie U/T" es compacta, a I’ se le
llama un grupo cocompacto. Estudiaremos estos grupos en la segunda
seccion. Al conjunto {g,m1,ma2...,m;} donde g es el género de U/T" y
los m; son los érdenes de los ciclos de I se le llama signatura del grupo
I'. Demostraremos que si F' es regién fundamental de T" y el drea de su
frontera es cero, entonces

1

drea(F) = 2n{2(g — 1) + zr:(l o

i=1

)]

Aiin mds, bajo ciertas condiciones para g,7 y m; se puede probar la
existencia de un grupo Fuchsiano con signatura {g, my, ms...,m,}. Una
clase de grupos Fuchsianos cuya geometria resulta muy atractiva son
los generados por reflexioncs (en poligonos); en particular estudiare-
mos los grupos triangulares. Obtendremos una cota para el drea de F
silf /T es compacta y veremos que el caso cuando el 4rea es igual a esta
cota implica que I' es triangular. Definiremos también los grupos Fuch-
sianos del Primer Tipo como aquellos cuyo conjunto limite (el conjunto
de puntos limites de sucesiones 7}, (2) que convergen) es precisamente
R U {oc}. El resultade importante es que un grupo geométricamente
finito y del Primer Tipo tiene una regién fundamental de irea finita.
Finalmente revisaremos los grupos finitamente generados mostrando
que éstos grupos son también geométricamente finitos.



1 Transformaciones de Mobius

1.1 Esfera de Riemann

Consideremos la esfera unitaria de R3
§? = {(z1,22,73) € w3 a:% + iE% +.'1:§ =1}

y el plano z3 = 0 al que identificamos con C.
El centro de §2 coincide con el origen en C. Al punto N = (0,0,1)
lo llarmamos el polo norte de $2.

Para cada punto Q = {(z1,%2,z3) # N tomemos la recta que une Q
con N y sea P la interseccién de esta recta con el plano C.

A la funcién

7S\ (N} = C

Qw— P

le llamamos la proyeccidn estereografica desde N. La funcién 7 es un
homeomorfismo entre $2\ {N} y C. Para ello, sea P = (z,y,0) donde
z=x+1iy € T
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Como N, y P son colineales, tenemos por la semejanza de los
tridngulos

AOzP ~ A0z,

AOPy ~ AOQx,
AOPN =~ AzsQN
las relaciones :
z oy 1
Y - ] - i—- T3
Ty T
De d : = ==
e donde T i Y Ty
Asi, 7 estd definida por
Tt &

eC

w(@1, T, 03) = T+ iy = T

Ademis como g% + 22 + £% = 1, tenemos que:

2
1 -z

2+t +1=

asi que la inversa 771 : C — §?\ {N} queda definida por

2z 2y T |

-1 ) —
d (m+zy)_(m2+y2+1’m2+y2+1’m2+y2+1

) (1.1)

Ambas expresiones muestran que 7 y 7~ son continuas, de tal forma
que 7w es un homeomorfismo, Ahora podemos introducir el simbolo oo
para el punto que le corresponderia a la proyeccion estereografica e-
valuada cn ¢l punto N. Asi definimos #{N') = o0o. Entonces, hay una
biyeccion:

7:8% - CU {co}.

Una ventaja al introducir este simholo ¢s que nos permite tener un
mayor niimero de sucesiones convergentes: por ejemplo las sucesiones no



1. Transformaciones de Mdbius 9

acotadas de C. A CU{oco} lo denotamos también como I y le llamamos
el plano complejo extendido. Este nuevo concepto nos permitird tratar
indistintamente las propiedades topoldgicas de X en §2. A ello se debe
que ¥ también reciba el nombre de Esfera de Riemann.

Definimos una topologia en 5 de forma natural: un conjunto abierto
en ¥ es la imagen bajo la proyeccién estereogrifica de un conjunto
abierto en 8% (con la topologia heredada de R3). Asf que los puntos
distintos de oo tienen vecindades idénticas a las que tienen vistos como
puntos de C, y sélo debemos ver que pasa con las vecindades de oo.
Como deciamos el oo es el limite de sucesiones de C que no estdn
acotadas, lo que se traduce en que una vecindad de oo debe ser el
complemento de un compacto. Es decir, los abiertos de ¥ pueden ser
de dos tipos, los abiertos usuales de C y los conjuntos de la forma
(C\ K) U {oo} donde K es cualquier compacto de C. Definiendo ésta
topologfa en T resulta que 7 es un homeomorfismo y que ¥ es un espacio
topolégico compacto. Una propiedad que caracteriza a los compactos
en un espacio métrico es que toda sucesién tiene una subsucesion que
converge en él. Para que este resultado sea vélido en X necesitamos ver
a ¥ como un espacio métrico. Para ello, introducimos la métrica cordal
definida para z1,2; € & por:

de(z1,22) = |41 — 22|

donde 7, = 7 (%) y || - || es la norma euclidiana en R*. Es ficil com-
probar que

2|71~ 22|

delzn, 22} = { VIRPVIHAE
V1t

La topologia que induce esta métrica coincide con la topologia que
hemos definido en £. De esta forma, por la propiedad que mencionamos
anteriormente, toda sucesién en ¥ contiene una subsucesién conver-
gente. Se sigue que, la topologia inducida en C (por medio de la in-
clusién en I) coincide con la topologia usual de C.

Para hacer andlisis y cdlculo complejo en ¥ es decir, hablar de fun-
ciones analiticas o meromorfas en oo nos auxiliaremos de la funcién
J : & = ¥ definida por J(z) = % para z € C\ {0} y por J(0) =00 y

siz, 2 € C

8l z9 = 00
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J{o0) = 0, resulta que J es una biyeccién con J~! = J. En la esfora
S2, J tiene una interpretacion geométrica interesante, via la proyeccmn
estereografica n, J induce en $? la transformacion J = 7~ lo Jo 7
§? s §2 dada por J(Cﬂi,mg,a’,‘g) = (z1, -T2, —%3) que es una rotacién
de la esfera de un &ngulo de 180 grados alrededor del eje .

1.1. Definicién. Decimos que una funcién f : D C £ -3 8 definida
en una vecindad D del oo es continua, analitica, meromorfa, etcétera
en 0o, 8i la funcién f o J tiene la propiedad correspondiente en cero.

1.2. Teorema. (Teorema de continuided analitica). Sea f analitica en
una region (es decir, un conjunto abierto y conexo) R de 3. Si f tiene
una sucesion de ceros {z,} en R, cuyo limite 2* = limp_y0oza estd en
R enlonces f =0 en R.

Demostracién:

El teorema de continuacién analitica desde luego funciona para regiones
en C, asi ¢l caso en que 2* # 00 y el oo ¢ R asumiremos ! que estd
probado. 8i 2* # 00, y co € B entonces f se anula en una vecindad de
00. Por continuidad, f(oo} = 0 y entonces f =0 en R.

Supongamos entonces que 2* = oo y que para un nimero infinito de
zny f(zs) # 0. Sea R = R\ {0}. Entonces f es analitica en R luego
foJ es analitica en R* = {1 : 2 € R} y se anula en los Z Como

% — 0 € R* entonces

(fod)(z2)=0 Vee R
@f(%)mo Vze R*

e fl2)=0 VzeR

Como R = R\ {0} entonces si 0 ¢ R tenemos que R = R y queda
demostrado, si 0 € R entonces f = 0 en una vecindad de 0, y por
continuidad, f = 0 en R.

O

1.3. Corolario. Una funcidn meromorfa no constante f * ¥ — &
tome une valor ¢ € L sdlo un nidmero finito de veces, contendo multi-
plicidades.

"Ver por ejemplo Marsden, J. 1973 Basic complex analysis. pg. 307.
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Demostracién:
Sea z € ¥ con f{z) = c¢. Entonces existe una vecindad V' de z tal que
paraw € V\ {z}, f(w) # c. Enefecto sic =00, zesun polo de f siy
s6lo si z es cero de J o f, esta funcién no es constante y es meromorfa,
luego tiene ceros aislados y entonces z es un polo aislado de f. Si ¢ # oo,
la funcién f{z) — c tiene ceros aislados. Por ser X compacto, solamente
podemos encontrar un nimero finito V,, V5,, ..., V;, de tales vecindades
de & de tal forma que f~1{c) = {#,... ,2}. Como f es meromorfa,
la solucién f(z) = ¢ tiene multiplicidad finita, de donde se concluye el
resultado.

(]
1.4. Definicidn. Una funcidn f es racional si es de la forma f(z) =
f;g; donde p y ¢ son polinomios coprimos con coeficientes complejos y
g no es la funcidén cero. En este caso, f define una funcién de £ en %
al tomar f(z} = i.iinzf(w) cuando z es un cero de ¢{z) 0 z = cc.

1.5. Teorema. Una funcidn f : & — X es racional si y sélo si es
meromorfa en ¥,

Demostracién:

Sif(z) = %{(:—g es una funcién racional entonces f es claramente analitica
en z # oo y cuando ¢(z) # 0. En un cero de ¢(z), f tendrd un polo
de orden igual a la multiplicidad del cero de ¢(2) y en 2 = o0, f serd
analftica si grad(p) < grad(q) y tendrd un polo si grad(p) > grad(q).
En cualquier caso, f es meromorfa en I,

Reciprocamente si f es meromorfa en ¥ por el corolario anterior, f
tendra un nimero finito de polos en C, digamos que estos son 8y,... , 3,
con érdenes ki, ..., k. Entonces,

9(2) = (z = B (2 = Bo) ... (2 — B,)* £(2)

es analitica en C por lo que tiene un desarrollo de Taylor alrededor del
CEero:

oo
glz) = Zakzk YzeC
k=0

Como g es meromorfa en co (ya que f lo es) tenemos que

(go )z} =ap+arz™! + ...
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es meromorfa en 0; asf, a; = 0 para § > m para alguna m € N por
lo que g es un polinomio y entonces,

_ 9(z)
O = R G—mE G =B

es una funcion racional.

0

1.6, Definicién. Si f(z) =L (j) es una funcién racional con p, ¢ poli-
nomios coprimos, se define el grado de f como,

grad(f) = max{grad(p), grad(q)}.

1.7, Teorema. Si f : ¥ -» X es una funcién racional con grad(f) =
d > 0 entonces f toma cada valor ¢ € ¥ exactamente d veces, contando
multiplicidades.

Demostracién:

Sgpongamos que f(z) = "-;{—3- con p, g coprimos. Primero tomemos ¢ =
oo. Entonces, para z € C tenemos que f(z) = oo si y sélo si g(z) = 0.
Por el Teorema fundamental del dlgebra esta ecuacién tiene grad(g)
soluciones contando multiplicidades. Si grad(p) < grad(g) entonces
estas raices son los tinicos polos de f. Si grad(p) > grad(q) entonces
J tiene adicionalmente un polo en oo de orden grad(p) — grad(q). En
cualquier caso el nimero de soluciones de f(z) = oo es grad(f) =
max{grad(p}, grad(q)}.

Ahora supongamos que ¢ # oo . Como grad(f) = d > 0 tenemos que f
no es idénticamente igual a ¢, por lo que

1 g(2)
99 = T % T 5~ aale)

es una funcién racional, ademds las soluciones de f{z) = ¢, son exac-
tamente los polos de g(2) que por el argumento anterior son grad(g)
contando multiplicidades. Desde luego ¢(z) y p(2) — cq{#) son coprimos
{dado que p y ¢ lo son), y como sabemos gue:

grad(g) = max{grad(q), grad(p — cq)} =
= max{grad(p), grad(q)} = grad(f)

tenemos completa la demostracion.
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1.2 Transformaciones de Mobius

Ahora estudiaremos los automorfismos de la Esfera de Riemann; dare-
mos la forma de estas transformaciones y algunas propiedades impor-
tantes. Identificaremos a un grupo de matrices con los automorfistnos
de £, lo que nos permitird manejar mds facilmente estos elementos.

1.8. Definicién. Un automorfismo de ¥ es un biyecciéﬁ meromorfa
de T en sf mismo. Denotamos a los automorfismos de & por Aut(Z).

1.9. Teorema. Aut(X) consiste de las funciones

b
T(z):ijid,' con a,be,d,eC, y ad—bc#0
Demostracién:

Sea T automorfismo de T, entonces, 7 : & — I es una biyeccidn
meromorfa, de donde T es una funcién racional T(z) = E% con p(z) ¥y
q{z) polinomios coprimos. Como T es biyectiva, entonces los polinomios

p(2), q(z) son de grado uno. Es decir,

az+ b
T(z) = cz+d

La condicién de que p(z) = az +b,q(z) = cz +d son coprimos nos lleva
a ad — bc # 0. Concluimos que

ez +b
A C{T(z) = ——; - .
ut(Z) C {T(z) cz_l_d,a,b,c,d € C,ad — be # 0}
Reciprocamente una funcién 1'(z) = gjjr’g con ad — bec # 0 es una
biyeccién con inversa 771(z) = _dfz“_:’a.
O

A los automorfismos de la esfera de Riemann se les llama también
transformaciones de Mobius y denotamos

az+b

MOb(E) = {T(Z) = m;a, b,C,d S C, ad — be -")é 0}

Resumiendo, Aut(E)} = Méb(Z).
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Notemos que T' no determina los coeficientes a,b, ¢, d, € C de forma
unica. En efecto, para A € C\ {0} las transformaciones

az+b zH)\az+Ab
cz+d Y Acz + Ad

son iguales.

1.10. Teorema. Mob(Y) es un grupo bajo la composicidn.

Demostracién:
Sean T'(2) = %‘-"ﬂ_f’, S(z) = % € Mob(%). Entonces,

et - EEHILE D

ya que:

(d'a+be)(b+ d'd) — (da+dc)(a'b+bd) = (o'd ~ ¥c)(ad — be) # 0.

Naturalmente, el elemento identidad es id(z) = z y para T(z) = c“————jig,
la inversa estd dada por T7'(z) = gzt -

Por la forma que tienen las transformaciones T(z) = @ig, parece

cz+
razonable asociar a T' la matria M = (z 3) € GL(2,C) = {A ¢

Maxo;detA # 0}, Por la observacidn anterior al teorema, se puede
agociar a T la matriz M o cualquiera de AM con X € C\ {0}; esto
quedars formalmente establecido en el siguiente:

1.11. Teorema. Aut(%) = GL(2,C)/{A]Id: X # 0},

Demostracién:
Sea © : GL(2,C) — Aut(X) dada por

a b _az+tb
(c d) HT(Z)_cz+d

Un cdlenlo directo muestra que @(NM) = O(N)O(M), es decir, ©
es un homomorfismo de grupos, de hecho, es por e! teorema 1.9 un
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epimorfismo.
Calculemos el niicleo de &:

a b az+b
K=Ker(®)={M (c d) € GL(2,C) i d z, VzeZX}
az+b
= E = = =
i d z Vz¢€ Sa=d#0,b=c=0

de donde
0 A

Entonces, por el primer teorema de isomorfismo aplicado a © tenemos

K= {(" 0) = Md;x e C\ {0}}

Aut(S) = GL(2,C)/K = GL(2,C)/{\d: A # 0} = PGL(2,C)
a

Recordamos del dlgebra, al grupo lineal especial, definido por

SL{2,C) = {(i Z) co,b,c,d, € Cyad —be =1}

Probaremos el resultado mds fuerte:
PGL(2,C) = PSL(2,C) = SL(2,C)/ + Id.

Para ello, consideremos det : GL(2,C) — C\ {0} la funcién determi-
nante que cumple

det(NM) = det(N)det(M) YM,N € GL(2,C).

De esta forma, la funcién det es un homomorfismo de grupos cuyo
nicleo estd dado por

Ker(det) = {M € GL{2,C) : detM = 1} =: SL(2,C)

La funcién det es suprayectiva: en efecto, si @ € C\ {0}, entonces,

a 0
a—det(g 1).

De nuevo el primer teorema de isomorfismo asegura que

GL(2,C)/SL(2,C) = C\ {0}.
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Asi, para N € GL(2,C) podemos escribir N = AM, con A\* = detN
y M € SL(2,C). Como O(N) = (M) vemos que todo automorfismo
tiene la forma

az-+b
e = ova

por lo tanto, © : SL(2,C) » Aut(X) es un epimorfismo, por lo que:
Aut(E) = PSL(2,C) = SL(2,C)/{+Id)

ad — be = 1,

1.3 Generadores para PGL(2,C)

Toda transformacién de Mobius puede descomponerse como la com-
posicién de cuatro tipos de transformaciones sencillas: rotaciones, la
inversién, homotecias y traslaciones que estdn descritas como sigue:

1. La transformacién Rp(z) = ez para ¢ € R representa una
rotacién de la esfera ¥ de un dngulo 6 con respecto al eje vertical
por 0 ¢ oo y cuando se restringe a C coincide con una rotacién
del plano.

2. La transformacién J(z) = 1 es una rotacién de & un dngulo 7
respecto al eje por 1 y —1, se conoce como inversidn.

3. La transformacién S;(2) = rz con r € R" conocida como ho-
motecia fija 0 e oo, expandiendo (si r > 1) o contrayendo (si
r < 1) distancias por un mualtiplo r.

4. La transformacién 74(z) = z +¢,% ¢ C fija oo y actda en cl plano
como una traslacién.

Antes de estudiar con detalle la accidn geométrica de los cuatro tipos
de transformaciones veamos un teorema fundamental para el analisis
de los automorfismos de .

1.12. Teorema. Todao transformacion de Mobius es la composicidn de
un mimero finito de transformaciones de los tipos (1),(2),(3) v (4).

Demostracidn:
Si ¢ # 0, entonces:

T(z)

_az+b  az+b qa(z-i—%)-f—b—%;@_a be — ad

Ceztd cz+d) ez + £) e 2zt 9

c
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=Tso S,0Ryo Jng(z), donde r y £ son tales que ret? = f’ffg“—‘i.

Si ¢ = 0, entonces: T(z) = E&ﬂ =Sz + % = T% o 8y o Ry(z), donde r

y 0 satisfacen ret = §. -

1.4 Circulos en X

1.13. Definicién. Un circulo en §* es la interseccién de un plano
P . azy + Bzo + yz3 = 6 con la esfera S%. La condicién IS2NP| > 1 nos
permite asegurar que la interseccién sea un circulo (si es igual a uno,
el plano resulta tangente a la esfera).

Via la proyeccién estereografica definimos un circulo en %, como la
imagen bajo w de un circulo en §2. Veamos las condiciones analiticas

gue cumple un circulo en 2.
Sean € = n(PNS2) y Q = (z1,%2,23) € PNS* . Por la ecuacién 1.1
tenemos para P = m(Q) = (z,y) = z, las relaciones:

Q€€ & 20z + 28y + (2> = 1) = 8(|2° + 1)
1
@a(z—?)%—;ﬁ(z—?)-l—zf('y—ﬁ) —~{(y—46)=0
Escribiendo @ = ¥ — 6,b = a — i3,¢ = —(v *+ §), la ecuacién anterior
equivale a:
azZ+ bz +bZ+c=0 (1.2)
La condicion [S2NP| > 1 es cierta si y s6lo si o® + 2 +7° > 8% o
equivalentemente que [b? > ac.

Si a # 0, la ecuacién se puede escribir como

_ b B2 |p®—ac
22+ —z+ -2+t —F = —5—
a a a @

que nos lleva a:
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b2 ~ ac

bio_ |
|2 + Z;|2 = (1.3)

a2

La ecuacién anterior corresponde a la de un circulo euclidiano con
N i o=
centro en 2% y radio 4/ Jﬂ;#

Sia =0, la ecuacidn que resulta es bz + bz 4 ¢ = 0, que corresponde
a una recta con vector normal b.
En resumen, la imagen bajo « de circulos en $2 son circulos o rectas
euclidianas en X, a las que indistintamente llamamos circulos.

1.14. Teorema. §i C es un circulo en T y T € PGL(2,C) entonces
T(C) es un circulo en L.

Demostracién:

Basta ver, por el teorema 1.12 que las transformaciones de los tipos
(1) a (4) transforman los cfrculos de X en cfrculos. Veremor mds ade-
lante (seccidén 1.6) que dichas transformaciones son composiciones de
inversiones o reflexiones euclidianas, de donde se sigue el resultado.

a

En lo que resta de la seccién mostraremos atin mas, que dados dos
circulos C,C' en %, existe una transformacién de PGL(2, C) que satis-
face T(C) = C".

1.15. Proposicién. Si z1,22,23 € L son diferentes entonces existe
una tnica T € PGL(2,C) tal que T(21) = 0,T(2) = 1,T(23) = 0.

Demostracién:

Supongamos que 2y, 22,23 # 00, y sea T{z) = %:TZ%%, entonces,
dado que detT" = (2 —29)(22—23)(23~21) # 0, T es una transformacién
en PGL(2,T). Si z; = 00, tomemos T'(z) = 222, 5i 29 = 00, entonces

Z—Z3
T(z) = =2, y si 23 = 00, tomemos T'(z) = -2, En cualquier caso,

T € PGL{2,R) ¥y T(21) = 0,7(22) = 1,T(z3) = co. Para compro-
bar que es tnica supongamos que § € PGL(2,C) cumple el resultado.
Entonces, la transformacién ST~! € PGQL(2,C)fija 0,1,c0. Si hace-
mos ST (2) = 22 tencmos que si S717(0) = 0 entonces b = 0, si
S71T(00) = oo entonces ¢ = 0 y si S~17'(1) = 1 entonces a = d, luego
87T =id y por lo tanto S =T -
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1.16. Corolario. §i(zy,22,23), (W1, ws,ws) son puntos distintos en X,
eziste una tinica T € PGL(2,C) tal que T{(z;) = wj, para j = 1,2,3.

Demostracion:

Sean Ty, Ty € PGL(2,C)tales que Ti(z1) = To(w) = 0, Ti(2) =
To{ws) = 1, Ti(z3) = To(w;) = oc. Entonces, T' = T2_1T1 cumple
que T(z;) = w,. St U € PGL(2,C) satisface U(z)) = w; entonces
Ti(z1) = ToU(z) = 0,Ti(z2) = TolU(z) = 1,1 (23) = ThlU(z3) = o0.
Luego Ty = ToU que equivale a U = T; ' Ty = T. o
1.17. Corolario. Si T € PGL(2,C) es tal que T fija tres puntos dis-
tintos de ¥ entonces T = id.

Demostracién:
La identidad fija esos tres puntos y por la unicidad de T en el corolario
anterior, T = id.

O

Ahora podemos demostrar el teorema:

1.18. Teorema. Sean C,C’ circulos de &. Enfonces, existe una trans-
formacidén de PGL(2,C) que satisface T(C) =C’.

Demostracion:

Sean 21, z2, z3 cualesquiera tres puntos en C y wy,ws, w3 € C'. Por el
corolario 1.16 existe T € PGL(2,C) tal que T'(z;) = w;. Ademds, T(C)
es un circulo, entonces T(C) y €’ son circulos que contienen a wi, wa, w3,

luego son iguales.
a

1.5 Razdn cruzada

El concepto de razén cruzada nos permitird caracterizar los cfrculos en
.

1.19. Definicién. Sean z, z1, 22, 23 cuatro puntos distintos en . La
razén cruzada de ellos,

A= (20,21;22,2’3)

se define como A = T(z), donde T es la tinica transformacién en
PGL(2,C) que cumple T{z) = 0,T(z) = 1,T(z3) = .
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Observemos que A # 0, 1, 0o, Entonces, haciendo T'(z) = {%%——m%
zo—zy M 22 — 2
tenemos T'{zp) = A = %%_7;%%_—53.
Si alguno de 2y, 23, 23 es 00, T'(2) se define como en la proposicidén
1.15.

1.20. Teorema. Sean (2o, 21,22, 23}, (Wo, w1, Wy, w3) cuartetas de ele-
mentos distinos en . Entonces, existe T € PGL(2,C) con T(z;) =
wy,j=0,1,2,3 sty sdlo si

(20,215 22, 23) = (wo, w1; W2, W3)

Dermostracién:

Supongamos que T'(z;) = w;. Sea § el elemento inico de PG L(2, C) tal
que S{un) = 0,S(ws} = 1,5(wz} = oo, por la definicién de razén
cruzada, S{wg) = (wo,w1;we, w3). Entonces ST € PGL(2,C) cumple
con 8T(z) = 0,5T(22) = 1,5T(z3) = o0, y ¢sta es tnica, de forma
que (2o, 21; 22, z3) = ST(29) = S{wo) = (wo, w1; Wy, w3). Inversamente,
si (z0,71;22,23) = A = (wo,w1;ws, ws), entonces existen U,V €
PGL(2,C) con Ulwy) = V(za) = X Ulwn) = Viz) = 0,U{wq) =
V(z) = 1,U(ws) = V(23) = 00, de donde U~V (z,) = w; y haciendo
T = U~V concluimos la prucba. o

Notemos que la razdn cruzada (z, 21; 29, 23} estd definida para todo
z # zj, con j = 1,2,3. Podemos también definirla en los z; de la
siguiente manera:

A= (221522, 28) = lim (2, 21522, %).
¥

De esta forma, A es 0,1,00 para § = 1,2, 3 respectivamente.

1.21. Teorema. Sea C el eireulo por z1,22,23 en . Entonces C =
{z € B:{(2,z1;22,23) € RU{oo}}.

Demostracién:

Elegimos T' € PGL(2,C) tal que T'(z;} = 0,1,00 para j = 1,2,3, luego
T(2) = (2, 21; 22, 23). Asl que, 2 € C & (2, 21522, 23) € T(C). Pero T(C)
es el circulo que pasa por 0,1,00, luego T(C) = R U oo, que cs o que

se queria demostrar.
!
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1.6 Inversidén

Sea C un circulo en ¥ con ecuacidn

0254+ bzt bz +c=0, a,c,c R,beC. (1.4)
Sia #0, entonces C es la ecuacién de un circulo euclidiano en € con
1&\2—043
centro en p = —2 2 y radio r = —

Paracadaz € C\{p} consideremos el finico punto w que se encuentra
sobre el el rayo que sale de p y pasa por z y que cumple la ecuacion:

|z = p| - [w — p| =7

Definimos la funcién o : & — T como Ip(z} = w para z € C\ {p}, ¥

IC(P) = 00, IC(OO) =D
Es facil ver que I2(2) =z Vz € 5,y que Ie(z) = zstysdlosiz € C.

La funcién I se llamars la inversidn con respecto a C.

Para tener una formula explicita de Ig, observemos lo siguiente, para
z # p, oo tenemos que:

|7 = pllw - pl = |z ~ pllw — p| = r*

ademds, como p,z,w estin alineados y z,w de un mismo fado con
respecto a p sobre la linea que determinan, tenemos que: arg(z — p)
arg(w — p) luego arg(Z — p)(w — p) = 0 es decir, (z —p)(w —p) = rly

entonces 0

we=le(z) =p+ _T -

-P
Si sustituimos los valores p = - y r? = J_|_2_ en la ecuacién anterior
tenemos:
bZ+ec
w=Ig{z) = — 1.5
la férmula también es vilida para z = —g ¥y 2z = 00.

Esta ecuacién muestra que Ic(z) es un antiautomorfismo de E. (Un
antiautomorfismo es un automorfismo que invierte la orientacién de
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los dngulos). Cuando a = 0, la ecuacién 1.4 define una recta (con el
punto al infinito):
bz + bz +c=0
Utilizando la identidad en 1.5, la inversién en la recta estd descrita
por
bz +c
b
En este caso, tenemos que I¢(z) es una reflexién en la recta C \ {o0}.
En efecto, se puede ver que para ¢ € C\ {00} se tiene |Ic(2) —g| = |z—q]
lo que prueba el resultado. En particular, si C = RU {00} la inversién
en C resulta la conjugacién compleja.

W = Ic(z) =

1.22. Lema. Sea C un circulo en © , T € PSL(2,C) y ¢' = T(C).
Entonces Ipi(2) = TIe TV

Demostracién:
Si 2 € ', entonces Ip(z) = z; atin més, como T (2) € C, tenemos que
IcT!z) = T~'(2). Definiendo S = TIzT~' Iz, tenemos que:

8(z) = TIT o (2) =TT H2) =TT V(2) = »

para toda z € C'. S es automorfismo de ¥, (es composicién de dos
antiautomorfismos) luego § € PGL(2,C). Como S fija C’ entonces fija,
muchos més de tres puntos, luego es la identidad y finalmente se tiene

TIT 1= E,l = fo.
]

De igual forma, podemos probar el siguiente:

1.23. Teorema. Sea C un cireulo en $, T ¢ PSL(2,C) y C' = T(C).
Siw = Ic(2) entonces T(w) = I (T(2)).

Demostracidn:

Siw = Ic(z) entonces Io(T(2)) = TI T T(2) = Tle(2) = T(w). -

Veremos ahora que las transformaciones de los tipos (1) a (4) pueden
descomponerse como composicidn de inversiones o reflexionos en rectas.
La ecuacién bz 4 b7 -+ ¢ = 0 representa a una linea recta, ohservemos
que sib = «-+ify 2z = z-iy, ésta se reescribe como 2{cx + fy)+c = 0,
por lo que b = « + i resulta ser un vector normal a la linea. Ademds
si dste cs unitario, 5%[ cs la distancia al origen.
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1.24. Lema. La traslacion T(z} = z + b es la composicién de dos
reflexiones en lineas rectas.

Demostracidn:
Consideremos las lineas paralelas:

I :bz+bz2=0

Iy : bz + bz = |b?

Ambas tienen a b como vector normal; Iy pasa por el origen y como

b b

- b
b2 + b-2~ = ib|? se tiene que Iy pasa por Z.

Si Ry y Ry son las reflexiones en I,/ tenemos por 1.6 que

1b]? — bz

b
=h— =Z
b b*

Ryi(z) = —%5 y Rofz)=

Luego RaR;(z) = Rg(—gz) =b— g(—gz) =b+z=T(z).

R.z-*i'“R1 (2}
Bil2)
2
5}

FIGURA 1.1. Descomposicién de la traslacién en dos reflexiones

1.25. Lema. La homotecia S.(z) = rz con v > 0 es la composicion de
dos tnuersiones.




24 1. Transformaciones de Mibius

le,Ie 42)

ICI (z

ol v

FIGURA 1.2, Descomposicién de la rotacién en dos inversiones

Demostracidn:
Consideremos los circulos C; y Cy de centro en el origen y de radios 1
y /T respectivamente. Sus ecuaciones son:

Ci:22=1
Co:i2Z2=7r
Sean I¢, y Ic, las inversiones en estos, que por 1.6 tienen la forma

Ie, (2) = £1 Ie,(2) =

N
510

luego )
Ie, Ie, (2) = Icg(;_*) = rz = Sp(z).
0
1.26. Lema. La rotacidn Ry(z) = ez es la compasicion de dos re-
flexiones en lineas.

Demostracion:

Consideremos las lineas I;, Iy que scan el gje real y la linea por el origen
con un dngulo de inclinacién con respecto al eje real igual a g—. Estas
tienen ecuaciones:

_8 i _
h:z—2Z=0, b:—e"224+e22=0
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y sean Ry(z) =2y Ra(2) = %z las reflexiones en ellas, entonces,

RoRy(z) = Ry(2) = ¢z = Ry(2).

RyRy (=}

ot

FIGURA 1.3. Descomposicién de la rotacién en dos inversiones

1.27. Lema. La funcidn inversion J(z) = 1 es la composicion de lo
reflezion en el eje real seguida de la inversion en el circulo unitario.

Demostracién:
Como Ri(z) = Z es la reflexién en el efe real y Ro(2) = ; es la in-
version en el circulo unitaric y como RyRi(z) = Ra(2) = 1, tenemos el
resultado.

0

1.7 Conjugacién y clasificacién de transformaciones

1.28. Definicién. Sean S,7,€ PGL(2,C). Decimos que S, T son con-
jugadas en PGL(2,C) si existe U € PGL(2,C) tal que § = UTU~.

La conjugacién es una relacidén de equivalencia. Como siempre, se
buscaréd tener representantes de las clases de equivalencia que tengan
una forma sencilla, para esto no apoyaremos en los puntos fijos de las
transformaciones.

Denotamos al conjunto de puntos fijos de T' por fixT.
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Observacidon: Si S, T son conjugadas en PGL(2,C) por U (es decir,
8 = UTU™!), entonces z es un punto fijo de 7 si y sélo si U(z) es un
punto fijo de S.

Como un punto fijo de T’ cumple la ecuacién

az -+ b
ez +d

=z +(d-a)z—b=0 (1.8)

tenemos que T lendrd a lo més dos puntos fijos en X.
b
Como T(z) = g}g, z = oo es un punto fijo de 7" si y sélo si ¢ = 0,

Para analizar los puntos fijos de T'(z) = %ﬁ%% nos resultard conveniente
pedir que ad — be == 1.

1.29. Teorema. Sea T'(z) = % con ad —bec = 1. 8i {a+d)? # 4
entonces T tiene dos puntos fijos en T, Si (a +d)? = 4 y T # id

enfonces T tiene un punto fijo en L.

Demostracidn:
- / 2 _
Como las soluciones de 1.6 son 2z = (a=d+ QE{LM) A y 2y ==

azd)~ "2£“+d)2—4, tenemos que si (@ + d)* —4 # 0, 1.6 tiene dos solu-
ciones y T' tiene dos puntos fijos en . Y si (@ + d)? — 4 = 0, 7' tiene
un solo punto fijo en I.

Sic =0,z = cc es un punto fijo. En estc caso, ad =1y z = —l—f%g es
otro punto fljo, distinto de oo si y sélo si a® # 1 & (a + d)? #£ 4. Si
a? = 1, tencmos T'(2) = z 4 b, de forma que T' es la identidad para
b =10, y T tiene un Unico punto fijo para b # 0.

(J

Definimos ahora la traza de una matriz, ésta nos permite clasificar
de otra forma a las transformaciones de PSL(2,C).

b

1.30. Definicién. Sea A = (‘; d

), definimos la traza de A como

Tr(A) =a+d.

Observacién: Con cilculos directos se¢ puede probar que Tr(A)
cumple las siguientes propicdades:

1. Tr(AB) =Tr(BA)
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9. Tr(BAB~Y) = Tr(4)

3. Tr(—A) = -Tr(A)
1.31. Definicién. La traza cuadrada de T € PGL(2,C) se define por
tr2(T) = tr2(A) = (o + d)* donde 4 = (i Z) ¢ SL(2,C) representa
aT.

Observacién: Por las propiedad 3 de la observaci6n anterior, Tr3(T)
est4 bien definida para T € PGL(2,C), y es un invariante de las clases
de conjugacién por la propiedad 2.

Sea U(z) = Az, A € C\ {0}. Las matrices que representan a U con

detU = 1 son:
VA

Para obtener los representantes de las clases de conjugacién defini-
mos, para. A € T\ {0},

| 2z siA#1
UA(Z)‘{ z+1, sia=1

1.32. Teorema. Sea T(z) = %,E PGL(2,C} con ad — bc = 1.
Entonees existe A € C\ {0} tal que T es conjugada a U.

Demostracién:

Supongamos que T' tiene un solo punto fijo zo. Entonces S(z) = z_IZO €
PGL(2,C) es tal que S(z) = oo, entonces, ST'S~1 tiene como tinico
punto fijo z = oo, asf que STS'(z) = z+ ¢ para alguna t € C\ {0}.
Sea V(z) = . Entonces, (VSYT(SV)~! = Uy es decir, T' es conjugada
a Ul.

Ahora, si T tiene dos puntos fijos 21, 22, 1a funcién W(z) = Z. % cumple
que W(z) = 0, W(z) = co. Entonces, WTW! fija 0,00 de donde es
facil ver que WTW ™! = U), para alguna X € C\ {0,1}.

O
1.38. Teorema. Uy es conjugada a Uy siy sdlo sik =X ok = AL

Demostracion:
Primero consideremos el caso en el que & = 1. U; fija solo oo, y si
la conjugamos con S € PGL(2,C) entonces S{oc) es el unico punto
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fijo de S5, Como las Uy fijan 0,00, U1 no puede ser conjugada
a ninguna Uy, A # 1. Ahora, supongamos que Uy, Uy son cunjugadas,
donde k, A # 1. Entonces, tr(U)) = tr2(U;) de donde
1 1
k+ B +2=A+ by + 2

quenos llevaa k=XAo k=A%
Il recfproco es inmediato observando que la conjugacién con J(z) = %,
implica que J~1UxJ = U,.

y O
1.34. Corolario. Dos elementos T1,Ty € PSL(2,C) \ {id} son conju-
gados si y sélo si tr2(T1) = tr®(Ty).

Demostracidn:

Por el teorema anterior, sean U, U, conjugadas a Ty,T, respectiva-

mente. Entonces: trX(Ty) = tr?(Th) & r2(Uy) = tr2(U)) ©@ k=)o

k= X"1 & Uy, Uy son conjugadas < Ty, Ty son conjugadas. -
Clasificaremos las transformaciones de Mobius de acuerdo a su traza:

hemos visto que para T' conjugada a Uy, ¢*(T) = tr2(U,) = A+ % +2,

asi que X, A™! son las rafces de la ecuacién

224 (2 - trX (T2 4+1=0
1.35. Definicién. 1. T es eliptica siy sélo si 0 < tr*(T") < 4,
2. T es parabdlica siy sélo si tr(T) = 4,
3. T es hiperbdlica siy sélo si tr2(T) > 4,
4. T es loxodrémica siy sélo si tr*(T") < 0 6 tr2(T) € C\ R.

Es posible estudiar la accién geométrica de las transformaciones de
Mobius haciendo uso de un sistema de coordenadas parlicular: los
circulos de Steiner.

Primero consideremos una transformaciéon T' € PSL(2,C) con puntos
fijos p y g. Segin la clasificacién que hemos hecho anteriormente, T' es
eliptica, hiperbdlica o loxodrémica.

Los circulos de Steiner del Primer Tipo respecto a p y q son todos
los circulos de 3 que pasan por p y ¢.
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Consideremos ahora la transformacién §(z) = =% € PSL(2,C). Bajo
S, los circulos de Steiner se transforman en circulos que pasan por
0 = S(p) e co = S(g), es decir, en rectas por el origen:

El sistema de coordenadas polares consiste de un conjunto de rec-
tas por el origen y circulos concéntricos |z| = k, k& > 0. Estos circulos
son ortogonales a las rectas por el origen, de forma que su imagen in-
versa bajo S comnsiste de circulos ortogonales a los circulos de Steiner
del Primer Tipo. Notemos que la nueva familia (que llamaremos del
Segundo Tipo) conticne a la mediatriz del segmento 7G. Veremos ahora
la dindmica de ambas familias bajo T' € PSL(2,C).

En adelante llamaremos plano w al plano dotado del sistema de coor-
denadas polares, y plano z al de los circulos de Steiner.

Caso 1. T es eliptica. Hemos visto que T es conjugada a una trans-
formacién U(z) = Az, donde |A| = 1. En el sistema de coordenadas
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polares, U es una rotacién. En efecto, cada punto 2 = ' en el plano
w se a través del circulo |2| = r por un dngulo ¢ = arg{)). Entonces,
en el plano z, cada punto se recorre a través de los circulos de Steiner
del Primer Tipo, con la orientacién que se hereda de la proyeceién
estereogrifica:

Caso 2. T es hiperbdlica. T' es conjugada a R(z) = kz,k > 0. En el
plano w, R actia como una homotecia, es decir cada punto z = re#®
se mueve “ hacia afuera” (es decir, de 0 a oo} a través de la recta
| = {ke?,k € R}. En el plano z el movimiento se traduce en recorrer
los cfrculos de Steiner del segundo Tipo, en direccién de p hacia ¢:

Caso 3. T' es loxodrémica. Cuando en general, T' es conjugada a
U(z) = ke'z con k # 1,0 # 0, la transformacién actiia como una com-
binacién de las anteriores.

El tinico caso que resta es cuando T' tiene un sélo punto fijo p, es
decir T es parabdlica. En este caso, T es conjugada a una traslacién
R(2) = z+b. Usando la transformacién §(z) = ﬁ, vemos que la accién

de R en el plano w es trasladar cada punto z = re* en direccién b. Fl
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sistema de coordenadas en el plano w es entonces una latiz formada por
las rectas con direccién b, y las rectas ortogonales a éstas. Al regresar
al plano z a través de S~1, las primeras se transforman en circulos que
pasan todos por p = S™1(co), y las segundas, en circulos ortogonales a
éstos que también pasan por p:

|
LT

AR

CRUARRTA
VALV
A los circulos en el plano z les llamamos Circulos de Steiner degenerados
respecto a p.
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2 Geometria hiperbdlica

9.1 Automorfismos de D y de U/

En esta seccidn daremos una caracterizacion completa de los automor-
fismeos del disco unitario B, asi como de los automorfismos del semiplano
superior i . También haremos la observacién de que estos grupos de
automorfismos son conjugados en PSL(2,C).

21.1 LA TRANSFORMACION DE CAYLEY

9.1. Teorema. La transformacion de Cayley h, : U — I definida por

he(z) = £ es una biyeccion holomorfa con inverse hyl =itz
Demostracién:

Un célculo elemental muestra que :

45z .
1—|he(2)]? = m para z # i
_ 1 - |z|?
S(hiHz)) = i ~—|z:2 para z # 1

Por lo que §z > 0 implica que A (z} € Dy |zl <1 implica que
hoM(z) € U, de esta. forma he(z), b7 (z) estdn bien definidas. Desde
luego son holomorfas ya que los puntos donde son discontinnas (—7 y 1
respectivamente) no se encuentran en sus dominios.
Como

1 —i i1 i i\ {1 —1 .
GG D - (YL ) - e
tenemos que efectivamente, z’i{i-j es la inversa de h..

2.2. Teorema. Aut(D) y Aut(ld) son conjugados en PSL(2,C).

Demostracion:
En efecto, h71®h, € Aut(ld) < @ € Aut(D).
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2.1.2 AUTOMORFISMOS DE U

Consideremos los grupos de transformaciones

GLY(2,R) = {M € Mays(R) : detM > 0}

SL(2,R) = {M € GL*(2,R) : detM = 1}

Para cada M = (a b
c d

definida por Ty(z) = %’; es un automorfismo con inversa Ty =
Tys-1, esto se sigue de la igualdad siguiente:

) € GLY(2,R) la funcién Ty : U — U

detM
lez + d)? 7

que se justifica de la siguiente manera:

ST (z) =

az+b az+b

28T (z) = Tym(2) — Tu(z) =

cz+d cz4d -
ad — be det A
w o — F) = 2 Gy,
ez + dj? (z-2) i|cz +d|2\yz

2.3. Proposicién.

La funcién ® : GL*(2,R) — Aut(if) dada por ®(M) = Ty(2), es un
homomorfismo de grupos cuyo nicleo es

Kerd = {M € GL*(2,R) : M = \Id, A € R}.

La funcidn ® : SL(2,R) ~ Aut(Uf) dada por ®(M) = Ty (2), es un
homomorfismo de grupos cugyo nicleo es Ker® = {11d}.

Demostracién:
Es andloga a la del teorema 1.11. .
2.4. Lema. Sean A = {A == (% g) € Maya(C);detA =1}, C =

1 —i I
(1 Z.)yC‘_(_l 1).Entonces,
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1. A es un subgrupo de SL(2,C)

2. f: SL(2,R) = A definide por f(A) = 5;CAC’, es un isomor-
fismo de grupos.

3. &: A— AutlD tal que (% ;) = Tz} = %:T-F; es un homomor-

fismo de grupos con nicleo ker® = {£Id}.

Demostracion:
Las partes (1) y (3) se verifican de manera ya conocida, por lo que

veremos solamente la parte (2). Si 4 == (,C; ?) e SL(2,R)} , entonces

- (1) D) (5 1)
=¢(a+5+ﬁﬁ—ﬂ a—é—ﬂﬁ+7))
a—§+iB+y) atd-i(6-7)

f a b
_%(Ba)

donde a = %((a +8+iB—7))yb= %((a —8) — (8 +7)).

Como detC = detC’ = 2i entonces det(CAC’) = 1 por lo que
F{A) € Ay entonces f estd bien definida; claramente es un homomor-
fismo de grupos y como CC’ = C'C = 2iId tenemos que

1 1
5CAC =Id & -ﬁ(zz')m =0'CeA=1Id

asi f es inyectiva. Y es suprayectiva, pues si

Bz(g ?)EA entonces A=<a ﬁ)
a v 8

con a = Ria+8),8 = (a—-0b),y =-S(a+1b),d =R{a —b) cumple

que f(A) = B.
O
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2.5. Lema. Son iguales los siguientes conjuntos de Aut(ID) :

{f(z) = Bw;z_—wl;w el 6¢ R}

az+b

T
{ (2) = bz+a
Demostracidn:

2z

Para f(z) = e — wl, el determinante d = det
Wz —

;0,0 € C,la)” - |bf* = 1}

et oty
w -1 )_

Eaa N

e?(|w|? — 1) es distinto de cero, luego

it e—— — Qg—w
fay= ) 'V
_ T 1
= wz — 1 \/_ 7
el el 1 1

si observamos que: —= = = = = ——

Vd eTiy/1 - [u]? —ieT /T |wp? Vi

et? i
_we az+b
al tomar a = yb= tenemos que f(z) =
Vid CVd

bz+a
b z— (-2
Recipracamente, f(z) = az+b _ ol = 2)) = em_z , donde
bz+d —&(:ﬁéz—~l) wz — 1
. -b
== y w=—,
a @ [

2.1.3 AUTOMORFISMOS DE DD
El siguicnte es un resultado conocido del andlisis complejo:

2.6, Lema. (Lema de Schwarz)
S5 f: D= D es una funcidn holomorfa con f(0) = 0 entonces:

Lf@)|<ld, VzeD
2 17(0)] <

'Para su demostracién ver por ejemplo, Remmert, R. Theory of Complex func-
tions. Cap. 9 Scce.2
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Ademds, si para algin zp € D\ {0} se tiene que |f(z0)}| = |z0] o si
[F(0)] = 1 entonces f(z) = ¥ pare algune 0 € R.

2.7. Lema. i f € Aut(D) con f(0) = 0 entonces f es una rofacion.

Demostracion:
Sif: I — D es un automorfismo con f{0) = 0 se ticne que /™' : D - D
también es holomorfa en Dy f~1(0) = 0, aplicando el lema de Schwarz

a fy f! tenemos
lo| = [ THFENI S if(®)] <12 VzeD

lo que implica que |f(2)| = |z|Vz € D, por la segunda parte del lema
de Schwarz tenemos que f(z) es una rotacién.

0O
2.8, Teorema. Aut(D) = {f(z) = et Z.g e D, 6 € R}
Demostracién:
Las funciones de la forma h,{z) = £=% son automorfismos del disco ID.

Esto se sigue de que |z| = 1 implica que

z—a Z—a 1 |lz—a

=1
2|

ho(2)] =
Iha(2)] az—1 Gz — 2% a-z

v que hq €3 su propia inversa. Luego cada f(2) = e¥ 2=% € Aut(D).
Reciprocamente, si f € Aut(DD) sea a € I el dnico punto con f(a) = 0.

Entonces, g = f o ho(z) con h.{7) = #£=% es un automorfismo del

disco y cumple que g{0) = 0. Por el lema, g es una rotacion, luego
f o ha(z) = €z, por lo que f(2) = e?hq(2) como se querfa ver.

O
2.9. Corolario. Aut(DD) = A/{£Id}.
Demostracion:
Se sigue de que SL(2,R) y A son isomorfos.

]

2.10. Corolario. Aut(i{) = PSL(2,R) = SL(2,R)/{*Id}.

2.11, Definicién. Sea (7 un grupo que actlia en un conjunto {2. Deci-
mos que G acttia k-transitivamente en {1 si para cada @ = {&1,... , op),
B = (B1,-..,B) € OF tales que o, # o, Vi # 7, 3g € G tal que
g(ai) = ﬁz' ’
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2.12. Teorema. 1. Aut(D) actia transitivamente en ID.
2. Aut(ld) actiia transitivamente en U

3. Aut(U) actia 2-transitivamente en R U {co}.

Demostracién:

En (1) y (2) bastard ver que hay un punto (que son 0 e i respec-
tivamente) cuya 6rbita es todo el espacio. Para w € D la funcién
9{z) = £% € Aut(D) cumple que g(0} = w. Para a +ib € U la
funcién h(z) = bz + a € Aut(U) cumple que h(3) = a + ib.

En (3), sean (a, b), (a’,b') € R x R. Consideremos las transformaciones
S(z) = =%, T(z) = £=%. Estas cumplen con S(¢') = 0,8 =
00, T(a) = 0,T'(b) = oco. Tomemos ahora U = S~ o T, ésta satis-
face U(a) = o', U(b) = ¥.

Con esto hemos probado que PSL(2,R) es dos-transitivo en R.
Extendemos el caso a R considerando la, modificacién adecuada de U.
Por ejemplo, si @ = 0o, T(z) = 224 se cambia por T(z) = -4, y en los
otros casos es anilogo.

a

2.13. Teorema. 5% h € Aut(D) (respectivamente h € Aut(U)) tiene
dos puntos fijos en I} (respectivamente enld ) entonces h es la identidad.

Demostracion:

Dado que ambos grupos son isomorfos, basta probar el resultado para
D. Como Aut(I) actia transitivamente en [}, podemos suponer que uno
de los puntos ﬁjos es 0. Iin este caso por el lema de Schwarz, sabemos
que h(z) = ¥z pa,ra alguna #, si hay otro punto fijo p € D\ {0},

entonces h{p) = e?p = p, lo que implica que e® = 1 y entonces h = id.
O

2.2 La métrica hiperbdlica

La teorfa de la geometria hiperbdlica puede desarrollarse en un tnico
modelo, sin embargo el disponer de varios modelos nos permite llevar
un objeto (hiperbdlico) de un modelo a otro y asi estudiarlo desde va-
rios dngulos aprovechando las ventajas (geométricas, algebrdicas) que
cada modelo proporciona. Se han desarrollado al menos cinco modelos
bésicos, cada uno con sus propias métricas, geodésicas, isometrias, ctc.
entre los que se encuentran los dos que estudiamos ahora. Cada modeclo
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consiste de un dominio al que se el asocia una métrica riemanniana. En
nuestro caso tendremos:

§ El modelo del semiplano superior, U = {{(z1,22) € C: 22 > 0},
2
con la métrica ds® = %1;
§ El modelo del disco unitario, D = {(z1,22) € C: o +ad < 1},
2
con la métrica ds® = 4%
1 2
Dada una curva 7 de clase C! por tramos en R?, parametrizada por
~(t) = (=(t), y(t)), ¢t € {0, 1] la longitud (euclidiana) de y estd dada por:

1 1
i) = [ 1ol = ]G' VEOR T W Ot

2.14. Definicién. Definimos la longitud hiperbdlica en U de una
curva de clase C! por tramos v : I — U donde v(t) = =z(t) + iy(t),

come Ll [ VER P
o) = [ Lehar = [ OO

2.15. Teorema. La longitud hiperbdlica de una curva 7y es .nvariente
bajo transformaciones de PSL(2,R).

Demastracion:
Sea T'(z) = &¥2 € PSL(2,R).
o~ 1 oy i )
Como 3T(z) = [z 1 dP y Tz) = et d? tenemos:
oy [T B 7' @) Y@,
T o) = fo STon® "= [ e )
Ty @) 1Y ()] 2 |’Y (t)!
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El concepto de longitud hiperbdlica nos permite definir una métrica,
en U de la siguiente forma:

2.16. Definicién. Scan z,w € U y A el conjunto de las curvas con-
tenidas en el semiplano superior que unen a z con w. Definimos la
distancia hiperbdlica entre z y w por:

plz,w) = infrea{h(y)}.

Mostraremos mds tarde que p(z,w) define una métrica y en con-
secuencia, que {4, p) es un espacio métrico. Supondremos por ahora
éstos resultados y estudiaremes las geodésicas (las curvas de h-longitud
minima) en {4, p).

2.3 Geodésicas y segmentos hiperbdlicos

Queremos estudiar la trayectoria de longitud hiperbélica minima que
unc dos puntos cualesquicra v, w € U . Naturalmente, si dicha trayec-
toria existe y es unica, la llamaremos el scgmento hiperbdlico que unc
a ¢ con w, Consideremos primero el caso en que u,w € iR

Sean u = {fa,w = b, y supongamos que 0 < a < b. La trayectoria
minima de i a ib cstd dada por el segmento del ¢je imaginario que los
une y que puede parametrizarse por

y(t) = (0,y(t)), con y(0)=a,y(1)=b y ¢'(t) > 0.

Primero calculemos la longitud hiperbdlica de este segmento:

1 x! ! 2 L,/
,,,(W)Z/O V( (t));(;;(y ) dt:fo y'0)!

PO

b
dy b
= ~dt = logb —loga = log -.
/a y & a

Ahora veamos que esta longitud es menor que cualguiera de las loun-
gitudes de las curvas que unen é¢ con 0.
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Sea 7 : [0,1] -» I una de éstas curvas, entonces:

N JEOETTOR.,, . [ )
hy) = f O /o EOR

A0 P
an —g—(a—dt—loga—h('y).

Ademds tenemos que h{¥) = h(vy} si y sélo si #'(¢) = 0,7 (¢) > 0,
ecuaciones que caracterizan al segmento euclidiano gue une ¢g con 2b.

El mismo razonamiento se puede aplicar cuando los puntos u y
w tlenen la misma parte real y concluir que el segmento geodésico
hiperbélico que los une es el segmento euclidiano que los une, y que
por cierto se encuentra en la linea vertical © = Ru = Rw.

Ahora determinaremos las geodésicas para cualquier par de puntos
z1, %2 € U con Rz) # Rz, El razonamiento que usaremos es un método
muy util en las demostraciones en PSL(2,R) .

22

21 c

C

FIGURA 2.1. Construccién del h-segmento

Consideremos la mediatriz del segmento Z7z7 y sea C la interseccidén
de ésta con R. Entonces, queremos demostrar que el h—segmento que
une z; y z9 pertenece al circulo C euclidiano con centro en C' y radio
d(C, Zl) = (1,'(0, 22).
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Sean w; y wz los puntos de interseccién de € y R de forma que
wi < wg. Por ol teorema 2.12, existe una tdnica transformaciéon T ¢
PSL(2,R) tal que T'(wy) = 0,T(ws) = co. Ademds como T transforma
circulos en circulos, como conserva dngulos y como a R U {oo} lo deja
invariante, T'(C) deberfa ser un circulo ortogonal a R que pase por 0
y co. Entonces, T'(C) = iR. Se sigue que T(z1) = ia,T(z) = ib, para
algunos a,b € R con a < b. También hemos visto que el h—segmento
que une fa e ib es el scgmento en iR determinado por estos puntos.
El resultado se concluye por ser la longitud hiperbélica invariante bajo
transformaciones de PSL(2,R). Resumiendo tenemos el siguiente

2.17. Teorema. Fl h-segmento en U determinado por u,w € U es:
El segmento de linea euclidiano que une v con w 81 Ru = Rw.
El arco de circulo con centro en R que pasa por u,w si Ru # Rw.

Un resultado elemental de geometria nos permite dados z;, zo deter-
minar de forma tinica el semicirculo € 6 la semilinea vertical cuando
Rz, = Rzp. Eutonces, podemos formular la siguiente definicién:

2.18. Definicién. El semicirculo o la semilinea vertical € que contiene
al h-segmento que une z; con z; se llama la h-linea por 21 y 2.

Los semicirculos y las semilineas tienen dos puntos de interseccién
con RU{oo} ; en el caso de una semilinea z = z¢ los puntos son zg, 0o.
A estos puntos les Nlamaremos los puntos extremos de la h-linea. Un
par de puntos en RU {oo} determinan en forma inica una h-linea.
Ahora, si @, Q' son h-Hneas con puntos extremos {s,t} y {s',#'} res-
pectivamente, tenemos por actuar PSL(2,R) en forma 2-transitiva en
R U o0, que existe T € PSL(2,R) con T'(s) = s/, T(t) =t y entonces
T(Q) = @, luego tenemos el siguiente:

2.19. Teorema. PSL(2,R)actia transitivamente en el conjunto de h-
lineas.

Observemos que st 7y es una curva en I que conects a u,w € U y
si T' € PSL(2,R) entonces T'(y) es una curva en 4 que une T'(u) y
T'(w); y reciprocamente para cada curva ¥ que conecte 7{u) con 7'(v)
existe una curva, de hecho, ¥ = T71(%), que conecta u con w. Como la
longitud hiperbélica de v y T(7) es la misma, tenemos:
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2.20. Teorema. Pora cada per u,w € U y para cada L' € PSL{2,R)

se tiene:
p(T (), T(w)} = p(u, w).

Demostramos ahora que p(z, w) define una métrica.

2.21. Teorema. La funcidn p definida en 2.16 es una métrica en U.

Demostracion:
La no negatividad y la simetria se siguen directamente de la definicién

de longitud hiperbdlica. Probaremos que
(Bp(z1,22) =0 & 21 = 22
(i)p(21, 23) < plz1, 22) + pl22, 23)-

(i) Por el teorema anterior y considerando T € PSL(2,R) con
T(z) = ia y T(z2) = ib podemos suponer sin pérdida de generalidad
que z; = @ y 23 = ib, con a,b,€ R,a < b. Luego p(ia,ib) = logl =
lel=1oa=b

(ii) Sea +y la h-linea que une z1 y 22, y ¥ la que une 23 y z3 entonces
v + 7 es una curva que une zj con 23, luego

p(z1, z3) = inf{A{c) : 0 es una curva que une z y 23}

< h(y+7) = h(y) + k(7)) = pl21,22) + p(21, 22).
O

Una observacién: la igualdad en la desigualdad del tridngulo se tendrd,
cuando y+7 resulte el segmento geodésico que une 21 con 23, y entonces,
v + 4 serd parte de una h-linea que contiene también a 4 v ¥, luego
z1, Z2, z3 deberdn estar en la misma h-linea y zp entre z; y 23.

2.4 Caélculo de p(z1, 22)

En la seccidn anterior hallamos un método para calcular la distancia
hiperbélica enire un par de puntos en i/ que consiste en encontrar
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la transformacion de PSL(2,R) que envie cstos al gjc imaginario, en
donde es ficil calcular la distancia. En ésta seccién mostramos una
férmula para calcular directamente p(z,w) cuando z,w no estdn en
una semilineca.

2.22. Teorema. Sean z,w € U, Q la h-linca que los une y 2% w*
los puntos extremos de @ en R U oo eligiendo 2*,w* de forma tal que
z* < Wz < w*. Fntonces, existe un vnico elemento T € PSL(2,R) tal
que T(2") = 0, T(w*) =,00,T(2) = i, T(w) = T4, pare algin r > 1, y
ademds, p(z,w) = logr.

Demostracién:
Si 2%, w* 5 oo, como estamos suponiendo que z* < w*, sea
(— =2
S(¢) =
¢(—w

entonces S € PSL(2,R) y cumple S(z*) = 0,S(w*) = oo, lucgo
5(Q) = iR". Asi, () = ki para alguna k ¢ R¥. Entonces, la trans-
formacién

T(Q) = Uy 0 S(¢)

cumple T{z*) = 0,T(w*) = o00,T(z) = i. Ademds como en Q, = cstd
entre z* y w, entonces T'(z) = { estd entre T'(2*) = 0 y T(w) de forma
que T'(w) = ri,r > 1. Por el teorema 2.20 tenemos:

p(z,w) = p(T(z), T(w)) = p{i, ri) = log .

T i
w
z/\ i
e w* B

FIGURA 2.2, Teorema 2.22
Si alguno de z*,w* es oo -supongamos que w* = co- entonces () es
una semilinea. Iin este caso, la traslacién $1(¢) = ¢ — Rz*, seguida de
una homotecia 85(¢) = ¢ funciona.

O
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2.23. Lema. Si z,w,z*,w* son como en el lema anterior, entonces
n(z,w) = (w, 2% z,w") es invariante bajo PSL(2,R). Ademds, para
todo par z,w € U, se tiene que T(z,w) = |z —wllz — @)~} es invariante
bajo PSL(2,R).

Demostracién:

Recordemos que PSL{2,R) actiia en las h-lineas y la h-linea que une
T(z) y T(w) tiene puntos finales T'(z*) y T(w*). Lo demés se sigue de
la invarianza de la razén cruzada. Por otro lado, un cdlculo elemental

muestra que
|T'(2) — T(w)i

|z — wl
Utilizando también que T{w) = T{(®) VT € PSL{2,R} se concluye
facilmente el segundo resultado.

= |T'(:)T'(w)] .

0

A partir de las relaciones anteriores podemos dar una férmula expli-
cita para calcular p(z,w). Se verd que:
_z=w)?

1
2 S e
sh 2p(z’ w) 45 2Sw 21)

Sean z,w €U y z*,w*, T € PSL(2,R} y r como en el teorema 2.22,
entonces, n{z,w) = (ri,0;i,c0) = r, por lo que p(z,w) = logr =

log n(z, w).
Y _ . no_or—1 __ plz,w)—1t
También 7(z,w) = 7{i,ri) = 53 = fp—(mi, de donde

|z — @] + |z — v

) =] *
p(z,w) = log PRy p— (2.2)

Finalmente, utilizando las identidades trigonométricas tanhg = E—Z;T_—%

2o
y Shz(%) = % llegamos a la férmula deseada, pues
1 7(z, w)? |z — w|?
R —p(z,w) = - =
AT s Pyl Py FRE
y el -zl = (e~ W(E - w) - (2~ w)(F - W) =

= —(2 - zZHw ~ W) = 4F2Sw.
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A partir de este momento utilizaremos frecuentemente esta férmula
y el hecho de que,

2 ! 12
z —u |2 — w'|
z,w) < p(z',w) & | < .
Pz w) S o2 ) @ 5 Se < o
que se sigue por ser sh(z) una funcién creciente.

Algunas formulas derivadas de 2.1 son:

|z — w|?

cosh p(z,w) =1+ R (2.3)

coshz[%p(z, w)] = Ji;;%ﬂ (2.4)

2.24. Ejemplo. El circulo hiperbdlico con centro en ri y radio § es el
circulo euclidiano con ceniro en 4r cosh d v radio rshd

Sea C{(ri) el circulo hiperbélico de centro en 74 y radio &

Ci(riy = {z €U : p(z,ri) = 6} = {z € U : sh? §p(z,m = sh?4}

|z - ril?

L = 21(5
“C U sGse T

Sea z = x - iy. Entonces

zeC(ri) @ a®+(y—r)?= 4y7‘sh2-‘%

st pyt+r?= 2yr(2sh 24 1) = 2yrcoshd
sz +y? —2yrcoshd+r2=0

& 224 (y2—2yr cosh §+42r2 cosh? §)+r2 —y?r? cosh? § = 0

@ 4% 4 (y —rcosh§)? = —r? -+ r2 cosh? § = r?sh?§

Por lo tanto, z € Ch(ri) & z € C™M(0, 7 cosh 6).

En general todo circulo hiperbdlico es un circulo euclidiano, por lo
que cl siguiente teorema es inmediato:
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2.25. Teorema. La topologia inducida por p en U coincide con la in-
ducida por la métrica euclidiana.

25 Isometrias

2 26. Definicién. Una transformacién T : Y — U es una isometria si
conserva la distancia hiperbdlica, es decir,

p(Tz,Tw) = p(z,w) Yzwel.

Al conjunto de isometrias de I lo denotamos por Isom(if).

El teorema 2.20 afirma que toda transformacién T € PSL(2,R) es
una isometria, sin embargo, los elementos de este grupo no son todas

las jsometrias. Por ejemplo g(z) = —Z es una isometria de I/ porque:
1, . f=z—(-®)? 1
2 2
sh 5'0(—2’ —1) = — 55w sh g,o(z,w)

Desde luego las isometrias forman un grupo bajo la composiciil y
resulta que PSL(2,R) es un subgrupo de indice 2 como muestra el
siguiente teorema que caracteriza a todas las isometrias.

2.27. Teorema. Isom(U) estd generado por las transformaciones de
PSL(2,R) junto con la funcidn g{z) = —Z.

En consecuencia una isometria es de la forma

az+b

a(—z) + b
)0 =
cz+d

= 77 b R — be = 1.
{(z) -+ d con a,b,c,d € Ryad — bc =1

T(z) =
Las primeras son conformes (conservan los dngulos orientados) y las
segundas, anticonformes (invierten los dngulos).

Demostracion:

Sea o una isometria de /. Entonces, o transforma geodésicas en geo-
désicas, en particular o(iR*) es una de ellas. Por otro lado existe una
transformacién g en PSL(2,R) distinta de 0! que envia o(iRY) en
;P . Podemos suponer que go ¢ fija i y 2¢ (aplicando homotecias si es
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necesario}. Entonces, fija el semigje imaginario.
Sean z = 2 + iy, y o(z) = u + iv. Para todo t ¢ RT, se tiene

plz,it) = plga(z), go(it)) = plu + iv, it)
Por la férmula { 2.1) llegamos a :

24 (y -1 w4+ (v—1)?
Yy

Yt e R*.

al tomar limites cuando ¢t — ooy cuando ¢ — 0, se tiene v = y, 7% = 42
luego

b}

ga(z)=2z o go(z)=-z
O

2.6 Area hiperbdlica

2.6.1 FOrMULA DE GAUSS-BONNET

Definiremos ahora algunos conceptos de la geometria en Uf; entre otros,
el de drea. Nos interesa en forma particular la del tridngulo hiperbélico
(o h-tridngulo). Se mostrard una férmula que nos permite obtener el
area de un h-tridngulo y un importante teorema que demuestra que el
drea es un invariante de PSL(2, R).

2.28. Definicién. Un poligono hiperbélico de n lados es un conjunto
cerrado en U acotado por n segmentos hiperbélicos a los que llamamos
lados del poligono.

Observemos que dos h—lados (distintos) pueden intersectarse en un
solo punto (que puede ser un punto en R U {oo}).

2.29. Definicién. El punto de interseccién de dos h-segmentos es un
vértice del poligono hiperbélico.

Llamamos un tridngulo hiperbdlico a un poligono de tres lados. El
ntimero de vértices en RU{oo} determina los siete tipos de h-tridngulos
que se muestran en la figura 2.3.
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L)
v
v 2
73
{ vértices 1 vértice
U Vo U3
v )
s 1 2
1 vértice 2 vértices
U2
m [ vz

2 vértices

3 vértices

U3

3 vértices

FIGURA 2.3. Tridngulos con 0,1,2 y 3 vértices en R U {co}.
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2.30. Definicién. Sca E C U, Definimos el drea hiperbslica de E

comao
1
= f / L dndy.
BY

2.31. Teorema. Fl drea hiperbdlica permanece tnvariante bajo trans-
Jormaciones de PSL(2,R). Es decir, u(T(E)) = p(FE) para toda T C
PSL(2,R}).

si la doble integral existe.

Demostracidn:
Sea T(z) = gj_tg =u + jv para z = z + iy.
— %z *
Sabemos que ST(z) = oot dl (*)
Entonces,

H(u,v)
oz, y)

dzdy.

fﬁ(ﬂ) ;Edudv fLU2

Calculamos el jacobiano

O(wo)| _ | 9 Gy |_Oudv_dwdu _ (9u\®  (ou)’
Nz, y) o g drdy Ozoy \dz Az

(la tltima igualdad se obticne a partir de las ccuaciones de Cauchy-
Ricmann.)

Por otro lado, como la derivada de T es: T%(z} = gu + 1 BU.
2z
2 _ tdu Ji
Tenemos que, |T'(z)|" = (ﬁ)2 + (Z%)
O(u,v) 2 .
lucgo ’a(m,y) = |T'(z)|" = T
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Sustituyendo en la integral, y utilizando la igualdad en (*) tenemos

u(T(E f fE 7z

+df 1
Z/L‘Czyg | +dl4da:dy=y(E).

lez

dzdy =

Por lo tanto, p(T(E)) = u{E) V T € PSL(2,R).
0

Definimos el 4ngulo en un vértice de un poligono como el «ngulo en-
tre las tangentes a los h-segmentos o lados en el vértice. Notemos que
el 4ngulo en vértices que estdn en RU {oo} es cero. Utilizamos la trans-
formacién T(z) = 1 para calcular el d4ngulo en co, que es precisamente
el d4ngulo en el cero al tomar las im4genes de las rectas pora y b, que
son circulos tangentes en cero.

1
z
—_—

o
2
<
SR L
<l

FIGURA 2.4. dngulo en oo

Bl siguiente teorema muestra que el drea de un A—tridngulo depende
solo del valor de sus dngulos.

2.32. Teorema. (Férmule de Gauss-Bonnet).
Sea A un h—tridngulo con dngulos o, 3,7. Entonces,

pA)=7~{(a+8+7)
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Demostracidn:

Primero consideremos el caso en el que A tiene dos lados verticales, es
decir, con uno de los vértices en co.

Aplicando transformaciones de la forma z v~ z4p,u € Ry z 3 Az, A >
0, podemos suponer que un lado del tridngulo estd sobre el circulo
unitario gue por el teorcma anterior, el drea no cambia asi que basta
calcular el drea del dltimo tridngulo. En la siguiente figura sean o, 3 los
angulos en los vértices A y B de lados z == a y £ = b respectivamente.
Entonces, como £a0A = a, £bOB = f tenemos que a = cosay b =
cosf3. Ahora podemos hacer los cdlculos:

(D) = / dmdy/ f f_l] dr —
\llwE o  Yl/iZ

- 51n9
/\/r:,r f” sng =T b
La igualdad de las dos iltimas integrales se logré con el cambio de
variable £ = cos 8.

Segn el tridngulo ¢) de la figura 2.3, el tridngulo A tiene un vértice
en R. Como PSL(2,R) es transitivo en R U {oo} existe una transfor-
macién T' € PSL(2,R) tal que 7'(#3) = 0o. Asi T transforma A en un
h-tridngulo como el del primer caso y el drea permanece invariante y
es igual a u(A) =7 ~ (a -+ B).

5i ningiin vértice de A estd en RU{oo} como en el tridngulo a), con-
sideramos el punto en que un lado (en este caso el lado que determinan
v,z ) intersecta al eje real. En la siguiente figura, sean

A = tridngulo ACD
Ay = tridngulo BCD
Entonces, p(A) = p(A1) ~ p(As).

Pero ambos A, Ay tienen un vértice en R o sea que son como los
del caso anterior, por lo que

pA) =m—(a+y+6), vy plde)=n—{r-p)+0]
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FIGURA 2.5. Caso ¢): un vértice en co

luego plA)=m—-a-y-a+r-—F+0=a—(a+F+7).

Veamos en la figura 2.3 el caso f). Aqui, « = §# = 0. La integral
IJe !—}gd:cdy, para estos valores de @ y [ es igual a

/Wd9=7!'=ﬂ'—((1’+ﬁ)‘
0

El caso d) se sigue del anterior con un argumento de transitividad
(v3 va a dar a co). Para el tridngulo e), la integral se evalda igual a
7 —p.

Por tltimo, el tridngulo g) con tres vértices en R es andlogo al ), pues

PSL(2,R)es transitivo en R U {co}.
0

La férmula de Gauss-Bonnet puede extenderse a ciertos poligonos
hiperbdlicos que se denominan “ de forma de estrella”.

2.33. Definicién. Sea C' C U un poligono hiperbolico cerrado, C es un
poligono hiperbélico en forma de estrella si existe un punto p € int(C)
tal que para toda z € C el h-segmento que une z y p estd contenido en
C.

Con esta definicién tenemos el siguiente
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2.34. Corolario. Sea H un poligono en forma de estrella, con vértices
Zlyeee y2n Y dngulos ay,... o en cada z;. Entonces,

pH)=(n-27 -3 o

=0

2.7 Meétrica hiperbdlica en el modelo del disco

2.7.1 SEGMENTOS HIPERBOLICOS EN D

2.35. Definicién. Una h-linea en el disco unitario es un circulo (o una
Ifnea euclidiana) que intersecta a I} ortogonalmente.

hiperparalelas a X

paralela a A

PIGURA 2.6. Lineas hiperbélicas en el modele del disco

2.36. Teorema. Aut()) actde transitivamente en el conjunto de h-
lineas.

Los puntos en la frontera de B son llamados puntos ideales. Decimos
que dos h-lineas son paralelas si no se intersectan en I pero tienen un
punto idcal en comiin. Dos h-lineas no se intersectan en I ni ticnen
puntos ideales en comiin, se llaman hiperparalelas (ver figura 2.7.1).

Consideremos la linea A por los puntos s,¢,r y un punto p ¢ A; sin
perder generalidad podemos suponer que p estd en el origen. Traze-
mos una perpendicular a la linea srq. Observemos que hay dos lineas
paralelas a srg que pasan por p: ps y pg. Sea 8 el 4ngulo entre pry
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FIGURA 2.7. El dngulo de paralelismo

alguna de éstas lineas, digamos, ps. Al 4ngulo 4 le lamamos el dngulo
de paralelismo. La razén del término es que si tomamos un rayo que
pase por p y cuyo angulo con pr sea 8, entonces serd paralelo a la linea
srq. Es claro que si el 4ngulo es mayor que ¢, entonces la lfnea es hiper-
paralela a srq y si es menor, entonces intersecta a srq.

En la figura podemos ver que el dngulo de paralelismo siempre es
menor que 7. Este hecho prueba la invalidez del Postulado de las
Paralelas, pues la linea hiperbdlica pr intersecta a las lineas pg y srq
de manera tal que la suma de los 4ngulos interiores es menor que T.

2.7.2 LONGITUD Y AREA HIPERBOLICAS

La longitud hiperbélica de una curva y(t) = (z(£), y(¢)) de clase C! por
tramos contenida en b se define como el valor

IO
’(”)‘2[1 T hPE"

El denominador de la integral anterior nos permite ver que las dis-
tancias se hacen infinitamente grandes al acercarnos al circulo [2| = 1.

2.37. Teorema. La longitud hiperbdlica 1{7y) es invariante bajo trans-
formaciones de Aut(ID).
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De nuevo, definimos la distancia entre dos puntos en ID, 2, ¥ 2z -que
denotaremos por d(z1,23) - como la longitud del h-segmento que une a
21y #2. Para calcularla consideremos la transformacién T(z) = & £
eligiendo @ de forma que r = T'(22) € R. Entonces, como

T 2dt 1+7
d = = .

tenemos que:

d(z1, 22) = d(T(1), T(2)) = d(0,1) = log :i - :z: * IIZ - :{ (2.5)

Observacién: A partir de 2.5 obtenemos las siguientes férmulas;

2l ) = [t — zw]®
O G = T -wp 29)
senh?(=d(z, w)) = l2 — wf @.7)
27 (1~ |22 - w|?)
tanh(%d(z, w)) = ||13-_;:—I[ (2.8)
ab
2
\zz (o
a1

FIGURA 2.8, Razén cruzada en ID
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También es posible dar una férmula para d(z1, 22) en términos de la
razon cruzada:

d(z1, z2) = log(z1, 221 q2, q1)

donde ¢1, 2 son los puntos en 8D que estdn sobre la h-linea (en orden
en el sentido de las manecillas del reloj) que une a z; y 22, como se ve
en la figura anterior.
2.38. Teorema. Sean z, y 22 € Ib. Entonces, el h-segmento que une a
z1 Y 72 es un circulo euclidiano ortogonel a O o una linec recte que
pasa por el origen.

Para obtener el 4rea de una regién en I resulta mas sencillo trabajar
con coordenadas polares. Haciendo z = re??, del diferencial de longitud
hiperbélica ds = 2%, obtenemos:

ds _ 2le?ldr  2dr ds _ 2ré’’|d0 _ 2rdf

dr 1-72 1-7224df 1—-r2 1=-1r2

lo que motiva la siguiente:

2.39. Definicién. Sea R un conjunto cerrado en D. Definimos el drea
de E por:
4'rdrd9
A=
f / 1-1r2)2

Veremos ahora una férmula que relaciona las medidas de dngulo
y distancia, lo que resulta una propiedad particular de la geometria
hiperbdlica.
2.40. Teorema. (Fdérmule de Lobatchewsky)
Sean p € D y 1 una linea hiperbilica en D con distancia a p igual a d.
Sea 8 el dngulo de paralelismo de p con respecto a esta linea. Entonces
—~d
= tan~.
e ang
Demostracién:
Aplicando una transformacién adecnada podemos llevar a p al origen y
al punto medio de [ al eje real positivo. Renombrando de esta foma te-
nemos que ! es simétrica respecto a R. Sean ¢ y s los puntos extremos de
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I, y r su punto medio. Por 2.5 se sigue que d(p,1} = d(0,r) = log(%_%) =
d. () Sea t el punto donde la tangente cn g al circulo unitario intersecta
a R

q tang
1
g
P t
8
sg.rcﬂ

FIGURA 2.9. Férmula de Lobatchewsky.

Entonces en términos de distancias euclidianas tenemos: tunf = jg —
t| y como la linea grs es ortogonal a I, entonces |¢ —t| = |r — t] y
también cos® = Tr—’{_ﬂ de donde secf = |p — t|. Concluimos que |p —r| =

sec — tanf = =28 — . Sustituyendo en (*) se tiene

cosl
—a_ cosf+senb—1  2cosfsend  send _ n9
" cosO—sen@ + 1 200520 + 2cos0  cosB+1 g

O

2.8 Trigonometria hiperbdlica

En esta seccion obtendremos algunas férmulas que relacionan los dngu-
los de tridngulas hiperbdlicos can la longitud de sus lados. En la primera
parte resultard més conveniente trabajar en el modelo del semiplano,
por lo que definiremos el dngulo de paralelismo en U a partir de la
definicién en cl modelo del disco.



2. Geometria hiperhslica 59

Consideremos la figura 2.9 de la seccidn anterior. Podemos suponer
que p = 0 y ¢ = 1 hacienndo una rotacién de la figura si es necesario.
Al aplicar la inversa de la transformacién de Cayley al tridngulo con
vértices en p =0, ¢ = 1 y 7 observamos lo siguiente:

(i) el segmento de p =0 a g = 1 se transforma en el rayo (4,00).

(i) la linea por ¢ =1y r se transforma en una linea I que pasa por
h;l(q) = oo, y dado que r ¢ R, dicha linea es una recta (euclidiana)
ortogonal al eje real, distinta de {R como se ve en la figura.

(#43)  por iltimo, el segmento de p = 0 a r es ortogonal a la linea por
g y 7, y hace un dngulo igual a ¢ con el segmentode p=0a¢g=1
luego su imagen es una linea ortogonal a I en A7 '(r) y que intersecta a

iR en i con angulo 6.

% h:t(r)

FIGURA 2.10. El dngulo de paralelismo en ¥/

En resumen, obtenemos un tridngulo con dngulos 8,0, 7, que tiene
un s6lo lado finito, digamos de longitud a. Observemos que el dngulo
de paralelismo 8 es funcién de a. En relacidn a éste dngulo se tiene el
siguiente:

2.41. Teorema. Sea A un tridngulo con dngulos 0,5 y un lado finito
de longitud a. Entonces, para el tercer dngulo 8 = Il(a) se tienen las
siguientes relaciones:

1. tanll(a) = gll—,

o

2. senll(a) = ——

L]
2
:J_l—n
[~}
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3. secll(a) =

tanh. a'

Demostracion:
(2) Podemos suponer que el vértice con dngulo 7 es 4. Por 2.3 se ticne

lz—d* _ . lz—i]

cosha =1+ Se i 295239 2sen(

pero z = €, de donde |z — i[> = 2(1 ~ sen), luego

2(1 —sent) 1
2senf  senf’

cosha =1+
De un férma andloga pueden probarse los incisos (1) y (3).

0

2.42. Teorema. Consideremos ahora un tridngulo en D cc 1 lados de
longitudes a,b, ¢ y dngulos opuestos o, 3,7 > 0. Entonces,

sha _ shb  she
sena  senfl  seny

1. Ley de los senos:

2. Ley de los cosenos I : coshc = coshacosh b — sha shb cos7.

cosacosf + cosy
senasenfS -

3. Ley de los cosenos II: coshe =

Demostracién:

Utilizaremos €l modelo del disco.

(2) Sean v,,vp,ve los vértices opuestos a los lados a, b, c. Podemos
suponer que v, = 0, Qv, = 0, Rv, > 0. Por 2.7 tenemos:

2|y, — 'Ub[2
(1 = lval?)(1 — |vp]?)

Ademis, por 2.8, v, = tcmhl( (0 v,) = tanhi 20,y vp = e”tanh b.
Utlhzando la ignaldad tanhy = & +1 y sustltuyendo en 2.9, obtenemos
el resultado.

(1) A partir de (2) obtenemos

coshe = 2.sh2(—;-

d(va, vp)) +1 = +1. (2.9)

( she )2 shic
sen " 4 _ {coshacoshb—coshe)2
U 1 ( sha shb )
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La ley de los senos serd vdlida si probamos que el lado derecho de la
expresion anterior es simétrico en e,b y ¢. Eso se sigue de la simetrfa

de .
(sh{a)sh(a)b)? — (cosh{a)cosh(b) — cosh(c))?

que se obtiene con un calculo directo.
(3) Reescribimos A = cosha, B = coshb, C = coshc. Por (2) llegamos a

AB-C
(A2 — 1)3(B? — 1)2

cosA =

que implica
D

(A2 -1)(B?-1)
donde D = 1+ 24BC — (A% + B? + C?%) que es simétrico en A, B

y €. Obteniendo expresiones andlogas para cosa, senc, cosf,senf y
multiplicando el numerador y el denominador de la expresién

sen’y =

cosacosf + cosy
senasen

por el valor (A% — 1)2(B? — 1)7(C? — 1) obtenemos

cosacosf+ cosy  (BC— A)(CA-B)+(AB-C)(C?—1) o
senasenf3 N D o
a




62 2. Geometria hiperbdlica



3 Grupos Fuchsianos

3.1 Las transformaciones de PSL(2, R)

En esta seccién daremos una clasificacidn de las clases de conjugacion
de los automorfismos de I/ donde las clases de conjugacion son tomadas
en PSL(2,IR) . Esto es, diremos que T, S € PSL(2,[R) son conjugadas
en PSL(2,R) siexisteU € PSL(2,R) con S = U~!TU. Esta relacién
de equivalencia divide PSL(2,R) en clases de equivalencia como en
PSL(2,C); un ingrediente para. la clasificacién son los puntos fijos de
T. Si T{z) = ¢+ ¢ PSL(2,R) , tenemos que los puntos fijos son las

. cz+d -
schuciones de la cuadratica:

e+ (d-a)z—b=0 (3.1)

que son

_{a—d)+Vtr°’T —4 _(a—d) - Vitr?T -4
= 2¢ yoa= 2c

donde tr°T = (a + d)?, por lo que T tendrd un punto fijo en R U {co}

cuando #r2T = 4; dos puntos fijos en RU {co} si #r2T > 4 y un par de

puntos fijos conjugados cuando #2T < 4. Tenemos entonces la siguiente

clasificacién de los automorfismos de U :

3.1.1 TRANSFORMACIONES PARABOLICAS

Tienen un punto fijo en RU {oo} es decir, corresponden al caso en que
tr’T = 4. Como en PSL(2,C), estas transformaciones son conjugadas
a traslaciones de la forma R(z) = z + 1, £ € R\ {0}. En efecto, para T
parabdlica con punto fijo o € R, la funcién S(z) = L= €PSL(2,R)
es tal que S(a) = oo de donde R = $71TS es una transformacién que
fija oo por lo que su matriz asociada es

U = ({]:; ;) , para algunat € R.

Con la ayuda de V(z) = §sit > 0,0con V(z) = ~§ st <0,
podemos concluir que existen dos clases de conjugacién determinadas
por las transformaciones Uy(z) =2+ 1y U.y(z) = 2z — 1.



64 3. Grupos Fuchsianos

3.1.2 TRANSFORMACIONES BIPERBOLICAS.

Una transformacién hiperbélica tiene dos puntos fijos en RU {co} que
corresponden a las soluciones de 3.1 cuando ¢*T > 4,
Sea T'(z) hiperbolica con puntos fijos o, f € RU {oo}. Entonces,
Z—a
= c R

S(:) = =5 € PSL.R)
es tal que S(a) = 0, $(B) = oo. Asi, STS~L0) = 0 y STS~(c0) = oo,
luego STS1(2) = Az, para algtin A € R\ {0, 1}. Luego toda transfor-
macion hiperbdlica es conjugada a una de la forma Uy (z) = Az. Ademds
como en 1.7, cada Uy(z) define una clase de equivalencia para A > 1.

3.1.3 TRANSFORMACIONES ELIPTICAS.

Este es el caso en el que 72T < 4. La ecuacién T'(z) = z tiene dos solu-
ciones que son conjugadas (complejas) entre si. Entonces, una trans-
formacién eliptica tiene un nico punto fijo en i. Es importante hacer
notar que éstos son los 1inicos elementos de PSL(2,R) con puntos fijos
en {{. No es posible expresar explicitamente la clase de conjugacién de
los elementos elipticos; sin embargo, la siguiente es una caracterizacion
que resulta ttil:

Sea a el punto fijo de T en I. Por 1.1.33 existe § € PSL(2,0C)

tal que S(a) = . Ademds tenemos que S(@) = S(a) = —. entonces
W = S7I7T8 fija 4, ~i. Si consideramos R(z) = 4 € PGL(2,C) ten-

emos que RWR™} es eliptica y fija 0 e oo, luego BWR™ () = ez

para alguna 8. Por lo que Ro W(z) = ¢ R(z) , esto es,
W(Z) -1 nec— 1
L =g .
W(z) +i z 43

En esta relacién, W no tiene una forma explicita. Sin embago, note-
mos que

TR Y T W)+

son puntos en . De esta forma, en el modelo del disco unitario, 7" es
conjugada -pero en PSL({2,C)- a una rotacién de angulo 8 alrededor
del cero.
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Una transformacién en PSL(2,R) sélo puede ser eliptica, hiperbd-
lica o parabdlica, a difererencia del caso en PSL{2,C) donde existen
transformaciones loxodrémicas.

Una herramienta para describir las transformaciones de PSL(2,R)

son los circulos fijos.

Decimos que C es un circulo fijo de T € PSL(2,R) si es un circulo
hiperbélico (es decir, un circulo euclidiano ortogonal a R ¢ una recta
vertical en el modelo de I, o un circulo ortogonal a o, o una recta
por el origen en el modelo del disco) tal que T(C) = C. De esta forma,
en el modelo del disco unitario, si T es eliptica entonces es conjugada
en PSL(2,C) a una rotacién, y para las rotaciones los circulos fijos
son aquellos con centro en el origen. 8i 7' es hiperbdlica, es conjugada
a alguna homotecia S(z) = kz,k > 0, y los circulos fijos para las
homotecias son las rectas por el origen. Finalmente, si T es parabdlica,
es conjugada a una traslacién y el Gnico circulo fijo es el gje real.

3.2 Grupos discretos

En el trabajo previo a esta seccién analizamos algunas prop‘zdades de
PSL(2,B) como grupo de automorfismos; también es posible verlo
como un espacio topolégico. Para dar una topologia, parece natural
que a la transformacién T(z) = 22 &€ PSL(2,R) la identifiquemos
con el vector {a, b,c,d) € R*, lo que si es claro es que SL(2,R) quedars
identificado con el conjunto X = {(a,b,¢,d) € R* : ad — bc = 1}. Como
se vi6 en el capitulo 2, PSL(2, R} = SL(2,R)/+{id} asi que PSL(2,R)
tiene la topologia del espacio cociente y en términos de X, PSL(2,R)

es X/ ~ donde la identificacién es u = (a, b, ¢,d) ~ (a',¥/,¢,d'} =v &
4 = %v. Ahora podemos formular la siguiente

3.1. Definicién. A un subgrupo discreto de PSL(2,R) se le llamard
un grupo IFuchsiano.

Observacién 1:
Sea ¢ : SL(2,R) — PSL{2,R) la proyeccién canénica. Entonces, I' es
Fuchsiano si y sélo si ¢~1(T) es un subconjunto discreto de SL(2,R).
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Observacién 2:
I' C SL(2,R) es discreto
© V{A,} CTcon A, + A, AN €Ntal que A, = AVn>N.
< V{As}CTcon A, > I,AN €Ntalque A, = I Vn > N.
@ VE>0,{Ael: A]l = va® + 52 + cZ -+ & < k} es finito.

Observacidn 3:
Los siguientes resultados son vilidos para I un subgrupo de SL(2,R) :
1. 8i T’ es discreto, entonces es numerable.
2. 8i T es discreto, entonces todo subconjunto @ de T es discreto.
3. 8i I es discreto entonces B~!I'B es discreto, para todo B & SL(2,R).

3.2, Ejempleo. El grupo ciclico generado por un elemento parabdlico
es Fuchsiano.

3.3. Ejemplo. El grupo ciclico generado por un elemento hiperbdlico
es Fuchsiano.

3.4. Ejemplo. El grupo ciclico generado por un elemento eliptico es
Fuchsiano si y sélo si el elemento eliptico tiene orden finito.

3.3 Grupos propiamente discontinuos

Los subgrupo discretos de Lie son llamados algunas veces “latices” por
analogia con las latices en R™ que son subgrupos discretos de jsometrias
de R". Estas tienen la siguiente propiedad: la accién en R” es “discon-
tinua” en el sentido de que todo punto de R™ tiene una vecindad que
al transformarse por elementos diferentes de la identidad, la imagen
cae fuera de la vecindad. En general, los grupos Fuchsianos no tienen
este comportamiento discontinuo porque si el grupo tiene elementos
elipticos entonces habra puntos fijos en I y estos puntos fijos .10 podrin
tener un vecindad como la que se requiere, sin embargo, veremos que los
grupos Fuchsianos tendrdn una condicién méas débil de discontinuidad.

3.5. Definicién. Sea ¥ un espacio topoldgico y G un grupo de home-
omorfismos de Y en si mismo. Diremos que G actida discontinuamente
en Y si todo elemento y € ¥ tiene una vecindad ¥ tal que g( VintV =@
para cada g € G \ {id}.

La siguiente es una versién mds débil de accién discontinua.
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3.6. Definicién. Sea Y un espacio topoldgico y G un grupo de ho-
meomorfismos de Y en si{ mismo. Diremos que G actda propiamente
discontinuamente si todo elemento y € Y tiene una vecindad V" tal que

si g(V)NV # & para algin g € G entonces g(y) = y.

Notemos que la primera condicién implica la segunda, es decir, todo
grupo que actie discontinuamente, lo hace propiamente discontinua-

mente.

3.7. Bjemplo. El grupo G generado por la rotacion 2 — eF 7 actiia
propiamente discontinuamente en C : dividamos C en tres regiones
definidas por A; = {z € C: argz€[3j, #(j+1))} para j =1,2,3.
Dado z € C definimos V, como la regidn abierta AJ(Z) que lo contiene.
Desde luego, si g(V;) NV, # 0 entonces g(z)} = z. M4s adelante se verd
que G es discreto en Aut(D) y entonces actiia propiamente disconti-
nuamente en B, sin embargo, G no actda discontinuamente pues para
cualquier vecindad V de z € C se tiene que g = f o f o f cumple que
gVINV =V #£0.

3.4 Accién propiamente discontinua en U

Fn esta seccién caracterizaremos a los grupos Fuchsianos como aque-
llos que actiian propiamente discontinuamente. Necesitaremos algunos
resultados que aportan, por si mismos, importantes herramientas para
el estudio de los grupos Fuchsianos.

3.8. Lema. Seq w € U y K un subconjunto compacto de l{. Entonces,
el conjunto

E,, = {T € PSL(2,R) : T(w) € K} es compacto.

Demostracion:
Consideremos las transformaciones

g:SL(2,R) = PSL{2,R) (la proyeccién candnica) y

. a b aw+ b
B, : SL(2,R) — U definida por ﬁw((c d>) —
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La proyeccién ¢ cs continua ya que PSL(2,R) tiene la topologfa
cociente inducida por ¢. Entonces, para ver que E, es compacto, es
suficiente ver que el conjunto

E,* = {(';a 2,) € SL(2,R) : :;Uig € K} es compacto.

d
tard probar que F.,* es cerrado y acotado. Observemos que la funcién
definida por 8,,(A) = q(A)(w) es continua y abierta ya que la evalua-
cién lo es, ademds By,* = 8, (K) porquesi A € A;1(K ) entonces existe
w' € K tal que 3,,(4) = w' de donde 24! = o' ¢ K, luego A € E,,*.
Reciprocamente, si A € E,* entonces Aw € K y existe w' € K tal que
B (A) = w'. Ahora podemos concluir que F,,* es cerrado, por ser la

imagen inversa bajo &,, de un compacto en U.

= b] < M, para toda

Identificando cada matriz (g b) con el vector (a,b,c,d) € R, bas-

+
cw +d
(a b) € By*. También existe My > 0 tal que

c d
o fow--b
J(cw+d = My

Como K es acotado existe M) ¢ R tal que

= \
cw+d HeBo

aw + b) S(w)
" ew -+ dJ?

Como ad — be = 1, entonces & (

de donde
w)
< St
law + b < M, ( W, ),

por lo tanto a,b, ¢, d estdn acolados.

Utilizaremos el siguiente resultado de topologfa: 1

Jones, G. 1987. Complex Functions. pg.61
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3.9. Proposicién. §i H es un subgrupo discreto de un grupo topold-
gico G y K C G es compacto enfonces H N K es finito.

3.10. Corolario. Sean w € U, K C U un compacto y I' C PSL(2,R)
un grupo Fuchsiano. Entonces,

{T'e:T(w) € K} es finito.

Demostracion:
Por el lema anterior el conjunto {T' € PSL(2,R) : T(w) € K} es

compacto. Ademads,
{TeT:T(w) e K} =TN{T € PSL(2,R) : T{w) € K}

y como I es discreto, el resultado se sigue de la proposicién anterior.
a

A continuacién veremos un teorema que caracteriza a los grupos
Fuchsianos.

3.11. Teorema. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R). Entonces,

1. T es Fuchsiano si y sdlo si ' actia propiamente discontinuamente
enld.

2. SiT es Fuchsiano y p es punto fijo de algin elemento de I', entonces
existe una vecindad W de p tal que ningin punto de W\ {p} es un punto
fijo de alguna T € T'\ {id}.

Demaostracion:

1. =) Sea I" Fuchsiano y 2y € U. Consideremos B(zp) el disco
hiperbdlico cerrado de radio € y centro en zg. Como p induce la misma
topologia que la métrica euclidiana en U entonces B¢(zp) es compacto,
entonces por el corolario 3.10, el conjunto

{T €T": T'(z) € Be(2p)} es finito.

Luego existe 0 < § < € tal que Bj{z) no contiene otro punto de la
érbita de zg. Sea V == B%(zo), entonces tenemos que si T NT(V) # @
para alguna T € T, existe un punto z € V tal que T(2) € V, asi,
plz, z0) < % y p(T(2), 20} < ga por tanto, p(zg, T{20}) < p(20,T(2)) +
p(T(z), T(z0)) = p(20,T(2)) + p(z, 20) < %—f—% = §, pero como elegimos
4§ de manera. que la I-6rbita de zp intersecta a Bj(zp) s6lo en zg tenemos
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que T'(2p) = z. Por lo tanto, I' actia propiamente discontinuamente

en 4.

<=) Supongamos que es cierto el resultado de (2). Sea I’ un subgrupo
de PSL(2,R) que actita propiamente discontinuamente en ¢ y supon-
gamos que I' no es discreto. Por (2), existe s € U tal que s no es fijo por
ningiin elemento en I'\ {id}. Como I no es discreto, existe una sucesién
{Tk} C I tal que T, > id, cuando k - co. Entonces, Ti(s) —+ s. Asi,
para cualquier vecindad U de s tenemos que ['(s) N U 3 @, lo que con-
tradice el hecho de que I actia propiamente discontinuamente.

2. Sea p un punto fijo de § € I'\ {id}. Por 1), y el hecho de que I' es
Fuchsiano, existe W vecindad de p tal que WNS(W) # 8 = S(p) = p.
Si ¢ € W es punto fijo de alguna T' € '\ {id}, (i.e. T(q) = q) se tiene
T(WYNW # 0 y entonces T(p) = p, pero T tiene a los més un punto
fijo en U, luego p = ¢, por lo tanto, ningiin punto de W \ {p} es fijo
bajo alguna T € I'\ {id}.

O

Denotamos la drbita de 2 bajo el grupo I' con el simbolo I'z. Es decir,
Iz={T(2):Tel}

A partir de los resultados antericres obtenemos las siguiente carac-
terizacién de un grupo Fuchsiano:

3.12. Corolario. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R). Entonces, I es
PFuchsiano si y sélo si la drbita de cualquier punto z € U es un conjunto
discreto en U.

Demostracidn:

=) Sea I' Fuchsiano. Por el teorema anterior I' actda propiamente
discontinuamente en I{ y entonces, para cada z € U existe una vecindad
V de z con g(V) NV # 0 para alguna g € . Entonces g{z) = z luego
VN (T, \{z}) =0 y entonces T", es discreto.

4=) Para ver que I' es Fuchsiano, por el teorema anterior bastarg ver
que I' actia propiamente discontinuamente en &/: como 'z es discreta
en U existe ¢ > 0 tal que B(z) no contiene otro punto de la érbita
de z, es decir, B(z) N (I, \ {2}) =0.8iV C Be(z)y VNS(V)#0
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para alguna S € I' entonces existe w € V con S{w) € V, de donde
plw,z) < §;p(S(w), 2} < §, por lo tanto p(z,8(z)) < p(z,S(w)) +
p(S(w), 8(2)) = p(z,S(w)) + p(w,2) < €. Pero en Bc(z) no hay otro
punto de la érbita de z, luego S(z) = 2. .

Sea 7 un tridngulo hiperbélico con dngulos =, = g ¥ lados o-
puestos M, Mz y M;. Sean R;, Ry y R3 las reflexiones en los lados
My, My y M; respectivamente. SiI' es el grupo generado por R;, Ry y
Rj3, entonces '+ = I'N PSL(2,R) es un grupo que actia propiamente
discontinuamente en U y lo lamaremos un grupo triangular . En el
Capitulo 5 estudiaremos estos grupos generados por reflexiones con
detalle,

3.5 Propiedades algebriicas de los grupos Fuchsianos

3.5.1 EL CENTRALIZADOR DE UN AUTOMORFISMO DE U

Analizaremos en esta seccién el centralizador de un elemento del grupo
PSL(2,R) a partir de un teorema sobre los puntos fijos. Recordamos
la. definicién:

3.13. Definicién. Sea G un grupoy g € G. Definimos el centralizador
de g en G como el conjunto

Calg) = {h € G:hgh™ = g}

Es conocido que Cg(g) es un subgrupo de G.
3.14. Proposicién. Sea k € G. Entonces, Cg(kgk™') = kCg(g)k~L.

Demostracién:
h e Cglkgk™) & hikgk™!) = (kgk~1)h
& k™ hkg = gk~ 1hk
& k7 'hk € Cglg)
& h e kCq(g)k™!.
[}

De esta forma podemos conocer el centralizador de cualquier ele-
mento de PSL(2,R) a partir de conocer aquellos de los representantes
de las clases de conjugacién.
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3.156. Lema. Sean S,T €PSL(2,R). 5 T'S = ST entonces S trans-
Jorma el conjunto de puntos fijos de T’ en si mismo.

Demostracidn:

Sea p € fiz(T) = {2 : T(z) = z} un punto fijo de T. Entonces, S(p) =
S(T(p)} = T(S(p)) implica que S(p) € fiz(T). Asi, S(fizx(T )) C
fiz(T). Ahora blen, dado p € fiz(T), S~Y(p) € fiz(T) ya que TS~ (p)
= 8T (p) = §-(p), luego p € (fiz(T)). -
3.16. Ejemplo. El centralizador de T'(2) = z + 1.

Sea S € Cpgr(ar)(T). Como ST = T'S se tiene que oo € fix(S), por lo
que S es de la forma S(z) = az+b. Las matrices asociadas a Sy T son :

(1) ()

Como TS = ST tenemos:
i1 a b\ _ fa b 11
01 01/ (01 01
e b+1\ [ a a+b
(0 1)=(5 1)

La iltima ignaldad, y Ia condicién ad — bc = 1 implican que a = 1.
Luego CPSL(z R)(T) ={S(z)=z+b:be R}

3.17. Ejemplo. El centralizador de la transformacién Rp(z) = ¢z en
Aut(D).

8i § € Cguym)(Ry), como S(0) C {0,00} = fiz(Ry) y como S(0) € I
no queda otra opcidén que S(0) = 0, luego S € Aut(D) y S(0) = 0. En-
tonces 5(z) = ez y luego Caugmy (L) = {5 € Autld : Ses rotacion}.
3.18. Ejemplo. FEl centralizador de la transformacién T'(z) = Az, con
A> L

51 S € Cpgrer) (1), entonces {S(0}, S(c0)} C {0,00} y como § tam-
bién es hiperbélica y las hiperbélicas no tiene drbitas finitas; 8 no puede
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intercambiar 0 e 0o, luego 5(0) = 0y S{c0) = o0, por lo que 5(z) =
para aguna g > 0 y entonces Cpgror)(T) = {5(2) = pz,p > 0}.

3.19. Teorema. 5,7 € PSL(2,R) conmutan si y sdlo st tienen el
mismo conjunto de puntos fijos.

Demaostracidn:

Es inmediato de los tres ejemplos anteriores y de la proposicién 3.14
O

A partir del resultado anterior, el siguiente teorema queda demos-
trado:

3.20. Teorema. FEl centralizador en PSL(2,R) de un elemento hiper-
bélico (resp. parabdlico, eliptico) consiste unicamente de transforma-
ciones hiperbolicas (resp. parabdlicas, elipticas) con el mismo conjunto
de puntos fijos.

Definimos el eje de una transformacion hiperbélica como la geodésica
que une sus puntos fijos. El siguiente corolario es una consecuencia del
teorema anterior:

3.21. Corolario. Dos elementos hiperbdlicos en PSL(2, R} conmutan
si y sélo si tienen el mismo eje.

3.5.2 (OTROS EJEMPLOS DE GRUPOS FUCHSIANOS

3.22. Lema. Si 0 # G C (R,+) es discreto entonces G es ciclico
infinito. Si G C (S1,') es discreto entonces G es ciclico finito.

Demostracién:

1. Primero veremos que existe un g; € G\ {0} de valor absoluto minimo,
para esto como G es discreto entonces existe € > 0 tal que Be(0) N
(G \ {0}) = 6, luego también para todo g € G, se tiene que Be(g) N
(G \ {g}) = @ ya que en caso de que exista h € Bc(g) N (G \ {g})
tendiamos que (h — g} € B.{0)N{G\ {0}) lo que contradice la eleccién
de € > 0. Luego los abiertos Be (g) son ajenos y no tienen elementos
de G distintos del g. Tomemos ahora una r > 0 suficientemente grande
para que exista g € B;(0) N {G\ {0}) y con Be(g) C Br(0). Solamente
un nimero finito de g con esta propiedad pueden estar en B,(0) ya que
la Iongitud de Bi(g) es € > 0 y como las B%(g) son ajenas, solo caben
un nimero finito en B;(0). De este ntmero finito de g elegimos a ¢; de
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valor absoluto minimo. Observemos que si g; € G, también —g, € G,
por lo que podemos suponer que g; > 0.

Veremos ahora que G es el grupo generado por el elemento g;. Fn
efecto, supongamos que existe g € G \ {g1), para algin n € 7 se tiene
que ng; < g < (n+1)g1, luego 0 < g—ngy < g1, y ademds g ~ng; € G
lo que contradice que gy fuera minimo. Luego G = {g,).

2. De nuevo, existe g; = ' € G con § > 0 minimo. Entonces, G = (e"o)
ya que si existe algiin g = ¢*? € G tal que ¢ no es muiltiplo de @, entonces
podemos encontrar un entero m tal que md < ¢ < (mm-+1)8, que implica
0 < ¢ -~ m# < 8; luego el elemento ¢{*~™% ¢ @, lo que contradice el
hecho de que 8 sea minimo. Ademés como S! es compacto, si G fuera
infinito entonces tendria un punto de acumulacién, lo cual es imposible

pues G es discreto, luego G es ciclico finito,
!

3.23. Lema. SiT' CPSL(2,R) es Fuchsiano gue fijo los mismos pun-
tos entonces es ciclico.

Demostracién:

(i) Sea § € I' y supongamos que S es hiperbélica, entonces, S es conju-
gada a una transformacion que fija 0, cc. Como todos los elementos de
I' fijan 0 e oo, entonces I' consiste de transformaciones hiperbélicas que
fijan 0, c0. Asf, I' es subgrupo del conjunte H = {T'(z) = Az : X > 0}.
Ahora, H es un grupo isomorfo como grupo topoldgico al grupe multi-
plicativo de los reales positivos (R*, -) via el isomorfismo ¢ : T'(z) — A,
si T(2) = Az. Asi, I es isomorfo a un subgrupo discreto de R*. En-
tonces, por el lema anterior I' ciclico infinito.

(ii) Sea S € T eliptica. Esta es conjugada en PSL(2,C) a una
rotacién que fija a 0 e oo, y entonces T es conjugado a un grupo de
transformaciones elfpticas que fijan a 0 e oo, luego a un subgrupo del
conjunto H = {Ry(2) = €2} que es isomorfo al subgrupo (St,") ; por
lo tanto, por ¢l lema anterior I' es ciclico finito.

(ili) Sea S € I parabdlica, podemos suponer sin perder generalidad
que fija co. Entonces, I' < {T'(2) = 2+ A} = H, pero H es isomorfo a
(R, +) a través del isomorfismo ¢ : H —» R* dado por $(Ty) = A, luego
H es ciclico infinito y entonces T es ciclico.

0
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3.24. Teorema. (i) Un subgrupo ciclico parabdlico de PSL(2,R) es
Fuchsiano.

(i3) Un subgrupo ciclico hiperbdlico de PSL(2,R} es Fuchsi-no.

(iii) Un subgrupo ciclico eliptico de PSL{2,R} es Fuchsiano si y sdlo
st es finito.

Demostracién:

Se sigue de los dos lemas anteriores. -

3.25. Teorema. Una transformacidn eliptica de un grupo Fuchsiono
I tiene orden finito.

Demostracidn:

Sea T € T eliptica y IV = (T). Por el teorema anterior, IV es ciclico

finito y entonces tiene orden finito.
O

3.26. Corolario. Si ' es un grupo Fuchsiano, el conjunto de punios
fijos de elementos elipticos no se acumula en U.

Demostracién:

Sea z € U y K un compacto que contiene a2 z. Supongamos que z =
T(z) para alguna T € T, entonces K NT(K) # 0. Pero como I' actda
propiamente discontinuamente, esto sélo puede darse para un ndmero
finito de T € I', asi que existen sélo un nimero finito de pnntos fijos
elipticos en K, de donde se sigue el resultado. 0

3.27. Teorema. Un grupo Fuchsiano abeliono es ciclico.

Demostracién:
SiTI' es abeliano entonces ST = T'S para §,T € I'. Luego las T € I'\ {id}
tienen los mismos puntos fijos, luego por el lema 3.23 I' es ciclico.

3.28. Corolario. Ningin grupo Fuchsiano es isomorfo o Z X Z.

3.5.3 EL NORMALIZADOR DE UN GRUPO FUCHSIANO

3.29. Definicién. Sea H un subgrupo de G. Definimos el normaliza-
dor de H en G como el conjunto

Ng(H)={9€ G:g9Hg " = H}

que es el subgrupo més grande de G donde H es normal,
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3.30. Teorema. Sea I' un grupo Fuchsiano no ciclico. Entonces, el
normalizador de I en PSL(2,R) es Fuchsiano.

Demostracion:

Supongamos que no es Fuchsiano. Entonces podemos encontrar una
sucesion T, € N PSL(2,R) (I') de elementos diferentes tal que 7T}, ~> id.
Como T, € Npgrom)(l'), dado S € T se tiene 1,87, € T, Vn y
haciendo n — o0, T,ST; ! — 8, pero T es discreto, entonces a partir
de cierta m,T,,ST,;! = SVn > m. Entonces paran > m S y T,
conmutan, de donde T,, y § fijan el mismo conjunto de puntos. Por
otro lado, si I" no es ciclico entonces no es abeliano. Asi, 35’ € T tal
que S’ fija un conjunto de puntos distinto, pero haciendo el mismo
razonamiento, como T, € NpgraRr)(T') se tiene que T,8'T; 1 € I, de

donde §” y § fijan el mismo conjunto, lo que es una contradiccién.
O

3.6 Grupos Elementales.

La accién de PSL (2, R} en U se puede extender a 8U = RU {00}, de
manera natural y entonces se puede pensar que PSL (2, R) actiia en I4.

3.31. Definicién. Un subgrupo I' de PSL (2, R) se dird elemental si
existe una ['--drbita finita en 4.

Observacién. Como PSL(2,R) deja invariante tanto a ¥ como a
U = R U {co}, una I'—érbita de un punto de If siempre pertenece a
U o siempre a 9 = RU {0} .

3.32. Definicién. Para g, h € PSL(2,R) se define el conmutador de
gy hcomo: [g,h] = ghg™! h~! € PSL(2,IR).

Como T'r{g, k] no depende de la eleccién de las matrices que repre-
senta a g y h, tenemos que T'r [g, h] est4 bien definida como funcién de
gyh

3.33. Teorema. Si ' C PSL(2,IR} es un subgrupo no trivial de ele-
mentos elipticos entonces los elementos de T tienen los mismos puntos
fijos. Ademds I' es ciclico, abeliano y elemental.
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Demostracion:
Primero veremos que los elementos elipticos de T $ienen el mismo punto

fijo en U (el otro seré conjugado a este punto).
Trabajaremos en el modelo del disco unitario y conjugamos a I' para
que tenga un elemento g € T\ {id}, que fije al 0, asi en este caso

u 0 _ _|la €
g=[0 ﬁ],lu[-lsea.h—[c a}EI‘conh;;ég.

Como:
_ -17-1 _ v 0 a € z 0 a -
l9. 4] = ghg™ 2™ = (0 ﬂ) (c &) (O u) (—c a)
[ef]a)? — w?le]?  —|u|?aE + u*Ea
alac — Juffac  —i?(c]® + |ul|al?/)’

Tenemos que:

Trig,h] = 2laf®+ e (—u? ~a?)
= 2(lal? ~ fof") + e’ [2 - v? - ]
= 2= jof (u—1)’
2 — |¢|? (2iSu)?
= 24 4]e/* S
Como T no tiene elementos hiperbélicos, |[Tr [g,h]| < 2, por lo que

Su=006c=0.
Si & u = 0, entonces » = % por lo que ¢ = id, lo que es una con-

tradiccion. Luego ¢ = (} y entonces A = [ 8 _g también fija al 0.
Entonces todos los elementos de T" fijan a un mismo punto, y por el

lema 3.23 T es ciclico, luego abeliano y como {0} es una I'-érbita, es

también elemental.
O

3.6.1 GRuUP0S FUCHSIANOS ELEMENTALES

3.34. Teorema. Un grupo Fuchsiano elemental es ciclico o conjugado
en PSL(2,R) a un grupo generado por g{z) = kz (k > 1) y h(z) = —%.
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Demostracion:

Caso 1. Supongamos que I fija a un punto o € I4.
Si @ € U, los elementos de T" son elipticos y por los teoremas 3.23 y
3.24, I es ciclico finito.
Si o € RU {00}, I" no puede tener elementos elipticos (estos sélo tienen
puntos fijos en U). Veamos primero que I sélo puede tener elementos
hiperbélicos o elementos parabdlicos, pero no ambos. Supongamos o
contrario, es decir que I tiene un elemento hiperbélico g y un parabélico
h, y sin pérdida de generalidad digamos que ¢l punto fijo es @ = oo y
entonces g{z) = Az, A > ly h(z) = z+k, luego g "hg™(z) = 2+ 1""k.
Como A > 1, la sucesién {||g~"hg"||} es acotada, entonces {g~"hg"}
tiene una subsucesién convergente de términos diferentes, lo que con-
tradice el hecho de que I' es discreto. Si I' contiene sélo elementos
parabdlicos, por 3.23, T’ es ciclico infinito. Si I" contiene sélo elementos
hiperbélicos, entonces el segundo punto fijo de ellos es tambi“n comin;
en efecto supongamos que f(z) = Az (A > 1) (que fija 0 y o0} y que
g(z) = cz+d 2245 fija 0 pero no al co. Entonces b= 0y ¢ # 0, a%Oyd_ ~

Luego

faflg™t = [3 (1)Hz ?H(l} ?\H'l"“ 2]2

PR IV
o8 A cG-1) 1]

dado que £ (% ~ 1) # 0 este elemento es parabélico, pero esto es una
contradicciéon, También por 3.23 tenemos que T' es ciclico.

Caso 2, T' tiene una 6rbita en RU {oo} de orden 2.

Un elemento de I fija a cada elemento de la érbita o bien intercambia,
a estos puntos. Un elemento parabélico no puede fijar a 2 clementos.
Dado que cada 6rbita (excepto para cuando es un sélo punto fijo de
una parabdlica) es infinita, una parabdlica no puede intecrcambiar es-
tos puntos, luego I' no contiene parabdlicas. Asi todos los elementos
hiperbélicos deben tcner ¢l mismo conjunto de puntos fijos. Si I' con-
tiene puras hiperbdlicas, se tiene que I' es ciclico.

Si I’ contiene puras elipticas, entonces I es ciclico finito y finalmente,
si I' contiene elipticas e hiperbdlicas entonces debera tener un cliptica
de orden 2 que intercambic los puntos fijos comunes de las hiperbélicas
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y entonces I' es conjugado a un grupo generado por glz)=AzA>1y
h(z) = -1

z

Caso 3. I’ tiene una érbita en I de orden 2 o una érbita en U de
orden k 2 3.

Como las parabélicas y las hiperbélicas sélo pueden tener puntos fijos
en RU{co} u érbitas infinitas, I' debe contener sélo elementos elipticos,
asi T es ciclico finito, por lo que es conjugado a un grupo generado por
una rotacién R(z) = e¥ 2.

0
3.35. Teorema. Un subgrupo no elemental T de PSL(2,R) contiene
elementos hiperbdlicos.

Demostracién:
Supongamos que I' no tiene elementos hiperbdlicos,

Si I' contiene solamente elipticas (ademés de la identidad) tenemos
que T es elemental, luego I' contiene a un elemento f que es parabdlico;
digamos con oo como punto fijo. Asi podemos suponer que f{z) = z+1.

_ az+b
Sea g(z) = 47 €T

Entonces (f"g)(z) = g””—ﬂ-&w y Tr(f*g] = (e +d+nc).
Como los elementos del grupo son elipticos o parabélicos, tenemos que
0 < Tr?(f*g) = (a-i—ai+'nc)2 < 4,¥n € N. Asi ¢ =0, luego g fija oo,
y entonces oo es punto fijo de todos los elementos de T', de donde I es

elemental, lo que es una contradiccién.

O

3.36. Teorema. Si ' C PSL(2,R), no tiene elementos elipticos en-
tonces I' es elemental o discreto.

Demostracion:
Supongamos que I es no-elemental, por el teorema anterior, I' tiene un
elemento hiperbélico A. Supongamos que h tiene asociada la matriz:

u 0
[0 l] con u >0

u

Para demostrar que I' es discreto, debemos mostrar que si g, — id
entonces g, = id a partir de alguna n.
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Sean g, = [ o zn ] con apdy — by, = 1, y con gn - id.

_1 __1 _ U 0 an bn % 0 dn _bn o
hgnh™ gy = [0 ][cn dn}[[) u —Cn Gy -

[ andn — wbyen,  —anby + ua,by,
G s HE

£l

tenemos que:

Tr (hgnh‘lg,:l) = 2andy — by, [u? + Elf]

= 2{andy — bpey) — byep [u2 -2+ fg]
= 2—bpey (u~ %)2

Si gn — id, entonces 2 — bucy (1 — ;1;)2 -2
Como I no tiene elementos elipticos, |Tr [k, gn]| > 2, por lo que para,
n suficientemente grande b,c, < 0.

Sean fn = [h,gn] = hgoh 7l y [ gn gn ] una matriz asociada
n n
con Ay Dy, — B,,Cy = 1. Como gy, ~+ id tenemos que Jfn = id y por un
argumento similar al anterior, para n suficientemente grande tenemos
que B,C, < 0.
Por otro lado:

Trih, fa] = 2—BaCy(u-1)*=
= 2 (anbn (v? ~ 1)) {cadn (7 — 1)) (u
= 2= bacn (1 +buen) (4% ~ 1) (Fr - 1) (
= 2+ bpcn (1 + buep) (u— ful-)4

y como Trih, fn] > 2, tenemos también que bye, > 0 a partir de
alguna n.

Luego debemos tener que existe un N ¢ N tal que para n > N ,
bpen = 0, asi para n > N tendremos que h ¥ gn tienen un punto fijo
comiin: al 0 si b, =046 al 0o, si ¢y = 0.

.. 132
5
U

0O

Denataremos por {S,T) al grupo generado por las transformaciones
TybS.
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3.37. Lema. Sean S,T € PSL(2,R), con T # id. Definimos So = S,
51 = SOTSD‘I, oy Spq1 = S T87L, ... Sipara algunan, Sy = T entonces
(S, T) es elemental y Sp =T,

Demostracién:

Supongamos primero que T tiene un tnico punto fijo & en U (es de-
cir T debe ser parabélica o eliptica). Como para » > 1, S, es con-
jugada a 7, tenemos que S tendrd un dnico punto fijo en . Como
Sry1 (8- (@) = (S+TS71) (Sr (@) = Sy (), es decir Sy (a) es punto
fijo de 8,41, tenemos que si S,y fija a o, entonces S; fija a para
0 < j < n y por tanto todos los elementos de {S,T) fijan «, por lo
que la drbita de o es {a} y entonces (S,T) es elemental, ya que S;
y T tienen los mismos puntos fijos (o solamente si T es parabélica
y si T es eliptica o y @)}, tenemos que S; y T conmutan por lo que
T= SITSI_I = S,.

Ahora supongamos que T tiene dos puntos fijos en RU{oo} (digamos,
0 e o). Entonces T(z) = kz para alguna & > 0. Al igual que en la
primera parte tenemos que Si, Sp,..., tienen también dos puntos fijos
y como S, = T, debemos tener que: {S.(0), S, (00)} = {0,00} para
0<r<n.

Para r > 1, S; es conjugada a 7' y como no pueden intercambiar los
dos puntos fijos (las érbitas de las transformaciones hiperbdélicas son
infinitas con la excepcion de los 2 puntos fijos), tenemos que S1, ..., Sy
fijan al 0 v al co y entonces S = Sy y T dejan al conjunto {0,00}
invariante, por lo que la 6rbita del 0, Ty pertenece a {0,00} y entonces
(S,T) es elemental. De la misma manera en que se justificé el caso

eliptico se demuestra que S = 7'
O

El siguiente teorema demuestra que dos transformaciones que gene-
ran un grupo discreto no-elemental no pueden aproximarse a la identi-
dad.

3.38. Teorema. (Desigualdad de Jgrgensen). Sean 85,T € PSL(2,R)
tales que (S, T) es un grupo Fuchsiano no-elemental. Entonces:

[tr2 (1) — 4] + [¢r(TST187Y) ~ 2] > 1
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Demostracion:
51T es orden 2 entonces la ecuacién anterior se cumple porque Tr(T) =
0. Supongamos ahora que 7" no cs de orden 2. Definimos 5o, S, ... como
en el lema anterior. Mostraremos que si {3.38) no es cierta entonces para
alguna n se tiene que S,, = T, lo cual por el lema anterior se tendri
que {S,T} es elemental, que resulta una contradiceidn.

Dado que la expresidn (3.38) no depende de las matrices en SL(2, R)
que representen a S y T', trabajaremos en SL(2,R).

Caso 1. T es parabdlica.

Como la traza es invariante bajo conjugacién, podemos suponer que
T = [é }] y S = [: 3] con ad —bc = 1y ¢ # 0 (el caso
¢ = 0 no es posible pues resulta que S es parabdlica también y (5, T)
es elemental, una contradiccién).

Si suponemos que 3.38 es falsa, como

tr}(T) =4y tr(TST1871) = ¢? + 2, tenemos que:

[tr?(T) — 4| + |[tr (TSTIS Y - 2| <l <le|d < 1

an by

}, obtenemos de la ecuacién S, =
cn dy

St escribimos S, = [

5,18 que:
n+1 bpq ] — | %n by, [ 11 dy —~by } _
Cn41  dpit ey dy 01 —Cn Qg

[ 1—apen a2
B [ ~c2 1+ apc, ]

lnego cpy1 = —€% = —~(—¢)™ = —¢®, como |¢] < 1, tenemos que
cn — 0. Esto nos permite asegurar que para n > N, |e,| < 1, luego
de any1 = 1 ~ apep y de |ep] < 1y por induccién podemos probar
que ay| < n+ a| Vn > N, luego |anca] < (n-+al) |c]*" y entonces
ancp — 0 por lo que apy1 — 1y entonces S, — T pero {S,T) es
discreto luego S, = T’ a partir de alguna n.
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Caso 2. T es hiperbélica.
u 0 a b
Podemos suponer que 7' = 0o L|®> ly 8= c 4| cn

u
ad — be = 1 y adem4s be # 0, pues en caso contrario, si b =0 {0 ¢ = 0),

el oo (6 el 0} es punto fijo de los elementos de {S,T) y entonces éste
grupo seria elemental.
Entonees:

[tr¥(T) — 4] = (u+ 5)2—4 = (u-— 1-1;)2

ltr (TST151) — 2| = l—bc (uz N %) - 2‘ -

o)

1 2
= —bc(u—-;) + 2ad — 2bc - 2

Luego, si (3.38) es falsa tenemos:

2
p=tr}(T) — 4} + [tr(TST1S™1)| = (1 + |be]) (u - i) <1

Por atro lado Spq1 = §,T5;! se reescribe como:

[ Gnt1 bnty } — [ andpu — gn,fﬂ' Qnbn (% - “)
R endn (u— 1) %2t —pocou

por lo que:
bpy16n41 = ~anbpend, (u - —) = —bpeg (1 + bpey) (u - %)2 ¥y por in-
duccién tenemos que: [bpen| < p” |be| < [be|, en particular bye, — 0,
8ndy =1+ bpey > 1, 0pp1 vy dpys = %

b anby (£ —u
Luego | n+1 7l < ,uz |——[ para n suficientemente grande, luego 2 5 0.

Analogamente se puede ver que cp,u” —+ 0. Luego
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1 n
TG, T = [6‘“ 0 ][0211 bZR][u 01 Jm

u” Con dgn 0 ur
1
a b
— 2n on 2n 3% o7
Cant don

pero como {8, T} es discreto, tenemos que para a partir de alguna n,
T7"82,T" = T y entonces So, = T' como queriamos probar.

Caso 3. T es eliptica
Usando el modelo del disco, podemaos suponer que la matri; asociada

aT es [ g g ] con 4 € Cy [u| =1y la demostracién es aniloga a la

del caso hiperbdlico,

Sélo falta ver que la cota en 3.38 es la mejor posible. Para, ello, consid-
eremos el grupo generado por 8(z) = -1 y T(z) = 2 + 1. En este caso
(8,T) = PSL(2,Z) que es discreto y no-elemental, ademds tenemos
que: TST™1871 (2) = 22t Iuego tr?(T) = 4 y tr(TST-18"1) =3 y
entonces tenemos la igualdad en (3.38) . o

El siguiente teorema da un criterio para determinar si un grupo es
discreto:

3.39. Teorema. Un subgrupo no-elementalT' de PSL(2,R) es disereto
81 y sdlo si para cada S,T € I' el subgrupo {8, T) es discreto.

Demostracién:

Desde luego si I' es discreto cualquier subgrupo es discreto, por lo que
solamente veremos el reciproco del teorema. Supongamos envonces que
cada subgrupo (5,T) es discreto pero que I' no'lo es. Asf podemos
encontrar una sucesién de elementos diferentes {7,,} C '\ {id}, con
Ty —* id. Como T? = id si y sélo si tr(T) = 0 y por ser tr(T) una
funcién continua en PSL(2, R} podemos pedir que la sucesién no tenga
elementos de orden 2.

Para cada S € I" tenemos que:

|tr?(T0) — 4] + |tr (T ST 157 — 2| 2 0
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luego por el teorema de Jprgensen, para n > N(S) se deberd tener
que el grupo (5, T;,) es elemental.

Por otro lado como I' es no-elemental, este deberd contener dos
elementos hiperbdlicos S; y Sz sin puntos fijos comunes. Para n >
max {N(S;), N(Sz2)} se tiene que los grupos (S1,T5) y {S2,7%) son ele-
mentales y discretos.

Por el segundo teorema de esta seccidn (S1,7,) v (S2,T) son con-
jugados a grupos generados por elementos de la forma g(z) = Az con
A>1yh{z)= ——%, luego T, deberd dejar invariante a los puntos fijos
de S1 y a los puntos fijos de S3. Como T, no es eliptica de orden 2,
Ty no puede intercambiar el par de puntos fijos de S; (ni de S3), luego
Tn los debe fijar pero los puntos fijos de 81 y S2 no coinciden, luego
T, fija a cuatro puntos; esto es posible sélo si T, = id lo cual es una
contradiccion.

O
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4 Regiones Fundamentales

4.1 Regién fundamental

4.1. Definicién. Sea I' un grupo Fuchsiano no trivial. Decimos que
F C U es una region fundamental para T, si:

(i) F' es cerrado,
(ii) FPNT(F°) = 0, YT € T'\ {id}, donde F° denota el interior de F.

(iii) U T(F)=U.
Tell

El concepto de regién fundamental es en realidad mucho mdés general:
se define respecto a cualquier grupo de homeomorfismos que actden
propiamente discontinuamente en un espacio métrico. Por supuesto, el
caso que nos interesa es con subgrupos discretos de PSL(2, R).

4.2. Ejemplo. Sea T’ el grupo ciclico generado por la transformacion
T(z) = 2z. La regién

Rl(z):{zeuzég[zlgl}

es una regién fundamental para I'. (ver figura)

Notemos que F no es la dnica regidén fundamental para I'; de hecho,
si A C FyS €T entonces el conjunto (F \ 4) U S(4) (si resulta
cerrado) es también una regién fundamental de I'.

4.3. Ejemplo. SeaT'; el grupo generado por la transformacion T'(z) =
z + A Entonces, el conjunto R = {z € U : 0 < Rz < A} es una regién
fundamental para I';.

Observacién: Un conjunto cerrado F' es una regién fundamental
de T si:
(¢} Ningun par de puntos de F° estdn en la misma I-érbita.
(¢1) Dado z € U, z pertence a la I-6rbita de un punto de F.

El signiente teorema muestra que el drea de una region fundamental
es invariante bajo transformaciones de PSL(2,R) . Denotaremos por
OF a la frontera de F'; asi, F = 8F U F°.
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FIGURA 4.1. Regiones fundamentales para I' = (22) y ' = {z + A}.

4.4. Teorema. Sean Fy, Fy dos regiones fundamentales para un grupo
Fuchsiano T'. §i p(0F1) = p(0F,) = 0 entonces p(Fy) = pu(Fy).

Demostracién:

Es claro que u(F) = u(F°). Sean @ = FY, @y = F5. Se tiene que Fy D
Fy NUperT(Qa) = Uper(F1 NT(Q2). Como F; es regién fundamental,
entonces T'(Q2)NS(Q2) = @ para S, 7' € I distintas. Luego los conjuntos
Fi NT(¢2) son ajenos cuando 7 varfa en I'. Entonces,

#UIR) 2 D p(FNT(Q) = Y (T~ F)NQy) = D o u(TFYNQs) >

Tel Tel Ter
2 (U T) N @) = p(Qa 1 Y T(F)) = 4(Q2) = wlF).

Luego pu(F1) > p(Fp). Intercambiando los papeles de Fy y F, tendremos

la otra desigualdad para garantizar que p(Fy) = u(F).
O

Observacidn: El drea de una regién fundamental compact 1 es finita.
Sin embargo, una regién fundamental no compacta puede tener drea
finita, por ejemplo, st I es el tridngulo con dngulos £,0,%. Por el
teorema de Gauss-Bonnet p(F) = n— & = § < 00, y claramente, F' no

es compacto. Mds adelante veremos que F es una regién fundamental.
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FIGURA 4.2. Regiones fundamentales no compactas con 4reas infinita y finita re-
spectivamente.

4.5. Teorema. Sea I un grupo Fuchsiano y A un subgrupo de I' de
indice n. Entonces, si ' = ATLUAT, U....UAT;, es una descomposicidn
de T en A-clases, y F es una region fundamental para T' se tiene:

1. By = Ti{FYUT:(F)U..UT{F) es una region fundamental para A.
2. 8i u(8F) = 0 entonces u(Fy) = nu(F).

Demostracidn:

1) Sea z € U. Por ser F regién fundamental, existen w € U, T € T tales
que T(w) = z. Ademis, T € T implica que para alguna j € {1,...,n},
y alguna S € A se tiene T = ST; de donde z = T(w) = ST;(w). En-
tonces, z estd en la A -6rbita de algin punto en Fy. Asi, U = S'LEJAS(FI)'

Ahora, para ver que FT no contiene puntos A-equivalentes suponga-
mos que z,5(z) € FY para alguna S € A. Veremos que S = id. Por
ser FY un conjunto abierto, podemos encontrar un € > 0 suficiente-
mente pequeiio de forma que B((z) C Fy. Entonces, B((z) intersecta
a lo més a n imigenes de F°, digamos, T}, (F°), T3, (F°),..., T}, (F°),
con k < n. Haciendo lo mismo para B.(S(z)) = 5(B.(z)}, digamos que
esta intersecta a T;(F). Entonces, B(z) N (STIT;(F°)) # @ de donde
S~IT;(F°) = T, (F°) para alguna m € {1,...,k}. De donde concluimos
que AT; = AS™1T; = AT, , y finalmente, T = T;,, que ocurre si y s6lo
si § = id.
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2) Se sigue de que p(Ti(F) NT3(F}) =0Vi # j y de la invarianza de
# bajo transformaciones de PSL(2,R).
0

4.2 La regién de Dirichlet

Sea I' un grupo Fuchsiano y p € U que no sea punto fijo de alguna
T € T'\{id}. Estos puntos existen pues cada T tiene a Io mas dos puntos
fijos y T es a lo mds numerable, luego hay solamente una cantidad a
lo més numerable de puntos fijos. Definimos la Regién de Dirichlet con
centro en p como el conjunto:

Dy(T) = (2 €U : plp,) < p(Tp, ) VT € T}.
Observemos que
p(Tp,2) = pT™H(T(P)), T} (2)) = p(p, T~1(2)), VT € T".
Entonces,
Dy(l) = {2 €U : p(z,p) < p(T2,p)VT & T}

La idea es que una regién de Dirichlet, “ es ¢l conjunto de puntos z
que estin mds cercanos a p que cualquiera de sus imagenes T(p)”. For-
malizarcmos ésta idea a partir del concepto de “ mediatriz hiperbélica”
que motiva una caracterizacién mas de la regién de Dirichle..

4.6. Definicién. La mediatriz hiperbdlica del segmento hiperbdlico
determinado por los puntos 21,2 es la (tinica) h-linea que corta or-
togonalmente a la h-linea por # y 23, en el punto medio del segmento
[21522]-

4.7. Teorema. La mediatriz hiperbélica del segmento [21,22] es el lu-
gar geoméirico de los puntos en U equidistantes a z, y z.

Demostracién:

Sea w el punto medio (segin la métrica, hiperbéfica) del segmento
[#1, 22]. Bajo alguna transformacién T de PSL{2,R), ieslaimagen de
w bajo T, y por ser w punto medio entre z; y 2, estos se transforman
en puntos que son simétricos con respecto al cje imaginario iR que 2



4. Regiones Fundamentales 91

22

21

FIGURA 4.3. Demostracién del teorema 4.7.

sut vez, es la timagen de la geodésica por w ortogonal al segmento.
Entonces, bastara demostrar que los puntos de 7R equidistan de z; y 2s.

Sea z € iR, y sea r la distancia de z a z;. Sea C; el circulo con
centro en 21 y radio 7. Como la reflexién en iR dada por S(z) = -z,
deja a cada z € iR fija, S(z1) = 22 y como es isometria, se tiene que

plz, 22) = p(5(z), S(z1)) = p(z, z1) = 7, lo que demuestra el resultado.
O

De esta forma, la mediatriz hiperbdlica del segmento [p, T{p)] es el
conjunto

Lp(T) = {z € U : p(z,p) = p(2,T(p})}

que divide a ¢/ en dos semiplanos, uno de los cuales contiene al punto
p- A esta regién la denotaremos por Hy(T'). Asi, se tiene que H, (T} =

{zelU:plz,p) < p(z,T®)} y

Dy(I) = () Hy(T).
Tel

4.8. Teorema. Sip no es fijo por algin elemento en T'\ {id}, entonces
Dy(T') es una regidn fundamental coneza para L.

Demostracidn:
Al ser interseccién de convexos y cerrados, D, (T) es convexo y cerrado,



92 4. Regiones Fundamentales

luego es conexo y cerrado. Veremos que es regién fundamental para I,
Primero veremos que cada z € I tiene un elemento de su érbita I'z en
Dy(I"). Como I'z es discreto, existe S € I' tal que:

p(8(2),p) = min{p(T(2),p) : T € I'}, luego

p(8(2),p) < p(T(2),p) = p(2,T71(p)) = p(S(2), ST L(p))VT e I
pero T' varia en todo I" siy sélo si ST~! varfa en todo I, por lo tanto
S(z) € Dp(I).

Ahora probaremos que D,(I')° y T(D,(T")°} son ajenos para toda
T € T'\ {id}. Observemos primero que: z € Dp(I')° si y sdlo si p(2,p) <
plz, T(P))VT € T'\ {id}. Ahora, dos puntos z; y 2, € Dy(I')* no
pueden estar en la misma 6rbita: si z; € Dy(I')° entonces p(z1,p) <
p(z1,T(p)), para toda T' € T'\ {id}. Supongamos que zp = S(z1).
Entonces, p(z1,T'(p)) = p(S(22), T(p)) = p(22, ST ()} VT € T\ {id}
en particular, para T' = § se tiene p(z),p) < p(22,p). Andlogamente
22 € Dy(T')° y 22 = S(z) implica que p(29,) < p(z1,p), que resulta
una contradiccién.

Por lo tanto, Dy(T') es una regién fundamental para I',
]

Observacién: si Dp(I') estd determinado por un niimero finito de
semiplanos (que son conjuntos h-convexos), entonces sers un poligono
h-convexo.

En términos de la métrica euclidiana podemos definir el poligono de
Dirichlet como

z — pl|? —pl2
D) = {zeu: | %zm < |Tg%(z;’| VT €T}
_ T(z) —pl
={zel: 7] 2|CZ+d| YT el}.

4.9. Ejemplo. Para el grupo modular I' = PSL(2,Z) tenemos que
1
F={zel:|z|>1y |§Rz|§§}

es una regién fundamental para I'. De hecho veremos que F' es la regién
de Dirichlet Dy (T).
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FIGURA 4.4. Una regién de Diricklet para el grupo modular,

Primero, veremos que D (') < F. Desde luego, ki con k > 1 no es
fijo bajo ningtin T € I'. En efecto ki es punto fijo de 7'(z) = f—:‘%’; €
PSL(2,Z) si y s6lo si k es solucién de ck? + (o ~ d)ik + b = 0siy

solo si k = Golity gc(a_d)z_‘ibc = (doe)it ng_(”d)z. Para que & sca

real debemos tener que o = d y entonces k = i—-——‘*lc“"' Como a,c¢ € Z,
|k] <1 por lo que ki con k > 1 no es punto fijo.

Consideremos las transformaciones T1(z) = z+ 1y Toy(2) =z — 1
de T'. Si z € Dy (') entonces la ecuacidn %5_)%'3[ > ]'czlﬁ[ para las

transformaciones 71(z) = z+ 1,71z = z — 1 nos da:

|2 +1—ki| > |z —ki]y|z — (1 + ki)| > |z — ki] respectivamente .

Esto significa que z estd mds cercano a ki que a =1 + ki, luego

zefzel: -5 <Rz < i}
—1 g

Ahora, como T'(z) = —% € I', entonces, LEZ—'—Tc;ﬂ > T%[ |1+ zls:il2 >
7 — kil®

& (1 + zki) (1 — 2ki) > (z — ki) (7 + ki)

& 1 — zki+ zki + 122 k2 > |2 + zki - 2ki + K2

& [2]° (k% — 1) 2 k? — 1 & |2] > 1, luego z est4 en la regién F.

Veamos la otra contencién (F C Dg;(T'})). Para ello, necesitamos el
siguiente resultado:

4.10. Proposicién. 1) Dy, (T') es simétrico con respecto al eje imag-
wnario. Esto es, z € Dy, (T") si y solo si —z € Dy;(I).
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2) Sean z € F, I' € T'\ {id} y supdngase que w = T(z) ¢ F. En-
tonces z = w 6 z y w son simétricos respecto a iR, y en cualquier caso,
zZ,w € 9F.

Demostracidn:
1) Primero observemos que si z, 9(z) € Dy;(I') entonces, por ser Dy ()
region fundamental, ambos pertenecen a ODw(T). Sea A(z) = -3,

claramente, A es isometria en C, al igual que ATA~! donde T € T.
Veremos que dado z € Dy;(T"), se tiene que A(z) € Dy(I), es decir,
veremos que p(A(z), ki) < p(A(2), T(ki)) para toda T € T', pero

p(Alz), ki) = p(Alz), A(ki)) = p(z, ki) < plz, AT T A(ki)) =

= pA(2), TA(ki)) = p(A(z), T (ki)).

2) Supongamos que T'(z) = %;_id cona,be,d€Zyad—be=1yque
zyw=T(z) estdn en F.

lez +d|? = (cz+d)(cz+d) =Pz +2edRz+ P > 2 —cd+d? > 1.

La ltima desigualdad es mmedlata sicd <0ysied> 1, entonces se
mgue de la igualdad ¢ ~ cd + d? = (¢ — d)? 4 cd. Luego Sw = ST(2) =
t—c;_l__—dlg < Gz,
Intercambiando los papeles de z y w y usando 7! en lugar de T,
obtenemos también que Sw > Sz, luego entonces Sw = Iz y |cz+d| =
1 y entonces tenemos las igualdades:

(c~d)f+ed=1,
A2f* = 1) +ed(2R2 +1) = 0

Que para estudiarlas las dividimos en tres casos:

(1) ¢==0,d =41 En éste caso T'(z) = z£ b, como b€ Z y b # 0,
la. condicion z, T(z) € F nos lleva a que b = 1, cs decir, los j.untos que
satisfacen éste caso son los de la forma z = +1 + iy,y € Rt y como
Sz = Qw, 2,w, son simdtricos respecto al eje imaginario.

(i) d = 0,¢ = =£1. Aqui la segunda ccuacién del sistema 4.2 nos

dice que |z] = 1 y entonces T(z) = %Il — 44 . L = 44 — 7 para
|2] = 1. Como z v T(z) € F se debe tener que a = 0, "+1. En el primer
caso, T(z) = ~L y los puntos z y T(2) son de médulo 1 y simétricos

respecto a 4R 6 bien coinciden y son iguales a 4. Si @ = +1 entonces
como z y T(Z) =kl - ';“ deben estar en |z[ =1 entonces z = il:é:\/g.
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(iii) ¢ = d = 1, la segunda ecuacién del sistema. implica que |z] =1

y Rz = —4, por lo que z = e como T(z) € F y como T(z) tiene la

misma parte imaginaria que z tenemos que T (z)=z0T(2})= es.

Para terminar de ver que F es regién fundamental, sea z € F. En-
tonces, como Dy;(T") es regién fundamental, existe T € T \ {id} tal
que T(z) € Dy, (T') C F. Luego por la segunda parte de la proposicién
anterior, T(z) = z 6 z y T(z) son simétricos, pero T{z) € Dy; implica
que z € Dy; (T}, por lo tanto ¥ C Dy; (') y D, (') = F.

O

Si dos de las h-lineas que acotan a una regién de Dirichlet se inter-
sectan, el punto de interseccién es llamado un vértice de la regién de
Dirichlet.

Mostraremos mas tarde que los vértices son aislados, de forma que
la regiéon de Dirichlet estd acotada por quizds un nimero infinito de
geodésicas, y posiblemente también por segmentos del eje real.

4.3 Circulos Isométricos

Sea T'(z) = 2L € PSL(2,R).Dado que T'(z) = (c—ziT)z las longitudes
euclidianas cuando son transformadas bajo T'se modifican por el factor
IT'(2)| = e

En particular una regién infinitesimal es transformada en otra regién
similar bajo Ty sus longitudes y 4reas euclidianas se multiplican por

—1 _y ﬁ;respectivamente, por lo que las longitudes y el 4rea

|ez+d| le
euclidiana quedan inalteradas en magnitud si y sélo si |ez + d| = 1.

Si ¢ # 0, el conjunto de puntos z que cumplen lo anterior es el circulo
|z + 4] = ]%[, de centro —£ y radio ﬁ—[ Esto motiva la siguiente:

4.11. Definicién. El circulo isométrico de T(z) = %ﬁg € PSL(2,R)
con ¢ # 0 es:
I(T)={z€ C;lez+d| =1}.

Observacién. Como para z,w € C, se tiene que:

IT(2) = T()f* = |T' ()| |7 (w)] 12 = wl?,
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luego si z,w € I(T') entonces su distancia euclidiana se conserva ya que
|T'(2)| = |T"(w)| = 1. Asi T' actda como una isometria euclidiana en
.

Observacién. Si ¢ = 0, el circulo isométrico no exisle, v en este
caso sucede que la propiedad isométrica se puede tener en regiones més
grandes que un circulo o bien no sc tiene. Fn este caso el oo es punto
fijo y sc tiene que T'(z) = a?z + £ 2 ¥ |7'(z)| = a%con a E R.Entonces
todas las longitudes euclidianas se alteran por un factor a? y las dreas,
por a? y sélo cuando a = 1 éstas no cambian. Si la transformacion T es
parabdlica, por ejemplo T'(z) = z + 1, todas las longitudes euclidianas
se conservan; por el contrario si la transformacién es hiperbélica, como
T(z) = Az (X # 1), todas las longitudes euclidianas se alteran.

La definicién tienc también sentido en el modelo del disco, en cste
caso las isometrias hiperbdlicas que conservan orientacién son de la
forma, T( ) = % conag —c6 = 1. El que ¢ = 0, nos da que
T(z) = ¥z, que es eliptica, fija al origen y todas las longitudes euclid-
ianas permanecen iguales.

Observacidon. En el modelo del semiplano 2/, los circulos isométricos

son ortogonales a 0U = RU{oo} . En efecto, si T'(z) = g:‘tg € PSL(2,R)

entonces I(T') es: [cz +d| = 1 que tienc centro en —2 € R, luego es
ortogonal a IR,

L
lel

FIGURA 4.5. Circulos isométricos en I/ y en I.

En el modelo del disco B, también los circulos isométricos son or-

togonales a D = S'en efecto, si T(z) = o +a € Aut(DD), su circulo

isométrico |cz+@| = 1, tienc centro en -Z, como |af?® — [¢[? = 1,
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|2 = ITCLF + 12 lo que implica que los circulos S'y
lez +@| = 1 son ortogonales. Notemos que el centro =2 no estd so-
bre $!, pues [=Z| > 1, luego tenemos el siguiente:

tenemos que |=2

4.12. Teorema. Los circulos isométricos son geodésicas del espacio
hiperbdlico.

4.13. Definicién. El interior del circulo isométrico de T'(z) se define

por
intI(T) = {z : lez +d| < 1}.

El exterior del circulo isométrico de T'(z) se define por
extl{T) = {z:]cz +d| > 1}

De la definicion observamos que:

zemtI{TY e |ez+d| <1 [T ()] < 1
zeestI(T S lez+d>1s T (2)] > 1

lo que dermuestra el siguiente:

4.14, Teorema. T incrementa longitudes y dreas euclidianas en el in-
terior de I(T) y decrece longitudes y dreas euclidianas fuera del circulo
7.

Una propiedad interesante que relaciona los circulos isométricos de
T y T~} es la siguiente:
4.15. Teorema. Los circulos isométricos I(T) y I{(T1) tienen el mis-
mo radio, ademds T transforma I(T) en I(T7), y T@ntI(T)) =
extI{T').

Demostracién:
8i T(z) = % entonces T7(z) = 4= por lo que I(T-1) tiene

ecuacién |~cz + | = 1, luego su centro es & y su radio ]%[ que es igual
al de I{T"). También tenemos que:

ad — be
cz+d

T(z)e (T & |-cl(2) +a| =1 =1&2zeI(T)

por lo tanto T(I(T)) = I{T~1).
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Ahora como T'(-%) = o00,T(c0) = & vy por ser intI(T),extI(T")
conexos, T' transforma el interior del circulo I{T) en el exterior del

cfrculo de I{T™1).
[

4.16. Teorema. Cualquier automorfismo T del disco 1D se descompone
como una inversion en I(T) sequida de una reflexién en la mediatriz

L del segmento que une los centros de los circulos isoméiricos I(T) y
r-n.

Demostracidn:

Sea h el segmento de linea euclidiana que une los centros de los circulos
I(T) e I{T~1), donde T2 # id.

I(T) r

21 22

[+ NI~}
oo

FIGURA 4.6. Demostracién del teorema. 4.16.

Sean #1, 22 los puntos de interseccién de h con I{T) e I(T'-1). Clara-
mente,

@ 1(a-ta) z 1
zl—ﬁc+z|a+ﬁl ——m-c——!-zsgn(ﬂ?a)
_a l{a+d a 1
yom=to 0Dt L

a(-—+-=-)+¢ _| .2 2 1
Ta)=—f—f—=PLECHE 2 Lnga =
c(—E+E)+a cf-a+1+3 ¢ ¢

Luego tenemos que la transformacién T'(z) cumple que T'(z1) = 2z,
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T(-2) = coy T(oc) = £. Por otro lado si consideramos a J la inversion
en I(T) y a R la reflexion en la mediatriz de / tenemos que S=RJes
una transformacién de Mobius que satisface

S(z1) = RJ(z1) = R(z1) = 22

5(—5:-) - RJ(—%) = R(c0) = 00

S{oo) = RJ(00) = R(-—%) =2

luego, S coincide con T en tres puntos, por tanto S vy T son iguales y

entonces T = RJ como se deseaba ver.
0

Esta demostracion se puede copiar para ver més generalmente en
PGL(2,C), que cualquier transformacién T' que no sea, loxodrémica y
que cumpla T2 # id, se puede descomponer en la forma T' = RJ donde
J es la inversién en el circulo isométrico I(T) y R la reflexién en la
mediatriz del segmento que une los centros de I(T) e I (T-1).

4.17. Lema. Sea T € Aut(D). Lo mediatriz del segmento [0,T(0)] es
el circulo isométrico I(T™1).

Demostracidn:
Sea T'(z) = 2ZEL, entonces como T~ (2) = S£=5 se tiene que su circulo
isométrico es I{T™1) = {z € C : | — ez + a| = 1}. Por otro lado, la

mediatriz de [0,7(0)] es {z € C: p(2,0) = p(2,T(0))} donde p es la
métrica hiperbdlica en D
|z — wf?
1~ [2]2)(1 — |ul?)
Luego:  p(z,0) = p(z, T(0) © sh2(5p(z,0)) = sh¥(3p(z, T(0))
N 22

TToE T (1 |2])? (1 - |§|2)

Se sabe que : sh?(1p(z, w)) = (

o2 =gz -

& Iz[?‘ = |a|2 |z|2 — @z —TAZ + l‘c]2
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0= (laf* - 1) |2 ~caz-zaz-+]a|21
S 1= [c|2 [z|2 ~ caz — ¢az + ]a[2

©1=|-cz+af

]
Fl resultado anterior tiene sentido cuando el grupo I' no contiene
rotaciones, que son las que fijan al 0. En éste €aso, los puntos donde se
da la igualdad p(z,0) = p(z,7(0)) son exactamente los de la mediatriz
hiperbélica del segmento [0,7(0)] que por ¢l teorema anterior es el
circulo isométrico I(T~1). Entonces, para cada T € I' (donde I es un

grupo Fuchsiano sin rotaciones) se ticne

{z: p(2,0) < p(2,7(0))} = extI(T™)
de donde
Do(T) = T € T[ Yz : p(2,0) < p(z, T(0))} ==

=T el |extl(I™) =T ¢ T extI(T).

4.18. Teorema. Sea {Tn} una sucesién en ' de manerq que sus cir-
culos isométricos I, = I(T,) sean diferentes y con radios ry,, entonces
lim r, = 0.

n—roo

Demostracidn:

Supongamos que 7, (z) = %:—:% , primero observemos que n]i{:go cn # 0,

en caso contrario como Ja,|* — |eq|? = 1 se tendria que T, — I pero

I' es Fuchsiano, luego T, = I a partir de alguna n € N, lo que es una

contradiccién pues por hipdtesis los 7(T;,) son diferentes. Ahora, sea ¢ >
.1 . .

0, recordemos que 7y, = Ter]2 ¥ COMO nlgxgo |en] # 0 solamente un nimero

finito de |c,} cumple que [c,| < % es decir, para n suficientemente

grande 7, = ]51?{{ < ¢, luego nILrgo T = 0.
]

Observacidn: Se concluye del teorema, anterior que los radios de los
cireulos isométricos para un grupo Fuchsiano ' estdn acotados.
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4.4 Region de Ford

Sea I' un grupo Fuchsiano que contiene traslaciones. El estabilizador
de oo definido por ' = {T' € T" : T'(o0) = oo} es, ciclico infinito y
estd generado por una traslacion Up(z) = z + A\, A > 0. Entonces, el

conjunto
Ro={z€lU:0 <Rz< o+ A}

es claramente una regién fundamental para ', donde o es cualquier
real. Sea T'(z) = %’} € I'\ Ty, entonces ¢ # 0, luego el circulo
isométrico de T existe para toda T € I'\ I'y.

4.19. Definicién. Sea I’ un grupo Fuchsiano con traslaciones. Defin-
imos la regién fundamental de Ford para T' como

Ry={Re [ eztI{T)}.

TelM\leo
4.20. Teorema. Ry es una regidn fundamental para T.

Demostracion:

Probaremos primero que en R no hay dos puntos I' -equivalentes. Sea,
z € Ry T e T'\{id}. 8i T € T'y entonces T(z) no es un punto
de fiy. En efecto, si To, = (T'(z) = 2z + A) entonces T(z) = z + nA
para alguna n € Z\ {0} y z y T'(z) no pueden pertencer a RO, pues
IR(T(2) - 2)] = JnA| > |

Supongamos ahora que T € I'\T'. Se tiene por 4.15 que z € extI(T)
siy s6lo si T'(z) € int(I{T~1)), pero como 7! también es un elemento
de '\ T'eo, entonces T'(z) no puede estar en R). Resta probar que todo
punto z € U es equivalente a algiin punto de Ry.

Sea z € U. Con alguna traslacion T € T llevamos T'(2) a Reo. Si
T(2) € Ry hemos terminado. Si no, entonces T'(z) estd en el interior
de algiin circulo isométrico y entonces |cz + d| < 1, lo que implica que:
$(T(2)) = 2] > S(2). En general, si 2, = T"(z),

cz+di
Cen—1
Sz, = H{T™(2)) = ——_‘I’CZ — cg;) > ST 1(2).

Al aplicar T(z) puede ocurrir que R(T(2)) ¢ [o,0 + )], en este caso
aplicamos otra traslacion 7*(z) que lleve z; a Ry, es decir, T*(z) =

2] € Ryo.
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Asi construimos una sucesién de puntos zy, 2§, 22, 23, ... que cumple
Sz = 92f,92 < Y241 ¥y 2 € Ry para toda ¢. Veremos que en
realidad, la sucesién es finita. En efecto, se vié que los radios de los
circulos isométricos estdn acotados, es decir, existe B > 0 tal que si
w € Ry entonces Qw > B, asi que si para alguna n tenemos que
Qz;, > B ya terminamos. 5i no, entonces hay una sucesion infinita {z}}
en la 6rbita de z que pertenece a Ry, lo que contradice el hecho de que
I’ sea discreto.

Concluimos que todo punto en I/ es equivalente a uno en R, asi que

R es regién fundamental.
O

4.21. Ejemplo. La regién de Ford para el grupo para el grupo modu-
lar I' = PSL(2,Z) es:

Rgm{zeu:|z]21,[§%z|$%}.

Ro

B[

FIGURA 4.7. Regién de Ford para el grupo modutar.

4.22. Ejemplo. La regién de Ford para el grupo

I'2)={T € PSL(2,Z) : a,d son impares y b, ¢ son pares} es:

1 1 1 1
Rg={z€U:|§Rz|gl,[z—§|22§y|z+§|2>

1

_‘"2"_.'
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Ro
-1 -1 0 ;1

FIGURA 4.8. Regidn de Ford para el grupo ['(2).

4.5 El conjunto limite de un grupo Fuchsiano

Si I" es un grupo Fuchsiano, tenemos que la 6rbita para cada z € U, es
un conjunto discreto en I, luego si {T},} es una sucesién de elementos
distintos en I' y si {T,,(z)} forma una sucesién convergente a un punto
o € CU {00}, este punto deberd estar en R U {oo} .

4.23. Definicién. El conjunto de todos los puntos limites de érbitas
'z con z € U es llamado el conjunto limite de T' y es denotado por

A(T). Es decir, A (T) = {a = im Ty(2)i{Ta} CTy z € u} .

Desde hiego por la observacién anterior, A (T') C RU{co}. Los puntos
de (RU {oc}) \ A(T) se llaman puntos ordinarios.

4.24. Ejemplo. Si I es el grupo ciclico generado por T'(2) = 2z, en-
tonces A (I") = {0, 00} .

4.25. Ejemplo. SiT = PSL(2,Z) es el grupo modular, 1a érbita del 0
claramente es [y = QU {oo}, por lo que QU {oo} C A(T") C RU {co}.
M4s adelante veremos que A (T") es todo RU {c0} .

Consideremaos los centros de los circulos isométricos de los elementos
de I' y denotemos al conjunto de puntos limites por Ag (") . Si el grupo
I" no es finito entonces Ag(T"} # 8.
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En el modelo del disco unitario claramente A (T') ¢ S, y también se
tiene que Ag (I"} C S! que no es un hecho evidente, pues los ~entros de
los circulos isométricos estdn fuera de ID, veamos esto tltimo:

4.26. Teorema. En el modelo del disco unitario, A (T') C SL.

Demostracién:

Como los circulos isométricos son ortogonales a S! = 9D, los centros
de estos quedan fucra de ID. Supongamos que existe z, € Ag \ D, luego
existe un circulo C de centro en 25 con € C C\ . Como zg € Ay ()
existe una sucesion de circulos isométricos I, de radios r,, y centros 2,

tales que 2, — 2. Por el teorema 4.18, limr, = 0, luego a partir de
n—roo

alguna n, I, queda dentro de C y entonces no interseca a S', lo cual es

una contradiccion pues todos los civculos isométricos intersecan a 81,
O

4.27. Teorema. A (') = Ay (D).

Demostracién:

Primero demostraremos que Ag(I') € A(T'). Sea 29 € Ag(I') y sea
{7} € T una sucesién de transformaciones donde el centro p, del
circulo isométrico I{T;!) cumpla que p, — zg. Sea ¢ > (0, por el teo-
rema 4.18 tenemos que existe N € N tal que Vn > N y Vz € intI(T; 1),
d(zp,2} < €. Sea B = {z€D: 2] <1—¢} y sean g, los ~entros de
I(Ty,). Esta sucesidn de centros estd acotada en € por el {eorema 4.18
y entonces (tomando subsucesiones si es necesario) podemos suponer
que g, — Z. Como % € S por el teorema anterior y usando de
nuevo el teorema 4.18 concluimos que existe M > 0 tal que Yn > M y
Vz € intI(Th), d(21,2) <&, luego o4 I{Tn) N B = 0.

Sea z € B, entonces z estd fuera de I(T,) Vn > M, luego Ty(2) €
IntI(T;7Y), asi para n > mdz(N, M), tenemos que d(T (2),20) < ey
entonces Tu(2) = 2p, luego zp € A ().

Ahora mostraremos que A (T") C Ag(I'). Sea zp € A (I') Iuego existen
z € Dy {Tp} C I sucesién de transformaciones diferentes con T}, (z) —»
Zp. La sucesién {g,} de centros de los circulos isométricos I{T},), tiene
una subsucesién convergente a un punto 8 € Ay (I') C S!, podemos
suponer, tomando subsucesiones si es necesario, que z estd fuera de
todos los circulos I(T},), luego T, (2} € intI{T,71).

Supongamos que los centros y los radios de I(Z,7!) son respectiva-

mente p, y 75, por 4.18, limr, = 0. Por lo que dado ¢ > 0, cxiste
n—00
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N e Ntalque Vn > N, m, < § y d{T5(2), z0) < %, luego:
d(pn,20) < d({pn, T"(2)) +d{T0(2), ) < € para todan > N,

y entonces pn, - g, por lo que zg € Ag ().
]

4.28. Teorema. El conjunto limite A (T") es cerrado y T-invariante.

Demostracién:

De la definicién se sigue que A (T") es cerrado, ya que cada punto A (T")
cumple que cualquier vecindad de él tiene una infinidad de centros de
circulos isométricos, y los puntos de la cerradura también lo cumplen.
Para ver la I'-invarianza, sea o € A (I') entonces o = nli’ngo Thz para

alguna z € U y {T,,} C T una sucesién de transformaciones diferen-
tes. Sea S € T entonces como S(a) = li)m (87,571)(S(#)} ¥ como
n—co

la sucesién {S7,57'} es de transformaciones diferentes, tenemos que
S(a) e A(T).

0
4.29. Lema. Sean o, 3,0 € OU (resp. OD). Entonces o es un punto
limite de la drbita 'S o de la érbita T6.

Demostracion:

Como A (T") = Ag (I') tenemos que existe una sucesién de transforma-
ciones {T,} C T', tales que los centros {p,} de los circulos iscmétricos
I{T; 1) cumplen p, — a.

Sean {gn} los centros de los circulos isométricos J(7},). Podemos
suponer (usando subsucesiones si es necesario} que g, — ~ € A(T),
Quizds -y coincide con @ o con § pero no con ambos, luego podemos
suponer que v # 4. Dado que los radios de los circulos isométricos
I(T,) tienden a cero, ¢ estd fuera de una infinidad de estos circulos, y
entonces Ty, (6) € Int I{T ) por lo que Ty, (§) -+ ¢ y entonces e es un

punto limite de la 6rbita I'6.
0

4.30. Teorema. S5i A(I) tiene mds de un punto, entonces coincide
con la cerradura del conjunto de puntos fijos de las transformaciones
hiperbolicas de T,
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Demostracién:
Primero veamos que I' debe contener al menos un elemento hiperbdlico.
Supongamos que no, es decir, que I sélo tiene elementos elipticos y
parabélicos. Desde luego no pueden ser todos elipticos pues en tal caso
I es ciclico finito y A (') = §. Sea entonces T' € T' una transformacién
parabdlica, que podemos suponer fija al 0o y entonces es de la forma
T(z) = 2 + k para alguna & € R. El grupo I' debers contener un
elemento S(z) = 2—;”‘{',_‘72 que no fije al oo, pues de otra manera I' resul-
tarfa ser un grupo ciclico generado por una parabélica en Cuyo caso
A(T) = {oo}, luego ¢ # 0 y |trT"S| = la+d4-nke| > 2, sin es
suficientemente grande, por lo que T™S es hiperbélica, lo cual es una
contradiccién. Desde luego en A (T') estdn todos los puntos fijos de los
elementas hiperbdlicos de I' y entonces como A (T') es cerrado, enfonces
contiene a la cerradura del conjunto de puntos fijos hiperbéuicos.
Supongamos ahora que o € A(T) y que @ no es un punto fijo
hiperbdlico, veamos que o es un punto limite de los puntos fijos hi-
perbdlicos. Sean y; y p1 dos puntos fijos hiperbélicos (existen por que
al menos hay una hiperbélica en I'). Por el lema anterior o es punto
limite de la érbita I'y o de la 6rbita I'u,, y como la imagen de puntos
fijos hiperbélicos es un punto fijo hiperbélico tenemos que o es punto
limite de puntos fijos hiperbélicos.

0

4.31. Teorema. §i A(I') tiene mds de dos puntos entonces A () =
RU{oo} o bien A (T) es un subconjunto de RU {0} perfecto y denso en
ninguna parte.

Demostracién:

Sabemos ya que A (T') es cerrado. Ahora para garantizar que es perfecto,
veremos que cada punto de A(I') es un punto limite de A (I'). Sea
a € A(T') y tomemos B,v € A(T) (que existen por hipétesis). Por el
lema. 4.29, « es punto limite de alguna de las érbitas '8 o I'y, pero si
B, € A(T) entonces TBUT'y C A (T), luego « es punto limite de A (M
y asi A (I') es perfecto.

Ahora veremos que a menos que cada punto de RU{co} pe -tenezca a
A(T), A(T') es denso en ninguna parte. Sea 2y € RU{o0} con 2 ¢ A(T).
Como A (I') es cerrado, existe una vecindad V de zy en RU {oc} con
V < (RU{o0}) \ A(I"), luego hay un segmento h que contiene a zg y
formado de puntos ordinarios iinicamente. Sea o € A (I'), por el lema,
4.29 aplicado a dos puntos 3, 8, € h podemos conchiir que existe 8 € h
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y una sucesién de transformaciones distintas con 7,3 = . Como cada
T, es un punto ordinario, concluimos que en cada vecindad de « en
RU {oo} hay puntos ordinarios, luego A (I') es denso en ningin lado en
RU {oo}.

O

En base al teorema anterior podemos dividir a los grupos Fuchsianos
como sigue:

(a) Un grupo Fuchsiano es del primer tipo si A (I') = RU {co}.

(b) Un grupo PFuchsiano es del segundo tipo si A(T) es denso en
ningtin lado en R U {oco} .

Observacidn. Para grupos del segundo tipo, tenemos por el teorema
anterior que A (I') puede ser vacio, constar de uno o dos puntos o ser
un conjunto perfecto (por tanto infinito} que es denso en ningin lado.

4.6 Estructura de una Regién de Dirichlet

4.32. Definicién. Sea I un grupo Fuchsiano y F una regién funda-
mental para . Diremos que F es localmente finita si para todaa € F
existe una vecindad V de a tal que V N T(F) # @ solamente para un
numero finito de T € T

4.33. Teorema. Una region de Dirichlet Dy(T) es localmente finita.

Demostracién:

Supongamos que no. Entonces, existen ¢ € Dy(I'), K una vecindad
compacta de ¢ y una sucesién {T,,} de elementos distintos de I tales
que T, (F)N K # BV n. Sea d = sup,c g p(p, 2). Por ser K compacto, d
es finita. Para cada w; € K NT;(F) se tiene w; = T;(2;), con z; € F,
de donde

p (T, (p) < plp,wy) + p(w;, T; () = o (p,w;) + p (25, p)

Entonces, los T;(p) estdn en la bola hiperbdlica compacta B = Baq(p),
luego {T;(p)} tiene un punto de acumulacién en B C U, lo que con-

tradice el hecho de que I sea Fuchsiano.
0
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4.6.1 VERTICES Y CICLOS ELIPTICOS

4.34. Definicién. Sea F' = D,(T') una regién de Dirichlet para I' un
grupo Fuchsiano y sean u y v vértices de F. Decimos que u y v son
vértices congruentes si existe T € I tal que T'(u) = v.

Notemos que si # y v son congruentes, entonces por la segunds,
propiedad que define una regién de Dirichlet, u, v € 8F. Es inmediata
la siguiente

4.35. Proposicién. La congruencia es una relacién de equivalencia,
A las clases de equivalencia les llamaremos ciclos.

Recordemos que sélo las transformaciones elipticas tienen puntos {i-
jos en U. Asi, si un vértice u € U es punto fijo de una transformacién
(eliptica) 5, y si T'(u) = v para alguna T € T, se tiene que el elemento
eliptico TST™! fija a v, luego todos los vértices del ciclo eliptico de »
son puntos fijos elipticos. A una clase de cquivalencia de este tipo se
llamamos ciclo eliptico, y los vértices son llamados vértices elipticos.

Observacién. El nimero de ciclos elipticos es igual al ntimero de
puntos elipticos no congruentes en F.

Por ser F regién de Dirichlet, todo punto w € U fijo por una trans-
formacién S’ € T eliptica, cae en la frontera de T(F), paraalgin T € T,
luego u = T~ (w) € AF y est4 fijo por la cliptica § = T—18'T. Sabemos
que S tiene orden finito, digamos k. Supongamos primero que k > 3.
Como u € JF, est4 en al menos un h-linea ! que acota a F, ademss S
es isometria que transforma ki —lineas en h —lineas y deja fijo u, luego
u es un vértice de I' cuyo dngulo es a lo m4s 2,

La regién F estd acotada por h-lineas, asi que su interseccién con
éstas es un punto o bien un segmento de una h-linea. En cste caso, el
segmento se llama un lado de F. Si S tiene orden 2, entonces u estd
en el interior de un lado de F, y en éste caso S intercambia los dos
segmentos del lado que determina u; y podemos incluir a tales puntos
u coma vértices que tienen dngulo igual a 7, Asi, la nocién de vértice
eliptico se extiende a este tipo de puntos. Resumiendo, un vértice de
F es un punto de interseccién de dos h-lineas del borde de F o es un
punto fijo de un elemento eliptico de orden dos.
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Los tinicos subgrupos ciclicos finitos de PSL(2, R) son los generados
por elementos elipticos; por otro lado, todo elemento eliptico tiene un
\inico punto fijo en U (asi, a cada punto fijo eliptico, lo identificamos
con el elemento eliptico).

También si un punto en u tiene un estabilizador no trivial en T,
entonces éste es un subgrupo ciclico finito de T', ademds es un sub-
grupo ciclico finito maximal. Reciprocamente, todo subgrupo ciclico
finito maximal de T es el estabilizador del punto fijo comin v € U.
Resumiendo tenemos el siguiente

4.36. Teorema. Hay una biyeccidn entre los ciclos elipticos de F' g
las clases de conjugacion de subgrupos finitos ciclicos mazimales.

4.37. Ejemplo. Sea F = {z e U : [z| > 1y [Rz| < 3} la regién
fundamental para I' el grupo modular. Sean

-z—1

Ty(z) = , Tofz)=Z

1
ol Ti(z) = =

entonces

x 273
E 3

T3(Z3)=Z326 N TQ(ZQ) =Zy=¢€ Yy Tl(i) =
es decir, el estabilizador de 23 es el subgrupo (74); el de z; es el subgrupo
(T5), y el de 7 es el subgrupo (77). Los tres subgrupos son ciclicos finitos.
Ahora bien z; y z3 son vértices conjugados (por T'(z) = z+1) y por
lo tanto, pertenecen al mismo ciclo eliptico, que sdlo los contiene a ellos,
puesto que ningiin otro vértice tiene d4ngulos menor que 27 /3. Por otro
lado 3 es punto fijo de una eliptica de orden dos y ningin otro punto en
la. frontera de F lo es, luego PSL(2,7) tiene dos clases de conjugacién
de subgrupos ciclicos maximales, uno que consiste en grupos de orden
2 y otro de orden 3.

4.38. Definicién. Los érdenes de los subgrupos maximales finitos de
I" se Haman periodos de T

Un periodo se repite tantas veces como clases de conjugacién de
subgrupos maximales finitos de ese orden tenga I.

4.39. Ejemplo. El grupo modular tiene periodos 2 y 3.
El grupo triangular (que definiremos en el Capitulo 5) generado por un
tridngulo de dngulos m/m, 7/, w/» tiene periodos I, m, n.
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Un elemento parabélico puede ser considerado como un eliptico de
orden infinito, Luego si un punto en RU {oo} tiene un estabilizador no
trivial, éste estabilizador es un subgrupo (ciclico) parabélico maximal
de I y todo subgrupo parabélico maximal de I es el estabilzador de un
punto en RU {oo}.

Una regién de Dirichlet F de un grupo Fuchsiano que tiene elementos
parabolicos serd, (lo veremos en el Capitulo 5) una regién no compacta y
8i F cumple que p(F) < co entonces F tendrs al menos un vértice en el
infinito, Ademds veremos que cada vértice en el infinito es un punto fijo
parabdlico de un subgrupo parabélico maximal de I' y los vértices de F
en e infinito que no son congruentes est4n en correspondencia, biyectiva
con las clases de conjugacién de subgrupos parabélicos maximales de
T,

Luego si aceptamos periodos infinitos, el periodo infinito ocur-irs tantas
veces como clases de conjugacién de subgrupos parabélicos maximales
existan. Este niimero serd llamado el niimero de clases parabdlicas de T
Por ejemplo, es ficil ver que en el grupo modular ' = PSL(2,Z) todo
elemento parabélico es conjugado a T, (2) = z+n con n € Z, por lo que
el grupo modular tiene periodos 2,3, co. El dngulo en un vértice en el
infinito es 0. Con ésta convencién, la regién de Dirichlet de PSL(2, Z)

kis

tiene un vértice en 0o con 4ngulo = = 0, por lo que veremos en la

seccion 5.4 que PSL(2,Z) serd un grupo triangular generado por un
tridngulo hiperbélico de dngulos I, %, Z.
Por 1ltimo veremos un resultado que relaciona la suma de los 4ngulos

en vértices clipticos que pertencen a un ciclo, con el orden de éste.

4.6.2 CONGRUENCIA DE LADOS

4.40. Definicién. Dos lados s y w de una regién de Dirichlet Dy (p)
se llamaran congruentes si existe T € I\ {id} tal que T'(s) = w.

Notemos que w = T'(s) es también un lado de T(F), por lo tanto
T(s} C FNT(F). De hecho, se verd més tarde que los conjuntos son
iguales.

No puede haber dos lados congruentes a un lado s. En efecto, si existe
Ty € T\ {id} con Ti(s) = FNTI(F) y T(s) = FNT(F) se tendrfa que
S =FNTTYUF) = T"YF)NF por lo tanto, T = T;. Entonces, hemos
probado la siguiente

Observacién. Los lados de Dr (p) son congruentes por pares.



4. Regiones Fundamentales 111

Cuando s tiene un punto fijo de una eliptica T' de orden 2, el punto
fijo divide a s en dos segmentos que son intercambiados por T; también
en este caso ambos segmentos son lados congruentes.

4.41. Ejemplo. La regién fundamental para PSL(2,Z) tiene los si-
guientes conjuntos de pares conjugados:

ll={z:§}%z=—%, |z|21}

1
12={z:§Rz=§, |z|21}

que son congruentes via la transformacién T'(z) = z + 1 € PSL{2,Z),
¥

la={z:]|z| =1, Rz > 0}
li={z:]z) =1, Rz < 0}
que lo son via R(z) = —1/=z.

4.42. Teorema. Sea F' un dominio fundemental localmente finito de
un grupo Fuchsiano T. Entonces T' estd generado por H = {h € T :
R(F)NF # @}

Demostracién:

Sea Iy el grupo generado por H. Consideremos la funcién ¢ : I — /Ty
definida por ¢(u) = I'og donde g € T es tal que g(u) € F. La funcién ¢
estd bien definida, pues si existe otra h € T con h(u) € F tenemos que
g(v) € FNgh™(F), luego gh™! € Ty y entonces I'yg = ['gh. Como F
es localmente finito, existe una vecindad abierta B de u que intersecta
a un nimero finito de imdgenes de F, digamos g1(F}, g2(F), ..., gm (F),
supongamos ademds que v € g;(F) para cada i = 1,...,m; m4s atin,
que B C g1(F) U...Ugn(F). Ahora, siy € B entonces y € g;(F) para
alguna ¢ y entonces ¢(y) = Hg; ! = ¢(u), por lo que ¢ es constante
en By por tanto las fibras de ¢ son abiertas y ¢ es constante en ellas,
y como U es conexo, tenemos que ¢ es constante en I{. Finalmente si
g€T\u€ Fyv¢€ g !(F), tenemos que Ty = ¢(u) = ¢(u) = Iyg,
luego g € 'y de donde Ty =T, o

4.43. Teorema. Sea {Ti} C I, tal que para toda i, T; aparea dos lados
de F. Entonces {T;} es un conjunto de generadores para T,
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Demostracion:

El teorema anterior muestra que I estd generado por I = {gel:
g(F)Y N F # 0}, donde F es una regién fundamental localmente finita
de I'. Desde luego una funcién T} que aparea dos lados estd en H ,
por lo que bastard ver que si g(F) N F # ) entonces g estd en el
grupo que generan las funciones que aparean dos lados. Supongamos
que v € g(F) N F, entonces por ser F localmente finito existe B un
disco abierto con centro en u y hy = id, hy,...hs € T (con hjy, = g
para alguna jo) con u € Ni_ghj(F) y B C Ul_gh;(F). Si es nece-
sario se puede hacer mas pequefio el radio de B para garantizar que
B no tenga vértices de ningiin H;(F), excepto « y ningtin otro lado
de hj(F) excepto los que contienen a u. Como 8F es la urién de los
lados de F, la frontera de F' que se encuentra en B es parte de un
lado o de dos lados con vértice comiin u. Esto es también cierto parsa
cada uno de los h;(F}, y reordenando los indices podemos suponer que
ho(F), ..., ht(F) son poligonos consecutivos con un lado comiin, por lo
que Fnh}lhj.{_](F) es un segmento geodésico, luego un lado, para toda
7 y entonces hj_--lhj+1 = T, para alguna T que apares dos lados, luego

(hy 1h1)(hl’lhg)...(hj_ol_lh,j(,) = hj, = g estd en el grupo que generan las

funciones T; que aparean lados.
0

4.44. Ejemplo. El grupo modular estd generado por T(z) = z + 1,
R(z) = -1/=.

4.7 El cociente & /T’ como superficie de Riemann

Iniciamos esta seccién con el concepto de superficie . Una superficie S es
un espacio topoldgico de Hausdorff tal que todo punto s € § tiene una,
vecindad abierta que es homeomorfa a una abierto de €. De esta forma
S tiene propiedades topoldgicas equivalentes a las del plano. Toda su-
perficie puede cubrirse con una familia de abiertos U; tal que para cada
i, existe un homeomorfismo ®; : U; - W; donde W; es un abierto de C,
Al conjunto A = {(U;, ®;)} le lamamos un atlas para S. Si s € U; en-
tonces (U, ®;) es una carta en sy z = ®;(s) es una coordenada local
para s. De forma natural expresamos el cambio de coordenadas como
7 = (tI),-o(I)}l)(zj) para s donde (U, ®;), (U;, ®;) son cartas para s € S.
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Las funciones
B0 @7t @;(UiNT;) = &(UiNY,)

se llaman las funciones de cambio de coordenadas y estin definidas
siempre que U; N U; # @. Por dltimo, un atlas A se llama analitico
si todas las funciones de cambio de coordenadas son analiticas. A una
superficie que tiene un atlas analitico le llamaremos superficie de Rie-
mann.

Denotaremos por [z] a la érbita de 2, esto es [z} =Tz = {T(2);T €T’}
para I un grupo Fuchsiano, y por U/T al conjunto de 6rbitas. Como
siempre U /T es un espacio cociente con la siguiente identificacién: v y
v € U son equivalentes si existe T € ' con T'(u) = v, es decirstu y v
pertenecen a la misma 6rbita. Tenemos también la proyeccién canénica
7+ U — UJT definida por n(z) = [z]. A U/T se le puede dar la si-
guiente topologia: V C U/T" es abierto si V)= {zelU;[z] € V}es
abierto en I{, con esta topologia es claro que 7 es continua y abierta.

4.45. Teorema. Sea T' un grupo Fuchsiano. Entonces U[T es una su-
perficie de Riemann coneza y w:lU — U/T es holomorfa.

Demostracién:
Sean w € U y §(w) = min{p(w, g(w)) : g €T\ id}. Como la érbita de
todo punto es discreta, 6(w) > 0. Sea W, el disco hiperbdélico de centro

en w y radio 5%51, entonces por la accién propiamente discontinua de
T en I tenemos que si para alguna T € T se tiene Wy, NT(Wy) # ¥
entonces T deberd fijar a w; ademds para cualquier isometria S € L' y
para y = S(w} es claro que Wy = S(Wy). Entonces, si WouNT(Wy) # @
para alguna T € T, tenemos que T{(w) = w, por loque T = id o bien
w es punto fijo eliptico de I' y entonces Wy, no contiene puntos fijos
elipticos diferentes de w. Consideremos ahora 7y, la restriccién de w a
W,,. Como 7 es continua y Wy, es abierto, m,, es continua y abierta. Sea
m{w) el orden del estabilizador de w € T', entonces, si w nr~ es punto
fijo eliptico de T', m(w) = 1. Definamos ahora la funcién

fo:U—=C
— o\ )
fu(z) = (j—ﬁ)

que es analitica y abierta y cumple fu(w) = 0, por lo que f,(Wy) es
un abierto del disco unitario y contiene al 0.
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Sea T' una transformacién eliptica con punto fijo w € U y sea o(z) =
%f{—% € PSL(2,C). Entonces ¢T¢ ™! es una transformacién eliptica que
fija 0 e 0o, luego ¢T'¢ ™' = Uy(2) = ez con &™) =1, dc¢ donde

TRy—w  z-w

T(z) - w Z— 10 con

Observemos que la igualdad fi(21) = fu(z2) se da si y sélo si

2y — W zi~w V(z)-w
— = - = —
29 — W n—w Via)—w

con V(w) = w es decir, cuando V(z)) = 22.

Construiremos ahora el atlas para I/ /T. Para cada w € I sea W, el
disco hiperbélico de centro w y radio ﬂzﬂ Proponemos como las car-
tas del atlas a {ny(Wy), 8y = fu o m5'}. Los conjuntos my (W) son
abiertos y sélo falta ver que las funciones ¢y, : m(Wy) = f.,(Wy) son
homoemorfismos para cada w € Y. Si suponemos que w es un punto
fijo eliptico de I' y T' € I" tal que Wi, N T(W,,) # 0 entonces T'(w) = w
luego my(21) = mw(22), que ocurre si y sélo si 23 = Vj(z;) para algin
elemento V; € I' con Vi{q) = ¢, que equivale a F,(21) = fu(z2), de
donde se tiene que la funcién @, = f,m5! cstd bien definida ya que
Dylz] = fumyllz] = ful(z). Veremos ahora que ®,, es inyectiva. Si
Dy(21] = Poy22], entonces fi{z1) = fu(22), cs decir, z; = Vi(z1) con
Vi € T que fija a w un elemento eliptico, entonces [z] = [Vi ()] = [21]
de donde ®,, es inyectiva. Ademds, como 7y, y fw son abicrtas y con-
tinuas, tenemos que Py, : 7y (Wy) = fu(Wy) es un homeomorfismo. Si
w no es un punto fijo eliptico tenemos que 7! : 7y, (Wy) — Wy es un
homeomorfismo ya que la restriccién m,, es inyectiva, pues si z,y € W,
con I'z = I'y implica que existe o ¢ T tal que o(z) = y, por lo que
a(Wy) N Wy, # ® entonces o(w) = w y esto ocurre si y sélo si o = id.
Ahora, como m{w) = 1 cntonces f,, es también un homeomorfismo,
luego la composicién &, lo es también. Asf, I /T' es una superficie y
{mw(Wy), 1} es un atlas definido en /T

Para, ver que es analitico, supongamos que m,(W,) N m.(W,) # 6 y
consideremos el homeomorfismo

@270 By (my(Wo) N (W) = @plmg (W) Ny (W)

&, 87! = (ferry ' mg) £t
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entonces

(frm7tmg(2) = frng 2] = £ T(2)
para alguna T € T, asi fomylmg : U — D es analitica. Ahora, fi les
analitica excepto en 0 cuando m(g) > 1. Entonces la funcién es analitica
excepto en un punto (el 0) que asi resulta una singularidad removible,
por lo que también es analitica en este punto. -

Una superficie cubriente de una superficie S es una pareja (S5,p)
donde § es una superficie y p es una funcién continua de S en S
con la siguiente propiedad: cada s € S tiene un vecindad abierta U
homeomorfa a D, tal que cada componente conexa V de p~1(U) es
transformada homeomérficamente por p en U. A p lo llamamos una
transformacién cubriente. Decimos que (S,p) es un espacio cubriente
de S si para cada s € § el grupo G de transformaciones cubrientes
actda transitivamente en la fibra p~1(s).

Si f: 8 — Sy es un homeomorfismo holomorfo entre superficies de
Riemann, también lo es su inversa, asi que las coordenadas locales de
S1 y 2 son transformadas conformemente via las funciones de cambio
de coordenadas. En éste caso decimos que f es un equival ncia con-
forme entre superficies de Riemann y que S; y S; son conformemente
equivalentes.

El espacio cubriente universal de una superficie de Riemann R que
no sea homeomorfa a la esfera, el plano o el toro es If y en este caso
R =U/A donde A es un grupo de automorfismos de ¥ que actda pro-
piamente discontinuamente y sin puntos fijos en U, luego A deberd ser
un grupo Fuchsiano sin elementos elipticos. Si incluimos a grupos Fuch-
sianos A que contienen elementos elipticos, entonces toda superficie de
Riemann puede ser representada como el espacio cociente de ¢ y un
grupo Fuchsiano. Por ejemplo, el espacio cociente de un grupo triangu-
lar es una esfera, y toda superficie de Riemann homeomorfa a la esfera,
es conformemente equivalente a /" donde I" es un grupo triangular.

4.46. Teorema, Sean I';, [y dos grupos Fuchsianos sin elementos
elipticos. Entonces las superficies U/Ty y U/T'2 son conformemente
equivalentes si y sdlo si eziste T € PSL(2,R) tal que TTT~! = Ty.

Demostracién:
Como I't y T's actdan sin puntos fijos, resulta que I/ es un espacio
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cubriente universal de U/T'y y U/D'g, lucgo si g : U/T; — I'y es un
homeomorfismo conforme, entonces existe § : U — U automorfismo
que hace conmutativo al siguiente diagrama, donde m; : & — U /F; son
las proyecciones naturales:
u-LH u
714 e
Ur ? UiT,

Como § € Aut(lf) = PSL(2,R), denotemos por T a tal g, asf el
hecho de que conmute el digrama, se reescribe como g ([2]p,) = [1'2]y.,.

Ahora si § € 'y, tenemos que [2]p = [Sz];. y entonces [T S()lp, =
[T(2)]p,» por lo que existe V € Ty tal que: TS(z) = VT'(z) Vezelly
entonces T'ST~! =V € Tg, asi TT1T~! C I'y, un argumento anilogo
al anterior usando g™ ! ({z]p,) = [T71(2)] r, muestra que 7', C T,
luego TTHT ! =T,

Recfprocamente, si TT'YT~! = I'; entonces la funcién b : U/T'; —
U[Tz definida por & ([2],) = [T'2]p, es un homeomorfismo conforme
entre U /Ty y U/Ts.

(I

Fl teorema anterior es falso para grupos Fuchsianos arbitrarios, por
cjemplo para dos grupos triangulares con periodos diferentes sucede
que estos grupos no son isomorfos y entonces no son conjugados en
PSL(2,R). Sin embargo el espacio cociente de cada grupo es la esfera.
La afirmacion reciproca que dice que los espacios cocientes de gru-
pos Fuchsianos conjugados son superficies de Riemann conformemente
equivalentes cs siempre cierta.

4.47. Teorema. Pare un grupo Fuchsiano sin elementos elipticos T
se tiene que Aut(U/T') = N(I'}/T donde N(T') es el normalizador de I
en PSL(2,R).

Demostracién:

Al igual que en el teorema anterior tenemos que si f : U/T' — U /T es

un automorfismo de U/T" entonces f ([2].) = [T2z]p para alguna T' €

PSIL(2,R), y entonces TT'T ! =T, por lo que 7' € N(I").
Reciprocamente dado T' € N(T'), la funcién f : U/T' — U/T dada

por f ([z]p) = [T'2]; es un automorfismo de U/F.
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Luego ¢ : N([') = Aut(U/T) dada por ¢(T) = f es un homomor-
fismo de grupos, que es suprayectivo y como @(T) = id siy sélo si
T ¢ T, tenemos que su nicleo es I', luego por el primer teorema de

isomorfismos tenemos que Aut(/T) = N(I')/T. -

Sea F una regién de Dirichlet de un grupo Fuchsiano I'. Como las
aristas de F son apareadas por elementos de T' nos preguntamos si
podemos obtener el espacio cociente U /T, identificando los lados que
se aparean en la misma forma en que se obtiene el toro al identificar
los lados opuestos de un paralelogramo. Como los tinicos puntos de F
que se identifican bajo I' son los que corresponden a puntos de lados
apareados, el espacio que se obtiene por identificar lados que se aparean

es F/T.

4.48. Teorema. Si F es ung regidn de Dirichlet de un grupe Fuch-
siano T entonces F/T" es homeomorfa a U/T.

Demostracién:

Sea i : I < U la funcidn inclusién y ¢ «: F — F/T', w : U -> U/T las
proyecciones naturales. Definamos 8 : F//T' = U/T, la funcién que hace
conmutative el siguiente diagrama:

F U
P I
F/I‘—9+L{/F

Esto es, si z € F entonces 8 (1 (2)) = 7 (2]

Si ¢ (z1) = ¥ (22) entonces zy = S(z;) para alguna S5 € I’ que aparea
lados de F, ademds n{2;} = m(#) v entonces & estd bien definida y es
biyectiva. Veamos que ella es continua y abierta.

Si V C U/T es un abierto, tenemos que ¥~' (§71(V)) = Fna~(V)
es abierto en F luego 871(V) es abierto en F//T' y entonces 8 es continua.
Veamos ahora que @ es abierta.

Sea A C F/T un abierto y sea {z) = 9(z) € A, como F es localmente
finita se tiene que la fbra F~1({z)) es finita, digamos que: ¢~ ((2))
= {z = To(2),3(2), ..., Ts(z)} . _

Por la forma. en que se define la topologia en F/T', " 1(A) = A es un
abierto relativo en F, luego existe un disco hiperbdlico B ~on centro
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en z tal que Tj(B)NF C Ay T(B) N F # ¢ lo que implica que T = T}
para algima j =1,...,s (¥).

Ahora 0 ((2)) = m(2) € n (B) y  (B) es abierto, veamos que 7 (B) C
6 (A), lo que mostrard que § (A) es una vecindad abierta de # ((2)).

Si [w] € 7 (B) con w € B, tenemos que existe T € I tal que T(w) €
F por lo que T(B) N F # ¢ entonces por (*)T = T; para alguna
7 € {L,...,s} luego Tj{w) = T(w) € Ty(B) N F C A, luego

fu] = 7 (w) =« (Ty(w)) € 7 (A) == (i (A)) =0(4).
al

Hemos visto que el drea de una regién fundamental si es finita, es un
invariante numérico del grupo I'. Como ¢l drea en el espacio cociente
U /T esta inducida por el 4rea hiperbélica en U, podemos defir el drea
hiperbélica de U/T" y denotarla por u(U/T) como u(F) donde F es
una regién fundamental.

Si I tiene una regién de Dirichlet compacta F, entonces F tiene un
nimero finito de vértices y de lados y entonces su espacio cociente I/ /T
es compacto. En la seccién 5.2 probaremos este resultado.

Veremos mds adelante que si una regién de Dirichlet de I" es compacta,
entonces todas las regiones de Dirichlet son compactas. Si ademds T'
acta en U sin puntos fijos entonces ¢4/T" es una superficie de Riemann
y su grupo fundamental es isomorfo & I

En muchos aspectos los grupos Fuchsianos son similares a los latices
en R? que son grupos discretos de isometrias euclideanos que conservan
orientacién. Ademds los cocientes de estos 1iltimos son siempre super-
ficies compactas homeomorfas a toros, sin embargo el espacio cociente
de un grupo Fuchsiano I" que acttia en I sin puntos fijos no puede ser
un toro, ya que el grupo fundamental del toro es isomorfo a Z x Z y
entonces resultarfa que I' debe ser isomorfo a Z x Z y hemos visto que
esto es imposible.



5 Geometria de Grupos
Fuchsianos

5.1 Grupos Fuchsianos geométricamente finitos

Sabemos que una regién de Dirichlet en 2/ de un grupo Fuchsiano I" est4
acotada por un niimero (quizds numerable) de segmentos geodésicos en
U y posiblemente algunos segmentos del eje real. Recordamos que los
segmentos geodésicos en U, del borde de la regién F, se llaman los
lados y forman la frontera de F' que se denota por §F; si un punto
fijo eliptico de orden 2 pertenece a un segmento geodésico, incluiremos
a éste punto en el conjunto de vértices de F' y a los dos segmentos
en que éste divide a la geodésica los veremos como dos lados. En esta
seccién estudiaremos los grupos que tiene reiones fundamentales con un
numero finito de lados.Resaltamos también que F es un subconjunto
cerrado de U y puede ser que no sea cerrado en I, llamaremos a la
cerradura de F' en U, la cerradura euclidiana de F y la denotamos por
F.

Definimos la frontera euclidiana de F por GpF = ﬁ\F, la cual obvia-
mente pertenece al conjunto de puntos al infinito RU {cc}. Desde luego
S F' puede tener una cantidad no numerable de componentes, pero
solo puede tener una cantidad numerable de componentes de longitud
(euclidiana) positiva.

5.1. Definicién. Un grupo Fuchsiano I' se dird geométricamente finito
si existe una region fundamental convexa de I' con un nimero finito de
lados.

5.2. Teorema. (de Siegel). SiT" es un grupo Fuchsiano que tiene una
region fundamentel F' con p (F) < +0o entonces I' es geométricamente
finito.

Demostracion:
Se demostrard que una regién de Dirichlet F = D), (T') tiene un nimero
finito de lados.

Como los vértices de I, (T") son aislados (esto se debe a que la regién
de Dirichlet es localmente finita, asf que cada vértice tiene una vecindad
que interseca a un nimero finito de lados, luego esta vecindad tiene sélo
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FIGURA 5.1. Divisién de la regién de Dirichlet en tridngulos

un mimero finito de vértices), cualquier compacto K C I/ contiene sélo
un nimero finito de vértices. Asi, el caso cuando F es compacto estd
completamente resuelto pues F tendrd sélo un niimero finito de vértices
y entonces un mimero finito de lados. Supongamos ahora que F' no es
compacto.

El ingrediente principal de la demostracién es dar una estimacién de
la suma de los 4ngulos w en los vértices de la regién F. Concretamente,
mostraremos que:

> lr—w) < p(F)+ 20

donde la suma. se toma sobre todos los vértices de F que estdn en U,

Recordemos que la regién de Dirichlet ' = D, (I'), ¢s una regién
en forma de estrella desde p, por lo que podemos conectar todos los
vértices de F' al punto p por geodésicas que quedan dentro de F, y
entonces I' queda dividido en tridngulos con un vértice comin p, Sean

- 38my Cmgl; - - - B,y los Vértices de F y .. A, A1, ooy Anyen. los
segmentos geodésicos en JF que conectan a los vértices, supondremos
que tales conjuntos no estén acotados en ambas direcciones. {Ver figura
5.1.)

Denotemos por Ay al tridngulo de vértices p, ag,ap11 y por Ay al
lado ayagt1, llamemos ay, By, y 4 a sus dngulos y al dngulo entre A,
¥ Apy1 lo denotamos por wy, as{ wy, = B + V1
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Por Ia Férmula de Gauss-Bonnet, tenemos que:

p(Ag) =7 — ok — By — Vi

L3 n n—1
Lucgo: 3 o+ S 4 (Bk) =T =Y — Bt 3 (1= 1),

k=m k=m k=m
Como el lado izquierdo de esta igualdad est4 acotado, ya que ) oy <
o y S p{Ag) < p{F), tenemos que el lado derecho también ests
acotado, por lo que 37 (7 — wy) converge. Observemos que esta serie
converge cuando n — 0o, cuando m — —oo y también cuando n - oo
y m — —o0; por lo que una consecuencia de la convergencia de la serie

S~ (7 — wg), es que existen los siguientes limites:

lim~y,, = ¥_c» limfg, =06_q
m—¥oo n—oc
Ahora demostremos que: T — ¥ _ oo — Bee 2 0
Como sélo un ndmero finito de segmentos {Ay} pueden estar a una
distancia finita del punto p, tenemos que a; —+ oo cuando k — oco.
Luego para un ndmero infinito de valores &, se tiene que: g (p, ap41) >
2 (p, az), para estos valores se tiene por la ley de los senos en el tridngulo
hiperbélico Ag que v, > B;. Como B 4 v, < 7, tenemos entonces que
By < % y entonces f,, < §. Anslogamente se puede comprobar que
Yoo £ 5 yentonces m—y_o, — P 2 0.
Tomando los limites m — —co y 7 — 00, en la ecuacién:

Zak+Z#(Ak)—W Ym = ﬁn'i'Z(’ﬂ' W) 5

k=m k=m

y usando que m — y_, — B, = 0, tenemos que:

[e.0]
Z oy -+ Z (Be) = D (7 —wp).
k=-00 k=-00

Esta desiguaIdad se obtuvo bajo la suposicién de que el conjunto de
segmentos {Ax} no estd acotado en ambas direcciones. Podemos usar
argumentos semejantes para el caso en que el conjunto de segmentos .
{Ar} esté acotado en una de las direcciones. Asi en cualquier caso
tenemos:
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20 +p(F) 2 (7 —w)

donde la suma se toma sobre todos los vértices de F' que se encuentran
a una distancia hiperbélica finita del punto p, es decir en 2.

Utilizando la estimacién anterior, demostramos que el némero de
vértices de F en U es finito. Sea a € F un vértice y sean a; = €y 89,..., 0,
los vértices congruentes a a. Sea w; el angulo en el vértice a;, vimos
en el teorema 4.40 que si a no es punto fijo de ninguna T' € '\ {id},
entonces wy +wz + -+ +wy = 27 y si ¢ es punto fijo de orden m de
alguna T se tiene wy +ws + -+« 4wy, = ?%

Como cada w; < , tenemos en el primer caso que n = 3 y entonces:

n
Yr-w)=(n-2)r>m
i=1
Teniendo en cuenta esta estimacién y la relacién anterior concluimos
que el nimero de ciclos donde a no es punto fijo de alguna T' € '\ {<d}
es finito.
Para un ciclo de un punto fijo a de orden m, se tiene que:

g(w—wi)z (n—%)w>—g

por lo que el nimero de ciclos elipticos de orden > 8 también cs finito.
Finalmente un punto fijo eliptico de orden 2 pertenece a un segmento
de OF con extremos 2 vértices que no son vértices elipticos de orden 2,
luego el nimero de vértices elipticos de orden 2 es también finito. En
resumen hemos visto que hay solo un nimero finito de vértices de I
en .

Resta mostrar que el ndmero de vértices de F en RU{oo} es también
finito. Tomemos N de estos vértices en RU {00}, by, ..., by. Conside-
remos el poligono F acotado por un mimero finito de geodésicas con-
tenidas dentro de F' y tales que sus vértices en el infinito sean biy...,bn.
Un argumento similar al de la demostracién del caso donde los vértices
estan en U, muestra que el drea de F satisface: 2w+ (F1) > 5 (7 — w),

w
donde w son los dngulos en los vértices de ', y la suma sobre todos
los vértices de F). Como w = 0 para los vértices en el infinito, tenemos
que:
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N < 2r+ p(F) € 27+ p (F)

luego N estid acotada y ahora el teorema estd completo.

5.2 Grupos Fuchsianos cocompactos.

En el capitulo cuatro vimos que el espacio cociente U/T" es una su-
perficie de Riemann. Veremos ahora cudles son las condicioues que se
requieren para gue esta superficie sea compacta.

5.3. Definicién. Un grupo Fuchsiano es cocompacto si el espacio co-
ciente U4/T" es compacto.

5.4. Teorema. St un grupo Fuchsiano I" tiene una region de Dirichlet
compacta, entonces I' no contiene elementos parabdlicos.

Demostracidn:
Supongamos que F' es una regién de Dirichlet compacta del grupo T.
Sea n(z) = inf {p(2,T(2));T € T\ {id}, T no eliptica}.

Como en un disco hiperbdlico cerrado B, (z) sélo puede haber un
nimero finito de T(z), se tiene que {z) > 0. Paracada T ¢ T la
funcién p(z, T'(z)) es continua en z, luego n(z) es una funcién continua
de z.

Por ser F' compacto existe zp € F tal que: 7 = inf {n(2);2 € F} =
7 {20} > 0.

Pero como I es una regién fundamental, dado z € I, existe S € T
tal que w = S(z) € F, luego para toda Ty € I'\ {id} no es eliptica,
p(z,To(2)) = p(S(z), SToS~ ! (w)) > n, asi,

inf{p(2,Ty (2)); 2 €U, Ty no eliptica} =5 > 0.

Ahora supongamos que I' contiene un elemento parabdlico 7. Para
cualquier T € PSL(2,R), el grupo conjugado I'; = TT7"! tiene a
T(F) como regién de Dirichlet, que es también compacta. Luego por
conjugacién de I' en PSL(2,R) podemos suponer que T1(z) o Ty ! (2) es
la transformacion z — z-+ 1. Recordemos que sk? %p(z, w) = i%—“z%lﬁ, asi
tenemos que: shQ%p(z, z+1) = 12}71? — 0 51 $z —= oo lo que contradice

el hecho de que 5 > 0.
0
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5.5. Teorema. Sea F una regién de Dirichlet para T un grupo Fuch-
siano. Fntonces, U[T' es compacta si y sdlo si F es compacto.

Demostracion:

Si F es compacto , F/I' es compacto por la continuidad de la proyeccion
natural. Por el teorema 4.48, 1{/T" es compacto. Supongamos ahora que
U/T" es compacto. Si [2] € U/T', por ser F localmente finito, existen
solo un nimero finito de puntos 2’ € F tales que I1(2') = [2] (donde
II: U = U[T). Sea {2} una sucesidn de puntos distintos de 7, en-
tonces para ver que F' es compacto basta ver que {z,} converge en
F. La sucesién de érbitas [z1],[22], ... converge a un punto [I] € U/T;
y existen s6lo un nimero finito de preimdgenes de [I] en F digamos,
l1,... Iy, Afirmamos que al menos una {; es limite de la sucesién z,.
Supongamos que no, entonces cada I; tiene una vecindad Vi que con-
tiene solamente un nimero finito de puntos de la sucesién z,, pero
como los I; pertenccen a la misma I-6rbita, entonces cada 1, contiene
un nimero finito de puntos de la forma §(z;). Por lo tanto, NI_, II(V;)
es una vecindad abierta de [{] que contiene vinicamente a un nimero
finito de puntos de la sucesién {[z]}, lo que contradice el hecho de que

z|} — [1].

{lz:]} — [ -

Seap el yy:[0,00] - U un rayo geodésico que sale de p. Sea
By(p) = {z €U;p(2,7(t)) < p(p,¥(t))}. Tomando el limite ¢ — oo,
By(p) se aproxima a un circulo euclidiano que pasa por p y por el
extremo de la geodésica v (t) correspondiente a £ = oo y el circulo es
ortogonal a la geodésica 7 (¢) .

Como el rayo geodésico por p esta determinado por su direccién o el
circulo limite depende de p y 7. A éste circulo le llamamos un horociclo
y lo denotaremos por w(p,¥). (Ver la figura 5.2, a) ). Notemos que los
horociclos no son circulos hiperbélicos, aunque podemos considerarlos
como circulos hiperbélicos de radio infinito.

Sea s € R. Un circulo euclidiano tangente al ¢je real en 8, €5 un
horociclo de alguna geodésica en U representada por un semicirculo
euclidiano que pasa por s (y ortogonal desde luego al eje real). (Ver la
figura 5.2, b)).

Si s = co, las geodésicas por oo son semilineas verticales y los horo-
ciclos son lineas rectas euclidianas paralelas al eje real. (Ver la figura
5.2, c)).
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w(p, D)

w(s)

FIGURA 5.2.

5.6. Teorema. Sea 7' € PSL(2,R) que fijo a un punto s € R. En-
tonces T es parabdlica si y sdlo si para cada horociclo w(s) que pese
por s, se tiene que T(w(s)) = w(s).

Demostracién:

Supongamos primero que T’ es parabdlica, sea R € PSL(Z,R) tal que
R(s) = o0, luego § = RTR™! es una parabélica que fija 0o y entonces
S(z) = z + X para algiin A € R, por lo que § transforma cada linea
horizontal (horociclo para s) en si misma. Luego, como las transfor-
maciones de Mébius son conformes y transforman circulos y lineas en
circulos y lineas, tenemos que los horociclos para T’ son transformados
por T' en si mismos.

Reciprocamente, supongamos que T transforma cada horociclo w(s)
en si mismo. Tomando R € PSL{2,R) con R{s) = oo, se tiene que
S = RTR™! tiene a oo como punto fijo, luego S(2) = az + b. Como los
horociclos para § son ahora lineas horizontales que quedan invariantes
bajo S tenemos que a = 1, por lo que S es parabdlica y entonces T

también es parabdlica.
]
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5.7. Teorema. Supongamos que I' tiene una regidn de Dirichlet no-
compacta F con p(F) < 0o, Entonces cada vértice de I en el infinito
es un punfo fijo de algunae parabolica T ¢ T.

Demostracién:

Sea b un vértice en el infinito de la regién F. Consideremos todas las
imdgenes S(F) de F con § € T' tales que b es un vértice de S(F).
Claramente hay una infinidad de ellas. Sean b = by, bo, ..., by, los vértices
de F congruentes a b (es decir b = Ty(b) & = 1,...,n). Hemos visto
que el nidmero de tales vértices es finito. Una imagen de F en la cual
b es un vértice, tiene la forma 77,1 (F) i = 1,..,n donde T es un
elemento de I’ que fija al punto b. Dado que hay una infinidad de
tales imdgenes T7;"1(F) y como T} pertenece a un conjunto finito de
elementos, concluimos que hay una infinidad de T € I" que fijan b.

FIGURA 5.3.

Demostraremos que cualquiera de estas T' es parabélica. Supongamos
que T' no es parabdlica. Consideremos la geodésica 7 (¢),0 < ¢ < oo
parametrizada por longitud de arco que conecta a los puntos pyb,
(7 (0) = p, ¥ (00) = b. (Ver la figura 5.3).

Dado que F es una regién de Dirichlet, tenemos que v(t) C F y
PP, 7(t)) < p(T(p),v(t)) para 0 <t < oo,

Consideremos el horociclo w(b) que contiene al punto p, Como es-
tamos suponiendo que T no es parabélica, T'(p) no pertenece a w(b),
podemos suponer que T'(p) estd dentro de w(p), (en caso contrario
T~1(p) lo estd y trabajamos con T~ en lugar de T).

Sea 7(t) la geodésica que pasa por T'(p) y b. Sea q el segundo punto
de interseccién de w(b) y 7(t). Podemos suponer que 7(t) estd para-
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metrizada por longitud de arco y que 7{0) = q. Notemos primero que
p{y(t),7(t)) = 0 cuando t — oo, para ver esto conjugamos a I' de
manera que b = oo, y(t) = a + it, 7(t) = ¢+ it, entonces

sh BP (’Y(t),'r(t))} = |02—t 9, 0 cuando t -+ 0.

Ahora tenemos que

t = p(p,7(t)) = plg, 7(t)) = p(q, T(p)) + p(T(p), 7(¢))
> plg, T(p)) + p(T(p),7(t)) — p{(t),7(t))

y entonces para t suficientemente grande, p(p, ¥(t)) > p(T(p},7(t)), lo
cual es una contradiccién.

0

5.3 La signatura de un grupo Fuchsiano.

Sean [u} = {u1,u2,...,u} un ciclo de vértices de una regién fundamen-
tal FdeI'y Iy, = {g € T' : g(u;) = u;} los estabilizadores de los
vértices que, como hemos visto {en el teorema 3.25) son grupos ciclicos
finitos. Los estabilizadores T'; son conjugados; en efecto, st u; = T'(u;)
y g(us) = u, tenemos TgT ! (u;) = u; luego I'y; = TTy, T~ Es claro
entonces que todos los estabilizadores tienen el mismo orden, al que
llamamos el orden del ciclo.

5.8. Teorema. Sea I' un grupo Fuchsiano y F una regidn de Dirich-
let para T'. Sea [u] = {uy,us2,...,1s} un ciclo de vértices de F y sean
{61,09,...,6:} los dngulos internos en los vértices. Sea m el orden del
ciclo [u]. Entonces,

m(f, + 0s... + Bt) = 2m.

Demostracién:

Sea [u] = {u1,up, ..., us} uncicloy Ty, = {id, g,9%,...,¢™ '} el estabi-
lizador de u;. Las regiones gj(F) para 0 < 7 < m — 1 tienen a u; como
un vértice comun, y el d4ngulo en uy es 8. Sean 71 = id, T5,..., T, € T
las transformaciones de I que cumplen T} (u;) = up. T;{F) tiene a uy
como vértice y el dngulo de T,(F) en u; es #;. Queremos ver cudles
otras imégenes de F bajo I" tienen a u; como vértice: u; es vértice
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de la regién h(F') si y sélo si h™1{u;) € F es vértice de F, es de-
cir, A~ (u1) = u; para alguna j € {1,2, .., t}. Entonces h~1(uq) =
T; ' (u1), de donde hT; ' fija a u, es decir, KT ' & I'y,. Concluimos
que las regiones A(F) que tienen a u; como vértice son tnicamente
las regiones que son imagenes de F' bajo transformaciones del conjunto
I, Ti ULy, TU...UT, T; que son exactamente mi regiones alrededor de
1y que cubren una vecindad alrededor de éste vértice en forma, ajena:
en efecto, si g"Ti(F) = g?T)(F) entonces u; es al mismo tiempo, ima-
gen de los vértices uy, y u; y ésto ocurre solo cuando k = l, en cuyo caso
r = q. Asi, las regioncs son ajenas y se tiene 21 = m(0; + 0 + ... + &)

como deseibamos,
]

SiT es un grupo Fuchsiano con una regién de Dirichlet /' de manera,
que U/T" es compacto, entonces por el teorema 5.2, F es compacto,
luego tiene un nimero finito de lados y vértices. Un mimero finito de
vértices solo podrd generar un némero finito de ciclos [u), [62], - [25]
digamos de periodos my,my, ..., m,. Por otro lado, al ser la superficie
de Riemann /T’ compacta, es homeomorfa a un toro con asas. Con
estas observaciones damos la siguiente:

5.9. Definicién. Sea I’ un grupo Fuchsiano y F' una region de Dirich-
let para I' tal que /T es compacto; sean m1,...,M; los periodos de
'y g el género de la superficie 24/T". Al conjunto (g, m1, M2, ..., my) lo
llamamos la signatura de T.

5.10. Teorema. Sea
Sea (9, m1,ma, ...,m,) la signatura de un grupo Fuchsiono T y F una
regidn fundamental de T con p(dF) = 0, entonces

u(F) = 2n {2(9 —D+Y - i)}

. My
=1 E

Demostracion:

Podemos suponer (por el teorema 4.4) que J' es una regién de Dirichlet.

La signatura (g, my, mg, ..., m;) nos dice que P ticne r ciclos (elipticos)

de vértices y por el teorema 5.8, la suma de los dngulos en los vértices
r

es igual a ZWET—,E;,. Si ademds consideramos los vértices no elipticos
i=1

cuyo estabilizador es {como se vié en el Capitulo 4) el tinico elemento
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{id} y existen s clases de conjugacién de estos vértices, entonces la

suma de los d4ngulos en los vértices no elipticos es 2ws. Por lo tanto,
T

1
la suma de los dngulos de F' es igual a 27 {Z — s} . Para formar

i=177%4
la superficie 24/ /T, los lados de F' son apareados {ver la seccién 4.6.2) y
los vértices se identifican. Si hay n de tales apareamientos, entonces las
imagenes de los vértices, las aristas y el interior de F en I//I" dan una
descomposicién de la superficie en r+ s vértices, n aristas, y 1 cara. Por
la férmula de Euler - Poincaré ! tenemos 2 —2g = (r + s) - n+ 1. Por
otro lado, como F tiene un niimero finito de vértices, es una poligono en
forma. de estrella con 2n lados. Luego, por el Teorema de Gauss-Bonnet

tenemos
w(F)=02n - 2w~ 2w {Zmi +s}

i=1

r
1
=(dg—~4+2r4+28)r =20y — — 2ms
(4g ) Zm,;

i=1

:2ﬁ{(2g—2)+2(1 —mi)}.
i=1 >

]

Un hecho sorprendente es que el reciproco del teorema anterior es
cierto. No es facil de demostrar, pero damos un bosquejo de 1a prueba:

5.11. Teorema. (de Poincaré). Sig2>0,r >0, mi>2(1 <1< r)
son enteros y st

z 1
(29 ~2)+ > {1-—)>0,
g ; ml

(3
entonces existe un grupo Fuchsiano con signetura {g;m1,ma, ..., m;).

Demostracion:

Trabajaremos en el modelo del disco. Partiendo del origen, tracemos
4g+r radios con el mismo dngulo entre cada par de radios consecutivos.
Sea 0 < t < 1 y elijamos puntos sobre los radios a distancia hiperbélica
t desde 0.

lPa_ra una sgperﬁcie cerrada S de género g, dividida en F caras, con V vértices
y E aristas se tiene V — F + F = 2~ 29 = x(5). Al mimero x(S) se le conoce como
caracteristica de FEuler de la superficie.
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FIGURA 5.4. Poligono M({t) para g = 2,r = 4.

Unamos estos puntos con h-segmentos para formar un poligono hiper-
bélico M (t). Sobre los primeros r lados tracemos tridngulos hiperbélicos
isésceles con dngulos entre los lados iguales de medidas %’;—, -,%1;—, ey ;,2:’7
Uniendo estos tridngulos con M(t) obtenemos un poligono hiperbélico
N(t) en forma de estrella, con 4g - 2r radios.

Nombremos a los lados a1, 81,04, 81, -, ttg, B, &) B €1, oy €0, Er y
orientémolos segin se ve en la figura 5.4. De ésta forma, se cumple que
N (2) = O cuando £ — 0, y p(N(#)) — (dg+2r — 2 — S, 22

=1 my
cuando ¢ — 1. Entonces, por el teorema del valor intermedio y por la

continuidad de x(N(t)) se tiene, para alguna ¢y entre 0 y 1 que el drea

de N(ty) es cxactamente 27 {(29 - 2) + i(l - —1—)} (%)
i=1 m;

2
Por construccién, a; y «; tienen la misma longitud hiperbélica, asi
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como §3; y ,6; y también £, y £}, luego existen isometrias hiperbélicas
Ay, Bj y Xy que cumplen Ay(e;) = a4, Bj(8)) = B; y Xi(€}) = &
Calcularemos ahora, las clases de congruencia de los vértices. Nombre-
mos al punto inicial de 5, el vértice v); éste es congruente, via By 1
al punto final de ﬁ;, que serd vp; a su vez éste es el punto final de a4
que es congruente, via A;l, al punto final de & al que llamaremos v3.
De nuevo, éste es el extremo final de ﬁ;, cuya imagen bajo By es el
punto inicial de oy al que llamaremos v4 que es congruente bajo A, al
punto inicial de §,_,. Continuando este proceso vemos que todos los
vértices del poligono M(%p) son congruentes. Atdn més, tenemos que
X1 Xg.. X, AiB1 AT B[ .. AgBy A7 By ) = vy

Los vértices restantes wy, ..., w, forman r conjuntos congruentes con
un elemento cada uno. Sea S la suma de los dngulos en los vértices con-
gruentes vy, ..., V4g4r. El drea de M (tp) es w(dg +r — 2) — 3~ (4ngulos)
por la férmula de Gauss-Bonnet, y también es igual a (*), de donde
concluimos que S = 2m. Sea ' = (A;, B;, Xi). Este grupo satisface
las condiciones del teorema: en efecto, hemos visto que la suma de los
angulos en los vértices es 27, y el dngulo en wy es 2L para k = 1,2,..,7.
Puede verse también ? que las imdgenes bajo ' de N(ty) cubren a D
sin traslapes, luego N(fp) es una regién fundamental para I, asf que 1a.
I'-érbita de cada punto es un conjunto discreto. Por el Corolario 3.12, T’
es un grupo de isometrias de gue actia propiamente discontinuamente
en ID (o bien un grupo Fuchsiano en U a través de la transformacién de
Cayley).

El espacio cociente II/I" se descompone en {r + 1) vértices (que cor-
responden a los (r + 1} conjuntos congruentes de vértices de N(tp)),
(2g + ) aristas y una cara. Por la férmula de Euler-Poincaré, el género
h de la superficie D/T" satisface 2—2h = (r+1) — (2g4-7)+1 = 2 2¢,
y entonces, h = g. Hay r ciclos elipticos: {w:}, {w2}, ..., {wr} cuyos es-
tabilizadores tienen érdenes my,ng, ...,m,, por lo tanto, la signatura
de I es (g;m1,ma,...,mys). .

Sir = 0 se tiene el siguiente

*Magnus, W. 1974. Noneuclidenan Tesselations and Their Groups, pg.81
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5.12. Corolario. Pare todo entero ¢ > 1 existe un grupo FPuchsiano
que actia sin puntos fijos sobre U, tal que el género de U /T es g.

9.4 Grupos Fuchsianos generados por reflexiones.

En esta seccién daremos un método para construir grupos triangulares
con una signatura dada.

5.13. Definicién. Sea @ una h-linea. Una h-reflexién o redexién hi-
perbdlica en () es una isometria de U en U que fija cada punto de (.

Por ejemplo, la reflexién euclidiana en el eje imaginario iR dada por
Ro(z) = —% es una b-reflexién. En efecto, si z,w € U, tenemos que

1 _ ol | -itap
30 ) = iive = RIS a)

= sh2%p(—z, —1D).

Ademds, Ry fija el cje imaginario: si 2 = iy € iR entonces —z —
—(~iy) =iy = 2.

Ahora, sea () cualquier otra h-linea, entonces, existe T' € PSL(2,R)
tal que T(Q) = iR, entonces T RyT es una isometria, que fija @ y es
una h-reflexién. Notemos que toda h-reflexién es de orden 2.

5.14, Teorema. Una reflezion en Q es la restriccidn ol semiaplano su-
perior de una inversion euclidiana en Q.

Demostracidn:

Denotemos a iR por @. Como Qg y Q son circulos en U, ror el teo-
rema 2.19 existe 7' € PSL(2,R) con T(Q) = Qg y por el Lema 1.22
tenemos Igy(z) = TIQT~'(2) donde Iy e Iy, son las inversiones en Q
y Qo. Claramente I, es una h-reflexién y por la observacién anterior

se concluye el resultado.
d

Observemos que las h-reflexiones son isometrias anticonformes. A
partir de esta propiedad obtendremos la forma de las h-reflexiones:
Dado B un homomorfismo de f anticonforme se tiene que T'= RyB es
conforme. Luego, T € PSL(2,R) . Si T(2) = %, como Ry(z) = -7
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entonces B = Ry T = —gﬁg. Asi B nos da la forma de los automor-
fismos anticonformes de i y en particular, de las h-reflexiones.

M
Fid U2
ms
m
m3
U3 M;
M, o
U1
FIGURA 5.5.

Construyamos ahora el tridngulo 7 de vértices 1, V2, U3; con lados
My, My, M3 y dngulos ;I T, 2 con m; € Z+ U {co0} que cumplen
m% 4+ % + m% <1 como se ve en la figura 5.5.

Sean Ry, Ry, R3 las reflexiones en My, My, M, respectivamente y sea
I =< Rj,R3,R3 > . Como R; ¢ PSL(2,R}, el grupo I™* no es Fuch-
siano. Consideremos el conjunto I' = T'*N PSL(2, R). Observamos que
I es la unidn de dos clases I™* = "'U IR, yaquesi S eT* \ T entonces
SR es la composicién de dos homeomorfismos anticonformes , luego es
conforme y SR; € PSL(2,R). Pero también SRy € T™ luego SR; € T
y 8 = (SR1)R; € T'R;. El conjunto {T(1) : T € I'*} es una teselacién
de U y 7 es una regién fundamental para I'*. Sea P un punto en 7. Las
imégenes bajo I'* de p son puntos en tridngulos de la teselacién, luego
forman un conjunto discreto, asi que I" es un grupo Fuchsiano, y se sigue
del teorema 4.5 que 7 U Ry () es una regién fundamental para I'. La
imagen bajo R; de 7 es otro tridngulo con vértices v3,v2,7] = Ry(v;)
como se ve en la figura 5.6. A I' le llamamos el grupo triangular gene-
rado por 7.

Usaremos ahora la férmula de Euler-Poincaré {ver 5.10) para calcu-
lar el género de U/T donde T es el grupo triangular anterior. En este
caso, los lados wyu; y vpv] son apareados por R1Rs y los lados vav;
¥ v3v] son apareados por R Ry, luego la regién fundamental U3V} U1y
tiene dos pares de lados que se aparean y en éste caso n = 2. Por otro
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FIGURA 5.6. Reflexidn del tridngulo v en R;

lado {v3,v}} es un ciclo (eliptico) de vértices ¥ Dug,y I‘va son ciclicos de

orden g3, {v3} es un ciclo eliptico y T',, es ciclico de orden my. Por

tltimo, {w,} también el ciclico y el orden del estabilizador Ty, es my.

Por lo tanto, segiin la férmula, de Euler tenemos r = 3 y s =0y asi:

2-29=3~2+1=2es decir, g = 0 y concluimos que U/T" jes un es-

feral. Ademds la signatura de T es (0;myq, mg,mgg y el drea hiperbdlica
1

de la regién fundamental es 27{1 ~ ;L. — L. L1,

5.15. Teorema. Sea F' una regidn de Dirichlet para un grupo Fuch-
siano I' con U T' compacta. Entonces u(F) > g7+ Ademds, si u(F) = I
entonces I' es un grupo triangular con signatura (0;2,3,7).

Demostracién:

Sabemos que p(F) = 2x{(2g — 2) + 320_ (1 - ;n%)} si la signatura del
grupo es (g;m,mg,...,m,), luego si ¢ > 2 entonces p(F) > 4z, Si
g = 1 entonces como u(F) > 0 tenemos que I’ deberd tener elementos
elipticos, y en consecuencia ciclos elipticos con periodos m; > 2, asi que
u(F) > 7. En este caso basta tener un grupo con signatura (1;2) para
alcanzar la cota.

Si g = 0 entonces p(F) = 2n{-2+ S0, (1 ~ 'ﬁzl“‘)} Como 1 — m% >1
tencmos po(F) > 2m(-2 4 %) = «{r — 4) por lo que si r > 5, entonces
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u(F) > « y basta un grupo con signatura (0; 2, 2,2, 2,2) para alcanzar
la cota. Sir =4y m; = mg = mg = my = 2 entonces u(F) =0, lo
cual es imposible Sir=4ym =ms=m3=2Yy myg =3 entonces
u(F) = %, por lo tanto, parar = 4,p(F) > % Solo falta ver los casos en
quer < 3:sir < 2entonces p(F) = 2m(- 2+1— +1—-—-—) < 0 queno
es posible y por tltimo, si » = 3 tenemos p(F) = 21r(1 -l ;}; - "13)
Sin perder generalidad supongamos que m; < mg <M < 3. El prmler
ca.so, 4< ml, implica que p(F) = 2r(1- - — 2- — ms) >2m(1-1-

— 1y =12.8im; = 3 entonces un grupo con signatura (0;3,3,3) t1ene
,u(F) = O y el minimo para m1 = 3 es uno con signatura (0; 3, 3, 4)
que tiene drea p(F) > 2r(1— 4 — § — ;) = E. Sim; = 2 entonces

my > 2 (el caso m = 2 no es posible pues g(F) < 0). Si my > 4
entonces p(F) > % y se tiene la cota para una signatura (0;2,4,5).
Por iltimo, si mz = 3 entonces para (0;2,3,6) tenemos u(F) = 0,
luego el minimo se alcanza para un grupo con signatura (0;2, 3,7} que
cumple p(F) > &

O

5.5 Grupos Fuchsianos del primer tipo

Recordamos que un grupo Fuchsiano I" es del primer tipo cuando su
conjunto limite A(T') coincide con el conjunto de puntos al infinito
RU {co} en el modelo del semiplano U, o con I en el modelo del disco
D.

5.16. Teorema. 5i I’ es un grupo Fuchsiano geométricamente finito
y del primer tipo entonces I' tiene una region fundamental de drea
hiperbélica finita.

Demostracidon:

Sea F una regién fundamental de I' con un niimero finito de lados. Un
lado de F no puede constar de puntos al infinito pues en este caso
los puntos de tal lado no pueden pertenecer al conjunto limite A(I"),
ya que I' no serfa del primer tipo. Luego I puede tener en comin
con RU {oco} solamente un mimero finito de vértices, estos vértices los
podemos separar con geodésicas y entonces podemos dividir a ' en un
poligono compacto contenido en ¢ y en un niimero finito de tridngulos
hiperbdlicos que tienen un vértice en el infinito, y como el poligono
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FIGURA 5.7.

compacto y los tridngulos hiperbélicos son de drea hiperbélica finita,

tenemos el resultado. (Ver la figura 5.7).
(i

El reciproco de este resultado también es cierto. Antes, requerimos
del siguiente

5.17. Lema. Sea I = {id, g1, gs, ...} un grupo Fuchsiano de automor-
fismos en D y F una regidn fundamental de T localmente finita, en-
tonces los didmetros euclidianos cumplen que diam(gn(F)) —= 0 cuando
n — 00,

Demostracion:

Si no fuera este el caso, existen una subsucesién {ng} y puntos 2, wy, €
gn, (F) con 2, —= z,wp — w y z # w. Ninguno de z,w estd fuera de D,
dado que esto contradice el hecho de que ¥ es localmente finita, luego
|2| = |w| = 1, y entonces g, (F) se acumula en la geodésica que pasa

por z y por w, pero esto contradice que F seca localmente firita.
[

5.18. Teorema. S% un grupo Fuchsiano I' tiene una region fundamen-
tal de drea hiperbdlica finita entonces T' es del primer tipo.

Demostracion:
Usaremos el modelo del disco unitario D para mostrar que cada punto
de S! es un punto limite de I'. Sea. J" una regién fundamental de Dirich-
let de T, entonces u(F) < oo y por el teorema 4.33 sabemos que F es
una regién fundamental localmente finita.

Sean zp € S' y Uc(z0) = {2 € D; |z ~ 2] < €}, por el lema anterior
podemos elegir 81 € I' con Sy (F) C Ug(zy), ya que el 4rea hiperbdlica
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de U:(z) es infinita y Fes una regién fundamental de drea finita. Al
hacer ¢ — 0, podemos elegir transformaciones diferentes {7y} tales que

Tu(z) = 2 para cualquier z € F y entonces zp € A(T').
(M|

5.6 Grupos Fuchsianos finitamente generados

La parte principal de esta seccién es mostrar que los grupos Fuchsianos
finitamente generados son geométricamente finitos. El reciproco de esta
afirmacién es el teorema 4.43 que afirma que las funciones que aparean
los lados de una regién fundamental F de un grupo Fuchsiano I, gen-
eran al grupo. Luego si el nimero de lados de F es finito, eutonces I’

es finitamente generado.

5.19, Teorema. Si ' es finitamente generado enfonces es geométri-
camente finito.

Demostracion:
Usaremos el modelo del disco de Poincaré para demostrar el teorema.
Supongamos que el 0 no es punto fijo de algin elemento de I' y sea
F = Dy(I') la regién de Dirichlet centrada en 0. Sabemos que las
funciones que aparean los lados de F generan a I', luego cada ele-
raento de un conjunto finito de generadores de I' es una composicién
finita de las transformaciones que aparean los lados. Como hay sola-
mente un ntmero finito de funciones que aparean los lados, hay solo
un niimero finito de funciones apareadoras que generan a I', llamemos
a éstas g1, ..., gt

Sea 0 < r < 1 tal que el disco {# € I}; |2] < r} contenga arcos de lon-
gitud positiva de cada uno de los lados que aparean g1, ..., g;. Podemos
elegir  tal que el circulo |z| = r no interseca a un vértice de F' y tal
que no sea tangente a algtin lado de F. Sea K = FN{z € D; |2| < r}.
Los dos pasos principales de la demostracién son ver que:
(1) F puede expresarse en la forma: F = KU F, U...U Fy, donde K es
el definido lineas arriba con K compacto y cada F; conexo.
(2) solamente un ndmero finito de lados de F interseca a cada Fj.

Dado que los vértices de F' son aislados en I, tenemos que solamente
un niimero finito de lados de F interseca a K, con esto la demsotracion
estaria completa. Veamos que F se puede expresar como se dice en (1).
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Notemos primero que:
Fn{zeD; |zl =r} =0, U...Ug,,

donde los o son arcos cerrados de {z € Ib; |2 = r}, ajenos por pare-
Jjas que se encuentran dentro de F y con extremos en 8y F. Sea

I'(K) = U g(K)
ger
Observemos que segiin la construccién de la regién K, el conjunto

K Ug;(K) es conexo para cada j, pues K es conexo y entonces también
es conexo cada uno de los conjuntos:

K Ug; (K)Ug;,95,(K)U ... Ugj...g;, (K) donde 1 < j; < ¢.

Q-

S

FIGURA 5.8.

Como las g; generan a I, tenemos que I'(K) es conexo.

Recordemos que F = Dgy(T) coincide con la regién fundamental de
Ford Ry del grupo T', (ver la seccién 4.4) . 8i dos lados de F son aparea-
dos por un elemento g; € I’y con 1 £ ¢ < ¢, entonces estos pertenecen
a los circulos isométricos T(gs) y I(g;!), ysi z € Hg) y w = gi(2)
entonces |w| = [2]. Es inmediato que la coleccién de puntos extremos
de los arcos o; son también apareados por las funciones que aparean
los lados. Esto implica que cada punto extremo de o es punto extremo
de alguna h{o;} para una tinica k y una tnica oy, y entonces deducimos
que cada g; esta en un arco simple G; compuesto de imdgenes de la
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o;. Como solamente hay un nimero finito de o3, el arco G contiene
imdgenes de la misma o;; y la unicidad de la construccién de la G
implica que G, es invariante bajo algin elemento no trivial h; de I
Notemos que G; consta de imdgenes de un arco compacto bajo itera-
ciones de h;. Observemos que un punto de X' no puede ser congruente
a un punto de alguna o; dado que éstos pertenecen a la misma regiom
fundamental, luego ['(K) no interseca a alguna G. (Ver la figura 5.8).

Ahora sea Fj la unién de o y la componente de F\o; que no contiene
al origen. Notemos que G; separa I y T'(K) en D

FIGURA 5.9.

Es facil ver que OpF; es conexo. Supongamos que % y v son dos
puntos distintos de este conjunto. Tenemos que ru,rv € 7;. Dado que
Fes conexo podemos construir una curva 7; que conecte a ¢ con ru
radialmente, luego a ru con 7v en o, y finalmente rv con r radialmente.
Esta curva se encuentra completamente en F; y entonces no interseca
a D(K). Si h # id estd en T, entonces h(F") no interseca a 1; (dado
que 7; esta dentro de F; C F) y entonces est4 en el mismo iado de 7;
donde se encuentra T'(K). Luego la regién %; ilustrada en la figura 5.9
no interseca a algin h(F), h # id, y entonces se encuentra en F. Esto
demuestra que cada 8y F, es conexo, y entonces (1) queda demostrado.

Ahora regresemos a la clasificacién de las h; que estabilizan a G
para terminar la demostracién. Si h; es eliptica, entonces G; es una
curva cerrada de Jordan en D como se muestra en la figura 5.10 a), por
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FIGURA 5.10.

lo que una de las componentes de I\ G; tiene cerradura compacta en
ID. Si esta componente contiene a F;, entonces sélo un nimer » finito de
lados de F intersecan a F). Si esta componente no contienc a Fj, ésta
entonces contiene a I'(K) y entonces I' es finito: luego el poligono de
Dirichlet para I' tiene sélo un nimero finito de lados.

Si h; es hiperbélica, entonces G; es una curva que divide a I y donde
sus puntos extremos son los puntos fijos de h;, ver figura 5.10 b).

Una de las componentes de DN\ G; contiene a I'(K) (y también a la
érbita del origen) y entonces a todo punto limite de I'y y entonces por
el lema 4.5.3, todo punto limite de I' estd en la cerradura de esta com-
ponente. La otra componente de I\ G; contiene a F; y no hay puntos
limites en el arco abierto de dD que acota a esta componente. Luego,
Fj esta en I' y entonces se encuentra entre la mediatriz del segmento

[0,1;(0)] ¥ la mediatriz del segmento [0, h;rl(())] .

Por el lema 4.18 las mediatrices de [0, k;(0)] y de |0, A71(0)| son los
3 J

circulos isométricos I(h;~?) y I(h;) respectivamente. Observemos que
los puntos fijos de h; estdn dentro del circulo isométrico I'(h;) y I (h;’l)
(dado que los puntos exteriores de J(h;) son transformados dentro de
I (hj_l), y por ser h; hiperbélica estos circulos no se intersecan). Deduci-
mos entonces que estos circulos isométricos separan a F; de los puntos
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fijos de hj, y que 8pF; se encuentra en el conjunto de puntos ordinarios
de T". Como los didmetros euclidianos de la imégenes de F' tienden a
0, tenemos que F, puede intersecar solamente a un niumero finito de
imagenes de F' y entonces sélo a un ndmero finito de lados de F.

Finalmente supongamos que h; es parabdlica. En este caso G es una
curva cerrada de Jordan en I (salvo su punto inicial y final o que es el
punto fijo de &; el cual se encuentra en 9D, ver la figura 5.10 c).

En este caso una de las componentes de D\ G; tiene cerradura euclid-
iana formada por un solo punto el . Si esta componente contiene a
['(K), entonces podemos repetir el argumento del caso hiperbdlico y
concluir que A(T) consta de un solo punto el . Esto implica que I es
elemental, y entonces es un subgrupo ciclico parabdlico cuya region fun-
damental tiene dos lados. Si esta componente contiene a Fj, entonces
tenemos o bien que & F; = @, en cuyo caso solamente un nimero finito
de lados de F intersecan a Fj, o bien &y F; consiste del punto & que es
el punto fijo de la parabdlica h;. Recordemos que F' = Ryp, y que los
circulos isométricos I{h;) y I (h;l) son tangentes en el punto «. Luego
en este caso, los dos lados de F' se intersecan en ¢, y también solamente
un nimero finito de lados de F intersecan a Fj.

FIN

0
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