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1 NTRODUCCION

El ordenamiento es el proceso computacional que consiste en recrganizar una secuencia dada de
elementos en orden ascendente o descendente [7]. En un modelo de cémputo basado en
comparaciones, se llega a obtener, para algoritmos de ordenamiento, una complejidad de
Q(nlogn), en el peor de los casos. Cuando el algoritmo de ordenamiento toma ventaja del orden
existente en la entrada, el desempefio computacional del algoritmo puede verse como una funcién
creciente con respecto al tamatio de la secuencia y al desorden en la secuencia. Si un algoritmo
usa el hecho de que los datos de entrada est4n casi ordenados, para obtener un mejor desempeiio
computacional, decimos que tal algoritmo es adaptivo' [7].

A medida que existe desorden en la secuencia de datos, 2l desempefio computacional del
algoritmo adaptivo va incrementindose y, en el peor de los casos, resulta ser similar al
desempefic computacional de los algoritmos clasicos.

Los algoritmos de ordenamiento adaptivos son atractivos porque secuencias casi ordenadas son
comunes en la practica [7]. El analisis y disefio de algoritmos adaptivos nos da la posibilidad de
mejorar algoritmos que no consideran el orden existente en la entrada.

El objetivo de este trabajo es introducir los conceptos formales sobre adaptabilidad de algoritmos
desarrollando €l analisis de adaptabilidad en el problema de ordenamiento.

En el Capitulo 1 presentamos el Andlisis de Algoritmos, que trata la complejidad computacional
y medidas de complejidad; en el Capitulo 2 ofrecemos una introduccién a la adaptabilidad de
algoritmos; en el Capitulo 3 describimos los algoritmos de ordenamiento cldsicos y su desempefio
computacional; en el Capitulo 4 presentamos las Medidas de Desorden que se usan en la
adaptabilidad de algoritmos; en el Capitulo 5 desarrollamos ¢l an4lisis de la adaptabilidad para
algoritmos de ordenamiento y sus variantes adaptivas, en el Capitulo 6 presentaremos algunas
evidencias empiricas de nuestros resultados y finalizamos presentando las conclusiones sobre este
trabajo.

! Usaremos el término Algoritmo adaptivo como traduccién literal de Adaptive Algorithm



CAPiTULO 1 . ANAL]SIS DE ALGORITMOS

INTRODUCION

Los algoritmos son la parte medular de las Ciencias de la Computacién. Muchos de los trabajos
iniciales en este campo estaban dirigidos hacia la identificacion de tipos y clases de problemas

que podian ser resueltos algoritmicamente.
El anlisis de un algoritmo lo podemos dividir en tres pasos.

» Primero, debemos determinar si nuestra solucién parece factible con respecto a
requerimientos de computo como capacidad de memoria, facilidad de uso, etcétera.

* Segundo, debemos revisar y validar la descripcién de pseudo-cédigo del aigoritmo, esto es,
demostrar formalmente que el algoritmo es correcto.

e Tercero, requerimos desarrollar un andlisis de la complejidad del algoritmo. La complejidad
en este sentido no se refiere 2 la dificultad de entender el programa; mas bien, es una medida

sobre 1a cantidad de trabajo hecho por la funcidn que se ejecuta,

Este tipo de analisis es especialmente Wtil cuando hay dos o mas soluciones disponibles y
deseamos seleccionar una, la mejor, para su implementacién de acuerdo a las necesidades

existentes,
1.1 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL.

En general, en la literatura de computacién, no se ha discutido mucho del esfuerzo computacional
involucrado en la ejecucién de algoritmos que trabajan con secuencias. Este esfuerzo puede ser
medido en términos del nimero de operaciones que una maquina tiene que realizar para construir
la solucién conforme a un algoritmo dado. Esto es usualmente llamado desempeiio

computacional del algoritmo.



Para discutir el desempeiio computacional de un algoritmo es necesario establecer qué constituye
un paso computacional u operacion bésica. Esto puede ser definido solamente en términos de una
maquina (abstracta o real) la cual es asumida para realizar el cilculo; en otras palabras,

requerimos un modelo computacional.

La mdquina de Turing es usualmente usada como modelo para estudiar el desempeifio
computacional de los algoritmos. Todos los algoritmos deben ser formulados conforme al
modelo. Esto es usualmente muy tedioso, puesto que todos los datos deben ser representados
como cadenas de ceros y unos. Una mejor opcién, que trabaj;n' todo a ese nivel bajo, es usar un
modelo €l cual permita esta discusion a un nivel més facil de entender, involucrando operaciones

de un tipo de datos abstracto.

Este puede ser justificado en la prictica porque una operacién particular o paso computacional
puede usuaimente ser calculado en un nimero bien definido de operaciones de nivel bajo en una
maquina de Turing o bien en una maquina real con memoria de acceso aleatorio y una unidad
central de procesamiento. De cualquier manera, es importante tener cuidado de que el tamaiio del
problema no afecte el desempefio de las operaciones elementales que se asumen para constituir

los pasos computacionales basicos.
1.2 MEDIDAS DE COMPLEJIDAD

Frecuentemente deseamos evaluar la eficiencia de programas, esto es queremos descubrir ¢l
tiempo de computo y espacic de almacenamiento que estd siendo usado para ejecutar un

algoritmo. Este problema puede ser dividido en dos partes:

¢ Primero.- Evaluar la eficiencia del algoritmo; y

s Segundo.- Evaluar la calidad de la implementacién.

Para evaluar la calidad de un algoritmo, necesitamos una medida de eficiencia que nos permita

compararlo con otros. En la busqueda para tal medida, confrontamos dos problemas, los cuales



explicaremos en el contexto de estimar el tiempo eficiente para un algoritmo de bisqueda. Los

problemas que vamos a encontrar 501:

« Dificultad, sin embargo no es imposible asociar un valer de tiempo actual con el periodo de

ejecucion de un algoritmo; y

e Relacién entre ¢l tiempo de ejecucion y el tamafio del problema. El tiempo necesario para
completar una tarea usando un algoritmo particular, parece depender (usualmente) del tamafio

del problema, esto es, de algiin valor derivado del nimeroe o tamafio de los datos de entrada.

Para ver como el tiempo necesario para un cdlculo depende del tamarfio de la entrada, considérese
un programa que busca un valor en una tabla de nimeros. Supéngase que estos mimeros no estan
guardados en algin orden particular. Asi, un programa de busqueda tiene que recorrer la tabla
observando en cada entrada hasta que un elemento sea igual al buscado o hasta que el fin de la
tabla sea alcanzado. Si el nimero buscado estd en el comienzo de la tabla entonces podremos
encontrarlo rapidamente o tardaremos mﬁs si estd al final. Cada biisqueda de un nimero que no
estd en la tabla causaria recorrer todos los » elementos. En cualquier evento, conocemos que en el
peor de los casos tenemos que observar a n elementos. Asi, el tiempo necesario para buscar a un
elemento depende de #, el tiempo para encontrar un elemento ¢rece en proporcion con el niimero
n de elementos. Podemos decir que, para valores grandes de #, el tiempo necesario para nuestro

programa de btisqueda, es proporcional a a.

El desempefio computacional es una propiedad intrinseca a un algoritmo. Esta no depende de un
método particular de implementacién, ni de la velocidad de la computadora en la cual estd
ejecutdndose el programa. Por lo tanto, es una excelente medida de la eficiencia del algoritmo.
Para nuestro ejemplo el desempefio computacional es asintéticamente proporcional a n o

simplemente “el desempefio es orden n", denotado por Ofn).

El término "Asinidtico” expresa la nocién que la asercién es aproximadamente verdad y llega a

ser mas exacta cuando n crece.



El propésito de andlisis de algoritmos es predecir el comportamiento, especialmente el tiempo de
gjecucidn, de un algoritmo sin implementarlo en una computadora especifica. Las ventajas de
hacerlo asi son claras. Es mucho mas conveniente tener medidas simples para la eficiencia de un
aigoritmo que implementar el algoritmo y probar la eficiencia cada vez que un cierto pardmetro
en el sistema de la computadora cambia. Ademas un programa complicado usualmente incluye
muchos algoritmos “pequefios”. Seria bastante trabajo probar completamente todas las

alternativas diferentes para cada parte del programa [6].

Desafortunadamente, es imposible predecir el comportamiento exacto de un algoritmo. Hay
muchos factores que influyen. En lugar de esto, tratamos de extraer las caracteristicas principales
del algoritmo. Definimos ciertos pardmetros y ciertas medidas que son las mas importantes para
el andlisis. Muchos detalles concemnientes a la implementacién exacta se ignoran. El analisis es
asi solamente una aproximacion. Por otro lado, ain una 4spera aproximacion puede producir
informacidn significante acerca del algoritmo. Lo mas importante es que, usando este andlisis,
podemos comparar diferentes algoritmos para determinar el mejor de acuerdo a nuestros

propdsitos.

Describiremos una metodologia para pronosticar la aproximacién de tiempo de ejecucion de
algoritmos y para comparar diferentes algoritmos. La principal caracteristica de este
acercamiento es que ignoramos factores constantes y nos concentramos en el comportamiento det

algoritmo como el tamafio de la entrada que puede ir creciendo.

Ejemplo 1.- Si la entrada es un arreglo de tamafio #, y si el algoritmo consiste de [(0n pasos,
entonces ignoramos la constante /(0 y decimos que el tiempo de ejecucion es aproximadamente

n, o es de orden n.

Ejemplo 2.-Si el nimero de pasos es 2n’+50, entonces ignoramos las constantes 2 y 50 y

decimos que el tiempo de ejecucion es aproximadamente 77, o es de orden cuadratico.

Dado que »* es més grande que #, decimos que el segundo algoritmo es mas lento; atn sin

embargo para n=35, por ejemplo, el primer algoritmo requiere 500 pasos, mientras que el segundo



requiere solamente /00 pasos. Esta aproximacion es vilida, si # es bastante grande. El segundo

algoritmo es verdaderamente mas lento que el primero para todo n > 50.

Por otro lado, supéngase que el tiempo de ejecucion del primer algoritmo es / 00n'®. Otra vez, el
primer algoritmo parece mejor, donde n'® es més pequefic que n’. En este caso, sin embargo, n
tendrd que ser aproximadamente 300,000,000 para que / 00n'* sea mds pequefio que 2n+50.
Afortunadamente, la mayoria de los algoritmos tienen constantes pequefias en la expresion de sus
tiempos de ejecucion. Sin embargo, el acercamiento asintético puede ser extraviado algunas
veces, trabaja bien en la préctica. En la mayoria de los casos, observando solamente el
comporiamiento asintético es suficiente como una primera aproximacién ¢ indicacién de

eficiencia.

El nimero de posibilidades de entradas es enorme, y la mayoria de los algoritmos se comporta
diferente para diversas entradas. En lugar de eso, definimos una medida para la entrada, llamada
el tamario de la entrada, y el andlisis es relativo a ese tamafio. El tamafio es definido usualmente
como una medida de la cantidad de espacio requerido para guardar la entrada. El tamafic sera

denotado por n.

Dade un problema y una definicidn de tamafio, queremos encontrar una expresién gue

proporcione el tiempo de ejecucion del algoritmo relativo al tamafio.

El analisis asintdtico y el analisis del peor caso son solamente aproximaciones del tiempo de

ejecucién de un algoritmo en particular bajo una entrada particular.
1.3 LA NOTACION O
En esta seccion definiremos la notacién O segin Manber[6].

Como ya hemos dicho, se ignoran los factores constantes cuando se trata de evaluar el tiempo de

ejecuctdn de un algoritmo particular. Para hacer eso eficazmente necesitamos una notacién

especial.



Pefinicién. Se dice que la funcién g(n) es O(f{n)} para alguna funcién f{n) si existen un par de
constantes ¢ y N, tales que, para toda n>N, tenemos g(n)<cf{n). O(f(n)) se lee como “0 de fin)”
y algunas veces como “O - grande de f{n)”.

Ejemplo. 5n* + I5 = O(nY), donde 5n” + 15<6n” para n>4. Al mismo tiempo, sn? + 15 = 0),

donde 5n* + 15<n® para todo n>6.

La notacién O nos permite ignorar constantes convenieniemente. Aunque pedemos incluir
constantes dentro de la notacién O, no hay razén para hacerlo. Siempre escribimos O(n) en lugar
de decir O(5n+4). Similarmente escribimos Offogn) sin especificar la base del logaritmo, porque
cambiando las bases cambia el algoritmo solamente por una constante. Escribimos O(1) para
denotar una constante. Podemos también usar la motaciébn ) si queremos especificar las
constantes sclamente en partes de la expresion. Por ejemplo, podemos escribir T(r) = 3n® + Ofn)

o S(n)=2ndogn+5n + O(1).

En general, determinar si una cierta funcion g(n) es O(f{n)) puede no ser facil. Con algunas reglas

simples, podremos cubrir la mayoria de los casos. La regla mds (itil es la siguiente:

Definicién. Se dice que una funcidén ffn) es mondtenamente creciente si m>n implica que

Jin)zfim).

Teorema 1

Para cualesquiera constantes ¢ y @, con ¢ >¢ y a >/, y para toda funcion f{n) monétonamente

creciente se tiene :

() = Od™)

es decir, una funcién exponencial crece mas rapido que una funcién polinomial [6].



Esta regla puede ser usada para comparar diferentes funciones. Por ejemplo, si ffn)=n, ¥ren el

Teorema 1, obtenemes que:
nc=0@" vc>0ya>l,
Otro ejemplo se obtiene substituyendo la funcién f{n) por logan :
flog.n)® = 0@ ®") = O(n), ¥ ¢>0y a>1,ay ¢ constantes.
Podemos sumar y multiplicar con la notacién ( usando las siguientes reglas.
Lema 1
1.8i fin)=0Gm) y gin) = O(r(n)) entonces  fin) + g(n) = Ofs(n) + r(n})

2.8i fi=0(s(m) y g(n}=0(r(n)) entonces  fin)-g(n) = O(s(n)-r(n))

Prueba:
Por definicién, existen constantes ¢;, Ny, c2, y M, tales que
fin} < cis(n) paran2 N, y

g} < er(n) paran> N,

La mds grande de ¢; y ¢ y la més grande de N, y N; puede ser usada para ambos resultados [6].

Para la notacién O corresponde la relacion “<”, sin embargo no es posible restar o dividir. Esto

es, no es verdad en general que:

J)=0(s(n)} y g({n)=0Nr(n)) implique que fin)-g(n) = O(s(n)-r(n)) o que f(n)/g(n)=0(s(n)/r(n)).



La importancia de concentramos en el comportamiento asintdtico es ilustrado en la Tabla 1.1. La
cual contiene varios tiempos de ejecucion tpicos vy el tiempo correspondiente que consume el
algoritmo para un problema de tamafio n=800 para diferentes velocidades de computadora. Las
velocidades difieren por una constante de 2 de columna a columna, de /000 pasos por segundo a
3000 pasos por segundo. Podemos ver el mejoramiento que logramos por velocidades altas de la
computadora (o el algoritmo) por un factor constante contra el mejoramiento que logramos al
cambiar a un algoritmo asintético mds rdpido, ver la parte superior de la Tabla 1.1. Un algonitmo
exponencial requerira tiempo astronémico (billones y billones de afios) para manejar »n = 1000, a

menos que la base sea casi 1.

tiempo, tiempo; tiempo; tiempo,

tiempo de ejecucion 1000 pasos/seg 2000 pasos/seg | 4000 pasos/seg | 8000 pasos/seg
logan 0.010 0.005 0.003 0.001
n 1 0.5 0.25 0.125
nlog;n 10 5 2.5 125
n'? 32 16 8 4

n* 1,000 500 250 125

n’ 1,000,000 5000,000 250,000 125,000

it 10" 10% 10" 0™

Tabla 1.1 Tiempos de ejecucion, en segundos [6].

La notacién O es usada para denotar limites superiores en el tiempo de gjecucién de algoritmos,
sin embargo, usar solamente limites superiores no es suficiente. Algunos algoritmos tienen
tiempo de ejecucion de O(27). Esto es, no requieren mds que tiempo exponencial. Sin embargo,
O(2") es un limite superior malo para la mayoria de estos algoritmos, ellos son mucho més
répidos que esta cota. Estamos interesados no solamente en los limites superiores sino en una
expresién que esté cerca del tiempo de ejecucién actual como sea posible. En casos donde es
dificil encontrar la expresién exacta, nos gustaria encontrar al menos la menor cota inferior para

esto. Obtener cotas bajas es mds dificil que obtener limites superiores. Una cota superior, en el



tiempo de ejecucion de un algoritmo implica solamente que existe algun algoritmo que no usa
més tiempo que el indicado. Un limite inferior, para el peor de los casos, puede implicar que
ningin algoritmo puede lograr una mejor cota para el problema, en el peor de los casos. Es
imposible, por supuesto, considerar todos los algoritmos posibles uno por uno. Necesitamos
mecanismos para modelar problemas y algoritmos en una forma para capacitarmnos para
comprobar cotas inferiores. Hay una notacién similar para manejar cotas inferiores ignorando

constantes.

Deficinién 1.-Si existen constantes ¢ y N, tales que para toda #>N el nimero de pasos T(n}

requiere para resolver el problema para una entrada de tamafio » es al menos ¢.g(n), entonces

decimos que T(n)={g(n)}.
Ejemplo.- Sea n’=42 (n>-100), y también n=c¥n"%).
La notacién Q corresponde a la relacién *>" y representa una cota inferior.

Definicién 2.-Si una cierta funcidn ffn) satisface que fin) = Ofg(n)) v fin) = 2 (g(n)), entonces

decimos que f{n)= @(g(n)). Representa una categoria de orden para la funcién.

Ejemplo.- Sndogyn - 10 = ©(nlogn).

La base del logaritmo puede ser omitida en la expresién ®¢nlogn), de bases diferentes cambia el
algoritmo solamente por un factor constante. Las constantes usadas para @ y £ no necesitan ser

las mismas.

Las notaciones, O, Q y © corresponden a las relaciones “<” una cota superior, “>" una cota

inferior, y una equivalencia “=",

Algunas veces necesitamos notacién correspondiente a “<” y “>7,
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Definicion 3.-Decimos que f{n) = o(g(n)}), [éase “f(n) es o-pequeia de gn)” si

Ejemplo.- nlogin=a(n), pero n/i= afn).

Definicion 4.- Similarmente, decimos que fini=@ (g(n)) si gin)=o{fin)).

En la Tabla 1.2 se engloban todas las definiciones antefiores y su tipo de relacién.

Se puede reforzar el Teorema 1 reemplazando la & grande con la o pequefia y se tiene:

Teorema 2

Para toda constante ¢>0 y o>/, y para toda funcidn f{n) mondtonamente creciente:

(fm) © = o(d™)

En ofras palabras, una funcién expenencial crece mas rapido que una funcion pelinomial [6].

Simbolo | O | Q | (9 0| @

Relacién

EA
v
I
Py
AY

Tabla 1.2 Noraciones y su tipo de relacion



CAPf TULO 2 ADAPTABILIDAD DE ALGORITMOS

INTRODUCCION

En este capitulo presentamos las nociones basicas y conceptos de ordenamiento adaptivo. La
motivacidn inicial para los algoritmos de ordenamiento adaptivos es la alta frecuencia con la cual
se presentan entradas casi ordenadas en aplicaciones préacticas. Ordenar secuencias casi
ordenadas deberia requerir menos trabajo que ordenar una secuencia aleatoriamente permutada.

Diremos informalmente que un algoritmo es adaptivo si resulta ser capaz de tomar ventaja de la
forma como estin organizados o representados los datos de entrada, para mejorar su desempefio
computacional. Esto significa que el algoritmo es capaz de aprovechar las caracteristicas del
ejemplar’ del problema a solucionar.

Estivill-Castro[9] nos indica que un algoritmo es adaptivo si para cada ejemplar dado, la
realizacion de operaciones elementales resulta ser una funcién no decreciente que depende del
tamafio y dificultad del problema.

Un ejemplar de un problema son los valores especificos que toman los pardmetros de un
problema. De manera informal diremos que un ejemplar son los datos de entrada para un
problema.

Mas formalmente, un algoritmo es adaptivo si la informacion sobre el desempefio computacional
de un algoritmo A, aplicado a un ejemplar E, no sélo se expresa como Ty /E /) sino como una
funcién T4 /E /. dif(E} ) donde dif{E) es una funcién que mide la dificultad del gjemplar E, y
/E /representa el tamafio del ejemplar {7].

La adaptabilidad es una propiedad que poseen algunos algoritmos. Hay algoritmos adaptivos en
diferentes 4reas, a continuacién damos algunos ejemplos.

2.1 ADAPTABILIDAD EN GEOMETRIA COMPUTACIONAL

La triangulacién de poligonos es un problema clasico de Ia Geometria Computacional y consiste
en triangular un poligono simple. La Figura 2.1 ilustra algunos poligonos y sus triangulaciones.



Este problema tiene diversas aplicaciones practicas, la mds conocida es la distribucion de
guardias en una galeria de arte.

S1 un poligono es convexo, o casi convexo (Figura 2.1 b) resulta muy facil triangularlo, pero si
contiene una gran cantidad de sinuosidades (Figura 2.1 a o c) resulta mds dificil obtener una
triangulacion.

En Geometria computacional, existen algoritmos adaptivos para realizar la triangulacion de
poligonos. Chazell e Incerpi[10], disefiaron un algoritmo que requiere tiempo Ofrlog s) donde s
“mide” la sinuosidad del poligono. En este campo, se tiene otro algoritmo adaptivo creado por
Hertel y Mehthorn [11], el cual requiere tiempo Ofn + r log r), donde r es el niumero de vértices
cuyas aristas forman una regién convexa. G. Towssain disefié un algoritmo, para triaqgulacién de
poligonos, cuyo desempefio computacional es O n - /1+f]) donde frepresenta la complejidad de
la triangulacioén derivada[9].

Figura 2.1 Triangulacion de poligonos.

! En este trabajo usamos el témino “ejemplar de un problema” como traduccion literal de instance of a problem.



2.2 ADAPTABILIDAD EN OPTIMIZACION COMBINATORIA

En el campo de la optimizacién combinatoria se tiene un algoritmo cldsico para resolver un
problema de » variables con m restricciones: el método simplex. Un andlisis del peor de los
casos, nos indica que el método Simplex requetiria de una revisién exhaustiva sobre los puntos

. n n!
extremos de la region convexa, esto es: [ ) =
m)  ml(m—n)!

pruebas individuales del problema.
Sin embarge el Método Simplex, en la practica, no revisa cada punto extremo, resulta ser mis
eficiente que en el peor de los casos y para una gran cantidad de e¢jemplares su desempefio es
aceptable por lo tanto este es un algoritmo adaptivo.

L.a Figura 2.2 nos ilustra una regién convexa, cada vértice en ella representa una posible solucion,
Sfes la funcion a optimizar.

f

~

Figura 2.2 Region convexa.

2.3 ADAPTABILIDAD EN TEORIA DE REDES
¢ Problema de los arboles generadores de peso minimo.
Un drbol generador o de expansién de una grafica G, es aquel que contiene todos los vértices de

G. Dada una grifica G con pesos en las aristas un 4rbol generador de pesc minimo de G es un
drbol generador de peso minimo de G cuya suma de pesos en sus aristas es menor o igual que la
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de cualquier otro arbol generador de G. La Figura 2.3 ilustra un ejemplo de arbol generador de
peso minimo para la grafica G.

Figura 2.3 T es un drbol generador de peso minimo para G.

Para este problema se tienen 2 algoritmos clasicos: algoritmo de Prim y el algoritmo de Kruskal.
El algoritmo de Kruskal ordena las aristas y va tomando aristas de minimo peso y las incluye en
el arbol generador mientras no formen ciclos. El algoritmo de Prim, a partir de un vértice va
tomando [as aristas adyacentes de minimo peso. La Figura 2.4 y la Figura 2.5 muestra la idea
general de ambos algoritmos aplicados a la grafica G, ahi presentada.

En términos practicos si al algoritmo de Kruskal le damos como entrada wna grafica que ya sea
un 4rbol va a gastar tiempo ordenando las aristas para después reconstruir el 4rbol. En cambio el
algoritmo de Prim al tomar un vértice y sus aristas ird construyendo el drbol sin tener que
reorganizar todas las aristas. Por lo tanto podemos concluir que el algoritmo de Prim resulta ser
adaptivo y el algoritmo de Kruskal no. Sin embargo Estivill y Gasca [12] obtuvieron versiones
adaptivas del aigoritme de Kruskal para ¢l problema de 4rboles generadores de peso minimo,
apoyandose en el uso de algoritmos de ordenamiento adaptivos y mejorando Ia implantacién de
estructuras de datos.

15
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Figura 2.4 Construccién del érbol de peso Minimo usando Kruskal.

Figura 2.5 Construccién del drbol de peso Minimo usando Prim(u).

16



» Adaptabilidad en el problema de 1a Ruta Mas Corta (RMC)

Dada una Grafica con costos en los arcos, y con dos vértices distinguidos s y f, llamados vértice
fuente y destino, respectivamente, el problema de RMC consiste en determinar la nita de menor
costo entre los vértices s y /.

El problema de Adaptabilidad en RMC fue tratado por Gasca {13} donde logrd obtener versiones
adaptivas del algoritmo de Dijkstra para este problema, baséndose en estructuras de datos
sofisticadas y e} algoritmo de ordenamiento de insercion local, el cual es adaptivo. Se observd
que la adaptabilidad del algoritmo de Dijkstra depende de los ciclos que tenga la gréfica, el grado
de los vértices, de la manera en que le [legan los costos de las aristas al algoritmo, asi como de la
forma como se manipulan los costos de las aristas en el algoritmo.

2.4 ADAPTABILIDAD EN EL PROBLEMA DE ORDENAMIENTO

Nuestro enfoque en este trabajo estd en atencién sobre algoritmos de ordenamiento basados en
comparaciones para modelos secuenciales de computacion.

Un ejemplo clésico de un algoritmo de ordenamiento adaptivo es Straigth Insertion Sort, ver
Figura 2.6. En el algoritmo Straigh_insertion_Sort se examina toda la entrada una vez, de
izquierda a derecha, repetidamente encontrando la posicidn correcta dei actual elemento,
insertindolo en un arreglo de elementos ordenados anteriormente.

Procedure Straight_Insertion_Sort(X.n),
X[0)=- ;
forj=2tondo
begin i:=j-1;
t=X[jl;
while t<X[i] do
begin X[i+1] :=X[i];
i=i-1;
end
X[i+1]:=t,
end

Figura 2.6 Algoritmo Adaptivo de Ordenamiento



Definimos Inv(X) como el nimero que denota la cantidad de inversiones en una secuencia
X=<x;,x3...%,>, donde (ij} es una inversion si i<j y x; > x;. Intuitivamente, Jrw(X) mide el
desorden, puede alcanzarse el valor minimo cuando X estid ordenado y su valor depende
solamente del orden relativo de los elementos en X.

El desempefio computacional del algoritmo Straight_Insertion Sort se puede describir en
términos del tamafio de la entrada y el niimero de inversiones en la entrada. Para una secuencia X
con n elementos, Straight Insertion_Sort hace exactamente Invw(X)+n-I comparaciones y
Imv(X)+2n-1 movimientos de datos y usa espacio adicional constante. Decimos que
Straight_Insertion_Sort es un algoritmo adaptivo con respecto a la medida INV. Empiricamente
las evidencias confirman que Straight_insertion_Sort es eficiente para secuencias pequefias y
secuencias casi ordenadas [7). En las Figuras 2.7 a 2.9 se muestran algunos comportamientos del
algoritmo Straight_Insertion_Sort para diferentes secuencias.

Lista ordenada
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Iteraciones de Straight_Insertion_Sort:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1.2,3.4,5,6,7,89,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5.6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Total de operaciones elementales:27

Figura 2.7 Lista ordenada



Lista casi ordenada
1.3,2.5.4.6.7.8,9.10

lteraciones de Strawght _fnsertion_Sori:
1,3,2.5,4,6,7.8,9,10
1.2,3,5.4,6,7,8.9,10
1,2,3,5,4,6,7.8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,89,10
1,2,3.4,5.6,7.8,9,10
1,2,3.4.5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7.8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
1,2,3,4,5,6,7,89.10

Total de operaciones elementales:29

Figura 2.8 Lista casi ordenada

Lista muy desordenada:
5,9,6,8,1,7,4,10.3,2

Iteraciones de Straight_lnsertion_Sort:
5,9,6,8,1,74,10,3,2
5,6,9,8,1,7,4,10,3,2
5,6,8,9,1,7,4,10,3,2
1,5,6,8,9,7.4,10,3,2
1,5.6,7,8,9,4,10,3,2
1,4,5,6,7,8,9,10,3,2
1,4,5,6,7,8,9,10,3,2
1,3,4,5,6,7,8,9,10,2
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Total de operaciones elementales:35

Figura 2.9 Lista muy desordenada



CAPiTULO 3 . EL PROBLEMA DE ORDENAMIENTO

INTRODUCCION

El ordenamiento es el proceso por medio del cual organizamos datos basado en algin criterio de
orden. Los criterios de ordenamiento pueden ser los cldsicos como: alfabéticos y numéricos, y
algunos no tan obvios, como controladores de disco de prioridad I/O que estin basades en la
proximidad de los bloques de datos con respecto a la posicién actual de la cabeza de
lectura/escritura del dispositive de entrada.

Debemos considerar lo siguiente cuando discutimos algoritmos de ordenamiento:

Tiempo de ejecucién. Determina una complejidad del algoritmo y lo compara con el desempefio
de otro algoritmo de ordenamiento. Ademas, determina si la ejecucién del algoritmo es afectada
por la composicién, el orden relativo, de sus datos. Por ejemplo, algunas rutinas de ordenamiento
son eficientes cuando los datos estin ordenados o casi ordenados.

Requerimiento de espacio. Para ordenar el algoritmo se evalia si se requiere almacenamiento
adicional. Es deseable un algoritmo eficiente que no requiera espacio adicional.

3.1 DEFINICION DE ORDENAMIENTO

Para saber que una secuencia esti correctamente ordenada en forma ascendente, se necesita una
definicién precisa.

Definicién: Una (sub)secuencia finita Efm}],Efm+1],.. Efn] esta ordenada si para todo indice
ijeN, m<i<j<n implica Efij<Efj].

De esta definicién se sigue directamente que una secuencia con solamente un elemento estd
trivialmente ordenada, y ningun elemento es mas pequefio que el primero. También si quitamos

el primer elemento de la secuencia ordenada, el resto de la tabla queda ordenada, a menos que sea
vacia.
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3.2 ALGORITMOS DE ORDENAMIENTO

Para solucionar el problema de ordenamiento, describiremos varios métodos de ordenamiento y
determinaremos su desempefic computacional. Los algoritmos de ordenamiento que describimos
en esta seccibn son conocidos como algoritmos clésicos de ordenamiento. Se describe su
desempeiio computacional en el peor caso, mejor caso y caso promedio.

3.2.1 BUBLESORT: Método de la Burbuja.

Uno de los métodos mas directos de ordenamiento es un ordenamiento burbuja, Bubble Sort. La
idea general del método es:

» Pasar a través en un arreglo de elementos desordenados, comparando celdas adyacentes.
* Si estin fuera de orden, intercambiarios.

+ Cuando se complete una revision sin intercambiar ningin elemento, los datos estan ordenados
y el proceso termina.

La Figura 3.1 ilustra un ordenamiento ascendente burbuja haciendo varias iteraciones sobre el
conjunto de datos.

Estado inicial: 54
1* iteracién : 5 4]
[5

LS

WoR L W W - e ™
flaar}

— e
W L W

Después de la primera iteracién:
Después del segunda iteracion:
Después de la tercera iteracion:

PRV R TN

-h-hsNM

Figura 3.1 Ejecucion de Ordenamiento Burbuja

La funcién comienza por comparar el valor en 1a posicion 1 con la posicién 2, luego la posicién 2
con la posicién 3 y asi sucesivamente. Después de completar el primer paso, el elemento més
grande queda en su posicién correcta, al terminar ¢l segundo paso, el segundo elemento mas
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grande estd en su posicién final. Este proceso continta de esta manera hasta que todes los
elementos han sido movidos a su posicién comrecta.

Este algoritmo compara elementos adyacentes, si se encuentran en desorden los intercambia y de
esta manera los ordena.

Una versién de esta técnica de ordenamiento aparece en el Listado 1.

void bbl_sort(int data[], int int no_elemns}
{ inttop, flag, tmp, i;
top = no_clems;

do {
flag = 0;
top—;
for( i=0; i<top; i++){ /* recorre todo el arreglo ¥ *
if {data[i] > data[i+1]) { /* compara elementos adyacenies */
tmp = datafi]; * si el i-ésimo es mayor que el */
datafi] = data[i+i]; /* i-esimo+1 los intercambia *
datai+1] = mmp;
flag++; /* como hubo intercambio incrementa flag */

} * fin de if */
} /* fin de for */
} while (flag >0); /* flag=0 indica que no hizo intercambios */
} /* fin de bbl_sort() */

Listado 1. Algoritmo BubleSort()

La funcién bbl_sort() requiere dos argumentos: el arreglo a ordenar y su tamafio. El ciclo exterior
do controla la ejecucién. Eso es, la funcién se repetird hasta que el ciclo interior haga una
iteracién sin intercambiar ningiin elemento. Esto es indicado por el valor asignado en la variable
flag. El ciclo interior hace el mayor trabajo; pasa a través de cada celda del arreglo,
intercambiando los elementos adyacentes como sea requerido.

Anslisis

El ciclo interior for se ejecuta n veces, una vez por cada elemento de el arreglo. En el peor de los
casos, el ciclo exterior do iterard también una vez por cada elemento. Esto produce una
complejidad de O(’). En el caso promedio el comportamiento de bbl_sort() es predecir en base
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de la posicidn de sus datos de entrada. Por ejemplo, si los datos estdn ordenados, entonces solo
una pasada es requerida. Sin embargo este cambio del comportamiento del caso promedio de este
algoritmo es solamente un poco mejor que el comportamiento del peor caso y alin produce una
complejidad de O(n’).

3.2.2 SELECTION SORT: Ordenamiente por seleccién.

Otro métedo simple de ordenamiento es el ordenamiento por seleccién (selection sorf). La idea
de esta técnica es:

e Buscar en el ammeglo de datos al elemento mas pequefioc.

¢ Intercambiar la posici6n de este elemento con la del elemento en la localidad 1.

¢ Localizar el segundo elemento mds pequeilo y cambiar su posicién con la del elemento en la
localidad 2.

e Continuar de esta manera, buscando cada elemento sucesivo, hasta que todo el arreglo quede
ordenado.

El algoritmo deriva su nombre del hecho de que selecciona el minimo elemento y lo posiciona en
su lugar y esto a cada paso a través de el arreglo. La Figura 3.2 ilustra varias iteraciones del
algoritmo en un conjunto de datos como muestra.

Estado inicial: 4253 1
lra. iteracidn: 1253 4
2a. iteracidn: 12534
3a. iteracidn: 12354
4a. iteracion: 12345

Figura 3.2 Ejecucion del algoritmo Selection Sort

Durante el primer paso, 1a funcidn identifica el elemento 1 como el mis pequefio e intercambia su
posicién con la del elemento 4. No hay cambios ocurridos durante el segundo paso porque el
elemento 2 estaba ya en su posicién correcta.

Notese que, por virtud del disefio, selection_sort puede mover el mismo elemento varias veces.

Esto es muy claro en las iteraciones 1 y 4, donde la funcidn reubica el elemento 4 durante ambas
iteraciones. Sin embargo, ¢l algoritmo realizard, a lo mas, un intercambio durante cada paso.
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La idea general: Obtenemos el elemento més pequefio dentro de la posicién 1, entonces el
segundo més pequefio dentro de la posicién 2, y asi sucesivamente. En otras palabras para cada
valor de i entre 1 y n -1, construimos A[1..i} ordenado y menor o igual a Ali+1.N].

El Listado 2 contiene el codigo para la funcién sel_sort(). Sus dos argumentos indican el arreglo
de datos y su tamafio.

void sel_sort(int data{}, int no_elems)

{ int}jmin,mp;

for (i=0; i<no_elems; i++){ /* Recorre todo el arreglo de datos */
min=i; /* asume i como indice de! minimo *
for( j=it+1; j<no_elems; j++) /* compara con los i+1 en adelante ¢
if (data[j] < data[min]) /* si hay uno menor que el de indice min */
min=f; {* entonces este es ¢l nuevo indice min  */
tmp = data[i]; /* Deja en tmp el valor actual *
data[i]=data[min]; M En la localidad actual pone el minimo */
data{min}=tmp; /* El valor que era actual lo pone en min */
} . /* Fin del ciclo for exterior L7
} 7* fin de sel_sort() *f

Listado 2. Selection Sort

Durante cada iteracién del ciclo exterior, el ciclo interior localiza el elemento més pequefio y
guarda su indice en la variable min. El cambio real ocurre cuando termina el ciclo interior. El
ciclo exterior recorre todo el arreglo colocando los elementos de menor orden en forma ordenada,
Cuando termina el ciclo exterior, los elementos quedan ordenados.

Andlisis

El ciclo exterior itera n veces; con cada iteracion del ciclo exterior el ciclo interior desarrolla una
comparacitn por cada elemente desordenado. Esto produce una complejidad de On®). Debido a
su disefio, el comportamiento de la funcién queda constante, independiente de la composicién de
su conjunto de datos. Asi, la complejidad del caso promedio es también Q).

El tiempo para selection sort est2 determinado por el nfimero de iteraciones del ciclo interior:

(n-1)+ (n-2) + (n-30+ .. +1 = "z—ii = (n-%

i=]




el cual es O(n’).

Asi que, el desempefio computacional para el mejor caso, peor case o caso promedio es siempre

o’ ). Esto significa que el desempefio computacional del algoritmo selection_sort es ().
3.2.3 INSERTION SORT: Ordenamiento por Insercién.

Otro método de ordenamiento es por insercién, insertion sort. Este método de ordenamiento
puede ser comparado a la forma de una mano de juego de cartas. Para iniciar, la primera carta es
colocada en la mano. Entonces, como cada carta sucesiva es recibida, esta es insertada en la mano
en orden. El jugador hace espacio para cada nueva carta cambiando las cartas de més alto valor a
la derecha. Ver Figura 3.3 para un ejemplo. El elemento en la localidad 1 del arreglo servira
como la primera carta. Los nuevos elementos son distribuidos examinando el arreglo de las
localidades 2 a n. Entonces determinamos en dénde pertencce el nuevo elemento y lo insertamos
en la mano; estos es, la porcion de bajo orden del arreglo.

Estado inicial: 42315
Ira. iteracién: 24315
2a. iteracién: 23415
3a. iteracién: 12345

Figura 3.3 Ejemplo de Insertion Sort

Une de los algoritmos més simples de ordenamiento es el algoritmo insertion_sort el cual ejecuta
alo mas 7 -1 iteraciones. Inicia del paso i = 2 a n, El algoritmo insertion_sort asegura que los
elementos en las posiciones / a i estdn en forma ordenada. El algeritmo insertion_sort utiliza el
hecho de que los elementos en las posiciones [ a i-/ estan en forma ordenada,

El Listado 3 contiene el codigo para la funcién ins_sort().

Su ciclo exterior, el cual selecciona los elementos para insercién, recorre de / a no_elemns-1.
Noétese que se comienza por dar a i el valor I; asi el elemento en la localidad @ sirve para la
primera comparacién como el elemento actual. La insercién toma lugar en el ciclo interior. Esta
seccion de cbdigo examina la porcién ya ordenada del arreglo. Es decir los indices de orden
menor en orden inverso, cambiando los elementos a Ia derecha como sea requerido. Determina la

posicion correcta del nuevo elemento y le hace espacio. Cuando el ciclo interior termina, la
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funcién guarda el nuevo elemento en la localidad desocupada. Nétese que al igual que el

algoritmo sel_sort(}, los elementos de bajo orden estin ordenados, cuando termina e} ciclo for el
arreglo queda ordenado.

void ins_sort(int data[], int no_elems)

{ intijmp;
for ( i=l;i<no_elems; i++){ /* Inicia con la segunda posicién ya que compara hacia la izquierda. */
tmp = datali]; /* Es el elemento actual s
- /* Inicia comparando desde el indice i-1 posicién hacia la izquierda  */
while ( (data[j] > tmp) && (j>=0) ){ /* El elemento de posicion j es mayor que el elemento actual tmp. */
datafj+1] = data[j]; /* Entonces se recorre una posicion hacia la derecha *
i /* Se decrementa j para comparar con ¢l elemento mas a la izquierda ¥/
H /* fin de ciclo while *f
data[j+1] = mmp; {* El ciclo while termina cuando el elemento j ya no es mayor que tmp, */
/* entonces tem lo coloca en la posicidn j+1 y queda ordenado *
} * fin de ciclo for *f
} * fin de ins_sort() *

Listado 3. Insertion Sort

Anilisis

Para cada valor de i entre 2 y n, inictamos con el subarreglo Af1...i-1] ya ordenado, y colocamos
A[i] es su posicién correcta, asi dejamos Af/..i] ordenado. La eleccién es llevada a cabo de
derecha a izquierda iniciande en la posicion i.

El ciclo for sera ejecutado n-f veces. Si la lista inicial estuviera en orden creciente, el ciclo while
no serfa ejecutado, asi el nimero total de iteraciones serd n-1. Por lo que en el mejor caso su

desempefio computacional es Ofn).

Si la lista inicial estuviese en orden decreciente, el nimero de iteraciones del cicloe while sera:
142+3+4. +n-2+n-1. Asi, en el peor caso, el desempefio computacional es Ofr’).

En el caso promedio serd aproximadamente n?/4 iteraciones del ciclo while, por lo tanto, para este
caso, el tiempo es O(nz).

Por lo tanto ¢l algoritmo es 8¢n°).
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3.2.4 QUICKSORT

Iniciaremos la presentacion de técnicas de ordenamiento avanzadas con uno de los mas populares
algoritmos de ordenamiento llamado quicksort también llamado partition sort. Quicksort fue
creado en 1960 por C.A.R. Hoare y ha sido estudiado y analizado desde entonces.

Iniciamos con una breve descripcién del algoritmo. Asumimos que n es el tamafio de nuestro
arreglo de datos a ordenar; al cual llamaremeos daraf].

e Seleccionar un elemento x del arreglo. Nos referiremos a este elemento como el elemento de
particion (pivote). Inicialmente, [a eleccidn del elemento particion ser4 arbitraria.

e Determinar la posicién final de x en el amreglo ordenado. Por ahora se asume que esta es
alguna localidad datafi].

¢ Reorganizar todos los otros elementos del arreglo de tal forma que todos los elementos en las
localidades daraf0] hasta datafi-1] sean menores ¢ iguales a x, y todos los elementos en las
posiciones datafi+ 1] a datafn] sean mayores o iguales a x.

» Recursivamente aplicar el algoritmo en los dos subarreglos dataf0.,....i-1] y datafi+1,..n]
hasta que todos los elementos queden ordenados.

La Figura 3.4 ilustra de manera intuitiva, con un ejemplo, el comportamiento general del
algoritmo. Considere ahora la Figura 3.5, durante el paso inicial, la funcién arbitrariamente
selecciona el elemento en la localidad 0 del areglo (valor 4) como el elemento de particién.
Cuando el primer paso se completa, este clemento estd en su posicién correcta y la funcién puede
proceder con la llamada recursiva en los dos subarreglos.

Si se considera ¢l problema en cada iteracién. Resulta claro que la mayor dificultad de la tarea es
determinar la posicién final del elemento de particidn. Finalmente, no necesitamos ordenar el
arreglo para determinar la posicion final de x. Todo lo que necesitamos saber es el nimero de los
otros elementos que sean posicionados en cualquiera de dos lugares, a la izquierda de x 0 a la
derecha de x en el arreglo, se llegara entonces a un simple calculo para determinar la localidad
correcta de x.

A continuacidn se describe de manera general el algoritmo:

¢ Seleccionar un elemento de particién x.

* Contar el nimero de elementos menores que x.
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+ Mover x en su posicidn final.

» Recursivamente procesar los subarreglos en cualquiera de los dos lados.

Considere 1a siguiente situacién: Seleccione dos indices, digamos [y j. Simultinneamente, mueva

el indice i a wravés del arreglo de izquierda a derecha, es decir de 0 a n, y mueva ¢l indice fa

través del arreglo de derecha a izquierda (es decir de n @ 0). Cuando i encuentra una condicién

donde darafi] >x y j encuentra una condicién donde datafjj<x, intercambie ¢lementos. La

funcién continda de esta manera hasta que los indices se cruzan, es decir cuando j<i. Esto

asegura que todos los elementos son particionados correctamente, Asf, cuando x es finalmente
ubicado, todos los elementos menores a x seran reubicados a la izquierda' de x en el arreglo, y

todos los elementos mayores a x serdn reubicados a la derecha de x en el arreglo. La Figura 3.6

muestra un ejemplo de ejecucion del algoritmo QuickSort.

salaccionas pivais

partickén

8
ST

quicksort para manores quicks0rt para mayoras

!

6 13 28 31 43 5T 8% 75 81 @2

Figura 3.4 Pasos de quicksort ilustrados por un ejemplo
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Elemento de particién(pivote)

{
Estade inicial: 4735216
Después de ler. pase: 3214756
Después de 20. paso:
ler. subarreglo 32 1 4
20. subarreglo 4756

Figura 3.4 Quicksort

Elemento de particion{pivote)

Estado inicial: 8 14903527 g
Durante ler. paso i_’l 4903 58.7-]6
Durante 20. paso 5 1 4..503 ?é76
Durante 20. paso 21 4;03 %879_

1 }

Figura 3.6 Ejemplo de ejecucion del QuickSort

Aplicando recursivamente el algoritmo en todos los subarreglos el arreglo quedard ordenado.

Como su nombre lo indica quicksort es uno de los algoritmo de ordenamiento mas répidos. La
descripcion de este analisis estd basada en[g]. El Listado 4 especifica una versién de Quicksort.

La funcién gck_sort(} requiere 3 argumentos: datafj, arreglo de datos a ordenar; lo, limite
inferior; y ki, limite superior.
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void qck_son(int

data{], /* arreglo de datos a ordenar %/
lo, /* limite inferior */
hi) T /* limite superior 7
{ int i,j,tmp,part_elem;
ifhi>lo){ /* Para terminar la lamada recursiva ) *
part_elem = datahi]; /* Toma ¢l Elemento de Particién o PIVOTE, clemento mas a la derecha */
i=lo-1; /* 1y j son indices para recorrer el arreglo *f
j=hi;
while (1) { /* En este ciclo de while() se particiona e} arreglo .
/* de datos de acuerdo al elemento particion part_elem. */
*

while (data[++i] < part_elem), /* Se desplaza i desde ¢! limite inferior hacia la derecha del arreglo
/* mientras s¢ cumpla que ¢l elemento del del arreglo sea menor que el pivote */

while (data[--j]> part_elem); /* Se desplaza j desde e! limite superior hacia la izquicrda del arreglo *f
/* mientras s¢ cumpla que el elemento del del arreglo sea mayor que el pivote. */
if(i>=} /* Condicitn para terminar el ciclo while() v
break; .
tmp = data[i]; /* El elemento mayor que el PIVOTE y que s¢ va a intercambiar se guarda.  #/
data{i]=data[j]; * En la posicion i se coloca ¢l elemento que fue menor que ¢l PIVOTE *f
data{j] = tmp; /* En la posicién j se coloca ¢l elemento que fue mayor que ¢l PIVOTE 3
}
tmp = datafi]; f* Se guarda ¢l elemento que fue mayor que ¢l elemento PIVOTE */
datafi] = datafhi]; /* En la posicién (donde se finalizo en ¢l ciclo anterior while) del elemento  */
/* mayor que ¢l PIVOTE se coloca ahf ¢l elemento de particién PIVOTE. *f
datafhi] = tmp; /* En la posicién que ocupaba ¢} clemento de particidn,
se coloca ahi el que fue mayor que el. s
qck_sort( data, Yo, i-1); /* Llamada recursiva para |a parte izquierda */
qck_sort{ data, i+1, hi); /* Llamada recursiva para la parte derecha *
} * findeif .
} * fin de qck_sort(} *

Listado 4. QuickSort(}

La funci6n selecciona el elemento de particién datafhi] y da un valor inicial a su variable indice
i. La declaracién de ¢l ciclo exterior while(!} es un ciclo que maneja el cuerpo principal de la
funcién. Contenidos en ese ciclo estdn dos ciclos mas anidados. Su propésito es recorrer sus
variables indices a través del arreglo de datos buscando los elementos que necesitan reubicarse.
Cuando el ciclo interior termina, la funcién examina si i y j se han cruzado. Si es asi, €l ciclo
exterior finaliza; gck_sort() entonces reubica el elemento particién y se invoca a si mismo
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recursivamente en los dos nuevos subarreglos creados. Si i y j no se han cruzado, Ia funcion
cambia elementos en las posiciones datafi] y datafj], continuando con la siguiente iteracion del
ciclo exterior while.

Anflisis del algoritme.

Quicksort es recursivo, y por lo tanto, su andlisis requiere resolver una férmula de recurrencia.
Se hard el analisis para quicksert, suponiendo un pivote aleatorio. Tomaremos T(0) = T(1)}=1. El
tiempo de ejecucion de guicksort es igual al tiempo de ejecucién de dos llamadas recursivas més
o tiempo lineal gastado en la particién, la seleccién del pivote toma solamente tiempo constante.
Esto produce la relacion bésica para guicksort.

T(n} =T() + T(n-i-1) + cn.

donde i = [S;| es el numero de elementos en S, y S; el conjunto de datos obtenidos.
Analizaremos tres casos: el peor caso, el caso promedio y el mejor caso.

Anilisis del peor caso. El pivote es ¢l mis elemento pequefio, siempre. Entonces i=0 y si
ignoramos T(0) = I, lo cual es insignificante, la recurrencia es T(n} = T(n-1) + cn, n>1.

Usando la ecuacién anterior recursivamente, obtenemos:
T(n-1} = T(n-2) + c(n-1), T(n-2) = T(n-3) + c(n-2).
Aplicando la funcién sucesivamente, obtenemos: T(2) = T(1) + ¢(2).

Sumando todas estas ecuaciones se obtiene:
T() =T(1) +¢ 3.i =O().
=2

Anilisis del mejor caso. En el mejor caso, el pivote estd en la mitad. Asumimos que los dos
subarchivos son exactamente la mitad del tamafio original, ya que estamos interesados en la
respuesta de }a O grande Ofn).
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Entonces,

T(m) = 2T(w/'2) + cn.

T(n) _T(n/2) te
ni2

Por sumas telescépicas y aplicando la funcién recursivamente

T/ _T@/4) T4 Ty, TQ)_TO ,

Dividiendo ambos lados de la ecuacién por »,

n/2 nl4 ni4 nig 772 1
Sumando todas las ecuaciones y notando que hay logn ecuaciones, s¢ obtiene
) = @ +clogn => Tfn) = cnlogn+n

n

por lo tanto el algoritmo es Ofnlogn)

Anilisis dei caso Promedio. Para ¢l andlisis del caso promedio, asumiremos que cada tamaiio de
archivo 8, es igual y por lo tanto tiene probabilidad 1/n. Esta suposicién es valida para nuestro
pivote y estrategia de particién, pero no es vélida para otras. La estrategia de particién que no
conserva lz forma aleatoria de los subarchivos no puede usar este andlisis.
Con esta suposicién, el valor promedio de T(i), y por lo tanto T(n-i-1), es

1 n-1 )
=2 T()
n Jei
entonces la ecuacidn T(n) = T¢i) + T(n-i-1) + cn, se convierte en
i
nT(n) = 2[27’( j)] +er?
J=0
por surna telescopica tenemos:
-2
(n-1)T(n-1) = 2 {:z T(j)] +¢(n-1)*  restandola a la ecuacién anterior tenemos:
=0

nT(nj - (n-1)T(n-1) = 2T(n-1) + 2en-c
removiendo -1, tenemos : nT{n) = (n+1)T(n-1) + 2en.

Ahora la férmula de T(n} esta en términos de T(n-I) solamente. Otra vez por sumas telescOpicas
€n esta ecuacidn dividiendo por n(n+/):

T _Ttn-1), 2c

. Ecuaci
n+l n n+l (Bcuacién 1)
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Se aplica suma telescopica y se aplica recursivamente:

T(n-—l)=T(n-2)+_%§:_ T(n—2)=T(n-3)+£ "@=z‘__(_g+2_c_'
n n-1 n' n-t n-2 n-1"7"3 2 3

n+l
Sumindola a la Ecuaci6n 1 se obtiene: —T( ) T(l) Z
n+

l']
La suma es aproximada a . log{n+1)+y - % donde y = 0.577 que es conocida como la constante

de Euler, por lo que finalmente:

Tf:‘) +Oflogn) Y T(n) = O(nlogn).

3.2.5 HEAPSORT

Ahora presentamos ¢l algoritmo Heapsort. Este algoritmo deriva su nombre de la estructura de
datos que emplea. Antes de explicar la técnica de ordenamiento ¢n si misma, revisaremos la
estructura de datos.

Un heap es un érbol binario completo con la propiedad de que la llave asociada con cualquier
nodo dado # es més grande que las llaves de sus hijos. La Figura 3.7 da un ejemplo.

Figura 3.7 Ejemplo de Heap

33



Un heap tiene diversos usos; uno de los mds comunes es implementar colas de prieridades.
Refiriéndonos a la Figura 3.7, vemos que el elemento posicionado en la rafz siempre tiene la mds
alta prioridad. Esto puede ser una forma conveniente de aplicaciones para fijar tareas prioritarias.

Cuando quitamos un elemento de un heap, debemos reorganizar el arbol. El hijo del nodo
borrado con la mayor prioridad llegard a ser el nuevo padre; uno de los hijos de este nodo lo
reemplazard; y asi sucesivamente. De esta manera, la implementacién de un Aeap es un proceso
de dos etapas. Primero, debemos trasformar un 4rbol binario completo en un heap. Entonces
cuando los elementos son insertados y removidos, debemos mantener la integridad del Aeap.

Analicemos el proceso de transformar un drbol binario completo en un heap. Considere el drbol
mostrado en la Figura 3.8.

Para transformarlo en un heap, tenemos que cambiar el nodo D con el nodo B; una vez movido,
necesitamos intercambiar el nodo B con el nodo 4. Aunque simple teoria, esta técnica tiene un
defecto en que un hijo no puede ficilmente accesar a su padre. Una solucién es agregar
apuntadores & cada nodo que lo liguen con su padre. Sin embargo, esto trata un caso particular,
no ¢l problema. Una mejor soluctén es usar un arreglo. Usando una implementacion de arreglo de
un arbol binario, los hijos de cualquier nodo i son localizados en 2i y 2/ +I; su padre es
localizado en i/2. Asi, via formulas, es facil referirnos a los elementos de! rbol.

Hay un aspecto negativo de usar arreglos para implementar rboles. El problema estd en extender
Arboles y en la dificultad asociada en la programacién con localidades de arreglo vacias. Sin
embargo, por definicién, un heap estd basado en un irbol binaric balanceado, el cual garantiza
que no habr localidades vacias dentro de el arreglo.

Figura 3.8 Arbol para construir un Heap
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En este algoritmo la estrategia basica es construir un heap binario de # elementos. El problema

principal con este algoritmo es que usa un arreglo exira. Asi, el requerimiento de memoria es
doble.

Para transformar un 4rbol binario en un heap, iniciemos en el final del arreglo y movamos hacia
arriba }a raiz, cambiando elementos como sea requerido. El cédigo aparece en ¢l Listado 5 y usa
dos funciones form_heap() y buildheap().

La funci6n form_heap() toma tres argumentos: un apuntador al arregle de datos y dos variables
enteras que describen su limite inferior y superior. Su tarea es formar un heap iniciando en la
posicion Jo, limite inferior. El primer if determina si tiene algin hijo; la funcién indica
inmediatamente si no tiene hijos. La funcién entonces decide cual hijo procesar ¢l més grande de
los dos- y asigna su indice a la pesicion desc. Entonces, si el hijo es mis grande que su padre,
cambia los dos elementos y se invoca a si misma recursivamente para continuar el proceso en el
préximo nivel en el drbol. Nétese que form_heap(} asume que ningin cambio es requerido, el
resto del 4rbol bajo este punto esta ya en forma heap.

La funcién buildheap() del Listado 5 es la rutina que invoca jform_heap(). Requiere dos
argumentos: el arreglo v su tamafio. Su tnico cicle inicia por calcular la mitad del arreglo.
Entonces, mientras decrementa su variable de control, la funcién invoca iterativamente
Sorm_heap() con i como parimetro de mitad, argumento /o de form_heap(). Esto significa que del
nodo i hacia todos sus descendientes el arbol serd trasformado en un heap. Otra vez teniendo en
cuenta que form_heap() terminara tan pronto como identifique un caso donde el padre es mas

grande que ambos de sus hijos. El arreglo entero queda en forma de heap cuando buildheap()
termina.

Estas dos funciones pueden ahora servir como fundamento para un proceso heapsort.
Consideremos que después del heap inicial del arreglo, ¢l elemento més grande esti en la
posicidn rafz. Si removieramos ese elemento y reorganizaramos el heap, el segundo elemento
mis grande estaria en la posicién raiz. Podriamos proceder de esta manera hasta que hubiéramos
procesado todos los elementos.

Nétese que el proceso descrito ordena elementos en orden inverso. Podriamos hacer un trabajo
rapido de este problema invirtiendo simplemente el heap. Sin embargo, consideraremos que
cuando se quita el nodo raiz del heap, el 4rbol tiene un elemento menos. Después reorganizamos
el heap y podemos reusar esa localidad vacia para guardar el elemento removido. Continuamos
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en esta manera con cada elemento sucesivo; cuando el proceso termine, el arreglo entero habra
sido ordenado.

void form_heap{int data(], int lo, int hi)
{ int tmp, desc;
if (2*°(lo+1)-1 > hi) /* Determina si tiene hijo si no, nada que hacer */
returr;
/* Decide cual hijo procesar -¢l mas grande de los dos-
y asigna su indice a la variable desc ¢/
if ( (2*(lo+1)) <= hi && dataf{2*(lo+1)]

> dataf2*(lo+1)-1])
desc =2*%(lo+1); /* hijo derecho %/
clse
desc =2*(lo+1)-1; /* hijo izquierde */
if (dataflo] < data[desc]) { * Si el hijo es mas grande que su padre */
tmp = data[lo]; /* cambia los dos elementos */
data|lo]=datafdesc];
data[desc]=tmp;
form_heap{data,desc,hi); /* el siguiente nivel en el &rbol %/
}
H /* fin de form_heap()*/
void buildheap(int data(}, int size) {
int j; /* Para construir el heap inicia de la mitad del armreglo */
for (j = size/2; j>=0; j--) /* Del nodo j hacia todos sus descendientes */
form_heap(data,j,size); /* el drbol ser transformado en un heap. ¢
} * fin de buildheap(y */
Listado 5.HeapSort

Podemos ahora formalizar la presentacién del algoritmo:

1. Construir ¢l heap inicial.

2. Cambiar el nodo raiz con el ltimo nodo de el arreglo.

3. Reorganizar el drbol con la funcién bividheap().

4. Repetir los pasos 2 ¥ 3 hasta que todos los elementos hayan sido procesados.

El Listado 6 contiene el c6digo para la funcién heap_sorr().
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void heap_sort( int data{}, int size)
{ int aux,i;
buildheap( data, size-1); * Construye el heap. .
* En el siguiente ciclo for intercambia la posicion
final i con con ¢l valor de la posicién 0 y *
/* reordena el heap de la posicién 0a la  posicion i-1. *
for (i = size-1; i>=0; i—)}{ {* Comienza del extremo derecho del arreglo ./
aux = data[0]; /* El elemento de la posicién 0 lo guarda este elemento
es el nodo ralz del heap *
data[0] = datafi]; /* En la posicién cero coloca ¢l i-ésimo  elemento. */
data(i] = aux; ) /* Y en la posicién i coloca el nodo raiz que es el mayor. *
form_heap( data, 0, i-1); /* reordena el hep de la posicion 0 2 la  posicién i-1 puestoque %/
/* de la posicién i a size el arreglo queda ordenado en  forma ascendente. */
} /* Fin de for. Queda el arreglo ordenado ascendentemente. *f
} /* Fin de heap_sort() .

Listado 6. Funcidn heap_sort()

La funcién Heap Sort() es la que implementa el algoritmo heapsort. Usa las funciones builheap()
y form_heap() para crear y mantener ¢l heap; revisa el fin actual del arreglo via su contador de
ciclo i.

Andlisis

Inicialmente via buildheap(}, la ratina form_heap() es llamada una vez por cada nodo que tiene
un hijo; esto requiere tiempo O(n). En heap_sort(), form_heap(} es llamado n -1 veces con una
méxima profundidad de logy(n+I). Como resultado, Ia complejidad completa Hega a ser
Onlogmn). :

3.2.6 MERGESORT

En esta seccidén presentamos el método de ordenamiento llamado MergeSort. Como su nombre lo
indica, mezclar (merge) juega el papel principal en este algoritmo de ordenamiento. Merging es
el proceso por el cual combinamos dos o mas conjuntos de datos en uno. Por ejemplo, considere
dos arreglos ordenados: 4 de tamafio m, y B de tamafio . Unir estos dos conjuntos de datos
crearia un tercer arreglo ordenado C de tamafio m+n que contiene todos los elementos de ambos
arreglos. El listado de la Figura 3.9 presenta una version en pseudo-codigo con la descripeidn de
tal algoritmo.
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La funcién merge() comienza dando valores iniciales a sus variables de control. Con cada
iteracién del ciclo inicial while, la funcién selecciona y guarda en el arreglo C el siguiente
elemento mas grande de los arreglos 4 y B; entonces avanza las variables de control
apropiadamente. Nétese que el primer ciclo termina cuando una de las vanables de control
#lcanza el fin de su arreglo correspondiente. Por lo tanto, merge() debe determinar cual arreglo no
ha sido agotado y entonces copia sus elementos restantes en el arreglo C.

merge (C,A,B,m,n)

{

i=1; ff indice en arreglo A
=1 !/ indice en arregio B
k=1; {/ indice en arreglo C

while (i<=m and j<=n) {
if (AL <= B{j]
Clk++]=Afi++};
else
Clk++]=B[j++];
)
if (i<=m) {/ procesa elementos restantes
while (i<=m)
ClkHI=Ali++];
else
while (j<=m)
C{k++]=B[j++];
}

Figura 3.9 Pseudocédigo de Merge

Para entender este proceso, necesitamos alterar nuestra idea de almacenamiento de arreglo
temporalmente, imaginemos un arreglo no como un conjunto de elementos, sino como un
conjunto de subarreglos adyacentes. Por ejemplo, podriamos ver un arreglo de tamaiio 7 como 7
arreglos adyacentes de tamafio /. Obviamente, si los subarreglos son de tamafio 7, estin
ordenados. Ahora considere que sucederia si nosotros fuéramos a combinar pares adyacentes de
subarreglos. Esto crearia subarreglos adyacentes de tamafio 2 también ordenados. Podriamos
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repelir este proceso para crear subarreglos adyacentes de tamafio 4,8,... ¥ asi sucesivamente.
Eventualmente, alcanzariamos el caso donde solamente dos subarreglos permanecen; cuando
mezclemos estos, el arreglo entero es ordenado. La Figura 3.10 ilustra este proceso.

Estado inicial. 05634191287

Después de 1°. iteracion [510] [3 6] [! 4} [29} [78)

2*, iteracién B5610) [1249] [78]
3". iteracién {123456910] [7 8]
Iteracion final [t 234567859 10]

Figura 3.10 Ejecucidn del MergeSort{()

La operacién fundamental en este algoritmo es mezclar dos listas ordenadas. Dado que las listas
estdn ordenadas, esto puede ser hecho en un paso desde la entrada de las listas colocandolas en
una tercer lista. Este algoritmo toma dos arreglos de entrada y un arreglo de salida.

El Listado 7 contiene el codigo para el algoritmo de mergesort:

Nétese que en esta versién, el proceso merge() requiere cinco argumentos: Los primeros dos son
el arreglo destino y el fuente; los siguientes tres son variables Indices que denotan los
subarreglos adyacentes que se unirdn en el arreglo fuente. El Listado 8 contiene otras dos
funciones que completan la implementacion de el algoritmo mergesort().

Funcién mrg_pass().- Esta funcién es invocada con cuatro argumentos: Los primeros dos son los
arreglos destino y fuente, size es el tamafio de el arreglo y len es la longitud del subarreglo para
cada paso. La funcion divide el arreglo from{] en subarreglos de tamaiio len e invoca merge() una
vez por cada par adyacente.
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void merge ( int low, int mid, int high)

int taf} /* Ameglo destino */

mt fromf{] * Ameglo fuente */

{ int ilow, /* indice dei limite inferior del subarreglo izquierdo *
thigh, /* indice del limite inferior del subamreglo derecho *
ito; /* Indice para la posicién del arreglo destino *f

ilow = ito = low;
ihigh = mid +1;
while (ilow <= mid && ihigh <= high) { /* Mientras los Indices de los subarreglos no se crucen.  */
if ( from[ilow] < from{ihigh]){ /* §i el elemento del subarreglo izquierdo es menor. *
to[ito] = from[ilow]; /* Colocarlo en ¢l arreglo destino. *
dow++;
jelse { /* Si el elemento del segundo subarreglo fue e] mayor. Entonces este %/
to{ito]=from[ihigh]; 7* colocarlo en el amreglo destino. *
ihigh++, )
ftot+; /* Avanza una posicion el indice del amreglo destino *
}
while { ilow <= mid ) /* Copia los elementos restantes */
toito++] = from{ilow++]; /* del subarregle izquierdo y del ¢/
while ( ihigh <= high )
tafito++] = fromfihigh++]; /* subarreglo derecho en ¢l arreglo destino */
}

Listado 7. Merge() modificade

Funci6n mrg_sort().-maneja el algoritmo entero de mergesort. Es invocada con dos argumentos:
¢l arreglo a ordenar, y su tamafio. Su ciclo que maneja calcula a longitud de el subarreglo y
flama mrg pass().

Notese que durante cada iteracion del ciclo while, mrg sort() llama mrg_pass(} dos veces,
alternando los primeros dos argumentos. Es decir, durante la primera llamada mrg_pass() ordena
de datg[] en tmp(]; la segunda llamada invierte ese orden. Esto salva el tiempo que nosotros de
otra manera gastamos copiando los elementos de mmp/] regresando a dataf] después de cada
paso.

Anilisis

Mergesort es un ejemplo cldsico de técnicas usadas para analizar rutinas recursivas. No es obvio

que mergesort puede facilmente ser reescrita sin recursion, asi tenemos que escribir una relacién
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de recurrencia para el tiempo de ejecucién, Asumiremos que n es una potencia de 2, asi
dividiremos en mitades. Para n=1, el tiempo para mergesort es constante, ¢l cual denotaremos por
1. El tiempo para mergesort es igual al tiempo para hacer mergesorts recursivos de tamafio n/2,
mas ¢l tiempo para mezclar el cual es lineal. La ecuacién siguiente expresa lo dicho:

T()=1y T = 2T(w2) + n.

void mrg_pass(
int tof], /* Arreglo destino *
int from[}, - * Arreglo fuente ./
int size, /* Tamafio del arreglo *
int len ) /* Tamafio de los subarreglos  */
{ int low =0,
while (low <size - 2*len){ /* Caso ¢en el que se divide */
merge (to,from,low,low+len-1,Jow+2*%len-1); /* ¢l arreglo en subatteglos */
low+=2*len; /* adyacentes de tamafio len.*/
}
if (low+len-1 < size} { * Queda solo un subarreglo */
merge(to,from,low,low+len-1,size}; /* de tamafio len. *f
} else {

while (low <= size) {
to[low] = from[low];
low++;
}
}

/* ¥Ya no se puede particionar en */
/* subarreglos, entonces se agregan los */
/* elementos restantes al arreglo destino. */

}
void mrg_sort(int data[], int size)
{ int tmp[2048];

/* malloc */

int len =1; /* longitud de subarchivo */

while (len <size) {

mrg, pass(tmp,data,size-1,len}; /* Mezcla de dataf] en tmp[] */

len *=2;

despliega(tmp, size);

mrg_pass(data,mp,size-1,len); /* Mezcla de tmp([] y guarda en data[] */
len*=2; }

}

Listado 8. MergeSort()
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Para resolver esta relacién de recurrencia, primero la dividiremos por 2. Obtenemos:

T(n) _T(/D)
n ni2 '

Esta ecuacién es valida para cualquier n que sea una potencia de 2, asi podemos también escribir

I/ T8 o T/ T8
nl2 nl4 nlé ni8

T_(Z_).=m+].
1

sucesivamente obtenemos:

Ahora sumamos todas las ecuaciones. Es decir, sumamos todos los términos del lado izquierdo y
los igualamos a la suma de todos los términos del lado derecho. Observe que el término
T(n/2)/(n/2) aparece en ambos lados por lo que se cancela. De heche, virtualmente todos los
términos que aparecen en ambos lados son cancelados, pues es una suma telescopica. Después de
que todo es sumado, ¢l resultado final es:

+logn,
n 1 &

porque todos los otros términos son cancelados y quedan logn ecuaciones y asi todos los unos
(1s) en el final de estas ecuaciones se suman a logn. Multiplicande por # se obtiene el resultado
final'

T(n) = ndogn + n = O(nlogn}.

! Mark Allen Weiss, Data Structures and Algorithm Analysis,1992.Pag.227
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CAPfTULO 4 MEDIDAS DEL DESORDEN

INTRODUCCION

El problema de Ordenamiento consiste en organizar una secuencia de elementos en orden
ascendente o descendente. Pero, ;qué significa que exista adaptabilidad en el problema de
ordenamiento? o mas especificamente: ;qué significa que un algoritmo sea adaptivo? Una
respuesta intuitiva la dd Mehlhorn{15]:

"Cuando un algoritmo de ordenamiento toma ventaja del orden existente en los datos de
entrada, el tiempo que toma el algoritmo para ordenar es una funcién suavemente creciente
que depende del tamafio de la secuencia y del desorden en ella. En este caso decimos que el

algoritmo es adaptivo”

Una panoramica sobre la importancia de la adaptabilidad en el problema de ordenamiento la dan
Estivill-Castro y D. Wood[7]:

"El diseiio y anélisis de algoritmos de ordenamiento adaptivos, ha hecho importantes
contribuciones, tanto para la teoria como para la practica. Desde el punto de vista tedrico,

las contribuciones son:

* La descripcion del desempefio computacional del algoritmo de ordenamiento no solo
depende del tamafio de un ejemplar del problema sino, también, del desorden que hay en
el ejemplar;

* El establecimiento de nuevas relaciones entre las medidas del desorden;

¢ La introduccion de nuevos algoritmos de ordenamiento que toman ventaja del orden
existente en la secuencia de entrada;

+ La prueba de que varios de los nuevos algoritmos de ordenamiento son adaptivamente
6ptimos con respecto & multiples medidas del desorden.

Las principales contribuciones desde el punto de vista préictico son:

¢ La demostracion de que miltiples algoritmos generalmente en uso son adaptivos.
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« El desarrollo de nuevos algoritmos, similares a los comunmente usados que se ejecutan
competitivamente sobre secuencias aleatorias y son significativamente mas répidos sobre
secuencias casi ordenadas.

Los algeritmos de ordenamiento adaptivos son atractives, porque las secuencias casi
ordenadas son muy comunes en Ja practica.”

4.1 MEDIDAS DEL DESORDEN
Mehihorn [15], justifica las medidas del desorden de la siguiente manera:

"Identificar en algin sentido casos ficiles de un problema computacional y utilizar esa
facilidad tiene interés esencial. En ordenamiento, tal facilidad puede ser identificada como
un orden existente.”

El nimero de operaciones que un algoritmo de ordenamiento ejecuta es definido come la medida
de eficiencia. El nimero de comparaciones proporciona no sélo una estimacién razonable del
tiempo relativo requerido para todas las implantaciones, sino que también permite cotas minimas
bajo el modelo computacional de rboles de decisién.

A continuacién describimos algunas medidas para cuantificar el orden existente en una secuencia,
las cuales son usadas en el estudio de adaptabilidad y las propiedades generales que deben
satisfacer, de acuerdo a H. Mannila [2], las medidas del desorden.

4.1.1 Medidas Naturales.

Definiciones basicas.

i) Sea X= <xj,..,xp> una secuencia de n elementos x; de algin conjunto totalmente
ordenado. Por simplicidad, se asume que cada x; es distinta. Para simplificar, supongamos
que los elementos x; son enteros distintos. Consideremos que el orden ascendente es el

correcto, esto es, se desea ordenar a la secuencia X en forma ascendente.,

i) Sean dos secuencias X = <x},..xp> ¥ Y=<pj...yn>, se define su concatenacién XY

como la secuencia <xj,...xp V6. Yn~-
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iii)  Unasecuencia obtenida por borrar cero o més elementos de X es llamada un subsecuencia
de X.

i) Sea |X] la Iongitud de la secuencia X
v) Sea ||5]| la cardinalidad de un conjunto S.
vi) Sea S, el conjunto de todas las permutaciones de {1,...n}, ¥ logx=log,(max{2,x}).

vii)  Para un elemento x, se define su rango en una secuencia ¥ como el numero de elementos
en Y que son mas pequeiios que x, esto es, rango(x, Y)=||{yj|1<j <|Yyx> )9~}]|.

4.1.1.1 Inv(X). Inversiones.

Inversiones. Dada una secuencia .Y, las inversiones(X) representan el nimero de parejas que se
encuentran en orden incorrecto en X o que estin en posicién invertida. Formalmente, se define
€Omo:

Imv@) =|| {ij)/ 12i<j<nyxi>x} ]l
El valor de fmv(X) indica cuintos cambios entre cada par de elementos son necesarios para

ordenar X. Se tiene que 0 < Inv(X) < n(n-I)/2 para todo secuencia X, de donde se obtiene, mas
especificamente,

0 X esth ordenada en forma ascendente.
Inv (X} = n(n-1)

> X  esta ordenada en forma descendente.

Ejemplo 1. Sea ¥ = <3,1,9,4,2,10,5,7,6,8>. El elemento ¢n la posicién uno de ¥ es mayor que el
elemento de la posicion dos, entonces la pareja (7,2) representa una inversion de?. El conjunto de
inversiones o parejas invertidas, para Y es:
HL2.(1,5,03,41,(3.5).(3.7.(3.8).(3.91.(3,100.(4,5).(6,7),(6,8),{6,9).(6.10},(8,9)}

Asi que el nimero de inversiones de Y es Imv(X) = /4.
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Fjemplo 2. Sea W = <n+i,n+2...2n12,..n> Esta secuencia tiene un numero cuadrético de
inversiones.

4.1.1.2 Runs(X). Corridas.

Corridas. Dada una secuencia X, el valor de Runs(X) representa ¢l nimero de subsecuencias
ascendentes de X'y se define formalmente como:

Runs(X)=1+||{i/ I1<i< ny xi+] <xi}ll.
Run se define como el numero de “separaciones” entre las corridas{7]. Las subsecuencias

ascendentes de X estan formadas por elementos en posiciones contiguas de X, por ello se les
Nama corridas (runs), se tiene que:

Runs(X) = {1 X estd ordenada en forma ascendente.

n X estda ordenada en forma descendente.
Cuando la secuencia se encuentra casi ordenada, el valor de Runs(X) es un niimero pequefio, pero
cuando existe desorden local el nimero de corridas es grande.

Ejemplo 3. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, Runs(}¥) = 5, pues podemos ver a ¥ dividida de Ia
siguiente forma: ¥= <3,41,9, ¥4, 42,10, 45,7, J6,8>, es decir tienc 5 separaciones.

Ejemplo 4. Para la secuencia I del Ejemplo 2, Runs(W) = 1.

4.1.1.3 Las(X).

Las(X). Dada una secuencia X, el valor de las(X) representa ¢l tamafio de la subsecuencia
ascendente mas larga de X, y se define formalmente como:

las(X) = max{1] 3 i(1),...i(t) tales que 1< i(l) <..<i() <nyxi(<..<xim )
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Como el valor de las(X) representa la longitud mas larga de una corrida ascendente, se tiene

entonces que / < Jas(X) < n

Ejemplo 5. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 1, las(T) = 2.
Ejemplo 6. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 2, las(W) = .
4.1.1.4 Rem(X).

Rem. Dada una secuencia X, el valor de rem{X) indica cuantos elementos tienen que ser

removidos de la secuencia para dejar la lista ordenada. Se define formalmente como:
rem(X} = n - las(X)

. 0 X estd ordenada en forma ascendente.
Setiene que : rem (X} = et

X estd ordenada en forma descendente.
Ejemplo 7. Para la secuencia Y del Ejemplo 1, rem(¥) = 10-2=8.

Ejemplo 8. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 2, rem(W} =2n-n=n,

4.1.1.5 Exc(X). Intercambios.

Intercambios. Dada una secuencia X, el valor de Exc(X) indica el nimero mas pequefio de

cambios necesarios de elementos arbitrarios para ordenar la secuencia X en forma ascendente.
Se tiene que: 0 < Exc(X) < Inv(X) VX
Ejemplo 9. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 1, Exc(Y) =8.

Ejemplo 10. Sea WI = <nl2..,(m-1)> El nimero de cambios para esta secuencia es,
Exc(X)=n- 1

Mannila [2], comenta algunas observaciones sobre estas medidas:
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"Comparar estas medidas no es ficil. /nv y Runs son medidas muy bien conocidas y su
comportamiento es facil de comprender; las inversiones, [nv, cuantifican el preorden global
de una secuencia, mientras que (a medida Runs cuantifica €l preorden local. Al parecer el
valor de Rem combina estas dos propiedades, mientras que la medida Exc parece diferir
drasticamente de las otras, a pesar de su definicion natural. Estas diferencias muestran que el

pre-orden puede ser medido en muchas formas.”
4.1.2 Otras Medidas.

En esta subseccién se definen otras medidas del desorden de las cuales algunas se basan en’ las

anteriores.
4.1.2.1 Dis(X). Distancia.

Distancia. Dada una secuencia X, se define Dis(X) como la distancia mds grande determinada por

una inversién o una pareja invertida.

Esto hace énfasis en que "..una inversidn, para la cual los elementos estin muy apartados ¢l
desorden es mas significativo, que una inversién en la cual los elementos estdn muy cerca el uno
del otro" [7].

Ejemplo 11. Para la secuencia del Ejemplo 1, Dis = 7, ya que la inv(3,10) tiene la distancia mas
grande entre las Inv(x). Viéndolo de otra manera: el nimero nueve, elemento de la posicidn 3,
estd siete posiciones del namero ocho, elemento de la posicién 10; vy son los elementos mas
apartados de la secuencia Y.

4.1.2.2 Max(X). Maxima Distancia.

Maixima Distaneia. Dada una secuencia X, se define Max(X) como la maxima distancia que un

elemento debe viajar hasta encontrar su posicién correcta.

Una definicién formal de esta medida:

Max(X) = max [i-z0) /

I<i<n
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donde 7 (x)=rango(x;X)+1, la posicién final de x; para I < i < . Es decir, Max dice la distancia
méaxima que un elemento esta de su posicion correcta.

Esta medida considera que el desorden local no es tan importante como el global.

Ejemplo 12. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 1, Max(¥) = 6, pues ¢l elemento de ia posicion 3, €l

nimero nueve, debe viajar seis lugares para llegar a su posicién correcta que es 1a nueve.

4.1.2.3 SUSX).

SUS. Dada una secuencia X, el valor de SUS{X) indica €l minimo mimero de subsecuencias
ascendentes en las que podemos particionar X. La medida SUS es una generalizacién natural de
las corridas, su nombre proviene de Shufflet Up-Sequences.

Ejemplo 13. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 1,

SUS(Y) = ||{<3,9.10>; <1,4,5,7,8>;<2,6>} || =3.

4.1.2.4 SMS(X).

SMS. Dada una secuencia X, el valor de SMS(X) indica ¢l minimo nimero de subsecuencias,
ascendentes o descendentes en que podemos particionar la secuencia dada. Esta medida del
desorden, es una generalizacién de la medida SUS(X). SMS es abreviacidn de Shuffed Monotone
Subsequence.

Ejemplo 14. Para la secuencia ¥ del Ejemplo 1, SMS(Y) = 3.

Ejemplo 15. Sea W' = <6,5,8,7,10,9.12,11,4,3,2>,

Para esta secuencia de datos " se tiene que:

Runs (W) = 7.
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SUS(W") = ||{<6,8,10,12>:<5,7.9, 11>, <4>:<3>:<2>}|| = 5.
SMS(W) = ||{<6,8,10,12>;<5,7,9,11>;<4,3,2>}|| = 3.

4.1.2.5 Enc(X).

Enc Dada una secuencia X, el valor de Enc(X) se define como el mimero de listas ordenadas
construidas por MELSORT al aplicarlo a la secuencia dada. Esta medida del desorden fue
propuesta por Skiena[16}].

4.1.2.6 Ose(X). Oscilaciones.

Osc. La Medida Osc(X) evalta, en algunos cases la Oscilacidn entre el elemento més grande y el
més pequefio de la secuencia X. Esta medida del desorden fue propuesta por Levcopoulos y
Petersson[4]:

Una definicién formal de esta medida:

n

Ose(X) = Z [| ) /1 <j<ny minfxpxj+ ]} < xj < max{xj xj+ |} Il .

i=]

La motivacién de Osc viene de un interpretacion geométrica de una secuencia X. Si graficamos
cada elemento x; sobre el punto (ix;) en el plano y dibujamos segmentos de linea entre los
puntos que corresponden a los elementos consecutivos en X, Osc(X) dice cuantos poligonos
resultan de unir las oscilaciones. Més precisamente, Osc(X) es el mimero de intersecciones entre
lineas horizontales para las x;'s y segmentos de linea definidos por x;'s consecutivos.

4.1.2.7 Reg(X).
Reg. Esta medida es definida por Moffat y Peterson[17,18]; vy nos indican que cualquier

algoritmo de ordenamiento Reg-Optimo es ptimamente adaptivo con respecto a las medidas fnv,
Dis, Max, Exc, Rem, Runs, SUS, SMS, Enc y Osc.
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4.1.2.8 Block(X). Bloques.

Block. Esta medida dice el niimero de subsecuencias consecutivas en la entrada que quedan en la
salida ordenadas:

Block() =1 +i|{i [l<i<n y m@+] = n(i+])||

donde & (i)=rango(x;X)+I, la posicién final de xj, para / < i < n. Los elementos de Block son
aquellos que reciben un nuevo sucesor en la secuencia ordenada. Estos elementos dividen la
secuencia de entrada en subsecuencias consecutivas Block(X}, las cuales en lo sucesivo serdn
lamadas blocks. Otra interpretacion es que si X es implementada por una lista ligada, entonces
BlockeX)-1 dice cuantos apuntadores tienen que ser cambiados en orden para que la lista ligada
represente Ia permutacién ordenada de X

4.2. PROPIEDADES GENERALES.

En esta seccién se dan algunas de las condiciones generales que deben satisfacer todas las
medidas del pre-orden.

Definicién. Una Medida m es una funcién real, m : N<N —N, donde N<N denota al conjunto de
todas las secuencias finitas de enteros distintos la cual cumple las siguientes condiciones:

1. m(X) = 0, si la secuencia X estd ordenada en forma ascendente.

2. Sean las secuencias X = <x;,Xy,...%,> ¥ ¥ = <y.05,...5,>.  Sixj<xjsiy sblo si yj < y; para todo
iy j, entonces, m{X) = m(¥).

3. Si X es una subsecuencia de Y entonces, m(X) < m(T).

4, Dadas las secuencias X'y Y. 8i X < ¥, esto es, que cada elemento de X es més pequefio que
cada elemento de ¥, entonces, m(XTY) < m(X1) + m(Y).

5. Seaa e N, entonces m(<a>X} < /X /+ m(X).

Las primeras dos condiciones indican que una lista ordenada tiene desorden igual a cero y que el
valor de la medida m depende tnicamente del orden de sus argumentos. Las siguientes tres, son

condiciones mas fuertes, de hecho, de acuerdo con H Mannila, son necesarias para toda medida
del desorden.
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H. Mannila [2}, da dos puntos de vista sobre ¢l concepto de pre-orden o desorden:

a) El desorden es cuantificado por el nimero de operaciones de un tipo dado, e} cual es
necesario para ordenar la secuencia de entrada.

b) El desorden es cuantificado por la cantidad de informacion de la forma x; < xj, que se
requiere para identificar la secuencia usando una forma dada de coleccionar la informaci6n,

aproximacidn de informacion tedrica.

Estos puntos de vista obligan a las medidas del desorden a satisfacer las tiltimas tres condiciones.
El punto de vista dado por la observacion a), asume que el conjunto de operaciones permitidas es
cerrado bajo las subsecuencias. Si podemos ordenar una secuencia de X con un cierto namero de
operaciones, entonces las restricciones de tales operaciones para X' ordenarén X: si X<V, entonces
XY (la concatenacién de X con Y) podra ser ordenada si primero ordenamos X y luego Y, con un
total de m(X) + m(Y) operaciones; finalmente ordenar <a>JX, puede hacerse ordenando X con
m(X) operaciones ¢ insertando a en su lugar correspondiente en la secuencia, por lo cual a tiene
/x/ diferentes posibilidades de ubicarse en la secuencia. De acuerdo con b), que si tenemos
suficiente informacién para identificar una secuencia de X, entonces esa misma informaci6n
identifica a X; si X<V, entonces XY es identificada por X y ¥; y <a>X, es identificada al
identificar X' y después localizar el lugar de 4.

4.3 CLASIFICACION ENTRE MEDIDAS.

La medida Reg, nos induce a las siguientes preguntas: json estas medidas diferentes? o ;Cémo
pueden relacionarse entre si? Estivill-Castro y Wood [7] nos indican que: "Desde un punto de
vista algoritmico, si dos medidas M, y M, particionan el conjunto de penmutaciones en
exactamente las mismas clases de conjuntos befow,’ entonces cualquier algoritmo que es M-
dptimo es también M,-dptimo y viceversa” Ademds, nos proporcionan las siguientes
definiciones:

Definicién. Sean M, y M, dos medidas del desorden. Decimos que:

' Los conjuntos below se definen en el siguiente capftulo.
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a) M, es algoritmicamente mas fina que {algorithmicaly finer) M, denotado por M, <glg
M,, si y sélo si cualquier algoritmo M,-éptimo es también M,-dptimo.

b) M, y M, son algoritmicamente equivalentes si y s6lo si M, < glg My y M, < glg M,, se
denota como M, =gig M,.

La Figura 4.1 es dada por Estivill-Castro y D. Wood [7)] para ilustrar el orden parcial entre las
medias del desorden, con respecto 8 < qlg, la forma de "leer” el diagrama es de abajo hacia
arriba; por ejemplo si un algoritmo es frv-dptimo implica que es Dis-dptimo.

Dis=,, Max Rluns
SUS
Inv Ene Exc
Os¢ SMS Rem

Rog /

FIGURA 4.1 Orden parcial entre las Medidas del Desorden{7].

4.4 ALGORITMOS OPTIMOS

La medida de eficiencia de un algoritmo de ordenamiento, es el mimero de comparaciones que
ejecuta, el cual no s6lo proporciona una estimacion razonable del tiempo relativo requerido para
todas las implantaciones, sino que también permite cotas minimas para ser obtenidas bajo el
modelo computacional de Arboles de Decision.
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4.4.1 Ejemplo de Algoritmo Optimo
Ordenamiento de Insercién Local.

Suponga que sc tiene una estructura de datos para representar listas ordenadas, y que tal
estructura es capaz de hacer inserciones en tiempo Ofl+log(d+1)), donde d es la distancia del
previo elemento insertado. Un algoritmo de ordenamiento que se implanta usando dicha
estructura de datos es llamado ORDENAMIENTO DE INSERCION LOCAL (Local Insertion

Sors). El tiempo de ejecucién de este algoritmo es Z c(I+log(d+ 1)) donde d; es la distancia
i

desde el elemento anterior;
d, = \|{i/I<i<j y (xj.} <xj 0 xj <x; <x+ P} I}

Teorema 2 El algoritmo de INSERCION LOCAL es &ptimo con respecto al mimero de
inversiones.

Demostracién

La eficiencia del algoritmo de INSERCION LOCAL depende de la distancia entre inserciones
sucesivas. En un ejemplar que contiene pocas inversiones, la mayoria de las inserciones ocurren
cerca del final de la lista. En cada secuencia la distancia entre inserciones sucesivas debe ser
pequeia, ya que es acotada por la mayor distancia desde el final de la lista de elementos a insertar

y los elementos previos.

8i h; es la cantidad que describe la distancia del elemento x; desde el final de la lista, entonces se
tiene que:

daf < maxfh b} + 1 <h+j+h,+1<m+Dh, +1)
Asi que, log(d;,) <log(h ) +log(h;, + 1)

y por tanto:




Z ofl+log(d, ) <cn + ¢ (z logd,) ) <en+ 2 (Z logth.) ) < en + Zenlog
4 E

i

(H log(h,)1/2) < cn + 2cnlog( Z log(h, )y < cn + Zenlog(l + Inv(X)/n).
il i

Finalmente, tenemos que:

log [below(X,Inv) | = © (nlog(I+Inv(X)/n))

lo cual demuestra que el algoritmo es éptimo con respecto a la medida del desorden denominada

inversiones.
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CAPfT ULO 5 ALGORITMOS DE ORDENAMIENTO ADAPT IVOS

En este capitulo revisaremos algunos de los algoritmos de ordenamiento adaptivos basados en
seleccion. Este material esta basado en los articulos de O. Peterson[4], D.Wood & Estivill{7] y H.
Mannilaf2].

INTRODUCCION

Un algoritmo de ordenamiento ¢s adaptivo si ordena secuencias que estan casi ordenadas mis
ripido que secuencias aleatorias, donde la distancia es determinada por alguna medida de
preordenamiento. Las investigaciones han apoyado los paradigmas de insercién y divide y
vencerds para disefiar algoritmos de ordenamiento adaptivo. Aqui se muestra que el ordenamiento
por seleccién es un paradigma que conduce a algoritmos adaptivos eficientes. Ademds, se
presenta la prueba de un lema general que simplifica el disefio de algoritmos de ordenamiento
adaptivos dptimos para la mayoria de las medidas de preordenamiento. El lema declara que, sin
pérdida de generalidad, uno puede asumir el conocimiento de la cantidad de preordenamiento
previo para el orden.

5.1 ORDENAMIENTO POR SELECCION

Es bien conocido que el tiempo Q (nlogn) es necesario para ordenar » elementos en el peor caso y
en ¢l caso promedio en modelos de computo basados en comparacion. A pesar de este hecho, en
ocasiones algunas secuencias parecen ser mas ficiles de ordenar, més ripido que otras como las
que son indicadas por este limite inferior. Por ejemplo, una secuencia ya ordenada o la
concatenacién de dos secuencias ordenadas. Estas no deberian requerir la misma cantidad de
recursos que una secuencia permutada aleatoriamente. El concepto de preordenamiento fue
eventualmente formalizado por Mamnila[2]. Mannila estudi6 el cuestionamiento de cémo el
preordenamiento de una secuencia puede ser medido. Ejemplos de medidas de preordenamiento
que €l consideré son: el nfimerc de corridas y el ntimero de inversiones. Mannila también estudid
el problema de c6mo un algoritmo de ordenamiento puede tomar ventaja y de tal modo adaptarse
al orden existente.
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Un algoritmo de ordenamiento se dice que se adapta con respecto a una medida de
preordenamiento si ordena toda la secuencia, pero se desarrolla particularmente bien en las que
tienen un alto grado de preordenamiento conforme a la medida. A mayor preorden en la entrada,
mas rapido deberia ser ordenado. Sin embargo, el algoritmo deberia adaptarse sin conocimiento
previo de la cantidad de preordenamiento. La mayoria de los algoritmos de ordenamiento Sptimos
en el peor de los casos, por ejemplo Heapsort y Mergesort, no toman en cuenta el orden existente
dentro de su entrada.

Después del trabajo de Mannila se ha investigado intensamente el drea de ordenamiento adaptivo.
La estrategia sostenida en todos estos algoritmos es divide y vencerds. La ventaja del
ordenamiento por el paradigma de inserciéon en un ordenamiento adaptivo ha sido también
establecida e implementaciones diferentes producen diferentes tipos de adaptabilidad.

En este capitulo se muestra que el tercer paradigma bésico de ordenamiento, es decir, el
ordenamiento por seleccion, es también Wtil cuando se disefian algoritmos de ordenamiento
adaptivos eficientes. Se implementa primero una cola de prioridades que consta de todos los
elementos de la secuencia a ordenar de la cual repetidamente se extrae el elemento méximo y
entonces se disefia un selection sort adaptivo genérico. La idea principal es que en lugar de
ordenar todos los elementos de la cola de prioridad solamente se almacenan los que podrian ser
los méximos de los elementos restantes. Después se muestra que varias versiones adaptivas de

selection sort son ejemplares de este algoritmo genérico.

Se proporciona una técnica simple para disefiar algoritmos del tipo selection sorts adaptivos
Optimarmente con respecto a la medida Block, 1a cual determina el nimero de elementos que

reciben nuevos sucesores durante el ordenamiento. El método estd basado en la observacion de la
adaptabilidad inherente en un heap.

Se presenta un lema que declara que para la mayoria de las medidas de preordepamiento uno
puede asumir conocimiento previo del valor de la medida cuando se disefia un algoritmo dptimo.

Se evalian ejemplares ficiles en ¢l problema de ordenamiento por una medida de

preordenamiento, una funcién entera no negativa en una secuencia X que refleja cuanto difiere la

secuencia de la permutacién ordenada de X, Una medida de preordenamiento crece bastante con
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la cantidad de desorden que con la cantidad de orden existente. El valor de la medida depende
solamente en el orden relativo de los elementos.

Como se ha mencionado, un algoritmo de ordenamiento adaptivo es un algoritmo que se adapta al
preordenamiento existente en la entrada, medido de alguna forma. El mayor preorden de una
secuencia deberia ser lo mds rapido para ordenarla. Ademds, el algoritmo se deberia adaptar sin
ningin conocimiento previo de la cantidad de preordenamiento, pero cualquier tiempo gastado
aqui es contado como parte del tiempo de ejecucion.

El concepto de un algoritmo éptimo con respecto a una medida de preordenamiento fue dado en

forma general por Mannila. Usamos la siguiente definicién equivalente:

Definicién 1. Sea M una medida de preordenamiento, y Ty, el conjunto de 4rboles de comparacion

de los conjuntos Sjy. Entonces para cualquier k> Oy n=> |/,

Caf(n k)= min max {el nimero de comparaciones gastadas por T para ordenar 7}
TeTyr € belowpg(nk)

donde belowpgink)={ = Iz e SpyM(n) <k}

Definicién 2. Sea M una medida de preordenamiento y S un algoritmo de ordenamiento basado
en comparacion que usa Tg(X) pasos en la entrada X. Se dice que S es M-optimal u 6ptimo con

respecto a M, si Ts(X)=0(Cag( X [.M(0)).

Cuando se prueba optimalidad de un algoritmo de ordenamiento adaptivo el siguiente teorema es
util.

Teorema 1. Sea M una medida de preordenamiento. Entonces

Cpink) = ©( n + log||belowps(n k}]| ) nos da una cota minima y maxima para el nimero de
comparaciones empleadas para ordenar S con respecto a la medida M.
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5.2 ORDENAMIENTO ADPAPTIVO POR SELECCION

Uno de los paradigmas de ordenamiento basico es la ordenacién por seleccion. La representacion
mas simple entre tales algoritinos es Linear Selection Sort. Presentado con una secuencia, este
algoritmo selecciona el elemento méaximo en una revisién lineal, y cambia el elemento
encontrado con el dltimo elemento de la secuencia. El mismo procedimiento entonces es aplicado
para los elementos restantes de la secuencia hasta que la secuencia entera es ordenada. Como
todos los elementos restantes deben ser examinados durante cada seleccién, Selection_Sort se
beneficia de algiin tipo de preordenamiento, y corre en tiempo © (n2). En particular, usa tiempo
cuadritico atn si la entrada estd ya ordenada. Por contraste, el algoritmo Linear Insertion Sort
ordena tal secuencia en tiempo lineal.

Aparentemente, la debilidad de Selection_Sort consiste de que usa un arreglo sin orden para
implementar una cola de prioridades, la cual es un tipo de datos abstracto que mantiene la
extraccion e insercion del elemento de méxima prioridad. Una estructura de datos mas eficiente
para este propodsito es el heap, el cual mantiene sus operaciones en tiempo logaritmico. El
algoritmo de ordenamiento asociado, Heapsort, inicia insertando todos los elementos en un heap,
y entonces repetidamente extrae el elemento maximo. Asi se ejecuta en tiempo Ofnlogn); sin

embargo, su eficiencia no es afectada significantemente por algiin preordenamiento. Es decir, no
es adaptivo.

Esencialmente hay dos diferentes acercamientos para construir un Selection_Sort que tome
ventaja del orden existente dentro de la entrada. La primera posibilidad es inventar una estructura
de datos adaptiva para implementar la cola de prioridades. Esto es, una estructura de datos que no
siempre logre su limite en el peor caso, pero para el cual el tiempo de complejidad de las
operaciones dependa en algin ordenamiento de la secuencia original. El primer algoritmo en el
cual esta idea fue adoptada es el Smoothsort de Dijkstra{d]. Smoothsort implementa una cola de
prioridades por un bosque ordenado de heaps completos, el cual es calculado en tiempo lineal,
donde las raices estén en orden ascendente y los tamafios disminuyen exponencialmente. Dijkstra
declard que Smoothsort es adaptivo sin mencionar con respecto a que medida[4]. La adaptividad
de Smoothsort fue después investigada por Hertel{4], quien probé que no era 6ptimo con respecto
al mimero de inversicnes. De hecho, hasta la fecha no se sabe si Smoothsort es 6ptimo con

respecto a alguna medida de ordenamiento conocida. Recientemente, Chen y Carlsson[4],
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demostraron que la optimalidad para la medida inv puede ser obtenida gastando tiempo lineal
reordenando la entrada antes de construir el arbol de heaps.

La segunda forma de lograr adaptabilidad es motivada por la observacién de que en lugar de
ordenar todos los elementos en Ia cola de prioridades, solamente se ordenan los que pueden
posiblemente ser los maximos de los elementos restantes, que llamamos los candidatos maximos,
que necesitan ser ordenados. Para sostener este proyecto, se emplea alguna estructura de datos
que proporcione candidatos méximos e interactite con la cola de prioridades. La Figura 5.1

describe un algoritmo Selection Sort adaptivo genérico basado en este acercamiento.

procedure Adaptive Selection Sort (X:secuencia)

Construir una estructura de datos $(X) para maripular la cola de prieridades
Insertar algin elemento de S(X) en una cola de prioridad vacia
fori:==1tondo

Extraer el elemento méximo de la cola de prioridades
if (nuevos candidatos maximos son necesitados) then
Recuperar elementos maximos de 5(X)
Insertar candidatos méximos en la cola de prioridades
endif
endfor
end

Figura 5.1 Adaptive Selection Sort

Supdngase que la cola de prioridades es implementada por una estructura de datos que soporta las
operaciones en tiempo logaritmico, por ejemple un heap. Si la entrada estd casi ordenada, la
estructura de datos economizard en el mimero de elementos proporcionados. Por lo tanto, la cola
de prioridad contendra algunos elementos durante la mayoria de las operaciones, y el algoritmo se
completa en tiempo O(nlogn). Por otro lado, en el peor caso la cola de prioridad consiste de un
numero lineal de elementos durante la mayoria de las operaciones, y el algoritmo tiene

desempefio computacional de ® (nlogn).
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En las siguientes subsecciones se presentan varias versiones del algoritmo selection sort

adaptivas que pueden ser vistas como ejemplos del algoritmo genérico antes mencionado.
5.2.1 Rheapsort

Igarashi y Wood[4] estudiaron la adaptabilidad en algoritmos de ordenamiento para la medida
Max. Por ahora, supéngase que Max(X)=Fk es conocido para ser ordenado. Es facil ver que para
seleccionar el elemento més grande en la secuencia X basta examinar los Gltimos k+! elementos.
Similarmente, el segundo elemento més grande puede ser encontrado entre los ltimos k+2
elementos y asf sucesivamente. Esta observacién demuestra cuales elementos son los max-
candidatos, y esto llevo a Igarashi y Wood al algoritmo Rheapsort para ordenar un arreglo X de
longitud n, Figura 5.2.

Procedure Rheapsort(X:sequence;k:integer)
Construir una heap para (X n-kX n-k+1.-% n)
for iz= 1 ton do
Extraer el elemento méximo del heap
if (X no es agotado) then
Recuperar xp,_k-; del arreglo.
Insertar x 5_x.; en el heap
endif
endfor
end

Figura 5.2 Rheapsort

E! algoritmo Rheapsort no requiere ninguna estructura de datos, sélo el arregle de entrada para
mantener el heap. Recordemos que un heap puede ser construido en tiempo lineal. Como el heap
inicialmente contiene %+ elementos y cada insercién es precedida por una extraccidn, cada
operacién beap en el ciclo toma tiempo Offogk). Por lo tanto, ¢l algoritmo se gjecuta en tiempo
O(nlogk). Estivill-Castro y Wood[4] probaron que Cifay(n k)= Q(nlogk), y por lo tanto
Rheapsort es dptimo con respecto a Max, aplicando la Definicién 2. Sin embargo, parece que el

conocimiento del valor de !a medida es crucial. En la practica esto no es realista. En seguida se
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presenta la prueba de un lema que muestra que en la mayoria de los casos no obstante es
razonable hacer esta suposicion cuando buscamos un algoritmo dptimo.

LEMA 2. Sea M una medida de preordenamiento para la cual Cpgmk)= Q(fink)), donde
finkb=nlogk o fink)=nlog(¥/n). Ademds, sca S un algoritmo de ordenamiento basado en
comparacion con la propiedad de que dado un mimero k arbitrario, ordena alguna secuencia X de
longitud » con M{X) < k en Tg(X)=0(fink)) pasos. Entonces el algoritmo S puede ser aplicado
para disefiar un algoritmo de ordenamiento M-dptimo[4).

Prueba. Supdngase, sin pérdida de generalidad, que ffmk)=nlogk. El otro caso se prueba
similarmente. Sea /X / =ny TgfX)<cnlogk, para alguna constante ¢>0, dado que M{X) < k La
idea es simple, se supone el valor de M{X} y se aplica § repetidamente, elevando al cuadrado el
valor antes de cada nueva llamada, hasta que X quede ordenado, la Figura 5.3 describe este

proceso.

Gi=2

repeat
Run ¢-nlogG pasos de S en X, asumiendo M(X) £ G
G:= G2

until: X esté ordenado

Figura 5.3 Proceso de ordenamiento.

Por la suposicion, el algoritmo § logra ordenar la secuencia X cuando G > M(X). Por lo tanto, el
tiempo total gastado por el algoritmo estd dado por:

[togtog M (X)] , [oaloghr ()]
c-nlog2? =con Y, 2¥ <4c-nlogM(X)
=0 i=0

lo cual es O(Cpg (n, M(X}})), y por lo tanto es M-dptimo por la Definicién 2.
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Observacién: La mayoria de las medidas de preordenamiento que aparecen en la literatura como
Inv y Runs, satisfacen la suposicién acerca de la funcién Jink) hecha en el Lema 2.

Se nota que el método de raiz cuadrada repetida, aplicada en la prueba del Lema 2, no es nuevo
cuando se disefian algoritmos de ordenamiento adaptivos. También, el algoritmo resultante es
principalmente de interés tedrico como el factor constante implicito que se obtiene multiplicando
por cuatro en el peor caso. La contribucién del lema esta en simplificar la prueba de la existencia

de un algoritmo éptimo.

5.2.2 Merge Sort Multiforma.

El algoritmo Merge Sort Multiforma es adaptivo con respecto a la medida Runs. Dada una
secuencia X de tamafio n, inicia encontrando una corrida ascendente en X en tiempo lineal. Estas
corridas entonces constituyen la estructura de datos S(X). Una version del algoritmo se describe
enla Figura54.

procedure Multiway Merge Sort(X:sequence)
Encontrar las corridas en X
Construir un heap que consista del elemento méaximo de cada corrida
fori:==1tondo
Extraer el elemento méaximo del heap
if (lacorrida del elemento extraido no es vacia) then
Recuperar el siguiente elemento de la corrida
Incertar el elemento en el heap
endif
endfor

end

Figura 5.4 Multiway Merge Sort

Para el analisis, sea Runs{X) = r. El heap inicialmente contiene r elementos y cada insercién es
precedida por una extraccién. Cada operacion heap toma tiempo Oflog r}, por lo que finalmente
el algoritmo corre en tiempo O(nlogr). Ademas, Mannila probé que este algoritmo es Gptimo con
respecto a Runs.
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Aunque no se observo por otras investigaciones, el algoritmo Multiway Merge Sort es 6ptimo con
respecto a varias otras medidas de preordenamiento. La observacion clave es que el algoritmo es
capaz de explotar varias formas adaptivas inherentes de la estructura de datos heap, lo cual es
formalizado de manera explicita en el siguiente lema.

LEMA 3. Sea H un heap con elementos tomados de una secuencia X, y sea x; el elemento
méximo en . Entongces, una extraccién de x; seguida por una insercion de x;., en H puede ser
desarrollada en tiempo constante si x; y x;., pertenecen al mismo bloque en X, y en tiempo
Oflog||H}|) en otro caso[4].

Prueba. Considere una extraccién del elemento maximo, seguido por una insercion, Mas que
reordenar el heap después de la raiz borrada e insertando el nuevo ¢lemento en forma ascendente,
hacemos la insercién descendente, iniciando de la raiz vacia y separindola hacia abajo a la
posicion correcta.

Sea x; y xj., pertenecientes al mismo bloque. Entonces, por definicién de bleque, cuando x;j ha
sido extraido de H, x;_, es el mayor de los elementos presentes en H. Consecuentemente, cuando
insertamos x;., quedaré en la raiz de H, y asi, la extraccién e insercién toman tiempo constante en
total. Si x; y x;+, pertenecen a blogues diferentes, entonces x;+, puede ser separado abajo a una
hoja, lo cual toma tiempo Ofleg ||H]| }.

Se aplica el Lema 3 para derivar un limite superior en el algoritmo Merge Sort Multiforma en
términos de Block(X). Primero s¢ observa que ningiin bloque en la secuencia X es dividido entre
dos o mas corridas, y asi, poniende &=Block(X), tenemos r < b. Por el Lema 3, solamente ¢l
primero y dltimo elemento en un bloque puede causar mas que tiempo constante en el algoritmo
Multiway Merge Sort. Por lo tanto, el tiempo de complejidad del algoritmo Multiway Merge Sort
es O(nt+blogr)=O(n+blogh). Carlsson, Levcopoulos y Petersson[4] probaron que
CBlock(n k)= (n+kogk). Por lo tanto se ha probado que el algoritmo Multiway Merge Sort es
optimo con respecto a las medidas Runs y Block

Para apreciar la adaptabilidad del algoritmo Multiway Merge Sort se consideran otras dos
medidas de preordenamiento cominmente usadas: Rem y Exc. La medida de preordenamiento
Rem indica que el niimero minimo de elementos que tienen que ser removidos de una secuencia

para dejar una secuencia ordenada. La medida Exc indica €] niimero minimo de intercambios de




elementos arbitrarios necesitados para traer una secuencia en forma ordenada. Puede ser mostrado
que cada algoritmo de ordenamiento Block-dptimo es Rem-dptimo, y similarmente, que cada

algoritmo de ordenamiento Rem-optimal es Exc-éptimo, los resultados no son verdad a la inversa.
Se resume la discusion anterior en el siguiente teorema:

TEOREMA 4. El algoritmo Multiway Merge Sort es 6ptimo con respecto a las medidas de
preordenamiento Runs, Block, Rem y Excl4].

Ei algoritmo Multiway Merge Sort es notablemente simple comparade con otros algoritmos de
ordenamiento Block-6ptimo, como los algoritmos Adaptive Merge Sort y Local Insertion Sort.

Finalmente, se enfatiza que la técnica de utilizar la adaptabilidad de un heap puede ser aplicada
para hacer también otros algoritmos de ordenamiento adaptivos Block-dptimo. Por ¢jemplo
Melsort es un algoritmo que primero revisa la entrada y construye un conjunto ordenado de listas
ordenadas. Las listas son llamadas listas sobrepasadas, y cada bloque en la secuencia de entrada
es también un bloque en una lista vnica. Las listas son entonces mezcladas para formar la salida
ordenada. El primer elemento en cada bloque cuesta mas que tiempo constante para procesarto
durante Ia fase de construccién. Aplicando Multiway Merge Sort para mezclar las listas
sobrepasadas entonces resulta un Melsort Block-éptimo.

5.2.3 Heapsort Adaptivo.

El algoritmo Heapsort Adaptivo es, como st nombre lo indica, otro algoritmo de ordenamiento
basado en heaps. Es adaptivo con respecto a la oscilacion dentro de la entrada, es decir con
respecto a la medida Osc(X), oscilaciones.

El Heapsort Adaptivo comienza construyendo el drbol Cartesiano para la secuencia de entrada y
gasta tiempo lineal. El arbol cartesiano para la secuencia X de longitud n, denotada C(X), es el
arbol binario con raiz x; = max{xj,...xp}. Su subarbol izquierdo es el arbol Cartesiano para
<xJ,....%;{-]> ¥ su subérbol derecho es al arbol Cartesiano para <x;j+ J,...xp>. El drbol cartesiano
para la secuencia de longitud cero es el drbol binario vacio. El drbol Cartesiano es entonces usado
para mantener el heap durante el ordenamiento, Figura 5.5,
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Sea Osci(X) = ||{f /1 <j<n y min{xjxj+ 1} <xj<max{xjxj+}}|l, es decir las x;’s contribuyen a

Osc(X). Leveopoulos y Peterson probaron que, en ¢l momento que x; es exiraido del heap, este

contiene O(Osci(X)) elementos. Ademds, €l nuevo max-candidato puede ser encontrado en

tiempo constante, siguiendo los apuntadores del elemento extraido en C¢X). El drbol Cartesiano

puede ser calculado en tiempo lineal, tenemos asi que €l algoritmo Heapsort Adaptivo corre en

tiempo O(n+zn: logOsciX)) = Ofnlog(Osc(X)/n)). Levcopoulos y Peterson[4] probaron que
i=l

COscln k)= 2 (nlog(k/n)}, y por lo tanto, Heapsort Adaptivo es Osc-éptimo.

Procedure Heapsort Adaptivo (X:secuencia }
Construir el rbol Cartesiano C(X)
Insertar la raiz de C(X) en un heap
Fori=ltondo
Extraer el elemeto maximo del heap
If (el elemento extraido ticne al menos un hijo en C(X)) then
Recuperar los hijos de C(X)
Insertar los hijos en el heap
Endif
EndFor

End

Figura 5.5 Heapsort Adaptivo

Para entender la adaptabilidad de Heapsort Adaptivo, Levcopoulos y Peterson[4] investigaron
como la medida Osc se relaciona con otras medidas de preordenamiento. Ellos probaron que cada
algoritmo de ordenamiento (Jsc-dptimo es también Sptimo con respecto a las medidas Jrv y Runs,
y similarmente que cada algoritmo de ordenamiento Inv-optimo es Max-optimo. Los resultados
no son verdad en sentido contrario.

Finalmente, se esboza a continuacién wna prueba de que Heapsort Adaptivo puede ser
implementado para ser Block-dptimo para esto se utiliza el Lema 3. Por la definicién de arbol
Cartesiano, cada Bloque en la entrada da lugar a una unién en el arbol, en el cual todos los nodos,
excepto posiblemente los correspendientes al primero y 1ltimo elemento en el bloque, solamente

tienen un hijo izquierdo. Por lo tanto, por el Lema 3, solamente dos elementos por bloque toman



tiempo constante para procesar el ordenamiento. Ademds, dos elementos del mismo bloque no
pueden estar en el heap simultineamente, porque el mds pequefio de elios no es insertado en el
heap antes de que el més grande ha sido borrado, esto por definicién de drbol Cartesiano. Por lo
tanto, la cardinalidad del heap no puede exceder al mimero de bloques en la secuencia de entrada.
Asi Heapsort Adaptivo corre en tiempo On+blogh), el cual es dptimo con respecto a Block

Lo anterior se resume en el siguiente resultado:

TEOREMA 5. El algoritmo Heapsort Adaptivo es 6ptimo con respecto a las med'idas de
preorden Osc, Inv, Runs, Max, Block, Rem y Exc.[4]
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CAPITULO 6. EVIDENCIAS EMPiRICAS

INTRODUCCION

Se implantaron los algoritmos clisicos y los adaptivos para ilustrar con evidencias
empiricas los resultados tebricos presentados en este trabajo.

Ya que nos interesa ver el comportamiento de los algoritmos cuando la lista est ordenada o
no, para saber si se toma ventaja de este hecho, hemos realizado experimentos con los
diferentes tipos de secuencia:

Listas ordenadas ascendentemente. Sea X una secuencia entonces x;<x; para i<j y xeX.
Listas ordenadas descendentemente Sea X una secuencia entonces xp>x; para i>f y x Xl
Listas aleatorias obtenidas bajo distribucién uniforme.

Listas en forma zig-zag-d.

Listas en forma de blogues invertidos.

bt

Antes de empezar a mostrar los resultades empiricos definiremos las secuencias en forma
Zig-zag-d y las secuencias en forma de bloques invertidos.

6.1 LISTAS EN FORMA zig-zag-d

Pefinicién. Sea L una secuencia ordenada en forma ascendente, entonces: Dividimos a L
en bloques bi, Bi cuyo tamaiio es exactamente d

L:byby..by V. By .., By By
Se tiene que &k = ndiv (2d) donde |[V]=n - 2*d*k
Se reorganiza L de la siguiente forma: L' V,by By, ... b2, B2 b B;

Diremos que L’ esta organizada, en bleques crdenados, en la forma zig-zag-d, Figura 6.1
y Figura 6.2.
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Ejemplo: =20

a=1 k=10
L::1.23456.7.8.9.10.:11:12:13:14:15:16:17:18:19:20
D1011912813714615516417318219 120

d=2 k=5
L::1234.56.78.910.11 12:13 14:15 16:17 18:19 20
L':: 9 10-11 127 8-13 14-5 6-15 16-3 4-17 18-1 2-19 20

d=3 k=3
L:123.456.789.1011:121314:151617:18 1920
L:1011-789-121314-456-151617-123-181920

d=4 k=2
L:1234.5678.9101112:13141516:17181920
L':9101112-5678-13141516-1234-17181920

=5 k=2
L:12345.678910.:1112131415:16 1718 1920
L'::678910-1112131415-12345-1617181920

d=6 k=1
L:123456.7891011121314:151617181920
L:7891011121314-123456-151617181920

d=8 k=1
L::12345678.9101112:1314151617 181920
L':9101112-12345678-1314151617181920

d=10 k=1

1:12345678910.:11121314151617181920
L:12345678910-11121314151617181920

Nétese que para las secuencias zig-zag-d con d=1 representa un gran desorden y d=n/2
representa la secuencia ordenada.
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Datos
-

o N & & O

Datos

» zig-zag-1

20 1
18 1
16
14

-

3 4 5 6 7

Figura 6.1

¥

8 9 W 11 12 13

Poslcidn en la Sacusncla

Zig-zag-1 para n=20

¥

4

4 15 16 17 18 1% 20

18 4

16 -

Py
[ ]

s

1

2

¥

T

3 4 5 6 7 B 9 10 11 2 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 6.2

Puosicibn en la Secuencia

Zig-zag-3 para n=20
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Entonces a medida que d se incrementa el desorden va desapareciendo.

Estas secuemcias nos serdn de pgran utilidad para observar detalladamente el
comportamiento de los algoritmos, sobre todo los algoritmos que son adaptivos con
respecto a la medida INV.

6.2 LISTAS EN FORMA DE BLOQUES INVERTIDOS

Las listas de datos organizadas en forma de bloques invertidos las definimos de la siguiente
manera.

Definicién. Considere la secuencia X={XaXn1,..X2,X;} €ON X>%p ... >}

Una secuencia X esta organizada en bloques invertidos si reacomodamos los elementos de
X en la siguiente forma

X5,X2,--Xk Xn-k.xn-(h;),---,xiﬂ X tk-1),Xn-(k-2),-- 2 Xn
B I B2 B3

El primer bloque y el tercero tienen k elementos, el segundo bloque tiene (n-2k) elementos,
Figura 6.3 y Figura 6.4.

Ejemplo: Sea una secuencia X={60,59,58...,3,2,1}
Se tiene que:

X={1,59,58,...3,2,60}

A={1,2,58,57,...4,3,59,60}
X={1,2,3,57,56,...5,4,58,59,60}
X={1,2,3,4,56,..6,5,57,58,59,60}
Xs={1,2,3,4,5,55,..7,6,56,57,58,59,60}

Este tipo de secuencias la usamos para observar el comportamiento del algoritmo
Rheapsort.
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Datos

Datos

+ bloque-1

20 4
18
16 {

~n

5 6 T a g9 10 11 12 13 14 15 18 17 18 189 20
Posicién en la Secuencia

Flgura 6.3  blogue-1 para n=20

20

18 -

16

14

12 4

[T LT - -

5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Paosicién en ta Secuencia

Figura 6.4  bloqgue-3 para n=20
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6.3 RESULTADOS EMPiRICOS

Presentamos los resultados de los experimentos en 2 partes. Primero una general donde
observamos el comportamiento de los algoritmos para listas ordenadas en forma
ascendente y descendente, y para listas obtenidas aleatoriamente bajo una distribucion
uniforme. En la segunda parte, mostramos los resultados de ejecutar los algoritmos con
secuencias organizadas en forma zig-zag-d. Supondremos, siempre, que queremos ordenar
una secuencia en forma ascendente.

6.3.1 Comportamiento general.
Podemos observar que para los algoritmos clasicos el comportamiento en ¢l peor caso y

en el caso promedio coincide con los resultados teéricos presentados.

i —s—List. Ord. Asc.
BUI'bUJ a —=a— List. Ord. Desc.

1,100,000
1,000,000 -
900,000
&P0.000 1
700,000
600,000 1

500,000 4

Operacionea Elementales

400,000 -

300,000

200,000 -

100,000 -

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
Niimero de Elementos

Graficat.  Burbuja
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La Grafical nos indica que el algoritmo Burbuja es cuadrético en el peor caso y en el caso
promedio. La versién implantada del método Burbuja resulta ser lineal solo cuando la
secuencia estd ordenada

. —e— List. Ord. Asc.
Selection Sort —»—List. Ord. Desc.
—a— List Adeat,

800,000

700,000 4

600,000 -

500,000 -

400,000 4

Operaciones Elementales

300,000 4

200,000 4

100,000

100 200 300 400 500 6800 700 800 900 1,000
Niimero de Elementos

Grafica2.  Selfection Sort

La Grafica 2 nos muestra que Selection Sort siempre es cuadratico.
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—e— List. Ord. Asc.
insertion Sort —=— List. Ord. Desc.
—a— List. Aleat.

600,000

500,000

400,000

300,000 4

Operaciones Elementales

200,000 -

100,000

VR x - e E
100 200 300 400 500 600 700 800 S00 1,000

Mimero de Elementos

Gréfica 3.  inserdion Sori

En la Gréifica 3 observamos que la versién implantada de Insertion Sort s cuadratica tanto en
el peor casoc como en el caso promedio y tiene un desempefio lineal cuando la lista ya esta
ordenada.
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—+—L Ord, Asc.

—a— L. Ord, Desc,

Quicksort

550,000
525,000 -
500,000 -
475,000

450,000 -
425,000
400,000 -
375,000
350,000
325,000 1
300,000
275,000 {
250,000
225,000 +
200,000 4
175,000 4
150,000 4
125,000 4

Operacignes Elementales

400,000 |
75,000 -
50,000 -
25,000

100 200 300 400 500 600 700 800 00 1,000

Nimero de Elementos
Grificad.  Quicksort

La implantacién concreta de Quick Sort, que e¢jecutamos, elige como pivote al
elemento “mas a la derecha” del arreglo. Por lo que las listas ordenadas, en forma
ascendente o descendente resultan ser el peor caso para esta version de Quick Sort. Por
tanto en estas su desempefic es cuadrdtico. Las listas obtenidas aleatoriamente,
resultan tener un comportamiento aceptable, para esta version, requieren desempefio

Ofniogn).
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I —e—Lst. Ord. Asc.

Heapsort

—a—Lis{. Aleat.

—ua—Lisl, Ord, Desc.

15,000

16,000 -

14,000

12,000 1

10,000

Operaciones Elementales

5,000

6,000 4

4,000

2,000 4

100 200 300 400 500 600 700 800 200
Nuimero de Elemantcs

Grificas.  Heapsort

La Gréfica 5 nos ilustra que Heap Sort es siempre Ofnlogn).
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—e—Lisl. Ord. Asc. 1

Mergesort —e—List Ord. Desc. i
—a— List. Aleat._ o
22,000
20,000 1
18,000 -
16,000
14,000 -

Operaciones Elementales
] B
: 8

g

100 200 300 400 500 500 700

Numero de Elementos

Grificas. Mergesort

La Grafica 6 nos ilustra que Merge Sort es siempre O¢nlogn) .

800 900 1,000
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Para los algoritmos adaptivos el comportamiento es més drastico.

. : " —e—L, Q. Asc.
Straight insertion Sort —=—L. Ord. Desc.

{ —a—L. Aleat.

550,000
525,000 4
500,000 -
475,000 -
450,000
425,000

400,000 1
375,000 4
350,000 -
325,000 4
300,000 4
275,000 {

250,000 -

Cparaciones Elementales

225,000
200,000 4
175,000 4
150,000 -
125,000 -
100,000 |

75,000 4

50,000 -

25,000 4

o T T T T T T 7 - :
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000

Nimero de Elementos

Gréfica7.  Siraight Insertion Sort

El algoritmo Straight Insertion Sort es adaptivo con respecto al nimero de inversiones .En una
lista ordenada ascendentemente no hay inversiones, el algoritmo es lineal: Ofn).

79

ESTA TESS N0 Deg
SMR 86 LA BBLOTIC



En una lista ordenada en forma descendente el mimero de inversiones es cuadratico, igual

que el desempefio del algoritmo O(nz +n)=0(n 2y, Para una secuencia obtenida aleatoriamente
el nimero de inversiones varia entre 0 y #°. En la Gréfica 7 se ilustra cl comportamiento del
Algoritmo. Se observa que cuando la secuencia es obtenida aleatoriamente su desempefio esta
entre el peor caso y el mejor.

Qperaciones Elsmentales

. . ——L. Ord. Asc.
Multiway Merge Sort —a—L. Ord. Desc.

—a— L Aleal,

300,000

275,000 -

250,000 4

225,000 4

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
Nimero de Elamentos

Grafica 8. Muiltiway Merge Sort

Para el algoritmo Multiway Merge Sort el comportamiento es similar al anterior, lo podemos
observar en la Gréfica 8.
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Opersciones Elementales

| ——L. Crd. Asc. |
Rheapsort —=—L. Ord. Desc.
—a— L. Ovd, Aleat.

300,000

280,000
260,000
240,000
220,000 4
|

200,000 -
180,000 |
160,000 |
140,000 {
120,000 -
100,000
80,000 -
60,000
40,000

20,000 4

100 200 300 400 500 800 700 80O 900 1,000
Nimero de Elementos

Gréfica8. Rheapsort

El Algoritmo Rheapsort es adaptivo con respecto a la medida Max. La lista ordenada en
forma descendente resulta ser un peor caso para este algoritmo y las listas obtenidas
aleatoriamente resultaron ser ejemplares donde la medida Max resulta aita. Pero el algoritmo
es lineal cuando [a lista est4 ya ordenada. La Grafica 9 nos muestra los resultados obtenidos.
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Operaciones Elementales

) ——L O Ase. |
Heapsort Adaptivo —=— L. Ord. Desc.

—a—L. Aleal

14,000

13,000 -

12,000

11,000 -

10,000

9,000 4

8,000

7,000

6,000 -

5,000

4,000 |

3,000 |

2,000 -

4.000 -

100 200 300 400 500 600 700 800 200 1,060
Numero de Elementos

Grifica 10. Heapsort Adaptivo

Tenemos que el HeapSort Adaptivo tiene desempefio computactonal O¢n+blog ,5) donde b es
el nmiinero de bloques. Para las secuencias ordenadas tanto ascendente como descendentemente
b=1. Por o tanto el algoritmo es lineal, esto lo podemos observar en la Gréfica 10.



Local Insertion Sort —« L. Ord. Asc. ]
—a— L Ord. Desc. !

. —a— L. Aleal.
280,000

220,000 1

200,000 -

180,000 1

160,000 -

140,000 -

120,000 -

100,000 -

80,000 -

40,000 1

20,000 -

100 200 300 400 500 800 700 860 900 1,000
Nimerc de Elementos

Grafica 11. Local insertion Sort

El algoritmo Local Insertion Sort es adaptivo con respecto a inversiones en ambos sentidos.
Entonces para listas ordenadas en forma tanto ascendente como descendente ¢l mimero de inv
es cero, por lo cual Local Insertion Sort es lineal en estos casos. Para secuencias obtenidas
aleatoriamente, el algoritmo tiene un desempefio cuadratico. La Gréfica 11 nos muestra los
resultados obtenidos.
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6.3.2 Comportamiento en listas zig-zag-d y bloques invertidos.

En esta seccién veremos los resultados obtenidos para los algoritmos clasicos y adaptivos
utilizando listas zig-zag-d y listas en forma de bloques invertidos los cuales coinciden
con los resultados tedricos presentados.

Burbuja

800,000

700,000

600,000
—e—-Zigzag 3

500,000 —=—zigzag 2
—a— zigrag_4
—=—zigzag_8

] —e—1Zigzeg_ 18

400.000 —— zhz.g 32
—s—zigzag 64
——zigzag 128

300,000 —— zigzag_256
—e—Zigzag 512

200,000

100,000

0 = ; . . . : y —

100 200 300 400 500 £00 700 800 800 1,000
Nimero de Elementos

Grifica12. Burbuja

La Gréfica 12 nos indica que el algoritmo Burbuja es cuadritico independientemente
del grado de desorden de las listas organizadas en forma zig-zag-d y en el caso de listas
ordenadas ascendentemente y descendentemente tiene comportamiento lineal solo cuando
la secuencia esta ordenada.



Selection Sort

700,000

600,000

500,000
——zigzag 1
—e—zigzag 2

400,000 —a—Tigzag_4
—=—2zigzeg B
—a—2igzag 1 8
—o—zigeag 32
—e— LigZag G4

300,000 ——zigzag_128
—— zigzeg_256
—e— pigzag_512

200,000 -

100,000 -

0

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
Nitmero da Elementos

Grifica13. Selection Sort

La Gréfica 13 nos muestra que Selection Sort siempre es cuadrético.
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Operaciones Elementaies

insertion Sort

——zigzag_1
—s—zigzag 2
—a—2igzag 4
—~w—zigzag, B
—e—zigzag 16
—e—1zigzag_64
——zigrag_128
—=—1zlgzrag_256
—e—zigzag_512

100 200 00 400 500 600 700 800 900 1.000
Némero de Elementes

Grifica 14. Insertion Sort

En la Grifica 14 observamos que la version implantada de Insertion Sort es cuadritica y tiene

un desempefio lineal solo cuando la lista ya esta ordenada.
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Quicksort

280,000

1€0,000 -

120,000 {

80,000 -

[N

——zigzag_
—e—2igzag 2
—a— 2igrag 4
—=—zigzag 8
—e—Zigzag 18
—e—zigzag_32
~e—Zigzag_64
——1zigzag_128
—— zigzag_256
—e—rigzag 512

100 200 300 400 500 GO0 700 800 800
Ndmero de Elemantos

Grifica 15. Quicksort

La implantacién concreta de Quick Sort, que ejecutamos, elige como pivote al elemento
“mas a la derecha” del arreglo. Por lo que cuando las listas tienden a estar ordenadas estas
resultan ser el peorcaso para Quick Sort. Por tanto su desempefio es cuadritico. Las
listas obtenidas aleatoriamente, resultan tener un comportamiento aceptable, y para esta

versién, requieren desempeiio Ofnlogn), ver Grafica 15.
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19,000

Heapsort

18,000 -
17,000 1
16,000
15,000 |
14,000
3,000 -
12,000 -
11,000 -
10,000
9,000 -
8,000 |
7,000 -
6,000 1
5,000 -
4,000 |
3,000
2,000 |

1,000 4

—e—zigzag 1
—s—2igrag_2
—a—igzag 4
—w—zigzag 8
—=—Zigzag_16
—e—zigzag 32
—e—7igzag_64
——zigzag_128
——zigzag 256
—e—zigzag 512

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
Nimero de Elementos

Grafica 16. Heapsori

La Gréafica 16 nos ilustra mas claramente que el algoritmo Heap Sort s siempre Ofnlogn) .
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Operaciones Elementales

Mergesort

22,000

20,000

18,000

16,000 4

14,000 —e—zigzag_1
—s=—Zigzaq 2
—i—Zigzag_4

12,000 1 —w—zigzag_8
—=—7zigzag 16
—e—zigrag_32

10,000 - —+—-zigrag_64
——2zigzag 128
—— zigzag_256

8.000 - —s—zigzag_512

5,000

4,000 4

2,000 1

0

100 200 300 400 500 600 700 800 800 1,000

Ndmero de Elemantos

Griéfica 17. Mergesort

La Grafica 17 nos ilustra mas claramente que el algoritmo Merge Sort es siempre Ofniogn) .
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Para los algoritmos adaptivos utilizando listas zig-zag-d podemos ver mas claramente como su
comportamiento s més drastico.

Straight Insertion Sort

270,000

255,000 -

240,000 {

225,000 4

210,000 |

195,000 4

180,000
—s—1zigzag 1

185,000 —s—zigzag 2
—a—zigzag_4

150,000 - —n—zigzag_8
—s—zigzag 16

135,000 - .- 2

120,000 - —v—Zigzig 64
——2igzag_128

105,000 - ——zigzag_256
—+—2lgzag_512

90,000 -
75,000 -
60,000 4
45,000
30,000 -

15,000

100 200 klev] 400 500 800 700 800 800 1,000
Nuameso de Elementos

Grifica 18.  Straight Insertion Sort

Fl algoritmo Straight Insertion Sort es adaptivo con respecto al niimero de inversiones.Vemos
que a mayor orden el comportamiento del algeritmo es lineal. Y a mayor desorden su
comportamiento es cuadratico. En la Grafica 18 se ilustra el comportamiento del algoritmo.
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Multiway Merge Sort

255,000
240,000
225,000
210,000
195,000
180,000 |
165,000 |
—e—zigzag_1
150,000 - - BgRag 2
' ——Zigzag 4
—— P
135,000 | g
—eu—zigzag_16
120,000 | —e- zigzag 32
—+—Zigzeg 64
——zigzag_128
105,000 | e ren 25
50000 —e—zigzag 512
75,000 |
60,000
45,000 |
30,000 |
15,000
0 - -_—"'__r——; = — d

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1.000
Numero de Elementos

Grafica 19. Multiway Merge Sort

Para el algoritmo Multiway Merge Sort utilizando listas zig-zag-d el comportamiento es similar
al anterjor, lo podemos observar en la Gréfica 19.
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Oparaciones Elemanizias

Rheapsort

285,000

270,000 -

255,000 -

240,000 4

225,000 -

210,000 -

185,000 -

180,000 -

165,000 -

150,000 1

135,000

120,000 -

105,000

80,000 -

75,000 4

60,000 1

45,000 4

30,000 4

15,000

——max_1
—a— max_2
b max_4
—w—max 8
—e—max_16
—e—max_32
—e—ax_64
———max_128
—=—max_256
—e—max_512

100 200 300 400 500 800 700 800 900
Numero de Elementos

Grifica 20. Rheapsort

3,000

El Algoritmo Rheapsort es adaptivo con respecto a la medida Max. A mayor desorden el
algotitmo presenta un comportamiente cuadratico y el algoritmo es lineal cuando Ia lista estd

ya ordenada. La Gréfica 20 nos muestra los resultados obtenidos.




Operaciones Elemanizies

Heapsort Adaptivo

18,000 -

16,000 4

14,000 -

12,000 A

10,000 4

6,000 -

4,000 4

2,000

—e—2igzag 1
—a—zigzag 2
—a—2igza) 4
——zigeag &
—s—zigzag_16
—e—Zigzag_32
—e—zigzag 64
—=--Zigzag 128
——igzag_ 256
—e—2igzag 512

100

200 300 400 50 800 700 800 900 1,000
Numero de Elemeantos

Grifica 21. Heapsort Adaptivo

El algoritmo HeapSort Adaptivo tiene un comportamiento Ofnlogn}, como se observa en la
Gréfica 21.
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alemeantaies

1,080,000

Local Insertion Sont

1,020,000 1

980,000

720,000 -

880,000 +

800,000

540,000 4

480,000 1

420,000 -

360,000

300,000 4

240,000 -

180,000 4

120,000 -

50,000

——rigzag_1
—s—zigzag 2
——rzigzag 4
—n—Zigzag_8
—=-zigzag 16
—e—zigzag 32
——zigzag_64
——zigzag_128
~=— zigzag_256
—+—zigzag 512

100 200 300 400 500 600 700 800 800 1.000

Numero de Elementos

Grafica 22. Local insertion Sort

El algoritmo Local Insertion Sort tiene un comportamiento cuadritico a mayor desorden y
cuando presentan orden las listas el algoritmo es lineal. La Gréfica 22 nos muestra los
resultados obtenidos.



6.3.3 Comparacién entre algoritmos clisicos y adaptivos.

En esta seccién presentamos una comparacién grifica entre los algoritmeos clasicos de
ordenamiento y los algoritmos adaptivos de ordenamiento presentados en este trabajo.

og-zag-1

550,000 -
500,000
450,000 -

350,000 -
300,000 4
250,000 -
200,000 -
150,000 1
100,000

50,000 +

100

T ™"

200 00 400 500 500 700 800 500 1,000

Numero da Elemmnics

Grifica 23. zig-zag-1

La Grifica 23 nos muestra como para listas que presentan un mayor desorden, los
algoritmos adaptivos de ordenamiento tienen un comportamiento como los algoritmos
clésicos, aiin de tiempo cuadratico como es el caso de Local Insertion Sort.

95



zig-zag-16

Oparaciones slomentajes
-
g

200,000 -

160,000 -

120,000 -

100 200 300 400 500 500 700 800 900 1,000

Nuamero de alementos

Grifica 24. 7zig-zag-16

Cuandp las listas comienzan a presentar cierto orden, el comportamiento de los
algoritmos adaptivos mejora notablemente como lo vemos en el algoritmo Multiway
Merge Sort y Local Insertion Sort, Gréfica 24.
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Griflca 25. zig-zag-64

Los algoritmos adaptivos van teniendo su mejor desempefio cuando las listas estan
ordenadas. En la Gréfica 25 observamos que para la versién implantada de Quick Sort
cuando las listas estan ordenadas este va siendo el peor caso para Quick Sort.
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2ig-zag-256
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Gréfica 26. zig-zag-256

El desempefio de los algoritmos adaptivos Heapsort Adaptivo, Local Insertion Sort y
Multiway Merge Sort ya mejord el desempefio nlog(n) de los algoritmos clasicos de
ordenamiento, como lo es de los algoritmos Merge Sort y Heap Sort, Graficas 26 y 27.
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zig-zag-256
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Gréfica 27. zig-zag-256

Aqui se presenta un acercamiento para apreciar las observaciones de la Grafica 26.



zig-zag-512
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Grifica 28. zig-zag-512
Cuando las listas estin ordenadas, el desempefio de los cinco algoritmos de

ordenamiento adaptivos que presentamos en este trabajo, esta por debajo del tiempo
nlogfn) de los algoritmos clasicos de ordenamiento, Gréifica 28 y 29.
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zig-zag-512
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Grifica 29. zig-zag-512

Aqui se presenta un acercamiento para apreciar las observaciones de la Gréfica 28
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C ONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo fué presentar los conceptos formales de Adaptabilidad de Algoritmos
desarrollando el andlisis de adaptabilidad en el problema de ordenamiento. La Adaptabilidad
llega a ser de interés al observar en la practica que secuencias de nimeros presentan un cierto
grado de orden. Para el objetivo de este trabajo se analizaron los algoritmos clasicos de
ordenamiento y comparamos su comportamiento con los algoritmos de ordenamiento adaptivos.
Pudimos observar que las medidas del desorden son importantes para cuantificar el orden
existente en una secuencia. De esta manera, podemos concluir que para poder ver la ventaja de
los algoritmos adaptivos con los de ordenamiento clisicos es importante el concepto de las
medidas del desorden. Logramos comprobar con resultados empiricos la teorfa acerca de la
adaptabilidad de los algoritmos de ordenamiento adaptivos. Observamos también que unas
implementaciones requieren més recursos fisicos de la maquina como memoria, para observar los
resultados buscados, es el caso concreto del algoritmo Heapsort Adaptivo y Local Insertion Sort,
por el uso de estructuras de datos dinamicas.

Para la solucién de un problema que requiera la utilizacion de un algoritmo de ordenamiento
siempre es itnportante elegir el adecuado de acuerdo a las necesidades que se tienen en la tarea
especifica a resolver. Ahora con Ia introduccién de los algoritmos adaptivos nuestro universo
crece encontrando mejores soluciones para nuestros problemas de ordenamiento a resolver. Por Ia
teoria utilizada y estructuras de datos empleadas para la comprobacién empirica de nuestros
resultados este puede ser considerado como material de apoyo para un curso de Estructuras de
Datos o Andlisis de Algoritmos. El trabajo que hemos presentado da pauta a la investigacién de

algoritmos adaptivos en otras medidas de desorden, dando lugar a un trabajo de investigacién
futuro.
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