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INTRODUCION

El presente trabajo se basa en el analisis de los nicleos en las digraficas y la
relacién que mantienen con su respectiva digrafica de lineas. Asi como hacer un
estudio con otros conceptos como el de seminiicleo, cuasinicleo, funcién de

Grundy, (/) — nicleo y m — coloraciones.

Cabe mencionar que la definicién que se utiliza no es Ginica, hay definiciones
alternativas (por ejemplo la dada por Hemminger y Klerleyn (5) fijandose en
todas las adyacencias posibles). La definicién de digrifica que utilizamos fue
introducida en 1960 por Harary y Norman (9), de quienes también es la

definicion de digrafica de lineas.

El concepto de nicleo fue introducido por John Von Neumann (12) (1944) en
la teoria de juegos, los demds conceptos son el resultado de la investigacion y

generalizacion de este concepto.




En el capitulo 1 partimos de las definiciones y resultados elementales acerca de
las digréaficas y digraficas de lineas, un resultado que es importante sefialar es el
presentado en el teorema 1.4, que nos da la caracterizacién de las digraficas de

lineas.

En el capitulo dos y tres presentamos resultados que relacionan la cardinalidad
entre el conjunto de todos los nicleos (asi como de otros conceptos mas) en una
digrafica y en su digrafica de lineas, las cuales deben tener todos sus vértices

con ingrado al menos uno.

Finalmente en el capitulo 4 presentamos como resultado principal el teorema
que plantea la igualdad en Ia cantidad de ntcleos por trayectorias
monocromaticas en una digrafica m - coloreada y en su digréfica de lineas con
su respectiva m — coloracién interior. La m — coloracién es una funcién, la cual
nos resiringe al estudio de digraficas sin ciclos dirigidos monocromaticos (que

bajo la funcién tengan el mismo color).

it




CAPITULO L.

, CAPITULO 1
DIGRAFICAS Y DIGRAFICAS DE LINEAS

Definicién Ne. 1.1

Una digrdfica D consiste en un conjunto finito, no vacio, de objetos
llamados vértices, denotados por V(ID), junto con una coleccion de pares
ordenados de distintos elementos de V(D), llamados flechas (aristas
dirigidas), denotados por F(D).

Si h=(u,v)e F(D) diremos que u esadyacentea v o que Aincide
en v.

Notacion : D= ( V(D), F(D) )=(V,F) donde V es abreviatura de V(D)
y F abreviatura de F(D).

Definicién Npg. 1.2
El ingrado de unvértice ven ladigriafica D, denotado por 8p(v) esel
namero de vértices adyacentes hacia v, es decir, el nimero de flechas que

incidennen v,

Definicion No. 1.3
El exgrado deunvértice v enladigrafica D, denotado por 8'p(v)
es el niimero de vértices adyacentes desde v, es decir, el nimero de flechas

que salende v.




CAPITULO L.

Definicién No. 1.4
El grado deunvértice v en la digrafica D, denotado por 8p(v) esla

suma del exgrado y el ingrado de v en D.

Definicion Neo. 1.5

Los vecinos exteriores de un vértice x en la digrafica D es el conjunto

C'()={ye VD) | (xy) eF Dy

Definicion No. 1.6

Los vecinos interiores de un vértice x enla digrafica D es el conjunto

I @) ={ve VD) @, x) eFD)}.

Definicion No, 1.7
Sean D y H digraficas, diremos que Des isomorfa a H (D = H), si
existe una funcion o V(D) —> V(H) biyectiva tal que:
{(u,vye F(D) < (c(u),o(v}) e F(H).

Definicibn No. 1.8
Una digrafica Hes subdigrdfica deladigrafica D, st VIH)c V(D) y
F(H) c F(D).

Definicion Neo, 1.9
Una digrafica H es una subdigrdfica inducida de la digrafica D, si

VIH)c V(D) v (u,v)eFH) siysdlosi (u,v)eFD) con
{uvic V().
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CAPITULO 1,

Definicidn Np. 1,10

Un camino C deladigrifica D es unasucesion C= (g, 41, ..., #, ) de
vértices tal que (w5, #41) € F(D)Y 0 (ujy1,u, ) e F(D), para
0<i<n-1. 8Si C empiezaen u y terminaen v diremos que C esun

v - camino.

Definicion No, 1.11

Un camino dirigido C  de la digrafica D, es una sucesion de vértices

C=(uo,wu, ..., u, ) talque (u;, %41 )€ F(D) para 0< i< n-1.

Definicion No. 1.12

Una trayectoria T deladigréfica D esuncamino en el que no se

repiten vértices.

Definicion No. 1.13
Una frayectoria dirigida .’-I‘-’de la digrfica D es un camino dirigido en el

que no se repiten vértices.

Definicion No. 1.14

Un camino cerrado de la digrafica D es un camino en el que el primero

y el tltimo vértice son iguales.

Definicion No. 1.15

Un camino cerradp dirigido es un camino dirigido en el que el primero y

el altimo vértices son iguales.




CAPITULO 1.

Definicion No. 1.16

Un cicle C esun camino cerrado en el que no se repiten vértices (sélo

el primero y el Gitimo).

Definicion No, 1,17
—
Un  ciclo dirigide C es un camino cerrado dirigido en el que no se

repiten vértices (solo el primero y el dltimo).

Definiciébn No. 1.18

Una digrifica D es conmexa si para cualesquicra dos vértices %, v en

V(D) existeun uv - camino y por lo tanto un vu - camino en D .

Definicion Neo. 1.19

Una digréfica D es fuertemente conexa sipara cualesquiera dos vértices

u, v en V(D) existe un uv - camino dirigido en D .

Definicion No. 1,20
La matrz de adyacencia A =(a,;) deladigrafica D esta definida
como sigue :
[ 1 si(vi,v;)eFD)
ai, =

L0 si (vi,v,)eFD)




CAPITULO L.

Definicion No. 1.21
Si Desuna digrafica y C” un ciclo dirigido contenido en D, decimos
que A={u,v) e F(D) esuna diagonal de C—’ si:
he GO B y (4, vV -

Definicion No. 1.22
La digrdfica de lineas de D={V ,F) esladigrafica
L(D)=(F ,W) donde el conjunto de vértices es el conjunto de flechas de D
y (h, k)esuna flechade L(D) siysolosi el vértice final de % es el vértice
inicial de %.

Definicion Neo. 1.23

La longitud de un camino C esel namero de flechas contenidas en la
sucesion, es decir, el nimero de vértices menos uno.
Notacién : Si C=(vo, V1, ..., ¥ } €S UN camino con n+l vértices su

longitud es n y lo denotaremos por C,

Definicion No. 1.24
Una digrdfica nula D es una digrafica tal que el conjunto de flechas es

vacio, es decir, F(D)}=@.



CAPITULO 1.

Los ejemplos siguientes son de digraficas y de algunos conceptos més.

0V

/.

o o

4} V2
O up
o 0
Hy Uy
D,

D, =(V(D2), F(Dy)) donde:
V(D)_) = { U, Uy ,uz}

F(Dy) = {( uo, ), 4y, uo)( 12, 1)}

Xy
/ O \

0 ¥ o
Xy \ Xz
o
A3
Dy

D; =(V(Dy), F(Dy)) donde:
V(D1) = { vo, v1 ,V2}
F(Dl):'{( Yo, V1 )s( Vi, Vo ),( Vi, V2 )}

Oo— —*o0o ——*0

Wa W Wy
Ds
D;=(V(D3), F(D3)) donde:

V(Ds) = {wo, w1 ,W2}
F(D3) = {{(w2, wi),(w1, wo)}

‘+-—— . —

o 0 o
X2 X1 Xo
Ds

Ds = (V(Ds) ,F(Ds)) , donde:
V(Ds) ={x0, x1,%2}
F(Ds) = {{x0 , x1),(x1, %2 )}



Dy = (V(Dy), F(D4)) donde :

V(Dy) = { x0, X1 %2 X3}
F(Dy) = {(x0, x1):(¥0, X2),

(I[ N x;,),(xo ) x;),(x; N xg).

G V4

o] o V2

CAPITULO 1.

D6= (V(Ds) ,F(D(,)) R donde :
V(De) ={¥o , Y1,¥2, Va}

F (DG) = {0}0 a}’l)»(}’l syZ):
2,303 > Vs (Vs Vo) }

Di= (V(Dy) ,F(D7) , donde :
V(D7) ={z0, 21,22 , 24}
F(D7) = {0,251, %)

(22, )23, 24 ). (24, 20)}

Ds = (VD) F(Ds)) , donde
V(Ds) ={x, x1,%2 }
F(Dg) = {(x1, %2 )}



Vértice

v;eV(Dy)
wie V(Ds)
e V(D3)
xpe V(D4)

Vértice

v,e V(D)
weV(D3)
u eV(D,)
xpe V(Ds)

CAPITULO 1.

Ingrado Exgrado Grado
5 (v 1 5p (v)= 0 8p (v2)=1
8p (w1 o (w)=2 &p (w1)=3
8—1) (u1}= 2 6+1) (u1)= 1 GD (Wl)"—":;
S_D (XQ)= 0 8+D (XQ)= 3 6[) {xo)=3

Vecinos Exteriores Vecinos Interiores
p (v)=@ Tp (v)= {wi}
'p (w1} {wo} ITp (wi)= { wi}
T ()= {0} Tp ()= { uo, w2}

Ip (xo)= {x1, %2, %3} Ip (xe)y=@.

Digréficas isomorfas:

D; = Ds, pues lafuncion oy : V(D3) —*V(Ds) es biyectiva.

Donde : G (WQ) = Xa
oy (Wi} =%

[¢}] (Wz) =Xp

Ds = D7, pues la funcién o, : V(Ds) ———W(D7) es biyectiva,



CAPITULO 1.

Donde : o,(0) =20
o2 (1) =21
o2 () =22
o2 (¥3) =2

02 (a) =24
La digrafica Dy es subdigrafica de la digrafica Dy,

La digrafica Ds es subdigrafica inducida de la digrifica D4.

(x3,x0,x,%, %) es un camino en Dy

(x0,%;,x2) es un camino dirigido en D4,

(%2, x1,x0) es una trayectoria en DS,

(%0, X1 ,X2) es una trayectoria dirigida en DS5.
(vi,vo, v, v2,v1) es un camino cerrado en DI.
(z0,21,22,23,24,Z0) es un camino cerrado dirigido en D;.
(20,24,23,22,21 ,20) es un ¢iclo en D5 .

Vo 31,32, 13, V1, Vo) es un ciclo dirigido en D;.

Las digréficas Dy, 1D2,D;3,D4,Ds5,Ds y D; son conexas, Dg es no
conexa y s6lo Ds y D sonfuertemente conexas. Sus matrices de

adyacencia son:

M= 010 M= 010 Mg= 0060
101 100 1060
000 130 010




CAPITULO 1.

M= 0111 Ms= 010 Mg= 010060

0010 001 00100
0000 000 00010
0000 00001
10000
M= 01000 M = 000
00100 001
00010 000
00001
100060

Sus respectivas digraficas de lineas son:

7 a

o %0 O ¢+—o
L(D,) L(D; )
N\
0 ——0 o 0
L{Ds) o

L(Dy)

10




CAPITULO 1.

- N/

o ©
L(Ds}
O
/ \
o o o
N\
O e © LDy}

Esta es una digrafica nula.

L(D7)

Teorema 1.1,
Si D es una digrafica con p vértices ( ninguno es aislado) y q flechas

entonces:

1) L(D) tiene q vértices.

2) El ntimero de flechas de L(D} es ¥+ ¢ v(w 8'(%) 8n(¥):

3) El exgrado en L(D) de A=(u,v)} es 8'p(v) y el ingrado es

8—1)(10.

11



CAPITULO L.

4 L(T, ) =Try para nx1l
5 L{G) = & para p = 2.
Demostracion :

Sea D=(V,F) unadigrafica y L(D)=(F, W) su correspondiente
digrafica de lineas.

1) De acuerdo con la definicion  1.22. sabemos que V(L(D)) = F(D} de
aqui que | V (D)= | FD)| = q.

2) Sea v e V(D),de v salen 8"p(v) flechas, por cada una de éstas
tenemos que su vértice inicial coincide con el vértice final de & p(v)
flechas. Asi, por la definicién de flecha en L(D), cada vértice v & V(D)
tenemos &'p (v) 5p(v) flechas en L(D), por lo que el nimero total de
flechas en L(D} es:

2 ¢ eve) 0'D(v) 8 p(v) .

NSea h=(u,v)cFD), u esel vértice final de & p(#) flechas, porlo
tanto en L{D), §p(u) vértices son adyacentes a h, es decir,

8 Lmy(®) = 8 p(u). En D, v esel vértice inicial de §'p(v) flechas, en
consecuencia en L(D) # es adyacente a 8'p(v) flechas, es decir,

&1 (h) = 8*p(v).

—

4) Sea D unatrayectoria dirigida T de longitud n {con n 21),
T = (4o w1 ,..,u;)donde a; = (w1, % ) eF(D),con 1<i<n.En
(D) cada flecha es un vértice, en consecuencia, L(D) tiene n vértices y

como D esuna trayectoria dirigida tal que para cualquier a; € F(D), a;

12



CAPITULO 1.

¢s adyacente a a,.., €8 decir, el vértice final de a, es el vértice inicial de
a,,; entonces por definicion de digrafica de lineas (aj, ajn} € W con
l<i<n-l.
{a,, ain ycF, loque implica que en L(D) obtenemos la siguiente
trayectoria dirigida:

?*:(al,ag s dn )
yoomo?* tiene n vértices, entonces su longitud es n-1.
SL(T) = Ter

5) Sea D unciclo dirigido de longitud p con p22 tal que:
C?= { vo, Vi,eurr V1, Yyl

donde @, = (vi-1,v, )EF(D), 121 2p, ademas vp = vp. El niimero de
flechas de T, es p por lo que L{Cp) tienep vértices. Ademas para
cualquier a; € F((TPI a; esadyacentea aj.y, es decir, el vértice final de
a, esel vértice inicial de a;41 y como C;’ es un ciclo dirigido, el vértice
final de @, es el vértice inicial de a (pues v, = vo). De lo que se deduce
que L(C:) es un ciclo dirigido con p vértices.

BT (AN

Un ejemplo de lo que expone el teorema .1 se muestra en Jafigura 1.1y

enla figura 1.2 (incisos 3 y 4).



2 h

PN [\h/ J
S /

0 o

0 o
vy N ha h
D (D)
FIG 11
Daonde -

D=(V.F D) =(F, W)

iVi=35 F|=6

Fl= 6 W) =17

V(LDY) = [F|=6
20 8 () 8% () = (MH@+@OH O @+ (D))
= 2424241 =7=|W|

Con hy=(vo.vi), hn=(vo,v3), Ba=(v3.m), ha=(v2 ), hs=(m.va) ¥

he = (v, va)
& m (h) =1=8"p(v)
8 1y (B2) =1 =8 (va)
8 my (A3} =1 =081 (v3)
8 th)=1=8(n)

6+L{D) thp=1= 5" (1)
8 um (ha)=1=5 o (v3)
8 my (B3) =2=8"p ()
8 'y (ha) = 1=8"p (vi)

R

14



oO——*0 —8» (O [ R o 4

L(Dy)

FIG 1.2

Definicion No. 1. 25

A L'(D) la Hamamos digrdfica de lineas n - iterada y la definimos

cOmo Sigue:

L'@)=D, L'(D)=L (D) y L"(D) =L{L" (D)) para n> 1.

Lema 1.1

Sea D una digrifica, todo uv - camigo dirigido C'en D de longitud m
contiene una uv - trayectoria dirigida T de longitud a lo mas m.

5



CAPITULO 1.

Demostracion .

La demostracion se hard por induccion sobre la longitud del camino dirigido
¢

Sea D una digrafica y C un camino dirigido contenido en D.

— —
a) Con m=1, lalongitud de C es uno, porlo que C=(w,v;) y como
e
C notienelazos (vo=v,) entonces C = Ty .

b) Hipotesis de induccién: En una digrafica D @go camino dirigido C de
longitud n <m contiene una trayectoria dirigida T de longitud a fo mas n.
¢) Por demostrar que en la digréfica D todo camino dirigido de longitud m

contiene una trayectoria dirigida de longitud 2 lo mas m.

Sea C =(Vo , ..., Vs, Ves1 5oy Ve , ..., V) UN CAMINO dirigidoen D de

longitud m, tenemos dos casos :
. —
1% Caso.- No hay vértices repetidos en C. En este caso C = Th.

2° Caso.- Hay al menos un vértice que se repite en C. Sea Vs = vy unpar
de vértices en E’con s#t y s<t.

Tomemos el camino dirigido ¢ = (Vo 5oy Y55 V1, .o, V) donde Ces
un camino dirigido en D de longitud m-(t-s) y como s<t,la
longitud de T 'es menor que m, Por hipétesis de induccion C' Gontiene una
trayectoria de longitud alomds m-(t-s) <m.

—
- C contiene una trayectoria dirigida de longitud menor que m,

16




CAPITULO |

Teorema No. 1.2
Si D es una digrafica entonces:

1) L"(D) es una digrafica nula, para alguna n, sty s6lo st D no tiene

ciclos dirigidos .
2} Si D tiene dos ciclos dirigidos unidos por una trayectoria dirigida
(posiblemente de longitud cero ) entonces :
/tm P, = o, donde P,eselnamerode vértices en

n—® L'(D).

Demostracion :
1)
= | Demostraremos por contrapositiva que si ) &s una digrafica que
contiene al menos un ciclo dirigido, L"(D) es no nula para toda n.
Sea D una digrafica tal que contiene al menos un ciclo dirigido.

Probaremos por induccién sobre n que L"(D) esnonulapara n en el

conjunto de los nimeros naturales.

a} Con n=0.

1°(D) = D que por hipotesis tiene un ciclo dirigido y por lo tanto no
es nula.
Con n=1.
LN(D) = 1(D).
Como D tiene al menos un ciclo dirigido por el teorema 1.1. 5)

LY(D) contiene también un ciclo dirigido.

- L' (D) es no nula y contiene un ciclo dirigido.

17



CAPITULO 1,

b) Hipotesis de induccion: Si D es una digrafica que contiene al menos un
ciclo dirigido entonces L¥!(D) esno nulapara n>1 y contienc al

menos un ciclo dirigido.

¢) Sea D una digrafica tal que contiene al menos un ciclo dirigido por
demostrar que L(D) es no nula.
Sabemos por la definicion 1.25. que L*(D) = L(L*' (D)), ademis
por hipdtesis de induccidn L*1(D) esnonula y contiene al menos un
ciclo dirigido, entonces por el primer paso de induccion aplicado a

L™ (D), L*(D) es no nula.

<] Supongamos que D es una digrifica que no contiene ciclos
dirigidos. Por demostrar que L*(D) es una digrafica nula para alguna n.
La demostracion se hara por induccion sobre la longitud de una

trayectoria dirigida en D} de longitud méxima.

1° Sea D una digrafica tal que la maxima longitud de una trayectoria
dirigida en D es 1. Por demostrar que L(D) es una digrafica nula.
Supongamos por reduccitn al absurdo que existe
h ={a;,a)e W con a,a; enF(D) donde el vértice final de a; es
el vértice inicial de @» en D. Dichas flechas inducenen L(D) una
trayectoria dirigida de longitud 1, pero si esto ocurre, entonces existe en
D una trayectoria dirigida de longitud 2, a saber la que inducen los
vértices de las flechas a; y @ Lo cual contradice la hipdtesis de que en

D la maxima longitud de una trayectoria dirigida es 1.
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2° Hipdtesis de induccidn: Si D! es una digrafica tal que la maxima
longitud de una trayectoria dirigida en ella es n = 2 entonces L(D" es

nula

3° Sea D una digrafica tal que la maxima longitud de una trayectoria

dirigida en ella es n+1. Por demostrar que L™(D) es nula.

Observacion

L*(D) =L (L*(D)) = L"(I(D)). Claramente estas
igualdades son ciertas si partimos de la definicion de digrafica

de lineas n - iferada .

La maxima longitud de una trayectoria dirigida en L{D) es n. Por
reduccion al absurdo supongamos que existe una trayectoria dirigida
T en [(D) de longitud mayor que n.

—

T={(ay,a ,...,0y ) conm > n

Por el teorema 1.1. 5), tenemos en 1) una trayectoria dirigida de
longitud m+1, donde m+1 > n+1, lo que contradice que la trayectoria
disigida de longitud maxima en D es de longitud ntl.

Por otra parte si—?: (#p , # , ..., Uye1 ) €5 una trayectoria dirigida
en D de longitud n+l y @, = (u; , 4 41 ) paa O <i<n
entonces (do , @1 , ..., Gn ) €S una trayectoria dirigida de longifud n
contenida en (D).

Asi la maxima longitud de una trayectoria dirigida en L{D) es n.

. Por hipétesis de induccién aplicada a L(D) tenemos que
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L"(L(D)) es nula, esto es, L™ (D) es nula.

2) Demostraremos la siguiente proposicion:
Sea D una digrafica que contiene dos ciclos dirigidos unidos por una
trayectoria dirigida (posiblemente de longitud cero) entonces LY(D) tiene
dos ciclos dirigidos unidos por una frayectoria dirigida de longitud al

menos n.

La demostracién se hara por inducién sobre n.

a) Para n=0, L°(D)y= D que por hipétesis cumple.

Afirmacidn .,

Sien D existen dos ciclos dirigidos E}’y (_‘z unidos por una
trayectoria dirigida de longitud K (que tienen en comin con C-l_’y G
solamente [os extremos)* entonces en L{D) existen ciclos dirigidos
HC_I"’ y E:" de 1a misma longitud unidos por una trayectoria dirigida de
Jongitud K+1 que sélo tienen en comin con los ciclos los extremos.

* Sea TT’una trayectoria dirigida en D de (_?T a 6; Sea x el dltimo
vértice de 77 que esta en o] ysea y ¢l primer vértice de T_.’posten'or ax
que estd en _C—;entonces la trayectoria dirigidade x a y en D contenida

en 7, llamémosla T, es una trayectoria dirigidade C; a C; que intersecta

—_— —_
a C, y C; soloen los extremos.
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Demostracion :

Sea D una digrafica tal que contiene dos ciclos dirigidos

a =(uy ;. , U , U0 ) y_ég = (Vo ,...,¥s , Vo Junidos por una trayectoria
LA > —

dirigida T = (wo ,..., wx ) de longitud K quevadeC, a C, vy cuyos
puntos en comiin solo son los extremos de la frayectoria dirigida, es dectr,

up. =Wy y Vo =w; . Entonces L(D) contiene un ciclo dirigido Cr* poret
tcorema 1.1.5) y por la misma razon contiene también un ciclo dirigido Cj:
con 51' * = CT’ y C_ﬁ = 6’ ademas de una trayectoria dirigida T de
longitud K1 (esta trayectoria dirigida la obtenemos de :1"_>como en la
demostracion del teorama 1.1 4)).

Asi (U, 4o ), (g W1 ), ?*, (W Wi ), (W ,vi )) esuna trayectoria
dirigida en L(D) de longitud k+1 que une alos ciclos (T’ y Cy

en L{D) y tiene en comun con ellos solamente los extremos, con K=0.

b) Hipdtesis de induccién: Sea D una digrafica que tiene dos ciclos
dirigidos unidos por una trayectoria dirigida (posiblemente de longitud
cero), entonces L"(D) tiene dos ciclos dirigidos unidos por una trayectoria
dirigida de longitud K >n que tiene en comun con los ciclos inicamente

los extremos .

¢) Sea DD una digrafica tal que contiene dos ciclos dirigidos unidos por
una trayectoria dirigida posiblemente de longitud cero. Por demostrar que
1. (D) contiene dos ciclos dirigidos unidos por una trayectoria
dirigida de longitud mayor o igual a2 n+1 que tiene en comun con los

ciclos unicamente los extremos .
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Sabemos que L"*1 (D)=L (L"(D)), ademas por hipdtesis de
inducciény Aff (1) aplicadasa D y L"(D) respectivamente tenemos
que L' (D) contiene dos ciclos dirigidos unidos por una trayectoria
dingida de longitud K+1,y como K =n, K+1 >n+l.

lim Pp=w
n— o

Enlafigura 1.3 se ilustra el resultado del teorema anterior.

Coreolario No. 1.2.1
Sea D una digrafica fuertemente conexa y L"(D) =D para aiguna
nx1 entonces 1L(D) = D y D esun ciclo dirigido.

Demostracion :

Sea D una digrafica fuertemente conexa tal que L"(D) =D para alguna
nxl.

Como D es fuertemente conexa y por el lema 1.1, se sigue que D tiene
por lo menos un ciclo dirigido. Supongamos que al menos tiene dos ciclos
dingidos a y C_; entonces como D es fuertemente conexa existe una
trayectoria dirigida“f" dea a_éz (posiblemente de longitud cero), y por el
teorema 1.2 L"(D) =D.

. D sélo tiene un ciclo dirigidot';.
Ahora demostraremos que D es un ciclo dirigido. Probaremos que tedo

—
vértice y toda flecha de D estan contenidos en C,. La demostracion se hara

por reduccién al absurdo.
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—
a) Supongamos que a; =(vs ,x) e F(D) pero ay =(vy , ¥ )¢ F(Cy)
—
Como D es fuertemente conexa, existe un  x vp -camino dirigido C que
—
claramente no contiene a ay, entonces si C= (X, % , % , ... Hm >, ¥0 )

fenemos que

(x,u ,M .., Uy ,¥a ,X) esunciclo dirigido Cy distinto de G,
contenido en D, contradiciendo que D solo tiene un ciclo dirgido.

- Toda flecha de D est4 contenida en Cr.

b) Supongamos que x € V(D) pero x ¢ V((fﬁ. Como D es fuertemente
coitexa, en particular D es conexa, entonces existe

a=(x,y)eFD) talque ye V(CT) yag F(CT:), por otro lado existe un
vx - camino dirigido 51‘ =(y,..,x) contenido en D tal que
(y,...,x,y)esunciclo diferente a C? contenido en . Contradiciendo
que en la digrafica D s6le hay un ciclo dirigido.

D za y D = L(D) porel teorema 1.1.5).

O\/O \/
/0\ /\

) Dy
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Teorema No. 1.3,

Si D es una digrafica con al menos tres vértices ( ninguno aislado)

entonces:

L(D) es fuertemente conexa si y solo si D es fuertemente conexa.

Demostracion
=»] Sea D una digrafica con al menos fres vértices, ninguno aisladoy L(D)
su correspondiente digrafica de lineas con L(D) fuertemente conexa.
Sean {u, v} < V(D), como D notiene vértices aislados entonces existe una
flecha / € F(D) que entraosalede » y también existe una flecha
keF(D) que entra o sale de v. Tenemos entonces los siguientes casos
a) u y v son los vértices finales de su flecha correspondiente en D.
b) # y v son los vértices iniciales de su flecha correspondiente en D.
¢) u vértice finalde s y v vértice inicial de k en D.

d) u véttice inicial de 4 y v vértice final de £ en D.

Analicemos el caso a) Como 1I{D) es fuertemente conexa existe un
camino dmgldoC enl{D) de & a k. C =(ay ,ay 5...,an ) con

ay = h y agw=+k ademds a; =(u; ,u41 ), porlo cual u; = u
y u. ., = v. Estecamino dirigido en L(D) induce un camino dirigido
(:'t * on D utilizando los vértices de las flechas del camino ? asi
C *=(Ug Uy ..., Uy, Bpe ) €S un camino dirigido contenidoen D y
(W = U, .., Uy, Ug; = V) €SUD %V - camino dirigido contenido en D.

Andlogamente para los casos restantes.

. D es fuertemente conexa.
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CAPITULO 1.

<} Sean h=(u ,uy )y k=(v ,v ) en F(D), por la definicién de
D), th, &k} cF (el conjunto de vérticesen L(D)) y o , 41, vo , V| SO0
vérticesen D .
. . - .o - _’
Porser D una digrafica fuertemente conexa existe un camino dirigido C
en D de uy a V[},—(:P=(XO = U ,X1 ,..,%n = Vp ) asieste camino
induce en L{D) un camino dirigido utilizando las flechas correspondientes

t, = (X1 ,%x, )Yparal<i<n.

Finalmente el camino dirigido C* =(1y =A, t; , ..., ta ,fuwe =k) en
L(D) es el camino dirigido buscado.

s 1{D) es fuertemente conexa.

Un ejemplo claro del resultado de este teorema es un ciclo dirigido, ofro

gjemplo es la digrafica de la figura 1.4

0 [¢]

SN
. \/

D FIG 14 L(D)
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Definicion No. 1.26.
Una coleceion { S, } 1er de subconjuntos ( posiblemente vacios) de un

conjunto S es llamada una particidn general de S si 8= Ui e S, ¥y

si S, NS, =0 para i #].

Definicion No. 1.27.
Sean A y B dos conjuntos de vértices (no necesariamente ajenos, pero no
ambos vacios). Entonces la digrdfica K7A , B} es aquella tal que ¢l
conjunto de vértices es AW By el conjunto de flechas es Ax B. Aesta

diprafica la lamaremos digrdfica bipartita completa .

Teorema No. 1.4.
Sea H una digrifica y M sumatriz de adyacencia entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

a) H es una digrafica de lineas;

b) Existen dos particiones generales { A; } ie1 ¥ {B, } ic1r de
V(H) tal que F(H) =U, «1 E?Al, B.);

¢) Si (v.w),(u,w)y (u,x) sonflechasde H entonces (v, x)
también,

d) Cualesquiera dos filas de M son idénticas o son ortogonales.

¢) Cualesquiera dos columnas de M son idénticas o son ortogonales.
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Demostracion :
a=>b]

Sea H = IL(D), para alguna digrafica D. Paracada v; € V(D)
defimimos los siguientes conjuntos: A, el conjunto de flechas que entrana v;
y B, el conjunto de flechas que salen de v;. Toda flechade D esta
contenida en algin conjunto de los anteriores, por lo que todos los vértices de

H estan contenidosen U, .1 A; vy UjierBi.

Claramente por la definicién de los conjuntos A; y By, Ay NA;=C y
B, "B,=0 si i#]. Asl {Ai}.a ¥ {Bi}ie sondos particiones
generales de los vértices de H.

Falta demostrar que F(H)=U; o I?(Al, B;, donde K_(Ai, B;) es la
subdigrafica de I(D) inducida por A; U B;.
<l Sea h=(a, ajny € F(H) entonces a; —(v;, vin)
@341 =(Vy 41, v942) son flechas en D donde a; esadyacentea djii,
es decir, el vértice final de a5 es el vértice inicial de dy.,. Como la

[
flecha a; € Ay ¥ @y € Byy entonces he K(Aj:, Bya)

o] Sea (a,, b, )e I{_.( A, , B, ) paraalguna i € I, entonces

ai e A,y b; €B, porloque {a; ,5: } < V(H), dedonde
(v, c1,vi )y by =(vi , V1), el vértice final de laflecha a; es
el vértice inicial de ia flecha 4, , entonces por la definicion 1.22 tenemos

que a, esadyacente a b,,esdecir, (@, , b; ) e W =F(H).
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Porlotanto { A, } .e1 ¥ {Bi } .e1 sondos particiones gencrales
de V(H} talque F(H) = U, ET K (A, B,).
b) = c)]

Supongamos que existen dos particiones generales de los vértices
de V(D) {As}rier v {Bi }icrtalque FI)=U; . K(A,,By ) vy
sean (v, w),{(u,w)y (u x) en F(H) entonces por definicionde A; vy
B, existen 1,J,] tales que;

(v,w)e K’(Al , B1)
{(u, w)e IZ’(AJ- , By)
(u,x)e K_’(AJ , B1).

Como B, nB;=& con i#j,pues { B; }: 1 esparticion general de
los vérticesde H, w e B,y w e B; de aqui se sigue que i=j. Asitenemos
que {v,u }c A,,pero ue A; ypuestoque { A, }, .7 esuna particién
general de los vértices de H, i = k.

—»
"veA, yxeBjasi (v,x)eK(A,; B, )yporlotanto

(v, x) e F(H).

= d)]

Sea p, la i-ésima fila de M = (m;,) y supongamos por
contradiceion que existen dos filas p, y p, tales que no son idénticas y no
son ortogonales. Por lo que existen h y k talesque migp=1 y my =1,
Pero eso significaque (vi, va), (v , %) y (v, v )sonflechasde H
mientras que (v;, w ) noloes. Contradiciendo la hipdtesis c).

.. Cualesquiera dos filas o son idénticas o son ortogonales.
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dy>e)]
Basta sefialar que el siguiente enunciado es equivalente:
Para cualesquiera i,j, b,k sl myn= Myx =My =] enionces

Mk =1.

d=c)]

Sean (v,w),(u,w) y (u,x) flechas de I, lo cual implica que
existen las filas i,j y las columnas A, k tales que myup= My = Mik =1,
Como cualesquiera dos filas de M son iguales o son ortogonales y puesto que
myx= m,; =1 entonces lafila iesigualala fila j.

Porlotanto m, =1, es decir (v, x) € F(H).

¢)=>b)1]
Paracada i y j con m,; =1,sea B, ={w € V{H)|my =1}

y sea B,;={ w e V(H)|my = 1}. Entonces por ¢) A: es el conjunto de
vértices cuyo vector fila en la matriz M es idéntico al i-ésimo vector fila, de
1gual manera para B,; es el conjunto de vértices cuyos vectores columna en
M son idénticos al vector fila j-ésimo.

A continuacion demostraremos que i m, ; =My entonces Aiy = Ay ¥
B,, =B,;. Porotroladosi m,, =m;, entonces Ai, =Asn ¥Biy =Bin.

Tomemos el caso m;, = my, entonces por la definicion de nuestros
conjuntos A,; y Ax; tenemos que Ay =Ay,={wm € VH) myy =13}
y por la definicién de los conjuntos B,; y By, tenemos

Byy={ve e VE)|my =1} yByy ={v: e Vl)imer =1}.
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Falta demostrar que B,; = Byj.

Sea v, € B,,, tenemos dos posibilidades :
a)si vy = vy, enfOnees Vs € By, puestoque v; € Byj.
b)si ve# v, , v € B,y ©3m=1(ycomo los renglones 1 yk son

tguales } ¢ 3my s=1 v By .

En el caso m,, =M,y , por la definicion de nuestros conjuntos By y
B,, tenemosque Bi; =By = {vp € V(I)imy, =1} ypor la
definicion de los conjuntos A, v Ajn tenemos
A, ={v e VE|mg=1}y Awm={»n e VH)mu=11}.

Falta demostrar que A,; = Aun-

Sea v € A,;, tenemos dos posibilidades:
a)si v, = vy, entonces v, € A,y puestoque v, € B,,.
b)si v, =V, ,Vr € Ajy, < I My =1(ycomo las columnas i v h son

iguales) < Im ;=1 << v, € By .

De aqui concluimos que 10s conjuntos As; = Ain=Axy = Awm ¥
también B,, = Bn=By; = Bm por lo que de €l conjunto total de m,; = 1
podemos hacer una seleccion para tomar solo los conjuntos distintos { pues
por la condicién de orfogonatidad A:j vy Aux 0 sOR iguales o son ajenos, lo
mismo sucede para Bi; y Bnx ).

A continuacién se describe el procedimiento para poder determinar los
conjuntos que nos daran las particiones que necesitamos.

Primero tomaremos todo el conjunto de m, ;= 1.

Hacemos una primera revision durante la cual eliminaremos aquellos
elementos, los cuales coinciden en renglones y posteriormente una segunda

revision descartaremos aquellos elementos los cuales coinciden en
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columnas. Finalmente ¢l conjunto que obtenemos es tal que si my; =1 =1y
no fueron elimipados esporque i#=h y j#k.

Cabe mencionar que durante 2 segunda revisién tomamos en cuenta tados
los m,;, atm los ya eliminados.

Finalmente podemos concluir que los conjuntos A,; y Anx son ajenos
si los subindices son distintos y son iguales si alguno de los subindices
coinciden (con base en la aclaracion anterior). Por lo cual podemos tomar
solo un subindice, en este caso tomaremos el primero.

Asi A,; X Byy cFH) y FE)=U;; By X Biy. Siexiste un vector
fila cero en M, sea A; el conjunto de vértices cuyo vector filaenM esel
vector cero ysea B, = . Haciendo lo mismo con los vectores cero

columna de M obtenemos la particion requerida.

by=a)]

Sea D una digrafica tal que sus vértices son los pares ordenados
(A, B,) yoon |B; nA;| flechasde (A:,Bi) a (A;,By) paracada ij
(incluyendo i=j). Sea oi; una funciénunoa unode B; MA; sobre el
conjunto de flechas de D, por gjemplo s1 By nA; = {a,a ..., a}
entonces por definicién por cada elemento a, ponemos una flecha f.
Entonces la funcién o definida en los vértices de H tomando o de 6;; ¢és
una funcién bien definida de V(H) sobre V(L{D)) ya que
{B, NA,}i 1 esunaparticion de los vérticesde 11 (la interseccion
[(B, nA)NByNA) =D con B NAy )= (BuNAL)

puesto que tenemos tres posibles casos:
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caso 1) i=h, j=k

(B, nAJ)m(maAk):(BlmBh)m(A] NA )= GND=D.

caso2) i#h , j=k
(B, nA, Yn(ByNAL) = (By ABy ) (A nA) = DAy NAD
=

caso3)i=h , j#k
(B, nA; )N BunAg) = (Ba ABy )N (A NA) = (Bs NBr)ND
=0, yademds U,;(Bi n Aj)=V(H) pues:

5] h e V(H) entonces existe i€ I tal que h e {B; }ier es particion de
V(H) y existe j €1 talque he A; pues {A}ieres particion de V(i) .
Porlotanto he By MA;
c) Sea aeB; mA; entonces d€ B, v a €A, ycomo {Bi}ict
¢s particion de V(H). Porlo tanto @ € V({IT)). Ademds o esunoauwnoy
sobre ya que cada ©,, loes. Podemos ver que © ¢s un isomorfismo de H
sobre L(D), si (a, b) c F(H) entonces existen i, j,k tales que
aeB, nA, y beB; nAs pues(a,b) ek (A; B, ). Deeste modo
o (a) es una flecha de D de (A;,B.) a Ay By ) Y o (b) es una flecha
de D de (A;,B; ) a (Ax,Bx).

Por lo tanto (o (@), o (b)) € FA(D)).
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QObservacion:
(0sii=j
|B, n A ] =1
[ 1 siiwj
Sii=] ysi IB, M A, |>0 entonces D tendria al menos un lazo, lo cual
no es posible por la definicién 1.1.
Sioi#} ‘ B, mA, t =1 pues lafuncidn es uno a uno y D esuna
digréfica.
Para ejemplificar el resultado del teorea tomaremos dos digraficas que
resultan ser a su vez una digrafica de lineas figura 1.5, este teorema nos dala

caracterizacion de las digraficas de lineas.

¥1
0 M= 0101
/\ 0010
) 0 0000
¥4 lvg 0000
oV
H,

FIG 1.5

Segin la demostracion del teorema 1.4, para llegar ala digrafica Dy ( con
L(D)=H).
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Tomemos el conjunto {my,,m 4,33}, al hacer la primera eliminacion,
tenemos que el conjunto se ha reducido a : { m, ,m;3 } donde los subindices
de cada m,; son distintos coordenada a coordenada .

Tomemos entonces el subindice i para los conjuntos a formar,
Ar={w}.Bi={wn,wn},A={v} vy By={v }. Como en este caso
tenemos filas y columnas iguales a cero, procederemos a formar los conjuntos

Az={vs,v},Bs=00, Ay=0 y Bs= {wn }.

Asi obtenemosque { A; }.e1 ¥ {B. }ic: son particiones generales de
-_—

los vértices de H y las digraficas bipartitas completas K (A ;,B,) para

1<i< 4
Vi V2 V3 Vi V4 WV
/0 ~ 0O ——» 0 O 0 0
O o0
Va2 Yy
— — b
K (A3,B;) K (A3,B;3) K (A4,Bs)
K(A;,By)

Finalmente tenemos que nuestra digrafica D, es la que ilustramos en la
figura 1.6, esta digrafica la obtenemos a partir de la digrafica H; por medio

dela funcion o .
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CAPITULO 1
NUCLEOS, SEMINUCLEQS, CUASINUCLEOS Y
FUNCIONES DE GRUNDY EN DIGRAFICAS Y
DIGRAFICAS DE LINEAS.

Definicion No. 2.1
Sea D una digrafica, N V(D) es un adcleo en D si y solosi:

1) N es independiente, es decir, V{x,y} <N x no es adyacente

ayen I
2) N es absorbente, es decir, Vx e (V(D)\N)dyeN >3

(x, )= EK(D).

Definicion No. 2. 2
Sea D una digrifica, S ¢ V(D) esun seminicleo en D si y sélo si:
1} § es independiente.

2) Si existe(x,y)e F(D) con x S entonces existe (x,z)e F(D)

con z €8,

Definicion No. 2.3
Sea D una digrafica, un cuasinicleo en D es un conjunto independiente

de vértices C < V(D) tal que:
VID)=C v Ip (C) v Ip{Tp(C)),esdecir, Vx e (V(D)\ C) existe

una trayectoria de longitud a lo més dos hacia el cuasinicleo.
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Definicion No. 2. 4
Una funcién entera no negativa g(x) es llamada funcién de Grundy en

una digrafica D si para todo vértice x € V(D), & (x) esel minimo nimero

entero no negativo tal que no pertenece al conjunto { g(¥) tye U p(x)}.

Lema No. 2.1
Sea D una digrafica, y g(x) una funcion entera no negativa, las siguientes

proposiciones son equivalentes:

1) g(x} es funcion de Grundy.

2) g(x) cumple las siguientes propiedades:
i) Siglx) =k>0 entonces ¥V 0<j<k dy el*p(x) con g¥) =].
ii) gfx) =k implica que todoy € I"p(x) satisface que g0 =k.

Demosiracion :

Sea D unadigrafica y g(x) una funcion entera no negativa.

{=2] Sea x e V(D) talque g{x) =k>0.

a) Por demostrar que V 0<j< k 3y el"p(x) con &) =J.

Sea 0<j< k y supongamos que no existe y el™p(x) con gy} =1}, e€s
decir, ¥y el p{x) gly) =], lo cual contradice que k sea el menor entero no
negativo que no pertenece al conjunto { g(3) |y € I T ()}

3y el"p(x) con gO) =j.

b) Por demostrar que si g(x)=k entonces V ye 'y (x), g #k.

Sea x e V(D) tal que g(x) =k , por definicién de funcion de Grundy
g(x) 2 (g |y el "px)} porlotanto g(x) #k paratodo y e I'"p(x)
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2=1] Pordemostrar que Vx € V(D),
g(x) = minimo entero no negativo que no pertenece al conjunto
(g lyel p(x)}.

Sea x e V(D) v gx)=k.
1g(x) ¢ {g0)|yeT p()} por ii).
2° g(x) es el minimo que cumple g(x) ¢ {g() |y € T " p(x)}, puesto que si
no lo fuera, existiria ze V(D) tal que g(z)=L que el minimo entero no
nepativo tal que noestaen { g(y) |y € I *p(x)}, porlotanto 0 <L <k.

Por otro lado sabemos por i) que Iy el'p(x) con g =L,
contradiciendoque L ¢ {gi){y el "p(®)}.

.. g{x) = k es el minimo entero no negativo

que no pertenece a { g |y € I' " p (¥)}.

Enla figura 2.1 se muestran algunas digraficas ejemplificando Nicleos,

Semintcleos, Cuasimicleos y Funciones de Grundy.

. Tiene 3 cuasinicleos :

| ol D
C,={a}
: C,={b}
| Cs={c}

-—
¢ O

Dy b
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CAPITULO 2,

U D, Tiene 2 nucleos:
Nl = {a’d} }'N2= {b ’C}
Tiene 2 cuasinicleos :

Ci=fa,d} yG=ib,c}

O« — Q4
D, Tiene dos funciones de Grundy:
grV(D)—— Nu{0} donde: y guV(D)——— Nu{0}
donde:
gila)=0=gi(d) g{a)=1=gm(d)
slb)=1=gfc) g(b)=0=g(c).
a b
o >0 D; Tiene un nicleo Ny = {c}
j Tiene un cuasintcleo C; = {c}
o4 o
< ])31 d

FIG 2.1
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Definicion No. 2. 5

Sea D unadigraficaysea f:P(V) ——» P(F) una funcién tal
que para cadaZ <V(D), KZ) ={(ux) e F(D)xeZ}.

Notacién : Utilizaremos el simbolo Hy, cuando H < F(H) juegue el papel
de wvértices en L(D).

Denotaremos con P(X) el conjunto de todos los subconjuntos de X

y por Card (X) la cardinalidad del conjunto X .

Lema Ne. 2. 2.
Sea D unadigrifica y si ZgV(D) esunconjunto independiente en

D=(V,F) entonces f{Z)y esun conjunto independiente en L{D)=(F,W).

Demostracidn :

Sea Z < V(D) un conjunto independiente. Sea { Ak} < §Z),, por
demostrar que (k) ¢ W, es decir f{Z ), es independiente.

Como { bk} g fZ)r,enD h y £ sonflechas cuyo vértice final esta en
Z. Supongamos por reduccién al absurdo que (4,k) € W, por lo tanto el
vértice final de 4 es el vértice inicial de £ es decir son de la forma

h=(vo,v) ¥y k=(vi,v2). Con {vp,vi,»2} < V(D)}, tenemos que v; es
adyacentea v; pero {vi,»»} < Z lo cual contradice que Zes

independiente.
Por lo tanto f{Z). es independiente.
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Teorema No 2.1

Sea D=(V,F} unadigrifica, entonces el nimero de nicleosen D es

igual al nimero de naeleos en su digrafica de lincas L(D) = (F,W).

Demostracion :

Sea K el conjunto de todos los niicleos en la digrafica D y sea K* el

conjunto de todos los niicleos en L{D).

Observacion y:
Si N e Kentonces f(N); e K*.

Demostracion :

Sea N unnicleoen D,porellema2.2 f(N). es independiente.
Sea k=(a; , @) € F. tal que & e (Fi,\ f(iN) 1), por demostrar que
(kh)y e Wparaalguna 2 e F(N),.
Por definicion de f(N);,en D el vértice final de k¥ no estaen N. Como
N es un micleo en D, en particular es absorbente, es decir, existe a3 € N tal
Que (az,a3)e F. Llamemos ~=(a; ,a;) como a; e N, entonces A ef(N),
y ademds (hk) € W, f(N)es absorbente.
Por lo tanto fiN). es un nucleo de L{D).

Observacion 5.
El mapeo f':K — K¥* esinyectivo, donde ' es la restriccién de f

a K.
Demostracion
Sean {N) Nz} ¢ K tal que N, # N,. Sin pérdida de generalidad

supongamos que (Ni)\ Na}# @. Sea u e (N;\ N), como N, es nicleo en
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CAPITULO 2.

D, es absorbente, es decir, existe v e Ny tal que (u,v) e F por lo que
(1, v} € £ (Ny).. Por la independencia de Ny, v & Ni, asi que (z, v)& (N
Por Io tanto f'MNL # £'(Na)i, la funcion f'es inyectiva.

Observacion ;:
Si H; e K* entonces g(H) € K. Donde g: P(F) —» P(V) esuna
funcion tal que si Hy, < Fy, entonces g(Hy) = X(Hy) v Y(HL) donde:
X(Hy)= {vi(u, vy eH} ¥
Y(H,) = {u| 8 p(x)=0 y « noesadyacente a ningiin vértice de X(H)}.
Demostracion:

Sea Hy un nicleo en L{D), por demostrar que g(Hy ) es micleo en D.

a) g(H,, ) es un conjunto independiente en D.
Sean { u, vl cg(Hy), {#, v} < V(D), entonces tenemos tres casos:
{w, v} c X(He)
NDue X(H) y ve Y(HL).
H{uvic Y(HL).

Caso 1) # es un vértice final de una flecha 2 e Hy y v es el vértice final
de una flecha k e Hy. Supongamos por reduccion al absurdo que u y v son
adyacentes, es decir, que (x,v) € F(D), tenemos dos casos:

I° Si k=(xv) entonces (Ak) € W, lo cual coniradice que H; es
independiente.
2° Si k=(wv) # (uv)=d entonces como Hp es independiente , d ¢ Hy,

y como Hj_ es absorbente sabemos que existe b=(v,z) e Hy, talque
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CAPITULO 2.

(d.b) € W puesto que el vértice final de k coincide con el vértice inicial de
b, por lo que por la definicién 1.22 (kb) € W con {kb}c Hi

contradiciendo que i, es independiente. En consecuencia (u,v) ¢ F(D).

Caso2) Por definicion de Y(H), si veY (Hy), v no es adyacente a ninghn
vértice de X(Hy), (v1) ¢ E(HL) y como 8p(v)=0, (u,v) ¢ F{HL).

Caso3) &p(u)=0=38p(v), ninguno de ellos es vértice final de alguna
flecha de D, por lo tanto no pueden ser adyacentes.

Por lo tanto g(Hy,) es un conjunto independiente en D.

b) g(Hy) es un conjunto absorbente en D.
Sean u e (V(D)\ g(Hr.)) = (V(D)\ (X(Hr) VY(HL)}), entonces existen dos
posibilidades:
)8 p{1) #0, u es vértice final de alguna flecha en D. En este caso existe
t =(pu) € F(D). Como u ¢ F(H;) entonces t ¢ Hy. Por ser absorbente
H, en L(D) existe k= (xv) € Hy, con lo que implicaque v € X(Hy),
v e g(Hy).
i) 6 p(x) =0 y esadyacente a algin vértice de X (Hy),sea ve X(Hy)

dicho vértice, entonces (u,v) € F(D)con v € g(H ).
Observacion 4

Lafuncion g':K' — K esinyectiva, dondeg'esla restriccion de g
a K.
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Demostracion:

Sean {N_,P.} < K' tales que Ni = P.. Sin pérdida de generalidad
supongamos que (Ni\ P1) es no vacio. Sea / e (N\PL), sea u el vértice
final de A, porlo que # € g'(N). Como Py es absorbente en L(D) y 2 ¢ Py,
existe £ € Py talque (A, k) eW y ke F(D). Sea v el vértice final de £,
como (hk} € W, esto quiere decirque v € g'(P1) y puesto que Py es
independiente en L(D), u ¢ g'(PL), poriotanto g'(NL)=g'(PL).

Por lo tanto g' es una funcion inyectiva.

Finalmente por la observacion 2 tenemos que Card(K) < Card(K') vy
por la observacién 4 tenemos que Card(K') £ Card(K). Delo que
concluimos que Card(K) = Card(K").

Corolario No. 2.1.1
Sea D una digrafica, D tiene niicleo siy solo si su digrifica de lineas
L(D) tiene micleo.
Demostracion .
Se sipue inmediatamente del teorema 2.1
Teorema No. 2. 2.
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno

entonces el niimero de semindcleos en D es menor o igual al nimero de

seminicleos en su digrafica de lineas L(D).
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Demostracion .

Sea @ el conjunto de todos los seminucleosen D y @ el
conjunto de todos los semindcleos en L(D).

Probaremos dos cosas, primero probaremos que un seminiicleo en D bajo
la funcién f vaaunseminicleo en L(D) y segundo que la funcién f
restringidaa o es inyentiva.
1° Sea S unseminticleo enD. Porellema2.2 f(S), es independiente en
L(D). Sea (s,h) € W con s & f(Sh entonces en D tenemos que

{5 =(51,52), h=(%2,t)} < F(D)con s; € 3, como S es seminicleoen D ¥

puesto que # ¢ f(H). (vaque S es independiente), t ¢ S y existe

s;e S talque y=(t,s) e F(D),conloque y=(t,s3) e fiS) (hy)eW.
Por lo tanto f(S). es seminiicleo en L(D).

2° f':@ — " @' esunafuncién inyectiva donde f"' es la restriccion

defa m.

Sean {S,,S;} c @ talque S§;#8;.Sin pérdidade generalidad,
supongamos que (Si\ S) es no vacio. Sea v e (8,1 52), yaque el ingrado de
v es al menos uno, existe (V) e F(D), por la definicién de ',

(1,v) e (£(SL\ f'(S2)L) (pues de lo contrario v € Sy).

Por lo tanto card (@) < card (') .

Definicidn No. 2. 6.
Sea D una digrafica, y sea f la funcién definida en 2.5, denotaremos por £*
a la funcion definida como sigue:
f* : P(F) ———»P(V)
v AcF([D) f*A)={xe V(D)|(ux) e A}.
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Corofario No. 2.2.1
Si D es una digifica tal que para todo vértice tiene ingrado al menos uno,
entonces D tiene un seminiicleo siy sélo si su digréfica de lineas

L (D) tiene un seminicleo.

Demostracion :
=] Sea D una digréfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno
y supongamos que D tiene un seminticleo S, por la demostracion del
teorema 2.2 sabemos que f(S)L esun semindcleo de L(D).
<1 Si L{D) tiene unseminicleo S entonces probaremos que
f*(S) esun seminicleode D.
a) Demostraremos que f* (8) es independiente.
Por reduccion al absurdo, supongamos que f* {S) no es independiente,
entonces existen {x,y} < £* (S) talesque (x,y)e F(D).Como
xe £*(S), existe ¥ € V(D) tal que (#,x) € S. Entonces
((z,x),(x,y)) eW, ademss (x,y) € S pues Ses independiente. Asi, como
S es seminiicleo en L(D), existe una flecha (y,v) € F(D) con ve V tal que
el vy (%.3).v))eW.
Como también y € f * (S), entonces existe t € V(D) talque (t.y) e S.
Entonces ({0}, »v))e W y { (v ,(t))} < S, lo que contradice que S
sea independiente .

Por lotanto f*(S) es independiente.

b) Demostraremos que si ¥ € V(D) tal que tenemos una f * (5) y - flecha
entonces existe x € f*(8) tal que (y.x) € F(D).
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Sea y € V(D) tal que existe una f* (8) y - flechaen D, es decir, existe
zef*(S) tal que (zy) € F(D). Como zef* (S) entonces existe
1« e V(D) tal que (uz)e S, porloque ({12}, (zy)) € W (claramente
(z,») S pues$ esindependienteen L(D)) es una S (z,y) - flecha en
1(D). Como S es un seminicleo en L(D) entonces existe una
(z.y) S - flecha en L{D),sea (»x) €S tal que { (zy), (nx)) € W donde por
definicion de f*,x  £*(8). Por lo tanto (y,x)esuna yi*(S)- flecha en
D.

. £* (S) es seminucleo de D.

Teorema No 2.3
Sea D una digréfica tal que cada vértice en D tiene ingrado mayor o iguala
uno entonces el namero de cuasindeleos en D es menor o igual al nimero de

cuasiniicleos en su digrafica de lineas L(D).

Demostracion:

Sea © el conjunto de todos los cuasinticleos en D y @' el conjunto
de todos los cuasinicleos en L(D).

Primero demostraremos que si Q  es un cuasinicleo en @, Q). es
cuasinicleo en (D).

Sea Q un cuasinficleo en D, en particular Q es independiente y por el
lema 2.2 f{Q). esindependiente.

Sea h=(x)) e Fy,detalmaneraque 4 ¢ Q,poresta razon y ¢ Q.
Como Q es un cuasinicleo en D, existe una trayectoria dirigida de longitud a

lo mas dos hacia Q. Consideremos los dos casos posibles:
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a) Silalongitud de la trayectoriade y hacia Q es uno, entonces existe
]T-:(y, 1) una trayectoria de longitud uno donde # € Q. Llamemos
k=(yu) e RQ)y,asi h esadyacentea & en L(D).

Por lo tanto (h, k) e W.

b) Silalongitud de latrayectoriade p hacia Q es dos, entonces existe
'_F: (v, u, w) una trayectoria de longitud dosdonde w € Q. Sea k= (uw)
en flQ), y denotamos por b= (yu), tenemos entonces que ’_IP= (h, b,k
es una trayectoria dirigida de longitud dos en L(D) con ke f (Q). (las
flechas 4, b, k son distintas pues y #w € Q, D no tiene lazosy la
trayectoria de y hacia Q es de longitud 2).

Ahora demostraremos que f':® ——» @' esuna funcion inyectiva,
donde f'es larestriccionde f a ©.

Sea {Qi,Q:}c ©, talesque Q; = Q. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que (Q\Q;) es no vacio, sea v € (Q\ Qy). Por hipdtesis
sabemos que el ingrado de v es al menos uno, asi que existe {xv)

en F(D) ycomo veg Q, entonces (x,v) e (f(Qu)\ {Q))L). Por lo tanto
F(Qur » QR

Lema No. 2. 3.
Sea D unadigrifica vy xoe V(D). Si f; y £, son funcionesde
Grundy en D tal que para todo y e I'p(x) fi(y)= £(y), entonces
£y (xo) =fa(x0).
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Demostracion :

La prueba se sigue inmediatamente de la definicién de funcién de Grundy.
Sea xp€ V(D} y fi, £, funciones de Grundy, fi (xo) es el minimo entero
no negativo que no pertenece al conjunto {fivy )y el™*p (x0)}, pero por
hipotesis { () |y €l'p (xo)}= { B} |y eIp (xo), por lo tanto
fy (xo) = f3 (xo0).

Teorema No 2.4
Sea D una digrafica tal que cada vértice tiene ingrado al menos uno
entonces el mimero de funciones de Grundy en D es igual al niimero de

funciones de Grundy en su digréfica de lineas L(D).

Demostracion :

Supongamos que f : V(D) % NuU{0} esuna funcién de Grundy en
D. Denotamos por fi: V(L(D)) —» N {0} la funcién definida como
sigue:

fi(h)= f(xy) paratoda A= (x1,x) € F(D).

Observacion 1.
f, es una funcién de Grundy en L(D).

Demosiracion :

Por el lema 2.1 basta demostrar que fi, cumple las dos siguientes
propiedades:
(1) f.(h) =k >0 implica que para cada 0 <j<k existe t e [Mypy(h)tal
que fi.(t)=].
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Supongamos que fi (1)=k>0 y 0 <j<k, entonces por definicion de fi,
b= (ux2) € FD) y f(x:) =k > 0.Ya que fes una funcién de Grundy en D
y 0 <j<k existe x3 e ["p(xy)tal que fx;3) = . Conlo que obtenemos que
t=(x2, %) € (D) con (h,t)e W y f (£)=],esdecir, existe
£ e Mupy(h) tal que fL ()=}

(2) fi. (7)) =k implica que para cada t e I y(h), fu(t) = k.

Supongamos que fy (7)) =k y t e ["yph), entonces por definicién de i,
yde (D), i=(x1, %) y t =(x2,x3) ambosen F(D), f(x)=k ¥y
%3 € Ip(xz), como fes una funcién de Grundy en D, se sigue que f(x3) # k..

Por lo tanto fy (£)=f(x:)=k.

Observacion ».
Si f y £ son funciones de Grundy en D tales que £ # £ entonces
o
Demostracion :

Supongamos por contrapositiva que fli=€y y xge V(D) dadoqueel
ingrado de xo es al menos uno, existe una flecha (z, xo) € F(D). Por
hipétesis tenemos que f* 1(z, xo) = £ 1(z , Xo), es decir f! (xp) = £ (xo).

Sea g: V(L(D))-—» N {0} unafuncién de Grundy en L(D).
Definamos gp: V(D) N {0} una funcién tal que para cada
xo € V(D) vy t=(y,x0) € F(D) cualquier flecha de D, donde x; s su

vértice final (el cual existe por hipdtesis ), gp (xo) = g (£).

Observacion ;.

gp esta bien definida.
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Demostracion :
Sea xp € V(D), supongamos que ti={nxe) ¥ 62~ {y2, x0) estanen

(D). ]
Si [Mplxg)=9 entonces T'ipy(t)= Iipyte) =92. Se sigue por la
definicion de funcién de Grundy que g(t)=g(£2)=0.

Si Mp(ro) # @ entonces cada vecino exterior en D de xo serd el vértice
final de una flecha en L(D) por lo que dicha flecha es un vecino exterior de
£, y ty en (D), es decir, Typyt1) = Tipt2), por la definicion de

funcién de Grundy tenemos que g(t ) = g(t).

Observacion s.
gp es una funcién de Grundy en D.

Demostracion :
a) gp (x) =k > 0 implica que para cada 0<j<k existe y ["p(x) talque
go(y) =}
Supongamos que gp (x)=k >0 y 0<j<kporla definicién de gp y por
hipotesis ( cada vértice tiene ingrado al menos uno ) tenemos que existe
t=(z,x) e F(Dycong(t)=k >0 ycomogesuna funcion de Grundy en
L(D)existe t'en I''yp(t) talqueg(t)=j y t'= {x, w) para algin
w € V(D), gp (w)=g(t ") =j. Claramente w € ["'p(x), hagamos w = y.

b} g (¥) = k implica que paracada y € I'p(x) go(y) #k.

Supongamos que gp(x) =k, entonces existe £=(z,x) € F(D) talque
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g(t)=k.Sea ye ['p(x), por consiguiente (x,y) € Tupf(t). Yaque ges
una funcion de Grundy en L(D), se sigue que g (%)) # k. Por lo tanto gn{(y} =

gix, )=k

Observacion s.

Si g'y g son funciones de Grundy en 1(D) tales que g'» ¢’
entonces  g'p # °p.

Demostracidn -

Supongamos qué g'p = g'p.Sea t =(x,y) € F(D) entonces
g'o() = g(¥). Porladefinicionde g'p y g’ tenemos que
g' (£)=g(t) (pues g'(£) = g'o(y) = &'y} = £(£).

Finalmente por las observaciones 2 y 5 tenemos que el nimero de
funciones de Grundy en D es igual al namero de funciones de Grundy en
L(D).

Corolaric No 2.4.1
Si D esuna digrafica tal que todo vértice tiene ingrado mayor o igual a
uno entonces, D tiene funcion de Grundy si y s6lo si su digréfica de lineas

L{D) tiene funcidén de Grundy.

Demostracion .

Se sigue inmediatamente del teorema 2.4.
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Corolario No 2.4.2
Si D esuna digrafica tal que todo vértice tiene ingrado mayor igual a
uno entonces el mamero de funciones de Grundy en D es igual al nimero de

funciones de Grundy en su digréfica de lineas n-iterada L*(D).

Demostracion :

La demostracion se hara por induccién sobre n.

Observacion |.

Por el teorema 1.1 inciso 3) el grade interior de (v,w) en F(D) es & p(v), por
lo tanto por la hipdtesis del corolario (de que todos los vértices de D tienen
ingrado al menos uno), al iterar, en L(D} tenemos que el grado interior de
cada vértice es mayor o igual a uno.

a) Por ¢l teorema 2.4, es inmediato que se cumple para n = 1.

Para n=2.Sea D una digraficatal que tiene m funciones de Grundy,
cntonces L(D) tiene m funciones de Grundy. Sea D; =L(D), por lo
cual (D) tiene m funciones de Grundy. Por la observacion 1 y porel
teorema 2.4 L(D;) contiene m funciones de Grundy. Por lo tanto
LX(D)=L(D,) tiene m funciones de Grundy.

b) Hipotesis de induccién: Supongamos que se cumple para n-1, es decir, si
D es una digrafica que tiene m funciones de Grundy entonces L 1(D) tiene
m funciones de Grundy.

¢) Por demostrar que se cumpie para n.

Sea D una digrafica tal que contiene m funciones de Grundy entonces por
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hipétesis de induccién L" ! (D) tiene m funciones de Grundy. Tenemos que
LP(D) = L (L2 Y(D)), porlo tanto, por la base de la induccion aplicada a
L"'(D) tenemos que L"(D) tienem funciones de Grundy.

En la figura numero 2.2, mostramos algunas digraficas con sus respectivas
digraficas de lineas. También ejemplificamos los resultados obtenidos a lo
largo del capitulo: 2.2 a)teorema 2.1, 2.2 b)teorema 2.2, 2.2c¢) teorema

2.3, 2.2d) teorema 2.4.

o———®o— P* o0 /o —® 0 0
l// I~ o l
o ¢ O Q
22 (a)

N|={a,c} H; = {2,4;3}
f(Nl): {213:4} X(H1):{C} sY(HE):{a}
Nz = {a ,d ) C} g (Hl) = {a ,C}
f{N2) = {6, 5} H,={6,5}

X(Ho )= {d} , Y(Ha)={a, ¢}
g(H)={a,d, e}
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S] = {a}
S;={b,d}
S; = {d}

84‘“’"{3,d}

CAPITULO 2.

I Ol
/ 0
(1) \ I)
o 0
2.2 (b)
f($;) =15}

f(S;)={6,2, 3}
f{S;) = {3,2} ademas:
S={2}
S’ = {3}
f(S4)=1{5,3,2} ademas :
S*={5,2}
S** = {53}
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Q——w———p0O

/0\

[ R o
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22 (c)
={a,c} f(Cy=1{2,4)
Cy ={a} f(Cy) = {4}
C, ={d) fCs)=1{3,5) ademis
C=11,3)
/ 0\ / \
Q / fo] / /
22 (@

Dadas las funciones f' v f2 enla digrafica Dy, con los resultados
obtenidos anteriormente podemos verificar que f'; y f* 1 definen una
funcién de Grundy en L{Ds); asicomo también g' y g funciones de
Grundy en L(D4) definen una funcién de Grundy en Dy,



f@ay=s"b)=0
fia) =" (a)=2
f‘ 1{as) :f' (c)=1
S ilasy =1t (e)=1
S ifasy=f1 (d)=0

fla)=F2(b)=2
i) =/ (@)=0
F @)=, e)=1
@y =r2()=1
FPufas)y=£2{d)=0

CAPITULO 2.

g1 (a)= g 'p(az) =2
g'(b)= g' p(ar) =0
g @)= g plm)=1= g' p(as)
g (d)= g plas)=0

g2 (a)= g 2o(az) =0
g (b)= g nla) =2
& (0)= g plas)= 1 =& p(as)
£ (d)= g nfas)=0
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CAPITULO 3.

’ CAPITULO IIL. ,
SEMINUCLEOS Y (£,/) - NUCLEOS EN DIGRAFICAS

Definicion No. 3.1
Sea D una digrafica y {x,y} cF(D). La distancia dirigida de x a y
en D, denotadapor dp (x, ¥) es la longitud de la trayectoria dirigida mas
corta de x a y en D. Si en D existen {x,y} < V(D) tales que nohay
una xy - trayectoria dirigida, diremos que dp(x,y) es infinita.

Definicién No. 3.2
Sean k,! nGmeros naturales, con ¥ 22, / = 1. Unconjunto J < V(D)
es llamado ( &,)) - nicleo si:
1) V{x,x}c J con x“#x cumplen que dp(x,x’)24
2) Vye (V(DI\J ), existe x eI talque dp(y, x) </
Nétese que para k=2, /=1, tenemos queun (2,1 )-nicleo es un

nicleo y para k=2, /=2, un(2,2}-nicleo es un cuasiniicleo.

Teorema No. 3.1
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno,
entonces el namero de (k1) - niicleos en su digrafica de lineas L(D) es

menor o igual al ndmero de (£ ,1) - nicleosen D, con £2 2.
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CAPITULO 3.

Demostracion_ :

1. Probaremos que si K* esun (1) -nicleo en L(D), entonces {* (K*) es

un (k1) - nicleoen D.

Sea K* un (£,1)- ntcleo en L(D).
a) Por demostrar que: Si {x,x‘} < £*(K*) con x #x°, entonces

dp(x,x) =2 k.

Por reduccion al absurdo supongamos que dp{x,x’)=n < k
(k=22 por la definicién de distancia dirigida nz1). Sea
(xo=x, X1,X2, ..., X=X ) una trayectoria dirigida (de longitud
minima n ) de x a x° contenidaen D, denotemos por
a,=(x;,x;) €F(D) para 1<i<n y porel teorema 1.1.1v)
(a;,az, ..., a,) esuna trayectoria dirigida en L(D} de longitud n-].

Como x e f*(K*) entoncesexiste ap=(u,x=x) e K* con
u e V(D),ademas (ap,a}) € W por lo que dT_:(ag,al L., n) €8
una trayectoria dirigida de longitud n en L(D).

Tenemos las siguientes posibilidades:

—»

i} Si ap=(xn1,xa=x")eK*,entonces T esuna trayectoria dirigida
de @y a a, en D delongitud n< £ porloque dp(ap,a,)<n< & con
{ap,an} < K* y ap #a, pucssusvérices finales (x y x
respectivamente ) son distintos, lo cual contradice que K* sea un
(k,1) - nicleo en L{D).

H) Si @y =(xn,¥a=x) ¢K* como K* esun (£,1)- nicleo en L(D)
existe (xp,z)e K*¥ con ze V(D) (zef*(K*)) tal que
(g, (x,2)) e W.
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CARPITULO 3.

Por otro lado x,=x’ e £* (K*) lo que nos implica la existencia de
(ux) € K* con ue V(D),asi ((#x),(x2)) € W con
{(% %) ,(%0,2)} € K*, lo cual contradice que K* sea (kI)- nicleo en
L(D).
by Si y e (V(D)Y\f*(K*)), entonces existe x € f*(k*) tal que

(yx) € F(D).

Sea y e (V(D)\P*(K*)),como y e V(D) entonces tiene ingrado al
menos uno , es decir, existe ¥ € V(D) talque {uy) e F(D) , ademas
como y & f*(k*) entonces ()¢ K*. Asiporlaparte 2) dela
definicion 3.2 existe (y,x) € K* con xe V(D) talque
((u»),(nx))e W (pues K*esun (k1) -nicleoen L{D) ), entonces
{(nx)e K* con xe f*K*).

o F*(K*) esun (k1)-nucleoen D.

2. Sea K. elconjunto detodoslos (£1)-nicleosen L(D) y K el
conjunto de todos los (%,1) - ndcleos en D . Probemos que la funcién

f*. K, ——» K esinyectiva, donde f* es f* restringidaa K. Si K%,
K,* estanen K; con K * #Ky* entonces f*'(Ki)#= *(Ky).

Supongamos sin pérdida de generalidad que (K*\Ko*)» & ysca
(u,v) € (K, *\Ky* ), por la definicion 3.3 sabemosque ve ' (K*)
ademés de que v ¢ *°(K2*) (pues si lo estuviera entonces existiria
we V(D) talque (w,v)eKy* yoomo (uv)¢# Ky* y Ky*es un
(k,1)-nicleo en L{D) entonces existe (vx)e K;* tal que
((v), (v,x)) € W, pero { (w,v),(x) } ¢ Ky*, lo cual contradice la parte 1)
de la definicién 3.2 ).
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CAPITULO 3.

. La funcion f*’ es inyectiva.

Ohservacion .

La hipotesis de que cada vértice debe ser de ingrado al menos uno, no puede

ser omitida en el teorema. Porque para k >3 es suficiente considerar la
digrdfica D con las siguientes caracteristicas:

VD)= { w1, uy, 13, g, Us, Us} Yy

FD) = {(m,wm), (2, us), (ua, us), (us, 45} }.

D notiene (41)-nicico mientras que L(D)tiene un (k,1)- nicleo para

k=3.
D: LD}

t U———p Utn 0—————p Om

’ 26\ Lo
D O Om
Us U4
D no tiene (&,1) - nicleos. = {a,a4} €5 un
(k, 1) - nicleo en L(D).

QObservacion ;.

La designaldad enunciada en ¢l teorema puede ser estricta para k = 3.

Considere una digrafica D con las siguientes caracteristicas:

VID)={u,um,m}y
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CAPITULO 3.

F(D) ={ (1, w2}, (12, u3) (us, ), (1, u3) }. Entonces D tiene un

(k,1) - nticleo y L(D) no tiene (k,1) - micleos para k> 3.

D: L(D):
will 7 P Our a0 p ay
Oy
0 us as U Cay
J= {u;}esun (3,1) - nmicleo. L{D) no tiene (3,1} - nucleo.

Teorema No. 3.2
Sea D una digrafica tal que todo vértice tenga ingrado al menos uno.
Entonces el namero de (k, [) - nidcleos en D es menor o igual al nimero de

(2,)) - niicleos en L(D).

Demostracion .
Primero probaremos que si K esun (£,/) - nicleo en D,con k=2,

entonces f(K) es un (2,/)-nacleo en L(D).

Sea K un (£,/)- nicleoen D.
a) Sean {a,a’} < f(K) con a # a°, por reduccion al absurdo
supongamos que  dym) (a,a’} < 2, es decir, d,®) (a,a’} = 1. Por la definicién
de distancia dirigida tenemos que el vértice final de a es el vérfice inicial de
a.Sea a=(x,y), @ =(z) porladefinicion de la funcién f y como

faa‘}cf(K) entonces {y,z}cK, pero (z) € F(D) contradiciendo
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CAPITULO 3.

que k =2 pues la distancia entre dos vértices distintos pertenecientes a un
(&0} - nicleo en L{D) es al menos dos, por lo tanto dim) {a,a)22.

b) Sea b=(uv) € (F(D)\(K)) , por la definicion de la funcién f y como
b ¢ £(K) entonces v ¢ K, porser K un (£/) - nicleo en D, esto implica
que existe w e K talque dp(v,w)=n </

Sea ( xp= v, X ,..,xn=w) latrayectoria dirigida enD de longitud
minima n queva de v a w y denotemospor a; =(x i-1,X i)

para 1< i <n. Dicha trayectoria dirigida nos determina la trayectoria
dirigida (@, a», ... ,a,) en (D) de longitud n-1 y finalmente
{(b,a1,a,...,a;) esunatrayectoria dirigida en I(D) delongitud n que
vade b a a,,ademds como a, = (¥n1, X=w) y w € K entonces

a, € fK), sea entonces a = a;, Porlo que dyp(b,a) < n< / con acf(K).

~f(K) esun (2,7} - micleo de L(D).

Ahora probaremos que dado K el conjunto de todos los (k, /) - nicleos en
D, para k = 2, y Ko el conjunto de todos los (2,]) - niicleos en 1(D), la
funcion £‘: K — " K, esinyectiva. Donde f°es larestriccionde f a
K.

Sean {K;,K;}c K,conKy#K; y supongamos sin pérdida de
generalidad que (K;\Ks) = @, entonces sea v € (K;\K; ). Por hipétesis, todo
vértice tiene ingrado al menos uno, por lo cudl existe u € V(D) tal que
{u,v) € F(D) yporladefinicionde f, (1,v) ¢ {*(Ky), pero
vy e £(Ky).

=K = £ (Ks).
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CAPITULO 3.

Observacion .

La hipotesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede set
omitida enel teorema 3.3 para /> 2. Consideremos la digrafica D = T_;
una trayectoria dirigida de longitud 2; L(D) .—?—’i’T una trayectoria dirigida de
longitud uno, D tiene dos (2,/) - niicleos para /22 y L(D) tiene un sélo

(2,0} - nircleo para /22,

D: L(D):
a az
oo "0 G0
Xo x X2 a a;
Los {2,/) - nicleos son: K={as}
Ji ={xp, %) Es el tinico (2, /) - nicleo
Ii={x} en L(D)

Observacion 2.

La desigualdad que sefiala el teorema 3.3 puede ser estricta, para {2 2.
Consideremos k> /41 ysea D una trayectoria dirigida de longitud 41, la
cuat no tiene (%, /) - nicleo pero, L(D) = 'I‘::tiene un (£ ,/) - nicieo, para

alguna /> 2,

Observacion s.
Una consecuencia directa def teorema 3.2 y 3.3 es que si en la digréfica
D tenemos que cada vértice tiene ingrado al menos uno, un nicleo ¢s un

(2,1) - nicleo. Y el teorema 2.3 es consecuencia directa del teorema 3.3, un

cuasintcleo es un (2,2) - nucleo.



CAPITULO 3.

Corolario No. 3. 2.1
Si D es una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno

entonces el niimero de (2,1) - niicleos en D es menor o igual al nimero de

(2,1} - niacleos en L{D).

Demostracidon :

Es una consecuencia inmediata del teorema 3. 2.

Teorema No. 3.3
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. 8i
L(D) tiene un (k /) - niicleo, entonces D tieneun (&’,’) - nicleo, para

K+l <k y 1<,

Demosfracion :

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno y
L(D) su digrafica de lineas. Sea K* un (k /) - niicleo en L(D),
demostraremos que f*(K*) esun (£,/)-nicleoen D,con £ H <k y
</,

a) Por contradiccién, supongamos que la distancia entre dos elementos
distintos de f*(K*) esmenorque &', es decir, existen

{xytc F*(K*) con x=y talesque dp(x,y)=n < £ y sea

T= (xo =x, X1, ..., X, =y ) una trayectoria dirigida de longitud minima que
vade x a y enD. Denotamos a ; =(xi-1,x, )€ F(D) para 1<i<n,
entonces _Tl"’b nos induce una trayectoria dirigida (ap,a,...,a,) de

longitud n-1 en L(D). Como x € £*(K*), (y el ingrado de x en D esal
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CAPITULO 3.

menos uno ), existe # € V(D) tal que a=(u x) e K*. Asi tenemos que
{aa;) e W por lo tanto (a,ai, ..., a,) esunatrayectoria dirigidaen
L(D) de longitud n. Consideremos los siguientes casos:
1. Si g, € K* entonces {a,a,} cK* y dypfa,an)Sn<k’<k

(k< k+1, [>1), contradiciendo que K* esun (£, /) - niicleo en

L(D).

2. Si a, £ K* entonces, como K* es un (k, /) - niicleo en L(D), existe
b e K*tal que dypy{aa.,b) </, sea 'l_"_*: (bo=aq, by, .,bpn=0)
una trayectoria de longitud m </ quevadea, a b enL(D), como
x, =y € [*(K*), entonces existe ¢ =(v,y) € K* asi tenemos dos casos
posibles:

i) 8Si ¢ # b,y como ¢ v an={(%y1,X=y) tienen el mismo vértice
final podemos sustituir en_"?’: by por ¢, obteniendo asi la trayectoria dirigida
{c,by,..,bn="5) delongitud m enL(D). Lo cual implica que
dupy(c.0)<sm < I< k(pues k°+1 <k} y como {c,b}c K* esto
contradice el hecho de que K* esun (%,/) - nicleo en L{D).

ii) St ¢=b4, entonces (a,ay, ..., an= by, b, ..., by €} €5 un camino
dirigido que vade a a ¢ en L(D) delongitud n+m< £+, lo cual
implica que diy(a,c)<k con {a,c}cK*¥ y a=c (estoesporque sus
vértices finates x,y respectivamente son distintos ), lo que contradice que
K*esun (£, /)-nicleoen L(D).

b) Sea x e V(D) tal que x ¢ P*(K¥) por hipdtesis sabemos que todo
vértice en D tiene ingrado al menos uno, por lo que existe u € V(D) tal que

a=(u, x) e F(D). Por la definicién de la funcién ¥, a ¢ K* y como K*
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es un (k,/)-nacleo en L(D), existe o’ € K* tal que dupya.a’)=ns< |,
es decir, existe una trayectoria dirigida (@ =a,a1,..,an=a’) de longitud
minima n en L(D) sea &’ =(v, y). Asi y € K* y dicha trayectoria dirigida
induce un camino dirigido en D de longitud n que vade x a y en D, por
lotantodp(x v )< n=/s/.

-. D tieneun (¥, /") - nucleo

con ¥ H<k y IST.

Teorema No 3.4

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si
L(D) tiencun (k, /)-nicleo K* con la propiedad de que I<k y
Vv acK*3beK* con b#a tal que el vértice final de b es igual al

vértice final de a entonces P¥(K*) es un (%, /)-nicleoen D.

Demostracion

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno'y
I(D) su digrafica de lineas, sea K* un (&, /) - nicleo en I(D) con i< k
y donde todos los elementos en K* tienen distintos vértices finales .
a) Sean {x, y}e PH(K*) con x= y, y por reduccion al absurdo supongamos
que dym (x.¥) = n < & entonces sea?’(xo = x,. ,X; =y)una
trayectoria dirigida de longitud minima n en D. Denotemos por
a=(x,.1 ,x)e F(D) para 1< i < n,como x e £¥(K*) entonces existe
a=(u,x)eK*con ue V(D),asi latrayectoria dirigida ?"induce en

L(D) una trayectoria dirigida (a; , ... , @ } de longitud n-1 en L(D).
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CAPITULO 3.

Como (a,a ) € W entonces T—:(a , a1, ...,d; ) €sunatrayectoria
dirigida en L(D) de longitud n quevade a a a, debemos considerar dos
casos :

Caso 1} Si @, € K*, sabemos que {a,a}c K* y
dumy(a, an) < n< k contradiciendo que dos elementos distintos { los
vértices finales de a y a, respectivamente son distintos por hipdtesis ) en
K* tienen distancia mayor oiguala k.

Caso2) Si a, ¢ K* puesto que ye f¥(K*) existe una flecha
b=(z,y) e K* cuyo vértice final es y. Como K* esun (k, {)- nicleo en
1(D) existe unelemento ¢ e K* tal que dyp{an,c)=m < /. Haydos
posibilidades:
i}ySi ¢ =b.

Sabemos que dim (ay , ¢)=m £ /, es decir, hay una trayectoria dirigida

—T_:(c0= 4y, €1y Cm=c) delongitud minima m en L(D) y dondeel
vértice final de a, es igual al vértice final de b. Asi tenemos queenla
trayectoria dirigida —T—bpodemos sustituir a,por by (b,c1,...,Cm=C)
¢s una trayectoria dirigida de longitud m en L(D), por lo tanto
dumy (b,cy< m < i< k donde { b, c}cK* locual contradice que K*
seaun (£, /) ~nicleo en L{D).

ii}Si c= b, entonces por hipétesis sabemos que existe d « K* tal que el
vértice final de b esigual al vértice finalde d y 4 # b. Sabemos que
dum){(an , ¢ ) =m </, es decir existe una trayectoria dirigida

ﬁ (o= dn,€),..,cm=c) delongitud minima m en L{D), el vértice

final de a, es y que es también el vértice final de & (pues por hipétesis el
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CAPITULO 3.

vértice final de b= ¢ esel vértice final de ). Sustituyamos en la
trayectoria dirigida ?el vértice a, por el vértice d en L(D).

Finalmente tenemos que (d,¢i, ..., Cm = C ) €8 una trayectoria dirigida de
longitud m en L{D), lo cual implica que dymy(d, c)<m</ < kcon

{dc} < K*, coniradiciendo que K* esun (£, /) - nicleo en L(D).

b) Sea x € V(D) tal que x ¢ f*(K*), por hipétesis sabemos que
87p(x) = 1 por lo que existe una flecha a=(y, x) € F(D}. Por la definicion
de f* a ¢ K*y puesto gue K* esun (k,/) - nicleo en L(D), existe b eK*
tal que dypyfa, b)=n <1

—»

Sea T=(a=a,a, ..., ay = b)) una trayectoria dirigida de longitud
minima m en L{D) con a;={x; ,xsx1 ) para 0< i <n. Dicha trayectoria
induce un camino dirigido ( x1, X2, ..., Xn ,Xus1 ) €0 D de longitud n < L
Por lo tanto dypy(x1 =X,%n+ 1 )< n </ con X6 P¥(K*).

SPHK*) esun (£, /) - nicleoen D.

Corolario No. 3. 4.1
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno y sea
1</ <k Sicada (k,!)-nicleo K¥ en L(D) satisface que paracada
flecha ae K*, existe una flecha be K* tal que el vértice terminat de a y
b son el mismo, entonces el nimero de ( £, /) - niicleos en L(D) es

menor o igual al mimero de ( £, /) - nicleos en D.
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Demaosiracion :

Sean 1</ <k K, enconjunto de todos los ( £, /) - nicieos en L(D) sea
K el conjunto de todos los (&, {)-nicleos en D,y sea
P K, K lafuncion f* restringidaa K,. Porelteorema 3.4 es
suficiente probar que Ia funcién ¥’ es inyectiva.

Sean {K*,K;* } < K; con K;* = K,*, supongamos sin pérdida de
generalidad que (K (*\K;*)# ©. Sea a=(u, v)e (K;*\Ky*), por
definicién de f*, ve P*(Ki*) vy v e PF(Ky¥).

Pues si ve *’(Ky*), existiria b=(x,v)e Ky*. Como ag K)* y K)*

esun (£, /)-nicleo en L(D), existe ce Ko* tal que dypy(a,c)</sea
T (ao=a,ay, ..., a,=c ) una trayectoria dirigida de longitud minima n
enL(D) (n<!). Tenemos dos posibilidades:

Si b# ¢, entonces como a y b tienen el mismo punto terminal, podemos
sustituir en?a por 4. Siendo (b, ay, ..., a;=¢) una trayectoria dirigida de
longitud n en L(D). Por lo tanto dipy(b,c)<ns</ con {b,c}c Kr*
contradiciendo que K; * sea un (k, /) - nicleo en L(D).

St & = ¢, por hipbtesis, sabemos que existe una flecha & # b tal que sus
vértices finales coinciden (son el mismo), por Io cual el vértice final ded es v
que es también el vértice final de a. Podemos sustituir a por & en ﬂor lo
cual (d,ay,...,an=¢= b) es una trayectoria dirigida de longitud n en
L{D), es decir dypy (d,b) Sn</<k con {d, b} ¢ Ks* Lo cual contradice
que Ko* seaun (%, J) - nicleo en L(D).

oo PR (K F) 2 (K ), Ta funcion £ es inyectiva.
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Teorema No. 3.5
Toda digrafica tiene un ( &, 2k-2) - nicleo.

Demostracion :

La demostracion se hard por induccién sobre la cardinalidad de V(D).
1° Sea D una digrafica con |V(D)|=1, para esta digrafica el resultado
es obvio.
2° Supongamos que si D’ es una digrafica con [V(D’}| <n, entonces
D’ tiene un (k, 2k - 2) - nicleo, y sea D una digréfica con [V(D}{=n.
Sea xoe V(D) y D* =D [V(D)\ {xe V(D) | dp(x,x0) <k-1}].
Claramente {V(D*)} <n, y D* tiene un (k, 2k - 2) - nacleo llamémoslo S*.
Debemos considerar las dos siguientes posibilidades:
a) Si existe una trayectoria dirigida en D de longitud menor o igual que

k-1, entonces S* esun (k, 2k -2)-nicleo en D.

b) Si no existe una trayectoria dirigidaen D de xp y teniendo como vértice

final un elemento de S* de longitud menor o igual que k-1, entonces

S*Uixg} es un (k,2k-2)-nicleo en D.

Corolario No. 3.5.1

Toda digrafica tiene un (k, /) - nicleo, para /2> 2k -2.

Demostracion :

Es una consecuencia directa del teorema 3.5 y la definicién 3. 2.
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Corolario No. 3.5.2

Toda digrafica tiene un cuasinicleo.
Demostracion :

La prueba es una consecuencia directa del teorema 3.5, con k=2 , un

cuasinicleo es un (2, 2) - ndcleo.
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CAPITULO 4.

CAPITULO IV.
NUCLEOS EN DIGRAFICAS M - COLOREADAS.

Definicion No. 4.1
Sea D una digrafica, una m-coleracidn de las flechas de D es una
funcién suprayectiva g: F(D) —» M={ ¢, ¢, ... ,.en} donde Mesun
conjunto de m colores distinios.
Si D tiene una m - coloracion, diremos que D es una digrafica

m - coloreada.

Definicicn No. 4.2
Sea D unadigrafica m - colorcada y L{D) su digréfica de lineas; la
m - coloracidn interior de 1{D) es una funcién g': W =" M que
define una m - coloracion de las flechasde L(D) y M esel conjunto de
colores de la m - coloracion de la digrafica D, g’ esta definida como sigue:
heF(D) y glh)=c entonces V (k, h)e W g ((k, h))= ¢, es decir,
si kA € F(D) esde color ¢ entonces toda flechadelaforma (k,h)e W

es de color ¢ en L(D).

Definicién No. 4.3
Sea D una digrafica m - coloreada, un camino dirigide monocromdtico
—

en D es un camino dirigido C =(vp ,..., v, ) cuyas flechas

a, = (v, vis1 ) € F(D) con 0< i <n-1, corresponden a un mismo color c.
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Definicion No. 4.4
Sea D una digrafica m - coloreada, una trayfﬁtoria dirigida
monocromdfica en D esuna trayectoria dirigida T ={vp ,..., Va ) Cuyas
flechas a, = (vi ,vie1 ) € F(D) con 0< i <n-1, corresponden a un mismo

color e.

Definicion No. 4.5
Sea D una digrafica m - coloreada, un subconjunto N < V(D) es
lamado independiente por frayectorias monocromdticas sl
V{uv}e N con u##v,no existe una #v- trayectoria dirigida

monocromatica en D,

Definicién No. 4. 6
Sea D una digrifica m - coloreada, un subconjunto N < V(D) es
llarnado absorbente por trayectorins monocromdficas si
vV x € (V(D)\N) existe yeN tal quehayuna

xy - trayectoria dirigida monocromatica en D.

Definicion Neo. 4.7
Sea D una digrafica m - coloreada y N < V(D), decimos que el
conjunto N es un nicleo por frayectorias monocromidticas en D si es
independiente por trayectorias monocromaticas y absorbente por trayectorias

tmonocromaticas en D.
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Lema No. 4.1
Sea D una digrafica m - coloreada, sean {xp,x} < V(D)
/?z {xo, Xy, ..., Xna, X;) una trayectoria dirigida monocromaticaen 1J y
ap = {x, xo) € F(D) cuyo vértice final es xo. Existe un apa, - trayectoria
dirigida monocromatica enla m - coloracién interior de L(D), donde

an = (xn-I » Xn).

Demostracién -

Sea D una digrifica m - coloreada, T?(xo, X1, e, Xno1, X ) una
trayectoria dirigida monocromadtica de color ¢ en Dy ap={(x,xo) una
flecha en F(D).

Denotamos por a; = (xi.1,x;) para 1< 1 <n. Como—'[’es una
trayectoria dirigida de longitud n en D, entonces por el teorema 1.11iv)
I{TY=(a,a;,...,a,) es una trayectoria dirigida de longitud n-1 en
(D). Ademéds {(ap,s;) € W puesto que el vértice final de ap=(x,x)
coincide con el vértice inicial de a; = ( xp, x1 ), lo que implica que
(ag,ay, ..., @ ) €s una trayectoria dirigida en L(D).

Por otro lado sabemos que T es una trayectoria dirigida monocromatica de
color ¢ en D y por la definicién de la m - coloracién interior de L(D),
cada flecha (a; , a4+ ) de la trayectoria dirigida L(TI"Y es de color ¢,
ademas la flecha (ap,a1) € W tiene el mismo colorque a; € F(D)
dado por la m - coloracion en D, entonces { ag,a ) es una flechaen L(D)
de calor c.

o (a0, ay, ..., aq ) esuna trayectoria dirigida monocromatica

de color ¢ en L{D).
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Definicibn  No. 4.8
Sea D una digrafica m - coloreada, un ciclo dirigido monecromdtico
—

en D esun ciclo dirigido C =(vo,...,va =vp} cuyas flechas

a; = (vi ,vi;1 ) € F(D) con 0< i <n-1, corresponden a un mismo color ¢.

Lema No. 4.2
Sea D una digrafica m -coloreada sin ciclos dirigidos
monocromaticos, { ap,a, } < F(D). Siexiste una aq ay - trayectoria dirigida
monocromatica en la m - coloracion interior de 1.(D), entonces el punto
terminal de ao es diferente al punto terminal de @, y existe una trayectoria
dirigida morocromatica del punto terminat de ap al punto terminal de a, en

la m - coleracion de D.

Demosiracion

Sea {(aq, ay , ..., a,) unatrayectoria dirigida monocromética de color ¢ en
la m - coloracidn interior de L{D) y sean a, = (x;,x;s1)con 0<i<n
Asi la trayectoria dirigida monocromatica {ap, @y, ..., a, ) describe un
camino dirigido (¥, ... ;. Xy, Xa1) en D.

Demostraremos que este camino dirigido contiene una trayectoria dirigida
monocromatica. Sabemos que (¥, ..., Xn-1, ¥n, X¥n+1 ) €5 UN camino
dirigido monocromatico (pues la coloracion de todas las flechasa, es ¢) ¥
como D no contiene ciclos dirigidos monocrométicos, por lo tanto
xo#x; para i#j con 1<i<ntl y 1<j<ntl,enparticular Xp #xp,

{xy, ..., Xn-1, Xn, Xne1 } €SUNA XX, - trayectoria dirigida monocromatica en

D.
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Lema No. 4.3

Sea D una digrafica m - coloreada sin ciclos dirigidos monocromaticos; si
Z c V(D) es independiente por trayectorias monocromdticas en D, entonces
f(Z). es independiente por trayectorias monocromdticas en la coloracién

interior de L{D).

Demostracion

Sea D una digrafica m - coloreada y Z < V(D) un conjunto independiente
por trayectorias monocromaticas en D. Supongamos por reduccion al absurdo
que f(Z) noes independiente por trrayectorias monocromdticas en la
m - coloracion interior de L(D).

Entonces existe {#=(u, v), k=(x, y}} cf(Z) con h =k tales que hay
una Ak - trayectoria dirigida monocromdtica en la m - coloracién interior de
(D). Por ellema 2.2 el vértice final de A es distinto al vértice final de &
y existe una vy - trayectoria dirigida monocromatica enla m - coloracion
de D, donde por definicién de la funcién f,{v, y} £ Z. Lo cual contradice
que 7 sea independiente.

.. £(Z)L es independiente por trayectorias monocromaticas.

Teorema No. 4.1
Sea D una digrafica m- coloreada sin ciclos dirigidos monocromaticos.
El namero de nicleos por trayectorias monocromaticas en D esigual al
niumero de nucleos por trayectorias monocromdticas en la m- coloracién

interior de L{D).
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Demostracion :

Sea D una digrafica m - coloreada, denotamos por K al conjunto de
todos los niicleos por trayectorias monocromiticas en DD y por K* al
conjunto de todos los mucleos por trayectorias monocromaiticas en la
m - coloracion interior de L{D).

a) Sea Z e K, por demostrar que f(Z), e K*.

1) Probaremos que f(Z). es independiente por trayecforias
monocromaticas en la m - coloracion interior de L(D).

Sabemos que Z es independiente por trayectorias monocrométicas y por el
lema 4.3, f(Z), es independiente por trayectorias monocromdticas en la
m - coloracién interior de L{(D).

2) Por demostrar que f (Z), es absorbente por trayectorias monocromaticas
enla m - coloracién interior de L{D).

Sea h=(u,v) e (W\f{Z)L), entonces por la definicién de la funcién f,
ve (V(\Z). Por otrolado Z es un nicleo por trayectorias
monocromaticas en D, entonces existe y € Z tal que hay una
vy - trayectoria dirigida monocromatica en D.

Sea T[‘t(x@ =v,x,..,% =) ) una vy - trayectoria dirigida monocromética
en D de color ¢, denotamos por a;= (ai- 1, a5 ) & Wpara 1 £ i <n,nétese
que ape f{Z).. Asilatrayectoria dirigida :IT_’induce la trayectoria dirigida
— —
T*={ai, as,...,a, } en la m- coloracién interior de L(D) y como T es
monocromatica de color ¢ entonces, cada flecha a, esde color ¢. Como el

vértice final de / es el vértice inicial de a;, (A,a,) € W y esde color ¢,

por la definicién 4.2.
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Por lo tanto (k,a;, az,...,a, ) €sunatrayectoria dirigida monocromatica
(pues los vértices finales de Ay a,son vy y respectivamente con v#y,
pues de lo contrario, he f(Z).) de color ¢ con a, € £(Z).

- f(Z) es unnucleo por trayectorias monocromaticas.

b) Demostraremos que £ K ——K* es una funcion inyectiva, donde £’
es la restriccion de la funcion f a K.

Sean {Z, Z,} cK con Z; #Z, y supongamos sin pérdida de generalidad
que (Z\\Z2)= . Sea ve (Zy\Z,),como v¢Z; y Zy esun nicleo por
trayectorias monocromaticas en D, entonces existe ue Z; tal que hay una
vi - trayectoria dirigida monocromatica en D.

Sea T_:’(xo =V,x,X2, ..., %= ) una uv - trayectoria dirigida
monocromatica de color ¢ en D, Hamemos A :,_(f" ~1,%, = u)alatltima
flecha de la trayectoria dirigida monoccromética T, como Z; es independiente
por trayectorias monocromaticas en D, entonces ug 7Z; por lo que

hef (Z)y hef(Z) (puesueZy).

.. £ esuna funcién inyectiva. % 'a
?
Definimos a {a funcién g P(F)———P(V) como sigue: Py &
f“\i l‘
Si Hc P(F) entonces g(H) = C(H) U D(H) donde: < 2
C(H) = {xe V(D) |3 (z,0)eH} y =5
o
D(H) = { xe V(D) | 87p (x) =0y no existe ye C(H) tal que hay una ‘*'a.
o - <. %A
xp - trayectoria dirigida monocromatica en Dj. ?‘n
¢) Por demostrar que si Hpe K* entonces g(Hp) e K. g;
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1) Sea HpeK* y sean {u, vic g(H.) tales que « # v, por demostrar que
g(Hy) es independiente por trayectorias monocromdticas en D. Debemos
considerar los diferentes casos:

Caso 1) {u, v}c C(Hp).

Supongamos por reduccion al absurdo que existe una uv - trayectoria
dirigida monocromatica T= {(xp=u,x1,..,%=v) decolor ¢ en D,
denotemos por a; =(x,, Xi41) alas flechas de :;;ara 0< i<n-1. Como
{u,v} eC(H) entonces existe {h,k} € H tales que u es vértice final de # y
v es vértice final de £, tenemos entonces dos posibilidades:

1) Si a, -1 =k ¢H, entonces por el lema 4.1 sabemos que existe una

hk - trayectoria dirigida monocromatica en la m - coloracion intetior de
L(D), contradiciendo que H e¢s independiente por trayectorias
monocromaticas en L(D) (pues {h, k}c H).

2) 81 k#a,_ ., entonces a,-1 ¢ H (porque si lo estuviera, /2 tiene como
vériice final a # que es vértice inicial de ap, entonces (4 ,ap) € W, por lo que
en la trayectoria dirigida monocromatica (ag , a1, ... , an-1 yde color ¢ en
la m - coloracién interior de L{D) inducida por la trayectoria dirigida
monocromética?en D, podemos agregar la flecha {4 ,ay); por lo tanto
(h,a9 ,ap, .., an }es una trayectoria dirigida monocromética { por la
definicion 4.2 (h,ap) es de color ¢ ) de color ¢ en la m - coloracién
interior de L(D) donde {#,a..1} € Hy con A= a,., (pues los vértices
finales son # y v respectivamente y por hipétesis # # v ), contradiciendo

que H seaindependiente por trayectorias monocroméaticas en L(D) ).
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Como H, es absorbente por trayectorias monocromaticas y puesto que
a,., 2 Hy, existe & e H tal que hay una ay, 16 - trayectoria dirigida
mongcromatica T = (by=an-1, by, ..., b= D) de color ¢;. Ademas
sabemos que la flecha 4 tiene como vértice finala v quees el vértice inicial
de a,-;, por lo que en podemos sustituir a @n-1 = b por k en la trayectoria
™

Asi (k,b1, ..., bn=>0) esuna trayectoria dirigida en L(D) y porla
definicion 4.2 sabemos que (k, &y) es de color ¢;. Por lo tanto
(k,bi, ..., by=>0) esuna trayectoria dirigida monocromética de color ¢; en
la m - coloracion interior de L(D), donde {k, 5} < H con k= b (porel lema
4.2, sus vértices finales son distintos ). Lo cual contradice que H sea
independiente por trayectorias monocromdticas en L(D).

Caso 2) ue C(H) y ve D(H).

Como v e D(H), entonces &p (v)=0, por lo que no existe
uv - trayectoria dirigida monocromatica en D

Caso 3) ue D(H) y ve C(H).

Como we D(H) entonces no hay trayectorias dirigidas monocromdticas
hacia C(I}, en particular no hay una uv - trayectoria dirigida monocromética
en D.

Caso 4) {x, v}c D(H).

En este caso tenemos que 8p” (©) =0 y 8p () =0, por lo que no existe

una uv - trayectoria dirigida monocromatica en D.

i) Demostraremos que g(Hy ) es absorbente por frayectorias

monocromaticas en D.
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Sea ue (V(D)\g(HL)) entonces ug(C(H) UD(I)), es decir, # no esel
vértice final de alguna flechaen H y ademads, (1) >0 o existe una
trayectoria dirigida monocromatica de # hacia algin vértice en C(H).
Tenemos entonces que considerar los dos casos siguientes:

Caso 1) Si # noesel vértice final de alguna flechaen H y 87p(x) > 0.
Como &p(x) >0 entonces existe ve V(D) tal que ap=(v, &) e (F\H).
Puesto que H es un nicleo por trayectorias monocromdticas en L(D)
entonces existe a=(r,s) € H tal que hay una aya - trayectoria dirigida
monocromatica en L(D). Por el lema 42 wu=#s5y existe una
us - trayectoria dirigida monocromatica en D y como a=(r,s) € H, seg(l)
porlo que g(H) es absorbente por trayectorias monocromaticas en D.

Caso 2) Si u noesel vértice final de alguna flechaen H y existe una
trayectoria dirigida monocromética de u hacia algun vértice en C(H).

En este caso tenemos que existe we C(H) tal que hay una
uw - trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual implica que hay una
trayectoria dirigida monocromatica de # hacia g(H).

- g(H) es absorbente

por trayectorias monocromaticas en D.

d) Finalmente demostraremos que la funcién g’ :K* . K es inyectiva,
donde g’ eslarestriccidnde g ak*.

Sean {N,P}cK* con N =P, supongamos sin pérdida de generalidad que
(N\P)# . Sea entonces h={(f,u)e (N\P), ueg(N) vy u¢ g(P), como

P e K entonces es absorbente por trayectorias monocromaticas en DD, existe

82




CAPITULO 4.

k =(s, v)e P tal que hay una Ak - trayectoria dirigida monocromdtica de
color ¢ en la coloracion interior de L(D).

Como k= (s, v)e P entonces ve g(P), porellema 42, u=vy existe una
uv - trayectoria dirigida monocromética en D. g(P} es independiente por
trayectorias monocromaticas en D, porlo que ug g(P).

Porlo tanto ue (s(N)\g(P)), la funcién g es inyectiva.
- Por b) y d)tenemos:
Cardk < CardK*< CardK, CardK = CardK*.
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