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INTRODUCCION

The story on “Wei Conjectures” is a marvelous example of mathematical imeg-
ination and one of the most striking instances exhibiting the fundamental unity
of mathematics. The essential sdeas whach led to their proof are due to 51z men:
E. Artin, F. K. Schmidt, H, Husse, A. Wel, Grothendieck, and P. Deligne, over
a period of fifty years (1923 - 1973).

J.A. Dieudonné

Estudiar el nimero de soluciones de una ecuacién polinomial p(z1, T2y .- ,Tn) = 0 €5 UN
problema que ha mantenido a muchos matematicos ocupados desde hace ya mucho tiem-

po  Como muestra tenemos los trabajos de Gauss acerca del nimero de saluciones de las

congruencias

ar® — by® = 1 (modp) ezt — by' = 1 (modp)

2

y? = az' — b(mod p)

1

donde p es un nlimero primo. O bien, su famoso teorema de la reciprocidad cuadritica que
los sirve para determinar cuande la ecuacién z? — a = 0 tiene solucién en un campo finito
con p clementos. También podemos considerar ¢ teorema de Fermat que asegura que el
wamero de soluciones enteras no triviales de la ecuacién 2% + 9" = 2™ s cero para n mayor
o igual a {res.

Encontrar el mimero de soluciones a ecuaciones polinomiales ha dado pie al desarrollo
de nuevas teorias y al establecimiento de puentes entre algunas dreas de la matemética tales
coma Teoria de Nitmeros y la Geometria Algebraica. Un ejemplo de esto son las “Conjeturas

de Weil”™.




2 Introduccién

En 1949 A. Weil publicé un articulo titulado “Number of solutions of cquations in finite
ficlds" [Weid9] en c] que da unas conjeturas acerca de una serie de potencias asociada a una
variedad algebraica definida sobre un campo finito. Dichas conjeturas relacionan propiedades
topolégicas de las variedades con propiedades aritméticas v algebraicas de ¢stas. Entre otras

cosas motiva el cstudio de nuevas teorias de cohomologia.

Después del trabajo de varios matematicos, en 1960 Dwork publicé un articulo titulado
“On the Rationality of the Zeta Function of an Algebraic Variety” [Dwo60) en el que muestra,
con toda generalidad, que la funcién zeta es una funcidn racional y que cumple con la ecuacién
funcional. Sin embargo, deja pendiente la demostracién de que se cumple ¢l andlogo con la
hipitesis de Riemann. Una de las cosas que hacen que esta analogia sea de gran importancia
s que nos permite dar una estimacién para los nimeros N, de puntos Fys-racionales de
la variedad. No fue sino hasta 1973 que P. Deligne, utilizando matemadticas del mds alto
nivel, demuestra la validez de la analogia con la hipétesis de Riemann dando por concluida
la demostracién completa de las llamadas “Conjeturas de Weil”.

El objetivo central de esta tesis ¢s presentar la validez de las conjeturas de Weil para el
caso que Weil estudié en su articulo, es decir, para las hipersuperficies de Fermat que son
las dadas por polinomios de la forma

ag.'::f, + am:‘l R a,,L:a;fL
con (@ - - -4y # 0. Iis importante mencionar que, en su articulo, Weil sélo muestra que
la funcién zeta asociada a las hipersuperficies de Fermat es racional, dejando pendiente Ia
verificacidn de las otras conjeturas. Asi, gran parte de mi trabajo consistié en construir una
demostracidn “original” del resto de las conjeturas, aunque apegada a las ideas expuestas
por Weil, Ireland y Lornecini [Weid9], [IR90} y {LorD6). También quiero dejar claro que
en el presente trabajo no me involucro con la demostracién general de las conjeturas ni con
¢l punto de vista cohomoldgico de éstas, ya que cscapa de los objetivos del presente. Cabe
nencionar que s¢ cambié la notactdn presentada en [Weid9) a la que actualmente se atiliza.!

Concretamente, en el primer capitulo presento un repaso general de la teorfa de campos
finitos haciendo hincapié en su existencia y unicidad. Asi por ejemple, muestro que para cada
entero posttivo # y cada nimero primo p existe un campo finito con p elementos; también,

" 18e usa ta notacion presentada en los libros [AP95], [Sted4] y [IRO0] entre otros. En estos libros también

sc puede encontrav mas informacién al respecto.
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que dado un campo finito ¥, con ¢ elementos, toda extensitn algebraica es de Galols, que
st es finita de grado m, entonces es wsomorfa al campo de descomposicién del polinomio
47—z sobre F,. En este capitulo estudio, también, a los grupos de CGalois definidos sobre
campos finitos, muestro que el grupo de Galois de una extensién finita es un grupo ciclico
senerado por el automorfismo de Frobenius de la extensién. Finalmente estudio como son los
ewpacios afin y proyectivo, incluyendo algunas de sus subvariedades algebraicas, y doy una
caracterizacién de sus puntos racionales como puntos fijos de potencias del g-automorfismo
dr Frobenius.

En el segundo capftulo presento la herramienta clave de la tesis: estucho la estructura de
low grupos de caracteres definidos sobre un campo finito, as{ como un tipo especial de sumas
rxponenciales, llamadas sumas de Causs Estas sumas nos permiten dar una férmula para
los niimeros N, que nos posibilita mostrar la validez de las conjeturas para hipersuperficies
de Fermat, gracias a la relacién de Hasse-Davenport que cumnplen las sumas de Gauss. Asi,

en este capitulo el objetivo central es demostrar ta relacidon de Hasse-Davenport.

Para el tercer capitulo, me adentro ya en el estudio del nitmero de scluciones en un campo

fintto que tienen las ecuaciones polinomiales de la forma
[ n
aozl + Ty + o+ anzin =0, (0.1)

por lo que comuenzo estudiando un caso bien conocido de la teorfa de los niimeros cldsica:
la vcuacion ¢t — @ = 0. que para I = 2 no es otra cosa que estudiar cuéndo @ es residuo
cundtatico. De hecho, se da una férmula para calcular et nimero de soluciones de zt —a = 0
enin campo finito. que resulta andloga a la formula 1+ (a/p) del nimero de soluciones de la
congruencia % = a{mod p), con p primo y {a/p} el simbolo de Jacobi estudiada en la teoria
de 1a reciprocidad cuadratica. Lo anterior, aunado al estudio de las sumas de Jacobr y ala
Lelacion de éstas con las sumas de Gauss, es fundamental en ia obtencién de una férmula
para of caso general; es decir, el niimero de soluciones de la ecuacién £.1 En realidad, en este
capitule no sc estudia, tal cual, el nimero de soluciones de las ecuaciones de la forma 0.1,
wno, su equivalente geométrico, es decir, se estudia el niimero de puntos racionales dados por

Jas hipersuperficies determinadas por los polinomios de la forma agzl + iz ok anzl

Fmalmente, en el ttimo capitulo establezeo la vahidez de las conjeturas de Weil para
mpeisuperficies de Fermat, para lo que defino una clase especial de conjuntos y morfismos

entie é-tos los conjuntos A, y los morfismos derivacion. wlismos que estan relacionados con




4 Introduccion

caracteres y sumas de Gauss. Ademds estudio la accién de subgrupos del grupo de Galois
de la cerradura algebraica del campo finito sobe los A, y presento una serie de resultados

que nos llevan a la demostracién de las conjeturas.



Capitulo 1

CAMPOS FINITOS

En este capitulo estudiaremos las propiedades generales de los campos finitos, mostraremos
(e existen campos finitos diferentes de los Z/pZ v demostraremos que todos los campos
finitos son extensiones de Galols de cualquiera de sus subcampos, en particular de su campo
primo  También estudiaremos a los grupos de Galois asociados a estos campos as{ como a
los espacios afin v proyectivo definidos sobre éstos.

Los tesultados presentados en este capitulo serén de gran utilidad durante todo este

trabajo y se presupone que el lector esta familiarizado con la teorfa general de campos.

1.1  Propiedades generales de campos finitos

Ion esta primera seceién estudiaremos el niimero de elementos de un campo finito F y algunas
propiedades estructurales. Mostraremos que este nimero es necesariamente de la forma p”
con p primo v 7t € M. También mostraremos que F* es un grupo ciclico, lo que nos ayudard a
mostrar que cualguier extension finita de F s simple. Finalmente veremos que todo campo
finito es perfecto.

Denotaremos por I, al campo Z/pE con p primo. 5i K es un subcampo de [F,, entonces
7. debe contener al 0 y al 1 de F,,, y por lo tanto debe contener a todo Fy; es decir, Z/pZ no

tiene subecampos propios Estoc nos lleva a la siguiente definicion
Definicién 1.1.1. Un campo que no contiene subcampos propios es llamado campo primo.

Ejemplo 1.1.2. F, y Q (el campo de los nameros racionales) son campos primos



6 Propiedacles generales

Definicién 1.1.3. Diremos que la ecaracteristica del campo finito I s p, si éste tiene como
subcampo primo a Z/pZ.

Nota 1.1.4. La caracteristica de un campo finito siempre es un niimero primo. Mds alin,
si un campo tiene caracteristica p, entonces éste ticne como subcampo primo a Z {pZ salvo

isomorfismo.

Notacidn 1.1.5. 5i E ¢5 una extension de T, tenemos que i es un F-espacio vectorial. De-

notarcmos por el simbolo (B : B} a la dimensién de E como F-espacio vectorial.

Lema 1.1.6. Sea K un campo finito que contiene a un subcampo I, con q elementos. En-

tonees K tiene ¢™ clementos, donde [K : F] = m.

Demostrocion. K es un F-espacio vectorial de dimensién finita, ya que K es finilo. Sea,
m={K:Fy A= {a;,q,...,0n} una base de K. Cada elemento 4 € K, se puede escribir
de forma inica como combinacién lineal de los elementos de la base, os deci:

B=ai; + -+ ity

donde o; € K. Como cada a; puede tomar ¢ valores, y cada expresién de la forma anterior

estd en KK, concluimos gue K debe tencr exactamente g™ clementos. O

Consideremos ahora a Fy como una extensién de su campo primo. Haciendo una adaptacién
al teorema anterior y tomando en cuenta que el campo primo de I, tiene p elementos (donde

p o5 la caracteristica de Iy ), tenemos un nuevo ¢ importante teorema.

Teorema 1.1.7. Sea I un campo finito. Entonces F ticne p™ elementos, donde m es ignal

a la dimensién de F sobre su campo primo, y p es la caracteristica de F.

Ahora mosiraremos que F* es ciclico, para csto usaremos la férmula de inversidn de
Mébius que presentaremos a continuacion, sin embargo, la demostracién de ésta la omitire-
mos (véase [LN94]),

Definicién 1.1.8 (Puncién de Md&bius). Sea p: ZT — C el mapeo definido por (1) =
1, p{n) = 0 si p?|n para algin primo p y p(pipe---p.) = (=1)" donde py,ps, ..., pr son
primos distintos.

Ejemplo 1.1.9. p(5) = -1, p(28) =0y p{15) = (-1} = 1,
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Teorema 1.1.10 (Férmula de Inversion de Mobius). Sea f : Z* —» C una funcién

ron valores complejos. §i F(n) = 3, f(d), entonces

Iy = prd)F ()

dn

clonde las sumas son sobre los enteros positivos que son diviseres de n.

Ksta formuta, ademas de ayudarnos a demostrar que F* es ciclico, nos sirve, entre otras

cowas. para calcular el valor de la funcién de Euler, lo que también nos serd de gran utilidad.

Aplicacién 1.1.11. Sea ¢ la funcién de Euler, ie., ¢(1) = 1, para n > 1 ¢(n) es igual al
wiimero de enteros positivos menores que n, que son primos relativos con n. Demos una
fornmla para caleular ¢{n). Es facil ver que n = Zd {d), entonces si n = p}'py® - --pi,

usando la férmula de inversion de Mdbius, tenemos que:

om) = Y uld) (11)

din

:n_z !+§plpj

(D202

Asi, por gemplo, 10 tiene 10{1 — 1/2)(1 — 1/5) = 4 niimeros menores y primos relatives con
¢l

Teorema 1.1.12. Sea 7 el grupo de las unidades de un campo finito F Entonces F* ¢s

tirdico

Dimpsiracidn. Sea |¥'| = m. Denotemos por (d) al ndmero de elementos cn F* de orden
d. Tenemos que m = )y %(d), usando la formula de inversién de Mébius y la ecuacién 1.1,

nos queda:
m
Bm) = 3 ()T = (m).
din

Come o{m) =1 51 vy stlo si m = 1 {que es el caso trivial), tenemos que ¢(m), y por lo tanto
: (1), £5 mavor que 1 para m > 1, lo que significa que ¥* tiene cuando menos un clemento

de orden i, ¥ entonces B es ciclico. I,



8 Propiedades generales
Corolario 1.1.13. Cualquier extensidn finita de un campo finito ¥ es simple.

Demostracion. Sca T una cxtensién finita de IF, entonces si [E : I] = s, tenemos que I ticne
[F}* elementos, de donde & s un campo fintto. Por el teorema anterior, existe un elemento

¥ € E* que gencra a E*, entonces E = F(y). (

Definicidn 1.1.14. Sca Fy un campo finito con ¢ elementos. Una extensién K de I, ¢s un
campo de descomposicién del polinomio f(z) € Fy[z] sobre F,, si todas las raices de f(z)
estan en K y no existe subcampo de K que contenga. a f, con esta propiedad.

Ahora presentaremos unos resultados de la teoria general de campos de descomposicién
cuyas demostraciones las podemos encontrar en el libro de [Mor96).

Teorema 1.1.15 (Existencia de campos de descomposicién). Sea F un campo. Si
f{z) € Mz} es un polinomio de grado positivo, entonces existe un campo de descomposicién
para f{z) sobre If.

Teorema 1.1.16 (Unicidad de campos de descomposicién). Cualesquiera dos campos
de descomposicién de un polinomio f (z) € IFlz] sobre el campo IF son isomorfos con un iso-
morfismo que deja fijos a los elementos de F ¥ actia como permutacidn en las rafces de

f(z).

Definicién 1.1.17. Sea IE una extensién algebraica del campo finito IF. Un polinomio srre-
ducible p(x) € F{z] es separable si no ticne raices miiltiples en su campo de descomposicién.
Un polinomio g(x) € Flz] es separable si cada factor irveducible de g(x) es scparable. Un
elemento o € IE es separable si su polinomio minimo sobre IF es separable. | cs separable si

todo elemento en E es separable.

La proposicién que presentamos a continuacién, es un resultado de la teoria general de

campos. Podemos encontrar una demostracién de este hecho en IMor98].

Proposicién 1.1.18, Un polinomio f () no tiene raices miltiples si y solo si f () y su

derivada f'(x) son primes relatives.
Corolario 1.1.19. Un polinomio irreducible p(x) es separable si y sélo si ) #£0.

Definicién 1.1.20. Un campo F es perfecto, si toda extensién algebraica de IF, es separable.
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Ahora nuestro objetivo es mostrar que todo campo finito F es perfecto, para esto, basta

mostrar que tado polinomio rreducible en Fiz} es separable.

Proposicién 1.1.21. Sea F un campo finito de carecteristica p. Enlonces:
(a+b)" =a” +0 y (a-— by = o — o

para todo entero positivo n.

Demostracién, Haremos induccién sobre n y usaremos el hecho, ficil de demostrar, de que
p diide al coeficiente binomial (7} para 1 < i < p, lo que implica que (7} = 0 en F para

1 <i<p.

(a+ b)F i (f) P

1=0
p-i p
— P I pﬂ'bl
a’ -+ +;(i)a
=a" + ¥

por lo que el caso n = 1 esta completo. Supongamos que e resultado es verdadero para

n — 1, entonces:

(a+8) = (a+b)" "
=[a+0)"y
— (apn—l +bpn—l)p

€aso n=1 " n
E A i

Para demostrar (g — b)?" = ¢ — b, notemos que.

o = ((a —b) + 8" = (a— b 4+ 7"
v ¢f resultado es inmediato. 0
Corolario 1.1.22. Sea [ un campo finito con g° elementss. Entonces:

(a+b)” = +6¢ y (a—b7 =¥ -7

para tedo entero positive 3.
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La demostracion es inmediata ya que ¢ es una potencia de un nimero primo p, donde p

es la caracteristica de IF.

Proposicién 1.1.23. Sea ¥ un campo finito con ¢ elementos, entonces af = a para todo
a e,

Demostracidn. Todo elemento a € F* satisface que a7 = 1 ya que ¥ es un grupo de orden

¢ — 1, por lo tanto, ¥ = a para todo ¢ € F. [l

Corolario 1.1.24. Sea F un campo finito con ¢ elementos, entonces a¥ = a pora todo o € I

y todo entero positivo n.

Lema 1.1.25. Sea T un campo finito de caracteristica p, y sea f{z) € Flz], un polinemio
wreducible. Si f(x) es un pohmomio no separable (inseparable), entonces emste un entero
positivo d tal que f(x) = h{z") donde h(z) es separable.

Demostracion. Si f(z) = ag + ayz + -+ + 22" no cs separable, por ¢l corolario 1.1.19,
sabemos que f'(z) = 0, esto significa que plia,, lo que implica que pi para las +'s tales que
e; 7 0, por lo tanto, f(z) = h(x”). Si h(zx) cs separable, hemos terminado, de lo contrario
podemos aplicar el mismo argumento para h{x) y obtener ef resultado deseado en un nimero

finito de pasos. 0

Teorema 1.1.26. Todo polinomio irreducible sobre un campo finito es separable, por lo

tanto, todo campe finito cs perfecto.

Demostracién. Sea F un campo finito de caracteristica p, entonces el campo primo de JF cs
F, = Z[pZ. Si [F : F,] = n, cntonces F ticne p* = ¢ clementos. Como todo elemento o € F
satisface a¥ = a (proposicién 1.1.23), tenemos que a = 0” con b = a?™', asi vemos que todo
elemento en IF ¢s una potencia de p.

Supongamos que f(x) es un polinomio inseparable en F[z]. DPor la proposicién 1.1.25,

fz) = h(zP), por lo que:

f(#)=ap+aiz? + - 4 g
= b + bl 4 DR

= (bg + by + -+ + a,3")" usando la proposicién 1.1.21.

Por lo tanto f(z) no es irreducible y, por lo tanto, todo campo finito es perfecto. i
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1.2 Campos finitos como Campos de descomposicioén

Fn esta seccidn veremos que todo campo finito es el campo de descomposicién de un poli-
tomio sobre su campo primo. Con esto, usando la unicidad de los campos de descomposicidn,
veremos que 56lo hay un tinico campo finito con g elementos (salvo isomorfismo), lo que nos
permitird hablar del campo finito con g elementos.

Asi mismo, dado un polinomio sobre un campo primo, nos podemos preguntar sobre el
caunpo de descomposicién de este polinomio. La existencia de este campo de descomposicién
nos garantizara la existencia de los campos finitos Mds aiin, mostraremos que existe siempre
wn campo fintto con p® elementos para todo primo p y para todo entero positivo n.

[.o que mostraremos en seguida es que todo campo finito es el campo de descomposicién
de un polinomio de ta forma " —zxC F,[x] para algiin primo p ¥ un entero positivo n.

Recordemos que s1 Fp. es un campo finito con p* elementos, entonces este tiene carac-

teristica p v por lo tanto, tiene como subcampo primo a .

Lema 1.2.1. Sea f(z) el polinomo 297 — z € F (2] donde F, es un campe finito con g
rlementos. Entonces f(z) no tiene rafces multiples en su campo de descomposicion, t.e., es

separable.

Demostracion  Supongamos que 7, tiene caracteristica p, entonces p divide a g y por lo tanto
q=0en3,. Como f'(z) =¢"2" 1 —1=—1%#0enF,r], tenemos que el maximo comin
diviser de f(z) v f{x) es 1. Usando la proposicién 1.1.18 vemos que f(x) es separable. O
Teorema 1.2.2. Sea Fy» un campo finito con ¢ elementos. Entonces Fyn es un campo de

destomposicion del polinomio 277 — z € F,[z| (este campo es dnico salvo jsomorfismos).

Jmostracton, Por la proposicion 1.1.23, a9 = g para toda a € F.., se tiene que toda

2. es rafz del polinomio 2¢° — z. Como este polinomio tiene exactamente ¢ raices

s
[{IE P

distintas {recordemos que es separable) y F,» tiene ¢" elementos, vemos que Fp es, en

efecto. un campo de descomposicién de este polinomio (dnico salvo isomorfismo). ]
Corolario 1.2.3. Cuolesquiera dos campos finitos con el mismo numero de elementos son

tnennarfos

Demasfracidn, Sean ¥ v X dos campos finitos con ¢ elementos. Como g = p® para algin pri-

mio p v algin entero positivo n, tenemos que ambos campos tienen al mismo subcampo primo
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¥,- Por el teorema anterior cada uno de los campos F y K son un campo de descomposicidn
del polinomio z? — x € Fy[2]. Del teorema 1.1.16 se sigue que F £ K, O

Los resultados anteriores nos permiten mostrar la existencia ¥ unicidad de los campos
finitos, lo que nos permitird hablar del “campo finito” con ¢ elementos.

Teorema 1.2.4 (Existencia y unicidad de campos finitos). Sea ¢ una potencia de un
primo. Supongamos que existe un campo finito F;, con g elementos, entonces para cada
entero positivo n existe un campo finito con ¢* elementos que contiene como subcampo a
F,. Este campo es dnico salvo isomorfismos.

Demostracidn. Sea K un campo de descomposicién del polinomio f(z) = 2" — x € T,[z].
Por la saparabilidad de cste polinomio, hay ¢ clementos distintos en K que son raices de
f(z). Sea § = {y € K: 4" = y}. Este conjunto conticne a todas las rafces de Flz) y
solamente a éstas ya que todo e € S satisface que e —a =0, por lo que 15| = ¢,
Afirmamos que S es un subcampo de K. En efecto, el 1 y 0 estdn en S; si tomamos
a,b € 8, por la proposicién 1.1.21, (¢ —5)"" = af" —p" =g — by {(ab=1)9" = o2"(b~1)"" =
a? (")) = ab™! tenemos que a — b y ab™! estén en S5, por lo que S es un subcampo de K.
Como S es un subcampo de K formado por las raices de f(), tenemos que f(x) se
descompone en S y por lo tanto 5 = K. Tenemos que S es un campo finito con ¢" clementos
y es el campo de descomposicién de f(x}. Por los teoremas 1.1.15, 1.1.16 y el corolario 1.2.3

este campo existe y es dnico (salvo isomorfismo). O

De este resultado se sigue el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5. Sea F, el campo finito con p elementos. Para cada entero positivo n existe
un dinico campo con p* elementos tal que tienc a B, como subcampo.

Corolario 1.2.6. Para cada potencia de un primo q, y pare cada entero positivo n, existe

un campo con ¢* elementos.

1.3 Los subcampos de un campo finito

Teorema 1.3.1. Sean F, K y I campos finitos tales que F ¢ K C . Entonces E:H =
[E: KK :F.
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Demostracion. Supongamos que F tiene ¢ elementos. Como consecuencia del lema 1.1.6
tenemos que E tiene ¢/EF elementos y K tiene t = ¢ elementos; asi mismo [ tiene (£l

clementos. Por lo tanto:

g BF = gBR] (q[E{:F])[E‘;I{] — gl<FIER]

y entonces [E: F} = {E: K][K : F. £
Lema 1.3.2. Sea ¥ un compo. FEnfonces a' —1 divide e 2™ — 1 en Flz] si, y sélo s, | divide

1 7rmn.

Demostracion. Seam =g +7 con 0 <r <! Entonces

"1 Lzt -1 37 -1
=
z—1 r—1  zt-1

como (z% — 1/(z! = 1) = (x99 4 (2972 + -+ 2t + 1 = f(x) € Fiz], tenemos que
200 — arf(r) - 522 por lo que 2! — 1 divide a 2™ — 1siy sélosi (2™ — 1)/(2! — 1) es un
-1 zh—1 1

polinomio; si y sélo si

-1 z2m-1
-1 -1 - {e)
os nn polinomio; 51 y sélosi 7 =0 ya que r < . O

Lema 1.3.3. Sta es un entero positwo, entonces of — 1 dunde a o™ — 1 s, y sdlo st, | divide

a Tt

Sia = 1 el esultado es trivial, St ¢ # 1, la demostracién es inmediata al substituir x por

a en la demostracidn al lema anterior.

Teorema 1.3.4. Sea K una extensién finita del campo finito Fy tal que [K : F] = n. En-
tonees para cada divisor positivo mn de n existe un inico (salvo isomorfismo) subcampo de
¥ que contience a ¥, con ¢™ elementos. Conversamente, cada subcampo de K que contiene

A ¥, ticne ¢ elementos para algin divisor positive m de n.

Demostracisn Como [K - F;] = n entonces K tiene ¢” elementos Sea m un divisor de n, por
el temna 1.3.3 sabemos que g™ — 1 divide a ¢® — 1 y por el lema 1.3.2 tenemos que z¢" ! — 1
diside a 771 — 1, por lo que toda raiz de 297~ — 1 es raiz de 9" ~' — 1 y por lo tanto,

tuda rafz de 2% — z es rafz de 27" — z . Sabemos que K es el campo de descomposicién del
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polinomio 27" — x asf que K debe contener como subcampo al campo F de descomposicién
de x¢™ — x sobre F,. Por la saparabilidad de este polinotio, F debe lener exactamente ™"
elementos. En virtud del corolario 1.2.3, F 2 Fgm .

Conversamente, si F es un subcampo de K que conticne a [fy, entonces IF Licne ¢™ elemen-
tos donde m = {F : ] {iema 1.1.6), como por el teorema 1.3.1 [ : IF,] divide a [K : F,] = n,
el resultado se sigue. 0

Observacién 1.3.5. De la demostracién al teorema anterior podemos concluir que ¢l dnico
subcampo de Iy» que contiene a F, de orden g™ para algiin divisor m de 7, estd dado por

las raices del polinomio %" — x € F,[x].

Corolario 1.3.6. Sea K un campo con p* elementos donde p es la coracteristica de K y n
un entero positive. Entonces pare cade dinsor positivo m de n existe un dnico subcampo

(salvo isomorfismo) de K con p™ elementos.

Ejemplo 1.3.7. Tenemos que los subcampos del campo finito Fys0 los podemos encontrar

determinando los divisores de 30. Asi tencmos el siguiente diagrama:

RN

PN

5[3 ]F515 IFS!D

12X X

53 F5 2

NP

Iy
Ejemplo 1.3.8. Ahora consideremos el campo finito Fygeg, i.e,, cste campo tiene 4096 ele-
mentos. Como 4096 = 2'2 tenemos el siguicnte diagrama:

]Frlﬂ'.)ﬁ
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“Ferminaremos esta seccién con unos resultados que nos serdn de gran utilidad para de-
mostrar la racionalidad de Ja funcién zeta y que tienen (ue ver con las ideas expucstas
acud
Lema 1.3.9. Sean s, u,q, enteros positivos. El mdzimo comin divisor entre ¢° —1 y ¢* — 1

e un ntimero de la misma forma, 1 e, (¢° —1,¢" — 1) = ¢¥ — 1 para algin entero 1 < v < e

Dermostracién. Supongamos sin perdida de generalidad que s > . Si g divide 2 s entonces
¢ — 1 chvide a ¢* — 1 { lema 1.3.8) y, por lo tanto, (¢° — 1,¢" — 1) = ¢* — 1. Si g no divide

a4 «, eutonces existen enteros positivos [, r tales que s = {p + 7 con l<r<pyasi
F-1=¢@* -1 +¢ ~1y0<qg -1<g* 1,

<abernos también que (g% —1)/{g"—1) es un polinomio, por lo que si #(z) = ¢"(g"*~-1}/{¢"-1),

TOHCIHOS?
@ —-1=tale" -1} +4 -1,

n~wlo el atgoritmo de Euclides para encontrar el méximo comin divisor y el argumento

anterior 1epetido en cada paso, tenemos que existe v > 1tal que (¢° —1,¢* ~1) = ¢ —1. O

1.4 Polinomios irreducibles y teoria de Galois sobre

campos finitos

It rsta seccion veremos algunas propiedades de los polinomios irreducibles y su conexion
¢on las extensiones algebraicas de un campo finito dado. también estudiaremos el grupo de
{alms de estas extensiones. Mostraremos que toda extension finita de un campo finito es
nnn extension de Galois y que el grupo de Galois de dicha extensién es un grupo ciclico

vencrado por €l automorfismo de Frobenius.

Lema 1.4.1. Sea f € B,lz] un polinomeo wieducible sobre ¢f campo finito Fy y sea cx roiz de
/e alguna extensidn de F,. Entonces pare un polinomuo h € Fy[z] tenemos que A{a) =0

2ty ol si f dunde a hoen Fylz]

i demostracién de este lema es de rutina v se puede encontrar, por ejemplo, en [Mor96]
u bien, on [LNO4]
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Lema 1.4.2. Sea f € W[z} irreducible sobre F, de grado m, cntonces f(x) divide a 29" — x
3t, y sdlo si, m divide a n.

Demostracidn. Supongamos que f(z) divide a 29" — z y sea « una raiz de f(z) en alguna
extensién de Iy, entonces af” = o por lo que o € e (leorema 1.2.2) v T {a) C Fpn. Como
[Fe{e) : F,) = deg f = m y el grado de F,» sobre F, es n, usamos ol teorema 1.3.1 para
concluir que m divide a n.

Ahora supongamos que m divide a n, como Fy(a) C Fym y [Fy(a) 1 F,] = degf = m
entonces [fy () = Fym y por lo tanto o es rafz de %™ — 2, pero como m|n, 29 — z divide
a x™ — x por lo que o también es rafz de 27" — 2. Usando el lema anterior tenemos que f

divide a 27" — = [

Teorema 1.4.3. Sea f € Fy[z] un polinomio irreducible de grado m. Entonces § ticne una
rafz a en Fym. Més aiin, todas las rafces de f estdn dadas por los elementos a, at, ..., 0t
de Fym.

Demostracidn. Si « es una rafz de f en su campo de descomposicién sobre F,, entonces

[Fy(c) : F,] = deg f = m por lo que
Fl]’(a) = ]qu’ (1.2)

y en particular c € Fym. Ahora mostraremos que si 7 es un raiz de f, entonces también lo
es #7. Pongamos f(x) = 2™ + tm_13™ 1 + - -k ag donde las a,’s estédn en F,. Usando la

propiedad de que a? = g para todo o € IF, y el corolario 1.1.22 tonemos:

F(B%) = anf™ A 4y a ' - 4 g
= gl f7 . aqm““ga(m—l) e tad
= (a'mﬁm -+ am—-lﬁm—1 R aﬂ)q
= f(8)" =0,
con lo que los elementos o, af, -+ - ,a%™ " son raices de f. Ahora demostraremos que estos

elementos son distintos, con lo que demostraremos, de hecho, que estos clementos son precisa-
s i .
mente las raices de f. Supongamos que ¥ = a7 para algunos enteros 0 < j <k <m — 1,

elevando esta igualdad a la potencia g™ * tenemos:

r—A+ti m
af =a’ =u
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=k

por fo que, usando los lemas anteriores, coneluimos que f{z} divide a =7 —z y porlo

tanto m tiene que dividiram —k+jloqueesun absurdoyaque 0 <m -k +j<m. 0O

Corolario 1.4.4. Sea f & F,[z] un pohnomio wreducible de grado m. Entonces el campo

de descomnposicion de f sobre Ty es Fym.

Dremostracidn  Por el teorema anterior sabemos que el campo de descomposicidn de f es el

_— w1 - . .
catnpo Flo,af,. .. ,a% ), pero tenemos las siguientes igualdades:
=1
Fla,a,...,07 )=TF(o) =Fm.
I.a ultima igualdad se sigue de la ecuacidn 1.2 en la demostracién al teorema antenor. [

Corolario 1.4.5. Cualesquiere dos polnomios irreducibles en K, del mismo grado tienen

campos de descomposicion isomorfos.

Recordemos que el grupo de Galois Gal{i{/F) de una extensiéon K de F se define como
el ginpo de los automorfismos de K que dejan fijo a cada clemento de I, i.e., Gal{K/F) :=
{7 ¢ Awt{¥) : o(a) = a para todo ¢ € F}.

Definicién 1.4.6. Una extensidn K de IF es normal sobre T, si K es el campo de descom-

posicidn de un conjunto de polinomios en Flz).

Definicidn 1.4.7. Una extensién K de IF es una eztensidn de Galois si ésta es normal y

seprarable.

Teorerna 1.4.8. Una extensién finita K de F es una extensién de Galois st y solo si se
cumnple que |Gal(%/F)| = [K : 7).

[.a demostracién de este teorema se puede encontrar en {Mor96).

Lo que mostraremos en seguida es que todo campo finito es una extensién de Galois
sobre su campo prime, mas ain, veremos que toda extension finita de un campo finito es
una extension de Galeis, o bien, que Fpn es una extensién de Galois del campo finito Iy, para

todo entero positivo m.

Lema 1.4.9. Sea Fym le estensidn de grado m del campo finito F,. Entonces Fon €35 una

ertensidn normal de By
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La demostracidn de este lema es una consecucncia del teorema, 1.2.2.

Lema 1.4.10. La cstension Fpn de T, es separable.

Este lema ¢s consecuencia inmediata del teorema 1.1.26.

Como consecuencia inmediata de los lemas anteriores, tenemos ¢l siguiente ¢ importante

teorema,

Teorema 1.4.11. La extensién F,~ de IF, es de Galois.

Como consecuencia de este teorema y del teorema 1.4.8 sabemos que el grupo de Galois
de Fym sobre F, tiene cxactamente m elementos, sin embargo, es posible decir adn mads,
podemos dar explicitamente los elementos de este grupo.

Sea g i Fym — Fym el mapeo definido por o, (a) = o donde 0 < § < m—1. Afirmamos
que gy es un automorfismo de Fym que deja fijos a los clementos de Fy. En cfecto, si a € F,
entonces por ¢l corolario 1.1.24 tenemos que o,(a) = . Tomemos «, 3 dos elementos en Wgm

obviamente o, (vf) = a;(e)o;(8) y, por el corolario 1.1.22, tenemos que:

ayla -+ f) = oy(a) + 0;(8),

ademds o;(a) = 0 si y sélo si & = 0 por lo que o; es inyectivo y como Fem es finito Lambién

¢s suprayective, por lo que o; es un autemorfismo,

Definicién 1.4.12. Al automorfismo de Fym definido por o(a) = o lo llamamos automor-

fismo de Frobenius del campa Fyu,

Teorema 1.4.13. El grpo de Galois Gal{Ffy= /IF,) es un grupo eiclico de orden m generado
por ¢l automorfismo de Frobenius de Fm .

Demestracidn. Lo que haremos es demostrar que los automorfismos o,, definidos arriba, son
todos distintos para 0 < § < m — 1, de aqui se sigue que cstos son todos los elementos
del grupo de Galois ya que son exactamente m, y como g; = of con o ¢l automorfismo de
Irobenius, vemos que esto os lo tnico que necesitamos demostrar.

Supongamos pues que 0; = o para 0 < 5,k <m-—1. Sea e € IFgm un generador de o
(recordemos que Fin es un grupo ciclico), entonces o # o de donde o;(a) # o) lo que

es una contradiccidén, Asf,

Gﬂ.l(qum/Fq) = {O’_} :0 S] <m-- 1} =0 >.
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Proposicién 1.4.14. Sea p(z) € F,[z] un polinomio irreducible sobre Ty de grado m.
Supongamos que o es una raiz de este polinomio en algin campe de extensidn. Entonces el
conjunte de las raices de p(x) en su campo de descomposicidn Fm es precisamente la drbita
de a bajo la accidn del grupo de Galois Gol(Fye [F,). Es decir, el eonjunto {o{a) : 0 €

Gal(Fm [F,)} es precisamente el conjunto de raices de p(x).

Demaostracion. Recordemos que el teorema 1.4.3 nos garantiza que las rafces de p son los

elementos a,of, ..,a?" " de Fym, y por la forma que tienen los automorfismos del grupo
de Galois de Fy=, el resultado es inmediato. n

Definicién 1.4.15. Sea Fym una extensidn de Fy y sea o € Fpm . Llamamos conyugodss de

-1
«r con respecto a I, a los elementos o, of, . .. Lo de Fom.

Ejemplo 1.4.16. Sea f = z° + z + 1 € Fo{z] entonces f es irreducible sobre I, ya que no
tienc raices en ®. Sea o una raiz de f en alguna extensién de [y, entonces o + ¢+ 1 =0

vy F2(n) = 7. Asi, podemos considerar a los elementos de Iy como
By ={0,1,0,0’} = {0,1, @, + 1}
va que a? = a + 1. Ademds tenemos que F} es un grupo ciclico de orden 3 generado por o.

Ejemplo 1.4.17. Consideremos al campo finito con dos elementos Iy, y tomemos una ralz
a del polinomio irreducible f(z) = #* + 2% + 1 € Fp[z] (este polinomio es irreducible ya
que no tiene rafces en By, lo que es facil comprobar haciende las evaluaciones), entonces
[#(a} : F2) = 3 y el campo Fa(a) 2 Fy es el campo de descomposicién del polinomio f(x)
sobre 7, tal como lo muestra el corolario 1.4 4, por lo tanto, 1as raices de f(z) son o, &?, o*.
Como f(o) = 0, entonces o® = o + 1 y asi o* = o + 2 + 1 por lo que, en términos de la

base {1,a,a%} de Fy como Ty espacio vectorial, las raices de f(x) son @, ¢ y o + o + 1.

Ejemplo 1.4.18. Sea o € Fy5 una raiz del polinomio z'+z+1 € Iy, entonces los conjugados
e @ con respecto a By son o, o%, 0f = a+1y o = o®+1. Los conjupados de @ con respecto

a X oson ay ol

Observacion 1.4.19. 51 & € Fp= y el polinomio minimo de o sobre B, tienc grado d,
entonces d divide a m y dentro de los conjugados de o cada raiz de su polinomio minimo

aparece m/d veces.
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Para terminar esta seccién daremos una formula para contar el ndmero de polinomios
mdnicos irreducibles sobre un campo finito, lo que nos ayudard a mostrar la existencia
de polinomios irreducibles de cualquier grado. Esto es de mucho interés ya que entonces
bastard encontrar un polinomio irreducible p(z) € F,{z] sobre If, de grado n, para construir
el campo finito Fyn = K, [z]/ < p(x) >.

Empecemos por dar algunos resultados vitiles.

Teorema 1.4.20. Para cada campo finito [, y cada entero positiva n, el polinomio " —
se factoriza como el producto de todos los polinomios ménicos irreducibles sobre F, cuyo

grado es un divisor de n.

Demostracidn, De acuerdo con el lema 1.4,2 los polinomios ménicos irreducibles que aparecen
en la factorizacidn de g(z) = 29" — z son precisamente aquellos tales que su grado divide a n
y sélo estos, Como g'(z) = —1, g(z) no tienc raices miltiples en su campo de descomposicién
sobre Ify, por lo que cada polinemio ménico irreducible cuyo grade divide a n aparece sélo una
vez en la factorizacién de g(x), asi g(x) es precisamente el producto de todos los polinomios

ménicos irreducibles, cuyo grado es un divisor de n. (]

Corolario 1.4.21. & Ny(d) denota el naimere de polinomios mdnicos irreducibles en Fy[x]

de grado d, entonces
q° = Zqu(d) pare todo n € N, {1.3)
dln

donde la suma es sobre todos los divisores positivos de n.

Demostrocidn. Denotemos por Fy{d) al producto de todos los polinomios mdénicos irre-

ducibles sobre I, de grado d. Por el teorema anterior sabemaos que:
27— = HFq(d).
dln
Comparando los grados en la identidad anterior, nos queda que g% = Zd]n dN,(d) donde la
suma o5 sobre todos los divisores positivos de n. (]
Teorema 1.4.22. El nimero Ny(n) de polinomios ménicos irreducibles de grado n estd dado
por la férmula

Ny(n) = % > uld)g,

dln
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donde p(m) es ta funcién de Mobius definida en la pégina 6.

Demostracidn. La ecuacién 1.3 nos dice que ¢* = 34, dVy(d), aplicando la férmula de

mversién de Mébius (teorema 1.1.10) tenemos lo deseado. O

Corolario 1.4.23. Para cada entero positwo n esiste un polinomao irreducible de grado n

sobre el campo fintto Iy

Demostracidn. Tomando en cuenta que p(l) = 1 y que p(d) = —1 y usando el teorema

anterior, tenemos la siguiente estimacién para el niimero Ny(n).

1 - L gt —q
N > Zfp® n-1_ n=-2 _ . _ _ - no__ >0
/q(n)_ (g q q g) = (Q’ q 1)

O

Ejemplo 1.4.24. Calculemos el nimero de polinomtos ménicos irreducibles de grado 4 sobre
7. Usando el teorema anterior tenernos que:
1
Na(4) = s (p(1)2* + p(2)2% + 1{4)2)

4
1

=-{16-4)=3
J(16-4)
De manera andloga, tenemos que €l ndmero de polinomics ménicos irreducibles de grado 2
sobre & esta dado por

1

No(@) = 5 (p(1)2° + u(2)2) = 54 - 2) = 1,

Do

pol o que tenemos que el dinico polinomio ménico irreducible de grado dos sobre F, es

f =2+ 2+ 1 (ver ejemplo 1.4.16 pagina 19).
Ejemplo 1.4.25. Si p v ¢ son dos nimeros primos distintos, entonces:

Ny(g) = ¢~ Hp(1)p" + ulg)p) = ¢ (2 — p)

1.5 La cerradura algebraica de un campo finito

Recordemos que un campo K es algebraicamente cerrado si no existen extensiones algebraicas

de 7 diferentes de ella misma; y que una extensién algebraica K de I es una cerradura
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algebraica de F, si K es algebraicamente cerrado. Ademds recordemos que dado cualquier
campo I, siempre existe una cerradura algebraica y cualesquiera dos cerraduras algebraicas

de F son isomorfas. Tencmos las siguientes equivalencias para un campo IK:

1. K es algebraicamente cerrado,

2. No hay cxtensiones finitas de K diferentes de ella misma.

3. Si E es una extensién de K, entonces K = {a € E: @ es algebraico sobre K}.
4. Cada f(z) € K[x] se descompone en K.

5. Cada f{x) € K|z] tiene una rafz en K.

6. Cada polinomio irreducible sobre K tiene grado 1.

Para una demostracién de estos hechos ver [Mor96, p. 30-37).

Sea F, un campo finito con g clementos, queremos dar algunas propiedades de las cer-

raduras algebraicas de Iy y de los grupos de Galois de éstas sobre F,.

Definicidn 1.5.1. Sea N una cerradura algebraica de F,. Al automorfismo o € Gal(V/F,)

tal que o(a) = a? lo llamamos el g-automorfismo de Frobenius.

Teorema 1.5.2, Sea NV una cerradura algebraica de . Para cada entero posilivo n, existe
un unico subcampo de N de orden ¢*. Si K v L son subcampos de N de ordenes ¢ y ¢™
respectivamente, entonces K < L si y sélo si m|n. Cuando esto ocwire L es una extensidn

de Galois de K con grupo de Galois gencrado por o™ (o es el g-automorfismo de Frobenius).

Demostracidn. Sea n un entero positivo. El conjunto de rafcos en N del polinomio " —x €
Wylx] tiene exactamentie ¢ clementos y es un campo. Entonces existe un subcampo de N
de orden g™, Como cualesquicra dos campos de orden ¢* son el campo de descomposicidn
de 27" — x sobre F,, y como cualquier subcampo de N consiste exactamente de las raices de
27" — g, tenemos que sélo cxiste un subcampe de N de orden ¢

Sean K y L, subcampos de N, de ordenes g™ y " respectivamente. Supongamos que

K C L. Entonces:

n= (L By =L K|[K : F] = [L: Kbmn,
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por lo que m divide a ». Ahora supongamos que m|n. Cada elemento de K satisface
nt™ —a = (. Como m|n, también satisface a¥" — a = 0, por lo que & C L. Cuando esto

pasa, L es una extensién de Galois de K y Gal(L/K) =< o™ >. .

Observacién 1.5.3. Con este teorema vemos que si fijamos a una cerradura algebraica de
¥,. entonces sus subcampos finitos de orden ¢" quedan totalmente determinados. Por esta
razon, si fijamos a una cerradura algebraica, a la que denotaremos por Fq, podemos escribir
a las extensiones finitas de ¥, como Fpm C F, donde m = [Fgm : Fy] = |Fpm|. Notemos
también que con esta notacién ¥y = |, .y Fem. Si o es el g-automorfismo de Frobenius,

Fym R sl m|n Gal(F n/qu) =< g™ Fym >,

entonces Gal(Fgm /H) =< o

1.6 Espacios sobre campos finitos

Sea X, un campo finito con ¢ elementos y filemos una cerradura algebraiwca F, de F,.
Definicién 1.6.1. El n-espacio afin sobre B, lo definimos como el conjunto

A" = AMF) = {P = (21,22, ... .7,) : 2, € F}
Anitlogamente, definimos el conjunto de puntos Fym-racionales de A" como el conjunto

A Fpm) = {P = (31,50, ,Zn) 1 2, € Fgu },
donde Zp- es el tnico subcampo de F, de orden ¢™,
Notemos que el grupo Gal(F,/F,) actda en A® de la sigwente manera’
Gal(F,/F,) x A" — A"
{($, P) — OF, (1.4)

donde &7 = (¢(x1), d(z2). - .. . ¢{z.)) Entonces podemos caracterizar al conjunto de puntos

-

7, -1actonales como.
AMZn)={Pc A" . $P = P para toda ¢ € Gal(F,/F;m) C Gal(F,/F,)}-

Sea Fg[r1.22,. ,z.] el aniilo de polinomios en n variables sobre Fq y sea I un ideal de

R NP -TO o
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Definicién 1.6.2. Una wariedad (afin) es un subconjunto de A” de la formas
Vi={P € A" : f(P)=0 para todo f & I}.
3i V es una variedad, el ideal de V es el conjunto:
V)= {f € Fylz1,2,... 2] : f() =0 para todo p € v}

Una variedad V se dice que estd definida sobre Fym si existen generadores de I{V) en
Fomiz1, 22,... ,2,]. Si V es definida sobre Fgn definimos ¢l conjunto V(Fym) de puntos
Fym-racionales de V como

V(Fm) = V[ ) A" (Epn).

Observacién 1.6.3. Si V csld definida sobre Iy, entonces estd definida sobre F,m para todo

m natural y, por lo tanto, podemos hablar de los puntos [y racionales de V para todo m.
Proposicién 1.6.4. Sea I un ideal de Fq[ml, B2, ... %] ¥ V una varieded . FEntonces
Vigy =V

(V) = /{I). Donde VI ={fe Fola1,ma,. .. ,z,) : f* € T para algin m ¢ N}
Demostracidn. Ver [Har77, p. 3] O

Definicién 1.6.5. Si el ideal de una variedad V ge puede generar por un polinemio, i.e.,
V) =< f > para algin f € F,[zy,x,,... »&n], entonces a V' la llamamos hipersuperficie
(affn) y la denotamos por H;(F,). Si H(F,) estd definida sobre Fgm , entonces denotamos
por Hy{Fe) al conjunte de puntos Fym-racionales de H;(F,).

La accién 1.4 nos define una accién por restriccién de Gal{FF,/F,) sobre V, ya que si
f € Fylzr,2a,... 2] entonces f(¢P) = ¢f(P) para todo P ¢ A" y todo ¢ € Gal(IFy/IF,),
por lo que si P € V también ¢P € V.

Ejemplo 1.6.6. Sca [y ol campo finito con 4 clementos. Entonces A® (}1_'“4) tiene 4% puntos
IFy-racionales, i.c., |A® (I, )| = 4. Mds atin, |A®( "ss )| = 4°". En forma general tenemos que
|A™ (Fp)| = g™
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Definicién 1.6.7. Decimos que el punto P € H(F,) es singular, si P es un cero comin de
las derivadas parciales de f. Bs decir, si

afjox (PY=0, 8f/822(P)=0,..., 8f/8z.(P) =0,
Decimnos que que Hy(F,) es no singuler si no tiere puntos singulares.

Definicidn 1.6.8. Eln-espacio proyectivo sobre F,, denotado por F* = P*(FF,), lo definimos

vomno el conjunto de todas las clases de equivalencia de las n + 1-tuplas (zp,2),... ,2,) €
A*t ~ {(0,0,...,0)} bajo la relacién de equivalencia dada por

(B0, %1, - - - T) ~ (AL, AT, ..., Azy)
paia todo A € ?; Si denotamos por [g,...,%x.} 2 la clase de equivalencia de (zq, ... ,z,),
entonces

P = {[zo,z1, .- ,Tn) : (To,T1,- .- ,2a) € A" —(0,0,...,0)}.

[El conjunto de puntos F = -racionales {proyectivos) de F* lo definimos como el conjunto de
todos los elementos (2o, 21, ..., 2, € P tales que existe A € F; con la propiedad de que
(hig. Aryo o, An,) € AMYY{E- )

Observacidn 1.6.9. Si definimos P*(F,} como el conjunto de clases de equivalencia de
los elementos (2o, 21, ..., 2.} € A F=) — {(0,0, .. ,0)} bajo la relacién de equivalencia
dada por {20, 71,. .. ,Ta) ~ (Amg, ATy, .., Az,) paratodo A € Fym entonces hay, claramente,
ani biveecidn entre P (Fym) y los puntos Fym-racionales (proyectives) de . Por lo que,
para auestros fines, no causa ambigiiedad si denotamos por P?(F,=) al conjunto de puntos

e -1acionales (proyectivos) de P™.

Sea f € Folza, %1, ... ,z,) un polinomio homogéneo, entonces tiene sentido preguntarse
ciinde f(7) = 0 para algin P € P* A cada ideal homogénec I de TF_?[:UD, T1y. .., 1,) le

asociamos un subconjunto de P* de la siguiente manera;
V= {P€P": f{P)=0paratodof € I}.

Definicién 1.6.10. Una veriedad algebraica (proyective) es un conjunto de la forma V con
! un 1deat homogéneo de F [zo,z1,.. ,7,). Si V es una variedad algebraica (proyectiva),

definimos el ideal (homogéneo) de V, como

HV) =< {f € Fylws, 21, ..., 2q) . f es homogeneo y f(P) = 0 para todo P € V} > .
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Si el ideal de V' se puede generar con polinomios en IF, m [0, T1, . .. , Zq], decimos que V'
esta defimda sobre Wym. Si V estd definida sobre Fym, definimos al conjunto de puntos
Fym -racionales de ¥V como

V(B ) = V[ | B (Epn ).
Proposicién 1.6.11. Sca I un ideal homogéneo de Wylzo,z1,... 2, y V una variedad
{proyectiva). Entonces
Vi =7
I(Vy) = /(D). Donde \/{I) :={f € Fyfza,1,... ,z4] : ¥ € I para algiin m € N}.
Demostracidn. Ver [Har77, p. 8-11|. i3

Definicién 1.6.12. SiV es una variedad (proyectiva) e J(V) esta generado por un polinomio
homogéneo, entonces decimos que V es una hipersuperficie proyectiva y la denotaremos por
H(F,). 8i H/{F,) esti definida sobre Fy entonces denotamos por H;(F,) al conjunto de
puntos Fpm-racionales de H ¢(T,).

Ejemplo 1.6.13. S5i N = |[P*(Fm){ y N = |A*"1(F;n)| entonces N == gn+im _ ] /gm
1= N-1/¢g"™—~ 1. Mds adn, si f es un polinomio homogéneo con coeficientes en F, v
Ni(f) = [Hy(Fn )|, entonces el nimero Ny (f) := |H(Fym )| csta dado por:

N-m(f) = Nm(f) - 1/f1'" —1,
para todo m € N.

Definicién 1.6.14, A las hipersuperficies proyectivas dadas por polinomios de la forma
apxh a2t o+ apx), donde cada a, € Fy, {Ia. # 0yt €N, las llamamnos hipersuperficies
de Fermat sobre .

Come en el caso afin, tenemos que el grupo de Calois Gal(E/IE‘,,) actda en P* de la
signiente mancra: para cada P = [gg,z1,... ,2,] € P* y cada ¢ € Gal(IF,/F,) definimos
¢P = [$(20), ¢(w1), ... ,$(=n)]. La accién esta bien definida ya qnue si (Azg, Ay, ... , At,)

es otro representante de P entonces

(@(Azo), p(Az1), ..., ${Awa)) = @A) (blza), 21, - ., blxa))
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v como @(A) € F, tenemos que ($(Azo), {Az,), ... , #(Az,)) también es un representante de
4P

De manera andloga con e} caso afin, esta accidn induce una accidn, por restriccién, en
cualquier variedad V, ya que para todo polinomio homogéneo f, se tiene que ¢{f(P)) =

Sy

Definicién 1.6.15. Decimos que el punto P € H;(F,) es singular, si P es un cero comin

tle las denvadas parciates de f. Es decir, si
Of10ro(P) = 0, B /8x,(P) =0,... , 8 dza(P) = 0.
Drcnnos que que H (F,) es no singular si no tiene puntos singulares.

Observacién 1.6.16, Como 8f/8z,(P) = aalpf_l donde P ={pp,p1, .0l ¥ f = ana;é +
aprl + -+ a,z! tenemos que que una hipersuperficie de Fermat tiene un punto singular

solamente st la caracteristica de F, divide a I.

Fjemplo 1.6.17. Sea f = z3 + z} + x} € F*[zg, 71, 72], entonces este polinomio determina

una hipersuperficie de Fermat sobre Ty cuyos puntos Fy-racionales son
0,11, (L01] yel [1,1,0).

Si tomamos a ¥y como en el ejemplo 1.4.16 entonces los puntos Fy-racionales de esta hiper-

superficie son.

0,1,1  [1,0.1] [L1.0]
[@,0,1]  [&,1,0] [0,0,1]
[0,0,1] [2%,1,0] [0,0%1)

Si ahora comsideramos a f como un polinomio sobre Iy, entonces f me determina una
hipersuperficie de Fermat sobre Fy cuyos puntos Fy-racionales comnciden con los puntos Fy-
tacionales de la hipersuperficie definida sobre F,. De hecho, los puntos Fys -1acionales de la
hipersuperficie determinada por f sobre Fy, sismpre coinciden con los puntos Fye.-racionales

de la hipersuperficie definida sobre .
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Capitulo 2

RELACION HASSE-DAVENPORT

El principal objetivo en este capitulo es mostrar una relacién probada por Hasse y Davenport
existente entre las “sumas de Gauss” asocladas a ciertos campos finitos. Esta relacién es
una pieza fundamental en la demostracion de la racionalidad de la funcidn zeta que es uno
tle los fines de esta tesis. Para lograr esto es necesario conocer a los grupos de caracteres
asociados a los campos fimtos v sus propiedades, es por esto que las primeras secciones las

dedicaremos a este fin

2.1 Traza y norma de un elemento sobre un campo

finito

En esta seccién tomaremos a F como el campo finito con ¢ elementos, 10, B =F, y a

-
Py

~ %

= F,,, como la extension finmita de IF de grado s.

2.1.1 La traza

Definicién 2.1.1. Sea o € F,. La traza de o sobre T, la cual es denotada por Try, je(c), es

definida como
Trae(o) =a+al+a” + 4ol .

51 F es el campo primo de Fy, entonces Trr, sr(a) es lamada la traze ebsolute de o, y es

denotada simplemente por Try, (@),

29



30 La traza
Observacién 2.1.2. La Try, jp(ct) es la suma de los conjugados de « con respecto a F.

Antes de demostrar cualquier proposicién de la traza, daremos una descripeion diferente
de ésta.

Sea f(x) € Fx] el polinomio minimo de o sobre F tal que deg(f(2)) := d = [F(c) : F].
Como F C IF(a) C F; y [F, : F| = s, usando el tcorema 1.3.1, tenemos que d divide a s.

Definicién 2.1.3. Al polinomio g{x) = f{x)*/? ¢ x| lo lamamos polinomso caracteristico
de ¢ sobre TF.

Proposicién 2.1.4. Sea g(z) el polinomio caracteristico de o sobre F. Si g(z) = 2° +

g1 %71 -+ + ag, entonces Try, jp(a) = —a, .

l=1

- I 2
Demostracidn. Por el teorema 1.4.3, las raices de fx) son: o, 0%, 0?,...,a? ", de donde

f(@) = (z - o)z —a% - (z - ") 3, por lo tanto, g(x) = (v — )iz — at)sld. . (z -
o?""')5/4, Por lo que cada rafz de f (z) es raiz de g(x) s/d veces. Por la observacién 1.4.19,

las rafces de g{z) son precisamente los conjugados de . Entones:
9(z) = (z - a)(z — ") - (z — a? 7). (2.1)
Hacicndo la multiplicacién y comparando los cocficientes, tenemos que:

a—1

Tre (@) =a+ o+ o 4 +a? = gy

Corolario 2.1.5. Ty, sp(c) € ¥ pare tode a € T,

Demostracidn. Como g(z) € Flz], entonces —a, | € F y, por la proposicién anterior,

TT'E/]F(O:) = —tg_1q. 0

Ahora demostraremos que la traza cs, cn realidad, un funcional lineal de F, como F-

ospacic vectorjal.

Teorema 2.1.6. Sean F = F, y I, = F,., considerados como W-espacios vectoriales. La

funcion T'rg, g : F; — F cumple con las siguientes propiedades:

i) Tre, Jv es una transformacion lincal de F, sobre I
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t) Tre, p(a) = sa para todo @ € F.
it) Tre, (@) = Trg, jr(a) para todo o € .
Demostracidn, Tomemos e, f € B, y c € |
i} Veamos que es una transformacidn lineal.
a) Demostraremos que la traza abre sumas. Usando la proposicién 1.1.22

Treela+ ) = {e+ B +{e+87+ -+ (a+8)""

(a+ B+ +5)+ -+ (@ +577)
(@t ot 4+t Y BB+ +577)
Try,e{a} + Trz, #(B)-

fl

b} Demostraremos que la traza saca escalares Como ¢ € I, ¢* =cparatodok €N
(proposicién 1.1.23 y su corolario 1.1.24 en la pagina 10).

ca+ (ea)? + -+ (ca)”

Tre, je{cor)
= ca+cfat 4+ T

= ca+ca®t o +ea?

= cla+a’+a’ 4 +a’)

= CTTFS /F(O)_

Por lo tanto, Trg, ;#(0) es una transformacion lineal Para ver que es suprayectiva,
primere veamos que existe 8 € F, tal que Trs z(8) s 0. Para esto, notemos que
Tre, ;e{a) = 0 si y 86lo si o es raiz del polinomio z + z9 + 2 4+ 427", Como este
polinomio ¢s de grado ¢°~1, tiene a los mds ¢°~! raices; pero F, tiene ¢° elementos, de
donde existe § € I, tal que £ 1o es raiz de este polinomio y par lo tanto T'rg #(8) # 0.

Hagamos Trg, #{0) = b y tomemos ¢ € F. Observemos que:
Trs, e((a/0)B) = (0/0)Tre,(8) = (a8 = @
de donde Try, ;7 es suprayectiva,

1) Tre, r(a) = alrg, p(1) v claramente Trg 7(1) = s, por lo que T'rg,j=(a) = sa
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iii) Por la proposicidn 1.1.23, 0%’ = «, de aquf que

Tre,p(o”) = o'+ a® 4o Foridg ot
= o"+a" ++a’ o
Tre, p(a).

Il

O

Si ahora consideramos a E una cxtensién finita de F;, ie, F C Fy, C E, tiene sentido
preguntarnos por la relacidén que guardan las diferentos trazas: Try, ey Trgye, Trgp,. El

siguiente teorema, de gran utilidad para este trabajo, nos dice cudl es esta relacidn.

Teorema 2.1.7 (Relacién de Transitividad). Sea F un campo finito, K una extensién
finita de I, y I, una extensién finita de K. Si o € E, entonces:

TTE/F ((\{) = TT‘K/F (TT]E/K (Q))

Demostracidn. Supongamos que F = Fyo que [E : K] = my [K : F] = n. Entonces, por
teorema 1.3.1, [E : F] = mn. Ahora:

Il

n—1 n—-1 /m-1
Tree(Tram(e)) = D Trggla) =3 (Z ﬂf"“’)
i=0

=0\ =0
n—1m-1 ma—1
nyt
= E E o™ E ot = = Trgw ().
i=0 j=0

Hemos utilizado que sif < 3 <m—1y0<i < n—1, entonces 0 <k=nj+i<mn-—1. 0O

Finalmente daremos una caracterizacién més de la traza, pero ahora en términos de su
polinomio minimo. Esta caracterizacién nos ayudars a ver que T'rg, /F(a) es la traza de una

transformacion lineal,

Observacién 2.1.8. Sea f(z) = 340,24+ . --aq € Flz] el polinomio minimo de & & IF,,
entonces sabemos que f(2) = (x —a)(z— ) -+ (- o) por lo que, si consideramos a los

campos ' C F(er) C F, entonces [IF, : F(e)] = s/d y Trage = @ + o+ -+ o = —q,.
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Como a € F{a), entonces Ty, jpa) (@) = (s/d)er (ver teorema 2.1.6) y, por lo tanto:
TTF,/F(CX) = T’."F(a,)/[.‘(T'f‘;zH JF(a) (2)
= Treayr (20)
= (S/d)TT;:(G)/p(Ot)
= —{s/d)a;.
(Que es justo lo que queriamos mostrar,
Ejemplo 2.1.9. Tomemos o £ Fy donde « es como en el ejemplo 1.4.16 pigina 19, entonces
F=1{0,1,0,0"}={0,1,0,c+1}.

Calcuternos los valores de la traza absoluta de By,

T?”pq(O) =0
Tre{l) = 14+1°=0
Tre{a) = at+el=a+{a+1)=1

Tre,(e?) = Tre{a) =1 teorema 2.1.6 parte ui).

2.1.2 La norma

Definicion 2.1.10. Sea o € F,. La norma Ny, r(a) de a sobre F la definimos como
Ne,pla) = aofa? . a¥7 = o' "D/e-1)

Lo, Np, i) es el producto de los conjugados de a

Proposicién 2.1.11. Sez g(z) el polinonuo caracteristico de o sobre F. Si g(z) = z° +

a5 4 -4 ag, entonces N, r(a) = (—1)ag

Pemostracidn. Como en la demostracién de la proposicion 2.1.4, tenemos la ecuacién 2.1
9z} = (- a)(@—a?)-(z-a*).

Haciendo la multiplicacién y comparando nos queda-

IVFJ/F(Q’) = (“1)5(20.



34

La norma

Corolario 2.1.12. Ny, jp(a) € F, pare tode o € F,.

Demostracidn. Por la proposicién anterior, Ng,r(a) = (~1)%ap € I, ya que g(z) € Flz]. O

Teorema 2.1.13. Si F = F, y F, = F, entonces la funcién N, ¢{c) cumple con las

propiedades siguicntes:

1) Ny, e(aB) = Ny, p(0)Ns, e(B) para o, 8 € B,;

ii) Ng,jr manda F, sobre F y F* sobre F*;

iii} Ng,r(a) = o® para todo a € F;

iv) Nr,p(o?) = Ny, p(0) para todo o € F,,

Demostracidn. i) Se sigue inmediatamente de la definicidn.

ii) En el corolario que precede a este teorema, vimos que, en efecto, Ny, ;i mapea F; en

iii)

. Ahora Ny,,r(a) = 0 si y sélo si @ = 0, de donde Np, ¢ mapea F; en F*. Para
ver que este mapeo es sobre, basta verificar que N p 0 ¥ —+ B s sobre. Como
este mapeo ¢s un homomorfismo de grupos (recordemos que Ny, sp es multiplicativo),
tenemos que Im(Ng, j7) 2 F; / ker(Np, si). Si d = | ker(Ng, yr)|, tenemos que ¢° — 1/d =
|im(Ng, x)f < ¢ — 1, por lo tanto:

¢ -1
qg-—-1

<d. (2.2)

Por otro ladoe, cada elemento en el kernel de Ny, /v es rafz del polinomio z7°-1/9-1 — 1
por lo que se cumple que d < ¢"—1/g— 1. Juntando esto con la férmula anterior { 2.2),

tencmos que d = ¢° — 1/g — 1 y asf, usando los teoremas de homomorfismo de grupos:
| (N, jp)| =g - 1.
Por lo tanto, nuestra transformacidén es sobreyectiva.

Si a € I, entonces a? = a y, por lo tanto, a7 = @ para tode r € N. Entonces

g—1

NF,/F(G) =g.a?-.af = af.
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i) Para todo o € Fy, se cumple que of” = ¢, entonces:

Ne, je(a) = e o =%t e = N, e(c).

Andlogo al resultado de transitividad para la traza, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.14 (Relacién de transitividad). Sea ' un campo finito, K una extensién

finita de ¥ y sea B una extensién finita de K. Entonces
Nejr(a) = Nyye(Ngx ().

Drmostracién Supongamos que IF tiene g elementos, que el grado de K/F es n y el grado

e /7. es m, entonces por el teorema 1.3.1 el grado de E/F es nm. Asi

Nygse (Ngyx (@) = Ngye(of™"~H" 1)
— (aq"‘"—lfq"—l)(q“—llq—l)

= ge™" -1 -1)(g" ~1/q-1)

— ¥ et

= Ngyr (o)
|

Observacién 2.1.15. Sea f(z) = z? +a2%" +- - -+ a4 € Flz| el polinomio minimo de & €
Z,. entonces sabemos que f(z) = (z—a){z—af) - - (z—a®") por lo que, si consideramos a los
vampos T C Fla} C F,, entonces [F, : Flo)] = s/d y Ngoyrle) = ac? - T = (=1)dag

{*omo a € (a) entonces Ne, pq)(c) = e/ ¥, por lo tanto:
Nz, fp{ce) = Negayr (N, frio) (@)
= Ny (0
= j\rﬁa)/s(a)s”d
= [(‘Udad]s/d

= (—l)sa;"d.

Jue s lo que queriamos mostrar.
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Ejemplo 2.1.16. Tomemos al campo con 4 elementos Iy como
Fy ={0,1,0, 0%} = {0,1, ¢, + 1}.

Entonces los valores de fa norma absoluta de ¥, son

NE, (O) =0
NFa (1) =1
Ny(a) = ae’®=0f=1

N, (@®) = Nz (a) =1 tecorema 2.1.13 parte v}

Para terminar esta seccién, hagamos notar que la traza y la norma son, de hecho, la traza

y el determinante de una matriz, veamos:

Nota 2.1.17. Sca o € F,. Considercmos al mapeo u, : F, — F, definido por g —»
of3. Este mapco es, claromente, una F-iransformacién lineal. Afirmamos que Ty, e} =
traza([ua]} ¥ que Ng, x(a) = det(ua], donde [u,] es la matriz de la transformacién cn alguna
hase.

i efecto, considercmos a los campos F{a) € Fy como Fespacios vectoriales. Si f(z) =
w4y z® 1 p - ey € Fz] es el polinomio minimo de &, sabemos que F(e) = Flz]/ < f(z) >.
Sea A= {1,0,0%...,0% '} base de F{a) sobre , y sea B = {f1, fa,... , foya} una basc de
IF, sobre F(cx), entonces AB = {fi,afi,..., o f1,..., fia Ofapds - 0¥ fa) es base de
I; sobre IF. La matriz de «, en csta base estd dada por:

C. 0O
60 C, 0
[HQ]AB = 0 G 0
ot C,
donde C,, es la matyiz;

006 —fg
1 0 — 1
01

0 0
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Como la traza de O, es —g; y su determinante es (—1)%ay, se sigue que:

5
traza[ua],-‘g = - a(]‘,]_

= T?"FJ/F(O:')
¥ oque.

det[ualap = [(—1)%aq]*
= (~1)’af*

= NF,/F(O‘)-

De este mismo, podemos concluir que el polinomio caracteristico de @ (tal ¥ como lo
cefinimos en esta seccién), coincide con la definicién tradicional del polinomio caracterfstico

de la transformacién u, (para un analisis més profundo en este sentido, ver el libro [Lor96]}.

2.2 Caracteres

I5n esta seccidn trabajaremos con un tipo especial de homomorfismos entre grupos que junto
«on las surmas de Gauss definidas en la seccién que precede nos ayudardn en el estudio del
némero de solucicnes de ciertas ecuaciones sobre campos finitos. Aunque nuestro interés
prncipal s estudiar estos homomorfismos para el grupo de las unidades de un campo finito,
presentaremnos la teoria para el caso general,

Sea (G un grupo abeliano finito multiplicativo de orden d con elemento identidad 1¢.

Denatemos por S' = {z € C: |z| = 1¢} al grupo del circulo complejo.

Definicién 2.2.1. Un cardcier de G es un homomorfismo de grupos x : G — S de G a
SlcC

Observacidn 2.2.2. Dado un cardcter y de (G, se cumple lo siguiente:

I x{lg) = 1¢;

2 yla™) = x(a)"! = x(a) para todo ¢ € G. Donde la barra denota la conjugacién

compleja.
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3. x(a) es una d-ésima raiz de la unidad para toda ¢ € G.

Demostracidn. Todas cstas son consecuencia inmediata de que x es un homomorfismo y de

que x{a)* = x{a) = x(l¢) = 1c. |

Ejemplo 2.2.3. Definamos ¢ : G —— S' por (e} = ¢ para toda ¢ € G. Claramente este

mapeo ¢s un cardcter de G, al que llamaremos cardeter frivial, o bien, cardcter identidad.

Ejemplo 2.2.4. Sea G el grupo de las unidades del campo T, = Z/pZ. El simbolo de Jacobi
(%) es un cardcter de IF}, y es definido como:

P

( a) { 1 siaes un residuo cuadritico

—1 si a es un no residuo cuadritico.
Para los detalles ver el libro [IR90]

Ejemplo 2.2.5. Si tenemos un cardeter x de G, podemos definir un nuevo cardcter ¥, tal
que ¥(a) = x{a). Como la conjugacién compleja abre productos, vemos que ¥ cs, en efecto,

un cardcter de . A este cardcter lo lamaremos cerdcter conjugado de .

Podemos darle una estructura algebraica al conjunto de caracteres de (3 de la signiente

manera.

if

1. Dados x y X caracteres de G, definimos al mapeo xA : G — 8! como: xA(a)
x(e)A(a). Este mapeo es un cardcter ya que:

xAab} = x{ab)A(ab) = x(a)x(M)A(@)A(b) = x(a)M(@)x{(B)A{b) = xMo)xA(D).
Notemos gue ex = e = .

2. Si x es un cardcter de G, definimos x™' : G~ 5! tal que xy~'(e) = x{a)™! =
x(e) = ¥(a). Este es nuevamente un cardctor de @, ya que ¥ lo es. Nolemos que

. PR
X TX=XX =&
Como consecuencia de lo anterior, tencmos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6. Sea (7 un grupo abeliano finito de orden d. El conjunto de caracteres de G
forma un grupo abeliano finito con las operaciones recién definidas. Su clemento identidad

es el cardcter trivial. A este grupo lo denotaremos por C(G).
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Demostracidn. Que C(G) es un grupo abeliano, es inmediato de lo anterior. Como la imagen
de cada elemento de G bajo algin cardeter es una d-ésima rafz de la unidad, y como hay
solamente d d-ésimas raices de la unidad, se sigue que solamente puede haber un nimero
O

finito de caracteres.
Teorema 2.2.7. Si G es un grupo ciclico de orden d, entonces C{(G) es, también, un grupo

cichico de orden d

Drmostracién, Sea g un generador de . Asi, para todo a € (G, a = ¢" para alglin r € N
y x(a) = x{g") = x{g)" para todo x € C(G), con lo que vemos que cada cardcter x de &
estid totalmente determinado por su valor en g. Como x(g) es una d-ésima rafz de la unidad
v solamente hay d de ellas, tenemos que |C(G)| < d.

Sea A G —=+ S' definido como A{g) = e*/* éste cs un cardcter de G (recorde-
ios que gueda totalmente determinado por su valor en g). Tenemos que los caracteres
A AL A1 donde M(g) = e%/4 son distintos entre ellos, ya que si AT = A" con

0 < ».r < d, entonces:
Ar(g) — )\"{g) = /\(g)r — A(g)n = 82mr/d _ e'Zz'm/d = e?m(n—r)/d =1,

rutonces d|n — r; pero como 0 < n,7 < d se sigue que n = r. Esto demusestra que d < |C(G)]
y por o tanto JC(G)| = d. Ademds A es un generador de este grupo O

Observacién 2.2.8. Si, en particular, ¢ = Fy, entonces C(F;) es un grupo ciclico de orden
oy — i
Proposicién 2.2.9. Sea (7 un grupo cichico de orden d. Entonces, para cade divisor m de

d eriste un imeo subgrupo de G de orden m.

Demostracion. Sea e un generador de Gy m un divisor de d. Entonces el grupo generado
por a¥™ es un subgrupo de orden m. Si H es un subgrupo de orden m, entonces, como &
s ciclico, H es ciclico y existe n € Z tal que H =< «® >, por lo que 1 = (¢*}™ = o™, asi,
Ak = nm para alguna k € Z, de donde a" = (a¥/™)}* €< a¥™ >, por lo tanto tenemos que
I =< a® > < < o™ >, Como ambos grupos tienen el nnsmo nmimero de elementos, la

ignaldad se sigue. (|

Corolario 2.2,10. §i F, es el campo finito con g elementos, entonces para coda divisor m
deq=1. C(T;) tiene un dnaco subgrupo de orden m. Si A es un generodor de C(Ey), entonces

N UM genera al subgrupe de orden m
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La demostracién es inmediata de Ia proposicién anterior.

Proposicidn 2.2.11, Seaz H un subgrupo del grupo abeliano finito G y sea p un cardeter de
H. Entonces p pucde ertenderse o un cardcter y de G; esto es, existe un cardcter x de G
tal gue x(h) = p(h) para todo h € H.

Demaostracidn. Si H = (3, no hay nada por hacer. Supongamos que H es un subgrupo propio
de G. Sca @ € (7 un clemento tal que a ¢ H. Denotemos por H; al subgrupo de G generado
poray H,ie, H =< H o >.

La idea de la demostracién es mostrar que p se puede extender a un cardcter x, de H,,
de esta manera se seguird que es posible extenderlo hasta un cardcter y de (¢ en un nimero
finito de pasos.

Sea m ¢l entero positivo més pequefio con la propiedad de que o™ € H. Asi, cada
elemento g € H) se pude escribir en forma tnica como g = a’hcon h € H y 0 < j < m; sea
w € C tal que cumple con w™ = p(a™), i.0., w es una raiz m-ésima de ple™). Afirmamos que
el mapeo x1 : Hy — S? definido por x1(g = o#h) := wip(h) es un cardctor de H,. Para ver
esto, notemos que si g; = a*hy cs otro elemento de Hy con 0 < k < m y by, € H, entonces
gm = o tERhy.

Si j + k < m, cntonces:
X1(991) = x (@@ hh) = wtEp(hh)) = wip(hY)wf p(hr) = x(g)x(g1)-

Sim < j+k, entonces gg; = ¢’ F¥™(@™hh,), por lo tanto:

x1(gg) = w™"p(a™hhy)
= wlwn ™" p(a™)p(h)p(h1)
= w p(h)u’p(h)Le
= x1(g)x1(on).

Hemos utilizado que w™p(a™) = w™™u™ = 1,

Asi, x) es un cardcter de H, y, claramente, x1{h) = p{h) para toda h € H, por lo que
x1 extiende a p. Si Hy = &, hemos terminado; si no, con este mismo argumento podemos
extender x; a un cardcter y; de un subgrupo f; de @, donde Hy =< Hy,a; > con a; ¢ I,
Como G ¢s {inito, cste proceso termina en un nvmero finito de pasos y, finalmente, podremos

extender p a un cardeter x de G. a
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Corolario 2.2.12. Sea h € G con h # 1¢, entonces emiste x € C(G) tal que x{h) # 1¢.

Demostractén. Sea H el subgrupo de G generado por h. Supongamos que |H| = d, como
H es ciclico, el cardcter A, definido en la demostracion del teorema 2.2.7, nos muestra que
M) = ¥4 £ 1y, por la proposicién anterior, este cardcter se pude extender a un cardcter

x de &, por lo tanto, este cardcter x, cumple lo buscado. O

Corolario 2.2.13. Searn by # ky elementos de G, entonces existe un cardeter y € C{G) tal
que x(h1) # x(ha).

Demostracidn  Aplicamos el corolario 2,2.12 para g := kb ' # 1¢, entonces existe x € C{G)
tal que x(h)x(he) ™ = x(hi)x(h3") = x{hh') # 1, de donde x(h1) # x(ha). U

En nuestro estudio para encontrar el nimero de solucicnes a ecuaciones sobre campos
finitos (ver capitulo 3), utilizaremos, como herramientas, sumas y sumas de productos de
caracteres, por esta razon es importante que tengamos en cuenta los siguientes teoremas que

nos seran de gran utilidad para encontrar este nimero.

Teorema 2.2.14. Si x es un caricter no trivial de un grupo abeliano finito G, entonces:

> x@) =0

acls

Demostracion. Sea T = - . x{a). Como y es no trivial, existe b € G tal que x(b) # 1c,

CNEONCes:
X(BYT = x(b) Y xla) =D x(b)x{e) = > x(ba). (2.3)
a€G ac acl

Como & es un grupo, cuando a varia sobre los elementos de ¢ también lo hace ba, asi que
la dltima suma de 2.3 es igual a }~__ . x(z} = T, por lo tanto x(b)7 = T, lo que implica que
T(x{b) — 1) = 0 ¥ como x{b} # 1¢, tenemos que T = (. ]

Teorema 2.2.15. Si ¢ € G (donde G es un grupo abeliano finito} y, ademds, o # 1g.

Entonces:

> x{a)=0

XEC(G)
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Demostracidn. Por cl corolario 2.2.12, existe un cardcter p € C(G) tal que pla) # 1. Sea
T =3 ectc) x(a). Entonces
pa)T =pla) Y x(a)= 3 pxla).
X€C(G) X€C(G)
Como C(G) es un grupo y p(e) # 1c, cuando y recorre C{(G), también lo hace py, asf que,
2 xec(c) PX(8) = Xsecie Ma) = T, por lo tanto, T'(p{a) — 1¢) = 0 y, entonces, 7'=0. [

Proposicién 2.2.16. B! nimero de caracieres de un grupo abeliano finito G es igual a |G|

Demostracidn, Usando los teoremas anteriores, tenemos que

@)= 3 xa= Y 3 x@ =6l

eEG yeC(G) XEC(G) acG
1

Los siguientes teorcmas son conacidos como las relaciones de ortogonalidad para carac-

teres.

Sea 8(z,y) la delta de Kronecker, ie., §(z,y) = lsiz =y y é(z,y) =0si z # 1.

Teorema 2.2.17 (Relaciones de Ortogonalidad).

i) Sean p, x dos caracteres de . Entonces:

1 —
— 3 x{e)n(a) = d(x, p)-
G|
agl;
it) Si g, h son elementos de G. Entonces:
a > x(@)x(h) = 8(g,h).
XEC(G}
Demostracion. 1) Si x = p, cntonces xp = € con lo que:
> o x(@ae) = > 1 =1al.
qeq gEG

Si x s p, entonces xp # €. Por el teorema 2,2,14;

0=>"xpalg) =Y x(9)plg) = Y x{(0)P(9)-

LS gCaG geEC
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1) S1 g = k, entonces x(g)x{g) = le, por lo que, usando la propesicidn 2.2.16, tenemos:

Z x(9)x(g) = |IC(G)| = 1G|.
Xx€C(G)
Si g # h, entonces x(g)x(h) = x{9)x(R)™" = x(g)x(~™") = x(gh™"). Como gh™' # 1,
aplicames ¢l teorema 2.2.15 y, entonces:

ST xoxthy = Y x(gh) =0

XEC(G) XEC(G)

(’emo una consecucncia inmediata de lo anterior, tenemos la signiente aplicacién.

Aplicacién 2.2.18. Sea ¢ un grupo abeliano finito. Si f : "™ — & es un mapeo del
producto cartesiano G = G x G x G x -+ x G (n factores) en G, entonces el nimero
N () de n-tuplas (g1, g2, ... ,gs) € G que son solucién de la ecuacidn f(y1,¥2,... , %) =
esta dado por la férmula-

N{h) = Z Z Z Z (g, 92 - gn))x(R)-

91 €G g26C MEC YeC(G)

2.3 Caracteres en [,

Cuando estamos trabajando con un campo finito IF,. encontramos dos estructuras funda-
mentales de grupo: el gropo aditivo de Fy, al cual seguiremos denotando por ¥g; y al grupo
multipheativo ¥, Asi. tenemos dos conjuntos de caracteres, uno para cada tipo de estos
grupos. En esta seccién estudiaremos propiedades particulares de estos dos grupos y tra-

cluciremos los resultados generales para nuestro caso de estudio.

Definicién 2.3.1. Sea F, un campo finito. A los caracteres del grupo aditivo de F, los

Nawmaremos caracteres aditivos de Fy. A los caracteres de I los llamaremos caracteres
muttiplicativos de F,.

Fjemplo 2.3.2. Sea F, = F,. una extensién finita {de grado s) del campo finito F, = Z/pZ
ton p primo. El mapeo ¢ : F, — 81, ¢~ €27 77,0P e un cardcter aditivo de Fy, donde
I7¢, o5 la traza absoluta de Fy, ya que para todo ¢;.co € Fe, Trr, (¢ + 2} = Trg{c1) +

Tip, (c2) ¥, por lo tanto, ¥{c, + ¢2) = ¥{c1)9(ca)
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En la proposicidn siguiente, veremos que el cardcter aditivo ¥ (del cjemplo anterior) es

de gran importancia, ya que cualquier cardcter aditivo de IFy 1o podemos escribir en términos
de éste.

Proposicién 2.3.3. Sea b€ F,. La funcidn b, con yy{c) = P(bc) es un cardeter aditivo de
e y cada cardeter aditivo de T, lo podemos obtener de esta manera.

Demastracidn. Primero veamos que v, es, en efecto, un cardcter de F,. Sean ¢),e € F,,
entonces

Poler + e2) = plber + bes) = p(ber)ip(ber) = v(er)fn(es).
por o que 1, es un cardcter aditivo para todo b € If,.

Ahora veamos que hay g caracteres del tipo s con lo que, segin la proposicidn 2.2.16,
serdn todos. Para lograr esto basta mostrar que si a # b entonces 1, # . Sean, pues,
a,b € F, con a 3# b, entonces:

Pale)ths{c) ™" = W(ac - be) = P((a - b)e).

Como T'ry, es un mapeo suprayectivo, concluimos que 1) es no trivial. Comoa—b#£0y I,
es un grupo {multiplicativo), (o - b)c recorre todo Iy cuando ¢ lo hace. Asi, existe ¢p € F;
tal que y¥({a — b)ey) # lc, por lo que 1, (co)thu{co) ™t 5 1 y, por lo tanto, tha 7 1. O

Definicién 2.3.4. Sea IF un campo finito de caracter{stica p y sea Trp la traza absoluta de
F. Al cardcter ¢ : F — S1, c+—s e2T7e(0)/? |o llamaremos cardeter candnico de TF.

Nota 2.3.5. Para evitar confusiones, al cardcter idéntico del grupo de caracteres aditivos
de F, lo denotaremos por 4 (ya que 1y cs, en efecto, el cardcter tal que ip(c) = %(0c) =

e¥™0 = 1¢ ). Al cardcter idéntico de C(Fy) lo denotaremos por &, como en el caso general.

Proposicién 2.3.6. SeaIF un campo finito con q elementos y sea F, una extension Jinita de
. Denotemos por 1 al cardcter candnico de ¥ y por ¢ al cardeter candnico de IF,. Entonces
se cumple lo siguiente igueldad:

(B) = p(Tre, j6(f)) ¥V B €T,
Demostracion. Sea 3 € Iy, entonces:
W(Try, /F(ﬁ)) = riTrelTre, e(MN/0 . G2vTre (e _ S(0).

Hemos utilizado la propiedad de transitividad de la traza expuesta en el teorema 2.1.7. [
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Corolario 2.3.7. Si v es un cardcter aditive de F,, entonces eziste b € ¥, tal que v{3) =
{Tre, e (b8))-

Demostracion. () = ¢o(f) para algin b € F,, entonces:
¥(B) = ¢u(B8) = (b3) = P(T're, ;e(b5)).
]

Corolario 2.3.8. St 4, es un cardcter aditivo de B, entfonces ¥, es un cardeter aditivo By,
donde ¥, (8) = . (Tre, r(B)).

Demostracion. Como a € E, por el teorema 2.1.6 parfe 1} y [a proposicidn anterior, tenemos

que vg(Tre, p(B)) = ¥(aTre, 7(8)) = $(Tre,2(eB)) = ¢a(B), por lo tanto, $.(8) = ¥, {B).
0

Definicidn 2.3.9. Sea F, una extension finita del campo FF = IF, y sea 16, un cardcter aditivo
de T Al cardcter o, € C(F,) definido por ¥,(8) = ¥,(Trg, s2(3)), lo Hamaremos cardcter

derwade  (aditivo) de vh,.
Teorema 2.3.10. Sea F el campo finito con ¢ elementos v F;, su extension finita de grado

5. Entonces
a) tha # v == Y, £ U
b) Ul = o =% ¥ = vy,
ey wife) =(e)* ¥V ceF.

Demostracicn.  a) 51, # 1, entonces existe ¢ € F tal que ¥,(c) # ¥{c), como Try, sp

es un mapeo suprayectivo (teorema 2.1.6 parte i)}, tenemos que existe 8 € F, tal que
Tre, p(8) = ¢, entonces ¥5{) # ¥,(3) v, por lo tanto, ¥ # ;.

b) Para todo 3 € F, teremos que:

b (B) = ba(Tre, e (B))"
= U7 (Tre, s2(B))
= Yo(I're, jr(B))

= le.

Por lo tanto, %™ = .
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c} Usando el teorema 2.1.6 parte i), tenemos que 9.(c) = tho{Trp, m(e)) = Yulsc) =
Pa{c).
|

De una manera similar, si x es un cardcter multiplicativo de T, entonces ¥, definido

como x'{f) = x(Ng,/8(3)), es un cardcter multiplicativo de F,. En efeclo,

X'(aB) = x(Ng, r{ceB))
= X(Ng, ¢ () Ng, v (5))
= X(Nr, /r(0))x(Ne, v (8))
= x'(a)x'(B)-

Definicién 2.3.11. Sca F, una cxtension finita del campo I = F, y sea x un cardcter
multiplicativo de . Al cardcter x' € C(IF;) definido por x'(8) = x(Ng, jr(8)), lo llamaremos
cardeter derivado (multiplicativo) de y.

Para este caso, tenemos el tcorema analogo al teorema 2.3.10.

Teorema 2.3.12. Sea IF el campo finito con ¢ elementos y F,, su extension finita de grado
5. Entonces

a) x#p=>x"#p
b) X" == x™=¢,
¢) x'(a) =x(e)* V acP.

Demostracién. La demostracién a este tcorema s similar a la demostracién el teorema 2.3.10,

pero usando las propicdades de la norma expuestas en ¢l teorema 2.1.13. (J

Notacidn 2.8.13. Denotemos por Cp,(K*) al iinico subgrupo de caracieres de C(K*) tales

que su orden es un divisor de m, para el campo finito K.

Corolario 2.3.14. Sea m un divisor de ¢ — 1. 8% x varia sobre todos los caracteres multr-
plicativos de F lales que su orden es un divisor de m, w.e., ¥ € Crn(lFy ), entonces x' varia sobre

todos lvs caracteres multiplicativos de s cuyo orden es un divisor de m i.e., x' € Cp(IF2)
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Demostracidn Por el corolario 2.2.10, sabemos que C(E*) y C(F;) tienen exactamente m

caracteres cuyo orden es un divisor de m. Por lo que estos son Cn(F*} y Cpo{IF;) respectiva-

mente

En virtud del teorema anterior, el mapeo { Y : Cn(F*) — G (F7) tal que x —> X’ es

invectivo, el resultado es inmediato. [

Corolario 2.3.15. El mapeo ( ) : Cu(F*) ~—— Cn(FL) es un womorfismo de grupos.

Demostracién. Por el teorema, basta mostrar que {xA)' = x'X', pero esto es inmediato de la

definicién del cardcter derivado y la definicidn del producto de caracteres. ]}

Definicién 2.3.16. Al mapeo { )’ : C(F*} — C(F.} lo llamamos mapeo derivacidn entre
los grupos : C(F*) y C(F?). Cuando el dominio y el contra dominio del mapeo queden claros,

sunplemente jlamaremos a este mapeo como mapeo derivacidn.

Para terminar esta seccidn, dada la importancia que tiene para nosotros los caracteres de F,,

presentaremos un teorema que, en realidad, traduce las propiedades generales de caracteres

al caso de caracteres de .

Teorema 2.3.17.  a) Sea g un generador de 7. La funcién A definida por Mg*) =

e25R /0= o5 un cardcter multiplicativo de Fy.

b} C(F;) es un grupo ciclico de orden ¢ — I con generador A (definido como en a).

) Sean i), ¢ caracteres aditivos de F,. Entonces

% Z a(c)P(c) = 8(a, ).

cEF,

En particular

Z P {c) =0 paratodo a#0.

cEFy

d} Sic,d € By v iy es un cardcter aditivo de Fy, tenemos

= 5 ) = Bes )

BEF,
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¢) Si y, p son caracteres multiplicativos de [, , entonces
1 —
== 2 x(A)pd) = 8(x, p).
q —
ccFy
En particular

Z x(c)=0 para x#e

¢EFy

f) Sie,de I, ¥ x es un cardcter multiplicativo de I, entonces:
1 _
-1 3 x(e)x(d) = 5(c, ).
X

Demostracidn, La demostracién de este teorema, como ya mencionamos anteriormente, es
simplemente la aplicacién de los resultados para el caso general, vistos en la seccién anterior.
O

Ejemplo 2.3.18. Describamos a C'(F;}. Como IF} es un grupo ciclico generado por o donde
@ ¢s una rafz del polinomio 2% + x4 1 € Fy (ver ejemplo 1.4.16), vemos que podemos definir
al cardcter multiplicativo x como x(a) = /3, sabemos que este cardcter es generador de
C(F}) por lo que

x(0)=0 x(1}=1 x(a)=e"" x{o?) = i/
X0 =0 x*()=1 x*a)=e"" y*(a?) =2
Como x* = ¢, tenemos descrito ya a C(F}).

Ejemplo 2.3.19. Ahora describamos a C(¥). Sea ¢ ol cardcter candnico de Iy, entonces
para todo o € Iy tenemos que ¢(a) = 2™ Trra8)/2 — o7T7e(8) Tomando a Fy como 0, 1, ¢, o
donde o es como en el ejemplo anterior y considerando los resultados del ejemplo 2.1.9 que

dice:
Try, (0) =0, Try, (1) = 0, Try, (@) = 1, Trg (o) = 1;
agi como el hecho de que todo cardcter aditivo de Fy es de la forma ¢, tenemos lo siguiente:
$o(0) =1 do(1) =1 ¢o(er) = 1 Po(e?) = 1
$1(0) =1 $1(1) =1 bi(e) = -1 ¢1{c?) = -1

$a(0) =1 ¢a(l) =di(a) =1 ¢ula)= ¢>1(a2) =-1 ‘350(“2) =¢1(l) =1
dea(0) =1 Po2(l) = -1 dar{a) =1 qf)ﬂz(az) = gy(a) = -1.
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Los dos ejemplos anteriores nos serdn de gran utilidad para ilustrar los resultados que

obtendremos durante esta tesis.

2.4 Sumas de Gauss

Sean x y 1, caracteres, multiplicativo y aditivo respectivamente, de ;.
Definicién 2.4.1. Definimos a la suma de Gauss g.{x) asociada a los caracteres x v ¥,
como-

ga(X) = D X(c)¥ulc).

c€Fy

Queremos estudiar ¢cémo son las sumas de Gauss para distintos caracteres x y ¥, cOmo se
relacionan entre si y, ademds, qué valores posibles tienen éstas. Empecemos por dar algunas

relaciones

Teorema 2.4.2. Sean a € F, y b € I, entonces:

gan(x) = x(a)gs(x).
Demostracidn. Si ¢ es el cardcter canénico de F,, entonces tenemos que ¥q(c) = y{abe} =
{ac). Entonces:

ga(X) = Y_ x(c)tus(c)

eEF;
= 3~ x(Iu(oc). (24)
¢EF;
5i hacemos d = ac, entonces d varia sobre todo F; cuando c lo hace. Sustituyendo en 2.4 y
reordenado la suma, nos queda

gar{x) = D x(da™")s(d)

deF;

=x(a™) > x(@eld)
deF;

= x(a)g{x).

Hemos usado la identidad x(a™!') = x{a)! = x{(a). 0
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Como consecuencia inmediata tenemos los siguientes corolarios.
Corolario 2.4.3. Sin # 0, entonces go(x) = x(a) g (X).
Demostracion. Si ponemos e = el y usamos el teorema, la demostracién es inmediata, [
Corolario 2.4.4. g_.(x) = x(—1)g.(x).
Demostracién. Como —a = (—1)a, el teorema nos dice que g_.(x) = x(~1)g.(X); pero como
x(—1) = 21, se tiene que x(—1) = x(-1). O

Notacidn 2.4.5. De ahora en adelante, denotaremos a la suma ¢, (¥) simplemente como g{x).

Teorema 2.4.6. g,(%} = x(—1)ga(x)

Demostracién. Como 1h,(c) = 1h,(—c) tenemos que:

2.(x} = Y x(0)#a(0)

cEFy

= z ;("Cm)fl’a(““ﬂ)-

cEFy

5i hacemos ¢ = —d, entonces:

O

El siguiente teorema nos da los valoves explicitos de la Suma de Gauss asociada a ciertos

caracteres y, ademds, nos da el valor de la norma para los casos faltantes.
Teorema 2.4.7, a) gole) =q¢—1;
b} ga{e) = —1 para a 3 0;

c) go(x) =0 para x # ;
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d) Si x #¢ya#0, entonces |ga(x)| = ¢"/*

Demostracién. a) gole) = Zcef"‘; e(c)tolc) = e L= ¢ — 1.
b)Y gafe) = e Pale) = Ece& a(€) — ¥a{0). Por el teorema 2.3.17 parte uij, sabemos
9
que 3 .cr #alc) =0y como W, (0) = 1 se sigue que ga(e)} = —
c) golx} = ZCEF‘; x(e)olc) = Zcei-‘; x(¢) = 0. La dltima igualdad se sigue del teore-
ma 2.3.17 parte iu).

4) La demostracion de esta parte [a obtendremos calculando de dos maneras diferentes la

=

sumaa

(2.5)

> 9a(x)8a(x)

aEFy

Desarrotlando las sumas tenemos que

=5 x(Qele) 3 X0 0)

CEE“ bEF’
= 2.2 x(ex@itnle ~t)
c€EF; beF;

entonces

3 0090 = > > x(@x(®) Y talc D)

acF, ¢EF bEF] uef,
Usando el teorema 2.3.17 parte 4it) y la ecuacion ¥,(c — b) = ¥._s(e), tenemos que si
¢ = b, entonces 3, o(c — b) = g y si ¢ # b, entonces 3, Pa(c — b) = 0. Por lo tanto:

3 00080 = Y Y x(e)x(B)ad(e,b)

a€F, cEF; beF;

=gy x(e)x(c)

cely

=q(g—1) (2.6)

Por otro lado, para a # 0 tenemos que ga(xX)92(x) = x(a)9(0x(a)g(x) = g()a(x) =
lg(x)|%. Como go(x) = 0 para x # ¢, por la parte c) de cste teorema tenemos que

3 000900 = Y 1900l = (g = Digh)l™

a€F, acly
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Comparando con 2.6 nos queda que [g(x)|* = ¢. Finalmente, por el corolario 2.4.3
tenemos que

1900 = [x{a)g(x)| = Px(a)llg(x)] = lg(x)|

¥ la demostracién esta completa.

O
Proposicién 2.4.8. g.(x)g9.(%) = x(—1)¢
Demostracidn, Usando el teorema 2.4.6 y la parte d) del teorema 2.4.7, tenemos que
92(x)9a(%) = 9a(x)galX)X(—1)
=x(~Dlga(X)|* = x(~1)g.
a

Terminaremos esta seccidn con unas ecuaciones conocidas como expansiones de Fourier
para caracteres de un campo finito.

Teorema 2.4.9 (Expansiones de Fourier).
Sea IF el campo finito con ¢ elementos. Entonces:

a) Si x es un cardcter multiplicativo de I, entonces:
x{c) = lz 9-a(X)tha(c) Para todo ¢ € F*;
aEF
b) Si a € F, entonces:
1 -
Yale) = — Y 0.(X)x(c) Para todo c € F*
XEC(F) ‘
Demostracion.  a) Usando el teorema 2.3.17 d), tenemos que

x(e) = Y x(d)(d,c)

dey-

- % Y x(d) Y a0 Fald

deb* ackF

=+ @) T x(@a(d)

ack deke

==Y 9-a(0iele)

acF
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para todo ¢ € B,

b} Usando ¢l teorema 2.3.17 parte f), tenemos:

Pafc) = Z 1a(d)é(d, c)

deF

=S b)) Y xex@
97 ' er

x€C{F)

= Y XY XD
97 ecw) deF

=1 Y n@vd)

€= 1 o

para todo ¢ € B,
M

Este teorema muestra la importancia que tienen las Sumas de Gauss en la transicion de

I estructura multiplicativa a la estructura aditiva de los caracteres de .

Nota 2.4.10. Extendamos la definicidn de cardcter multiplicativo a todo Iy de la siguiente
manera-

0 sixy#e.
x(0)={ .
1 six=e.

Vemos que para x # &, podemos considerar a la suma de Gauss ga(x) = 2. cp X(€)10a(c),
?
comno una suma sobre todo Fy, fe., go{X) = 2 er, x(c)¥ulc).
De ahora en adelante, para y # &, consideraremes indistintamente 2 la suma de Gauss,

como suma sobre I, o bien, sobre ¥, segiin nos convenga para los célculos.

2.5 Relacion Hasse-Davenport

[:a demostracién de la relacién de Hasse-Davenport estd estrechamente relacionada con un
tipo de series, asf que primero estudiaremos a estas series para luego aplicar los resultados

al caso que nos interesa
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2.5.1 Estudio de la serie L(2)

Denotemos por ¢ C F,(x] al conjunto de todos los polinomios ménicos de Fy v por @y al
subconjunto de ®, formado por los polinomios ménicos de grado k.

Como cada f € ¥ ¢s de la forma f = =% + gzl 4.+ Cx, se sigue que B, tiene
exactamente ¢* clementos. '

Si A: @ — € es un mapeo multiplicativo, i.e., A(fg) = A(f)A(g) y, ademds, |A(f}| <1
para todo f € P, entonces definimos a la serie de potencias L(z) asociada a A como:

L(z) = ):; (:{, A(y)) @7

Si a) es el coeficiente de 2*, entonces |a;| < ¢* ya que |A(f)] < 1, entonces |aiJt* < 1 con
t = ¢7!, de donde concluimos que L(z) converge normalmente para |z| < ¢~!. En lo que
resta, siempre supondremos que z € {w € C : |w| < ¢”'}.

Proposicién 2.5.1. L(z) = [,(1 — A(f)2™8/)"'. Donde el producto es sobre todos los
polinomios mdnicos irreducibles de Fy[z].

Demostracion. Reordenando a L(z) tenemos que ésta es igual a 3 ., A(g)2%%9. Como Fy[x]

es un dominio de factorizacion tinica, tenemos que

Alg) = AA L - £ = MAYMAAY™ - ME)™,

donde fy, fs,..., fr son polinomios ménicos irreducibles de F,[x]. Tenemos las siguientes

igualdades:

Z/\(g)zde“ = H(l + J\(f)zdegm + ,\(fz)zdeg(f g )

ged
= H (E,\ )" ndes(!))

= H (Z( Af dez(f))n) . (2.8)

n=0

Donde el producto es sobre todes los polinomios ménicos irreducibles de Fplz]. Como
|A(f)2e8)| < g—4e8lf) < 1, entonces la suma en 2.8 es igual a (1 — A(f)24%8/)1, por lo
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tanto

L(z) = [[(1 = A(f)=*/)~!
f

O

51 ahora aplicamos logaritmo a L(z), diferenciamos y multiplicamos por z, tenemos la igual-

daed siguiente.

Corolario 2.5.2. zd—t"&(z— Yo Lz eon Ly =3, deg(fIA(f)*/%8), donde la suma es

solre todos los polinomios monicos irreducibles de F,[z], cuyo grado es un divisor de s.

Demastrucign. Por la proposicién 2.5.1, L{z ]—[f (1 — A(f)=z%8)", asi que
dl d deg(f)
ogL(z) _ T A(f) deg(f)z2e0 (2.9)
dz 1= (/)80

Como =32 [Mf)z%E ], substituimos en 2 9 para obtener:

R W
1—A{f12d9e:(T]

dlogL

= E)\ Hdeg(f des(f)z deg(!)
— Z deg i (f)zdeﬁ(f]]““

n=0

o0

= Zdeng [A(f)z2E)"

fn=1
=Y deg(f) Z A(fyrndes),
f n=1

51« = ndeg(f), entonces el coeficiente de z° esta determinado por los polinomics ménicos

sreductbles, cuyo grado es un divisor de s, v estd dado por deg( FYA(f)s/ desl), O
! 7 ueg

Teorema 2.5.3. Supongamos que existe ¢, tal que declu Ag) = 0 para todo £ > ¢ FEn-
tonees existen nimeros complejos wy, ws, . . . , w; (10 necesariamente diferentes de cero), tales

(e

_— ¥ S, 5
Li=—w] - w; wy.
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Demostracién. De la definicion de L(z) (ver ecuacién 2.7), tenemos que éste es un polinomio
de grado menor o igual a ¢, asi, podemos escribirlo como L(z) = (1 - wiz) - (1 - wy2)(1 ~

wy2), donde los w;, son las rafces reciprocas de L(z) en C. Entonces, para z lo suficientemente

pequeiio
zdlog L(z) _ i Wa 2
dz Hl-wyz
4 o
= nZw,.szJzJ
n=1 =0
oo t
=3 (Z nw;";“) 2t
i=0 \n=1
oo t
-3 (3-m)
s=1 \n=1
Comparando con el corolario a la proposicién 2.5.1, tenemos lo deseado. (]

Observacidn 2.5.4. Bajo las hipétesis del teorema, vemos que L(z) es un pelinomio tal

que las w; son sus raices reciprocas, i.c., 1/w; es raiz de L{z).

2.5.2 Relacién Hasse-Davenport

En la seccién 2.3, introducimos los conceptos de caracteres derivados x'y ot de ., donde
X ¥ ¥ son caracteres de ¥, (multiplicativo y aditivo respectivamente). Nucstro objetivo
en esta seccién es estudiar la relacién entre la suma de Gauss g,(x) = Zcenr,, x(e)hu(c) v la
suma derivada g,{x') = P aer,, X (@)Y (e).

Denotemos, como en la seccién anterior, por & al conjunto de los polinomios ménicos de
Fy, ¥ por & 2 los polinomios ménicos de grado k. Sea A : & — C ol mapeo definido por
A(l) =1y, para f # 1:

A" -4 (~1)"c,) = Yeler)x(en),
para X y ¢, fijos.

Lema 2.5.5. A(fg) = A(f)A(g).
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Demostracidn. 81 f =z —ci2" '+ + (-1 y g = 2™ — dyz™ 1 4 o+ (~1)"dn,
entonces fg = "t — (¢ + d )™t 4+ -+ (—1)™ e, d,, v, por lo tanto

Afg) = tuler + di)x{cndm)
= 1,'9“(61)X(cn)¢a(d1)x(dm)
= AMF)Mg).

O

Lema 2.5.6. Sea & € Fo. y f(z) € Fylz|, su pohmomio minimo. Entonces A(f)*/* =
y(a)i(a), donde d = deg f.

Demostracion. Si g(z) = =™ — 2™ + - + (=1)"¢, € Fplz] es el polinomio carac-
teristico de @, entonces g(z) = f(z)*/?, por lo tanto, A(g) = A(f4) = M(f)*/¢. Por
otro lado usando las proposiciones 2 1.4 y 2.1.11, tenemos que A{g) = o(cilx{em) =
va(Tre,, ,pv(a))x(NFq,/pq {a)) con lo que concluimos que A(f)*% = ¥ ()¢ (a). J

Como |A(f)] < 1 para todo f € @, podemos considerar a la serie L(z) asociada a
A, tal y como le hicimos en la subseccién anterior y, por lo tanto, considerar a la serie
p48LE) _ $2% 25 Tenemos el siguiente e importante resultado.

dz s=1 & P

Lema 2.5.7. L; = g.(x).

Demostracidn Si f(z) es un polinomio ménico irreducible de Fy[z], cuyo grado es un divisor
de s. cntonces para cualquier raiz o de f, sabemos que A(f)¥? = x'(a)¥.(a), por lo tanto
dA(f119 = 3% X (@) (a,), donde d es el grado de f y o, ¢, .. . , g SON sus rafces.
Usando la proposieidn 1.4.20 del capitulo 1, que dices el polinomio z%° — z es el producto
tle todos los polinomios ménicos irreducibles de B[] cuyo grado es un divisor de s; tenemos
tjue cada tal polinomio irreducible tiene a todas sus raices en Fy, y conversamente, cada

rlemento en Fy. es raiz de uno, y sélo uno de tales polinomios (recordemos que Fys es el
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campo de descomposicién de 29" — ). Asi, tencmos que

Ly = 3 deg(HA(f) )
f

deg(f)

= Z Z X' (v Jaby (o)

i=1

= Z X' (@) ()

a€lys

ga{X')-

1l

Donde las primeras sumas son sobte todos los polinomios ménicos irreducibles, cuyo grado

es un divisor de 5. (]

Ahora juntemos todos estos resultados para demostrar el teorema que le da el nombre a

este capitulo.

Teorema 2.5.8 {Relacién Hasse-Davenport). Sean y'y 1, los caracteres de I, deriva-
dos de x € C(F;) y ¥. € C(F;) respectivamente. Entonces

{(-900))° = —ga{x'}.-

Demostracidn. Lo que haremos para demostrar este teorema es ver que L(z) = 1 + ()},
con lo que, usando el teorema 2.5.3 y la observacién que le precede, se seguird que L, =
~(—94(x}}* v, comparando con el lema 2.5.7, se tendra la relacién buscada.

Sik > 1, entonces 3 4 Ag) = 0. En efecto, Mz¥ — e2*™! 4 .. 4 (~1)ke) =
Paler)x(ee), con lo que cada par (e, c,) aparece ¢=2 vecos en los polinomios de @y, en-

tonces:

DA = N M - et (< 1))

gED, (e1,0)

=7 Y galer)xle)

{e1ser)

= ¢ (Z aler) ) (Z x(ck))

€l

= (}
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Hemos usado el teorema 2.3.17 parte ¢), o bien, parte ¢). Asi:

L(z) = f (Z A(g)) 2

k=0 \gedy

=1+ z AMg)z

96d,

:1+ZA(I—¢:1).

c1€F,

Pero, como 37, cp Alz — 1) = P Yalc1)x(c1) = galx), tenemos que L(z) = 1+ galX)z,
con lo que —ga(x) es la rafz reciproca de L{z). Usando el teorema 2.5.3, la observacién que

le precede y el lema 2.5 7 tenemos que:
(=90} = “gﬂ(X')-
|

Ejemplo 2.5.9. Tomemos C(F}) = {x,x% £} y ¢ = ¢1 € C(F;) como en los cjemplos 2.3.19
y 2.3 18 en la pagina 2.3.18. Como

X(O) =0, X(l) =1, X(Cf) _ e?m;’l’s, X{O.'Q) — 64,-"‘./3

(0 =1, ¢:1(1) =1, ¢i(a) = -1, di(a”) =1,
teneMmos que

g(x) = > x(@)8(e)

aEF,;

= Xx(0)8(0) + x(1)$(1) + x()@(a) + x(o?)¢(a)

=0+1+ e?mﬁ(_l) +84m/3(_1]

=1- (e?m/f] 4 647.'1/3)

=12 = 1+ 2(1/2)

= 2.
Como v2 = % ¥ g(%) = x{~1)g(x), encontramos que g(x*) = g(x) = 2 ya que x(~1) =
Vi(~1)% = x3(~1) = e(~1) = 1. Finalmente, como ga(x) = x(a)g(x} para a # 0 (coro-
Jario 2.4.3 pagina 2.4.3), vemos que podemos encontrar los valores de todas las posibles

suinas de Gauss defintdas sobre Fy.
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Ejemplo 2.5.10. Si 4 es la extensién finita de Iy de grado s, entonces tencmos al mapeo
derivacién ()’ : C(F}) — C(I.), asi, por el ejemplo anterior v la relacién de Hasso-
Davenport {teorema anterior), tenemos que

—90¢) = (—g(x))* = (—1)°2¢,

asf que g{x') = (—1)*+12s,



Capitulo 3

NUMERO DE PUNTOS
RACIONALES

En este capitulo daremos una férmula para el ntimero de ceros en F,., de la funcién polinomial

de la forma
f=azl +apzl +- - +aualr b (3.1)
donde ay,ag,... ,8,,0 estdn en F,. Por supuesto, estamos considerando a F, como una
extensién de ¥, de grado s.
Dicho de otra manera, queremos dar una férmula para N,(f) = |Hf{F.)|, ie., el

mimnero de puntos I, -racionales de cualquier hipersuperficie (afin} de ta forma H(F,) donde
fy, 0y, ... 05,0 estdn en .

Una vez teniendo esta férmula, daremos una estimacién para N,(f) que, en particular,

uos avudard para mostrar la existencia de soluciones para 3.1 en casos concretos.

3.1 La hipersuperficie H,__(F,)

Como caso particular del polinomio 3.1 tenemos a z! — ¢, con ¢ € Fy ¢ Fpe C FF,. Como
veremos mds adelante, estudiar el nimero de soluciones para este caso serd de gran utilidad
para estudiar el caso general de la ecuacién 3 1

“Tomemos al polinomio z' —a € Fylz] y sea Hy_,(F,) C Al la hipersuperficie determinada

por este polinomio.

61
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Queremos saber bajo qué condiciones esta hipersupetficie tiene puntos Iy -racionales y,
de tener, cudntos hay de ellos. Notemos que esto es equivalente a decir cudndo la ccuacién

=a {3.2)
tiene solucidn cn F,» y, de tener solucién, cudntas de ellas son distintas.

Nota 3.1.1. Por los resultados del capitulo 1 podemos considerar a [« tinico, en cl sentido

de que si K es una extensién de F, de grado s, entonces K & F,.

Denotemos por Iy, al grupo de las unidades de F,.. Como Iy es finito, entonces también
lo es su grupo de unidades. Sea m = |F% [ =¢° — 1.

Proposicién 3.1.2. Tomemos a € F'. La ecuacidn ©* = o fiene solucién cn I

p g¢7 St ¥ s6lo

sia™? =1, con d = (m,1).

Demostracidn. Por el teorema 1.1.12 sabemos que 7. s un grupo ciclico. Si g es un gener-

ador de [}, como a € Fe C 1.,

indeterminada. Asi, dar solucidn a 3.2 es equivalente a resolver g% = ¢" en .,

existe r < ¢° € Z tal que @ = ¢". Pongamos = = g¥ con y
que a su vez

es equivalente a resolver la congruencia:
Iy = r(medm). . (3.3)

Observacion 3.1.3. Sabemos que la congruencia 3.3 tiene solucién si y sélo si dlr y de

terer solucidn, tiene d soluciones distintas.

Supongamos que 3.2 tiene solucién, entonces {y = r(modm) también, y por lo tanto,

existe g € Z tal que g% = g" = g en F},. Asi

mid = g TP gdom 1 v que tew yg" =1

@ d

Ahora supongamos que @™ = 1, entonces g™/ =1 = ¢° en [

¢ ¥ entonces

rm/d = O{mod m) = m|%’i = d|r,

por la ohservacién 3.1.3, la congruencia 3.3 tiene solucién y, por lo tanto, 2 = o es soluble.
[l

De la demostracion anterior, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.1.4. Sia € F, C F, y s ! = a tiene solucidn, entonces hay d soluciones

distintas. Donde d = {{,m).

Nota 3.1.5. si a = 0, tenemos que 3! = a sélo tiene una solucién: la sclucidn trivial.
En resumen, tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.1.6. Si H := Hy_,(F,) C A{F,) con ¢ € F, entonces:
1 5ia=0, H sélo tiene un punto K*‘qs-racional y es el 0.

2. Sia#0, H tiene puntos F,.-racionales si, y sélo si, e™¢ = 1 en F,.. Donde m = |, |

vd=(m,l).Si H tiene puntos F,-racionales, entonces tiene exactamente d de ellos.

Ahora que ya hemos determinado el nimero N,{z' — a) de puntos F,.-racionales; daremos
une expresién para N,(z! — @) en términos de caracteres, lo que nos ayudard a manipular

estos nimeros.

Lema 3.1.7. St a € F, y Hy o(F,) no tiene puntos K, -racionales, entonces eziste un

cardcter x\* € C(,.) (ver pdgma 38) tal que
aj (X(s}}d =¢. Donde d = (m,l} y m = iEH =g - 1.
b x"Na) # 1.

Demostracidn. Sea g un generador de Fy, y sea A el generador de C(Fy,) tal que AMg*) =

o271 /mY tal como en el teorema 2.3.17 parte a). Pongamos xU®) = A™/9. Entonces
X(g) = X4 (g) = Mgy = el

Como a = ¢, para alguna r € Zy ' — & no es soluble, debemos tener que d no divide a 7,
¥ o

{ver demostracidn de proposicién 3.1.2). Entonces:

¥ (a) = (¥ (g)) = 20/ £,
Ademas (X' = (A)™ = ¢ ya que C(Fy,) es un grupo ciclico de orden m. O
Teorema 3.1.8.

Nz —a)= > x¥e).

(xt)d=¢

Donde la suma es sobre todos los caracteres cuyo orden es un divisor de d.
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Demostracion. Si a = 0, entonces z' - 0 sélo tiene una solucién, z = 0 , bor lo tanto H sélo
tiene un punto Fy.-racional. Ahora

> Mo=1
{xle))dee
ya que £(0) = 1 y x9)(0) = 0 para cualquier otro cardcter x 5 ¢.
Si ¢ # 0y H no tiene puntos F,»-racionales, por el lema 3.1.7, existe un cardcier p Cuyo
orden es un divisor de d, tal que p(a) # 1. Sea T = L toryt=e X*{a), entonces

Pl =p(@) D xX@= 3 paxNa)= Y sxPa)=T. (3.4

(x())d=¢ (xt*))d=¢ (x®)d=e

De donde T'(p(a) — 1} = 0, y entonces T = 0. La wltima igualdad en 3.4 se sigue pracias
a que el orden de px{ es un divisor de d, y px'*) varfa sobre todos estos caracteres cuando
x* lo hace.

Finalmente, Por el corolario 2.2.10 sabemos que hay exactamente d caracteres cuyo orden

es un divisor de d. Asf, si a 3 0 y H tiene d puntos [¥g--racionales, tenemos que la ecuacién

z! = a ticne solucién en Fy.. Sea b € Fys tal que & = a, entonces

2, e = 3 M= 3 60y = Y 1-d

(x{))d=¢ (x4e)yd=¢ (x(‘))dzs (x())d=¢
Lo dltimo gracias a que d|{, y entonces (x(b))! = 1. [l

Corolario 3.1.9. N,(z! - a) = N,(z" ~ a).
Demostracién. Como d = (m, 1), se tiene que d = (d,!) y, por lo tanto:

Ny(z" - a) = Z X (a) = N,(z' — a).

{x())T=c
|
Observacién 3.1.10. En realidad, para obtener los resultados de esta seccién, no hemos

utilizado que a € [y, i.c., todos los resultados anteriores son ignalmente vélidos si tomamos

a e IF,IA.
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3.2 Sumas de Jacobi

En la seccién 3.4 veremos que las sumas de Jacobi, que definiremos en esta seccidn, estdn
estrechamente relacionadas con la férmula que daremos para N(f); sin embargo, para fa-

cilitar la exposicidn, en esta seccidén presentaremos las propiedades que usaremos para dicho
fin

Denotemos por Lg(t) € A™(F,, ), al conjunto de los puntos F,, -racionales de la hipersu-
perficie:

Hiygtpgogn C A" = A(F);
y por L(t} € A*(F..) al conjunto de los puntos F,.-racionales de la hipersuperficie
Hiyptpr 410-1 C A

Proposicién 3.2.1. |Ly(t)] = |L{f)| = g5~ 1.

Demostracidn. Si tomamos £y,...,%, 1 elementos cualesguiera de JFq,, entonces ¢, queda
completamente determinado para camplir con la ecuacidn ¢, + t9 + - - -+ ¢, = 0, o bien, con

la ecuacién &) + &, 4 -+, = 1. Como en IF'q, hay ¢° elementos, tenemos

ILo(t)] = ¢*"~" = |L(®)}.

Definicién 3.2.2. Sean x{”, x5, ..., x{) caracteres multiplicativos de E,s.

i) Una Suma de Jacob: estd dada por la férmula

T ) = 0P () - x (8)
L(Y)

= 3 kP x (k).

Ltz tta=]

Donde la suma es sobre todas las n-adas {1, .. ,t,) € L(t).

1) Una Suma-cero de Jacobr esta dada por la férmula
B x, o x8) =D T )R () - x ()
Lalt)

= Y () X )

byt =D
Donde la suma es sobre todas las n-adas (t1, ... ,1,) € La(¢).
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Observacidén 3.2.3. Para cualquier permutacién p de {1,... ,n} se cumple que

JOA" 8, x) = I Xy X

¥ que
3 5) 3

Jo (X(S)l X(;)r 1('1)) = JD(Xi?l)a Xf:(ﬁ)' U 'xf?(zl))
Proposicién 3.2.4. i) J(e,¢,... ,8) = J(g,¢e,... ,8) = ¢*~ 1),

ti} Si algunos de los x(s) son triviales, pero no todos. Entonces
JOE 8, X8 = J6E 0, ) =0,

it} Supongamos que x ;é £. Enfonces

si Hn—l Xsa)

J (x(-?) X(’) (a)
’ B )= (8)( ~D(@ - DI, xdD),  en otro caso.

Demostracidn. 1) J(g,... &) = Ly elt)---elta) = Ly 1 = |L(E)] = ¢V, Andlo-
go para Jole, ... ,€).

ii) Por la observacién 3.2.3 podemos suponer que x xé’) veee x£ *) no son triviales ¥ que
X£?1 xﬂ == XS.) = £. Tenemos que:
T X = 3 )X e)
b+ttt =1

= Z ) e 1) (L~ by — by — o = by
t1staiesbn1

= Y ) e
017 RN e |

Il

(Z x(l’)(tx)) (Z x‘f)(tz)) (Z X9, ) ( Y. 1)
- (Z Xg’)(tl)) (Z Xg")(t?)) . (Z Xf-”(tr)) g* 1) = .

Hemos usado el teorema 2.3.17 que dice que 3, ¥ty =0

Para la Suma-cero de Jacobi, la demostracién es totalmente andloga.
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i) Sity+ta+ -+ &, =0, pongamos w =&, = —f; — s — -+ — {n_. Si hacemos variar
w en Fy,, tenemos que
SO X ) = D0 P () - X w)
La(?)
= ( Yo X)L 1)) Xw).  (35)
w L+ Hlp—i=—w

Si w = 0, entonces X,(f)(w) = 0 ¥ por lo tanto podemos suponer que w # 0.

Pongamos atencién en la suma interna de 3.5:

> e ) e (36)
ft Atno=—w
Como w # 0, la ecuacion ¢, = —wi,, tiene solucién en I, para ¢]. Sustituyendo en 3.6
nos queda
> )ty = D e X (-, )
i+ - thho1=—w G4+ -+ =1
PCRRRED A G B SR o) (A ERRPC LI Y
Ot +E_, =1
=72 a6, ).

Poniendo esto en 3 5, vemos que JD(X[ ,ng), .. ,Xﬁ)) es igual a

57 B a2, 0 o )J(xsﬂ,xsa..-»xf’l] V)

= 8 IO A ) S X ).
(3.7)
Si y(’) (). (5) 7 € entonces, por el teorema 2.3.17 parte e), ta suma en 3.7 es igual

4 cero S XS)X(‘) —x = £ entonces Y7xET - X1 = AN = 1) ¥ tenemos

que
MK (-1 = )1 = =) = K -).
Sustituyendo en 3.7 nos queda

TP, ) = x=00087 8 D S e(w)

= x(-0704 8, e - 1.
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0

3.3 Relacién entre sumas de Gauss y sumas de Jacobi

La relacién entre las Sumas de Ganss y las Sumas de Jacobi que a continnacién presentare-
mos, ademds de ser muy interesante por si misma, nos ayudara a estimar el valor de N,(f).

Teorema 3.3.1. Supongamos que X(1 ), x( ) &} son caracteres no triviales de F;. v que
562 3 tampoco es trivial. Tomemos a la. suma de Gauss g(x()). Entonces

gOENa0EM) -+ g0 = T K NGO -+ X,
Demaostracidn.

It

g0 - o)

( X tl)w(tl)) ( X2 n}rp(tn))

= > xR () X )bt by o ).

[ S TR0 Y
Si tomamos w = ; + t3 + - -+ + ¢, hacemos variar w cn F,. y agrupamos términos respecto

a w, tenemos

g - () = z( 3 e w) - (“)(tn)) $(w)

w o\ttt =w

= Jo(x{, ..., S:’)zb(onz( ST X8t )) bw).

w0 \bi4-Ha=w

(3.8)

Para w # 0, hagamos la sustitucion {; = wil, entonces la suma interna de 3.8, se convierte

en

o e ) ) =7 P Y AP ) xS ()

ti-bge Ha=w e+t =1
=xi7 D @) T A, ).
Paniendo csto en 3.8 obtenemos

g0y g6 = B X+ I0E7, ) S A AP (w)pw). (3.9)
w#d
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Como estamos suponlendo que x(s]x(s) (3) # £, por la proposicién 3.2.4 parte i), se
curple que J(x\”, ... ,x&)) = 0. Como x(s) (3) - x50 = 0, entonces

27w = 35507 b ) = 90477 X

w¥Ed

Poniende esto en 3.9 nos queda

a(x)a”) 96 = T647 567, Xl x).
O
Corolario 3.3.2. Supongamos gue xgs),xff), %) no som trivales; pero X(E)X(s) X
silo es. Entonces
a(da0EN) - o) = X (D T, 18, xS
Demostracién. Observemos que x{7y{? . y!9 £ ¢ Aplicando el teorema anterior
9GNS - ad) = TO, 67, - x0aGEE 1),
Muttiplicando ambos lados de la igualdad por g(x y ))

o Ng0E”) -+ 90 = 0767, )0 - KL )ebd). (310)
Como ¥ 8 = ¢ entonces A B = )t = x&’, y por la proposi-
cion 2.4.8 g(xy (s)) )} = x¥)(~1)¢*. Sustituyendo en 3.10

g0 - 90 = W (=1 TG, ).
[
Corolario 3.3.3. Supongamos que x\7, x4, ..., x&) no son trivales; pero )

st o es. Entonces:

T X8, ) = =768, L xE).

Ademds, suponemos que J(x) =1,
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Demostracidn. Por la ecuacién 3.9, en la demostracion al tcorema 3.3.1, que también es

vélida en este caso, tencmos que g(x\™")g0d”) -« - g es igual a

T o+ TG g ) D ), (3.11)
w0
ya que X7 =,
Por el teorema 2.3.17 parte ¢) sabemos que ) ¢¥(w) = 0, y como 1(0) = 1, tenemos
que 3, ¥(w) = —1. Por la proposicién 3.2.4 parie i} tenemos

T 8% o) = PN - DI0E )
juntando esto con 3.11 nos queda

90N 90d) = xO(=1)(e* ~ VIO - x20) = T6E X, X,

(3.12)
Por otro lado, el corolario 3.3.2 nos dice que
a0 - 90 = X0 I 6d 7, ). (3.13)
Comparando 3.12 y 3.13 nos queda
T047, 547, ) = xPEDIOE 0, ol
que es lo que queriamos demostrar. O

Usande los resultados anteriores, podemos calcular los valores absolutos (las normas) de las

sumas de Jacobi.
Teorema 3.3.4. Supongamos que x(f), xg’}, . ,XE) no son triviales.

1. Si x{‘)x?’ o) o €, entonces

= g*tn=1/2

|J(X£s}} ng)l s )XE:))

2. 8i ¢ - % = ¢, entonees

lJo(xis’, X, ,xif’)} = (¢° — 1)gln/Bs
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3 Si Xm ) '-X,(:) = g, entonces
JO 8, x| = gl Be

Demestracion. 1. Por el teorema 3.3.1 sabemos que

TG oy = 90dD9067) - 006)
SRR ONCIN e
gl o xn)

Como por el teorema 2.4.7, [g(x!*)] = ¢¥/2, entonces

T x| = D < g0

2 Por la proposicién 3.2 4 parte i), tenemos que
J08™8, ) =520 - DI s
entonces, usando la parte 1, tenemos

B A R L ,x,.’))) ={¢" - l)fJ{xi’),xés),--. xS

=(g° - gD = (¢ - 1)gtD

3. Por el corolario 3 3.3
JEE ) = =008 87 K8

Como % ... %%, ¢, usando la parte 1, nos queda

()

= IJ(X(S)g ng), ey Xn i = qs(nm2)/2 — q(Sf’/2)-—8‘

'Jf{x(s) ng),_'_ ’Xs]s))

3.4 La hipersuperficie Hy

En esta seccidn tomaremos a F como un campo finito con g elementos, ie., F = in yal,
como la extensién de F de grado s, ie., F, = F..
Una vez estudiadas las propiedades de las sumas de Jacobi, las usaremos para dar una

fornla para N, (f), el niimero de puntos F,-racionales de la hipersuperficie determinada. por
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el polinomio f = alxl + &233 4ot agals —ben Biz1, 22, ... ,,). Mis alin, daremos una

cstimacién para este nimero.

Denotemos por R(u) al conjunto de las n-adas (ur, ... ,u,} € A*(F,), que son solucién
de la ecuacién polinomial lineal

a1ty + agtiz + - -+ Gty = b . (3.14)

Observacién 3.4.1. Si (w1,...,%,) es un punto F,-racional de la hipersuperficic H £(Fy),
entonces, haciendo u, = ¥, tenemos que (uy,...,u,) € R{u). Inversamente, si tomamos
{1y ... ,u,) € R{u) sujeto a la condicién de que u; = xf‘ tenga solucion para cada i, entonces
{(z1,... ,%a) es un punto F,-racional de H f(Fq), para todas las posibles soluciones z, de

Uy, = :ni‘

Denotemos por N,(f), al ndmero de puntos F,-racionales de la hipersuperficie H ().
Denotemos por d; al méximo comiin divisor de I, y ¢° — 1 = [F}}, i.e., d; = (¢° — 1, ;).

Ahora pasemos al teorema mds importante de este capitulo.

Teorema 3.4.2. Sea f = alx'{l + (129};2 + -+ apat — b, Si b= 0, entonces:

No(f) = ¢+ 57 6l ard (051 - X (@) o, 1, . L x).

La suma es sobre todas las n-tuplas de caracteres x(’) X;’}, .. ;Xsl }, tales que: X 5/: £ para
2‘*11"'5”1( 53))‘WEYX(S)X(S) 15)26-

Si b # 0, cntonces:

No(f) =0+ 3% DO e a5 - x e TG, X, LX),

La suma. es sobre todas las n-tuplas de caracteres ¥, %37, ..., x&, tales que X ) 5 ¢ para

i=1L1,...,ny (ng))d‘ =E.

Demostracion. Por la observacién 3.4.1, tenemos que:

Ny(fy = Nyl — w)No(a§ — up) -« Nyl — ),

R{n)

donde la suma es sobre las n-adas (uy, ... ,u,) € Blu).
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Por el teorema 3.1.8 vy la observacién 3.1.10:

N ~u) = 5 x,),

P =

donde la suma es sobre todos los caracteres x( )J cuyo orden es un divisor de d;. Asi, tenemos

que

NO=3 Y M) S P || S )

R) A (= () d2=e (x$7)dn =e

ST Y e ) ()

O PR

I

> S xP ) () x (ua) | - (3.15)
P kR

Donde la suma externa de 3.15 es sobre todas las n-tuplas de caracteres xgs},x( ) xg)

tales que ¢l orden de xf,—S} esun divisor de 4, para j=1,...,n.
S1 b=0, hagamos la sustitucién u; = @] '#,, entonces sumar sobre R{u) es equivalente a
sumar sobre Lo(t) {donde Lq(t) es como en la seccidn 3.2). Usando la propiedad multiplicativa

de los caracteres xfs), la suma interna de 3.15 se transforma en

e 0r ") xRt D e ) - x5 ()

Lo(t)
=@ e ) - @) ol g ). (3.16)
Usando la proposicién 3.2.4, sabemos que: si ¥\ = x§7 = ... = ¥ = &, entonces
SO X7 = ¢ D: si algunos, pero no todos los x') son triviales, entonces
SO, ) = 0y si x,(’) #eparai=1,...,n yademis, x\"x5" - - x& # ¢,
entonces JD(X; ,Xg’), ,X,[f)) = (. Por lo tanto

Ni(F) = 0 4 S e (05 - 2V O6 o  x):

Donde la suma es sobre todas las n-tuplas de caracteres x\7, X7, ... ¥, tales que: ¥ # ¢

(5))d. (s} (s} (s}

parai=1,...,n, {)x =EY X1 Xs cccXn =E.
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Si b # 0, hagamos la sustitucién w; = ba;'t;, entonces sumar sobre R(u) es equivalente
a sumar sobre L(t) (donde L(t) es como en la seccién 3.2) y la suma interna de 3.15 se

transforma en

Yo xue - xa®)xa{er)xa(as ) - xn(an Vxalt) xe(t) -+ - Xnta)
L(t)

= xixz " Xa(O)x1ler Dxe(oz) - xnlag?) ZXl(tl)X'Z(tZ) “+ Xn(ta)

L(t)
= xxe Xa®xi(e xa(egh) - xaled WO, 6, (31D
Six; = Xe == xn = £ entonces J(x{, ¥, ... XN = g1 y 4 algunos, pero no

todoes los xss) son triviales, entoneces J(y {1’), {2"), XY = 0. Por lo tanto

N( L__qa{n I)+Zx(s) (s}, (s)(b) (a)( 41) (S)( -1) . Xs:)(a;'l)‘]( (s} xg"), . 1X(3))'

Donde la suma es sobre todas las n-tuplas de caracteres x(“), xg D , Xﬂ , tales que x 75 £

parai=1,...,ny ()4 =¢ 0

De este teorema se desprende el siguiente corolario, que nos da una cstimacién para el
nmimero N,(f).

I, sea M el nimero

Corolario 3.4.3. 1. Para Hy(F,) con f = a2 + apa? A

de n-tuplas x(s) x(;), X,

tales que: 3 # £ parai=1,... n, Nk =&y X ¥ = 6. Entonces:

|No(f) = 1| < M{g® — 1)g"/5>,

2. Para H(F,) con f = alm, + aga? + - + anxit — by b #£ 0, sea My el mimero

de n-tuplas X7, %, .. K, tales que: X # € para v = 1,... ,n, e =6y

59’ é“’) coox$) = £ sea My el mimero de n-tuplas x& ), X, %Y, tales que x ) kg

parai=1,...,n, (xg"})"‘ =eyx e . Entonces:
|N_,(f) o qs(n~1)| < Mg(q’(”/z)"") + My (qs(n—l)/Z)_
Demostracién. 1. Por el teorema, sabemos que:

Mo = ] = [0 e - o)l )| (818)
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Como la imagen de x{¥ es un subconjunto de $7, tenemos que |x®) (u)| = I para todo

u € §,, entonces:
IR N e R | ED B N L R R N R P S | B
Sustituyends esto en 3.18 ¥ usando el teorema 3.3.4, tenemos:

INs(f) . qs(n—l)l S M(qs _ 1)qs(n/2)—sl

2. En este caso, se cumple que

|Ve(f) — Y| = ’Zx(s’ R ()5 A R RREPY LI i B ¢ AP% LA} | B
(3.19)

A la suma:
S o O e )X eg ) - xP (07
de 1a ecuacién 3.19, la podemos descomponer como

Z X(S)Xf;) (s){b) (8)(a ) (5)(6!2—1)' (S)(a_])-f-

IR R P G P R )

2 e

Donde la primer suma es sobre las n-tuplas de caracteres XES),X(;), . (5) tales que
[T 13&5 g v la segunda suma es sobre las n-tuplas de caracteres X1 ,ng}, . ,Xff)

tales que [ les) +# ¢. Como
PP R Gl (P Rl C PO CPR RPN (i

pad xp=e
Y

xixs - xXi=¢

M0 e s e ) - X et = Mo

57 O e 1 (e ) X (et

Xii: Xive
D D O P O N WU ORI
2% 8 e

= A"-[l)
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usando muevamente el teorema 3.3.4 y substituyendo cn 3.19, obtenemos

[NJ(f) =~ D] < My(g*®/D=0) + My(g*m- 077,
Que cs lo que queriamos demostrar, -

En el siguiente ejernplo ilustraremos todo lo desarrollado en cste capitulo.

Ejemplo 3.4.4. Calculemos el nimero de puntos F,. racionales de Hyya g0 1 (F,) C A% (F,),

donde F es un campo cuya caracterfstica cs diferente de dos y diferente de 3.

Sea f = 3x® + 2y® — 1, entonces si nos fijamos en todos los pares (a,b) € IF2, tales que

a -+ b =1, tenemos que

= Z N3z’ —a)N(2? - b) = Z N(z* - 37'a)N(y* — 27'0),

atb=1 et+h=1

como N{z* - ¢) = 1+ X" (c) donde x*) es el cardcter de orden dos en C(F*) (teotema 3.1.8
pagina 63), nos queda que

N(f)= D N@* —3a)N(y? —27"b)

af-b=1

= 3 {1+ xS L + X (27h)]
a-tb=1

=31+ 3 XE e+ Y e+ 3 KE )27
atb=1 at+b=1 atbd=1 a4b=L

= ¢+ XE @I, x).

Las suma 37, ., x*(37e) = 0 ya que ésta es igual a la suma X (371) 3 x)(a) que es
cero por el teorema 2.3.17 parte ¢). Como x tiene orden dos, J(x{®, x)) = J{x{%}, y{s}) ==
—x{9(~1) (corolario 3.3.3 pagina 69) por lo que:

No(f) = ¢ = x93 127 )X (=1) = ¢° — ¥ (6 )H(~1).
Esto nos da la siguiente estimacidn:
IN(F) =] < X6 (-1) = 1

lo que nos muestra que N;(f) # 0, o bien, que la ecuacidn 3z% + 2% = 1 sicmpre tienc

solucién en Fs. Més aiin, si ¢ = p™ donde p es la caracteristica de F,, entonces x®(c) =
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(x(c))™ V ¢ € Fp, cn particular para —1 y para 67!, donde x es el caracter multiplicativo de
orden dos sobre el campo primo de Fy, es decir en C{F,} (teorema 2.3.12 parte ¢}) y como

(=1 = (=1}~ encontramos que

NA(f) = ¢ — (-1 (6
=p™ — (,l)ms(P—l)/ﬁ(X(G—l))ms_

Lin particular esto nos dice que la ecuacion 32242y = 1 tiene 4 soluciones en Fy x Fs ya que
N(f)=5— (-1} = 4. Si verificamos este resultado haciendo la substitucién, encontramos

que en efecto, las soluciones en Fy x Fy son 4 y estdn dadas por: (1,2); (1,3); (4,2); (4,3).
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Capitulo 4
]
LAS CONJETURAS DE WEI

R NP . \ .
¥

Fin su dltimo” teorema, podemes ver que Fermat se preguntd sobre el niimero de soluciones

o, equivalentemente, sobre el niimero de soluciones en

enteras de la ecuacidn ¥ + 3 = z

do 2+ 3 = 1.

En el lenguaje de Geometria Algebraica esto es equivalente a preguntarse sobre el niimero
dle puntos Q-racionales de la curva V{z'+3'~1) € A%(Q); o bien, si consideramos los puntos

al infinito, sobre el niimero de puntos Qracionales de la curva V{z' +y' — 2') ¢ P2(Q).
Por analogia con lo anterior, definamos como hipersuperficies de Fermat sobre un campo

finito a las hipersuperficies dadas por polinomios de la forma
(4.1)

f = oozl +ayzh + -+ a7,

donde cada a, € J, con []_5a, #0parai=0,...,nyF, es el campo finito con ¢ elementos.

Si tomamos una de estas hipersuperficies H,(F,) C P*(F,) nos preguntamos sobre el
F,.-racionales, de H ;{IF,) para cada extensién F;s de F,.

nimero de puntos Ny = |H j(Fye)
En 1949, A. Weil publicé un articulo titulado: “Nimero de soluciones de ecuaciones
sobre campos finitos®, en el que da una serie de conjeturas (ahora teoremas) para la funcién

7eta asociada a cualquier variedad algebraica no singular ([Weid9]), que en nuestro caso de

ostudio es la serie
o
Zp(u) = exp(z Nu'/s).
s=1

79
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Ademds da una férmula para los nimeros N, en términos de las sumas de Gauss y las sumas
de Jacobi para las hipersuperficies de Fermat con lo que demuestra la racionalidad de la

funcién zeta para dichas hipersuperficies.

En este cépituio mostraremos la validez de las conjeturas para lag hipersuperficies do
Fermat (el objetivo principal de esta tesis) basdndonos en las ideas expuestas por Weil en

su articulo.

4.1 La funcién zeta de una hipersuperficie proyectiva

Sca F, un campo finito con ¢ clementos y fijemos una cerradura algebraica F, de F,. De-
notemos por Fi., a la dnica extensién de T, de grado s, ie., F.. es cl campo finito con ¢

clementos.

Sca f € Wz, %,... ,2,] un polinomio homogénes. Recordemos que por ﬁ;(]ﬁ‘q,) C
P*(F,.) denotamos al conjunto de puntos Fy-racionales de la hipersuperficic proyectiva de-
terminada por este polinomio.

Una manera de estudiar a los nimeros Ny = [H(F,.)|, es introduciendo la serie de

potencias

i N {4.2)

=1
reguntarnos sobre la forma de esta serie, i.e., nos podriamos preguntar si existe una
Kl ’ p
funcién “manejable” con la que podameos obtener informacién acerca de los ntimeros N,. A
la serie 4.2, la podemos considerar como una serie formal, o bien, como una serie de variable
compleja; en este tltimo caso, notemos que
qs(u+1} -1

?\735—-q;-:l—*=1+q5+q2‘+---+q’”S(n+1)q’“.

Por lo tanto, si u € C es tal que |u| < g7, entonces N,|ul*® < n + 1 y, entonces, se sigue
que 4.2 converge normalmente para todos los w € C tales que |u| < ¢7™. Ver el libro de
Remert [Rem91].

La seric 4.2 es importante ya que si S(x) := 350, Nyu®, entonces

)
Nk: k! 1
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donde S$%(u) es la k-ésima derivada de S{u} (vista formalmente, o bien, como la derivada de
una funcién analitica compleja en el disco de radio ¢~*).
Sea exp(u) := 3 ooy %,i (nuevamente podemos ver a esta serie de manera formal, o bien,

como una serie compleja que es, por cierto, analitica en todo C).

Definicion 4.1.1. La funcidn zefa de la hipersuperficie determinada por f, es la serie dada

por

Zi(u) =exp (Z W;us) .

S=1

Notemos que st consideramos a Z¢(u) como serie de potencias compleja, ésta converge

en el disco fu € C: [u] < g™}

Nota 4.1.2. Si conocemos a Z;(u), entonces podemos recobrar los ndmeros N; mediante

la formula

Como veremos més adelante, resulta conveniente trabajar con Zp(u) en vez de la serie 4.2,
a pesar de que esta dltima parezca mds natural. Es por esto que centrarernos nuestra atencién

en esta funcion recién definida.

Ejemplo 4.1.3. Si f = 0 entonces H(F,) es igual a P*(F,), de agui que N, = 9% =

Y7, g% De esto se sigue que

o s

>
8

=1 s=1

=f:(z%) =Z‘(i.(5‘;‘_}) (4.3)

i=0 1=0 s=1

Usando la identidad 732, w*/s = —log(l — w) en 4.3, tenemos:

=\ Nut z
Z = Zlog(l - g'u), (4.4)
s=1 s =1
exponenciando la ecuacién 4.4, tenemos que
1

Zy(u) = (10— u)(l —qu)- (1 —gu)
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Ejemplo 4.1.4. Ahora tomemos al polinomio f = %oy — 2axy € Fxp, 71, 22, 23], Sabemos
que el nimero N, de puntos Fracionales proyectivos de la hipersuperficie determinada por
[, esta dado por

-  N,-1

N, = prgy

donde N es el niimero de puntos Fracionales de H(F,) ¢ A, Asf que calculemos primero
N,.
Por un razonamiento andlogo a la observacidn 3.4.1 se cumple que
Ny= )" N{zy=a)N(zy=>5b) = N(zy=a)" (4.5)
a—b=0 aGF,
Donde N(zy = a) es el mimero de soluciones de la ccuacién vy = a en F.
Como N{zy = 0) = 2(¢* ~ 1) + 1y N{zy = a) = ¢° — 1 para a # 0, tenemos que
Ny=4(¢" - 12 + 4(¢° — 1) + 1+ (¢* — 1)*, por lo tanto
N, = 2’;_“11
=(¢" — 1) +4(q* — 1)+ 4
= (" +1°=¢"+2¢ +1

y asi

8

o0
5=1 s=1

= —log{l - ¢®u) — 2log(1l — qu) — log(1 — u).

Ahora, aplicando exponencial en ambos lados de la igualdad obtenemos
1
(1 - g*u}(1— qu)*(1 —u)

Ejemplo 4.1.5. Ahora nuesiro problema consiste en determinar el nimero de matrices de

Zilu) =

2 % 2 con coeficientes en Iy, que tengan delerminante igual a cero.

Ip &y

Si a cada matriz M = ( ) le asociamos el punto (zq, T1, 23, 23) € A (F,) {que es

Fo &3
claramente una hiyeceidn), entonces las matrices con determinante igual a cero resullan ser

los puntos Fy-racionales de la hipersuperficie Ilrppg -2, C AT
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Por el ejemplo 4.1.4, el ndmero de matrices con determinante cero estd dado por la

formula
N(zozs —az2) = (¢ - 1 +4(g — )2+ 4(g - 1) + 1 = ql¢® + ¢~ 1).

Asi, en MP*2(E,) hay 145 matrices no invertibles y, por lo tanto, 5 — 145 = 480 matrices

invertibles.

4.2 Las conjeturas de Weil

Para una variedad proyectiva suave ¥ (sin puntos singulares) sobre F, de dimensién d las

conjeturas de Weil se pueden establecer de la siguiente manera:

Sea Zy-(t) la funcién zeta asociada & V. Entonces

W1 Racionahidad:

_ B(t)Pa(t) - Pag(t)
A ey =Y r o o

donde d = dimV", P,(¢) € C[z] para todo r =1,2,...,2d y F.(0) = L.
W2 Integridad-
Rty=1-1,  Pyt)=1-4%, (4.7)

vparar = 1,2,...,2d tenemos que F(f) = [](1 — w,,t}, donde los w,; son ciertos

enteros algebraicos.

W3 la ccuacidn funcional: Existe un nimero £ tal que la funcion zeta satisface la siguiente

ecuacion funcionall

Zp{1/q%) = £¢¥BE 2, (). (4.8)

W La Hipdtess de Riemann:
Los valores absolutos de cada uno de los ntimeros Wy, €5 g2, Bs decir, |w, ;| = 7.

'El nimero £ es la caracteristica de Euler de la variedad, que puede ser definida en forma puramente
algebraiea como el nimero de auto interseccion de la diagonal de V x V {ver (AP95] 6 [Har77]).
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W5 Nimeros de Betli
Si V' es la reduccién de una variedad proyectiva suave ¥ definida sobre €, entonces

el grado B, del polinomio P,(t) cs el r-ésimo niimero de Betti de la variedad complcja
VQy E=Y% _(-1)B,.

Como mencionamos anteriormente, nosotros mostraremos la validez de estas conjeturas
para las hipersuperficies de Fermat, sin embargo, ya que ol estudio de los niimeros de Betti
rebasa 1os objetivos de la tesis (cl lector interesado puede revisar los libros [Har77, Apendice

C] o [FIK88)), en la tiltima conjetura mostraremos lo siguiente:

W5 Gredos: B = (~1)*deg(P) —n =}, (—1)"D,, y si { divide a ¢ — 1 entonces el grado
de P(t} es

U@ - ) )P ).

donde { ¢s el grado del polinomio que me determina a la hipersuperficie de Fermat.

Notemos que para miestro caso de estudio, si f = agxd +a 154 -+ - - + a2l la ditnensién

dec nuestras hipersuperficies es n — 1, i.e., d =n — 1.

4.3 La racionalidad

Fn esta seccidn mostraremos que la funcidn #eta asociada a una hipersuperficie de Fermat
¢s racional, tal y como conjeturd Weil en su articulo [Weid9]. Para lograr esto necesitamos
expresar a los nimeros N, de punios F,-racionales proycctivos de la hipersuperficie, en
términos de las sumas de Gauss, lo que nos permitird ulilizar fuertemente la relacién de
Hasse-Davenport (tecrema 2.5.8) que como veremos mds adelante, es fundamental en esta
demostracion.

Primero demos una caracterizacién de la racionalidad de la funcién zeta, que nos permi-

tird acotar a los nimeros IV,.

Lema 4.3.1. Lo funcidn zete es racionel 51, y sdlo si, existen mimeros complejos oy, B; tales

que

No=» 8- of
i 1
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donde N, es el ntmero de puntos Fys -racionales de lo hipersuperficie proyective F,-(Fq) C

PrTE).

Demostracion. Supongamos que Z,(t) es racional Por la definicién de la funcién zeta, vemos
cque si expandemos a Z;(t) en serie de potencias alrededor del cero, entonces el término
constante es uno, ademds, podemos suponer que si Z;(¢) = P(t)/Q(t} con P(t) y Q)
polinomios, entonces P(0) = Q(0) = 1, ya que de lo contrario, si P(0) = a y Q(0) = b,
entonces 1 = Z;(0) = P(0)/Q(0) = afb y, por lo tanto, « = b. Asi, tenemos que Z;(t) =
s = 20 donde P'(0) = Q(0) = L.

Con esto, podemos suponer que

Zi(t) = % donde los e, §; € C. (4.9)

Aplicainos logaritmo a ambos lados de la igualdad
log(2;(#)) = D log(1 — mt) — > log(L — f;t)
t 1
derivando implicitamente y multiplicando por ¢ obtenemos:

th(t) ot
Zl—@t ‘Z].—zagt'

Como la expansion en serie de potencias de =3 7 al rededor del cero es 352, (t8,)" (andlogo
para (Z-), tenemos la siguiente 1gnaldad
£2)(t)
s ¢ 4.1
e Z(Zﬁ “Sar)e (410
s=1
Por otro lado, de la definicién de Z;(t), tenemos que log(Z,(2)) = Y2 :SL, entonces
=3 "N (4.11)
s=1

Comparando los coeficientes de las ecuaciones 4 10 y 4.11, tenemos que:
Ne=) 8-> o,
7 1

con lo que demostramos {a primera. parte.
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Ahora supongamos que N, = Zj 85 — 35; af, entonces

B B

S (Z(ﬂﬁ)’/s - Z_(mtws))

=1 s=1 i

= E,: (g(ﬁjt)’/s) -5 (i(a,t)" /s) _

z s=1
Como —log(l — w) = Zf‘;l w?/s, tenemos que:

N,

= —-Zlog (1 - B;t) +Zlog(1 — oyt)

= log (H(l - a:it)) —log (H(l — ﬁjt)) ;

tomando exponcncial en ambos lados, nos queda:

-t

s=1

Ze(t) =

H (1 - JB.? )

D

Teorema 4.3.2. Si f = aoa) + a1x! + - + a,2%, € Fy[zo, 1, ... ,2a], entonces el niimero

de puntos Fa-racionales N, de H;(F,) estd dado por la férmula:

TV_S — qs(ﬂ*l) + qa(uﬁg) g qs +1
L 8§y -
= D ) @)e () - 9O,
X X
donde los xE’) son caracteres multiplicativos de Fys para cada 2 € {0,1,... ,n} tales que

(X!{S))(L =¢, X () Zey T, XS ) = ¢ donde d, es ¢l mdximo comin divisor entre { yg— L

Demastracidn. Si Ny es ¢l mimero de puntos Fy-racionales de H,(F,) C A**(F,), entoncos

Ny = ‘:;‘,', . Asi, por el teorema 3.4.2, especializado en cste caso, sabemos que

Ny =g" 4+ 3 X (a0 - e ) I e x4, - x?) (4.12)
donde la suma cs sobre todas las (n -+ 1) tuplas de caracteres de Fy» tales que X ;é £ para
i€ {0,1,...,n}, Gy — g o x ) - ¢ donde d, es ¢! mdximo comiin divisor entre

¢ -1yl
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Par otro lado, por la proposicién 3.2.4 parte 41} sabemos gue:
T ) = 30 - 0I6dT 8 ) (4.13)

y por el teorema 3.3.1 tenemos:

OINO NN O

TOA 0 ey = g{xi ){gsgx?s)) g(xn') (4.14)
g(a"xa o x®)

Nota 4.3.3. Las hipodtesis del teorema 3.3.1 se cumplen va que X(s) # ¢ paa 1 contenido en

{0,1,...,n} v como [T, x!* = £ entonces [ X = () e

Siendo asi, muitiplicamos y dividimos por g{xg {s )) la segunda parte de la igualdad 4.14

pura obtener
(S)

Jlx (s) X(s) (5)) _ glx (s))g( (5}) (x3 (s) - g{xn’)
[ yAZ 1" rAn 5 5
g(x (3)}g(x() (s} . 51})

_ aGN90dg06™) - a(a”)

X5 (~1ygs

fewos utilizado que o(x5)g0d™ - 18 = oD ) = 9069 (™) v apli
camnos la proposicién 2.4.8 Asi, sustituyendo 4.14 en 4.13 nos queda:

qs
TG, xE) = —q:“ a0 Mgy - - g ).

Por lo tanto, N, es igual a

qsnil 1 s _
= 5 e e e0E) 9 Od)

X0

donde la suma es sobre todas la n 4 1-tuplas de caracteres sujetas a las condiciones de la

[HOPOSICION. a

Para convertir mas manejable la informacién que nos presenta el teorema anterior, pre-
sentamos a siguiente notacida.
Notarion 4.3 4. Denotemos por A, al subconjunto de (Br., C(IF},) formado por todas las
(1~ 1)-adas de caracteres (x5, %, - x&7) tales que (x)* = ¢, ¥ £ey [T ox =

donde d; es el maximo comin divisor entre [ v ¢° — 1.
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Sea Cy,(F;,) (ver notacién 2.3.13) el tnico subgrupo de C(Fg) de orden d;  ver el
corolario 2.2.10). Entonces tenemos, mds precisamente, que A, € €y Cy,(F}) donde
estamos considerando a L, Cy, (F}. ) como un grupo.

Proposicién 4.3.5. Bl conjunto A, tiene &7 ((d, — 1) + (~1)*1(d, — 1)) elementos.

Demostracién. Como [T, x, = ¢ con cada x, # &, tenemos que si escogemos libremente a
X0 X1y -+ 5 Xn-1 €Ntonces el caracier xn queda determinado por la condicién [I) x = &,
asf tenemos que [A,| = {d;—~1)" — M, donde M es el niimero de n-adas tales que [[75) x; = ¢.

Esto claramente implica que
A = (= 1) = = 1 (dy - 12 (1) - 1),

Para ver que esta suma es como nos dice la proposicién, hagamos R = (ds — 1} y sca

T == f;g(-l)ij"J con k£ > 1, notemos que 7} = 1 {con esta notacién |A;| = 7,,). Es

facil ver que se cumplen lag siguientes igualdades:
Ti= R+ (~1)*'R,  Tp+Thoy = R

que, resolviendo el sisterma, tenemos que Ty, = (14 R)7 R 4+ (—1)*HR]. Substituyendo
k por ny R por (d, — 1} tenemos lo deseado. O

Notacidn 4.3.6. 1. Denotemos por A a la unién de todos los A,. Bs decir, A == oy A,

2. Dado « € A, entonces denotemos por s, al entero positivo tal que o € A,, (notemos
que A, (4 = @ sicmpre que s # k).

3. Dado «« € A, denotemos por p, al orden de o visto como un clemento del grupo
Ca, (Fyse ) (notemos que p, divide a d,, = (I,¢% — 1) y por lo tanto divide a l y a
g —1).

4. Sea I' 1 A — C el mapco definido por o — (@), si @ = (xff“),xgs"),.-- X,

entonces

1 Sa — 3o — - Sox Sa S
(a) = :,-,::xé Yagxt= (e ) - X8 () g N (™) - - g ().
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Con la notacidn recién introducida, el teorema 4.3.2 nos asegura que
n-1
Ne=>{g)+ > (o). (4.15)
=0 aEd,
Lo que haremos a continuacién es estudiar a la suma 3 ., () dando algunos resul-

tados sobre el conjunto A y los ntimeros complejos I'(a).

Notacidn 4.2.7. Sea o € A. Denotemos por p, 2l entero positive mas pequefio tal que p,

chvide a gt — 1.

Proposicién 4.3.8. Dado o € A ienemos que [y divide a 5,. Mds aun, st v es un entero

posuive, entonces polg — 1 st, y sdlo 51, pa|v.

Demostracidn. Como p,lg*s — 1 {ver la notacidn 4.3.6) basta demostrar la segunda parte de
la proposicién.
Supoengamos que gqlg” — 1, entonces p, debe dividir al maximo comiin divisor entre g —1
y g — 1. Por el lema 1 3.9 del capitulo 1 sabemos que {¢* — 1,¢"* — 1) = ¢" — 1 para algiin
entero r tal que 1 < + < p,. Por la minimalidad de p, tenemos que r = p, y entonces
¢ — 1 divide a ¢“ — 1 y por el lema 1 3.3 del capitulo 1 concluimos que p, divide a v
Ahora supongamos que p, divide a v, por el lema 1.3.3 tenemos que g** — 1 divide a

q* — 1,y como pelgfe — 1 entonces también p, divide 2 ¢¥ — 1. O

Observacién 4.3.9. Con lo anterior, lo que estamos viendo es que las extensiones finitas
7, de I, tales que p, divide a ¢ — 1 son para las que Fpua C Fye y sélo estas. Esto a
s vez implica que hay una inyeccién del grupo C(F.. ) en el grupo C(IF. ) dado por el
tnapeo derivacién (ver el teorema 2.3.12 y sus corolarios). De hecho, el mapeo derivacién
{restringido al dominio) es un isomorfismo entre C, (Fyu. ) ¥ G, (Fy ). Este mapeo se puede
extender de manera natural a un isomorfismo entre @@ C,,, (Fhua ) ¥ €B1_g Co. (Fgv }, 0 bien,
a una inyeccion entre €Bi_, C(Fru. ) ¥ (Bl C{F)-

Notacidn 4£.8.10. Sean p y v dos enteros positivos tales que p divide a v, y sea

O GoE.) — PoE.)

el mapeo derivacion “generalizado”. Dado o € @_y C(F;,) denotemos por o, o bien por

o f\’pq,/;rqu a la imagen de o bajo este mapeo.
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Observacidn 4.3.11. Observemos que si @ = (X0, X1, - - 1 Xn), entonces o = aoNg, /5. =

(o Xos - - 1) clonde cada x; es ignal a X} o Ney /s,

Proposicién 4.3.12, Sean 1, v enteros positivos tales que p|v, entonces el mapeo A, —

A, tal que o — o' es una inyeceidn.

Demeostracidn. Como ()" : @iy C(Fy) — B, C(F;v) os inyectivo y A, C P, C{F;)
basta mostrar que el mapeo estd bien definido, i.e., que st o € A, entonces o' € A,

Sea ¢ = (X0, X1, .+ » Xa), €0tonces & = (x), x4, ... 1 X5). Como cada x, # £ y cl mapco
derivacion es inyectivo, entonces xi 3% €. Como [, xi = ([T x:)' (ya que la derivacién
es un homomotfismo de grupos) y [T, xi = ¢ entonces ., X} = . Finalmente, como x y
x' tienen el mismo orden y d,ld, (ya que pu|v entonces ¢ — 1]g¥ — 1 y entonces d, divide a
¢" — 1, por lo tanto, divide a d,) concluimos que of € A,,. (]

Teorema 4.3.13. Para cada o € A exisle un tinico elemento & € A, tal que ¢ = & =

[A 28] Nlp'q,n [Fqtia

Demostracidn. Tomemos « € A, entonces o € A, C Py C(F).., }; més ain,

€ @C’ o (o )
i=0

Como ¢l mapeo derivacién es un isomorfismo entre Dy Cp, (Frsa ) ¥ Py Cro (Fiea ) {0b-
servacion 4.3.9), existe un tnico elemento @ € @, Cp, (F}.. ) tal que @ = & Necesita-
mos mostrar que & € A, para ver esto supongamos qie & = (Xo, X1, ; Xn), cntONCES
a={xp X5, x,). Como & € A,,, entonces cada x! 3 &, lo que implica que x, # &;
como [, xi = & entonces ([T, x:)' = € y por la inyectividad del mapeo, []1, x, = &
finalmente, tenemos que &%« = e := B € yaque & =e y p, dividec aly a g — 1 (ver
los comentarios en la notaciém 4.3.6), por lo tanto divide a d,,. Como p, divide a 55, la

unicidad nos la da la proposicién anterior, O

Definicién 4.3.14. Dado o € A definimos por elemento primitivo de «, al elemento & del

teorema anterior. Al conjunto P := {&: «a € A} lo lamamos €l conjunto primitivo.

Observacidn 4.3.15. Observemos que & ¥ « tienen el mismo orden, i.e., gz = po. También

Ha = fta- Mds atin (&) = & ya que como HE = Ma = fa, CTEONCES (@) € A, y como el

1
mapeo derivacidn es la identidad en A, , tenemos que (@) = (&) = @
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Feorema 4.3.16, Sea o € A y supongamos que existe 7 € Atalquea =3 = ,Bo!\/';:q,‘x /F

Entonces f =o' =& o NFQJ,J {Foiter

Demostracton. Sea f € Atalque a = ' = foNg,, JEsa Primero veamos que i, = pg. En
efecto, como la dervacién es un homomorfismo inyectivo entre los grupos P , C(Fr..) v
. GC(F;. . ), tenemos que ambos elementos ticnen el mismo orden, i.e. p, = py por lo que
fto = pg. Esto implica que & y § estdn en A, . Asi, tenemos que o = Jo N ,, /¥s5 ¥ COMO
3= 30 Npq,a [Fana usando la relacién de transitividad de la norma (feorema 2.1.14), tenemos

que a = 30 Ny, fr,,, - Finalmente, usando la unicidad de @ conclulmos que & = f. 0

~

Corolario 4.3.17. Sean ¢ y § elementos de A teles que 3 = o, entonces & = 5.

L.a demostracion de este corolario estd incluida en la demostracion del teorema.

Ahora definamos una relacidn entre los elementos de A de la siguiente manera. Diremos
que n v/ estdn relacionados, si ambos tienen el mismo elemento primitivo, cs decir, si & = ﬁ
Fsta relacion es claramente una relacién de equivalencia en donde cada « esta relacionado
con su elemento primitivo &. Asi veros que los elementos de P son, de alguna manera,
representantes candnicos de las clases de equivalencia,

Esta refacion de equivalencia induce una particidn en A dada por las clases de equiva-

fencia. Esta particion resultard finita fal y como veremos a continuacidn.
Proposicion 4.3.18. Fl conjunte P = {& : & € A} es un conjunto finito,

Demostracién. Como el conjunto {p, : & € A} es finito (ya que cada p, es un divisor de I},
enfonces también lo es el conjunto {{ta}, ¥ por ende, sdlo hay un mimero finito de conjuntos
A Como cada & € A, y A, es finito (proposicion 4.3.5 pagina 88) el resuttado se

S1gUe. [1

Hey "

De lo anterior, podemos concluir el siguiente e importante teorema

Teorema 4.3.19. Si P = {B),8,-.. ,8m}, v [G] denota a la clase de equivalencia de &;.

Entoneces A = | J7 [@:]

Antes de ver en que se traducen los resultados anteriores en el andlisis de la ractonalidad
dr la funcién zeta, demos una proposicién mas; que serd fundamental en la prueba del

teoreina principal de esta seccidn
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Proposicién 4.3.20. Para cade A € N y cade & € P, denotemos por G al elemento

@ o Ny, Ml €5 decir, e :=ao NE oy /By - FibonICES
[@] = {&Y : X e N}.

Demostracidn. Por el corolario 4.3.17, cada &?) estd en [@). Ahora, si A € [@&] entonces
esta relacionado con & y entonces ﬁ = & (ver observacién 4.3.15) con lo que existe A € N
(A =sp/ps) tal que =& =& o Ny O

qlua /Fqﬂu: -

Corolario 4.3.21. Si P = {@,&,... ,6n}, entonces:
A= U{"W A € N}.

La demostracién es inmediata de los resultados anteriores.

Ahora si, veamos en que se traducen los resultados anteriores en el andlisis de los ndmeros
N,. Pongamos atencién en la serie 300 N,t*/s. Usando la ccuacién 4.15 de la pégina 89 y
la identidad 3 oo w¥/s = —log(l — w) tenemos que

o0 'N“sts oo A l(qt)

:—Zlog —4't) +ZF(Q )

=0 ned

-1

——Zlogu— G+ S ——— ﬂ)t*’

1=0 &eP pela]
= Zlog(l S UEDD 2 am)tﬂﬂ)‘

acP A=l ”ﬂ
a()‘))tl‘éi/\

:—Zlog1~qt +§§;”ﬂ; (4.16)

Para poder concluir es necesario que estudiemos a los niimeros I'(cr). M4s concretamente
queremos dar una relacién entre (&™) y T'(@).

Recordemos algunos resultados de los capitulos anteriores que nos seran de gran utilidad,

1. Si s = Ay, x € C(F)) y X' € C(F,,), entonces x'(e) = (x(a}}* (teorema 2.3.12).
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2.8is =M, x € C(F) y X' € C(F,,), entonces —g(x’) = [~g(x)I*. (teorema 2.5.8
pdgina 58)
3. Si a € A entonces existe un @ € P tal que o = & para algin A € Z (ver proposi-
cion 4.3.20) ¥ su corolario.
Lema 4.3.22. Sea & € P. Entonces:

DEY) = (-1 ()@,

Demostracién Supongamos que & = (o, X1, -- - » Xn), €ntonees 8% = (x4, 34, - ., xh). Asi:

&™) S&Hx. a7 ")9(x))
H[Ja CIMED =gl

qﬂu}\
n+1 n
HXt - (X;

Ha
4 i=0

= (-1 (=D"'TE).

__( 1ﬂ+1

O
Con este lema, encontramos que la suma 3y, M—;ﬁi en la ecuacién 4.16 la podemos
convertir a
0o o
_1)n+1]:‘\(a)tp5]/\
_1 n+l [(
S 5 ,
A=1
que. usando la identidad —log(l ~ w®) = 357, w®/s , se reduce a
(=1)*log[1 — {-1)"*'D(@)e#=);
con 1o que
o Wsts 1 . n—1
Z . Z — log{l — (=1)"*'I(@)t+e] - Elog(l — g't). (4.17)
s=1 sep M@ =0

Finahmente, veamos que podemos eliminar a los 1/u5. Para lograr esto, demos algunos

resultados
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Sea o ¢l g-automorfismo de Frobenius (ver pagina 22) cntonces el grupo < ¢ > C

Gal(F,/F,) actiia en C(F, ), para todo s € N de la siguiente manera

<aT> X C(qua) '—}C(]Fa)
(6" x) > o™X,
donde o™y = y o 0™ (la accién esta bien definida, y es accién en efecto, ya que o s un
automorfismo y olg,, € Gal(F /Fy)).
Observacién 4.3.23. si n es positivo entonces o™x = X7, y si n es negativo, entonces
a™x = " en donde rs - n es positivo. En efecto, como olg, genera a Gal(F. /I) =
{1,0,0%,... ,0*"1} tenemos que o"x(a) = x(a”) = x* (a) para r cualquier entero positivo
congruente a n modulo s. Por lo tanto, dado cualquicr ¢ € < o > existe un entero positivo
n tal que ¢y = x*" = o™y, por lo que, para efectos de la accién del grupo, siempre podemos
suponer que para todo elemento o™ €< 0 >, n €8 un entero positivo y entonces o®y = X

siempre.
Proposicién 4.3.24. Para cada o™ € < o > el mapeo o : C(F},) — C(Iy.) tal que

¥ — oy es un isomorfismo de grupos.

Demostracidn. Basta demostrar la proposicién para n = 1 ya que la composicién de isomor-

fismos es un isomorfismo,

Primero veamos que ¢s un homomorfismo de grupos. Sean x, A dos caracteres en C(F;,)

entonces

a(xA) = xAoo
=(xoo){Aeo)
= (ox)(0A):

Para wmostrar que es un isomorfismo, basta mostrar que el homomorfisme es inyectivo.
Supongamos que o = &, entonces x? = ¢ y el orden p de y debe dividir a ¢. como p
también divide a ¢* — 1y (g,¢* — 1) = 1, concluimos que p = L y, por lo tanto, x =¢. [

Como consccuencia inmediata de esta propesicion, tenemos el siguiente corolario.
Corolario 4.3.25. Sia = (xo,X1,---»Xn} € O, entances lenemos que

ato = (0" x0, 0" X1,- - 10" Xn) € A
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Con lo anterior, podemos considerar ahora la accién de < o > en A de la siguiente

mantera.
<og>XA—A

(", a) — .

Lema 4.3.26. Supongamos que Fyw € Fpe. Consideremos o los mapeos derwacidn () -

C(F) > CF) ¥ ()1 & — A, Bntonces:

.
1 (o"x) =o' Para x € C(F.)-
2 {g"a) =c"a'. Parao e A.

Demastracidn Dade o = (x0,X1,. -+ Xn) € A, entonces oo = (6"xo, 0™x1,0™. .. ,0™Xx).
pot 1o que, si la primera parte del lema es verdadera, entonces también lo es la segunda
Asi pues, basta demostrar la primera parte. Asi (0"x)" = (x2")', como el mapeo derivacion es
un homomorfismo de grupos, to podemos intercambizar con ¢°, entonces (x7) = ¥'7" = o™y’

v tenemos el resultado O

Corolario 4.3.27. Sea & € P, entonces o™ = o™ax.

Drmnostracign. Primero observemos que si & € A,,. entonces o™% también estd en Ay
(eorolario 4.3.23). Considerernos al mapeo derivacion { ) : A, — A, , entonces &' = y

por el lema anterior tenemos que:
(e"@) = o"d' = "o € A,,.
- — . ————
Por la umcidad de o™a tememos gue 6% = o"a. O

Este corolario lo que nos estd asegurando es que s1 & € P entonces también ¢”G € P lo

que nos demuestra que < g > actia en P.

Notacidn 4.3 28 Sea <o > x P— Pla accidén de < o > en P. Denotemos por
@) = {¢0: g €< o >}

ala 6rbita de o
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Lo que queremos hacer es mostrar que cualesquicra dos elementos en P que estén cn la
misma drbita, tienen ¢l mismo valor bajo I', eg decir, queremos mostrar que si E € 0(a),
entonces I' (7 ) I'(#). Para lograr esto tenemos que estudiar la relacién entre g(x) y g(e™x)
donde g{x) es la suma de Gauss asociada y.

Lema 4.3.29. Sea x € B 3 o™ €< 0 >, entonces g{o™x) = g(x).

Demostracion. Recordemos que g(x) = 3¢, x(a)¥(a), donde ¢ € C(Fy) os el cardeter

aditivo canénico de Fyu, es decir, ¢(a) = ™ e @)/

donde p es la caracteristica de Fy. y
T'rg, es la traza absoluta (ver piginas 44 y 29). Afirmamos que Try,, (6™(a)) = T'rg,. (a).
En efecto, como o(a) = ¥, usando el teorema 2.1.6 parte i) y aplicando induccidn sobre

n, tenemos la igualdad. Esto nos dice que 1(¢"(a)) = 1(e) y entonces:

=3 o"xlahw(a)

REqul

=Y x{o"(@))b(o" ()

ﬂGFq,u

= g(x).

La tltlina igualdad se sigue gracias a que oy, cs un clemento de Gal{¥.. /IF,) y por lo
tanto, cundo a varfa sobre IF;. también lo hace o"(a). 0O

Teorema 4.3.30. Sea@ € Py <o > x P — P la accién de < 0 > en P. 8i § € O(&)
entonces ['(F) = T(@).

Demostracién. Como 8 € O(&), cxiste n € N tal que 8=0"8 Sia= (30s X112+ -- » Xu )
entonces o™x(a) = x(o™(a)} = x(a) para toda ¢ € Fy. Como g(o™y) = g(x) tenemos que:

T8 = l"(a“a)
= Ha X (2 )g(0™x:)
H xi{ai )alx:)

= qlln 1
= (&)
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Teorema 4.3.31. Dado @ € P entonces |Q(&)] = to-

Demostracidn. Sea Bg = {1 €< o >: @ = @} el estabilizador de &. Entonces |9(@)| =
|< o > [E5| {Este es un resultado de la teoria general de grupos. Para su demostracién ver,
por ¢jemplo [Rot94]).

»\ﬁrmamos que Bz =< g% >. En efecto, o™ € Bz si y sélo si &7 = o"@ = & si y s6lo si
4%t = ¢ (donde e = @B _¢) si y s6lo st p, (el orden de &) divide a g™ — 1 si y sdlo si p,
divide a n (Proposicién 4.3.8, pdgina 89) si, y sélo si, g™ €< g >.

Como < g > Z y < obe > 1,7 tenemos que |< o > /Ez| = |Z/po%t = pa, con lo

que el teorema es verdadero. O

Tomando en cuenta estos dos iltimos teoremas, vemos que si en la primer suma de la parte
derecha de la ecuacidn 4.17 (pagina 93) ta agrupamos por 6rbitas, podemos eliminar a los i
PPara ser mds precisos, podemos escoger a un representante {fijo) por cada drbita en P, y si
hay k drbitas, entonces los podemos numerar y obtener al conjunto Plo = {&,&,, ... , 8}
donde cada &, es representante de alguna drhita y si ¢ # 7 entonces &, ¢ O(&,). Asi, la
etuacion 4.17 se transforma en:

\ n—1
Zl 12 Zlogl— ST — 3 log(l — g't).
=0

s=1

Aplicando exponencial a ambos lados de la igualdad tenemos ya el teorema méas importante

de la seccion

Teorema 4.3.32 (Racionalidad). Sea f = agzh + ayz! + -+ + apz!, La funcién zeta

asociada a la hipersuperficie H;(F,) C P*(FF,) es una funcién racional y estd dada por
P(t)-v"

(-1 -qt)---(1-¢'0)

donde P(t) = [T, [1 — (=)™ (@)t .

(4.18)

Zs(t) =

De este teorema y el lema 4.3.1 (pdgina 4.3 1) concluimos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.33. sea N, el nimero de puntos Fys -racionales de la hipersuperficie de Fer-
mat deternunada por f, entonces:
fi—1 &
Ne= ) (@) = (10",
t=0 1=}

donde las w, son las raices reciprocas de P(f).



08 La racionalidad

Para presentar el teorema anterior cn la forma que dice la conjetura W1, definamos los

polinomios F(t) para 0 € r £ 2(n — 1) de la manera que sigue.
1. 8i n = 2m, entonces, Py(t) = (1 ~¢'t) para 0 < ¢ < n — 1. Si i # m entonces
P?i—l(t) =1 Y para i= m, R;_]_ = szul(t) = P(t)
2. Sin esimpary n = 2m+1, entonces Ps;_1(t} := 1. 5i% # m entonces Py(t) = (1 —¢'t)

y para v = m, P4 (t) = Pon () == (1 — ™) P(2).

Con esto vemos que en cualquicr caso podemos escribir:

_ D)Ps(E) - - Poayy-1{2)
Zf (t) - P2(t)P2(t) - }232(“111(14’) )

(4.19)

tal v como establece W1,

Ejemplo 4.3.34. Sea f = 23+ + 23 € Fy[wo, 21, 23], por la ecuacién 4.15 en la pégina 89
sabemos que

1
No=> 4+ > Da)=1+2£+ Y Ia). ,
=0 acis oA,

Como d; = (4* — 1,3) = 3 tenemos que |A,;| = 37}(8 —~ 2) = 2 (ver proposicién 4.3.5) para
todo entero positivo s, por lo que A, = {¢, @} donde o = {x, !9, x**V} y ¥ el caracter
multiplicativo de Fy. de orden 3. Como po = 3 entonces o = 1 por lo que A, = Ay y por

lo tanto P = {&, &} = A,. Caleulemos I'(&) y T'(&). Tenemos que si & = (¥, x, X) entonces

. 1
r() = 790)°
23
= v el ejemplo 2.5.9 en la pdgina 59

=2

Como g(%) = g(x} (cjemplo 2.5.9) y g(x) = 2 = 2 = g(x), tenemos que I'(&) = T'(&) = 2
(ver también ¢l teorema 4.6.5 en la pagina 103). Usando el lema 4.3.22 en la pdgina 93
encontramos que I'(a) = (—1)3[(—1)31{(&)]* = ~(-2)® y por lo tanto

Ne=1+4 +T(a) + (@) =1+ 4" —2(-2)°.
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Notemos que para s = 1 tenemos que N, = 9 tal y como caleulamos en el gjemplo 1.6.17 en
la pdgina 27.
Con esta informacién, podemos calcular la funcién zeta asociada a la hipersuperficie de
Fermat determinada por f. Como
2 2F o (4t)° E(-2t)s
;;\gu SZ=;S+EZ1 ; 2; -
—lo

g(l — u) — log(1 ~ du) + 2log(l + 2u)

concluimes que
(1 4+ 2u)?
= et 4.20
2= (i ) (4.20)

4.4 Integridad

Para los polinomios de la forma {1 — ¢'t) tenemos claramente que ' es un entero algebraico.

En seguida mostraremos que las raices de P{t) son también enteros algebraicos.

Observacién 4.4.1. Recordemos que los enteros algebraicos Z forman un anillo conmuta-
tinvo con unidad. Mas adn, cualquier rafz de un polinomio ménico con coeficientes en Z,

tarnbién es entero algebraico {Lor98, p. 9-16].
Lema 4.4.2. Pare toda o € A, I'(2) es un entero algebraico.
Demostracién. Supongamos que & € A, (es decir s, = 5}. Recordemos que

T(a) = ql“sxé”{ Sy @ )a0E™ e 0?) - g,

Tenemos que xm( 'Y es un entero algebraico para cada 0 < ¢ < n va que es una rafz de
la unidad. Como los enteros algebraices forman un anillo y g(Xn)} es suma de productos

de raices de la unidad, tenemos que g{xn ) es también un entero algebraico. Finalmente,

untemos que I'(a) es producto de enteros algebraicos, con lo que I'{a) también lo es. O

De este resultado se desprende el siguiente corolario

Corolario 4.4.3. T'(&) es entero algebraico para toda &; € P.
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Observacién 4.4.4. Por la observacién 4.4.1 tenemos que si

by

i _ (Hl)"+lr(fx5) — H(m —w,), {4.21)

i=1
entonces también cada w, ; s entero algebraico. Ademés tenemos que

jedy

Hw;,,- = (=1 (1)1 (&),

Lema 4.4.5. 5i P(t) = HQ’“E(PM)(I —unt) (P(t) es como en 4.18), entonces cade w; es un
entero algebraico.

Demostracidn. Sabemos que

k
P(t) = []11 - (-1)"H0 (@) tea).

Como cada
ki
[1 = (-1"Hr@ ) = [T~ wit),
J=1
donde los w,; son como en la observacién 4.4.4, tenemos que resultado se sigue. o

Juntando los resultados anteriores y fijéndonos en la forma que tienen los polinomios P, (f)

definidos al final de la scccidn anterior, tenemos el teorema principal de la seccidn.

Teorema 4.4.6 (Integridad). Si escribimos a Z;(t) como

Pit)Py(t} - - - Pagry-1 (£)
Po(6)Py(t) - - Pan-1y(t)

Z4(t) =
Lntonces Fo(t) = 1 ~§, Pyny)(t) = 1 — ¢" 'ty parar = 1,2,...,2(n — 1) tenemos que
P,(t) =TT(1 — w;;t), donde los wy; son ciertos enteros algebraicos.

Ejemplo 4.4.7. Si f = z§ + a1 -+ 23 € Fy[zy, 21, 20, ¢l cjemplo 4.3.34 nos asegura que
') 0 1 2

(14 2u)?

KA = ()

que claramente verifica lo que el teorema cstablece,
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4.5 Andlogo a la hipdtesis de Riemann

Como los polinomios de la forma (1 — ¢'t) son los P, () con r = 2{ y r # n -~ 1, claramente
tenemos que el valor absoluto de ¢* es ¢"/2 tal y como predice la conjetura W3. Veamos que
las rafces reciprocas de P,_; (¢} cumplen con que su norma es g™ Y2, con lo que quedara to-
talmente mostrada la validez de W4 para las hipersuperficies de Fermat.

Lema 4.5.1. 8t o € A, entonces [[a)| = g*"~9/2,

Demostracton. Si o= {xp, X1, .-, Xn) entonces

sz X:)

Cono x,(a; ') es raiz de la unidad, tiene norma igual a uno. Ademds cada g(x,) tiene norma
igual a ¢*/% (ver tecrema 2.4.7 en la pdgina 50 y tomar en cuenta que cada x, es un cardcter

multiplicativo de F+). Juntando estos resultados, tenemos que:

{I“(a)] ; (qa/z)n+l qs(n-i)/2'

O
Corolario 4.5.2. S1[1-(—1)"*'T(&,)##5 ] = []"% (1--w, ,t), entonces cada w, , tiene norma
i=1 W oJ
wgual a gn—12,
Demostracion. Por la observacién 4.4.4 sabemos que w"°" = (=1)""'I(@,), por lo que
g P = ] = |(~1)"HIT(&)| = g2,
Asi fun, | = gin- b2, !

De csto, se desprende el siguiente e inmediato corolario.
Corolario 4.5.3. 5i P(t) = Hl (1 =W, entonces | Wil = q(n—n/z_

Teorema 4.5.4 (Andlogo a la hipétesis de Riemann). Si escnibimos a 2,{t} como:

PL8)Bs(2) - - Popy)-1(2)
Py(t}Pa(t) - - - Popn_yy(t) '

tenemos que P (t) = [J{1 — w, ;2), donde los wr,; tienen norma igual a ¢™/2

Z,(t) =
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Demostracidn. Por la forma en que se definieron los polinomios P, (t), tenemos que el re-
sultado es claro para r # n — 1. Sin embargo, tenemos que FP,_i(t) = P(t) si n es par y
P,y = P{£){(1 - ¢/} si n es impar (ver comentarios al final de la scccidn 4.3)); que por los
resultados anteriores vemos que también es verdadero. )

De este teorema se desprende el siguiente corolarie que nos permite dar una estimacién

de los ntimeros N,.

Corolario 4.5.5. [N, — (¢** — 1/g - 1)| < ¢**®=10/2 donde k = deg P(2).

Demostracion. Es inmediato del tcorema anterior, el corolario que le precede y el coro-
lario 4.3.33 en la pagina 97, 0

Ejemplo 4.5.6. Para el caso en que f = 2§ + 2z} + 23 € Fy[wo, 71, 2] tenemos que

(1+2t)?

20 =0 pa -

(ejemplo 4.20), por lo que Py(t} = (1 —1), Pi(t) = (1 +2i)* y Po(t) = (1 —4). que claramente
verifica lo que el teorema asegura.

4.6 La ecuacion funcional

Sabemos que la funcién reta asociada a la hipersuperficie de Fermat determinada por f (f
como en 4.1 pagina 79) estd dada por:

Z;(2) = P(t)"V" /(1) (4.92)
donde P(t) = TIE,(1 — (-1™E@)] ¥ Q@) = TES(L - ). Como Z(1/gt) =

P{1/g")D" /(1 /4™ 't) estudiemos por separado a P{1/¢" ') y a Q(1/q™ ).

Haciendo la substitucién encontramos que:

k x ) k
P(1/g" 1) = (~ 1) {H r@)} [t Ere T (1 (-1 g D ]
=1 =1

k

Hr(dd] - ”f"”]l'[ —1 e r (@], (423)

=+
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donde M := Zf:l e, -

Estudiemnos la relacién entre los conjuntos
{gin D0 f0(én),q7 74 [T(), - q" e T(@)} v {D(&), T(Ga), -, T(éu)}

donde cada 6, € Py si 1 # 7, entonces &, ¢ ©(&,) (recordemos que ©{a) es la Grbita de &
bajo la accién del grupo < o >C Gal{F,/F,) en P (ver notacion 4.3.28 en la pigina 95)).

También estudiemos al producto H:-;] (&)

Notacidn 4.6.1. Denotemos por P/o al conjunto {&), &, ..., dx} donde cada & € P es fijo
y st 1 3 7 entonces &, ¢ O(d;). Este conjunto estd formado por un representante, y sélo

itno, de las clases de P bajo la accidén de < o >.

Nolactén {.6.2. Si o= (x1,X1,--- ,Xn) € A, entonces denotemos por @ al elemento
0= (71)X2) e :yn)'

Notemmosgque F=a "yque @ c A,,.

Lema 4.6.3. Sea P el conjunic primtive de A. S1a € P, entonces @ =o' € P.

- ' — n
Demostracion. Si o = (x1,x1,.- ,xx), entonces X, # ¢, ya que x; # . Como [[ ,x, = ¢,
tenemos que []7 0%, = [[ieo xi = ¢. Como @ y a~! = & tienen el mismo orden, entonces
st a? = ¢ también &% = £. Con esto hemos demostrado que & € A; ahora tenemos que

demostrar que @ € P

Observacidn 4.6.4. Observemos que st § € A es tal que § € Ay, entonces § € P. En
efecto, como J € Ny ¥ B = B, es inmediato que § = 3 y por lo tanto 3 € P,

Mostremos que @ € A, Como o y @ tienen el mismo orden, i.e., p, = pz (uno es el

mnverso de otro) entonces p, = g, pero como & € A, = A, el resultado se sigue. O

Teorema 4.6.5. Sea o € A. Entonces ['(@) = T'{a).

Demostractdn. Sia = (xo,x1,-.. , Xn) € A, entonces I'(@) = 1/¢ ]—L 1 %la; 19(x,). Como
por el teorema 2.4.6 en la pigina 50 sabemos que g(x,) x(~1)g(x} y como Hl X, =&
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tenemeos que

HX:( 1)HX1

- ,%H xilar)a(x)
i=0

=I-‘_((x5‘.

O

Observacién 4.6.6, Si a € P, sabemos que @ € P por lo que & € ©(d&;) para algin
&; € P/o. Con lo que I'(@) = I'(4;).

Proposicién 4.6.7. Bl mapeo de {T'(é1),T'(ds), ... ,['(64)} en si mismo dado por I'(&;) —

(&) es biyectivo.

Demostracién. La observacién anterior nos dice que el mapeo estd bien definido. Para ver
que es biycctivo, notemos que ¢l mapeo en P dado por & — & es biyectivo, por lo que nos
induce una biyeccién entre {I{a) : @ € P} dado por ['(e) — I'(@) = T'(a). La parte final
de la observacién anterior nos permite asegurar que estd biyeecién nos induce una biyeccion
entre {I'(&) : & € P/o} dado por ['(&,) — I'(&). [l

Observacién 4.6.8. Como I'(&:)I'(&) = |['(6;)[? = ¢"~ ™", encontramos que la biyeccién

de la proposicién anterior puede ser descrita como:
D(ds) — g B/D(é)

por lo que, reordenando en el producto de la ecuacién 4.23, tenemos la igualdad

Eod

1—-— — "+1 q(n 1)““!/1—'((1 tﬂ"! H 1)“+1F( )t‘u‘&] = P(t)

i=1 i=]

Ea-

Lema 4.6.9. Sea M = ¥ | ps, con & € Pfa. Entonces:

H F(a!) — :th(u—l.)/Z‘
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Demostracion. Como

1= =

k 2k k
[H I‘(éz,)] = H I'{a:) Hm (proposicién 4.6.7)

k
=] r(&)re)
i=1
k
= Hq“ﬁi("'” (observacién 4.6.8)
=1
— qM(n-L)}

sacamos rajz cuadrada a ambos lados de la igualdad y obtenemos el resultado deseado. []
Juntando los resultades recién probados, tenemos el siguiente teorema.
Teorerna 4.6.10. Sea P(t) como en 4.22, entonces:
P(1 /g )" = :l:q—(él)“M(n—i)/zt—(—l)“MP{t)(rlj""

Para la demostracién basta substituir los resultados anteriores en 4.23. Finalmente note-

mos que si Q(t) es como en 4.22, entonces:
Q(1/g" ) = (-1)"g ")

(para ver estd igualdad basta hacer la substitucién), por lo que tenemos el teorema mas

importante de la seccién.

Teorema 4.6.11 (La ecuacién funcional). La funcidn zeta asociada a la hipersuperficie
de de Fermat determinada por f = ap@h + a2y ++ -+ anth € Fyfzo, z1,. - - 1 Tn), satisface la

siguiente ecuacién funcional:
Zp(1/g"t) = 2q"TIFREZ (1),
donde E=n—(-1"M y M =deg P = Zf=1 Lé, -

Ejemplo 4.6.12. En el ejemplo 4.20 vimos que

()
Z(t) = (t—t)(1—4t)’
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Haciendo la substitucion encontramos que

(1+(2/48))°
(L= (1/4))(1 - (4/41))
_ (2/4t)*((4t/2) + 1)
T (=1/48)(1 — 48)(—4/48)(1 — (4¢/4))

Zp(1/4t) =

(a1 4 26)°
T (/421 - 46)(1 - t)
= Z{t).

En este caso encontramos que £ = 0, lo cual coincide con el caleulo £ = n — (—1)"M ya
que para cste caso n = 2 y M = deg(l + 2t)? = 2.

4.7 Grados

Como mencionamos en la seccién 4.2, en estd seccién no demostraremos la conjetura de los
“niimeros de Betti” ya que el estudio de los niimeros de Betti escapa de los objetivos de la
tesis. Sin embargo, daremos algunos resultados que tienen que ver con lo que esta conjetura
expresa.

Fscribamos a la fusién zeta asociada a la hipersuperficie de Fermat determinada por f

en la forma 4.19. Es decir,

Pl(t)Pg,(t) v P2(n—l.)—1(t)
PY2(t) - - Pony (1)

Zs(t) =

Denotemos por By, al grado de P,(¢) (En su articulo [Weid9], Weil llama a cada By, el
h-ésimo niimero de Betti de H(F,)). Entonces, si E es como en el teorema 4.6.11, ie.,
E:=n-(-1)"M donde M :=deg P = fol {ta, s ENCONtIAMOS que:

E =3 (-1)"B
b
tal y camo establece W4, Esto cs gracias a la forma en que se definieron los polinomios Py{t)
(ver pagina 4.19).

Observacidn 4.7.1. Si f = apah + a2} + -« + au2}, € Fy[zo,21,... ,2,], ¥ suponemos
que g = Y{mod1), entonces d, = (I,¢° - 1) = para todo entero positivo s (en particular
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(g 1) = 1), por lo que dado a € A, p, divide a g - 1 y, por lo tanto, g = 1. Esto nos
dice que el conjunto primitive P es subconjunto de A, mds an, como cada elemento de A

¢4 su propio primitivo tenemos que P = A,. Esto nos da el siguiente teoremal,

Como una aplicacién inmediata del teorema de la racionalidad (teorema 43.32) y la

vbservacién anterior, tenemos el siguiente:

Teorema 4.7.2. 51 [ = apwh + a1z} + -+ + 043}, € Folze, 31, ..., 3,), entonces la funcidn

seta asociada a la hipersuperficie determinada por f tiene la forma:

3

- Hicosrs m) [1 — (1" Dxoleg alar) - xelegDale)elx) - -g(xn)t]
= (1—-8)(1—gt)-(1-g"'t)
donde los y, 1 == 0. .7 son caracteres multiplicativos de F, sujetos a las condiciones de que

wEe[ln=cyxi=c

Aphcado ahora la proposicion 4.3.5 y tomando en cuanta que

Py= T[] [1_('—l)nH%XD(aal)Xl(a;l)“‘Xn(a;l)g(XO)H(XI)"‘Q(Xn)t=

(xo.xts Xn)

tenemos el sigutente corolario
Corolario 4.7.3. El grado del polinomio P(t) es wgual a I7Y({ — 1)" + (—=1)"*1{{ - 1)].

Eijemplo 4.7.4. Para la funcién zeta

(1 + 2¢t)*

20 = (1 -1 - 4t)

comentada en e ejemplo 4.20 (de hecho al final de cada seccién de este capitulo), tenemos
que By = 1, By = 2y B, = 1. Ademas, el ejemplo 4.6.12 nos dice que E = 0 lo que
coincide totalmente con el caleulo £ = 37, (~1)"B, =1 -2+ 1 = 0. Ademds, el polinomio
f=xi+ 2} + 23 € Fajzo, 71, 72} tal que 4 = 1(mod 3) por lo que, segiin el corolario anterior,
s grado deberfa de ser 371(3 — 1) + (—1)%(3 — 1) = 2, lo que coincide perfectamente con la

realidad

7Kt caso particular ¢ = 1(mod ) lo trabaja Ireland en su libro [IR90] pero lo deduce directamente de las

propedades de )as sumas de Gauss y la forma que tienen los ndmeres N,
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