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Resumen de la tesis La Prehistoriu del logicismo de Luis
Felipe Segura Martinez

En esta tesis de doctorado se aborda criticamente el problema general de la relacién
entre I6gica y matematicas desde el punto de vista de los desarrollos, tanto en
mateméticas como en la légica filoséfica, que desembocarian en el logicismo, esto
es, en la tesis de que una parte sustantiva de las matematicas (por lo menos la
aritmética) es una parte de la 16gica y que, en consecuencia, la validez y necesidad
de las verdades de las matematicas derivan de la validez l6gica. En el primer
capitulo se estudian las ideas l6gicas y lingiiisticas de Leibniz, haciéndose especial
énfasis en su teoria de un lenguaje universal. Viene luego un capitulo ~tal vez el
mas original de todo el escrito- dedicado a las ideas matematicas y filoséficas de
Bernard Bolzano, con respecto al cual se sostiene que su pensamiento influye
decisivamente no solo en el logicismo de Frege, sino en las teorias conjuntistas de
Cantor. El primer sistema fregeano de logica es después analizado en detalle,
demostrandose que los problemas que plantea son el punto de partida de los
desarrolios del logicismo maduro de Frege, lo mismo que de sus ideas acerca de la
filosofia del lenguaje. El ltimo capitulo se refiere a Dedekind y a Peano. Se hace
ver alli que Dedekind representa un tipo de logicismo esencialmente diferente del
de Frege o Russell, si bien con alguna conexi6n con ellos; por lo tanto, que existen
al menos dos tipos diferentes de logicismo a evaluarse de manera diferenciada. En
relacion a Peano se establece la gran influencia lingiiistica que representa para el
logicismo de Russell.



Résumé of the Ph.D thesis The Prehistory of Logicism by Luis Felipe
Segura Mattinez

In this Ph.D. thesis the problem of the relationship between logic and mathematics
is critically examined from the point of view of that developments both in
mathematics and philosophical logic which resulted in the position known as
logicism, that is, in the view that mathematics or at least a esential part of itis a
part of logic and hence that mathematical ruths and necessity is detived from
universal logical truth and logical validity. In the first, the logical and linguistical
ideas of Leibniz are studied. It comes inmediately thereafier a chapter —surely the
most original of the whole writing- on the mathematical and philosophical theories
Bernard Bolzano’s, in respect to whom the thesis is defended that his thought
decisively influenced both Cantor and Frege. The first Fregean system of logic is
then analyzed in detail, and it is shown that the problems it poses represent the
point of daparture of Frege’s major achievements in logic and in the philosophy of
Janguage. The last part of this investigation refers to Dedekind and Peano and it is
argued that the first represents a substantially different kind of logicism that the
one defended by Frege and Russell, whereas the second is an important antecedent
of Russell’s ideas concerning logical language. It is concluded that, even if
conections between all of them exist, there are at least two radical different types of
logicism, which, in view of other developments (like Godel’s theorems) are to be
judged now in a very differentiated way.
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INTRODUCCCION

I

Es dificil hoy en dia pensar en una refacion mas estrecha entre dos disciplinas
cientificas que la que pareceria existir entre la I6gica y las matematicas. En la actualidad, en
efecto, el vinculo entre ellas se considera casi siempre como algo esencial, indisoluble y
cuyo origen se remontaria a los inicios sistematicos de ambas en la cultura gricga. Sin
embargo, esto, que hoy es tenido, en general, como evidente, supone Ja identificacidn
integra de cada una de estas ciencias con su aspecto puramente expositivo, proposicional y
conceptual, y pasa por alto o relega a un plano secundario cualquier elemento activo de
creacion o descubrimiento en ellas, ademds de no hacer justicia, en rigor, al curso historico
seguido por tales nexos.

Es falso, por ejemplo, aun aceptando la primera suposicion, que logica y
matematicas hayan mantenido siempre una relacion tan estrecha como la que suele darse
por sentada, si por ellas se entiende el conjunto de teorfas y sistemas matematicos y de
fogica realmente existente en ciertos momentos _los mas- de sus respectivas historias.
Puede hablarse, por ejemplo, en relacion a la Antigiledad griega, de, por lo menos, tres
enfogues togicos distintos: el de la silogistica de Aristoteles, el de la logica proposicional de
los estoicos y el de la logica implicita, digamos, en los modos argumentativos de la
geometria euclidiana. Solo las dos primeras forman parte de lo que en esa época se
considera como logica y es claro que ambas resultan del todo insuficientes como elementos
de justificacion de la tercera. Por su parte, el Unico aspecto de las teorias 16gicas oficiales de
este periodo que las aproxima un poco a las matematicas es el recurso implicito o explicito
a variables como elementos expresivos. En ese sentido, entonces, la afirmacién de que la
fuerza de las demostraciones de las matematicas se basa en un uso estricto de la inferencia
iogica es inexacta. Existe una l6gica practica, por asi decirlo, una «légica empirica» que se
manifiesta, entre otros sitios, en las teorias matcmaticas de la época y que es explicada de
manera sumamente precaria por las teorfas t6gicas que entonces se proponen. En particular,
entonces, en este periodo y durante mucho tiempo, la logica va a la zaga de la
argumentacion matemdtica. El equivocado aserto kantiano, 20 siglos mas tarde, de que la
Jogica no habia dado un solo paso adelante desde Aristételes, por lo que podia considerarse
perfecta. no es. en realidad, otra cosa que ia confirmacion de la magnitud de tal atraso.

El primero en intentar salvar este abismo es Leibniz en el siglo XVIIL. Sin embargo.
fa logica leibniziana se inserta en un proyecto metafisico v epistemoldgico
omnicomprensivo, esto €s, en un programa que rebasa con mucho e! ambito normal de
problemas tanto de la logica misma como de las matematicas. De todos medos, entre otras
cosas, la teoria Jogica de Leibniz intenta ofrecer una explicacion de la naturaleza de la
verdad matematica v, sin lugar a dudas, con ello, igualmente. de o esencial de la actividad



matematica como tal, en la que la légica. una nueva légica que Leibniz sélo logra presentar
en rasgos muy generales, tiene un papel destacado.

Explicar algo es siempre interpretarlo en términos de algo mds, es siempre referirlo
a otras cosas y hacer ver que es una consecuencia de ellas. La explicacion se encuentra, por
lo tanto, estrechamente emparentada con la idea de una reduccidn, de algin tipo de
reduccion, de una disolucién -asi sea puramente conceptual- de lo explicado en favor de
aquello en términos de lo cual se explica. A causa de ello, todo intento explicativo supone,
de una u otra manera, un ordenamiento conceptual, una jerarquia de conceptos y
proposiciones.

Una forma importante de la explicacién seria, de acuerdo con lo anterior, la
fundamentacion. El concepto posee evidentes connotaciones l6gico-filoséficas, pero ha sido
frecuente recurrir a €l también en las ciencias, en especial en las matemadticas, y pareceria
indicar una pretension de rigor 1ogico, sistemético y constructivo en el sentido de un paso
de 1o menos elemental a lo més elemental, no necesariamente presente en la explicacién en
general. A diferencia de ésta, los proyectos de fundamentacién aparecen, sobre todo, en la
filosofia, mientras que en las ciencias particulares sélo surgen en tiempos mas modernos -
especificamente desde la época de la Ilustracion.

Los siglos XVil y XVIII, por un lado, y el racionalismo y, muy especialmente, la
Tlustracion, por el otro, parecerian ser la época y las actitudes filoséficas que se encuentran
en el origen de las tentativas de explicar y, de hecho, reducir, en su totalidad, ciertas ramas
del saber a otras. Es evidente, ademas, en particular, en relacion al segundo de estos
enfoques, que ¢l supuesto basico subyacente a todas ellas es el de la existencia de un «orden
de 1as cosas», del que el orden de las verdades que constituye a las ciencias tendria que ser,
por lo menos como ideal, un reflejo. No es casual, por lo tanto, que sea precisamente en

. este periodo de ordenacion global de ideas que la investigacion cientifica v filosdfica se
aboquen no sélo al estudio de problemas metodelogicos, tanto especificos como generales,
que hicieran posible el avance del conocimiento, sino también que se analice a fondo y en
conexion con los resultados de las ciencias una serie de dificultades, como la del papel del
lenguaje en la ciencia, la de la naturaleza de la verdad matematica y los criterios al respecto.
Lo primero y lo segundo son el contexto en el que deben ubicarse las teorias del lenguaje y
la Jogica de Leibniz; lo segundo y lo tercero, €l marco en el que se insertan las importantes
e influyentes tesis kantianas acerca de la aritmética y los principios de las matemdticas.

Si con Leibniz la 1ogica y las mateméticas se aproximan hasta la disolucién en teoria
de éstas en aquélla, con Kant se alejan tanto que la logica se convierte, practicamente, en
algo que resulta, en primera instancia, del tode prescindible para las matematicas. Es decir,
s1 para Leibniz es la idgica la que constituye el fundamento dltimo de la verdad matematica
v de su metodologia, para Kant resulta enteramente ajena a} mismo, v si para aquél tales
verdades son algo objetivo y auténomo, para éste consisten, mas bien, en el resultado de la
actividad de un sujeto, de la que, por lo tanto, depende.

La siguiente figura importante en la historia del pensamienio acerca de estas
relaciones es Bolzano, cuyo sistema légico puede considerarse como el primer intento
verdaderamente moderno y sistematico de acercar a las matematicas y a la logica.



En la tradici6n leibniziana y en una linea de pensamiento fuertemente influida por la
Ilustracion, concretamente, por el modelo de pensamiento que para €ésta representa la fisica
de Newton, Bolzano sostiene la necesidad de una fundamentacién légica de las matematicas
a partir (1) de una recreacién de la logica misma y (2) de la preservacion de la especificidad
de ambas disciplinas. Es decir, Bolzano asume una posicién intermedia -aunque, por
supuesto, no equidistante- en relacion a Leibniz y Kant. Con Kant, Bolzano piensa que las
matematicas constituyen una ciencia, cuyo fundamento ultimo es completamente
independiente de la 16gica. A semejanza de Leibniz, no obstante, Bolzano es también de la
idea de que no existe, en realidad, ninguna otra ciencia méas cercana ni mds afin a la logica
que las mateméticas y que éstas requieren, ademds, esencialmente de la misma para su
constitucién cientifica propiamente dicha. Es decir, en cuanto ciencia constituida, las
maternaticas suponen la légica, como lo hacen la fisica, la biologia, etc. Pero, exactamente
como ellas, las mateméticas son algo mas que légica. Al igual que Leibniz, Bolzano que las
matematicas se encuentran indisolublemente ligadas al lenguaje, que, en cierto sentido, no
son sino un lenguaje particular en el que también la légica estarfa substancialmente
incorporada. En otras palabras, las matematicas serian un conjunto de teorfas, de resultados
v problemas obtenidos y planteados por éstas y, como tales, el producto ldgico de una serie
principios fundamentales.

De esta manera, a pesar de no identificar a las matematicas, como hace Leibniz, con
una parte de la légica, Bolzano, come éste, contribuye no sélo a la vinculacién creativa de
estas disciplinas, sino también a su consideracion como feorias en un sentido préximo a
Camap, es decir, como un lenguaje.

Un paso adicional en esa misma direccion seria dado por Frege, La ldgica puede
concebirse, en efecto, de acuerdo con él, como un lenguaje especial, formal y simbélico,
sintdcticamente preciso, en el que se hable exclusivamente de conceptos y proposiciones.
Su Begriffsschrift de 1879 constituye la primera realizacion concreta de estas ideas. La tesis
central de Frege en este gran escrito es la de que un lenguaje conceptografico como el
expuesto por €l en ese sitio, que no recoja otra cosa que el contenido iégico de las
proposiciones, permitiria el analisis conceptual, légico, de las mismas, haciendo posible
también, en su caso, la justificacién no sélo de los modos de argumentacion ya aceptados en
las matematicas, sino de cualquier argumentacion vélida posible en ellas. La capacidad
analitica del nuevo lenguaje haria, ademds, explicita la totalidad de las razones que sirven
de fundamento a una proposicién, permitiendo, en consecuencia, la determinacion de la
naturaleza Gltima de la misma. La ldgica se convierte, asi, en una herramienta
imprescindible para la investigacion de los fundamentos de las matematicas.

El desarrollo de estas ideas Hevaria a Frege a sostener, a partir de la década de los
ochenta del siglo pasado, el caracter estrictamente logico de las mateméticas con excepeion
de la geometria, es decir, a nepar la existencia de una esfera auténoma de objetos
aritméticos -en el sentido amplio que €l da a este término (aritmética, dlgebra, andlisis,
teoria del infinito)-, a cancelar la existencia misma de una verdad aritmética diferenciada y
a considerar a ésta como un caso especial de la analiticidad légica.

Frege es, en consecuencia, el primer representante del logicismo en la filosofia de
las matematicas. Si bien la tesis de que las matemdticas en general no son sino una rama
particular de la logica habia sido enunciada ya claramente, mas de un sigio antes, por



Leibniz y éste habia expuesto también, en relacién a tales problemas, una serie de ideas
esencialmente vinculadas a esta postura, sus planteamientos no van, en general, més alta de
la mera descripcion de un proyecto amplie y un conjunto de intentos muy fragmentarios de
construccién de un sistema que sirviera a tales fines. Es importante tener presente, no
obstante, que son dos, en realidad, las etapas que pueden identificarse en Frege y que a cada
una de ellas corresponde, en realidad, un objetivo diferente. En la primera, en la que Frege
sostiene lo que podemos lamar la resis Sformalista del logicismo, lo que se pretende es
exclusivamente la codificacion completa de la argumentacion licita en matemdticas. La
meta que [a segunda se plantea es la reduccion de la totalidad de la aritmética a la 16gica.
Extendiendo, como hara Russell, la tesis a la totalidad de las matematicas, el segundo de
estos objetivos implica al primero, pero es también independiente de él. Es decir, la tesis
formalista es neutral en relacion a la tesis logicista propiamente dicha.

Ahora bien, tanto la 16gica de Bolzano como la de Frege, en la que aquélla influye
decisiva, aungue no reconocidamente, surgen en el contexto de los esfuerzos de
fundamentacién del andlisis. La pretension primaria de ambas es, por lo tanto, aunque en
distintas perspectivas y momenios histricos, la restriceién al méximo del papel
Justificativo de la intuicion en las matematicas -de la intuicidén geométrica y argumentativa,
er el caso del primero, y de la puramente argumentativa, en el de Frege. La tesis de la
segunda légica fregeana, esto es, la tesis propiamente logicista -en oposicién a la
formalista- supone histéricamente, sin embargo, la llamada aritmetizacién del andlisis, un
proceso al que Bolzano mismo da inicio en 1817 y que tiene como resultado general mas
importante la definicion precisa, en términos aritméticos y conjuntistas, sin recurso alguno a
la intuicion, particularmente a la intuicion geométrica, de los nameros reales. En oiras
palabras, la tesis logicista de Frege se plantea, histéricamente, sobre la base del
establecimiento previo de un fundamento conceptualmente claro del célculo infinitesimal,
fa aritmética de los nimeros naturales y lo que ésta pueda suponer.

il
El acercamiento emtre matemdticas y logica tiene, segln se deriva del pérrafo
anterior, al menos dos vertientes, Por una parte, del lado de la logica, se trataria, como
hemos dicho, de renovar o reconstruir la logica y de ponerla a la altura de las matematicas
de su tiempo. Este seria, claramente, el punto de partida tanto de Leibniz como de Frege.
Por la otra, sin embargo, desde el lado de las matemiticas, el proceso de
fundamentacion del analisis implica no sélo una conciencia cada vez mayor de los
principios generales de argumentacion implicitos en ellas, sino que coloca, asimismo, de
manera creciente, en un fugar central, consideraciones relativas a totalidades. La naturaleza
de estos principios conjuntistas no es clara en la época, pero si lo es el que en ella se piensa,
debido a su generalidad, que o bien formarian parte de la logica o bien, por lo menos,
estarian estrechamente Jigados a ésta. Bolzano y Dedekind serian las dos figuras
emblematicas al respecto. No obstante, mientras que el primero sostiene €l caracter tanto
légico como matemdtico de estos principios y de los nuevos objetos, Dedekind los
considera como parte constitutiva de la logica.



E| caracter absolutamente primitivo de los «nuevos» objetos y un uso implicito y
explicito' de los mismos, parecia rebasar con mucho la esfera del anlisis propiamente
dicho -y aun de las matemdticas- y planteaba la necesidad de una investigacién sistemadtica
y general, esto s, abstracta de los mismos. En particular, en el caso de la fundamentacion
def analisis, tiene lugar entonces, junto con los primeros intentos de ordenacién axiomatica
de los principios de la aritmética de los nameros naturales, la tentativa de basar a ésta
misma en algo en apariencia ain mas elemental que ella; concretamente, de interpretarla
como una teoria general de los conjuntos finitos, es decir, como una teoria particular, cuya
complementacion natural seria una teoria abstracta de conjunios, esto es, una teoria
abstracta tanto de los conjuntos finitos como de los no finitos, Las axiomatizaciones de la
aritmética ilevadas a cabo por Grassmann Y Peano, ilustrarian la primera de estas
perspectivas, al tiempo que la teoria de sistemas, que Dedekind desarrolla en 1888 y que
permite no solo obtenes como teoremas los principios axiométicos de Peano, sino justificar,
ademnas, procedimientos de definicion elementales -como las definiciones recursivas-, seria
el ejemplo mas importante del segundo tipo de aproximacion matemética a la légica.
Dedekind piensa, entonces, que hay algo todavia mas elemental y general que los nimeros
naturales, los conjuntos ¢ sistemas, y que los principios acerca de éstos -inclusive el de la
existencia del infinito- tendrian un caracter fundamentaimente 16gico; que, por lo tanto, el
andlisis en su totalidad, al poder obtenerse genéticamente sobre esta base, no puede ser, en
Gluma instancia, al igual que la totalidad de las materndticas histéricas mismas, sino un
caso especifico de la logica. De acuerdo con esto, Dedekind es también, como Frege,
aungue en una perspectiva substancialmente distinta a la de €ste, un representante del

logicismo.

Lo anterior pareceria avalar la existencia de al menos dos tipos diferentes de
logicismo. Uno, al que podemos Hamar linguistico, que partiendo de la logica busca la
aproximacion a las matematicas, la reconstruccion de éstas sobre esas bases y que organiza
o reorganiza sus sislemas ¢on este expreso fin, y otro, de indole n bien matemdtica, que
permanece casi siempre {(aunque no siempre) en ¢l plano de la natematicas, que de la
fundamentacion del andlisis en la aritmética pasa a la fundamoatacién de la aritmética
misma en una teoria general de totalidades, a la que s¢ estudia e investiga como una teoria
matematica mds, si bien absolutamente basica y general.

Mientras que Frege y también, aproximadamente veinte aflos mas tarde, Russell
serian exponentes tipicos de un logicismo del primer género, Dedekind sobre todo y, tal
vez. en una primera etapa, Zermelo® y otros lo serian de uno del segundo.

Por Jo demas, vale la pena notar, en este mismo orden de ideas, que, aunque sin
comparur la tesis central del logicismo, Bolzano se encuentra cerca de ambos enfoques y
contribuye activa, si bien, como hemos dicho, no siempre reconocidamente, a ambos. El
caracter intermedio y verdaderamente notable en su perspicacia de su postura es puesto de
manifiesto de manera clara por el hecho mismo de que, para él, las totalidades formarian
parte tanto de la logica como de las matemdticas, esto es, constituyan e/ elemento de
aniculacion entre ambas.

T piénsese solamente, por ejemplo, en el axioma euclidiano del todo y la parte.
? yéase Cap. [V, Pane Ii Ef problema ticne que ver con el sratus de Jos principios de la teoria de conjuntos
Cfr 1ambién el apartado VI de esta inroduccion.



Pero resulta también de gran importancia tener presente que, sin dejar de haber
algunas coincidencias,

(1) los supuestos que subyacen a cada una de estas concepciones logicistas son
distintos, por lo que

(2) la plausibilidad de cada una de ellas debe juzgarse, a la luz de ios desarrollos
hisidricos habidos desde su aparicién, de manera diferente.

El caracter radicalmente diverso -aunque no incompatible-, de estas posturas solo
puede aclararse del todo, sin embargo, si s entiende e! curso que sigue la evolucién de las
investigaciones que conducen a la, en apariencia, misma tesis fundamental, esto es, si se
tiene una idea clara de lo que podria llamarse la prehistoria del logicismo. Las figuras
principales de ella serian, de acuerdo con lo dicho, Bolzano, €l Frege de la Conceptografia
de 1879, Dedekind y también, por oira parte, Peano, con quien a menudo s¢ asocia también
al logicismo. Como, ademas, con excepcion de Dedekind, cada uno de ellos considera
expresamente como modelo, en lo que a su concepcion de la logica se refiere, a Leibniz, un
recuento de tal tesis tendria que incluir también un andlisis minimo de las concepciones de
éste acerca de las relaciones entre Iégica y matematicas,

i

El logicismo constituye una visién acerca de las relaciones que la légica y las
matematicas mantienen entre si, pero, asimismo, representa una concepcion acerca de la
naturaleza no sélo de las matematicas, sino también de la logica misma.

Ahora bien, la tesis logicista general de que las matematicas pueden reducirse a una
parte de la loégica se compone, en realidad, de acuerdo con lo anterior, de varias
reducciones. La primera de ellas es la que convierte a las matematicas en un conjunto de
teorias axiomaticas o de verdades que pueden obtenerse genéticamente a partir de un
numero reducido de principios (tesis 1). La segunda es la que hace de toda nocién
matematica una que puede obtenerse a partir de una cadena de definiciones basadas, en
diuma instancia, en conceptos puramente logicos {tesis 2). Otra es la concepeidn de todo
teorema matematico como un teorema de la logica (tesis 3).> Habria, también, por otra
parte, la identificacién, por lo demas histéricamente comprensible, de las matematicas con
las matematicas clasicas (aritmética, geometria, dlgebra, andlisis y teoria de conjuntos -0
algo esencialmente equivalente a ella) (tesis 4).

Pero también, en el caso de la logica, se procede, de una u otra manera,
reductivamente, al suponerse, por ejemplo, que la validez de una serie de principios
argurmentativos -como el principio del tercero excluido- es iirestricta y ahistdrica (tesis 5).

Estas cinco tesis serian supnestos compartidos por los dos tipos de logicismo a los
que nos hemos referido antes. A ellas se afiaden, en el logicismo lingiifstico, la supcsicién
de que la argumentacion matematica puede, en su totalidad, ser codificada como un sistema
cerrado, justificado a partir del sisterna logico tomado como base (tesis 6} y, con respecto a
la 16gica, que la légica misma puede concebirse como un lenguaje o como una clase de
lenguajes sintdcticamente precisos (tesis 7). Una importante consecuencia de esta uitima
identificacién es la de gue, en el caso de que las matematicas puedan obtenerse, como se
pretende, a partir de la logica, ellas mismas deben ser vistas también como un lenguaje

? En Leibniz, 1a tesis 3 se reduce, ademds, a la tesis 2.



(tesis 8). De acuerdo con esto, entonces, la tesis general del logicismo lingilistico puede
formularse en los siguientes términos:

Existe un lenguaje puramente logico L con la propiedad de que

a) 10do 1érmino matematico puede definirse a partir de los términos primitivos de L
y

b) todo teorema -digamos de la aritmética- es, en realidad, un teorema de L.

Entre los supuestos mds importantes de la tesis logicista, tal y como ésta se expresa,
por ejemplo, en Dedekind, Frege y también, aunque de otra manera, en Russell, se cuenta
igualmente, por otra parte. el de la postulacion de un campo de objetos del que justamente
las teorias matematicas darian cuenta. Los objetos abstractos de las matematicas serfan, de
acuerdo con esto, algo que existe independientemente del ser humano. La actividad
malematica consistiria, por lo tanto, en su fundamento, no en la invencitn, sino en el
descubrimiento. Este platonismo no es, sin embargo, privativo del logicismo, sino una
suposicion que, conscientemente 0 no, es hecha por la absoluta mayoria de los mateméticos.
Puede pensarse, inclusive, por ejemplo, que la suposicién de la existencia de esta esfera
auténoma objetiva constituye una condicion {an necesaria para una explicacion plausible de
la actividad matematica como lo es la de una realidad fisica independiente para la de las
ciencias naturales. De ello se desprenden, en particular, dos consecuencias que importa
subrayar aqui.

1) Dado el planteamiento anterior, la tesis logicista puede interpretarse -y, de hecho,
ha sido interpretada asi por sus principales representantes histéricos- como una tesis
omtologica, esto es, como una aplicacion del principio occamista de no multiplicar
innecesariamente los objetos del mundo. No hay, sostiene el logicismo, objetos
propiamente matematicos, sino que €stos son, en realidad, objetos 16gicos (tesis 9).

De acuerdo con esto, a las reducciones que el logicismo bretende someter a las
matematicas se afiade ahora otra de caracter metafisico que la despoja de una naturaleza
propia. Esta Gltima tesis es, por supuesto, equivalente a la pretension notada mas arriba de
una reduccion de la verdad matematica a la validez universal.

2) Uno de las consecuencias de la combinacion de las tesis lingilistica y ontologica
del logicismo es, sin embargo, la siguiente-

(*) Existe un lenguaje L de caracter estrictamente  16gico, adecuado para la
investigacién del ambito de las matematicas.

Es decir, 1a realidad abstracta, postutada por el logicismo en general como substrato
de las matemiticas, es considerada por el logicismo lingiistico como una esfera ontologica
cubieria enteramente por el (o un) lenguaje logico L.

La concapeion logicista de las mateméticas, en cualquier de sus formas, conticne, en
consecuencia, una vision wnitaria de esta ciencia que puede pensarse, asimismo. como una
aplicacion de segundo grado, por asi decirlo, ya sea del método axiomatico o, también, del
genético, que tan fecundo habfa resultado en el analisis. Se tratarfa, en efecto, de ordenar la
totalidad, ya no de un conjunto de resultados, i.e. proposiciones, relativas a determinado
ambito particular, sino de ordenar un conjunto de teorias en una teoria basica de orden
superior de generalidad, de la que las mismas pudieran obtenerse.

Pero. también, por otro lado, de manera importante, del anélisis especifico de las
formas concretas que el logicismo asume en las figuras més significativas asociadas a €l
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resulta que la idea de la 6gica que prevalece en cada una de las dos formas bésicas de este
enfoque es radicalmente diversa de la que se tiene de esta disciplina en la otra. De esto
podemos concluir que la designacion misma de logicismo para referirse a un mismo
proceso de reduccién de las matematicas a la logica que, partiendo de Leibniz, pasaria a
Frege v Dedekind y que desembocaria mas tarde en Russell y al que habrian contribuido
esencialmente Bolzano, por una parte, y, en el caso de Russell, Peano, por la otra, es
esencialmente errénea. Las reducciones logicistas entrafian una concepeion especifica de las
matematicas que, por supuesto, requiere ser confrontada con la historia de esa disciplina.
No todas ellas son igualmente aceptables. A la luz de la misma, es claro que el logicismo
matematico sale mucho mejor librado, en términos de sus pretensiones originales, que el
logicismo lingiiistico, si bien esto no menoscaba en forma alguna la gran importancia de las
contribuciones de este Gltimo al desarrollo de la logica, la filosofia de las matematicas y aun
de las matematicas mismas. Sin embargo, también, es justamente a la luz de esa historia,
que un logicismo de este tipo, a diferencia de aquél, debe considerarse como
definitivamente refutado.

v

Ahora bien, ;qué entiende exactamente el logicismo matematico por ldgica?
Basicamente dos cosas: teoria de conjuntos y una serie de principios no especificados a los
que podemos |lamar l6gica informal y que, tal vez, puedan explicarse como una logica de
primer orden con identidad, La tesis logicista en este caso pretende reducir la aritmeética a la
teoria de conjuntos -o a algo esencialmente equivalente a ella. Como ésta se estudia y
analiza como cualquier otra teoria matematica, esto es, genética o axiomdticamente, puede
afirmarse que, en cierto sentido, el tipo de fundamentacién que aqui se pretende es, en
realidad, interna. Las diferencias entre una logica asi entendida y la aritmética no son
mayores, por ejemplo, que las que existen entre el sistema de los nlimeros naturales y el de
los racionales. De hecho, aunque el uso mismo del término /dgica para un sistema basico de
este género pareceria ser bastante arbitrario, puesto que el vinculo con el ambito de
problemas tradicionalmente abarcados bajo este rubro es mds bien laxo, puede
argumentarse con ciertas bases en favor de su naturalidad (véase mds abajo). En nuestra
opinion, sin embargo, la razén de fondo del mismo, mucho mas que en esto, debe buscarse,
en el cardcter @ priori de los principios, esto es, en la consideracién de que los nuevos
principios conjuntistas, al igual que los de la légica tradicional, son absolutamente
generales, es decir, que forman parte, como éstos, de lo que en la terminologia del siglo
XIX se denomina principios del pensamiento puro, en la identificacion de este apriorismo
con un apriorismo légico y, muy especialmente, en la ausencia, implicada por todo ello, de
suposiciones existenciales particulares entre sus supuestos basicos.

Como sea, el descubrimiento de contradicciones tanto en la logica misma como en
la tenria de conjuntos, en las que los principios fundamentales de formacion de totalidades
se encontraban esencialmente implicados, pareceria poner fin, de manera definitiva, a las
pretensiones logicistas de esta indole, aunque no, por supuesto, a las de la necesidad y
justificacién de una teoria fundamental de este tipo. Es decir, en relacién a lo primero,
sefialarian, en especial en lo referente al infinito, un posible punto de diferenciacion entre
matematicas y logica, a la vez que el momento de transicién historica de un enfoque
esencialista, que se proponia no sélo construir la aritmética y asentar el anlisis sobre una
base rigurosa, sino también explicar la naturaleza ultima de la verdad matematica, a uno



més pragmdtico, cuya preocupacion principal es la de dar una base axiomdtica segura ala
nueva teoria y en el que, aunque los aspectos filosoficos de la misma pasan a segundo
término, se opera también con una mucho mayor conciencia que antes de la argumentacion
que la sustenta, esto es, de la légica implicita en ella.’ En este sentido, entonces, si bien su
tesis principal acerca de las relaciones entre logica y matematicas resulta fallida, el
logicismo conjuntista contribuye, en iltima instancia, de manera significativa, a una
aproximacion entre ellas.

Que una investigacién que se proponga dar un fundamento verdaderamente seguro a
las matematicas requiere esencialmente también de una investigacion logica sera puesto en
evidencia por la reoria de la demosiracion, que Hitbert y sus colaboradores desarrollan en
tas primeras décadas de este siglo.

v

Tal vez la méas grande de las contribuciones histéricas del logicismo lingiiistico a la
historia de las matemdticas sea la invencién de los lenguajes formales. Sin ellos, no sélo la
logica contempordnea, en cualquiera de sus formas, como poderosa herramienta de
investigacian, resultaria impensable. sino que también nuestra comprension de la naturaleza
misma de las matemadticas y, en general, de 1a racionalidad cientifica se verfa mermada
seriamente. La logica de la que se habla en este tipo de logicismo es una logica ligada -en la
practica, de hecho, identificada- con tal tipo de lenguajes.

Entre los rasgos esenciales de estos lenguajes se encuentra el de hacer posible el
planteamiento de problemas globales acerca de ellos mismos; por ejemplo, acerca de su
capacidad expresiva, de su fuerza demostrativa, de su compatibilidad deductiva con otras
suposiciones, etc. Las llamadas pruebas de imposibilidad, tan comunes hoy en dia cuando
se analiza un sistema deductivo o la comparacién precisa de teorias enteras, son ¢jemplos
claros de esta importante caracteristica.

Estas propiedades se basan, primordialmente, en la precision algoritimica de los
lenguajes mismos y permiten formular con toda exactitud y, a veces, responder de la misma
manera problemas que de otro modo serian excesivamente complejos 0 no tendrian sino
una respuesta casi empirica o relativa, como el de si el sistema deductivo es consistente,
etc En otras palabras, sin una demostracién al respecto, lo tmico que podria decirse de un
sistema seria, por ejemplo, que hasta ahora no se ha llegado a una contradiccién o bien su
consistencia dependeria, siguiendo el método clasico, de la consistencia de otra teoria en
términos de la que ha sido interpretada. En particular, la formalizacion de una teoria
permite no solo hacer explicitos los modos inferenciales y los supuestos implicitos que en
ella se hacen, sino, por ejemplo, un andlisis preciso de si la misma es adecuada o no en
relacion a cierto ambito de verdades,

En el caso particular del logicismo, su planteamiento como (*} y la consideracion de
que el lenguaje L es un lenguaje formal de esta indole permite una evaluacién rigurosa de
<u tesis central. Es decir, y este seria, sin lugar a dudas, uno de sus logros mas importantes,
el logicismo lingiiistico sienta las bases para una decision en lo referente a sus pretensiones.
El problema que aqui se plantea seria, por lo tanto, mas precisamente dicho. el de

* Este seria el curso seguido por la absoluta mayoeria de tos rnateméticos. El intuicionismo representa, sin
embargo, una perspectiva disonante en relacion a estos problemas y, por lo tanto, a pesar de su gran Interés
filoséfica y matematico, en altima instancia, también marginal con respecto & ellos.



determinar si los lenguajes que este logicismo propone son, en efecto, adecuados para la
investigacion del &mbito de la verdad matematica.

Aunque Frege inventa los primeros lenguajes formales légicos importantes, ni €l ni
Russell se plantean nunca, en realidad, ningin tipo de problema metalingiifstico, a no ser
obligados por las deficiencias concretas de sus respectivos sistemas. Frege, por ejemplo,
modifica su Begriffsschrift de 1879 debido al insatisfactorio tratamiento que alli se hace de
la identidad, que implica, entre otras cosas, la introduccién de nomibres de signos del
lenguaje en el lenguaje mismo. En 1902-1903, al final del segundo volumen de sus
Grundgesetze der Arithmetik, Frege intenta alterar, nuevamente, a partir de consideraciones
sobre el aparato deductivo de la Conceprografia presentada en esa obra, el sistema, esta vez
a raiz de la aparicion de contradicciones en éste. El procedimiento seguido es limitado: lo
que se busca evitar es simplemente la deduccion de un tipo de proposiciones parecido al de
las proposiciones probiematicas, dandose por supuesto que el sistema es, por lo demas,
adecuado y, que con ello se ha restablecido su consistencia. Por su parte, Russell da
igualmente por sentado, en general, que el sistema expuesto en los Principia Mathematica
es adecuado al evitar los argumentos «insanos». En esta misma obra, Russell ofrece
también, en el caso del axioma de reducibilidad, una justificacién empirica («inductivan)
[1910, 59] de este principio que ilustra claramente no s6lo su posicién y la de la inmensa
mayoria de los matematicos, sino las posibilidades de que hasta las primeras décadas del
siglo XX se disponia para llevar a cabo consideraciones de caracter global respecto a la
construccion de un sistema deductivo: «Las razones para aceptar un axioma, lo mismo que
pata aceptar cualquier otra proposicién, son siempre, en una gran medida, inductivas, es
decir: muchas proposiciones de las que practicamente no es posible dudar pueden deducirse
de él, no se conoce ninguna otra via igualmente plausible que permitiera mostrar que las
proposiciones son verdaderas, si es que el axioma es falso, aparte de que nada que tenga la
apariencia de ser falso puede ser deducido del mismo... En la l6gica formal, el elemento de
duda es menor que en la mayoria de las ciencias, pero que no estd ¢ todo ausente s claro
a partir de la deduccion de las paradojas de premisas que anterios- . ate no se pensaba que
requirteran ningin tipo de limitaciones».

Hay algo extrafio -y generalizable a todo el logicismo lingiifstico- en las razones
aducidas aqui por Russell para justificar la aceptacion de un axioma en una teoria. La
actitud es, por una parte, evidentemente empirica y seria la misma de la que echara mano un
cientifico natural para justificar una hipdfesis que le permitiera la explicacion de un
conjuntc muy grande de hechos observables. Por la otra, sin embargo, al fijarse
defimtivamente, a priori, la 16gica que se utiliza en las matematicas, es decir, al pretenderse
ol cardcter totalmente adecuado def sistema, se niega precisamente el elemento abierio a las
modificaciones por parte de la experiencia matematica misma. Un poco més abajo
volveremos sobre este punto.

En rigor, es Hilbert quien se plantea por primera ocasion, en 1904, problemas
claramente metalingiiisticos en relacion a la légica, aunque, en realidad, es A. Padoa, ¢l
primero, en 1900, en abordar problemas relativos a la definibilidad y deducibilidad en un
sistema deductivo en general. Mis adelante, debe mencionarse, sobre todo, a. Léwenheim,
quien es el primero en estudiar sistemiticamente problemas de validez en relacién al
caleula de predicados y a Post quien es e} primero en probar la completud del calculo de
enunciades. Con todo ello se inauguraba, inclusive anres de la publicacion misma de la
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teoria de los tipos o de los Principia Mathematica, una nueva fase de la investigacion légica
que culminaria en los teoremas de Godel y que se alejaba del enfoque prevaleciente en
Frege y Russell.

No carece de interés ni de un dejo de ironia el que en 1910, precisamente el afio de
aparicion del primer volumen de esta obra, esto es, de la exposicién tltima y aparentemente
mas desarrollada del logicismo lingiiistico, los problemas que interesaban a los matemdticos
no fueran ya, en forma alguna, los de una reduccion de las matemdticas, esto es, los de la
explicacién de ellas a partir de otra instancia, sino los de una fundamentacion segura y
natural, interna, de las matematicas, y que s¢ aceptara ya como un hecho, en este orden de
ideas, que la misma sdlo podia darse rigurosamente a partir de la fundamentacion
simultanea de la logica y las matemdticas, es decir, que los limites entre ambas comenzaran
a borrarse v a dejar de ser importantes.®

En 1931, en dos breves articulos gue bien pueden considerarse como los escritos
mas importantes de la légica en este siglo, K. Gédel demuestra una serie de resultados que
marcan el inicio de lo que puede llamarse la tercera etapa de fa logica contempordnea
(después de los trabajos pioneros de Bolzano, Frege y Russell, por una parte, y como
continuacion critica de la investigacion metamaternatica de Hilbert y sus colaboradores, por
la otra). Los resultados alli expuestos por Godel ponen de manifiesto la existencia de una
disparidad esencial entre los lenguajes formales del tipo axiomatico utilizados por Frege,
Russell y Hilbert® y las matematicas intuitivas, reales, que se pretende formalizar con ellos,
El teorema mas importante para los problemas que aqui nos ocupan es el Teorema VI de
1931a, que establece que, dado un sistema formal P que satisfaga ciertas condiciones
precisas -entre ellas que permita tener los axiomas peanianos para la aritmética- existe una
formula A con la propiedad de que ni 4 ni su negacién es deducible en el sistema. Esto
significa que P es necesaria y esencialmente incompletzo.T

Vi

Las consecuencias que lo anterior tiene para el logicismo lingiistico son obvias. La
tesis de un lenguaje formal, ya no digamos de caracter logico, adecuado para las
matematicas no sélo es falsa en relacion a la Begriffsschrift, Principia Mathematica 0, en
otro orden de cosas, para los Grundlagen de Hilbert y Bernays, sino de plano irrealizable.
En otras palabras, la verdad matematica, el 4mbito de las matematicas no puede agotarse
con un sistema formal como alguno de los mencionados, si es que se ha de preservar la
consistencia. Esta limitacién interna de los sisternas formales demuestra, asimisme, que la
racionalidad matematica no es, en un sentido fundamental, distinta a la de las ciencias
naturales, que s¢lo podemos acercamos gradualmente a la reatidad matematica; que los
mecanismos que utilizamos para el'o son limitados; que, en todo caso, no pueden explicarse
sin residuos con el recurso de la formalizacion. O también: que el campo de la verdad

* Esta es la postura enunciada por primera vez por Hilbert en 1904. Et mismo, en 1900, plantea por vez
primera la necesidad de dar una prueba de consistencia de la aritmética, promoviendo activamerue también.
con Zermelo, el desarrolle axtomético de la Teoria de Conjunios como fa disciplina matematica fundamental.
* En un sentido general. Los patrones de rigor establecidos por Hulbert son, por supuesto, mucho més
rigurosos y precisos que los de Fregey Russell.

? En ofras palabras, el teorema se establece para una clase entera de sistemas axiométicos similares, en o
esencial, a Principra Mathematica, al no estar basado en la naturaleza de los signos de ese sistema.

14



matematica no se reduce al de la validez de un sistema de 16gica clasico como el inventado
por Frege v Russell.

La logica de este logicismo es, como quedé dicho, ahistorica, absoluta y, ademas,
lingiiistica. Una consecuencia directa de tal posicién es la de que la racionalidad
matematica sea vista como algo cerrado, pudiendo ser caracterizada adecuadamente desde
un principio, por asi decirfo. La Iogica matematica, es decir, la l16gica que las matemdticas
usan, seria, de acuerdo con esto, desde ya, algo predeterminado y fijo, a priori. La
pretension logicista es, entonces, en este ¢aso, ¢omo dijimos, no séle la de dar cuenta de
todos los modos argumentativos habidos hasta ahora en Jas matematicas, sino, también, de
todos los modos posibles en ellas.

En 1925, en su profunda reflexién sobre la historia de la l6gica y la naturaleza de las
matematicas, Brouwer (1925, 247-9] escribe que «la arraigada confianza en la posibilidad
de aplicacién de la logica tradicional a las matematicas tiene su origen historico en el hecho
especifico de que, primero, la Jogica clasica es el resultado de una abstraccidon de las
matematicas de los subconjuntos de un conjunto finito definido; segundo, en la atribucion
de una existencia @ priori e independiente respecto a las matematicas -y, podemos agregar,
en relacion a cualquier dominio de objetos- de tal 16gica y, tercero, en que con base en este
supuesto caracter aprioristico se aplica injustificadamente a las mateméaticas de los
conjuntos infinitos». Es decir, Brouwer interpreta la historia de la Iogica por medio de la
vinculacién directa de la misma con la historia de las matematicas, concluyendo 1} que en
algin momento temprano del desarrollo de las mateméticas, posiblemente en Grecia, las
matematicas elementales se convierten en una disciplina deductiva; 2} que en una segunda
etapa, la logica clasica se obtiene de efla por abstraccién; 3) que a partir de alli, se ven
convertidas, por una extrapolacion injustificada, en algo a priori y de validez absoluta,
aplicable a la totalidad de la argumentacion correcta.

Independientemente del problema especifico que preocupa a Brouwer -la exclusion
de principios argumentativos ilegitimamente aplicados a ciertos objetos, como el infinito, y
una especie de terapia de las matematicas a partir de ello- podemos hacer nuestra la
reivindicacion de la experiencia y de la historicidad de las matematicas y la logica que
resultan de su andlisis e interpretar en este mismo sentido los resultados de incompletud de
Gédel. Las matemdticas son algo histérico y, en consecuencia, algo esencialmente
inconcluso, no sélo en relacién a los problemas abiertos en ella y 2 desarrollos ulteriores,
sino también en lo que concierne a sus modos argumentativos, o su légica. Las mateméticas
son una actividad, algo en proceso, por lo que la racionalidad matematica es también a ese
respecto, cOmMo no podia ser de otra manera, una racionalidad abierta.

Vil

Tanto la tesis central del logicismo lingiiistico como la de] matemtico resultan, en
glima instancia, seguin acabamos de ver, fallidas. Las matematicas requieren de
suposiciones existenciales especificas que no pueden tener un caracter kogico y son mas que
un lenguaje. Hoy en dia, el problema de una demarcacidn entre las materndticas y la légica
v, por lo tanto, el de cual de elflas sea mas basica ha perdido actualidad. La postura logicista
de un reduccionismo que pretende la disolucidn a lo simple de lo complejo supone la
anterioridad ontoldgica de lo primero con relacién a lo segundo. Mucho menos
comprometedor ¥, tal vez, mas conveniente seria hablar, segin nos parece, de una



traduccion de partes o de la totalidad de un dominio de objetos dado a otro o, inclusive, en
relacion a teorias globalmente consideradas. Con ello se adoptaria una actitud relativamente
neutral y mas fructifera que la esencialista. Un enfoque de este tipo contribuiria, ademas, a
la elucidacién de los objetos o teorias en cuestion, al hacer posible un enfoque y analisis de
los mismos desde diferentes perspectivas.

Los limites entre la logica y las matematicas se han hecho difusos y, en realidad, tal
vez, no existan, con tal de que no se identifique a la primera con un lenguaje formal. De
hecho, la circunstancia de que la sintaxis misma de un sistema formal pueda considerarse
como algo perteneciente a la aritmética y, en consecuencia, que cualquier consideracion
togico-formal pueda interpretarse en tales términos, haria patente, por ejemplo, que aun la
l6gica puede concebirse como una parte de las matemdticas. Por otra parte, si bien es claro
que la teoria de conjuntos rebasa el dmbito de problemas de lo que tradicionalmente se ha
entendido por légica, puede pensarse en una extension natural de ésta que la incluya. Es
decir. si admitimos gue una proposicion como

Pv-~P
es valida de manera irrestricta, dificilmente, en aras de lo que Church [1960, 233] llama €l
espiritu de generalidad en la logica y las matematicasy, podemos no aceptar la
generalizacion
(VP) (P v ~P)

Pero ésta nos coloca ya, inevitablemente, en el terreno de la logica SUperior o,

equivalentemente, de la teoria de conjuntos.

Logica y matemdticas son diversas, aunque no facilmente diferenciables. La
cuestion de una division precisa entre ambas es un pseudoproblema. Que esta sea nuestra
actitud presente es, sin embargo, producto de un desarrollo histérico dentro del cual el
logicismo ocupa, sin lugar a dudas, un lugar preeminente.



CAPITULO 1
LENGUAJE Y LOGICA EN LEIBNIZ

La idea leibniziana de la légica suele identificarse con el utdpico proyecto de
construccién de un lenguaje universal, de una caracteristica universalis que sirviera como
lenguaje de la razon en general, es decir. en particular, como lenguaje de todas las ciencias.
Sin embargo. en este proyecto es posible distingwir una dimension propiamente lingiistica
y concreta de otras, una més bien enciclopédica y otra de orden metafisico. Leibniz aborda,
en relacion al primero de estos aspectos, la investigacion de tal lenguaje desde dos
perspectivas enteramente distintas. El presente capitulo se ocupa de examinar los aspectos
esenciales de su planteamiento general en lo que se refiere a la logica, las matematicas y al
lenguaje de las ciencias, centrdndose en el andlisis de una de sus dos estrategias de
conjunto, la abstracta, aunque sin dejar de sefialar algunas implicaciones que la otra, la
empirica, de interés sobre todo para la lingiiistica comparada o histérica, tiene para su
provecto filosofico, ni desatender, en especial, por supuesto, fa concepcién de las

relaciones entre logica y matematicas que de todo ello se derivan.

I

El programa leibniziano de fundamentacion de la ciencia tiene una base netamente
légica. con un componente lingiiistico y algebraico esencial. El principio metodologico de
toda actividad intelectiva y racional consiste en la ordenacién y elucidacién fundamentales
de las ideas y los argumentos que en ella concurren. Por lo tanto, en particular, el sustento
de toda actividad clentifica se encuentra en la légica. Pero entre ésta y el lenguaje existe
una relacién absolutamente indisoluble. De hecho, la l6gica misma puede identificarse, en
clerto sentido, de acuerdo con Leibniz, con un tipo especifico de lenguajes. En
consecuencia, todo intento de fundamentacion de la ciencia y del conocimiento racional
debe ser precedido por consideraciones de caracter /inguistico. La filosofia misma necesita,
entonces, ocuparse, en primer término, de éstas.’

Ahora bien. de ser esto asi, es decir, si verdaderamente existe una conexioén esencial

entre la légica. el conocimiento, la racionalidad y el lenguaje®, debe existir, 1ambién, una

* En =i prefacio a st libro sobre Leibniz (1937, ), Russell afirma que «pracucamente la filosofia de
Letbmz se deduce. en su totalidad, de la logica » Si lo gue acabamos de escribir es correcto, la Idgica
misma s¢ desis aria de una reflexion linguistica bdsica previa al respecto

* Esta parece ser la postura general de Leibaiz, sobre todo en lo que se reficre a formas no clementales del
pensamiento Lin pensamiento #o linguistico seria, sin embargo. también, posible. aunque su alcance muy
promitng esto es. sumamente limitado [Cfr Hemekamp 1976, 524]



vinculacién nrofunda entre la realidad © el mundo fenoménico y el lenguaje,
partrcularmente en su aspecio de lenguaje de la ciencia. El concepto basico que subyace a
la idea leibniziana de lenguaje es el de signo, en su sentido primigenio de «sefial de algo»
[1679b, p.181], de arepresentanic verbal» o «expresién de».® Un lenguaje es un sistema de
signos.” E! lenguaje natural no es, sin embargo, sino un sistemna de signos entre otros. La
palabra, el lenguaje en general ¢s la herramienta imprescindible del pensamiento, la
herramienta primaria de nuestra razon en su conexion con el mundo. El fenomeno del
lenguaje Se nos presenta como algo inmediato y diverso en la forma de lenguajes naturales.
Los lenguajes de este tipo obedecen, sin embargo, una normatividad propia e histérica,
pero poseen también una caracteristica sw generis: poseen la capacidad de reflexionar
sobre si mismos y, en esa medida. hacen posible una toma de conciencia de lo que en ellos
es esencial y de Io que tiene sélo un caracter accidental.

Implicito en toda esta preocupacién de Leibniz por el lenguaje se encuentra
también, por supucsto, por olra parte, un afan de ngor, claridad y fundamentacion, similar
al que Descartes habia manifestado algunos afios antes, aunque esta vez proseguido con
mayores elementos.’

Existen en Leibmiz tres supuestos basicos en relacion al lenguaje. En primer
1érmino, uno epistemologico en un sentido débil, por asi decirlo, que establece que una
conexion indisoluble entre el lenguaje, la razén y el conocimiento. En otras palabras: La
actividad en la que el pensamiento discursivo consiste se encuentra determinada de manera
esencial por la operacion de signos, esto €s, por el lenguaje, como lo ilustra de manera
cjemplar el caso de las matematicas. En segundo lugar, uno ep: . moldgico en un sentido
fuerte. Leibniz rechaza la idea del pensarmiento como una cap. .idad pasiva. Para €, una
parte de las verdades que conforman el conocimsento -en realidad, aquellas que constituyen
un conocimiento pleno, las verdades necesarias-, €s producida por el pensamiento a partir
de si mismo [Cfr 1951, 39] y estas verdades poscen una contraparte exacta en cierto tipo de

expresiones lingilisticas que, por analisis, revelan la estructura intima de aquéllas.6 En

* La economia eapresiva y la operatividad del pensamients, os apensamientos ciegos», constituyen jas
funciones primordiales del signo. Los signos tienen niveles de expresividad, es decir, pueden expresar mas
o expiesar menos algo [167%b, p 181]. El maximo mived expresivo se alcanza cuando tenemos una
relacion deductiva transparente, en el sentido de que todo lo predicable de algo puede deducirse del
conceplo de esa cosa. Por lo demas, que una cOSa «expresen otra significa en que entre ellas existe un
somerfismo estructural En consecuencia, én un lenguaje perfecto se aleanzaria el maxmo nivel
evpresive Como la deduccion supone algo dado a partir de io cual se deduce, es evidente que tal lenguaje
tendria que tener una forma que hoy dentificariamos como aniomatica.

* Es clare aqui, sin embargo, que la expresion «sistema de signos» no tiene un sentido puramente
sintactico: Jos signos son siempre signos de afgo, esto s, tienen siempre un referente.

* Es wteresante observar aqui que, aun si el argumento cartesiano que mstituye la existencia del yo como
indubnable y come fundamento epistemotogico resultara conclusivo. se trataria de un vo que piensa

logicamenie y. por lo tanto de un yo que requiere anies que nada de un lenguaje

" I1caso de las matematicas resuhla también aqui paradigmatico



tercer lugar, un supuesto onfoldgico. Existe una correspondencia estrecha entre lenguaje y
realidad. Todas estas suposiciones de Leibniz en relacion al lenguaje representan
anticipaciones o antecedentes importantes de concepciones de gran influencia en el
pensamiento filoséfico posterior y constituyen, por supuesto, no sélo un elemento
imprescindible para la comprension de sus propias teorias epistemoldgicas y ontologicas,
sino, asimismo, el sustento filosofico de sus ideas sobre la l6gica y las matemdticas.

Como hemos dicho antes, el enfoque leibniziano del problema del lenguaje sigue
dos estrategias completamente diferentes, aunque paralelas y, en altima instancia,
complementarias. Por un lado y como no podia ser de otra manera, Leibniz parie del
lenguaje natural, de los lenguajes realmente existentes, con sus diferentes capacidades
expresivas y su aparente diversidad estructural. Su aproximacién consiste, en este caso, en
una investigacién empirica, por ejemplo, de caracter etimolgico de los mismos y en la
suposicién de la existencia de una mafriz primigenia, comun a todas las lenguas histéricas,
es decir, de una estructura lingiifstica primitiva, subyacente a todas ellas {1703-1705, 111, i,
1]. La diversidad de lenguajes se explica, entonces, a partir de los diferentes accidentes
geograficos, histéricos, etc. a que tales lenguas se han visto expuestas en el curso de su
desarrollo. La Jabor que aqui se impone es multiple y se ubica, mas bien, en la esfera de la
ling(iistica y ta filologia, esto es, en la de una ciencia particular. El supuesto fundamental
que Leibniz intenta justificar inductivamente {ibid ], es, sin embargo, de interés filoséfico:
Existe un lenguaje pristino, presente, en mayor o menor medida, en todo lenguaje natural y
que responde, segtin parece, a una estructura humana esencial.” Esto supone que un
lenguaje que recogiera tal nicleo original es, por fuerza, anico. Este lenguaje puro y
arquetipico tendria, por lo demas, una relacién inmediata con la realidad [Rutherford 1994,
241-2).% Parece poder concluirse, entonces, a partir de esto, que si bien los lenguajes
naturales se encuentran intimamente ligados al mundo de los sentidos, al mundo de ta
experiencia sensible y cambiante, su consideracion racional pone de manifiesto una
estructura conslante, en Gltima instancia, inmutable, una infracstructura que sirve de base a
esa experiencia y es modificada de manera exterma precisamente por ella.

Existe, sin embargo, un segundo enfoque del problema del lenguaje en Leibniz, un
enfoque basado en la plausibilidad de la idea de consfruir un lenguaje unificador y
totalizador en la ciencia, un lenguaje vinculado, también, de manera inmediata, con la
realidad, pero cuyo nexo con ¢sta es estriclamente racional, un Jenguaje gue es

nigurosamente Jogico y preciso y que, una vez caracterizado, puede servir de punto de

«Era va claro para mi en aquel entonces -escribe Leibniz [1679b, p.182], refiriéndose a su obra de 1666-
que todos los pensamientos humanos pueden resolverse en un ndmero muy pequefio de nociones
primitivas »



referencia para la resolucién (algebraica) de cualquier disputa tedrica. Esta es la tesis

leibniziana de un lenguaye universal de la razdn.

1I

En realidad, la idea no es nueva. El siglo XVI presencia, en diversas ocasiones y
contextos, la aparicién de varias tentativas de construccion de lenguajes universales
(Dalgamo, Wilkings, etc.). La expansién cultural y econémica europea y la necesidad
subsecuente de comunicacién y uniformidad en la ciencia, la técnica y el comercio parecen
haber sido -y son- elementos que contribuyen decisivamente a crear las condiciones
propictas para el surgimiento de una 1dea de este tipo.

Es comun resumir las ideas logicas de Leibniz hablando de su proyecto de
elaboracién de una lingua characteristica, de una lingua rationalis, de una lingua
philosophica, de una characieristica universalis, etc. que dirimiera cualquier tipo de
controversia cientifica. Leibniz mismo se refiere a este programa en los siguientes términos

[Cit. en Fisher 1920, 39]

Habiendo descubierto un principio de ordenacion en las matematicas y
considerando +que algo similar podia ocurrir también en otras disciplinas, particularmente
en la filosofia, «llegué a la conclusién de que debia ser, en principio, posible encontrar un
alfabeto del pensamiento humano que, al combinar sus letras, permitiera analizar las
palabras compuestas, de tal modo que con este procedimiento se pudiera deducir y

reflexionar sobre cualquier tipo de conclusiones y argumentosy,

Por una partc, entonces, la intencion es construir un lenguaje racional y universal,
una especie de esperanto cientifico y filosofico, capaz de dar expresion a todo tipo de ideas.
Se trataria, también, sin embarge, de un «atfabeto del pensamienton, es decir, los objetos a
los que este lenguaje se referiria, serian. en segundo lugar, ideas, proposiciones y
argumentos, que serian representados en forma tal que exista, ademds, un isomorfismo o
una correspondencia natural entre el conjunto de estos signos y los conceptos, las
proposiciones y los argumentos. En otras palabras, Leibniz supone que el pensamiento
procede por combinacién y andlisis de formas conceptuales reducibles todas ellas, en
alima instancia. a una serie de clementos basicos [1686, 4], en un proceso que seria
aparentemente recursivo. El modelo a seguir serfa, por otra parte. el algebra; es decir, se
trataria de un lenguaje algebraico de contenidos, no simplemente formal o sintactico, con el

que. no obstante, puede operarse haciendo practicamente un uso «ciego» de los signos, esto

! Aunque puede pensarse que no es necesario gue €sta constituya una correspondencia biunivoca entre
ambos en vista de que e la mairiz prumgema pueden estar incorporadas emociones. por eiemplo -gsto
ee gizmenios no racionales



es, haciendo caso omiso de su referencia. Por lo demas, el lenguaje que Leibniz tiene en
mente es, estrictamente hablando, un lenguaje ideal, un sisterna de operacién de ideas,
similar al chino, un lenguaje ideografico que anticipa, por lo menos parcialmente, la
conceplografia de Frege’ y supone una coextensionalidad entre el lenguaje y el
pensamiento conceptual. Esto ultimo pareceria implicar, asimismo, la unicidad de ese
lenguaje o, por lo menos, su cardcter Hnico médulo equivalencia,

Sin embarge, El proyecto logico-lingiiistico de Leibniz tiene, también, por otra
parte, un aspecto mucho mas concreto y practico, al que su autor restringe, en los dltimos
afios de su vida, su atencién [cfr. Rutherford 1995, 239]. El énfasis, aqui, se pone en la
parte puramente notacional y combinatoria. Se trataria, en efecto, de desarrollar un sistema
simbdlico, aplicable a todo tipo de argumentos y susceptible de ser utilizado para llevar a
cabo un analisis de los contenidos de las ideas en sus compenentes basicos, Lo interesante
ahora no es tanto Ja aplicacién, sino el sistema sintdctico mismo, Asi considerado, el
sistema adquiere un cardcter algoritimico y formal, un caracter abstracto que permite
abarcar a la vez multiples realizaciones concretas del mismo y puede considerarse, en
realidad. como una teoria general de estructuras. Tendriamos, asi, segin Leibniz, un
lenguaje perfecto que reflejaria todas las combinaciones correctas posibles de ideas,
excluyendo al mismo tiempo todas aquellas que den lugar a absurdos. Con ello, Leibniz
formula, por primera ocasidn, la idea de un célculo légico, un sistemna gue, de acuerdo con
las dos Ultimas exigencias, tendria que ser correcto y seméanticamente completo.

Fsta seria una descripcién general de las ideas leibnizianas acerca de un lenguaje
vniversal. Ahora bien, jen qué consiste su especificidad? Es decir, ;jqué es lo que
diferencia el proyecto de Leibniz de los otros intentos similares habidos en su época? Son,
en realidad, dos, seglin nos parece, las caracteristicas que lo hacen peculiar.'® En primer
lugar, su insercion en un marco filos6fico general, concretamente, como elemento
constitutivo del conocimiento cientifico, en oposicién a su papel como un mero
instrumento de comunicacion en el que parecen haberse agotado otros proyectos de la
época. En segundo lugar, la vinculacién que en Leibniz se hace de esa idea general con la
logica y las mateméaticas. De hecho. es precisamente esta combinacion sistemdtica de
lenguaje y légica, como elementos necesarios del pensamiento, aunada a su interés por las
matematicas, lo que distingue a Leibniz no sélo de sus conlemporaneos en los siglos XVII
y XVIIL, sino, con excepcidn de Bolzano y Frege, de la casi lotalidad de los fildsofos

anteriores al siglo XX.

* Frege mismo ve en su Concepfografie [1879,x1-xii] una realizacién parcial del proyecto leibniziano,
aceptando 1gualmente como traduccion de la denominacion det mismo «ideografian [Cfr. Jourdain 1912,
278] Veasc mas adelante, cap.3.

" .Camo pocos -escribe Heinekamp [1976. 520]- Leibniz se sirve de ideas y descubrimientos de otros.
Noresulta nada facil. sin embargo, distinguir en él lo propio de lo que se ha tomado en préstamo, debido a
iz asitmiacion que de todo ello se hace »



Existe un elemento adicional que parece haber reforzado en Leibniz la conviccion
del caracter viable de su proyecto. A diferencia de Descartes, que opone explicitamente a la
tradicién, particularmente a la tradicion escolatica'', sus ideas, Leibniz adopta, como
norma general de procedimiento, el plantear los problemas ubicandolos precisamente en ¢l
marco de esa tradicion filosofica secular amplia, de la que, por supuesto, ¢l mismo se
considera a la vez receptor y continuador.'2 Sin duda, a alguien que, como Leibniz, habia
estado inmerso a fondo en este ambito de cultura, en el que el latin tiene tanta importancia
como lingua franca intelectual. debia resultarle mas bien natural la idea de la existencia de
una lengua que unificase y permitiera abarcar la diversidad cultural, sobre todo, la
diversidad cientifica creciente que los descubrimientos geograficos y el incipiente
desarrollo de la téenica impulsaban en la época. La idea de un lenguaje universal puede
verse, por lo tanto, también, como un intento de asimilacién y comprension humanista de
una realidad cada vez mas compleja. a la vez que un elemento pedagdgico que contribuiria
al entendimiento entre los hombres v, en ese sentido, a la paz y la armonia entre ¢llos, al
permitir pensar claramente.”> Como sea, la ensefianza que Leibniz parece derivar de todo
ello es que el lenguaje es un instrumento intelectual de primer orden, un instrumento
similar al microscopio en biologia, una lente que conviene perfe:ccionar.]4 «Nadie podria,
con razén, temer que la consideracion de signos lingiiisticos nos aparte de las cosas; mas

bien, nos permiten, precisamente, penetrar sus secretos.» [Leibniz 1678b, 193]

I

Ef lenguaje que Leibniz tiene en mente €5 un lenguaje racional, de extrema
precision y de la maxima sencillez compatible con este abjetivo, un lenguaje apto para la
tesolucion de problemas cientificos. Como Descartes, Leibniz piensa que la ciencia es una
en cuanto a método, es decir, que existe un procedimiento de fundamentacién de los
conocimientos ya disponibles y de obtencién de otros, cuya clave se encontraria ahora,
justamente, en el lenguaje. Es claro, por lo tanto, pucsto que el lenguaje natural no posee
estas caracteristicas, o, por lo menos, no siempre, al estar sujeto a multiples irregularidades
histéncas. que el lenguaje requerido es, en todo caso, de un tipo diferente al del lenguaje

natural Como el lenguaje natural es, sin embargo, esencialmente el unico a nuestra

" A finates del siglo XV1. en parte debido a las criticas del mmanismo. la escolastica cobra renovada
wida, logrando establecerse, otra vez, durante todo el siglo XVIL. como la forma dominante de la filosofia
en las univessidades europeas » {Brown 1995, 4]

12 5o pone aqui de manifiesto una peculiaridad que parece poder extenderse a la obra entera de Leibniz: s
aguda conciencia de) caracter histérico de la ciencia y las instituciones y la actitud conciliadora, en apego
a este marco general, que de todo ello parece razonable derivar

" A pesar de su ampho interés por diversas culturas y por Je historia y el derecho, Leibniz se encuentra
alejado de cualquer forma de relativismo, si blen es, a parir de sus concepciones unitarias, un
consecuente igualitarisia



disposicion, el lenguaje ideal que {eibniz tiene en mente debe obtenerse a partir de él.
Ahora bien, hay dos posibilidades a este respecto:

a) por construccion especifica. Se trataria, en otras palabras, de servirse de aguel
para la explicacion de su estructura y funcionamiento. El lenguaje natural o una parte de €l
jugaria aqui el papel de metalenguaje ¢ implicita, aunque, por supuesto, no enteramente, de
modelo. El problema seria, entonces, como llevar a cabo esto;

b) por abstraccion, a partir del lenguaje natural, a la manera en la que ¢l dlgebra se
obtiene por abstraccién de la aritmética.

Estas lincas de investigacion no son ajenas entre si v en Leibniz se da una
combinacién de ambas En las dos se requiere un lenguaje natural o, en otras palabras, de
intuicién v significados; en los dos casos resulta necesario un andlisis de las estructuras
linpiiisticas a nuestra disposicion. esto ¢s, seglin Leibniz, de una consideracion conceptual,
A este respecto, Leibniz es de Ja idea [Cfr. Parkinson 1966, xvii] de que la elaboracién de
un diccionario seria un expediente Util para esa tarea i

Como fuere, segin vemos aqui, un andlisis informal resulta necesario para poder
obtener el lenguaje ideal. Como, por otra parte, enfre los objetivos centrales de la
caracteristica universal se encuentra justamente la realizacién de un analisis del discurso,
esto es, de los conceptos en sus elementos constitutivos primitivos, pareceria haber un
circulo vicioso en todo el planteamiento. El dilema parece referirse, esencialmente, al papel
que el lenguaje natural haya de jugar en todo esto, €5 decir, a la posibilidad o imposibilidad
de prescindir del todo de él. Puede pensarse, por e¢jemplo, a este respecto, que si bien tal
Jenguaje resulta necesario para la estructuracion del lenguaje w 2rsal, puede renunciarse
al mismo una vez que éste se encuentre disponible. Pero. _ .onces, ;cémo saber, sin
incurrir en una peticién de principio, que nuestro analisis ha siao correcto? Una alternativa
aqui seria, sin duda, la consideracion del lenguaje natural como el metalenguaje del
lenguaje racional y de este tltimo como estructurado a partit de supuestos que deben: sex
justiticados de manera metalingilistica, es decir, pensar en la Caracterisiica como un
instrumento, posiblemente no Unico y ciertamente no absoluto, para la solucién de

problemas discursivos. Independientemente de esto, las ideas de Leibniz plantear, por

* Resulta notable agui, inclustve en la analogia. Ja coingidencia con Frege Cfr. nota 33, cap. 3.

i5 | 4 tarea de elaboracion de unt lenguae universal seria, de acuerdo con esto. doble' una propiamente
Iinginstica, parecida a la elaboracion de un diccionario, con definiciones. analogias. ete v otra. mds bien,
enciclopedica. en cuamio a que el lenguaje universal serviria para resolver cualquicr problema cientifico
Desde este punte de visia, la adispersiony que frecuentemente se cbserva en Leibniz, esto es la gran
diversidad de sus intereses cientificos resulta completamente necesaria. En este mismo contexto es
Interesante recordar que la Preussische, Akadene der Wissenschafien es creada en 1700, siguiendo un
proyecto elaborado por Leibniz y teniéndolo a 4] como director vitalicio; que la creacion de instituciones
Qe este tipo €5 comin en la época (la Académie Frangmse, por ejemplo, se funda en 1635 y la Royal
Spcizn inglesa en 1663)y, por dlimo, que en 1694 1a segunda de ellas publica el primer diccionario, ¢l
Gran Diccionario Europeo de 1a lengua francesa [Chr DBG-Handlexikon. Ullstein, Berlin, 1964, p.24].
jo que parece sugenr que todas estas 1deas forman parte de] bagage inelectual de la epoca



primera ocasion en la historia, aunque en referencia exclusiva al lenguajs natural, uno de
los problemas que terminaria por adquirir una significacién basica en la filosofia de las
matematicas y la 16gica, el del papel que en ellas juega la intuicién, el de los limites de una
restriccion de la misma y, de paso, también, el de las posibilidades de convertirlas o no en
un procedimiento reglado para el que seria, en principio, posible la construccién de una
magquina [Cfr. 1675, p.166).’% Es claro que Leibniz estd a favor de una restriccién de tal
papel y, en cierto sentido, la empresa de construir un lenguaje racional tiene también eso

como uno de sus objetivos centrales.

v

Desde una perspectiva puramente simbolica, el lenguaje leibniziano constituye una
combinatoria. «Para mi -escribe Leibniz [1678b, p.192]- €l ars combinatoria es la ciencia
0, como también podemos decir, la caracteristica o arte notacional gue trata de las formas o
férmulas de las cosas en general, esto es, de sus cualidades en general o de la relacion de
semejanza o desemejanza entre ellas... El dlgebra se encuentra sujeta a la combinatoria v se
sirve de sus reglas. Pero las reglas de la combinatoria son mucho maés generales y
encuentran aplicacion no sélo en el algebra, sino en la traduccién, en varios tipos de
juegos,... y, en resumen, en todos aquellos casos en los que la relacién de semejanza sea
objeto de consideracions,’”

La idea de este arte combinatorio pareceria referirse, segiin esto, tanto a objetos
extralingilisticos como a objetos lingiiisticos. Es decir, se pone aqui de manifiesto el doble
cardcter que la l6gica de Leibniz tiene: como lenguaje y como una ontologia formal. Segiin
€l [1714,p.671], «la caracteristica universal o ciencia de las formas abstractas forma parte
de la metafisican. La suma de a y b, por ejemplo, no seria sélo una operacién entre
nimeres, sino la totalidad de las combinaciones posibles de dos objeros en general. Entre
otras cosas, €s evidente, que Leibniz no tiene clara -como, en realidad, no la tiene nadie en
la filosofia hasta Bolzano-, la distincién entre signo, objeto y significado. Aparte de ello.
resalta. en la segunda parte de esta cita, la dimension sintéctica, computacional y abstracta
del sistema propuesto por Leibniz, lo mismo que una idea bastante precisa de la distincion
entre un sistema simbolico y sus reatizaciones particulares.

Leibniz usa con frecuencia'® las expresiones speciéuse générale y speciosa

generalis, para referirse al aspecto puramente simbélico y computacional de su proyecto.

** Por supuesto. Leibmz plantea el problema en términos mucho mas generales E) procedimiento de
calculo podria darse. en su vision, para cualquier tipo de dispita racional. Su provecto es. en esie sentida.
¢l de la estructuracion de un cafenlo rattoctator.

" La idea de Leibniz agui parece similar a la de un Algebra booleana. sI bien sus ejemplos [cfr. 1685,
193] no son del 1odo claros.
" Por cremnic en {1690 pp380 ) 382 1 6)



Se trata, entonces, de un algebra generalizada ¥ Bl sufijo generalis alude aqui, entonces,
tanto al hecho de que se trata de un algebra de algebras, de la que clla misma seria uno de
los modelos, como a la circunstancia de que su interpretacion principal, como hoy
dirfamos, seria el pensamiento que se expresa en forma discursiva y especificamente en la
forma de ciencia [cfr. 1690, p.142]

La logica y el lenguaje constituyen, entonces, de acuerdo con Leibniz, dos aspectos
esenciales y practicamente indisolubles de la racionalidad. Leibniz intenta poner en
practica una especie de reduccionismo 16gico-lingiiistico. Los elementos minimos, pero
absolutamente necesarios de cualquier forma de la racionalidad tendrian que hallar
expresion en el lenguaje filosofico que Leibniz se propone construir. Pero una vez
estructurado, éste puede manejarse con independencia de aquella pretensién totalizadora;
de hecho, puede manejarse con independencia de cualquier significado, a la manera de un
juego reglado y mecanico El proyecto de un fingua racional o filoséfica y el de un calculo
combinatorio son, por lo tanto, diferentes. Ambos se¢ presentan en forma simultanea en
Leibniz Sin embargo, la realizacion del segundo proyecto es independiente de la del
primero, aunque la de éste si depende de la de aquél. Esta circunstancia coincide, por lo
demas, con la observacién que hemos hecho al principio de este escrito, en relacién a que
la ldgica misma requiere de un lenguaje y con una transicion terminoldgica que puede
observarse en Leibniz mismo.2° «He logrado entender -dice Leibniz en [1675, p.166]- que
todo lo que el algebra prueba y que es calculatorio se deriva de una ciencia superior, que
llamo la combinatoria_ caracteristica... No puede concebirse nada mas cficaz que esto para
el perfeccionamiento de la mente humana...»

Ahora bien, la generalidad y la operatividad algebraicas del caleulo légico de
Leibniz tienen lugar sobre la base de su caracter puramente formal. El lenguaje
combinatorio que Leibniz tiene en mente es, por lo tanto, un fenguaje formal. La nocion de
forma. de tan Jarga y obscura historia en la filosofia, adquiere en €l, por primera ocasion,
un rango lingiistico -aungue no exclusivamente ]ingﬁisticoz'. Mads aun, la consideracion de
que la intepretacion principal de este lenguaje bastaria para los fines de las ciencias parece

aproximar €slas a su concepcion como teorias en un sentido carnapiano, es deeir, como

" La denominacién specténse géneérale es utilizada ya por Vite en el siglo XV, En el siglo XVIII [Cfi
Kneebone 1963, 152], la expresién se utiliza corrientemente en el sentido de 4lgebra, hablandose
particularmente de una arithmétique speciéuse.

™ Segun Loemke [1969, p 166 n.2). la expresién caracteristica_combinateria ilustra la transicién de un
arte combmaioria {1666) & un arte cargcrerisiice (desde 1678), es decir, el cambic de énfasis del aspecto
notacional y calculatonio al aspecto de caracteristica racional, filosofica y ontologica

P Como hemos observado antes, «forman ticne. también, en Leibniz una connotacion ontologica [efr..
vor 17146711



conjunto de enunciados® Pero esto confirma, también, la apreciacion hecha anteriormente
en relacién al reduccionismo leibniziano: el lenguaje filosdfico opera sobre una base
togico-lingilistica {y ontalégica) de la que las ciencias resultarian por determinaciones
adicionales.

En estrecha relacién con esto Oltimo se encuentra el problema de la relacion entre
logica y ciencia y, de particular interés para el problema general que nos preccupa aqui, ¢l
de la relacién que pueda existir entre la l6gica y las matematicas.

Las matematicas, en particular e} dlgebra y el analisis, tienen, para Leibniz, un
caracter jogico. La légica puede considerarse, en €], como una teoria de las relaciones en
general. De acuerdo con la concepeidn de la época, las matematicas son la ciencia de ia
cantidad, es decir, del nimero o cantidad discreta, por una parte, y de la magnitud o
cantidad continua, por la otra. A ellas se asocian las operaciones de contar y medir,
respectivamente. Leibniz parece concebir ahora a las diferentes teorias matematicas, en
especial, el dlgebra como un caso particular de su algebra general o teoria general de las
relaciones Por su parte, la légica deriva su generalidad de la indole puramente formal de
sus consideraciones. Es esto lo que la hace susceptible de un tratamiento calculatorio y
algebraico.

Ahora bien, que las matemdticas sean, en mayor o menor medida, légica -por
ejemplo, el resultado ldgico de la suposicién de ciertos objetos y ciertas relaciones entre
etlos-, no s, probablemente, una idea que aparezca, por primera ocasion, con Leibniz. 8i lo
es, sin embargo, la de que la logica misma sea matematica, lo mismo que la de que el
cardcter 1ogico de las matematicas, por lo menos, el del dlgebra, consista en ser un caso
especifico de un dlgebra légica y la de que ambas, logica y matematicas, constituyan, en
realidad, lenguajes formales. Con ello, se introduce en la filosofia, concretamente en la
historia de la légica, esta nocidn, vincuidndosela, desde un inicio, a problemas de
calculabilidad®. Es también evidente, por otra parte, que Leibniz se encuentra cerca de la
consideracion de teorias matemdticas como estrucfuras relacionales; una concepcién que
no habria de fructificar plenamente sino hasta pleno siglo XX.

La idea leibniziana de la !6gica como un C'Jrganon, es decir, como un instrumento
operativo, en oposicién a su aspecto como vision onrologicista, presente también en €I,
consiste de tres partes complementarias:

i} Un lenguaje perfecto, obtenido ya sea por abstraccidn o por construccion;

i1y un procedimiento reduccionista o, mejor dicho, de traduccidn de argumentos en

** Camap ha disinguido [1958, cap A,1] entre teoria y Jenguaje. La primera seria un sistema de
enunciados acerca de objetos; el segundo seria un sistema de signos y reglas para e} uso de los mismo En
Leibmz estan presentes ambos aspectos.

¥ Es interesante recordar a este respecto. que. en 1673 [Kneale 1962. 337). Leibmz al igual que Pascal
dos decadas antes Imventa una miquina de calcular



general a los términos del lenguaje perfecto;

iii) la definicién como operacion fundamental.

Mientras que en i) tendriamos consideraciones puramente formales, sintacticas, i}
permitiria ilevar a cabo. metalingiiisticamente, el andlisis conceptual y proposicional que
haria posible la operacion racional sobre las ideas resuitantes en términos de i). iii)
representaria, entonces, el vinculo formal entre i) y ii).

Por otra parte, ii) se encuentra estrechamente relacionada con la idea leibniziana de
la verdad de una proposicion. Para Leibniz, la estructura fundamental de una proposicion
obedece la norma: substamivo+c6pula+acljetivos+particu!as adverbiales [véase, por
ejemplo, 1678a, p.16]. Estas Gltimas tienen como funcién principal modificar y relacionar
fas proposiciones simples y expresar pensamientos complejos. Una proposicion simple
carece, por lo tanto, de particulas adverbiales y puede verse, en realidad, como una
expresion en la que s¢ combinan unicamente un substantivo, el verbo ser y un adjetivo 0
participio.

Ahora bien, las proposiciones verdaderas son siempre también, en ultima instancia,
proposiciones analiticas (1686, p-33])- Este debe ser también, por supuesto, el caso de las
principios de la ciencias y, en particular, el de las gdiferentes ramas de las matematicas.
«Analiticidad» tiene, aqui, para Leibniz, ademas, el mismo sentido restringido que esta
expresion tiene para Kant®*, Pero, entonces, la ciencia y el conocimiento en general son
siemnpre conocimiento y ciencia deductivos®. La postura de Leibniz es, en consecuencia,
la de un deductivismo radical Esto conduce inevitablemente, por una parte, a und
concepcidn cuasi-estética del mundo, en el sentido de una ordenacién rigurosa y armonica,
donde el papel que las contradicciones pueden jugar es exclusivamente el de mostrar cuan
imperfecto ain es nuestro conocimiento. Pero también implica, por la otra, la existencia de
un conjunto de axiomas fundamentales de la realidad y del conocimiento. En vista de la
concepcion general de verdad que Leibniz sostiene, habria también la posibilidad de una
ordenacion de conceptos o términos, de forma tal que pueda aislarse un conjunto de ellos
absolutamente primitivos.

La reduccién que, de acuerdo con i), debe emprenderse parte, entonces, de los

siguientes supuestos:

' Concreramente, Letbniz piensa [tb1dem) que toda proposicion categdrica verdadera puede reducirse a la
forma AB es B. A diferencia de la definicion kantiana de juicios analiticos, la de Leibniz es correcta -y
dentro de su concepeion filosofica general. no trivial La formulacion ofrecida por Kant es, en realidad, no
s6lo demasiado vaga, sino equivocada [Véase més abajo Cap. 2, nota 23].

¥ La aparente contradiccidon entre estas conclusiones v Ta investigacion lingilistica empirica de Leibniz -
por ejemplo, sus analisis para el mejoramiento del alemén como lenguaje- se resuelven en el sentido de
que, aungue todas las verdades son, en dliimo término, analiticas, s6ko una mente ominicomprensiva,
como la de Dios, podria constatar esto. Es deciT, a NOSOLTos seres humangs con recursos finitos -entre ellos
¢l lznguaje natural- solo nos queda preguntar en tales €asos por las razones que hacen que algo sea como
st Prncime de Razen Suficientes o contnuar ¢n la busqueda dz] lenguae perfecto {efr nota 3.)



a) todo concepto es susceptible de una reduccién a un conjunto de conceptos o
ténminos simples. Son éstos, precisamente, los que constituirian el punto de partida para la
elaboracion de una especie de alfabeto del pensamiento [1666, p.107%%;

b} los conceptos complejos se obtienen por construccion y derivacién, a partir de
los conceptos basicos v mediante el uso exclusivo de operaciones ldgicas. En relacion a
esto, Leibniz parece tener en mente una conjuncién en la forma amplia de conjuncién
proposicional, interseccion de conjuntos y substitucion por igualdad,

b'} 1a manera de llegar a los conceplos simples es, entoncees, por andlisis y recurso a
las definiciones

Se requiere, también, que

c) los conceptos sean reales. en el sentido que Leibniz atribuye a este adjetivo
aplicado a conceptos; es decir, que existan objetos que caigan bajo ellos [cfr. Heinekamp
1976, p.530], esto es, que sean conceptos de objetos posibles.”’ Finalmente, se requiere,
también, que

d) toda proposicién verdadera sea anélitica.

b), b} y d) combinados implican que, en dltima instancia, la verdad de una
proposicidon verdadera se resuelva en términos de identidad o en términos de todo y parte.
De hecho, el analisis o resclucién de proposiciones tiene uno de los siguientes resultados:
{a) wdentidad; (b) contradiccidn; (¢} resolucién ad inf.; y (d) resolucidn finita no
contradictoria. A ello corresponden diversos tipos de verdades: necesarias, imposibles,
contingentes y loégicamente posibles [1686, no.60 y 61, p.39] 2

Ahora bien, un andlisis de los elementos que conforn : una ciencia pareceria
exigir, en primer término, de un examen de los conceptos que  ella intervienen, seguido
por el de las relaciones de deducibilidad que puedan existir entre sus proposiciones. En
Leibniz, esto uitimo resulta prescindible, gracias a los principios a) y d), que hacen posible
que la consideracion de las relaciones deductivas entre proposiciones pueda llevarse a cabo
a partir de la de las relaciones enire sus conceptos. Los términos son, por lo tanto, para
Leibniz. los elementos logicos fundamentales, su légica es una légica de términos.
Consecuenteriente, las operaciones basicas en su sistema se reducen a una sola: la

definicion. En todo caso, el objetivo de fondo es, precisamente, como hemos dicho, el de

** Los 1&rminos primarios serian. ademis, sterpretados en ei sentido de la Cébala -una influencia que en
Leibmz es innegable- las claves, las cifras del mundo: EY aprendizaje de este ars proporcionaria, en
efecto «un conoctmiento tundamental de tadas las cosas.» [1666, p.11]

* La nocién bolzaniana de la Gegenstandhchkeit de las ideas en si pareceria estar intimamente
retacionada o tiene su origen en esta concepeion de Leibniz [Véase el capitelo 2, VIiI], lo mismo que Ja
interpretacion fregeana de existencia como una caracteristica de conceptos que consiste en que haya algo
que caiga bajo ellos,

** Es claro que. ex iifma instancia, no se presentaria sino una de las dos primeras posibilidades: las otras
tendrian mas bien. un caracier puramente epistemmologico debido a la imperfeccion de nuestro
conadimisnle



expresar las relaciones entre términos de modo que se sujeten a reglas formales; en otras
palabras, la transicién de it) a )

Es importante notar, sin embargo, que el principio ¢) no constituye exactamenie la
primera formulacidn, en la €poca moderna, de la idea de que en las matemdticas la
consistencia implica la existencia, si bien si se encuentra estrechamente relacionado con
ese problema. Como es bien sabido, esta tesis estaria destinada a jugar un importante papel
en la filosofia de las matematicas, a partir de Bolzano y ha sido sostenida, entre otros, por
Cantor, Dedekind y Hilbert. La idea de Leibniz pareceria ser ligeramente distinta. La
consistencia de conceptos implica, en €l, efectivamente, su existencia [efr. 1713, p.677].
Pero, para ser reales, los conceptos deben aplicarse a algo, debe existir al menos un objeto
que caiga bajo ellos. Es precisamente et hecho de que puedan aplicarse a algo lo que les da
realidad, lo que determina su aceptabilidad como tales. La funcién esencial de los
conceptos es el establecimiento de distinciones. Si, por lo tanto, el concepto es vacio, esta
funcion no se cumple.’® Ahora bicn, esto debe entenderse aqui en el sentido de que la
existencia es un resultado de la consistencia logica. Es decir, por lo tanto, que, por
cjemplo, en las matemiticas, podemos hablar de existencia wna vez que lengamos
consistencia, que las matematicas y la Jogica se encuentran sujetag a la ley de no
contradiccion como principio supremo mas claramente que cualquier otra disciplina; o, en

otras palabras, que, para Leibniz, la consistencia es constitutiva, una condicién necesaria y

*% A manera de ilustracién del procedimiento seguido por Leibniz, presentamos agui, de manera suscinta,
lo esenciat de uno de sus primeros caleulos, expugsto por Leibniz en su De Arte Combinatoria [1686,
pp $ss]. La nocion primutiva de este Arie es Ja de érmino primario o de grade 1, a.b.c....

Un rérmino es cualquier combimacion finta de términos primarios diferentes. El grado de un
termino esta dado por el nimero de términos primarios que en €l aparecen, sus componentes.

Cualquier téimino puede ser sujeto o predicado de uma proposicién. No existe, por lo tanto,
ninguna diferencia categoria) entre sujeto y predicado; su diferencia es contextual y depende de! papel que
el termino juegue en la proposicion.

Sixy y son términos, y se deriva de x, s1 todo camponente de x es un componente de y. (asi, a se
deriva de abd, etc.) Una proposicion A es verdadera, si es de la forma x es y y y se deriva de x. Siel
grado de y es mayor que ¢l de y, A es falsa. La definician de verdad de Leibniz es, pues, extensional. Es
evidente, por lo demas, la analogia entre estos analisis conceptuales v la factorizacion numérica, lo mismo
que entre verdad y miltiplos y divisores y entre nimeros primos ¥ Lérmnos primarios.

* En el prefacic de su Formulario {1901, p Iv]. Peano awribuye a Leibmz, entre owas cosas, el
descubrimiento de la idea y de las principales propiedades de lo que hoy llamamos el conjunic vacio. No
he locahzado el sitio €n el que Leibniz expene este descubrimiento Sin embargo. suponiendo la verdad de
la afirmacién de Peano, se plantea el problema de 51 este haliazgo es compatible con lo que antecede. Tal
ez podria argumentarse agui como sigue. -{x=x) N0 €5 un conceplo real, pero si es un concepte. St fuera
real, lendria que exishir un objeto @ que fuerz diferente a si mismo. La distingidn enire conceplos en
general y conceptos reales pareceria necesaria, €n vista a) de Ia posibilidad de que conceplos que hubieran
sido utilizados suponiendo su legiimidad den, no obstante, lugar a una contradiccion y b) de que
entendemos lo que se quiere decir cuando se afirma -(a=a) o se habla del vacio. es decir, la extensién a
conceplos vacuos estaria dictada por nuestras imperfecciones humanas. De todos modos. aqui tenemos la
idea de que lo 16gicamente correcto y las expresiones del lenguaje natural no necesariamente comciden.
Esta misma concepcion esta presente en Bolzano. en Frege » es uno de los supuestos implicitos en la
teona russeliiana de las descripciones.



suficiente de la verdad en general. Hasta aqui, sin embargo, Leibniz parece tener aqui en
mente algo mas, a saber: la estrechisima relacidn que para €l priva entre realidad y ldgica.
Esta relacion determina el cardcter ldgico de la realidad, que la realidad sea logica; los
conceptos darfan expresién, en su concepciéon ontologicista, a propiedades reales y
viceversa Por lo tfanto, en un lenguaje adecuado, la realidad es equivalente a la
consistencia de los conceplos correspondientes. Nuestro punto de partida es siempre, sin
embargo, un lenguaje, un lenguaje, en general, no perfecto, ni la realidad, por lo que es
necesario demostrar, en primer lugar. que nuestros conceptos no se contradicen, esto es,
que son reales Estas reflexiones parecerian ser la génesis de la idea leibniziana de una
armonia universal preestablecida, es decir, de un mundo en el que las contradiciones no
existen®', lo mismo que la de la tesis hegeliana de que lo real y lo racional coinciden. No

abordaremos, sin embargo, ninguno de estos problemas.32

v

Siendo, como queda dicho, el principio de no contradiccion un elemento
constitutivo de las verdades en la légica y en las matematicas, la Unica diferencia entre
estas dos disciplinas se hallaria en el grado de generalidad de sus respectivos principios.
Es decir, las matematicas se subsumen en la légica. Pero, si ambas son absolutamente
generales, abstractas y «formales», ;qué sentido tiene hablar de verdad en relacion a ellas?

La légica -y, por lo tanto, también las matematicas- se refiere, segin hemos visto, a
la realidad, por lo que si puede hablarse, aunque sea en ese sentido generalisimo, de verdad
en relacidén a sus principics. Se trataria en todo caso, naturalmente, de verdades
absolutamente primitivas y basicas.

Otra consideracion pertinente aqui es la siguiente. El andlisis de conceptos del que,
de acuerdo con el punto ii) mas arriba, tendriamos que partir, nos lleva, en primer lugar, a
una ordenacion de los conceptos y, por lo tanto, igualmente, segin Leibniz, a una
ordenacién jerarquica de las proposiciones correspondientes. Como hemos dicho, la idea de
las matemadticas que priva en el siglo XVII concibe a éstas como la ciencia del orden y de la
medida. Ahora bien, jqué criterios conviene seguir en la tarea ordenadora en la que la
ciencia consistiria? Las reglas que deben seguirse serian, de acuerdo con Leibniz, reglas

togicas v metodologicas. Las reglas para la direccidn correcta del pensamiento que

“? En este sentido y con las reservas que hemos anotado, 1a observacidn de Russell citada al wmicio de este
capitlo es correcta

* \ale la pena, no obstante, mencionar una consecuencia interesante de |a teoria leibniziana- La reatidad
es reflejada. en el sentido de un sisomorfismon, por el lenguaje universal. Ahora bien, como éste posee
vna estructura malematica aquélla debe, también, tener este cardcter. En este sentido, existe una afinidad
esencial eatre Leibntz v Pudgoras, a la vez que puede pensarse en las matemdticas como una ontelogia
formal Esla tesis seré nuevamente sostenida por el Bolzano de la primera época v, en nuestro siglo.
mfiumdo por ambos. por H. Scholz [cfr. Scholz 1961]



Descartes formula unos afios antes no son, €N opinién de Leibniz [1692,pp. 383-4], reglas
de este tipo, sino, en el mejor de los casos, principios psicologicos de gran vaguedad y de
ulilidad meramente heuristica. Lo que se requiere son criterios operativos y formales
relativos a la definicion y procedimientos de traduccidn y de demostracion.*® Leibniz es, a
este respecto [1671/2, p.147; 16790, p.183; 1692, p.383], de la opinion de que la
aceptacién de un principio 0 un concepto como basice para una ciencia debe estar
determinada, ante todo, por razones practicas; una idea notable y de gran importancia que
pone de manifiesto una tendencia bastante evidente, aunque inconsccuelite en él {efr.
Styazhkin 1964, p.73], a abordar los problemas de la l6gica y, en general, de la ciencia en
términos de operatividad, haciendo a un lado Jas visiones esencialistas de los mismos y que
adelanta en varios siglos 1a posicion que hoy nos €s familiar al respecto.

Leibniz piensa, por ejemplo. que, en la préctica, el cardcter indubitable de los
principios es relativo. Aun en el caso de principios considerados como axiomas, resulta de
gran importancia, desde el punto de vista de la ciencia, la demostracion de los mismos, de
ser posible, a partir de otros principios mas basicos, independientemente de la reaccion
psicologica que todo ello nos produzea [1692, p.383 y 1714, 5}.646].34 :

Podemos, entonces, resumir la posicién de Leibniz respecto a las relaciones entre
logica y matematicas como sigue: 1) las matematicas, en su totalidad, son reducibles a la
Jogica en el sentido de una traduccién o como caso particular de teorias légicas; 2} la logica
es una teoria general de los lenguajes formales y, ella misma, puede ser parcialmente vista
de esta manera; 3) las matematicas son una aplicacion de ese lenguaje format de 1a logica o
en el que la logica se expresa; 4) la logica es, también, una teoria general de las relaciones.
En todo caso, 5) la logica posee un cardcter mas primitivo y general que las matematicas,
aunque 6) logica y matemdticas compartan el mismo método simboélico, algoritmico y

deductivo y 7) la indole de sus verdades sea la misma.

Vi

El programa leibniziano de construir una lingua universalis no rebasé fos limites de

% Dos principios que tendrian aqui cabida serian. a manea de ejemplo, el de substitucién de iguales por
iauales v el de no contradiccion. Es claro, en vista de que en Leibmz logica y matematicas gozarfan de un
s:atns superior al de otras ciencias que, por insuficicncia humana, no encuentran aun su acomodacién
deductiva, gue ambas se encuentran intimamente relacionadas entre si en cuanto a sus bases tedricas: «El
fundamento supremo de las matematicas [y -podemos agregar- de la logica] es el principio de no
compradicoidn o identidad . Por si mismo. este principio basta para establecer todas las partes de la
artmética v la geometria, esto es, todos los principios de las matemdticas » [17{5, p 677] Al mismo
tiempo, sin embargo, el principio de 1dentidad de los indiscernibles es, también, un principio metafisico
[t715. p687)y. conel principio de razén suficiente, permite el paso de las matematicas a la filosofia de la
naturaleza

4 Fqua tests serd sostenida casi textualmente de la misma manera siglos mas tarde por Dedekind ¥ Frege.
enire muchos otros No obstante. por razones que seran examinadas en el siguiente capitulo. Bolzano la

rechaza



un proyecto y un bosquejo de gran audacia, Es probable que la magnitud de la tarea, fa
amplitud consecuente de los intereses intelectuales de Leibniz y su trabajo ocasional e
intermitente sobre estos tema hayan sido factores que le impidieron una elaboracion mas
sistemdtica de sus ideas.” Existe. sin embargo, otro tipo de dificultades, de caracter
interno, que definitivamente constituyen obstaculos insuperables para la realizacién de tat
proyecto.

Como casi todas las grandes personalidades en la filosofia y la ciencia, Leibniz es
una figura de transicion. Nada ilustra mejor esto, en relacién a él, que sus andlisis® de la
silogistica, un examen que constituye, a la vez, el tnico intento de llevar a la préctica sus
\deas sobre la construccién de un célculo logico. En su primera tentativa, Leibniz tiene la
idea de asociar a cada término primitivo un nimero primo, asignandosele a cada término
complejo el producto de los numeros primos cormespondientes, en una especie de recursion
v giidelizacién primigenias.37 Aparte de ello, su interés central parece consistir, mas que
nada, en dar una interpretacion algebraica de la lgica aristotélica y en hacer una
transcripeion  notacional de la misma para ese fin.® Como resultado de estas
investigaciones, Leibniz acepta veinticuatro modos del silogismo, demostrando, también,
que éstos constituyen la totalidad de los modos vatidos. Esto lo obliga, sin embargo. a
suponer un contenido existencial en los enunciados universales, por lo que el paso de (Vo)
do a (Ju) Qo resulta licito.”® Este principio es consecuencia directa de su concepeidn de
que los conceptos deben ser reales y de un inadecuado andlisis de los enunciados
universales en términos de sujeto-predicado, que no establece ninguna distincién categorial
entre éstos. Esta consideracion hace necesario, en efecto, que el sujeto de un enunciado de
ese tipo se refiera a algo, por lo que \a transicién de lo universal a lo existencial parece

garantizada.
Otre consecuencia de ia misma dificultad basica es su inconsistente tratamiento de

3% \ease, sin embargo, nuestra nota 15 mas arriba. Por otra parte. como Parkinson 1966, p.lix] observa,
esto uo explica del todo lo escaso del material publicads: Leibniz encontrd tiempo para «escribir una gran
cantidad de material acerca de la ldgica..., por lo que Ja pregunta que surge s por qué tan pocos de sus
escritos constituyen obras completas »

31 sibriz lleva a cabo tres [Cfir Bourbaki, 20 y Styazhkin, 82], de los que 1666, 1678, por una parte, ¥
1686 y 1690 dan, respectivamente, cuenta.,

37 \tgase nuesita nola 29 mas arriba Por lo demds, ¢s digna de mencion, a este respecta, ta conclusion de
Leibniz. al final de su investigacién de 1686, en cuanto a haber descubierte Ja posibilidad de expresar
numericamente todas las verdades

O en establecer una representacion de ella en 1érminos de figuras, diagramas o numérica De hecho,
Leibniz establece en su obra de 1686 esta representabilidad como criterio para la evaluacidn de un
calcuto

" Cfr Capilule 3. Apartado X



las relaciones. Por una parte, Leibniz es consciente™ de las limitaciones de la silogistica en
lo gue se refiere al manejo de las relaciones. Esta circunstancia resulta todavia més notable
si recordamos que Leibniz identifica las matematicas como una parte de la logica
justamente sobre la base de que ambas son teorias refacionales. Como hemos sefialado
antes, la idea leibniziana de enunciado considera que el predicado que en éste aparece debe
ser monadico. Las relaciones se convierten, entonces, en conjunciones de atributos, lo que
equivale a desconocer su carécter categoriaimente mas complejo.

Todo ello no demerita en nada, sin embargo, la importancia de algunas sus
concepciones, ni disminuye en un apice | interés del proyecto mismo. Leibniz descubre,
entre otras cosas, las nociones y las propiedades que hoy asociamos con la interseccion de
conjuntos, la negacion, la conjuncién y el condicional de proposiciones, los diagramas de
Euler. la igualdad, etc. Como hemos visto, Leibniz tiene una idea muy cercana a la nuestra
de la axiomatizacién y la formalizacion de teorias, una idea cuya cabal aprectacion sélo
seria posible hasta principios de este siglo con Dedekind, Frege, Hilbert, Peano y otros.
Leibniz es, también, el primero en combatir el psicologismo en la légica, como lo pone de
manifiesto su critica a las Reglas cartesianas para la direccidn del espiritn, En ¢l se
encuentran formuladas, asimismo, muchas ideas que tardarfan afios -y aun siglos- en
reaparecer, como la de que, en matematicas, }a consistencia implica la existencia, una
forma del logicismo, del que, como hemos visto, Leibniz es un claro precursor, la
utilizacién de los nimeros primos como Tecurso para pensar expresiones lingiiisticas, del
que Gédel se serviria en la tercera década de este siglo para probar sus resultados de
incompletud, ete.”!

La teoria leibniziana de un lenguaje universal puede -. vista como la primera
teoria unificada de la ciencia, de las ciencias en plural. Se trata de una teoria sistemdtica,
linguistica, logico-matemdtica y formal, cuyo objetivo primario, aparte del de una
concepeion global y unitaria, es el de una fundamentacion de las distintas disciplinas que
conforman lo que se ltama la ciencia
El sistema de Leibniz es, en este sentido, mucho mds comprensivo que el de la casi
(otalidad de los filésofos de los siglos XVil a XIX. En él se incluye, aparte de metafisica,
episternologia, ética, etc., una teoria del lenguaje en general, una notable teoria del lenguaje

natural v de los lenguajes formales; en particular, una estructuracion de la l6gica como

“* Vease, por esemplo, [1678, p.13]

1 Los escritos logicos de Leibniz permanecieron, en Su mayor parte, méditos hasta principios de nuestro
siglo. cuando L. Couturat hizo una edician de ellos. De hecho, Leibniz publica en vida una tinica obra de
togicz [Parkinson 1966, xvii]. Si bien su influencia inmediata se vio mermada por esta circunstancia,
exste una linea de continuidad temética bésica, por lo menos en la ntencion, en lo que a la vinculacién de
logica. matematicas v filosofia se refiere, que va de Descartes y Lesbmz ¥ pasa [cfr., por ejemplo,
Snazhkm. Cap 3] por los hermanos Bemoulh, Ch. WoliTy Lambert y de éstos -particularmente de Walff
1 con la mediacion, entre otros. de Kant- a Bolzano » Frege



caiculo v un intento de fundamentacion de ésta y de las matematicas. ademas de una
concepcion unificada sobre Ja metodologia de la ciencia, algo ausente 0 s0lo supuesto ©
incipientemente elaborado por otros. El de Leibniz es, ademas, el primer intento a fondo
por superar la distancia creciente gue se presenta a partir de 1os siglos XVII y XVIII entre la
suposicion de la logica como una disciplina fundamental para la ciencia, la 16gica existente
en su forma de silogistica, los niveles de desarrollo que pueden observarse en las diferentes
ciencias de la época y la importancia creciente de las mateméticas, no solo por si mismas,
sino como instrumento basico para el estudio de la naturaleza.? La ensefianza de Leibniz a
este respecto, una ensefianza que sirvira de guia tanto a Bolzano™, como a Frege*, a Peano
a Hilbert, a Russell, a Godel, etc. es la de que no existe, en realidad, upa verdadera
separacion entre filosofia ¥ ciencia y que, en particular, la filosoffa, la logica y las

matematicas van de la mano.

- —

2 gjn duda alguna, un rasgo consututivo y caracteristico de Ja filosofia modema.

* ygase Cap. 2 nota20
i Frege. por ejemplo. ve en su Begriffsschrift (1879, pp. xi-xii] una realizacion parcial del provecto de
una lengua universal de Leibniz [Cfr. Cap. 3]



CAPITULO 2
BOLZANO: LOS FUNDAMENTOS DE LA LOGICA Y LAS MATEMATICAS

Fortschreiten soll ich

Bolzano'
Es ist aber em gewohnliches Schicksal der menschlichen
Vernunft m der Spekulation, thr Gebaude so fruh wie
moglich ferttg zu machen, und hintennach allererst zu
Jragen, ob der Grund dazu gut gelegt sei

Kant [1787, B-9]

En la historia de la ciencia y de la filosofia se presenta con cierta frecuencia el caso
de ideas v desarrollos hoy tenidos unanimemente como valiosos y adelantados a su época
que en su momento fueron ignorados por las concepciones dominantes acerca de los temas
a los que se refieren, pero que reaparecen con todo vigor maés tarde (en ocasiones, mucho
mds tarde), para ubicarse en una perspectiva en apariencia mas justa, en una especie de
rervindicacion tardia de su originalidad y sus autores.

Por si sola esta circunstancia arroja ya una sombra de duda sobre el caracter
estrictamente lineal del desarrollo cientifico (en filosofia es mucho menos frecuente hablar
seriamente de una evolucién de este tipo), aunque, de cualquier manera, es claro que la
misma no tendria un cardcter conclusivo al respecto Hilbert, por ejemplo, ha hablado
(1923, 162], en relacién a ello, de una especie de armonia preestablecida, es decir, de una
serie de factores ordenadores, promotores y correctivos internos de la actividad cientifica
que garantizaria el progreso de ésta. Las arandes realizaciones en la ciencia -en especial en
las matemnaticas- se darian justamente en aquellos momentos de sintesis y acomodo de tales
clementos dispersos. paciente y, a veces, inconexamente acumulados por los cientfficos a lo
largo del tiempo. Un ejemplo de esta concepei6n lo encontrariamos en la metarmatemética o
teoria de 1a demostracién que el mismo Hilbert crea en los decenios segundo y tercero de
nuestro siglo. Su surgimiento requiere de la confluencia de una diversidad de factores, la
mavyoria de los cuales son independientes entre si en relacién a los problemas que suscitan
su aparicién: las geometrias no-euclidianas, los intentos de fundamentacion rigurosa del
analisis por parte de Gauss. Bolzano, Cauchy, Weierstrass y otros, la aritmética transfinita
de Cantor. la légica de Frege y Russell, etc.

Pareceria posible, por lo tanto, hablar, de manera menos problemdética, de la
existencia de ciertos mecanismos de correccion que, si bien no garantizan la ordenacion
uherior de tales factores, si tienden, no obstante, a favorecerla. Como fuere, resuita claro
qué en la ciencia. en las materndticas y aun en la filosofia, ia incorporacion de ideas y
weorias al cuerpe compartido de la disciplina depende, por lo menos en parle, de una
diversidad compleja de elementos entre tos que ciertamente se cuentan algunos de indole

cylerng.

Debo progresar (Enscripeion lapidaria en la tumba de Bolzano).

[
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El presente capitulo tiene por objeto la exposicion de las principales ideas logicas y
acerca de los fundamentos de las matematicas de uno de los -hasta hace poco- grandes
olvidados de la historia de la filosofia, Bernard Bolzano, asi como una somera revaloracion
del interés que algunas de sus teorias sobre estos temas puedan tener como influencia en o
alternativas a teorias y concepciones actuales 0 ¢omo enriquecimiento de las mismas.

I

Bolzano es una figura mas bien paradéjica en la historia de las tres disciplinas a las
que se dirige la mayor parte de su labor intelectual: ia logica, las matematicas y la filosofia.?
Por una parte, en cuanto a rigor, las ideas bolzanianas acerca de todas ellas se encuentran
mucho més cerca de nosotros que Jas de la absoluta mayoria de los 16gicos, matematicos ¥
filésofos de su uempo. En ese sentido, el pensamiento de Bolzano posee una gran
modernidad.’ Por la otra, sin embargo, al poner en tela de juicio no soélo el aparato
conceptual que su época hereda de la filosofia kantiana, sino también lo que pareceria ser el
niicleo mismo de ésta, es decir, al oponerse radicalmente al clima filoséfico imperante en
Furopa durante ja primera mitad del siglo XIX, Bolzano se convierte en una figura marginal
y, de hecho, a los ojos de sus contemporaneos, inclusive obsoleta en su propio tiempo.

Como Kant, Bolzano parte del hecho mismo de la ciencia; en especial, en el caso de
las mateméticas, de la consideracién de ¢stas en su actualidad histérica. Pero su pregunta
acerca de ellas, especificamente acerca de la rama fundamental de las matemdticas cuya
consideracién es practicamente omitida por completo por Kant, del analisis, no es la
pregunta acerca del fundamento de posibilidad de éste, es decir, su problema no es el de la
busqueda de un fundamento extramatematico del analisis a partir de la consideracion de
ejemplos absolutamente elementales e inclusive ad hoc para la confirmacién de una teoria
previa y general acerca de lo que ha de considerarse como ciencia. La intencién de Bolzano
no es, como es el caso de Kant, la de justificar una practica dada con una teotfa filosofica
general, sino la de examinar criticamente, en primer lugar, tal practica en busca de sus
fundamentos objetivos desde la ciencia misma, En otras palabras, lo que Bolzano se
propone Ro es, en primera instancia, hacer filosofia apelando a resultados matematicos
confirmatorios, sino, en todo caso, llegar a ella a partir de una {en €l pricticamente de /a)
ordenacién rigurosa y sistemdtica de sus principios y de la elucidacidén precisa de sus
métodos, todo ello en lo que €| considera el espiritu original y esencial propio de esta

2 £q realidad, sin embargo, sus preocupaciones mas hondas son de carécter ético-social y religioso. Sus
investigaciones logico-mateméticas, en teoria de la ciencia y en la filosofia politica tienen, asimismo, esta
base. Imbwido a fonda de} espiritu racioralista, pedagdgico y social de la Tlustracion & influido particularmente
por ¢l pensamiento de Wolff, Bolzanc cree que conceplos y fundamentas claros en el conocimiento comducen
necesariamente a una mayor racionalidad en la vida social y contribuyen, en ese sentido, al bien comin.

¥ Ejemplos manifiestos de eHo son la primera ¥ segunda partes de la Wissenschaftslehre escrita en 1837 v su
notable Ren anaistischer Reweis. de 1817, Ambos textos resultan sorprendentemente clares para un lector
de nuesiros dias (vease mds abajo)

¥ Sin duda alguna. esta seria sélo una parte de las razones a considerar Las dificultades politicas en las que
Bolzano se ve envuelio y que conducen tanto a su separacién de la docencia como a la prohibicion de publicar
que se le impone, la necesidad consecuente de dar a conocer algunas de sus obras bajo pseudénime, su
quebrantada salud, el aislamiento consecuente ¥ el hecho mismo de que su 4mbito de repercusién académica
inmediata haya side una ciudad de Ja uperiferian culturat de la época contribuyen también a ello



disciplina, el de Euclides®, aunque, naturalmente, con las modificaciones que el desarrollo
histérico imponga en el momento. La fundamentacién de las matematicas que Bolzano se
plantea no es, en consecuencia, en primer término, una de tipo filosdfico, sino una
fundamentacién inferna, esto es, una reorganizacién del analisis y, en general, una
reorganizacion de las matematicas desde un punto de vista unitario y de cardcter
metodolégico. Esto, junto con los descubrimientos matemdticos que la préctica de este
enfogque le permite obtener, hace de  Bolzano, con Gauss, el iniciador del movimiento
rigornista en ¢l analisis.®

Ahora bien, lo anterior significa que Bolzano se inscribe en la tradicion leibniziana,
es decir, no existe, para él, en el fondo. una linea de demarcacion nitida entre la filosofia y
la ciencia. Esto significa, por una parte. que la elucidacién de los fundamentos de la ciencia
debe consistir, ante todo, en un analisis de la estructura légica y epistemologica de las
teorias que la constituyen, asi como en una explicitacién y critica de los supuestos
filoséficos que las subyacen, y que fal examen no sélo puede tener, sino que, de hecho,
liene consecuencias en la organizacion, presentacion y préctica misma de la ciencia. Pero
también, conversamente, por la otra. que la filosofia no puede desentenderse, en lo que a
ella misma atafie, de tales resultados, que éstos tienen repercusiones en ella y, por lo tanto,
que una clarificacién conceptual es la primera tarea comun a ambas. En particular, en €l
caso de las disciplinas puramente conceptuales, como las matematicas y la filosofia, esto
implicaria 1a existencia de afinidades metodicas esenciales entre todas elias.

A diferencia de Kant, entonces, quien defiende la idea una diversidad metddica
esencial entre filosofia y ciencia’, Bolzano insiste no sélo en la existencia de tal semejanza,
sino también en las necesidades generales de procedimiento que de ello se derivan.®

* «La originalidad de los griegos -escribe Bourbaki [1972, 13]- consiste justamente en el esfuerzo consciente
de escribir demostraciones matematicas como una sucesion en donde no quepan dudas al pasar de un eslabon
al siguiente [de la cadena deductival, forzando el asentimiento universaln.

% Sin embarge, Bolzano no €3 un matemdtico en el sentido comin del términe, como Gauss mismo 0 como
Cauchy o Dedekind, digamos; es decir, un practicante cuyo interés profesional estd basicamente en los
problemas de fas motemdticas.  En el centro de sus preocupaciones profesionales se encuentra
indefectiblemente |2 filosofia. Aun en el caso del andlisis, Bolzano se interesa exclusivamente por los aspectos
fundacionales de éste v no, por ejemplo, en las aplicaciones del calculo. Es decir, si bien el punto de partida
de sus reflexiones se encuenira deniro de la clencia y ro en la filosofia, se mantiene en una vecindad muy
estrecha con ¢sta. En reahdad, como veremos mas adelante, también a este respecto, Bolzano es un
representanie tipico, aunque tardio, de ia Hustracién

? «El uso que puede hacerse de las matematicas en la filosofia consiste o bien en la imitacion de su método o
en la aphtacion rea) de sus teoremas a los objetos de la filosofia. Hasta ahora no se ha visto que lo primero
hava tenido alguna utihdad, a pesar de las grandes ventajas que algunos se¢ prometian de elio en un
principio ..» [Kant 1763, 779]. Kant piensa, ademis, que mientras que la filosofia procede analiticamente, las
matemadticas lo hacen de manera sintética, anajizando conceplos en el primer caso, creandolos en el segundo
(como ocurriria con la geometria euclidiana), con defimciones precisas en éstas y con defimiciones no
necesariamente precisas en aquélla. partiendo, de hecho. de definiciones de ésta indole en el caso de las
primeras v llegando, mas bien, a ellas en el caso de la filosofia.

3 .Una de las costumbres mis sorprendentes, inveteradas y caracteristicas de los sabios de nuestro tiempo -
dice Bolzano refinéndose mucho menos @ Kant {aunque también a algunas de las ideas de éste) que a sus
continuzadores, particatarmente 3 Fichte, Schelling y Hegel- es el hecho de no apegarse en absoluto, o de
apegarse muy poco, a las reglas de la légica, es decir, no observar la obligacién de explicar, sin excepeiones y
de manera unfvoca, reatmente de qué estan hablando, en qué sentido toman este o aquel concepto, no aclarar
ni hacer explicitas las bases en las que se apoyan para afirmar algo, etc.... El recurso al llamado método
matemdtico, que habria evitado tales fallas, €5 considerado una muestra de pedanteria, habiendo sido



También la filosofia es, basicamente, un instrumento de formacién y elucidacion de
conceptos, de justificacion de proposiciones y elaboracion de teorfas, esto es, de definicién
de los primeros, argumentacion deductiva de las segundas y estructuracion coherente de las
altimas. En consecuencia, la fundamentacién de las matemdticas, concretamente la del
analisis, debe abocarse, en primer término, a una consideracién metodica conceptual y
general, es decir, ala Iégicag.

Ahora bien, ;a qué logica?, puesto que es evidente que la logica requerida para tal
empresa no puede ser la logica tradicional, ni 1a mezela de metafisica y epistemologia que
Hegel presenta bajo tal rubro en su Crencia de la Légica v a la que Bolzano considera, con
toda razon, como un grave retroceso histérico en lo que a esta disciplina fundamenta] se
refiere’®, ni la combinacién de logica escolastica y psicologia que se impondra poco a poco
v dominara en el ambito de la filosofia hasta finales del siglo XIX.

Bolzano piensa a este respecto que, si el punto de partida de la filosofia moderna en
general ha de ser la ciencia, resulta de clemental consecuencia que una de las primeras
tareas que una logica se plantee sea la de estar a la altura de la argumentacion cientifica y,
muy particularmente, la de estar en condiciones de analizar y, en su caso, de validar o no la
argumentacion aducida en las matematicas.

Sin duda alguna, més claramente que ninguna otra disciplina, las matematicas
disponen de un método para el establecimiento y explicacion de sus afirmaciones, un
método que, a pesar de la diversidad de las teorias que las conforman y a pesar de que en el
establecimiento histérico de algunas de ellas no se haya utilizado siempre con el mayor
rigor, asegura no solo, en general, aunque no absolutamente'!, una continuidad sin
parangén en otra ciencia y una progresion general casi lineal del trabajo matematico'?, sino,
asimismo, que respalda los resultados obtenidos con un grado de seguridad
comparativamente muy alto que hace posible, por ejemplo, que las teorfas de Euclides y
Arquimedes tengan en la actualidad una vigencia en ellas que 1o es ni remotamente
comparable a la que, digamos, tienen la fisica de Aristoteles o la teoria quimica del flogisto.

Bolzano observa, justamente, que este método no - «de ser otro que la
demostracion, el establecimiento deductivo de sus resultados a = “tir de un examen de los
principios y conceptos, y ve, igualmente, que tal métode se encuentra intima ¢
indisolublemente ligado a la légica, que, de hecho, en esencia, no consiste sino en €l
desarrollo logico de los elementos conceptuales y proposicionales bésicos de cada teoria.

Para que un entrelazamiento conceptual y proposicional sea propiamente una
demostracién, se requiere, sin embargo, que el mismo sea conclusivo, esto es, necesario.
Para Bolzano esto no puede significar sino que el procedimiento seguido debe ser
estrictamente gnalitico Este es el criterio Unico de validacion que debe privar en las
matematicas y, en realidad, la fuente misma de la continuidad historica antes mencionada.

suprimido fcon frecuencia) incluso en la exposicion misma de resultados matemdticos. .» [Lehrbuch der
Rehgionsphilosopliie, 1, §63, citado por Scholz 1937, 220].

3 (Una discusion del método en las mateméticas no es ofra cosa que logican , dice Bolzano [1810, IV, 1]

¥ Ver nota 70.

I* E) caso misme de Bolzano seria, como hemos mencionado al principio, un posible contragjemplo a ello
Para oiros ejemplos v un andlisis critico de esta concepeion, véase (Crowe 1988]

 En un semtido ampho, la armonfa preestablecida hilbertiana, a la que nos hemos referido antes en esie
capitulo, pareceria apuntar en la misma direccion.
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La concepcién bolzaniana de este caracter analitico’ de un argumento tiene su
origen tanto en el espiritu general que caracteriza a la Ilustracién -particularmente en la idea
de razdn que priva en ese periodo, del que, como hemos apuntado, Bolzano es un
representante ¢xtemporaneo-, como en su conviccion de que un procedimiento de esta
indole resulta esencial a las matematicas y es el tinico que permite comprender cabalmente
la necesidad y universalidad que les es propia. Para entender la interpretacién ilustrada de
«analisis» es necesario tener presentes, sin embargo, aunque sea en SUs rasgos mas
generales, las consecuencias metédicas que la época extrae de la fisica newtoniana, su
paradigma intelectual mas importante.

1

A diferencia del siglo XVII, de Descartes, por ¢jemplo, Newton se vale del andlisis
y no de la pura deduccion. Es decir, Newton no comicnza colocande determinados
conceplos o principios generales para deducir lo particular. Mas bien, su pensamiento
procede en la direccion opuesta: A partir de lo dado, los hechos particulares, que son
comunes v, en ese sentido, segin se piensa, univocos, se pasa a principios. Esta transicion
se basa en el supuesto de que lo particular se encuentra sujeto siempre a leyes, esto es, de
que no se trata, en realidad, de una masa inconexa de singularidades, sino de una
manifestacion concreta de algo universal, de una ejemplificacion de una forma general. Esta
forma -la «razén» del fenémeno en cuestibn- puede, ademds, ser expresada
malematicamente, pero no es accesible a priori, sino sélo de manera gradual, con el avance
del conocimiento."’

Son dos, por o tanto, los momentos que pueden distinguirse en este procedimiento,
Hay, por una parte, un aspecto resolutivo, de descomposicion de algo en sus elementos
basicos, pero éste es complementado, por la otra, por uno de cardcter compositivo, en el que
lo dado, ] punto de partida se sujeta a principios generales y es «entendidon."

La idea bolzaniana de la 16gica es un producto del concepto de razén que priva en el
Siglo de las Luces y que vincula a ésta con el método analitico. Este es también el origen de
los intentos fundacionistas en el analisis matemético que tienen en Bolzano a uno de sus
primeros y mas conspicuos representames“’ y constituye, asimismo, un elemento

* Este seria un primer sentido -aparte del propiamente matematico- en ¢l que Bolzano hable de analrticidad, al
que se aiadirdn otros, por ejemplo, como adjetivo aplicable a proposiciones

* Es wmportante tener presente esta concepeidn para un entendimiento cabal de la idea bolzaniana de Grund
{cfr apartado XI mér abajo]

* Newton parte de las leyes de Kepler sobre el movimients de ios planetas, a las que interpreta como hechos
gbservacionales, remitiéndose a sus supuestos y exhibiéndolas come una consecuencia de la coincidencia de
diferentes condiciones, es decir, como algo esencialmente complejo, cuyos elementos bisicos serfan la caida
libre de los cuerpos y el movimiento centrifugo. Esta descripeion seria el primer paso. Este es seguido por la
unificacion, por la nsercion de tales elementos en una teoria gencral, suscepiible de ser expresada
matematicamente. El calculo de fluxiones (o infinitesimal, como Leibniz lo llama) seria precisamente el
snstrumento matemélico que permite concebir con todo rigor tales fendmenos y expresar leyes de la
naturale=a. «l.a filosofia del siglo XVII -dice Cassirer [1932, 27]- se enlaza por doquier con el paradigma de
la fisica newtoniana, pero su aplhicacién de éste es universal. No se contenta con considerar el anahsis como el
gran instrumento intelectzal fisico-matematico, sino que ve en él el arma necesaria de rodo pensamiento

" «la finalidad esencial que se impone a si misma la cultura del siglo XVII consiste en la defensa v
foralecimiento de esta forma de pensamiento [es decir, en 1a practica del método que acabamos de describir y
en la consideracion consecuente de que la funcién primordial de Ya razon es separar y dividir ¥ acomodar
juego segun principios generales), en esio reside su misidn mas importante ¥ no en la mera adquisicton y
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explicativo de que el trabajo de Bolzano en matematicas sea, en general, de fundamentacion
de resultados ya conocidos (como en el caso del teorema que lleva su nombre), de
explicacién de paradojas mas que de descubrimiento propiamente dicho.

111

Ahora bien, ;qué entiende Bolzano por «analiticidad de un argumento» y c6mo
aplica esto en su estudio de los fundamentos de las matematicas? Antes de exatninar el
ejemplo que Je sirve no sélo como modelo en su bisqueda de principios metddicos
generales de demostracion, sino igualmente, de manera mas concreta, para establecer un
conjunto de definiciones y resultados que efectivamente pueden constituir la base en la que
el analisis matematico se funde, notemos una serie de consecuencias generales, evidentes en
Bolzano, de esta influencia ilustrada en su pensamiento.

Bolzano es un racionalista y comparte con la Ilustracion la idea de que la razon
constituye una fierza, una capacidad [Vermogen] que nos permite conocer a fondo la
realidad. También, por lo tanto, la de que podemos tener acceso, siguiendo el método
apropiado, a las leyes de ésta, a sus principios.” Esto significa que en ella, tomada en un
sentido amplio, hay también un orden que la ciencia, en sus diferentes facetas -incluidas las
matemdticas- trataria de explicar; que todas ellas tratan de la verdad en un dmbito
especifico, sin agotar nunca éste. Tal orden corresponderia, entonces, «al orden de las
cosas». es decir, es objetivo e independiente. Hay, en consecuencia, una unidad del
conocimiento no sélo en general, sino también dentro de cada disciplina en particular. Mas
abajo veremos la forma concreta que asumen en Bolzano algunas de estas conclusiones.

Pero, ademdas, la existencia de un orden entre los «principios» de la ciencia debe
interpretarse, segin Bolzano, en el sentido de que algunos de ellos resultan mas
fundamentales que otros y desemboca, en dlltima instancia, en una jerarquia proposicional,
es decir, puesto que de lo gue se trata es de verdades, en una jerarquia de éstas que, en el
caso ideal, tendria un caracter practicamente axiomatico. Los axiomas de una teoria serian,
en consecuencia, los principios fundamentales y de mayor generalidad (a los que hasta ese
momento se ha llegado, aunque corresponderian a una gradacion objetiva) en los que ei
resto de las verdades de ese campo estarfan basadas y algo parecido ocurrirfa también, ¢n
consecuencia, con los conceptos.

Esta consideracién pareceria implicar, igualmente, por una parte, la posibilidad de
una ordenacion parcial de las teorfas o las ciencias mismas, una idea que ya aparece en la
llustracion y que constituye un claro antecedente de ciertas posturas reduccionistas como el
logicismo v ¢l positivismo logico en filosofia y de la aritmetizacién del andlisis y el
logicismo en matematicas y la filosofia de ellas, respectivamente. Pero también. por ia otra,
s0 pena de incurrir en un circufo vicioso o en una regresion ad infinitum, que la teoria del
método, esto es, en la concepeién de Bolzano, que la logica no sea, ella misma, una ciencia,
es decir, no trate directamente de verdades o, como hoy diriamos, que sea una metateoria de
la ciencia,. Mas adclante, al hablar de la Wissenschafislehre. esto es. de la logica de

amphacion de determinados conocimientos posilivoss [Cassirer 1932, 31]. Esta descripcion acerca de una
epoca a la que. en realidad, Bolzano no pertenece ya, se ajusta bastante bien, no obstante, a los rasgos
senerales de sus planteamientos en logica y en matematicas, a la vez que hace paradojicamente comprensible,
si se toma ¢n cuenta que fa filosofia kantiana se consideraba como la aplicacion a la filosofia del método de
Newton, la «obsolescencian que sus 1deas filosoficas tenian a fos ojos de sus contempordneos en el siglo XIX.
" Como aproximaciones graduales, subsumiéndolas en otras cada vez miés generales.
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Bolzano, de la teoria bolzaniana del método cientifico de las matematicas y las ciencias
conceptuales, volveremos brevemente a esta consecuencia.

IV

En el principio de la reflexion de Bolzano sobre los fundamentos de las matematicas
se encuentra, por lo tanto, la k’)gica.'g Como en Leibniz y Frege, ésta es vista por ¢l como un
instrumento cuyo fin es permitir una mejor comprension de las matematicas, contribuir,
clari-ficando, a su progreso y asentarlas sobre bases ﬁrmes." ?

Una de las condiciones a satisfacer por este objetivo seria, entonces, segin Bolzano,
la supresién al maximo de aquellos elementos en las matematicas que resulten contrarios al
caracter necesario de sus resultados. La necesidad en matematicas debe resultar
exclusivamente del examen de los conceptos y los principios. Este analisis es constitutivo
de la verdad en ellas, es decir, las demuestra y establece, y es, por su propia naturaleza,
objetivo. Bolzano se opone, asi, a una de las tesis centrales de Kant, para quien es la
intuicién, un vinculo establecido por un sujeto a partir de la evidencia, lo que se encuentra
en 12 base de toda demostracion en matematicas.

Puede afirmarse, en general, que el desacuerdo con Kant y la busqueda de una
solucion alternativa mas satisfactoria que la que éste ofrece, de problemas que atafien a la
logica y la filosofia de las matematicas, constituye una especie de hilo conductor en la
formacién y desarrollo del pensamiento de Bolzano. Hemos mencionado ya su aparente
coincidencia al tomar la ciencia como punto de partida de sus reflexiones, asi como sus
divergencias en cuanto al papel que en la filosofia puedan jugar los procedimientos estrictos
de definicion y deduccién. Cada uno de ellos se considera a si mismo, ademds, como
heredero de la tradicién de rigor en la filosofia alemana.? Sin embargo, sus discrepancias
son mucho mayores y mucho mas profundas que sus convergencias y se manifiestan
inmediatamente, desde las bases mismas de sus respectivas concepciones.

" «S1 quisiera describir en una palabra la diferencia esencial entre mis ideas filosdficas... y las de otros,
tendria que decir que se encuentra en el hecho de que he tenido siempre como norma el mayor cuidado de
plantear todos mis pensamientos en un nivel mis elevado de claridad y distincion que el que ha sido
costumbre hasta ahora. Es esta orientacion.., la que me ha Hevado a las teorias ¢ 1deas que he presentado en
ms escrios (incluyendo los matemdncos). Perc si se quiere entender las razones que sostienen mis tesis ¥
afirmaciones, debe comenzarse con la logican [Belzano en una carta a Romang (1.5.1847), reproducida en
[Berg 1962, 9]]

% £te es, en realidad, en Uluma instancia, otro de los aspectos paraddjicos del pensamiento de Bolzano. La
razén cientifica no puede proporclonamos certezas iltimas, es decir, abre la perta a cierta forma de
escepticismo. Las mateméticas y la 19gica son, sin embargo, cl terreno en el que mas podemos aproximamos a
aguéllas (la légica no pucde hacerlo directamente), por io que es necesario, si es que el escepticismo ha de ser
refutado, darles bases s6hdas, estableciendo de manera irrefutable por lo menos algunas verdades (Bolzano,
por esemplo. ademuestran, en {1837 §31], que las verdades existen). Esta preccupacicn verdaderamente
obsesiva de Bolzano por analizar y demostrar /i extenso aun resultados inmediatos hace que en Ocaslones su
lectura resulte faligosa y parecsria tener sus raices en una profunda religiosidad que Bolzano busca justificar
ractonalmente a lo largo de toda su obra.

3 Kant [1787, B XX V1] remonta el origen del mismo a Wolff, mieniras que Bolzano incluye en la misma 10
46l0 a éste, sino también a Leibniz, ambas las dos influencias decisivas de su pensamiento. Bolzano se
identifica plenamente con ellos en lo relativo al vinculo indisoluble entre mateméticas y filosofia, sintiéndose,
en particular, obligado, en relacion al segundo de ellos, a escribir un articulo [Bolzano 1828)] para poner en
clare 1ambsén sus diferencias con é] en otros ambitos.
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Bolzano comparte con Kant, en primer lugar, la consideracion de la 16gica como una
disciplina fundamental, pero, a diferencia de éste, para quien la légica es algo concluido y
perfecto {1787, B XIV], Bolzano piensa en ella como un Organon, cuya tarea primordial es,
por ende, ajustarse a la argumentacion cientifica contemporanea, en especial a la
matematica. Esto implica una concepcién dindmica de la 1ogica en él, diametraimente
contrapuesta a la definitividad pétrea con la que esta disciplina es vista por Kant*!

Bolzano considera que si bien muchas de las distinciones fundamentales
introducidas por Kant son utiles y correctas, no todas lo som, y que, de hecho, algunas de las
ideas mas importantes de la filosofia de éste descansan en un deficiente andlisis conceptual
de las nociones basicas de la misma. Este seria, en particular, el origen de las insuficiencias
que esta concepcion enfrenta en lo referente a la l6gica y la filosofia de las mateméticas.”
Entre las distinciones esencialmente correctas debidas a Kant se contarfan, de acuerdo con
esto, ante todo, la que clasifica a tos juicios en a prioriy a posteriori, Bolzano cree también
importante y correcto pensar en proposiciones sintéticas que sean, a la vez, g priori©, lo
mismo que diferenciar entre conceplos e intuiciones {1787, B-33).

Lo que suscita, sobre todo. su oposicién es 1a funcién explicativa que en la filosofia
kantiana se asigna a todas estas nociones, asi como la descripcién que Kant ofrece de las
mismas. Ejemplo de ello son los juicios sintéticos a priori. Bolzano, como Kant, cree que
las matematicas consisten, efectivamente, en juicios de esta {ndole. Lo que le parece
inaceptable es la descripcién que Kant ofrece de los mismos, esto es, el recurso a una
necesidad afiadida por el sujeto gracias a una intuicién fundamental del tiempo y del
espacio. Esta es una base demasiado vaga y, sobre todo, no objetiva para las matematicas.
La necesidad en las matematicas no puede apoyarse en ella. Eb fundamento de la misma
debe ser independiente, aun en principio, de cualquier sujeto. Para hacer valer ¢l rigor en
ellas, piensa Bolzano, debe comenzarse, mas bien, con una elucidacién conceptual de
nociones como ‘juicio’. ‘necesidad’, ‘intuicion’, ‘intuicion pura’, etc. Es decir, lo que se
requiere es, en primer lugar, un andlisis de tipo légico-lingiiistico, ogico-semantico o, en la
terminologia de Bolzano, conceptual de las principales ideas de la teoria kantiana, muchas
de las cuales resultarian no sélo ambiguas (como necesidad), sino de plano contradictorias
(por ejemplo, la de una intuicién pura) [Cfr. Bolzano 1810, 107].

Son varios, en realidad, los factores que deben tenerse en cuenta al explicar el
rechazo de la filosofia kantiana de las matematicas por parte de Bolzano. Hay, en primer
términe, su actitud primaria, influida a fondo, como hemos dicho, por la Ilustracion. esto es,

Y En rigor, la idea bolzaniana de la logica corresponderia, mas bien, a lo que Kant {lama «la logica del uso
especial del entendimicnto» {angewandte Logik], que supone la «I6gica general» y, dentro de ¢sta, la «légica
puran coro algo acabado {1787, B 77].

* Ep general, Bolzano piensa, como puede deducirse a partir de las nofas 7y 17, que esto mismo ocurTe en
\nuchas de las ciencias de su tiempo, s1 bien en el caso de la logica y las matematicas, al tratarse de disciplinas
concepuales ¥ absolutamente fundamentales, resulta especialmente grave.

* Bolzano considera, sin embargo, erronea ta division kantiana de los juicios en sintéticos y analiticos, pues
puede demostrarse no sélo que ésta descansa et una concepeion demasiado pobre de analiticidad, sino que
rampoco €5 nitida; es deer, hay juicios que, de acuerdo con la definicion ofrecida por Kant {1787, B 9-B 104,
tendrian que ser amaliticos, mientras que es evidente que son estrictamente a posteriori ¥, por io tanto,
sintéticos.  Asi, por gjemplo. con base en la definicion kantiana, ‘E} hijo de Leopold Mozart, musico de
Salzburg, es musico’ tendria que ser analitico, puesto que ¢l sujeto contiene ya la idea del predicado [Cfr.
Bolzano 1837, § 143, nota 4]. Por lo demds es notorio agui que la idea de anatiticidad de Kant, aparentemente
1omazda de Leibniz, resulta mucho menos precisa que Ja de éste {Cfr. Cap. 1, nota 24]



por la idea de hacer valer a la razén, sin huecos, hasta sus dltimas consecuencias. Pero hay
también en €|, segin nos parece, la obvia suposicién de que hablar de verdades en cualquier
campo del conocimiento supone la postulacién de una realidad independiente o, en otras
palabras, de que de verdad s6lo puede hablarse en relacién a un dmbito transubjetivo. Por lo
tanto, si las matemdticas han de ser ciencia, es decir, si han de consistir en general de
verdades, es necesario que en ellas tales verdades sean algo independiente y
autosubsistente, por una parte y, también, por la otra, tratandose de una disciplina
puramente conceptual, que su establecimiento se efectie estrictamente de manera racional.
Bolzano es de la opinién que el recurso a la intuicién atenta contra ello. Apelar a ella
representa una interrupcién arbitraria de la cadena deductiva que debe sustentar las
proposiciones mateméticas y entrafia, por lo tanto, una renuncia del todo injustificada a la
l6gica, aparte de no ser. en sentido estricto, consistente con Ja pretensién de Justificar
racionalmente a las matamaticas.

En segundo lugar, debe considerarse el hecho de que Bolzano es, definitivamente, el
primero en hacerse cargo de que la explicacién de Kant no es ya satisfactoria de frente al
estado actual de la ciencia, por lo menos de las matematicas. Es decir, que resulta ya
insuficiente tanto en lo que se refiere a lo que en opinion de éste es basico (Ja intuicidn),
como en lo que en él se identifica como partes constitutivas elementales (aritmética y
geometria) de esa disciplina. En este orden de ideas, la circunstancia de que Bolzano
demuestre en 1a practica misma de las matematicas que las suposiciones kantianas respecto
a la intuicion son innecesarias o falsas juega un papel decisive. Un poco mds abajo nos
referiremos a los problemas especificos que conducen a Bolzano a esta concepeidn.

En tercero, por ultimo, Belzano se percata, nuevamente como ¢l primero y hasta
Frege como el Gnico, de la insuficiencia de la explicacién kantiana de lo a prioriy, por lo
tanto, de lo inaceptable de su andlisis de lo que constituye el fundamento de las
matematicas.

Todo ello pone de manifiesto una de las diferencias esenciales entre Kant y Bolzano:
la del papel de la 16gica en las matematicas. Para el primero la logic 30lo tiene, en realidad,
un papel secundario y, en tltima instancia, practicamente super!” - en las demostraciones
matematicas, pues la fuerza de éstas descansaria en la construccion intuitiva.®* Por su parte,
Bolzano piensa que, en una ciencia puramente conceptual como ellas, el Gnico un papel que
la intuicion puede tener es de caricter heuristico o pedagdgico. La argumentacién
logicamente correcta, sin saltos ni huecos, es lo Gnico que en ese ambito puede establecer
verdades y éstas son completamente independientes de la intuicién.

La metodologia bolzaniana es, por lo tanto, no s6lo mas general, sino también mas
confiable. Para empezar, en Kant no slo es poco claro qué ha de entenderse por intuicion,
aparte de inmediatez y reconocimiento por parte de un sujeto -y, en consecuencia, finitud-,
sino que esto pareceria implicar, por su propia naturaleza, que habria en ella un elementc
esencialmente empx’rico” y hace imposible el que pueda hablarse de una «intuicion pura.
Pero. ademds, pareceria pensar Bolzano, lo empirico, cualquiera que sea la forma en la que

™ «Soto una prueba apodictica, en tanto que sea intuitiva, puede verdaderamente ser una demostracion»
{1787, B761]. Dada la consideracidn kantiana acerca del cardcter acabado de la logica, es evidente que el
fundamento de 1as matematicas debia ser encontrado fuera de ella.

* E| tiempo, dice Kant {1787, B37], «es la unica forma bajo la cual resulla posible 1a intuicién de un estado
intemo» v, son estados de esta indole, pedemos agregar, los que se requeririan en las matematicas. Estaes la
razén por la que el intuicionismo ha sido llamado un empinsmo (Cfr. también nota 28 mas abajo)



se dé, es, estrictamente hablando, algo contingente, por lo que no puede constituir una base
aceptable para las matemdticas, que son a priori y necesarias.

v

Existen otros elementos histéricos, no necesariamente filosoficos, que, sin lugar a
dudas, contribuyen a reforzar en Bolzane el rechazo a la intuicién como fundamento de las
matematicas.

En primer lugar, los infructuosos intentos de demostrar el postulado de las paralelas
euclidiano. Estas tentativas, que desembocarian en la aceptacidn de geometrias hiperbélicas
alternativas a la geometria plana, socavan gradualmente Ia suposicién, hecha ain de manera
irrestricta en el siglo XVIIL, de que las proposiciones geométricas gozan de una especie de
certeza o verdad «absoluta» y, en general, que la justificacién plena de los principies y
axiomas matematicos sea aigo justificado por la evidencia.2® A principios del siglo XIX, la
época en la que a Bolzano le toca vivir, el status del V postulado era, por lo menos,
controvertido. Ello debié aguzar en &l la desconfianza en la intuicion como fuente
justificativa y alimentar su deseo de dar un fundamento seguro y general a las
matematicas.”’

Pero también, en segundo lugar, el hecho histérico de que (i) las matematicas de su
época trataran, directa o indirectamente, de objetos o conceptos que, en su opinidn, no eran
ya susceptibles, ni siquiera en principio, de una intuicion & la Kant; y (ii) que ciertos
resultados acerca de ellos contradijeran directamente a ésta 0 mostraran su cardcter
esencialmente prescindible.

Entre los primeros se encuentra, ante todo, el infinito. Era éste justamente lo que
provocaba en las matemndticas cierta incomodidad en relacién al postulado euclidiano. Pero
este mismo concepto se enicontraba ahora, sin embargo, por doquier en el cdlenlo, cuando se
hablaba, por ejemplo, de infinitesimales, de cantidades infinitamente pequefias e
infinitamente grandes, de limite, de continuidad y, segin vislumbraba Bolzano, de manera
esencialmente inevitable, al hablarse del Continuo o de los nimeios reales [Cfr. Bolzano
1851, §§12, 13, 46-50]. Bolzano piensa, con toda razén, que no puede haber una intuicién
de las totalidades infinitas®, 1o que, sin embargo, no implica la imposibilidad de un manejo

% Kant, por ejemplo, escribe acerca de eflos {1787, B-760). «Los axiomas son principios fundamentales
sinteticos a priori, en cuanto que su certeza es inmediata [ sofern sie unmittelbar gewiss sind]». De hecho,
podria pensarse, la aceptacién de otro tipo de geometrias pone también en tela de juicio la posibilidad misma
de hablar, por lo menas en términos absolutos, de «verdads» en las matematicas.

¥ Bolzano mismo intenta, en su primera publicacion [Bolzano 1804] deducir el axioma de las paralelas a
parur de Jos otros postulados, mediante la precisién de la metodologia utilizada y una nueva ordenacion, la
estrictamente logica , en su opinién, de los teoremas El interés de este escrito, publicado el mismo afio de la
muerte de Kant, consiste, sobre todo, en que contiene ya claramente el nicleo de atgunas las ideas principales
de Bolzano acerca de las matemidticas, esto es, enfre otras cosas, en €l nuevo método que alli se ensaya por
primera ocasion. en la objetividad de las relaciones que allf se defiende, en la explicitacion, asi sea parcial, de
ta logica utilizada y en el hecho de que Bolzano, como uno de los primeros, no conciba ya a la geometria
como una ciencia empirica, sIn0 como una ciencia estrictamente conceptual, esto es, ajena a elementos
empiricos coma el tiempo o el movimiento De todos modos, segln sefiala van Rootselaar [1970, 274], «nada
en Bolzano parece indicar que se enterara de la cutminacién que eslos problemas tuvieron en las geometrias
no euclidianas».

* «Por medic de 1a sensibilidad pueden darsenas los objetos; v €s ésta la tinica gue puede proporcionarnos
imtuicronesy {Kam 1787, B-33). Es decr, Ja intuicién, aun la intuicion pura, permanece siempre en el plano de
lo fimto Cfr también (1787, B-111 y B-299}.
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claro y consistente de las mismas, sino tan stlo la independencia entre verdad e intuicion en
matemnaticas y el cardcter esencialmente psicologico de esta dltima.” Esta intrusion de
elementos subjetivistas debe ser evitada en estas tltimas en lo posible. Bolzano es asi, 75
afios antes que Frege, el primero en combatir sistematica y pricticamente el psicologismo
en las matematicas.

Pero esta anticipacién de desarrollos muy posteriores que, €n realidad, muestra gue
intelectualmente Bolzano se encuentra -en particular en lo relativo a la filosofia de la
ciencia v del lenguaje-, mucho mds cerca de generaciones futuras que de la propia, es
{ambién una caracteristica prominente de sus investigaciones estrictamente matematicas y
légicas, los resultados de las cuales confirmaban, ademas, ampliamente, su conviccidn de
que el fundamento de las matematicas no podia ser ¢l sefialado por Kant.

VI

Ahora bien, las matematicas sobre las que Bolzano reflexiona no som, en rigor, las
mismas que habian servido come modelo a Kant. Como dijimos antes, Kant parte de la
aritmética y la geometria y de la concepcion de 1a ciencia como algo dado, a lo cual
importa, ante todo, justificar. Otras ramas de ella, como el lgebra y el analisis, no son
consideradas por él. En particular, en relacion al calculo, Kant opta, en congruencia con su
idea de una separacion nitida entre filosofia y ciencia, por la precaucién y la reserva,
esperando que fueran las mateméticas mismas las que arrojaran claridad sobre los objetos 'y
los métodos alli utitizados.™

Justamente esto que en Kant provocaba perplejidad y cautela en las nuevas teorias -a
las que, por lo demds, sus aplicaciones mismas justificaban @ posteriori- es lo que debe
constituir, en opinién de Bolzano, el punto de partida no sélo para una explicacion
filoséfica del fundamento del andlisis, sino para una reconstruccion del mismo y, con esta
base, de las matemdticas en su totalidad *'

En realidad, desde la perspectiva de la historia de las matematicas, este momeito
pareceria ser el inicio de un perfodo de estructuracién sistemitica que segufa a uno de
conformacién creativa, en el que se habia atendido menos al rigor légico que a las
posibilidades de utilizacion de la nueva y poderosa herramienta del caleulo.”

¥ Precisarmente a este frecuente conflicto entre intucion e infinito apunta el titule mismo de Las Paradojas
del Infinite [Bolzane 1851, su obra més conocida hasta hoy. Por lo demas, resulta de interés, notar en este
coMexto que, afios mas tarde, Frege [1884, 8§35, 13 | esgrimird un argumento similar, aunque referido a lo
finito, en contra de la posibilidad de una intuicion de un nimero «demasiado grande» para criticar las ideas
Lantianas acerca de las proposiclones aritméticas.

3 .Son excesivas -dice Kant [1763, 779]- la premura y osadia con las que el concepto de infinitamente
pequefio, que aparece con lanta frecuencia en las mateméticas, es rechazado. En lugar de ello, debe aceptarse
que ain no sabemos lo suficiente acerca de & como para que un juicio al respecto esté justificado. . No es
facil. hay que reconecerlo, penewar n la nawuraleza de estos conceptos. Pero lo énico que esta dificultad
puede avalar es la prudencia n relacion a suposiciones de suyo inseguras, no pretensiones terminantes de
imposibilidadn. Un ejemplo claro de esta postura negativa hacia los ohjetos del calculo es el de Berkeley. Una
e\posiclon en detalle de ta misma puede encontrarse €n [Robles 1993].

a diferencia basica aqui parecerfa ser. entonces, que mientras que Kani asume una actitud expectante.
Rolzano decide injciar €1 mismo 1a tarea de clarificacion fundamental del analisis

A menudo -escribe Bourbaki [1972, 232]- ¢l matemitico debe optar entre métodos de exposicidn
incorrectos. aungué fecundos, ¥ métodos correctos que splamente le permilen expresar su pensamiento
deformandolo previamente y pagando el precio de un esfuerzo agotador,  Los griegos siguieron el segundo, y
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Es precisamente en la segunda fase de esa sucesién de etapas en la conformacion de
algunas teorias histéricas que puede ubicarse, seglin nos parece, la aparicién de «paradojas»
o la consideracion de algunas conclusiones -con frecuencia ya conocidas, pero dejadas al
margen intencionalmente por razones practicas- como tales.” Bolzano es el primero o uno
de los primeros representantes de este segundo momento, el de fundamentacion, en el
analisis y, de hecho, uno de los primeros practicantes e impulsores de un nueveo tipo de
rigor argumentativo -y, en realidad, de un nuevo tipo de préctica de la ciencia- que s¢
impone en las matematicas desde principios del siglo XIX. El nuevo patron parecia surgir
justamente del abandono gradual del modelo general de demostracion ofrecido por la
geometria euclidiana -del que, en ¢l fondo, las ideas de Kant son, en gran medida, expresién
filosofica- y se orientaba, cada vez mas, a consideraciones de caracter aritmético, algebraico
v estrictamente logico. La definicidn y la demostracion analitica, sin recurso alguno a
elementos espurios a la naturaleza misma de la disciplina es lo unico que debe y puede
legitimar una verdad en matematicas.

Es claro, sin embargo, que la normatividad que a partir de ello se postula pone de
manifiesto no sélo el rechazo de las ideas de Kant al respecto, sino, asimismo, el contraste
entre esta nueva concepcion y los méiodos efectivamente utilizados en las matematicas de
la época y apunta -como parece ser €l caso de todos los proyectos fundacionistas- a un
programa de reconstruceion.

A pesar de las diferencias anotadas, Kant y Bolzano parecerian coincidir en la
determinacion de aguello que constituye el objeto de estudio de las matematicas: la idea de
magnitud [Grosse]. Sin embargo, aun a este respecto la divergencia emire ellos es abismal.
Mientras que Kant define las magnitudes en términos de un sujeto, es decir, con una nocién
eminentemente psicolégica“, Bolzano piensa en ellas no sélo como algo objetivoe e
independiente de cualquier sujeto, sino también como algo esencialmente mds comprensivo
que Kant.

Para Bolzano, en efecto, si bien las matematicas son la ciencia de la magnitud, o,
equivalentemente, constituyen una teoria de 1a misma en general -una Grossenlehre-, 1o que
bajo este rubro debe entenderse es un estudio de la relacion wmenor o igual quen, en su
sentido mds amplio posible, esto es , una investigacién de aquellos dominios de objetos
para los que valga la ley de la tricotomia, con la {nica restriceion de que los subdominios de
la misma que den lugar a teorias particulares sean homogéneos, es decir, que estén
conformados por ahjetos de la misma indole.”

Son varios, entences segin pareceria, los objetivos perseguidos por Bolzano con
este planteamiento. Se trataria, en primer término, de conformidad con su interés

tal vez sea aqui. . donde haya que buscar la razdn del sorpreadente estancamiento de sus matemadticas
mediatamente después de su momento mds brillanten.

3 omo en ¢l caso no sélo de las suscitades por el wmfinito en el andlisis, sino también, por ejemplo, de las
surgidas en ta teorfa de conjuntos

M qlUna magnitud -dice {1787, B-202/203]- es, en general, la conciencia de la diversidad de lo similar en la
mtuicion, en tanto que haga posible la representacion de un objeton, lo que claramente excluye, de las
magmitudes, las diversidades infinitas.

3 «bina magniud es un objeto que pertenece a un género de cosas, entre cualesquiera dos de las cuales vale
una sola de las dos relaciones siguientes' o bien son iguales o una de ellas puede verse camo un todo que
incluye una parte igual a la otran {1837, §87] Cfr también, Bolzano 1973a, §1, 1v] A diferencia de lo que
ocurre en Kant, se abre aqui la posibilidad de una consideracién matemdtica de totalidades infinitas.
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primordial, de dar un fundamento fime y, sobre todo, riguroso y objetivo, a la totalidad de
las matematicas -no solo a una parte de ellas, como es el caso del intento kantiano. En
particular, se trataria de oftecer una vision unitaria de la diversidad de teorias que las
constituyen. A ello seguiria, en segundo, una exposicién reconstructiva y productiva, sobre
tales bases, de las ramas més importantes de la disciplina -sobre todo del andlisis. Pero se
trataria asimismo, en tercero -y a este respecto Bolzano no parece tener precedente alguno
en 1 historia de la filosofia- de desarroliar y, en ese sentido, justificar nuevas teorias que en
su opinién deben considerarse como parte esencial de las mateméticas a partir del mismo
fundamento. Con este proyecto, acorde al espiritu enciclopédico de la Ilustracion, Bolzano
buscaba integrar y desarrollar en un sistema unitario los diferentes descubrimientos hechos
por €l en sus investigaciones particulares en lagica y en matematicas.

Si en sus primeros escritos de 1804 y 1810 se formulan ya, de marera explicita, los
clementos esenciales del pensamiento de Bolzano acerca de los fundamentos de las
matentaticas, el articulo que publica en 1817 y otros resultados obtenidos por ¢l en la
década de los 30 le proporcionan la certidumbre de la correccion esencial de sus ideas.

En consonancia con el supuesto bolzaniano de que una reflexion filosofica acerca de
fa ciencia debe partir de ésta -y, €n realidad, como consecuencia directa de la adopcion
implicita del modelo reflexivo de la Justracién al que nos hemos referido anteriormente
(Seccion II)-, Bolzano desecha, antes de 1837, la posibilidad de publicar conciusiones de
esa indole en la forma de un tratado comprensivo sobre la metodologia en matematicas.*®
Vale la pena, tanto por su valor intrinseco, como por la importancia que tienen en el
desarrolto de las ideas de Bolzano, ofrecer aqui, aunque sea en bosquejo elemental, una
descripcion del contenido de algunos de los resultados de estas notables investigaciones.

1. Rein analytischer Beweis (SRab)

Como ningin otro de los escritos de Bolzano, este ejemplar aunque breve estudio de
los fundamentos del analisis-a partir del examen de un teorema particular pone de
manifiesto el contraste entre la metodologia propuesta por su autor y las de sus antecesores
y contemporangos. Como en todos sus escritos mateméticos, el tratamiento de los
problemas se presenta aqui indisolublemente ligado a consideraciones de caracter logico-
filoséfico. El principio que se trata de establecer no s6lo no es nuevo, sino que, de hecho,
como Bolzaro mismo advierte, es evidentemente verdadero. Asi, la tesis del articulo se
refiere mucho menos a la verdad de la proposicion misma que al caricter de Ia
demostracion que se pretende ofrecer de ella (puramente analitica). Es decir, a pesar de su
importancia historica para las matematicas, la tesis central del escrito es de caracter [dgico,
en el sentido que Bolzano da a esta nocidn (véase mas abajo): Demostrar que la intuicién no
solo es prescindible como criterio de verdad de una proposicién en matemdticas, sino
ipualmente insatisfactoria, pues tiende a trastocar el orden correcto de fundamentacion que

la logica exige.

* £§ mismo explica, claramente en oposicion a Kant, las razones de esta larga espera [Cir. 1817, 168]. Habria
dos maneras de dar a conocer una metodologia cientifica: (i} comenzar con una exposicién conceptual en un
texto filnsdfico v (ii) exponeria de manera gradual y concreta, esto es, en el tratamiento de problemas
crentificos especificos. «Para el avance de la ciencia, considero que la segunda via es la més frucufera... Esta
¢s ta razon por la que en 1304 decidi comenzar dando a conecer los conceptos que he descubierto no en un
tratade completo, sino en investigaciones particulares»
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El teorema se refiere a una funcion continua f que toma valores positivos y
negativos y afirma (8} que f debe tener una raiz real.

Bolzano distingue {1817, 160), en primer lugar, entre confirmacién [Gewissma-
chung] y justificacion [Begriindung], esto es, entre cericza intuitiva v «exposicién del
fundamento objetivo de la verdad en cuestion». Sélo lo segundo debe admitirse como
prucba en las matemiticas. Como clencia puramente conceptual, éstas proceden
deductivamente, por lo que en ellas lo genera) debe siempre anteceder a lo particular. La
correccion légica se viola, por lo tanto, cuando se intenta seguir la via opuesta. Esto es
justamente lo que ocurre con los argumentos con los que se ha pretendido establecer (8). En
realidad, piensa Bolzano [/bid ], 1a geometria es una rama especial’’ de las matematicas,
por lo que no puede tener la generalidad de las matematicas puras (la aritmética, el dlgebra,
¢l analisis.) De hecho, sus conceptos basicos (punto, linea, superficie, etc.) son particulares
en relacion a los conceptos basicos de éstas (operaciones algebraicas, relaciones, funciones,
conjuntos). En consecuencia, (8), siendo un teorema del analisis, no puede ser probado
geométricamente.

Bolzano concluye de lo anterior que existen proposiciones o verdades bdsicas
[Grundsitze] y otras que son verdades consecutivas o consecuencias [Folgewahrheiten].
Mientras que las primeras serian aquellas que sélo pueden justificar otras, sin poder’ ser
ellas mismas consecuencias, las segundas deben ser demostradas a partir de otras verdades.
Mas adelante (apartado XI) volveremos sobre esie punto.

Rab se propone presentar un ejemplo paradigmatico de la nueva metodologia, es
decir, demostrar que (8) puede establecerse sin apelar en forma alguna a la geometria,
ademas de ilustrar con especial claridad Ja idea bolzaniana -que se desarrollara en las
matematicas particularmente durante la segunda mitad del siglo XIX- de que es el analisis
el fundamento de la geometria y no viceversa. En realidad, un examen cuidadoso del
{eorema que nos ocupa revela que éste se refiere a magnitudes en general, no a magnitudes
espaciales. Su reformulacion precisa seria la siguiente:

Para toda funcién continua f con la propiedad de que exisi  ay b, tales que

fla) > 0> fib), existe ¢, tal que flc) = 0 )

Es decir, el principio se refiere a la continuidad de una funcién, habla de un tipo
especifico de funciones. Al examinar la manera en la que esta nocién ha sido entendida por
sus contemporaneos, Bolzano constata, sin embargo, otra intromisién indebida de
elementos extramatematicos. La continuidad, como una propiedad de funciones, se asociaba
consiantemente con ¢l fiempo y el movimiento.”® Este es, en realidad, podemos agregar
aqui. ¢l origen de expresiones atin en uso en nuestros dias como wtender hacia un limite» y
avariablen.

Bolzano no sélo es plenamente contemporaneo a nosotros en su concepcion de las
funciones como reglas de correspondencia entre totalidades, definidas exclusivamente para
elementos de las mismas [1817, 164]; también lo es, por ejemplo, al presentar {1817, 162],
varios afios antes que Cauchy [Cfr. Sebestik 1992, 81}, una definicién de continuidad que

*" O aplicada. al referirse a magnitudes particulares, como son las espaciales.
# En ef caso de (v}, por ejemplo, se hablaba de que /] siendo continua. «debe recorrer todos 10§ valores entre
AaYy fib). por lo que debe haber un momento en el que tome el valor O»
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casi podria tener cabida en un texto de andlisis de nuestros dias: «La definicién correcta de
la expresién ‘una funcién fx varia de acuerdo con la ley de continuidad para todos los
valores de x dentro o fuera de ciertos limites’ -dice Bolzano- es simple y sencillamente esta:

Si x es uno de tales valores, la diferencia f{x + w) - fix) puede ser menor que
cualquier cantidad dada, con tal de que w pueda considerarse tan pequefia como
queramos»

La estrategia seguida por Bolzano para la demostracion de (y) consiste no en
establecer ésta directamente, sino un resultado mas general, el teorema del valor intermedio,
y hace uso exclusivo de las propiedades elementales de las desigualdades, de las
operaciones aritméticas y de conjuntos

Si fe y @x son dos funciones continuas con la propiedad de que existen oy B tales
que fia) < ofa) y ¢(f) < (), entonces existe también v, tal que f{v) = qp(v).z’9

2. Otros problemas particulares del cdiculo (por ejemplo, dar definiciones
adecuadas de fincion, continuidad, limite, convergencia, etc.).

Después de haber dado inicio con Rab a la reconstruccion analitica de los
fundamentos del calculo y, en realidad, como resultado del desarrollo de su investigacion de
1817 a un nivel superior de generalidad -lo que para €l significa a un nivel de
fundamentacion mds profundo-, Bolzano da los primeros y decisivos pasos para llevar a
cabo. en la forma de una reoria de funciones [Funktionenlehre], una sintesis de las ramas
fundamentales de las matematicas (geometria, aritmética, dlgebra y calculo), partiendo de la
consideracién funcional de las ecuaciones. De entre los resultados obtenidos por Bolzano
en estos estudios debe destacarse, sobre todo, el descubrimiento, hecho en 1834, de que
existen funciones continuas no diferenciables en ningin punto. Este resuliado, atribuido con
frecuencia a Weierstrass -quien no lo publica sino hasta 1875- proporciona a Bolzano una
confirmacién contundente de que su desconfianza en la intuicién como elemento
demostrativo en las matemdticas estaba més que justificada.’

3. La Grossenlehre
El enfoque mas amplio del analisis integral planteado por Bolzano seria, sin
embargo, a su vez, parte de una teorfa mucho mds general, cuya meta ultima es la

% Ep detalle, Bolzano establece sucesivamente lo siguiente: (1) Si f{o)) < g{at), entonces fo+) < gla+i), sit
se considera suficientemente pequefia. (2) Esto define, para tedo valor de 1 menor que un valor dado, una
propiedad de la funcion de 1 expresada por fla+t). Pero no la define para tode valor {por ejemplo, no lo hace
para t = P-or, puesto que f{B) >o(B)). Bolzano establece enseguida el siguiente e importante lema (3) Si una
propiedad A se aplica a tados los valores de una variable | menores que cterto valor dade, aunque sin
aphcarse a todos los valores posibles de la misma, existe up valor supremo p para el que puede afirmarse
que 1odai < p tiene la propiedad M. Considerando ahora tal velor para i, s¢ demuestra que (4) no puede
acurrir que f{u—u) < e{o~p) y, asimismo (5) que tampoco puede ser el caso que a(oarp} < florp), por lo que
Jlu+n) = ora+u). Es decir, existe un valor interinedio v. ta) que f{v} = 9{v)
** Para las matematicas del siglo XVII1 y de la primera mitad del siglo XIX -eseribe Sebestyk {1992, 417]]-
era de suyo evidente que toda funcién continua debia ser derivable, excepto, tal vez, en algunos puntos
aslados. Las funciones continuas que en esa época se manejaban eran, en su totalidad, derjvables y la imagen
mtuitiva de una curva con sus tangentes contribuia a reforzar esa conviccién comtine

Bolzano escribe, en los afios reinta del siglo pasado, una Fuktionenlehre que no serd publicada sino hasta
1931. Por desgracia, no hemos tenido acceso a esta importante obra E parrafo anterior se apoya en su
totalidad en [Berg 1962, §3] v en [Sebestyk 1992, cap. 5)..
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obtencidn, fundamentacion y exposicidn de fodas las ramas de las matematicas. Este cs el
programa bolzaniano de una Grossenlehre, de una teoria comprensiva y unitaria de las
matematicas, esto ¢s, de la concepcion, llevada a la practica, de que la totalidad de las
matematicas es susceptible de una ordenacién jerdrquica y sistemdtica a partir de un
conjunto relativamente pequefic de nociones y principios fundamentales. Ahora bien,
;cuales serian los elementos basicos de esta teorfa y cudles sus partes integrantes?

Mientras que en los Beitrdge de 1810 [1, §8, [1] se parte de una visién ontologicista
-cuasi leibniziana- de las matemaéticas como teorfa de «las condiciones de posibilidad de
existencia de los objetos en general» [Bedingungen der Moglichkeit des Daseins der Dinge
iberhaupt], esto es, como una teoria de las leyes de los objetos en general®!, rechazandose
explicitamente [/bid 1, §4, 7} que su materia de estudio sean exclusivamente las
magnitudes42 y pensandose en sus diferentes teorias y conceptos como un resultado de
especificaciones sucesivas a partir de las propiedades de la nocién fundamental de objeto o
cosa en general [Gegenstand, Ding iberhaupt], 20 afios mds tarde, en la Einleitung zur
aGrossenlehren [= EGL, Bolzano 1975a)*, Bolzano retoma aparentemente a la idea
tradicional de las matematicas como una reoria de fas magnitudes, aunque sosteniendo ain
el argumento que lo habija llevado al rechazo de esa definicién en la primera obra.*

Mas que la definicién misma de las matemadticas, lo importante para tener una idea
cabal de lo que Bolzano entiende por ellas y como se diferencia de sus contemporéneos y
antecesores 2 este respecto es su clasificacion de las diversas ramas de éstas, Lo que sigue
se refiere a 1a ordenacion general que Bolzano hace de las mismas en la EGL [1v-181].%

El criterio de clasificacion es la generalidad de las aplicaciones de los conceptos
propios de la teoria de que se trate, aunque ya no, como en 1810, la posibilidad de obtener
una teoria a partir de otra por especificacién estricta. Hay dos distinciones basicas. La
primera y mas importante es la que divide a las matemdticas en puras y aplicadas. * Viene
_ luego una subdivision dentro de las primeras en generales y especiales.’ De las

matematicas aplicadas formarian parte la combinatoria, la teoria de la probabilidad, la

"' g5 decir, de aquellos principios de aplicabilided imestricta a la realidad como la numerabilidad
[Zzhlbarkeit).

*% Este seria el caso, por ejemplo, de la combinatoria o de la geometria. Los objetos de éstas, como las
permutaciones, el espacio, los puntos, etc., no serian magnitudes

* La Grossenlehre queda inconclusa a Ja muene de Bolzano La tinica parte de ella publicada en el siglo
pasado es Paradoxien des Unendlicher [Bolzano 1851]). El resto, del que la EGL forma parte, no se publicara
sino hasta 1975 [véase B 1975a, 1975b)

* «En relacion a ningén otro problema -escribe Bolzano [EGL §1, 5]- he medificado tan frecuentemente mus
ideas como con Tespeclo a este concepto. Aun ahora que expongo lo en este momento me parece ser lo mas
correcto, no lo hago con la misma seguridad que me he permitido cuando me he apartado de la opinidn
generaly, Cft Seccién VI, nota 35,

** Para una descripcion pormenorizada de la clasificacién de 1810 y de ios criterios que la rigen, cfr.
ISebestrk 1952, 297-301].

* «La diferencia esencial entre la teoria pura y Ja teoria apticada de [as magnitudes... es simplemente el hecho
de que en la primera se consideran siempre magnitudes in abstracto.. , mientras que, en las segundas, siempre
en relacion a otras propiedades especificas que no resultan de su cardcter mismo de magnitudes [thre
Graossheit sefbst]» [EGL, 13r]

" Lna teoria de las magnitudes nfinitamente pequefias o de las magnitudes infinitamente grandes resultara,
por gjemplo, especial, pero no aplicada. «pueste que o peculiar de ellas reside en su caricter mismo de
magnitudes» {[EGL. 7v]. Es evidente que, mucho mas que la que se hace entre matematicas aplicadas y puras,
esta distincion de Bolzano resulta poco nitida.
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cronometria o teoria del tiempo, la geometria o teoria del espacio. Por su parte, la teoria de
agregados, 1a Inbegriffstheorie, que considera a los objetos de manera genérica y los
divide en clases (agregados)ds, una teoria elemental sobre las magnitudes y la teoria de
funciones son parte de las mateméticas puras generales, mientras que las teorfas de los
diferentes sistemas numéricos®, el algebra y la teoria de funciones serian, todas ellas,
teorias mateméticas puras especiales.

La respuesta de Bolzano a la primera de las preguntas planteadas un poco mds arriba
es, por lo tanto, como sigue. El objeto primario de las matematicas son los agregados ©
colecciones. Bolzano se adelanta, asi, casi medio siglo, a la solucién que, a partir de
Dedekind y durante mucho tiempo, se dard de estos problemas. Pero, al mismo tiempo, la
nocién de conjunto tendria, segiin Bolzano, la importante propiedad de constituir, al lado de
la de representacion en si (véase mas abajo), el punto de articulacién entre el ambito de la
logica y el de las matemdticas. En la base de las matemdticas se encuentran consideraciones
extensionales relativas a totalidades. Ahora bien, Bolzano desarrolla tambi€n, como parte
de a Grossenlehre, una teoria especial de conjuntos infinitos, acerca de la cual su labor ¢
no solo absolutamente pionera, sino cuyos resultados le confirman, de manera
particularmente clara, lo erréneo de la idea de que una intuicién como la descerita por Kant
constituya ¢l fundamento de las matematicas.

4. Las Paradejas del Infinito

Una de las nociones que no solo aparentemente esenciales, sino también mas
recurrentes en el calculo de principios del siglo XIX y que, ademas, se presentaba como la
mas seria de las dificultades para su fundamentacién es, como hemos dicho, la de infinito.

¢Puede explicarse el infinito sin incurrir en contradicciones ni vaguedades? Y, de
ser asi, jes viable una teoria matematica acerca del mismo? Estos son los problemas que
Bolzano se propone analizar en Las Paradojas del Infinite (=PU) [Bolzano 1851].50

E! punto de partida de Bolzano es notablemente moderno. Justamente el estudio de
las paradojas en las que interviene, segin pareceria, de manera esencial el concepto de
infinito nos proporcionaria no solo evidencia decisiva para rechazar la intuicidn como
criterio de verdad en las mateméticas, sino también un punto de referencia y un elemento de

o Como observa con toda razon, Sebestyk [£992, 298], esta leoria de méxima generalidad puede pensarse
como un reflejo de la teoria del objeto en general expuesta en 1810.

% «Los numeros [Zahlen] serian una subclase de las magnttudes {Grossen). «La teoria de los nimeros, en
cuanto exposicion especifica [de los diferentes sistemas numéricos] se Hama teorfa pura de los nimeros ©
arimética» [EGL, 8r, 8v]

50 pL ge escribe en los afos 40 del siglo pasado y estaba destinada a ser una de las paries conclusivas de Ja
Grossenlehre bolzaniana. En particular, si bien es clerto que Bolzano revisa en varias ocasiones, desde 1844
hasta su muerte en 1848, el materia} conterudo en las primeras 49 secciones de esta que es practicamente su
altima obra {cfr. Berg 1962, 25), puede afirmarse [cfr Rootselaar 1975, XX*] que lo esencial de la totahdad
de las ideas acerca de los temas abordados en ella se encuentra ya en las notas matematicas de Bolzano
anteriores a 1830 De hecho, el pensamiento de Bolzano acerca del infinito pareceria variar mucho mas que
sus concepciones sobre pricticamente cualquier otre problema, lo que habla de una maduracidn al respecto
{véase mds adelante, particularmente la nota 66 acerca de un desarrollo particularmente importante de!
mismo) La exposicion de su teoria del infinito se encuentra principalmente en [Bolzano 1837] y en PU. Lo
que sigue se reficre basicamente a este Gltimo escrito.
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contrastacion para una teoria acerca del mismo.”! En general, en lo que se refiere a la
existencia de paradojas en alguna rama de la ciencia, Bolzano es de la opinion de que cada
una de ellas apunta a una necesidad de clarificacion conceptual o de principios o,
simplemente, pone de manifiesto una incompatibilidad entre nuestra intuicion y la
correccién logica. En esa medida, constituye un elemento de afinacién metodologica de
primerisima imporiancia.

Ahora bien, no puede hablarse propiamente -y esto, como Veremos a continuacidn,
en varios sentidos- de el infinito. Finitud ¢ infinitud no son objetos en si mismos, sino que
deben verse como predicados o propiedades. Mas precisamente: «Finitud e infinitud sélo
pueden utilizarse en relacion a objetos que exhiban, en algin sentido, magnitud y
diversidad» [PU, §2]. Es decir. son. segin se sigue de lo dicho antes, propiedades de
conuntos o agregados”, por lo que el planteamienio de Bolzano se inserta en el terreno de
las matematicas puras generales, si bien una teoria positiva especifica sobre los agregados
\nfinitos formaria parte, de acuerdo con su clasificacién, de las matemdticas puras
especiales.

La respuesta afirmativa a las preguntas anteriores que este planteamiento entrafia
coloca a Bolzano no sélo en oposicion a una tradicién sostenida, entre otros, por Locke,
Descartes, Spinoza, Berkeley y Kant, sino que lo convierte, también, en un claro y -por
excepcion- explicitamente reconocido antecedente de la teoria del infinito desarrollada por
Cantor cuatro décadas mas tarde.™

% Como de costumbre, Bolzano se plante el problema en los términos més generales posibles. Ademis de las
matematicas, el conceplo aparece en la fisica, en la filosofia y aun en la teclogia Serfa en la primera de estas
disciphnas, sin embarge, que puede esperarse una elucidacién precisa del mismo que sitva de base para un
examen de su uso en otros dmbitos.

5! Esta concepcién se encuentra implicita, segln creemos haber hecho plausible en lo anterior, en su
pianteamiento general. en especial, en lo referente a su postura frente a la intuicién. Es falso afinmar, por lo
ranto, como hace van Rootselaar {1975, IX*], que «la atencion que Bolzano dedica a paradojas de la més
diversa mdole, como las matematicas, las de la fisica y la politica, debe explicarse por su busqueda de
originalidad Los fenémenos exrafios e inesperados en la naturaleza y en las ciencias lo estimulaban a
encontrar nuevas soluciones, con frecuencia a partir de suposiciones mas bien raras. Sus diarios ponen de
mamfiesto un intento incesante de resolver las paradojas conccidas, aunque éstas no eran siempre las mas
importantes» La tltima parie de esta afirmacion es, sin embargo, clerta.

 Bolzano distingue, no siempre de manera consistente, entre agregados [Inbegriffe] y confunios [Mengen],
considerando los primeros como los elementos basicos de su teoria matematica. En realidad, ambos conceptos
sa encuentran estrechamente relacionados y perienecerian tanto a Ja ogica como a las matemdticas, esto e,
constituven, como se dyo, el punto de vinculacién entre estas dos disciplinas. En la dltima parte de este
cavitulo, dedicada 2 la l6gica de Bolzano, volveremos sobre estos conceptos. Baste saber, por el momento,
gue los agregados son totalidades dotadas de cierto orden, mientras que los conjuntos se obtienen a partir de
ellas precasamente haciendo abstraccidn de ese orden [PU, §4] El ejemplo que Bolzano ofrece es sumamente
obscuro un vaso tigne las mismas partes que un vaso 1oto. Come conjuntos, son iguales, no lo son, sin
embargo, como agregados. Lo que sigue se refierc solo a una teoria especial de una subclase de ellos los
agregados v conyuntos fafinitas.

SU Bolzano -escribe Cantor [1883, 180-181]- es uno de los filésofos y matematscos mas agudes del siglo
X1X. . El objetivo central de su PU es demostrar que las contradicciones que los escépticos y peripatéucos de
1odas Jas épocas han pretendido hallar en el infimto, en realidad no existen, con tal de que uno se tome ek -¢n
general. por supuesto, no siempre sencillo- trabajo de analizar con toda seriedad los conceptos de infinito de
acuerdo a su verdadero contenfdor Véase un poco més abajo para una descripeion del punto exacto de
contaclo entre Boizano y Cantor



La estrategia seguida por Bolzano consiste, por lo tanto, en examinar, en primer
jugar, las paradojas acerca del infinito y distinguir, en general, entre éstas y las verdaderas
contradicciones. Desde un punto de vista estrictamente 1égico, solo las segundas son
significativas. Sus analisis lo conducen a un descubrimiente de suma importancia: Hay
esencialmente dos maneras aceptables de hablar del infinito en matematicas, pero sole una
de ella es propia. «Muchos matemdticos -dice Bolzano [PU, §12.1]- entre ellos el mismo
Cauchy en su Cours d'Analyse, han creido explicar el infinito describiéndole como una
magnitud variable cuyo valor crece ilimitadamente y que supera, €n consecuencia, cualquier
magnitud dada... El limite de este incremento seria la magnitud infinitamente grande». De
lo que se habla aqui, segin Belzano. €s, més bien, de los valores de una funcion y de la
inexistencia de un limite para ia misma. Bolzano considera que, en rigor, es innecesario
hablar de infinito en este tipo de contextos, pues todo lo que pueda querer decirse con este
concepto puede explicarse igualmente en términos de valores y desigualdades aritméticas”™.
En este caso, el infinito es tan sélo un modo figurativo de hablar y resulta siempre
dispensablc.56

Ahora bien, el hecho de que una funcién, como f{x) = 5x, carezca de limite, esto es,
que pueda tomar valores crecientes de manera ilimitada, supone, segun Bolzano, que el
conjunte de los mismos es auténticamente infinito, es decir, infinito en un sentido de
presencia total.*” En otras palabras, habria una utilizacién propia de ese concepto, esto es,
existen los conjuntos infinitos. Este es el origen de la importante distincién entre un infinito
potencial [das potentiale Unendliche], esto es, sincategorematico o impropio y un infinito
actual [das Aktual-Unendliche] o categorematico que Cantor hara décadas mas tarde™® y
convierte a Bolzano en el iniciador de una investigacién de alcances insospechados
destinada a transformar de raiz las mateméticas en su totalidad, lo mismo que el momento
de ruptura con una tradicién secular que identificaba al infinito con lo ilimitado.

La existencia de un infinito actual no es, sin embargo, una verdad elemental, por fo
que debe justificarse. Antes de analizar el argumento que Bolzano ofrece al respecto,
analizaremos su definicidn de infinito.

Aunque no hay, en realidad, una definicién satisfactoria do” .nfinito en Bolzano, su
investigacién le permite establecer una serie de propiedades  cerca de este tipo de
totalidades que expresan adecuadamente las propiedades basicas de ese concepto. La
caracterizacion bolzaniana del mismo parte de la idea de funcion o representacion
[Darsteilung]. Con elia y las condiciones obvias de univocidad al respecto puede obtenerse,
dado un objeto & arbitrario para el que la funcion f tenga un valor, una sucesion, es decir, un
conjuto a,fla).f(f@),... con una estructura de orden similar a la de los naturales. Un

* Algo analogo podria decirse en relacién a la referencia 2l infinite gue se hace al hablarse de contnuidad y
Jimites 3. en general, de infinitesimales.

** Comparese lo anterior con las siguientes afimmaciones de Cantor {1883, 163]: « En lo que se refiere al
infinito matematico, en cuanto que el mismo ha sido aplicado en la ciencia y contribuido a su progreso, me
parece que esle Uso se ha dado principalmenie en el significado de una magnitud variable que ¢ bien se
incrementa o bien decrece mas alla de cualquier limite, aunque permaneciendo siempre en ¢l ambito de lo
finitan

7 Como veremos mas adelante en el caso de las «proposiciones en siy {cfr. Apartado IX), este modo de
argumentacidn que, en realidad, encierra un salto ontolégico, es tipico en Bolzano y revela un platonismo
radical solo limitado por el principio de no-contradiccién.

S Cf Camor [1883, 165-166] v [1885, 372-374]. Una posible excepcidn a ello lo constituye la distincion
aristalelica entre aclo y potencia.



conjunto o es entonces finifo, si existe un clemento x de la sucesion, tal que o sea
equivalente (esto es, pueda hacerse corresponder 1-1 con €l) al conjunto de todos los
términos anteriores a x [cfr. PU, §§7,8]. Un conjuntoc es infinito, si para todo conjunto
finito B existe una parte (~subconjunto) de o equivalente a B.¥ Bolzano identifica luego los
numeros enteros con finitud [PU, §8] y es claro que tiene en mente una operacion
abstractiva similar a la que Dedekind utilizard en 1887 para definir los néimeros naturales.*’

Aunque la definicién de Bolzano es, en ultima instancia, circular, pues «sucesiony
solo puede explicarse en términos de los nimeros naturales o de algo esencialmente
equivalente a los mismos, de cualquier manera se frata ya de una definicion matemdtica y,
en ese sentido, resulia superior a cualquiera de las ofrecidas hasta ese momento. Bolzano
examina las mas importantes de ellas, rechazindolas en cada caso como insuficientes, vagas
o incluso contradictorias. De entre las definiciones exarninadas por €l vale la pena destacar
aqui la de Spinoza, segiin la cual solo es infinito lo que no es susceptible de ningin
incremento o aquello a lo que ya no puede afiadirse nada [cfr. PU, §12.2]. La critica a la
misma ilustra con claridad el modus operandi bolzaniano. La definicion resulta, en efecto,
demasiado estrecha, pues, por ejemplo, una longitud acotada sélo de un lade puede
extenderse de manera no s6lo finita, sino infinita (es decir, en términos de intervalos, (0,20)
es menor, como magnitud, que {-1,00), el cual es, a su vez, infinitamente menor que {-00,00)).
Lo mas interesante aqui s, sin embargo, la posibilidad de que el infinito mismo tenga
varios grados. Esto requiere, evidentemente, de un criterio preciso de comparacién entre
este tipo de magnitudes; es decir, de una definicion de las relaciones de «menor que» e
«igualdad en cuanto a la cantidad» entre totalidades infinitas.

En la definicién misma de infinito se encuentra ya contenido, de manera implicita,
un criterio -por lo menos parcial- de comparacién entre magnitudes de conjuntos en lo que
respecta a su magnitud (esto es, en términos de Bolzano, en cuanto a su multiplicidad [in
Hinsicht auf die Vielheit]). Es decir, si o y B son finitos, puede definirse un orden entre
ellos, estableciendo que o > P si y solo si existe una correspondencia entre B y una parte de
@ y no exisle ninguna correspondencia entre o y una parte de B. El criterio utilizado aqui es
la existencia de una correspondencia entre ellos [PU, §22]. Por supuesto, esta s también
una condicion necesaria para la igualdad de dos conjuntos infinitos. Bolzano demuestra
[PU, §20], por otra parte, que la reflexividad es, asimismo, una caracteristica esencial de lo
infinito®, pero no es contradictoria, por lo que resulta mateméticamente aceptable. Sin
embargo, esta misma propiedad lo lleva a concluir la imposibilidad de identificar las
magnitudes de dos conjuntos slo en razon de la existencia de una correspondencia como la
sefialada entre ellos.® En otras palabras, una correspondencia 1-1 es una condicion

** A una multiplicidad que es mavor que cualquer multiplicidad finita, esto es, a una multiplicidad gue tiene
1a propiedad de que todo conjunte finito representa tan sélo una parte de ella 1a ilamo wnfimtan [PU, §9)

¥ Cfr. Cap. Cuatro, 1. Parte. Conviene notar, sin embargo, que, en sentido estriclo, Bolzane rechazaria este
1ipe de definiciones «crealivas» ¢on base en su objetivismo conceptual, La obtencién de algo similar se da, sis
embargo, gracias al realismo conceptual pricticamente 1rresiricio sostenido por él

5 Bolzane muestra que los intervalos (0,5) y (0,12) y, en general, que cualesquiera dos intervalos abiertos de
numeros reales son equivalentes.

€, Que dos conjuntos A y B s¢ encuentren en una relacién de ese tipo .. no nos auioriza a conclur. si ambos
son mfinitos, que sean iguales entre si en lo que respecta a la multiphicidad de sus partes (i e cuando hacemos
abstraccién de todo tipa de diversidad entre eblos), sino que pueden todavia . conservar una relacién de
dessoualdad 2l respecto, de ta)} modo que uno de elos sea un todo del que el otro seria una parte. Una igualdad
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necesaria, pero no suficiente para la identificacién de dos magnitudes infinitas. Esta
conclusion tendra profundas consecuencias en la teoria bolzaniana del infinito, impidiendo,
en tiltima instancia, su cabal desarrotlo.

Son dos, segin nos parece, las razones de fondo que impiden a Bolzano dar éste,
que seria el paso fundamental, a una verdadera Grossenlehre del infinito, esto es, a la
concepcién de nimeros transfinitos y, por lo tanto, a una aritmética de este tipo.

En primer lugar, basicamente, la obscuridad -y aun inconsistencia- que puede
constatarse en €l en lo que se refiere a la distincion entre agregados y conjunios, es decir, a
la falta de claridad de sus nociones primitivas. Es esta confusion precisamente la que lo
lleva a considerar la existencia de una correspondencia como insuficiente para la
identificacién de multiplicidades en general®.

En segundo, Bolzano continda adhiriéndose, sin reservas, al axioma euclidiano de
que ¢l todo es siempre mayor que cualquiera de las partes. Este principio, de validez
indudable en la esfera de lo finito, es incompatible con la reflexividad de los conjuntos
infinitos, hace imposible una descripcion de cardinalidad que vaya mas alld de la simple
relacion de subclase e impide, igualmente, gue pueda disponerse de un concepto unitario de
niimero. «Sin estos conceptos -dice Cantor [1883, §7, 180]- es imposible avanzar en la
teoria de variedades [=conjuntos] y esto mismo ocurre con aquellos dmbitos de estudio que
caen bajo ella, como la teoria de funciones o que, como la légica y la epistemologia,
mantienen una estrechisima relacién con la misman,

Vale la pena mencionar, por ultimo, otros dos aspectos de la investigacion
bolzaniana acerca del infinito que, a pesar de sus insuficiencias, resultarian premonitorias
de importantes desarrollos ulteriores: la existencia de niveles de infinitud y la existencia
misma de totalidades infinitas.

a) «Quien acepte -se dice en [PU, §29]- la existencia de totalidades infinitas y, por lo
tanto, de magnitudes con esta propiedad, no podré negarse a la verdad de una diferenciacion
multiple en cuanto a tamafio de las magnitudes infinitas... Existen cantidades infinitas de
los Hlamados drdenes superiores, entre las cuales una de ellas puede ser infinitamente mas
grande que las otras», Cantor mismo habria de demostrar la comreccion esencial de esta idea
al establecer afios después la no denumerabilidad de los reales y ia inexistencia de un
cardinal maximo. Pero corresponde a Bolzano el mérito de haber sido el primero en
formularla y de romper con la concepcién de un infinito tnico o absoluto (por ejemplo, al
estilo de Hegel).

Bolzano intenta también establecer la existencia de conjuntos infinitos. Su
argumento es el siguiente. Sea 4 una verdad cualquieraﬁ"'. Si se define ahora

de las niultiphicidades inicamente puede darse cuando hay también alguna otra razén, por gjemplo, que ambos
comuntos tengan el mismo fundamento de determinacion [Bestimmungsgrunde] o que su modo de generacion
hava sido el mismon» {{PU, §21}

** Considerando, digamos, los conjuntos N de los naturales y 2N de los pares y la correspondencia f1x) = Zx.
resalta que, zungue N y 2N son equivalenies, como magnitudes son diversas, porque, arguinenta Bolzano [PU,
§23). s bien, vgr A5) = 10 y f6) = 12, 5 y 10 wno aparecen de la misma manera en sus respectivos
conjunlosw, es dectr, por ejemplo, 6-3 = |. mientras que 12-10 = 2, E} argumento es insostenible, pues esto
mismo ocurziria cuanda se trata de conjuntos finitos

** Bolzano habia «demostrado» ya en [1837. §3]] que hay verdades y también ofrecido [/bid §32] un
argumento ssmilar al que a contmuacién presentamos de que éstas son infinitas
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Ai=4
Az = A1 es verdadera
A3z = 4> es verdadera

Atu+1) = An es verdadera,

se tiene una sucesion de proposiciones diferentes, segliin Bolzano, puesto que el sujeto de
cualesquiera dos de ellas es diferente. «El agregado que contiene todas estas proposiciones
contiene un conjunto de partes que es mayor que cualquier conjunto finitor, es decir, es
infinito. Podria pensarse, sin embargo. que, en realidad, las proposiciones 4 y 4 es
verdadera, en el sentido intensional del término, no son diferentes, sino légicamente
equivalentes. Como veremos mas adelante, esta equivalencia, aceptada por Bolzano, no
constituye, sin embargo, una condicién suficiente de la igualdad entre proposiciones. Pero,
aun concediendo esto, es decir, aun suponiendo la diversidad de los elementos de la
sucesion, el razonamiento de Bolzano no es conclusivo. Lo que se iiene es la existencia de
un conjunto ilimitado, esto es, de un infinito potencial, no del infinito actual que Bolzano
pretende concluir. 40 afios mas tarde, Dedekind®® intentard demostrar la existencia de un
conjunto de esta especie de manera similar a Bolzano, aunque apoyandose en nociones
estrictamente extramatemadticas. Desde 1907, gracias, entre otras cosas, a la axiomatizacién
de Zermelo, se sabe que la existencia del infinito #o puede ser demostrada

De este modo, si bien, en altima instancia, Bolzano fracasa en sus intentos de
desarrollar una teoria matematica del infinito, sus logros son considerables. Bolzano es el
primero en ofrecer un intento de legitimacién matemdtica de este concepto, el primero en
investigar sistemdticamente sus propiedades y problemas fundamentales. Como hemos
dicho, la falla principal de su analisis es la ausencia de un criterio de identidad entre
magnitudes®® y la consecuente falta de una nocién general de niimero y de la cardinalidad
de un conjunto. Este serd precisamente el punto de partida positivo de la aritmética
cantoriana.”’

** Cfr Capitlo Cuatro 1*. Parte, nota 14.

“ Sin embargo, en una nota escrita pocos meses de su muerte [1848, 50], al comentar criticamente varios
aspectos de la Wissenschaftslehre, Bolzano acepta que la posibilidad de una correspondencia biunivoca entre
dos clases constituye una condicidn necesaria y suficiente para su identidad El argumento es, con ligeras
moddficaciones, el siguiente y supone nociones que se analizardn en la Seccidn VI, Sea n un numere
arbitrario (natural, por ejemplo) La ewviensrén de ia representacién » es un conjunto, concretamente:
{0.1,2,...} Considérese ahora 2n. La extension de la representacion 2n = {0,2,4,.. }. Ambos conjuntos
sarian, como magnitudes, iguales, dice Bolzano. «El conjunto represeatando por » es exactamente el misme
[como magnitud] que ¢l representade por 2n, a pesar de que los objetos representados en uno y en otro
difieren El error que se cometia antes [al negar esta identificacion con base en el axioma de que el todo es
siempre mayor que la parte] se explica simplemenie por ¢l pase injustificado de un nimero fimto, es decir, no
mayor que ¢f nimero n a todos los nlimeros»

*" «Pyede verse entonces -escribe Cantor [1883, 180-1] al contrastar sus resultados con la investigacion de
Bolzano- la manera en 1a que el concepio general de nimero, que en el nivel finito sélo se presenta bajo el
aspecto de nimero de [Anzahl], se parte, en cieno sentido, en dos conceptos cuando se pasa al plano irfinito:
en el de cardinalidad [Machtigkeit], que es independiente del orden que pueda darse a un conjunto, y en el de
ordinal propiamente dicho [Anzahl], que se encuentra necesariamente vinculado a un orden reguiar, por
medio del cual se convierte en un conjunto bien ordenado. Y si seguimos la ruta contraria y descendemos de
lo infinte a lo finito, podremos ver, con la misma claridad y beileza, que ambos conceptos se unifican y
confluyen en el concepto de nimero entero finiton. Es posible, podemos afadir, que justamente una confusion
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VII

Ya hemos mencionado el papel ceniral que tiene la logica en el pensamiento de
Bolzano. El concepto bolzaniano de 16gica rebasa con mucho, sin embargo, los limites bajo
los que se piensa actualmente en esta disciplina. Incluye no séle una teoria de la inferencia
valida, sino también una feoria general de la ciencia en sus aspectos de fundamentacidn,
epistemolégico y de descubrimiento y exposicion. En lo que sigue, intentaremos ofrecer una
descripcién panoramica del complejo sistema bolzaniano de la misma. También en este
terreno, Bolzano anticipa en detalle muchas ideas que reaparecerian sélo muchos afios mds
tarde, por ejemplo, en Boole, en Frege. en Russell ¢ inclusive en Tarski.® Si en sus
primeros escritos Bolzano se refiere todavia a la l6gica como una doctrina de las leyes del
pensamiento, su interés por las matematicas y su permanente tendencia a asociar éstas con
la filosofia lo llevan a considerarla ya, desde un principio, como algo indisolublemente
ligado a ellas [Cfr. Bolzano 1937, 1, §21]. De hecho, su légica puede describirse comeo el
primer intento sisterndtico, después de Leibniz, de reivindicar tal vineulo,” Ello le
proporciona, ademas -y éste es una de los rasgos més caracteristicos de su sistema- una
esfera concreta de contrastacién de sus teorias. La lggica de Bolzano es, por lo tanto, una
teoria del método cientifico, particularmente, tal y como éste se manifiesta en lo que en su
concepcidn es la mas basica de todas las ciencias: las matemdticas; es decir, una especie de
metateoria de la ciencia. El método en cuestion no es otro, segin ¢i, que el analisis
deductivo de principios y conceptos, esto €s, en su forma ideal, la axiomatizacion. La
exposicién detallada de su sistema logico se encuentra en la Wissenschafislehre [=WL),
publicada en 1837, cuyo titulo completo ilustra claramente los propositos de su autor:
Teoria de la Ciencia o Intento de una Exposicion detallada y, en lo fundamental, novedosa
de la légica, con atencion constante a otros autores.

En el §15 de ésta, que él mismo considera su obra principal, Bolzano expone el plan
temdtico de la misma, sefialando a la vez, de manera més precisa, los contenidos que la
tdgica tiene en su perspectiva:

de esios dos aspectos de lo numeérico sea la razon de la ausencia de una distincién clara en Bolzano entre
conjuntos y agregados,

® Sin duda alguna, Bolzano es el principal logico de la primera mitad det siglo XIX Entre é] y sus
contemporéneos (Hegel, Fichte, Schelling y otros) existe, por lo menos en lo que a esa disciplina se refiere, un
abismo, una mmensa diferencia cualitativa que Husserl serd el primero en reconocer plenamente ¢ intentar
utilizar medio siglo mas tarde.

“ Asi, en un pequefio libro de texto elaborado en 1819-1820 para la ensefanza privada [cit. en Winter 1949,
31], Bolzano escribe que «Debido a que hasta ahora estas reglas [de la l6gica] han encontrado aplicacion
exacla inicamente en Jas exposiciones mateméticas, particularmente en la geometria, y como se ha pensado
que 1ales principios no pueden ser verdaderamente observados en la presentacion de otras materias, el método
descrito aqui ha sido Hamado matemdtico o geométrico. Estamos convencidos, sin embargo, de que la
utihzacion del mismo resulta no solo posible, sino, de hecho, necesaria en cualquier disciplina que merezca el
nombre de ciencian.

" El titulo no ¢s. sin embargo, original y, de hecho, se ehige con la manifiesta intencion de rervindicarto. es
decir, en oposicion especialmente a Fichte y. en pane, también, a Hegel, cuya Crencia de la Ldgica s para
Bolzano, comenzando con su definicion misma de ldgica («el contenide de la d6gica es el pensamiento en
cuanto que éste consiste en la cosa y la cosa en tanto que es al mismo tiempo pensamiento puron), una
coleccion de confusiones y absurdos [¢fr. WL, §§2, 7). En lo que resta del capitulo, el signo de apartado,
segudo de un nimero, se referird siempre al Jocus comespendiente de la WL.
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12. Parte. Teorfa Fundamental: Demostracién de que existen las verdades en si y de
que el ser humano tiene la capacidad de conocerlas.

2 Parte. Teoria Elemental: Teoria de las representaciones en si, de las
proposiciones en s y de la verdad e inferencia en si.

1* Parte. Teoria del Conocimuento: De las condiciones a las que se sujeta ¢l
conocimiento de la verdad.

4*, Parte. Heuristica [Erfindungskunst] o de las reglas que han de observarse cuando
se trata de hallar la verdad.

5% Parte, Teoria de la Ciencia en sentido estricto o de las reglas que deben seguirse
en la division del ambito de la verdad en las ciencias particulares y en la exposicion de las
mismas en libros de texto.

Desde el punto de vista de la logica, tal y como hoy la entendemos, la parte mas
interesante es, sin duda. la feoria elemental. Fsta constituye, en efecio, el niicieo mismo de
la logica bolzaniana, aunque supone y profundiza uma serie de distinciones hechas
previamente en la teoria funa’amemaﬂ' El primer resultado concreto de todo ello es el
planteamiento de una postura antipsicologista, que Bolzano articula, por primera ocasion,
en 1a historia de la 1ogica.™ Lo que sipue se refiere, en lo esencial, a las secciones §§54-268
de la WL, en las que dicha teoria se expone.

Las dos nociones mas importantes y primitivas de la légica de Bolzano son las de
proposicicn [Satz] y representacion [Vorstellung], ambas con el afiadido en si fan sich],
para diferenciarlas de sus contrapartes psicolégicas o lingiiisticas (pensamientos o juicios y
oraciones , en el caso de la primera [cfr. §19], e ideas en su aspecto subjetivo y palabras, en
el caso de la segunda [cfr. §48]).

En si tiene en Bolzano un caricter practicamente ontologico, que es descrito por €l
en términos més que nada negativos. Ni las proposiciones en si mismas [=SAS] ni las
representaciones en si mismas [=VAS) existen [cfr,, §54]; es decir, ambas carecen de
cualquier tipo de realidad fenoménica, Es esto precisamente lo qu. .;ermite diferenciarlas,
por una parte, de las oraciones y los nombres y, por la ofra, de le juicios y las ideas. Las
primeras forman parte de un lenguaje y son, en ese sentido, algo . articular e histérico. Lo
que se tiene siempre en el segundo caso es un acontecimiento psiquico, ligado, a causa de
ello, al tiempo y que depende de un sujeto y varia de acuerdo con €l. Por el contrario, las
SAS y VAS serian algo general que irfa mas alld de cualquier lenguaje particular, aquello
que constituiria el substrato comunicativo de todos los lenguajes historicos y que es
mdependiente de las formas concretas que €stos asuman. Pero, ademas y en consecuencia,
Bolzano distingue también de manera sistemdtica fas VAS y las SAS de fos objetos y los
hechos respectivos [§49]. Unos y otros conforman la realidad, hacen posible la experiencia
y estan sujetos al cambio. Aunque no existen, las VAS y las SAS serian, sin embargo, algo

" El objetivo de ka 1%, Parte de la WL cs, en realidad, la refutacion del escepticismo. Bolzano «demuestran por
reduccion al absurdo que existe al menos una verdad. Un argumento més interesante -al que nos hemos
referido antes en su version de 1851-pretende estabiecer, asimismo, que existe un nimero infinito de verdades
lefr §§ 19,31, 32].

** Bl anuipsicologismo de Husser] tiene su antecedente explicito en Bolzano. Al conentar la importancia de
Bolzano en la 18gica, Husserl [1900,], p.25] se refiere especificamente a la segunda parte de la WL en los
siguientes 1érminos: «En lo que toca a Jas materias tratadas en la feoria elemental, la WL supera con mucho
cualquier otra exposicién sistemética presentada hasia ahora en la logican.
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objetivo™, es decir, autosubsistente. La existencia misma de fenémenos psiquicos o
linguisticos, como fos juicios, sustantivos comunes, etc., supone, de acuerdo con Bolzano,
algo previo, transubjetivo y translingiiistico™ de lo que justamente esos fendmenos del
pensamiento humano serian manifestacion [cfr. §§19, 48].

La analogia con la realidad fisica es aqui estrecha. Asi como una explicacion
satisfactoria de la percepcion requiere de la suposicion de aquélla como algo independiente,
una explicacién aceptable de fendmenos linghisticos y psiquicos haria necesaria una base
auténoma de signiﬁcaciones.?S Las SAS serian, segln esto, aquello que las oraciones
asertivas expresan, lo pensado en los juicios; las VAS pueden considerarse, a su v¢z, como
lo dicho por un nombre propio. En otras palabras, entre el mundo de los fendmenos y
nuesira pensamiento, Bolzano postula una esfera auténoma de entidades que nos permite
conocer el primero y a las que terminard atribuyendo caracteristicas platénicas como
atemporalidad ¢ inmutabilidad.

Estas entidades constituirian el objeto de estudio propiamente dicho de la 16gica. Es
decir. la logica bolzaniana es, en primera instancia, una l6gica de contenidos'™® y el caricter
independiente y objetivo de éstos la convierte, de hecho, en una especie de ontologia de este
ambito intermedio, en lo que, en vista de su relacion con los significados, pareceria
constituir una especie de ontologia semdntica. Sin embargo, la l6gica de Bolzano no es
exactamente un sistema semantico en el sentido tarskiano de una interpretacién (o de la
interpretacion principal) de un sisterma sintactico. La razén de ello debe buscarse en el papel
que se asigna al lenguaje natural en su teoria 16gica, un problema al que nos referiremos en
la Seccion XIL

La légica de Bolzano se divide en dos grandes apartados, en correspondencia con Jas
dos nociones més importantes de su sisterna’’, en lo que, como ahora veremos, puede
llamarse una feoria de conceptos y una feoria de la deduccion. Para cada una de ellas,
Bolzano desarrolla un sistema andlogo basado en la idea de compatibilidad
[Vertraglichkeit]. Su punto de partida son, sin embargo, como en ¢l caso de Frege, las
proposiciones. Solo en relacion a ellas es que las VAS pueden considerarse como algo
significativo y una teoria acerca de las mismas debe siempre tener a la vista tal contexto.

% Rolzano distingue consistentemente objeto {Gegenstand], realidad [Wirklichkeit], existencia [Dasein,
Exustenz], obyetividad {Objektivitt], en el sentida de independencia de coalquier sujeto, y objetividad de
conceptos [Gegenstandlichkeit], Realidad y existencia se refieren siempre al mundo fenoménico; son los
zlementos que constituyen al mismo, Las SAS ¥ VAS, como los nimeros o los conjumos, son cbjetivos en
cuanto a que no dependen de un sujeto, mientras que un concepto ¢s objetivo s, como hoy dirfamos, denota
algo. [Cfr. §§ 19, 42,491,492, 50.1]

™ En el sentido de independencia de cada lenguaje particular, no del lenguaje en general. Este problema no se
plantea en Bolzanc.

** Un argumento similar en favor del platonismo en las matemiticas se encuentra en Godel [1944, 214] La
coincidencia no es casual. Cfr Seccién XI1I mas aba)o acerca de las repercusiones de Jas ideas de Bolzano

6 Ep referencia a las VAS, por gemplo, se dice [§48.3} que «por VAS o representacion objetiva que
comesponde 2 una representacion subjetiva, entiendo la materta [Stoff] inmediata que constituye la
representacion subjetiva. Esta representacion objetiva no requiere de us sujeto y es autosubsistente, No CoMa
alzo en proceso de ser, sino como un afgo preciso y finico .. y no se multiplica porque uno, dos 6 mas sujetos
la piensen Por eso puede afirmarse que ¢s objetivan

"7 Las nociones sen primitivas, aunque no son las Gnicas. Entre otras, habria que contar como tales la relacion
atnbutiva rener, que conecta a dos VAS para dar lugar a una SAS.
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Unicamente a partir de las proposiciones es que, por analisis, puede llegarse a las
representaciones. Estas son, en efecto, los elementos constitutivos de aquf’:llas.78 Bolzano
las describe [§48.2] como «todo aquello que forma parte de una proposicién, sin ser ello
mismo, una proposicitmn». La aparente circularidad agui desaparece recordando ¢l cardcter
primitivo de las mismas y el resultado principal de la teoria fundamental, que establece,
seglin hemos dicho, que hay algo verdadero y, por lo tanto, que hay proposiciones.

Vil

La légica de Bolzano consta, entonces, en primer lugar, de una teoria de las
representaciones, de una especie de teoria de conceptos que puede pensarse, asimismo,
como una teoria general de las clases. Como la eleceion misma de estas designaciones lo
sugiere, la légica de Bolzano oscila, en efecto, entre la intensionalidad v la extensionalidad.

Lo caracteristico de las representaciones es que, en general, se refieren a algo. a
objetos 7% De acuerdo con ello, las representaciones pueden dividirse en aquellas que
efectivamente representan al menos un objeto y aquellas que no lo hacen. Las primeras se
Hlaman objetivas [gegenstandlich], las segundas vacwuas [gegcnstam:!]os].80 Ambas deben
admitirse en la légica y en la ciencia Por otra parte, toda representacién objetiva determina
de manera univoca una extension [Umfang], es decir, una totalidad o conjunto [Mengel,
mismo que posee, en consecuencia, una magnitud, a la que Bolzano llama también la
amplitud de la extension [Weite] y que puede ser infinita [cfr. §66.3).%

La admisién de extensiones unicamente para las representaciones objetivas no solo
resta generalidad a esta nocién, sino que serd también la causa de que Bolzano rechace mas
iarde en su teoia de conjuntos la existencia de un conjunto vacio, asi como de su
incapacidad para ofrecer una explicacion satisfactoria del ndmero cero®,

Bolzano admite, por otra parte, segin se sigue de lo anterior, una especie de axioma
. de comprension para las VAS, con la {inica restriccién de que éstas sean objeti\,'avs.33 De este
modo, las VAS poseen un aspecto extensional que, de hecho, forma parte de la articulacién
entre matematicas y logica. Pero no se reducen a €l. Es decit, la coextensionalidad es una
condicién necesaria, pero no suficiente, para la igualdad de dos representaciones [§62.2].
Tridngulo equilatero y Iridngulo equicngulo, por ejemplo, son dos VAS con la misma
extension, pero diversas.

" L as proposiciones son, en realidad, sucesiones de representaciones, como en Cayo es inteligente, esto s,
Cayo tiene intehgencia, que consta de las tres representaciones, Caypo, tener ¢ inteligencia,

B .Si en no iodas, si la mayorias de las VAS se refieren a cierto algo que debe diferenciarse en todo
momento de eflas y que puede llamarse objeros. en el sentido mas amptio posible de este térmimnon [§66.1]
#4867, 68 Cfr. también nota 73 més arriba.

! Atendiendo a su extsnsion, ademis, las VAS pueden ser mdividuales 0 generales [§68 1]. Bolzano
diferencia, asi, entre representacion individual e individuo y, por lo tanto, entre conjunto unitario y objete. una
distincién que Dedekind mismo pasard por alto en 1877 [cfr. Cap. 4, 1° Parle, mas abajo]

& Cupo seria una VAS vacua, al igual que raiz cuadrada de -1, y se fe considera a la par con las
contradicciones 1ogicas [§49.1]

¥ «Hay -dice Bolzano (§66.4]- una sola coleccion [Inbegriff] de los objetos representados por una
representacion, por lo que su extension es también injcan. Sin embargo, no debemos pensar que las VAS son
algo parecido a las funciones proposicionales. Mis bien deben interpretarse, con las salvedades que impone
su caracter mo linguistico y otras restriccrones. como algo cercano a lo que Frege llamaria 2l sentido de un
nombre. Asi, por ejemplo, 3, rmimero, lo mismo que JS Bach, misico. cero, pero tambiéi,
problematicamenite, s, ser ¥ lener son representaciones
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Ahora bien, ;cudl seria el criterio de identidad para las representaciones? Bolzano
distingue [§61] entre VAS simples y complejas. Una representacién compuesta de una o
mas partes diferentes de ella que sean, a su vegz, representaciones es una VAS compleja.
Para toda representacion 4, existiria, sin embargo, una sucesién tnica Ay, ..., 4r de VAS
simples en la que 4 puede ser analizada, es decir, a partir de la cual puede ser obtenida por
medio de una cadena de definiciones. (44, ...,Ax) puede ser llamada [cfr. Berg 1962, 74] la
Jforma primitiva de A. El criterio de identidad para fas VAS resulta ahora inmediato: Dos
VAS son iguales si y solamente si tienen la misma forma primitiva.®

Si bien Bolzano no ofrece [cfr. §78, nota 1] una lista de las representaciones
simples, si menciona y analiza algunas de ellas [§64, 275-6] que poseen un cardcter
eminentemente 16gico, como fener®, ser, no, algin, asi como otras que, sin ser logicas,
resultan de importancia para comprender su feoria de los conceptos. Una de ellas es la de
intuicion, que Bolzano define [§72] como una representacién individual simple®® Un
concepto puede definirse ahora como una representaciéon compleja sin componentes
intuitivos [§73.1]. La diferencia esencial entre conceptos e intuiciones seria, por lo tanto, la
indole simple de éstas y su necesarta objetividad, como VAS, en oposicion a la posible
vacuidad y a la generalidad de aquéllos.

La relacién mds importante que puede darse entre las VAS es la de compatibilidad
o icompatibilidad de las mismas. Ambas relaciones se encuentran basadas en los objetos
que caen [unterstehen] o no bajo ellas.®” Bolzano expone con todo detalle una teoria
puramente extensional, esto es, conjuntista de esas relaciones que atin hoy en dia sorprende
por su rigor y modernidad El enfoque es claramente algebraico y Bolzano se servird una y
otra vez de él en la WL con el proposito de establecer los principios bdsicos de una teoria
de tas VAS (de las SAS, de las verdades en si mismas, etc.), esto es, de demostrar a partir
de las definiciones y una serie de principios basicos sus propiedades esenciales.

Dos VAS 4 v B son compatibles si hay al menos un objeto que caiga bajo la
extension de ambas [§94]. La relacién puede extenderse ficilmente a colecciones de VAS y
a partir de ella pueden caracterizarse, asimismo, de manera inmediata y natural, otras
relaciones importantes entre representaciones como las de inclusidn [Umfassung), inclusion
propia y equivalencia {Gleichgiiltigkeit] y generalizarse, en cada caso, a conjuntos de las
mismas [cfr. §§ 95.1, 96.1]. Todas estas relaciones no pueden darse, sin embargo, sino entre
VAS no vacuas, esto es, objetivas. Esta drastica restriccidn hard imposible un desarrollo
general y satisfactorio de esta teoria y tiene su origen, como quedd dicho, en la adhesién
irrestricta de Bolzano al lenguaje natural®®. En §108, sin embargo, confrontado con la

¥ El comemdo |Inhalt] de una VAS A4 es el conjunto de las representaciones primitivas en las que 4 puede
descomponerse [§56]. Que ¢} crterio de identidad entre VAS no puede ser simplemente la igualdad de
contemdo, sino que debe haber un orden en éste, puede verse faciimente considerando las representaciones 7-
3y 3-7, cuvo contenido es el mismo, pero que son obviamente diferentes.

¥ TFener [haben) es una expresion que en Bolzano corresponde a la relacién de ser imembro de la extension de
una VAS

Y Las intuiciones como VAS deben diferenciarse estrictamente de las intuiciones cognitivas, que son
izualmente individuales y simples, pero que son subjetivas v que se expresan linguisticamente por medio de}
pronombre demostrativo «eston. La existencia de las segundas supone, segin Bolzano, las prumeras.

" Esta relacion entre objetos y VAS seria otro de los primitivos no explicitos de la teoria de Bolzano

¥ Es decir, representacion vacua resulta una expresion incluso paradojica desde el punto de vista del lenguaje
normal, al no haber nada que representar. Esto pone también de mamfiesto la incomprension que Bolzano
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necesidad de explicar en toda su generalidad el concepto de ecuacion, Bolzano amplia, a
manera de convencion inocua, ciertas relaciones como la equivalencia a representaciones
vacias.

Como dijimos al principio de este apartado, las VAS solo adquieren sentido en cl
contexto de una proposicién, es decir, en una ordenacion de representaciones que pueda
evaluarse en términos de verdad o falsedad. Sin embargo, la determinacién de aquellas
ordenaciones que son SAS permanece obscura o, por lo menos, incompleta. La causa de
esta imprecision es, nuevamente, la contradiceién aparentemente insalvable entre el
atomismo defendido aqui por Bolzano y el lenguaje cuasi natural que le sirve de base a su
tearia. ]
La teoria de las VAS que acabamos de bosquejar sienta las bases para una teotia
general de la deduccion que Bolzano expone también en la WL. Por si misma representa ya,
sin embargo, un hecho notable en la historia de la logica, independientemente de su
influencia en su tiempo o en la légica posterior. Con eila se inaugura practica y
sistematicamente, ¥ a un nivel incomparablemente superior a todo lo hecho hasta ese
momento, la légica matematica propiamente dicha y se da el primer gran paso en la tarea de
poner la légica a la altura de la ciencia y, de manera muy especial, a la altura de las
matemadticas de su tiempo.

IX

La teoria elemental culmina en la reoria de la deduccicn, que es, también una de las
partes del pensamiento bolzaniano que ejerce, en particular en su forma de consecuencia
simple -aunque de manera indirecta- mayor influencia en la historia de la l6gica. Bolzano la
desarrolla tomando como base la teoria de las representaciones y en estrecha analogia con
ésta Asi como las VAS se dividen en objetivas y vacuas, de acuerdo con su relacién con los
objetos, las proposiciones se dividen en verdaderas y falsas, de acuerdo con las relaciones
que Jos objetos mantienen entre si [§§28, 29]. Verdad y falsedad no son, sin embargo,
objetos, como en Frege, sino propiedades {Beschaffenheiten] de las proposiciones [§24}89, y
la teoria de la deduccion se interesa en ellas, por una parte, sélo en cuanto que fienen que
ver con la necesidad y la posibilidad [§155, notal], en el caso de la consecuencia simple v,
vor la otra, de manera absoluta, en ¢l caso de la consecuencia estricta. Al igual que las
VAS, las SAS se dividen en simples y complejas. Esto es, Boizano refrenda en lo que a
ellas se refiere una concepeion atomista de la logica.

VAS y SAS se diferencian tanto por sus propiedades esenciales como por su forma
de composicion. Mientras que toda combinacion de VAS es una VAS, es decir, mieniras
que «en la formacién de VAS hay una especie de arbitrariedad esencial» [§64.5], no toda
combinacion de VAS da lugar a una proposicion. Las SAS pueden pensarse, en efecto, en

términos de una forma candnica Qnica,
Atiene p°°

tiene todavia de las pruebas por vacuidad y sera también la causa (véase mas abajo) de su rechazo de las
demaostraciones indirectas,

Y Verdad y jalsedad serian lambién. como objetnidad y vacuidad de una VAS. otros dos primitivos de Ta
1¢onia ldgica bolzaniana.

“ «En todas las SAS puede encontrarse el concepto de tener o poseer o, mas especificamente, el concepto
designado por la palabra «tiene (posee)n. Ademis de este componente, en toda proposicidn aparecen otros dos
que ese concepto-verbo conecta, como en la expresion «4 tiene bn. A es la representacion-sujeto y se refiere a
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Esta tesis, calcada précticamente de la gramética del lenguaje ordinario, es, por
supuesto, un resabio de la logica tradicional’’ y 1esulta indemostrable, dado el marco
lingiiistico en el que se plantea. Bolzano la da por cierta apoyandose en algunos ejemplos
paradigmaticos y en algunas reglas que de alli se derivarian. Asi, por ejemplo, una
proposicion del tipo Hay alguna A se interpreta como «la VAS A tiene objetividad» [§137];
una SAS universal como Ningtin 4 es B se convierte en «la VAS de un 4 que es B tiene
vacuidady [§138], etc. Como este Gltimo ejemplo o ilustra, Bolzano se mueve en un
lenguaje «semdn-ticamente cerradon similar al lenguaje cotidiano a este respecto.”

Por lo demas, la logica bolzaniana es esencialmente compleja, es decir, las
reducciones no siguen casi nunca el curso gue hoy seria dable esperar. Bolzano distingue,
por ejemplo, entre proposiciones contrarias [widerstreitende] y proposiciones
contradictorias {widersprechende]. Sea A4 una proposicion cualquiera. 4 es, por lo tanto, de
la forma canonica a tiene B. La contraria de 4 es A tiene falsedad, mientras que la
contradictoria serfa a fiene no-B [§159). Una caracteristica importante de la logica
bolzaniana de los enunciados es que entre las condiciones que una proposicién debe
satisfacer para ser verdadera se encuentra la de que su representacion-sujeto sea objetiva
[§§127.7, 154]. Puede ocurrir, por lo tanto, que ni @ tiene B ni a tiene no-Bsean
verdaderas [§§127-130]. El principio del tercero excluido se formula en Bolzano, en
correspondencia con ello, en términos de contrarios, como A o A tiene falsedad. Por su
parte, las proposiciones disyuntivas se reducen {§181] a proposiciones simbdlicas del tipo:
«la VAS de que una entre A y B es verdadera no es vacuay, miemras que Si 4 enfonces B se
interpreta [§179] en términos de derivabilidad y, por lo tanto, en términos de variables
[véase mas abajo], como una especie de consecuencia légica, en el sentido que hoy damos a
cste término, de B a partir de A. Etc.

Aparte de la imposibilidad de plantear precisamente el problema de si las reglas
anteriores son o no adecuadas, los procedimientos de reduccién empleados por Bolzano se
enfrentan a varias dificultades. Ademas de la principal de ellas que es. sin duda, la de que el
mecanismo se apoya enteramente en el lenguaje natural, estaria el ¢ establecimiento de un
criterio de identidad para proposiciones. Esto resulta urgente en > .a de que, por ejemplo,
una misma proposicidn puede ser expresada por diferentes oracio: > {§127]y de que, como
ahora veremos, la equivalencia Iégica entre proposiciones no implica identidad {§156.13].
Bolzano lo resuelve recurriendo a la teoria de las VAS: para toda proposicién S existe una
proposicion S* equivalente en la que solo aparecen VAS-simples. Es decir, generalizando la
nocién de Berg para VAS, para toda proposicitn S existe una forma primitiva S*de 8. Esto

un objeto; b es 1a propiedad o representacion-predicado que la proposicion atribuye a ese objeton [§127.9; ¢fr,
también §126] Bolzano considera, por lo tanto, que este seria, asimismo, el caso de las negaciones. Una
negacion seria, en realidad, segin esto, parte del predicado [Véase mas adelante, Seccion XII].

*! Una proposicion universal afirmativa, por ejemplo, tendria como representacion-sujeto un conjunto.

* para una lista exhaustiva de las principales reglas parafrasticas unlizadas en ejemplos por Bolzane, véase
[Berg 1962, cap. 111, §5].

¥ a negacion es, como se dijo antes, de acuerdo con Bolzano, parie de la representacion-predicado, no de la
copula rener (§§127.6, 136).



sugiere que la composicion, a partir de las mismas partes elementales y en el mismo orden
de construccién, proporcionaria un criterio de identidad entre SAS™.

X

Las propiedades logicas més importantes de las proposiciones, al igual que las
relaciones fundamentales de esta indole entre ellas «sélo se ponen de manifiesto -dice
Bolzano [§154.1]- cuanda consideramos ciertas VAS contenidas en eflas como algo
variable, observando al mismo tiempo el comportamiento de las nuevas SAS, obtenidas del
intercambio de fas VAS originales por cualesquiera otras, en lo relativo a la verdad y la
falsedad». Siguiendo este procedimiento de pensar en ciertas VAS en una proposicioén como
aigo variable”, con cada proposicion S se encuentra asociada una clase o de proposiciones
que coinciden con S en todo excepto, tal vez, en ciertas VAS. Ello le permite a Bolzano una
caracterizacion extensional de lo que puede llamarse 18147, 81] la forma [Art] de S, Este
métode de la variacion de representaciones en una proposicion constituye la base misma a
partir de la cual se desarrolla gran parte de la logica proposicional de Bolzano*®

De acuerdo con lo anterior, la inica limitacién que pareceria establecerse en cuanto
a las substituciones posibles de una «VAS-variablen es la que resulta de la forma candnica
de las proposiciones. Bolzano mismo parece permitir, de hecho, cualquier tipo de
substituciones. Por ejemplo, en la proposicion

(1) Cayo, el ser humano, es mortal,

«Cayo» puede ser reemplazada tanto por «Titow, como por «Socratesn, «la rosan,
«triagngulon, etc. [§147, 78).

Para e} analisis de las propiedades logicas de una proposicion y, en general, de las de
un conjunto de proposiciones, Bolzano se restringe, sin embargo, a la consideracién de
SAS objetivas, es decir, de aquellas cuya representacidn-sujeto sea objetiva [§146].

Ahora bien, sean S una SAS de este tipo, { una representacion en S, $** el conjunto
de las SAS objetivas que resultan de S por substitucién de i, y S* el conjunto de las SAS
verdaderas en $**.°7 El estudio de las relaciones entre S* y §** hace posible precisar ahora
numéricamente una de las nociones mas importantes de la l6gica de Bolzano. Sean #5™ ¥
#S5** respectivamente, €l numero de clementos de S* y $** e i una representacién en S El

grado de validez de § [Grad der Gilltigkeit], g(S, 7}, serfa un caso particular del de la
probabilidad [ Warscheinlichkeit] de S. Bolzano 1o define como sigue:

—_

" Cfr. §§32, 558) De hecho, una consideracion de este tipo se encuentya también en la base del argumento
bolzaniano para establecer la existencia de un conjunto infinite- 4 ¥ A es verdadera son proposiciones

diferentes, puesto que sus representactones-sujeto tienen que ser diversas.
55 Bolzano se sirve de la palabra variable exclusivamente como un adjetivo aplicable a VAS, por lo que en €l

no se plantea e} problema de qué sea una variable
“ La operacion que da lugar a e no puede propiamente identificarse con la substitucién que hoy s comin en
Ia logica, puesto que €sta tiene siempre un cardcter linguistico. En aras de la sencillez nos serviremos también,

sin embargo, del mismo €rmino.
7 gwx g nfimito, puesto que S es objetiva y porgue, segin lo muestra Bolzano {§96], para toda VAS 1, existe
un numero infinita de representaciones equivalentes entre Si.
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HS*
g(s, i) = *
#S**
Como cjemplo, considérese la proposicion (1) mas arriba y la VAS Cayo en ella.
Tenemos entonces que

g((1), Cayo) = 1,
mientras que g((1), mortal} < 1.7

Bolzano define luego validez e invalidez universales. Sean S e i como antes. S es
universalmente valida, st (S, 1) =1, Ses universalmente invalida , si g(S, ) = 0.1 Como
es evidente, validez e invalidez, lo mismo que grado de validez son nociones relativas en
Bolzano. esto es, dependen de la o de las representaciones consideradas. Es decir, no son,
en realidad, propiedades intrinsecas, sino extrinsecas de las proposiciones, ie., expresan
propiedades de relaciones internas. Otros conceptos que Bolzano puede ahora introducir en
su teoria son los de analiticidad y el del cardcter sintético de una SAS. Una proposicién es
analitica si entre las VAS que la conforman hay al menos una con respecto a la cual sea
universalmente véilida o universalmente invalida. En caso contrario, la proposicion es
simtética.'”!

Como ocurria con las VAS, la relacién mas importante que puede presentarse entre
las proposiciones (o entre conjuntos de ellas) es la de compatibilidad. Bolzano define esta
nocién cardinal de su logica haciendo también uso de su método de variacion:

Sean ABC.D,..SAS ¢ ij,..VAS comuncs a todas ellas y diferentes entre si.
A B.C.D. ... son compatibles {0 consistentes) si existen if,... que hagan a 4" B"C", D'
verdaderas. En caso de no existir /). con esas caracteristicas, A,B,C,D,... son
incompatibles [§154].

Como en el caso de Ia validez universal, la consistencia o inconsistencia de un
conjunto de proposiciones no es absoluta, sino que depende de las VAS consideradas. Un
mismo conjunto de proposiciones puede, por lo tanto, ser consistente con respecto a ciertas
VAS e inconsistente con respecto a otras. | Esta relatividad serd, en general, al igual que la
de la objetividad de las VAS-sujeto en las proposiciones en cuestion, un rasgo caracteristico
de la mayor parte de las relaciones logicas entre proposiciones en Bolzano e introducird un
elemento de substancial complejidad en su sistema.

La forma particular mas importante de la compatibilidad entre proposiciones es la
relacion de consecuencia. Bolzano distingue dos formas de ella. La primera, la
derivabilidad | Ableitbarkeit) o consecuencia simple, se presenta con todo detalle en §155y

** |a noci6n puede generalizarse naturalmente 2 una sucesidn finita o de representaciones en S, aunque, en tal
caso, debe esiablecerse la restriccién de que no haya elementos de & que sean equivalentes.

¥ T este caso, el resubtado se basa en la concepcion bolzaniana de la magnitud de los conjuntos infinitos,
particularmente en st omnipresente suposicion de que ] todo es siempre mayor que la parte

o, por ejemplo, seria universalmente vélida con respecto a Capo, mieniras que Cayo, el ser humano, es
snmortal seriz universalmente mvélido con respecto a esa misma representacion.

" Uy hombre que es moralmente malo ro merece respeio ¢s analitica con respecto a hombre; es sintética con
respecto a respelo. La nocién bolzaniana de analiticidad difiere claramente de la ofrecida por Kant. Aparte de
los aspectos psicologistas e nsuficiencias logicas de la definicion kantiana, la nocién bolzamano es mucho
mas amplia al incluir bajo este rubro, por gjemplo, ledas Jas proposiciones invalidas.

" Por ejemplo. 3+2=5+1y 2+3=§ son compatibles con respecto a 2, pere 10 o son con respecto 3.



es casi una versién no lingiistica de la nocion de consecuencia semantica que Tarski
introduce en 1936; la segunda, la consecuencia fundamental [Abfolge], es una version
absolutista del método axiomatico y arroja luz sobre la concepeién bolzaniana de la
racionalidad y su idea de ciencia.

Sean ¢ y B dos conjuntos de propesiciones e ij ... representaciones y considérese
que oy B son ij,..-compatibles. § es derivable [ableitbar] de o (con respecto a if...), si
todo agregado de representaciones i*/%,... que reemplace a i,j,... en las proposiciones de o
v f tiene la propiedad de que las proposiciones resultantes de esa substitucién en § son
verdaderas siempre que las proposiciones resultantes de la misma en o también lo sean,'™
« seria el conjunto de los antecedenies o premisas, al tiempo que P el de las consecuencias
o conclusiones. Es importante subrayar, en la definicién anterior, la condicién de
compatibilidad de las premisas y conclusiones. Por otra parte y esto representa una
inconsistencia de peso en Bolzano, las VAS ij....no tienen que aparecer en todos los
elementos del conjunto de los antecedentes. Bolzano demuestra, sin embargo, que para la
derivabilidad sélo cuentan aquellas SAS en las que si aparece por lo menos una de las
representaciones en cuestion,'®

En general, las relaciones entre consistencia y derivabilidad que de lo anterior s¢
siguen son casi las que cabria e:spera.n’05 Hay, sin embargo, una divergencia fundamental.
Como ocurria con la de objetividad en el caso de las VAS, la exigencia de compatibilidad
de los antecedentes restringe severamente €l sistema. Entre las consecuencias mas
significativas de ello se destaca, en primer lugar, el rechazo de las demostraciones
indirectas o por reduccion al absurdom‘s, lo que, a su vez, dadas las pretensiones de
idoneidad - por Jo menos en lo relativo a las matematicas de su tiempo- de la logica
bolzaniana, plantea el problema de explicar aquellos casos de argumentacién en las
matematicas en los que se recurre a este procedimiento, lo mismo que aquellos en los que,
en algin momento, resulta ser que premisas tomadas como consistentes eran, en realidad,
incompatibles.

Bolzano mismo admite «la claridad cristalina» de las demostraciones de este tipo.
Pero sostiene al mismo tiempo que esta transparencia es sélo heuristica y expositiva, sin
permitir realmente una justificacion, es decir, cae en el ambito de la teoria de la ciencia en

%* Bolzano utiliza también como sinémimos para esla relacion: ser consecuencid de [folgt aus] y se deduce de
{kann aus.. erschlossen werden]. En lo que sigue, «consecuencian se referird casi siempre a la relacion
general de consecuencia en Bolzano, esto es, tanto a Ablentung como a Abfolge, reservandose «gonsecuencia
simplen y «derivabylidad» para la primera y «consecuencia fundamental» para la segunda de éstas relaciones
19 Eao es. st MN,O, .. €5 derivable de 4,B,C, .. y en A no aparece ninguna de fas VAS 1,..., ertonces
MNO, . esderivable de B.C,.. [8155,4}]

15 Bolzano demuestra, entre otros muchos teoremas, la reflexividad, la transitividad (con las restricciones
pertinentes en lo que concieme a las representaciones), que si o es iy -consistente y o U {B} i), -
inconsislente, entonces a tiene Como consecuencia la contradictoria de B, que si A €5 4. -universalmente
imalido v @ ¢f, .-compatible, entonces o tiene coma 1,).-.-consecuencia simple a la contraria de 4, etc., etc.
5 1£7155, 1)]. De hecho, este fendmeno representa ¢l pendant proposicional de la impasibilidad de las pruebas
por vacuidad en la teoria de las representaciones y pone en tela de juicio el argumento que sustenta el
resultado central de Ja teoria fundamental acerca de que hay verdades.
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sentido estricto'”, en el de la presentacién escolar de resultados, pero carece, en filtima
instancia, de cualquier valor de fundamentacion.'®®

Ahora bien, Bolzano sostiene que las demostraciones indirectas son enteramente
dispensables en la 1ogica, en cuanto a que pueden ser reemplazadas siempre por una prueba
directa. La ausencia de una especificacién exacta del lenguaje basico de su sistema hace
afui, de nueva cuenta, imposible una consideracién a fondo del problcma.m

Otro efecto importante de la exigencia de compatibilidad de las premisas, en la
definicion de consecuencia simple. es la posibilidad de concluir correctamente existencia a
partir de cualquier proposicién universal no contradictoria. Es decir, de pasar de Todos los
A son b a Algin A es b, siempre, por supuesto, que la primera proposicién no sea
analiticamente falsa. Como este ejemplo o evidencia, a pesar de todas sus innovaciones
Bolzano permanece aun ligado, en varios sentidos, a la togica tradicional.

Ademas de todos estos desarrollos, Bolzano estudia, también, entre otros, de manera
pormenorizada, tres casos particulares de la relacién de consecuencia simple que conviene
mencionar aqui en aras de un panorama més completo de los problemas que Bolzano
aborda en la feoria elemental. El primero es el relativo a la proporcionalidad [genaue
Bemessung) 0 a la redundancia [tberfullt sein] de un conjunto de premisas con respecto a
un conjunto dado de conclusiones, segiin exista 0 no una subclase propia a partir de la cual
pueda deducirse ese mismo conjunto de conclusiones [§155, 26}}, esto es, segun ¢l conjunto
sea o no independiente. El segundo es el de la relacion de equivalencia entre dos conjuntos
de proposiciones, cuya existencia demuestra, de paso, que consecuencia simple no es una
relacion asimétrica.'1® El tercero seria el del encadenamiento [Verkettung] o independencia
[Unabhingigkeit] entre conjuntos de SAS, que se da [§158, d}] cuando los conjuntos son
{i.j,...)-compatibles, pero ninguno de ellos es consecuencia simple del otro.”'! Con ello se
completa un desarrollo estrictamente analdgico entre las dos principales teorias logicas de
Bolzano, la teoria de conceptos y la teoria de la deduccion. La correspondencia entre ellas

seria la siguiente:

Teoria conceptual teoria de la deduccion
VAS SAS
objetividad verdad
vacuidad falsedad analitica
compatibilidad compatibilidad
contencion consecuencia simple
equivalencia equivalencia
independencia independencia

%" Cfr. mas arviba, al imcio del apartado VIL

14 No hay razén alguna -dice Bolzano [§530)- para evitar una demosiracion apagdgica o indirecta en la
exposicion de un tratado escolar, siempre y cuando ¢l unico objetivo que con ello se persiga sea la
persuasion,.. {Sin embargo,} 12 proposicion por medio de la cual una prueba de esta indole pretende justificar
ta proposicién por demostrar 1o puede en ningGn case ser ¢l fundamento objetivo de éstan (Véase el apartado
X| para una explicacidn detallada de este «fundamento objetivon en Bolzano).

" Eqte serd, por 1o demas, el caso de diferentes dificultades y resultados intuides o, en ocasiones. inclusive
precisamente planteados por Bolzano De entre estos ultimos se destaca, por gjemplo, la 1dea de una
demosiracion normal, en et scatido de Gentzen, que se expresa con toda claridad en [§155, 34)]

"oy fson e, -egmvalentes si aes {iy, ..)-derivable de f y viceversa.

" La nocién equivalente a esta nocién enire VAS se llama también de la misma manera. Entre dos VAS
compatibles se da un encadenamiento, si ninguna de ellas esta contenida en la otra [§98. 1]
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La teoria bolzaniana de la consecuencia simple anticipa, con las modificaciones
pertinentes, las nociones de consecuencia semantica de Tarski y Gentzen. Aparte de los
aspectos problematicos que resultan de una critica general de su logica (véase un poco mas
abajo), en una de las raras''? exposiciones anteriores a los afios 90 de este siglo de las ideas
de Bolzano en el contexto de la historia de la logica, Kneale & Kneale [1962, 368ss.] han
criticado el concepto bolzaniano de derivabilidad como nugatorio. E} argumento es el
siguiente. «Hay algo esencialmente erroneo en el uso de la palabra derivabilidad para la
relacién definida por Bolzano. Una proposicién no puede derivarse de un corijunto de
premisas, a menos que sea posible establecer que si las premisas son verdaderas, la
conclusion lo es también, sin tener primero que establecer si tanto las premisas como la
conclusién son verdaderas o no... [En Bolzano ocurre precisamente esto, como) puede
verse con facilidad si se considera el caso limite en el que la proposicidn consecuente no
tenga constituyentes en comun con ninguna de las premisas. En tal caso,... la relacion de
que una SAS sea una consecuencia de las premisas depende exclusivamente del hecho de
que sea verdadera...». En otras palabras, si & es up conjunto i ...~compatible de
proposiciones y 4 es una SAS verdadera en la que no aparezcan ij,..., €ntonces Aesij, .-
derivable de o La crilica es parcialmente justa. La critica se apoya en [§154, 20)], donde
Bolzano afirma que una proposicion falsa (verdadera) en la que no aparezcan los
componentes i,... es incompatible (compatible) médulo esas VAS con un conjunto #,f,...-
compatible de I:uroposiciones.”J Pero tanto la afirmacién como los teoremas afines se basan
en una extension no justificada de la nocion de compatibilidad. Esta requiere, en efecto,
para poder darse, segin se sigue de la definicién (véase mdas arriba), que las
representaciones en cuestion sean comunes a las proposiciones del conjunto considerado,
esto es, de acuerdo con la explicacion que Bolzano da de esto, que por lo menos alguna de
ellas aparezca en cada elemento de tal conjunto. Ahora bien, si P es i, ...-consecuencia de
«, entonces la union de P y « seria i), ..-compatible, por lo que la relacion de derivabilidad
excluve aquellos casos en los que las representaciones variables ¢ :sideradas no aparezcan
en B. De cualguier manera, ¢sto no s6lo resta generalidad alanc nde consecuencia, en el
sentido de que no siempre, dados un conjunto de SAS y una proposicion atbitraria, puede
establecerse si la relacion se da o no entre ellos. Bolzano parece pasar completamente por
alto tanto todas estas indeseables consecuencias de su extension como la restriccion
impuesta por €l mismo.

X1
Como se dijo antes, la teoria bolzaniana de la deduccion no se agota en la teoria de
la derivabilidad o consecuencia simple. Hay también en Bolzano oftra relacién entre
proposiciones, ¢n cierto sentido todavia mis basica que aquélla, a la que se da el nombre de
consecuencia fundamental o consecuencia estricla [aﬁ.bfolge:].”'1 En ella pueden distinguirse

1Y Aunque muy incompleta y, en sentidos esenciales, como e} de ia distincidn bolzaniana entre existencia y
cbyeinidad, totalmente inexacta

1% \ease también el teorema citado en la nota 105 més amiba.

1 Berg [1962] traduce este 16muno como enlailment, esto s, oMo implicacién, mientras que J. Sebestyk
£1992] lo hace como consecuencia, utilizando derivabilité para la refacién que hemos llamado Consecuencia
simple Por su parte, R. George [Bolzano 1837b] viene Ableitbarkent como «deducibilidady, reservando
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un conjunto de proposiciones, las razones o el fundamento [Grund] de cierta proposicion, y
la proposicién misma, la consecuencia [Folge] de tales proposiciones.

No hay, en realidad, en Bolzano, ninguna definicién propiamente dicha de esta
importante nocidn, sino que ésta s¢ introduce en su teoria por medio de una serie de
ejemplos y el andlisis de algunas propiedades esenciales que pretenden, aunque sea
parcialmente, hacerla comprensible. No se trata, sin embargo, de un error de omisién, sino
de una dificultad planteada por la naturaleza misma del concepto de la que Bolzano es
plenamente consciente. Bolzano cree, en efecto, haber descubierto el valor légico de una
relacién de este tipo, basado en la funcion explicativa de la ciencia, pero es incapaz de
ofrecer una descripcion adecuada de fa misma, limitandose al sefialamiento de lo que, en su
opinién, serian algunas de sus caracteristicas esenciales.

Fundamentar una proposicién consiste, en lo esencial, en apelar a un conjunto de
proposiciones més simples, mas basicas 0 generales que ella, a partir de las cuales pueda
establecerse, es decir, explicarse lo afirmado en ella. Esta idea general, cuya expresién mas
clara se encuentra en la axiomatizacion de una teoria, y en el cursp explicativo seguido,
segun quedo dicho, por la fisica newtoniana, pareceria estar en el fondo de la reflexion
bolzaniana que desemboca en la postulacion de la existencia de la relacién de consecuencia
fundamental (=CF). He aqui algunos de los ¢jemplos que de ella se presentan en la WL [§§

162, 198):

M

a) La swma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a dos dngulos rectos.
b) Todo rectingulo puede ser dividido en dos triangulos.

c) La suma de los dngulos de un rectangulo es igual a cuatro angulos rectos.

3
a) La temperatura es més calida en verano que en invierno.
b) El termémetro sube més en verano que en invierno.

(3)

a) No debe nunca preferirse el bien propio al mayor provecho ajeno.

b) Se prefiere el bien propio al mayor provecho ajeno cuando se destruye lo que a otros les
resulta necesario para la subsistencia, s6lo por obtener un placer sensual.

¢} No debe destruirse nunca lo que a otros les resulta necesario para su subsistencia, solo
por obtener un placer sensual.

Mientras que en los ejemplos (1) ¥ (3), ¢} es consecuencia fundamental de a) y b), en

(2), b lo es de a). Bolzano piensa que, en cada caso, el fundamento es mds bdsico que la

consecuencia.

ground-consequence, esto €s, «consecuencia fundamental» para Abfolge Este mismo curso es seguido por B.
Terrel en su traduccion de [Bolzano 1837al.

1 Otro ejemplo interesante, aunque negativo, €3 el sipuiente [§221]: (i) Lo que es a es b; (i) Lo que es bese,
(1i1) Lo que es a es ¢. Bolzano considera que entre ¢l conjunto de Jas dos primeras proposiciones ¥ la tercera
no se da necesariamente la relacion de CF. Esta no se presenta, por ejemplo, cuando la VAS b es més
complejaqueacc,
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Puede ocurrir ahora -es, en general, el caso mas frecuente- que cada una de las
proposiciones que integran el fundamento sea, a su vez, CF de otro conjunto de razones.
Esto conduce a Bolzano a una especie de rbol de fundamentacion para cada SAS.

Como los ejemplos (1) y (3) hacen evidente, la relacion no debe identificarse con la
causalidad, pues ésta sélo se presenta en la esfera de lo espacio-temporal, de la que no
{orman parte ni los tridngulos ni los numeros, ni los imperativos morales. No obstante,
Bolzano parece considerar a la CF como una especie de versidn generalizada de la
causalidad que abarcaria no solo casos empiricos -como el del ejemplo (2}-, sino también
todos aquellos casos conceptuales o relativos al &mbito de la objetividad no existencial, e
incluso morales, como lo muestra el gjemplo (3.7

Algunas de las propiedades y caracteristicas mas notables de esta relacion podrian,
tal vez, permitir formarse una idea menos imprecisa de las intenciones de Bolzano.

(i) Se trataria, en primer lugar, de una relacién entre proposiciones verdaderas [§203].
«Verdad» se toma aqui, sin embargo, en un sentido absoluto, es decir, no como posibilidad,
como en el caso de la consecuencia simple. Por otra parte, (ii) CF es una relacion objetiva,
esto es, no epistemologica [§198]. Bolzano la concibe, ademas, como una relacién (iii)
antirreflexiva, ie, ninguna proposicién puede fundamentarse a si misma [§204], (iv)
asimétrica [§209), es decir, si A es el fundamento de B, ésta no puede, a su vez,
fundamentar a aquélla, y tal que (v) ¢l fundamento de una verdad es dnico [§206]. De ello
se sigue que (vi) CF no es una relacion transitiva [cfr. §213]. Esto pareceria contradecir la
afirmacién hecha antes acerca de que Bolzano considera la causalidad como una
generalizacién de la causalidad. Bolzano desecha la objecidn argumentando que la
wransitividad atribuida a la causalidad seria, en realidad, parte de una simple «costumbre
Jingiiisticas, por lo que no es necesariamente correcta desde un punto de vista estrictamente
logico. Una caracteristica distintiva de la relacién seria también [Cfr. nota 117 més arribaf
la de que (vii) el fundamento no puede nunca ser conceptualmente més complejo que la
proposicion fundamentada.

CF y derivabilidad son las relaciones en las que se basa la teoria general de la
consecuencia en Bolzano, ;Cual seria, ahora, la relacion entre ellas? De lo anterior se sigue,
en primer témino, que (viii) CF no es un caso particular de la consecuencia fundamental.
En efecto, a diferencia de la consecuencia simple, CF es una relacién no entre
proposiciones en general, sino exclusivamente entre proposiciones verdaderas, en la que,
ademas, ro intervienen en forma alguna las representaciones variables. Aparte de esto,
derivabilidad es reflexiva, no asimétrica, transitiva, etc. Por otra parte, una corexion
positiva aparentemente natural entre ellas como

St A y B son proposiciones (ij,...)-equivalentes, 4 es un elemento del fundamento de B o
yviceversa
resulta indemostrable, dada la ausencia de una definicién precisa de CF.

"* Bolzano presenta, en §220, una representacion plastica de una jerarquia de esta especie que debe
considerarse como upa clara anticipacion de la nocion de 4rbol semantico de Gentzen y Beth.

Y ek §200, 1)-3)] «Debemos alejarnos de la idea de exphear la relacion de CF como causahdad... Mas
ten ocurre, a la inversa, que los conceplos de causa ¥ efecto se originan en aquélla...»[§201, 4)]. Bolzano
interpreta, de hecho, las proposiciones causales del po X es causa de ¥ como La verdad de que X e5 se
refaciona con la verdad de que Y es a la manera en la que lo hace un fundamento con su consecuencias
[§168]) Es decir, causalidad, en cuanto que ésta 5€ expresa en proposiciones, seria un caso particular de la CF
fcfr. tambien §203]

70



Pareceria, sin embargo, que CF implica, en todo caso, derivabilidad. Aungue
inclinado a una afirmacion de este tipo, Bolzano presume, sin tener, por supuesto, una
demostracién al respecto, que esto no es asi, es decir, que (ix) si una proposicion es
fundamento de otra, no necesariamente ésta puede derivarse de aquélla.“

Como dijimos antes, ¢l paso de una proposicion a su fundamento pareceria, en
general, poder continuarse, desembacandose en un arbol de fundamentacion, esto es, en una
ramificacién ascendente a partir de la proposicion inicial. Un problema que aqui se plantea
es, evidentemente, el de determinar si toda ramificacién de ese tipo conduce a
proposiciones Ultimas, esto es, si toda verdad puede considerarse como consecuencia de
otra o de un agregado de otras.!"”

Bolzano expresa a este respecto la hipdtesis de «que hay y debe haber verdades que
no tienen otro fundamento que su propia verdad» [§214. Cfr. también §221]. Un candidato
natural para este tipo de verdades fundamentales [Grundwahrheiten] seria la proposicion
Hay algo. 120 Bulzano cree, sin embargo, que no toda cadena de fundamentacién desemboca
en verdades tltimas. La causalidad ofreceria un ejemplo de una ramificacion que se
extiende ascendentemente al infmito, esto es, al menos una de cuyas ramas de
fundamentacién no posee un Gltimo elemento.'?!

La teoria de la CF es, quizds, la parte menos clara de la légica de bolzaniana.
Bolzano mismo es, como se dijo, plenamente consciente de esta situacién y su exposicion
debe considerarse, por lo tanto, como hipotética en lo relativo a las propiedades
establecidas, pero no en lo que toca a la existencia misma de la relacién, de la que esta del
todo convencido. El rasgo mas sobresaliente de ésta es su rigidez, es decir, su caracter
absoluto y la naturaleza ultima e incondicionada de las verdades fundamentales. Pero la
dificultad mas importante para un tratamiento riguroso de ella pareceria estar
indisolublemente ligada con la indole estrictamente material de la misma, esto es, con el
hecho de que su andlisis requiera siempre de una referencia a contenidos, en oposicion,
digamos, a la condicién semiformal de la relacion de consecuencia simple.

S bien la naturaleza de la relacion es, en ultima instancia, bastante obscura, la
admisién de la misma tiene una importancia esencial en el contexto del planteamiento
general de Bolzano. La derivabilidad posee un caracter relativo, esto €s, no asimétrico ni

¢ £} argumento que haria plausible esta sospecha es el siguiente. Considérese una proposicién practica de la
forma (a) Debe hacerse (o quererse) A. Esta seria 1a forma de cualquier mandato. La proposicion tiene, sin
embargo, como fundamento {completo) (b) A es posible (a) no es, sin embargo, derivable de (b), no importa
cudl VAS se tome como variable, en virtud de que deber no aparece en elia {cfr. §200]. Como este gjemplo lo
ijusra de manera fehaciente, Bolzane, aunque impedido por la ausencia de un fundamento lingiistico
simdclicamente apropiado en st sistera, liens ya Una idea bastante diafana de la importancia de las
«demostraciones de imposibilidady, tan caracteristicas de la l6gica contempordnea.

1% | 5 respuesta a la pregunta conversa seria afirmativa: 51 4 es una proposicion verdadera, A es el fundamento
de A es verdadera [§214). Un cjemple quizas més clare que este ofrecido por Bolzano seria el de que 4 es
fundamento de A o B es verdadera.

1% Eqio es, en términos boizanianas: La representacion algo es objetiva.

17 Todo estada real tiene una causa, que, por lo menos parcialmente, se encuentra en ¢l estado previo. Por
esta razon, puede obtenerse aqui una serie de causas que se extiende al infinito. Pero si hay una serie infinita
de causas, debe haber también una serie infinita de fundamentos, puesto que lo real M puede ser Hamado una
causa de lo real N sélo cuando la verdad de que M ¢s constituye un fundamento, por lo menos parcial, de la

verdad de que N sean [§216]
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fundamenta-lista, que coincide con lo que hoy es practica comun y que no permite la
postulacion de verdades ltimas.'?* No es exagerado afirmar que a los ojos de Bolzano esto
aparecia como un posible reforzamiento del escepticismo, el combate al cual, constituye,
como se dijo, una de las grandes prioridades no solo de su légica, sino de su filosofia en
general.

Por otra parte, la relacion de CF parecerfa ser también una expresion en el ambito de
1a demostracion del atomismo légico que Bolzano sustenta en relacion a las proposiciones y
las representaciones. Tal atomismo requeriria, en efecto, de verdades no demostrables que
la relacion de derivabilidad no puede proporcionar. Pero ello pone también de manifiesto un
rasgo caracteristico del pensamiento de Bolzano que lo vincula directamente con las
preocupaciones de la filosofia modema, la biisqueda tacita de certeza, de lo incondicionado,
de algo que, aunque sea como ideal, permita dar un rumbo y una garantia a priori a la
ciencia como actividad humana. Puede decirse, entonces, que, por lo menos en parte, los
motivos que impulsan a Bolzano a defender una postura de este tipo son de naturaleza
religiosa y metafisica. Esto nos lleva a upa cuarta hipétesis explicativa en cuanto al origen
de esta teoria bolzaniana.

La distincién entre consecuencia simple y consecuencia fundamental esta ligada
estrechamente con otra distincion esencial en Bolzano. Como se dijo antes, al analizar el
teorema del valor intermedio, Bolzano distingue entre constatacion y fundamentacion. Lo
primero sélo permite saber que algo es verdadero, lo segundo explica por qué lo es. Esto le
permite, en la WL [§525), distinguir dos tipos de exposicion de una teorfa cientifica en
generalm, de acuerdo con el modo argumentativo dominante en ella. Habria, en primer
lugar, ciencias en las que lo més importante resulta la constatacion de verdades. Este s el
caso de las teorias empiricas. Es en ellas en donde la derivabilidad juega, al lado del aspecto
experimental de las mismas, un papel de importancia. Habria también, sin embargo, otras
en las que la fundamentacién constituye el factor determinante. Esto ocurriria, en particular,
aunque no exclusivamente, en el terreno de las ciencias conceptuales puras, como las
matemdticas. En éstas, piensa Bolzano [/bid.], «casi todas las SAS a establecer deben ser
demostradas a partir de su fundamento objetivo». El ideal de ese tipo de disciplinas debe ser
el de una exposicién fundamental estricta de sus teorias. Pero ésta seria, también, la forma
que una explicacién propiamente filoséfica de la ciencia tendria que asumir. Asi, la relacién
de consecuencia fundamental resulta una expresion no sélo de la afinidad metddica esencial
entre filosofia y matematicas, sino, igualmente, de la concepeién bolzaniana de la
racionalidad y de su ideal de ciencia rigurosa.

Es necesario sefialar aqui, por {ltimo, en lo relativo a la nocién de CF, una serie de
implicaciones que la misma tiene para el tema general que nos preocupa. Es frecuente
considerar a Bolzano como un precursor del logicismo. En un sentido, esto resulta obvio.
Bolzano contribuye al desarrollo de la l6gica via su oposicién a la idea de ésta como und
disciplina concluida y al psicologismo, via sus aportaciones al método axiomdtico y a la
aritmetizacién del analisis, su labor pionera de énfasis en el rigor y en la blsqueda de un
fundamento unitaric para las matemdticas y el estudio extensional de nociones

2 En todo caso, una fundatnentacion plantearia hoy el problema de dénde ha de llevarse ésta a cabo, por lo

que seguiria siendo relativa
1 £n ia Rem gnalytischer.. , Bolzano establece esta division Unicamente para las matematicas; la WL la
generaliza a toda tecria cientifica



absolutamente cardinales para la logica como compatibilidad, consecuencia simple, etc. ,
en fin, porque gracias a sus certeras criticas al apriorismo kantiano se sientan las bases para
una renovada relacion entre la légica y las matematicas.

No lo es, sin embargo, en el sentido de una reduccién de esta (iltima a la primera.
Por una parte, en efecto, la logica, como teoria del método de la ciencia en general, es
claramente presupuesta por las matemticas, por lo menos como uno de sus fundamentos,
pero, justamente por esta razon, distinta a ellas.'**

Xil

Intentemos ahora una evaluacion general final de la teorfa logica de Bolzano que
acabamos de describir Tal vez el problema més grande que afronta el sistema logico de
Bolzano sea su vinculacion indisoluble con el lenguaje natural (=LN) y la ausencia, en el
fondo, de una evaluacién critica y sistemética de éste, desde el punto de vista de los
problemas mismos que se van planteando. No hay en Bolzano, ¢n verdad, a pesar de los
analisis esporadicos que se hacen al respecto, un examen critico del lenguaje natural en lo
que toca a su idoneidad como instrumento para el estudio de la légica, ni tampoco una
delimitacion suficientemente precisa de alguna parte del mismo que sirviera de base
expresiva para la exposicién de sus ideas en este campo. Bolzano se sirve de un lenguaje
semiformalizado que no es otro que el alemdn comun y corriente y un conjunto de términos
técnicos como elementos lingiiisticos primitivos de su teoria. Aunque hay en él {efr. §§
127-146 y 169-164] un intento de investigar las relaciones entre el uso normal del LN y ese
lenguaje filoséfico, asi como de establecer modelos de reduccion de expresiones del
primero a expresiones mas precisas del segundo, el criterio observado para esto es siempre
una sinonimia basada en la intuicién, por lo que el LN se mantiene siempre como la
instancia decisiva. El resultado mas interesante de todo ello es, sin duda alguna, la
distincion de niveles de las proposiciones y las representaciones o1 Bolzano hace en §137,
una evidente, aunque, por desgracia no desarrollada version de la . ria de los tipos.' 5

Bolzano da por supuesto que el LN es el lenguaje .ecuado para la logica,
suponiendo también la existencia de una comrelacidén exacta enire ciertas estructuras
gramaticales del LN y una serie de fenémenos légico-semdnticos basicos. El primer
resultado de esta postura es la postulacion de una forma tnica, practicamente idéntica a la
forma gramatical de la logica aristotélica para todas las proposiciones. Un problema que
surge naturalmente a partir de lo anterior es el de como enfrenta Bolzano las dificultades

1 oma teoria del método matemdtico, la tégica «no puede en absoluto formar parte de las matematicas»
{1810, 1]. Como esta afirmacién lo pone de relieve, en Bolzano se presenta ya, de manera implicita, la idea ce
fa ciencia Lomo feoria, en cuante corjunto de proposiciones, lo mismo que la de una diferencia entre niveles
de consideracion.

%5 . ambién §90. Las SAS que se refieren, esto es, que tienen como abjeto, una representacion tienen
como representacion-sujeto una representacion simbdlica, es decir, «una representacion de una
representacidny. Esto le permite a Bolzano explicar la cuantificacion existencial como una propledad de las
representaciones de segundo orden Es decir, la postura de Bolzano acerca de la existencia es opuesta a la de
Kant, para quien la existencia no es un predicade [cfr. §142, nota 1]. O, en su propia terminclogia: Decir que
hay una A significa: la representacion A nene objetividad [cfr. nota 74] EI paralelo con Frege es aqui
manifiesto.



que plantean las llamadas paradojas semanticas, como la del mentirose. A pesar de la
perspicacia de algunas de sus observaciones y de su estima y conocimiento de Leibniz, las
soluciones que Bolzano propone a ¢ste respecto se mantienen siempre en el plano de lo
circunstancial y no lo llevan nunca a considerar la posibilidad de definir un lenguaje formal
de referencia.

(En el caso de la paradoja de Epimenides -examinada por Bolzano en su versién: ()
Lo que estoy diciendo es faiso-, por ejemplo, Bolzano distingue entre una SAS en cuanto
tal y una representacion de la misma. Solo €sta puede aparecer como representacion-sujeto
de una proposicién, de otro modo se estaria confundiendo entre ¢l todo y la parte, un
principio al que, como hemos visto, Bolzano se adhiere de manera irrestricta. La distincién
prefigura claramente la que hoy nos resulta familiar entre use y mencién. Para Bolzano, P
es falsa Su andlisis de ésta es en los siguientes términos. P puede parafrasearse como:
«Declaro que lo que estoy afirmando en este momento ¢s falso». Como, en realidad, no
estoy afirmando nada, puesto que no tengo ante mi una SAS y solo ésta podria ser falsa, es
igualmente falso que afirme algo falso.)'?

Todas estas suposiciones, producto de su apego al LN, tendrén graves consecuencias
para su sistema de I6gica, impidiéndole, segin hemos visto, a pesar de contar con una idea
esencialmente correcta al respecto, la definicion apropiada de varias de las nociones mas
im-portantes de ésta, como las de compatibilidad, consecuencia simple, analiticidad, etc. y
serdn también la causa de su incapacidad para ofrecer una descripcion adecuada de
nociones basicas como las VAS y las SAS y de la estructura y articulacion de las mismas.
Esta misma dificultad se pone de manifiesto, como acabamos de ver, de manera
contundente en el caso de la relacién demostrativa mds imporiante de su sistema, la
consecuencia fundamental.

Bolzano oscila entre una consideracién intensional y una extensional de sus
nociones mas elementales, pero el criterio de identidad establecido, por ejemplo, en
relacidn a las VAS vy las SAS, falla enteramente, pues s¢ encuentra basado en una forma
primitiva que se afirma sin justificarse en ninguna parte. Aqui tenemos, de nueva cuenta, un
problema de origen lin-giiistico debido a la ausencia de una especificaciéon clara de los
primitivos de la teoria. El atomismo definido por Bolzano adolece, por lo tanto, de esta
misma vaguedad. Pero también otros conceptos centrales de su logica se ven afectados por
ella. El andlisis de la relacion de derivabilidad, por ejemplo, se apoya esencialmente en el
concepto de forma, concebido de manera conjuntista. La admisién, como posiblesVAS-
variables, de cualquier constituyente de una proposicién, incluyendo a las constantes
logicas y los verbos, conviette, sin embargo, al por si mismo valioso descubrimiento del
método de variacién en un recurso que amplifica a tal grado la nocién de forma que gsta
termina siendo précticamente iniitil en términos de diferenciacion.'?’

I3 e hecho, una reflexion similar a la que le sirve a Bolzane para disolver Iz paradosa dal mentiroso se
encuentra en ka base de su demostracion del infinito [cfr. Seccion V1, 1V]. Sea Al una proposicion cualquiera,
A2= Al es verdadera. Definiendo luego A3 = A2 g5 verdadera y continuando indefinidamente este proceso se
Hegaria un conjunto infinito, Como es obvio, 1a construccion es més bien gramaticeal, El argumento es débil y
supone que |a diversidad de representaciones-sujeto implica la diversidad de las representaciones

2" En una proposicion de la forma canénica (i) a tiene B, puede vaniarse, por ejemplo, la VAS B En la forma
asi obtenida, se encontrarian tanto (i) misma como la contradictoria de ésta, l.e., (ii} a tiene no-B, es decir, a
no hene B.

74



Otra consecuencia de este curso zigzagueante de Bolzano entre intensién y
extension es la ausencia de una demarcacion precisa entre forma y contenido. La relacion de
derivabilidad offece, nuevamente, un buen ejemplo de ello. Si bien sc trata de una de las
nociones més formalmente estudiadas por Bolzano, la imprecisién en cuanto a las posibles
V AS-variables arroja una sombra de duda sobre todo el tratamiento. Es decir, puede ocurTir
que la relacién se dé entre dos proposiciones y que, no obstante, tenga que apelarse a algo
mas que la forma logica de las mismas."?® En algunas secciones de la WL Bolzano parece
percatarse de todas estas dificultades, acercindose a una concepci6n estrictamente formal
de los mismos, pero sin dar el paso decisivo a un lenguaje puramente formal y 16gico.”’

X111

Como en el caso de la teoria de conjuntos, Bolzano es también, en la logica, a pesar
de sus grandes descubrimientos, una figura de transicién. Bolzano anticipa, en ocasiones en
detalle, muchos de los mas importantes desarrollos de la l6gica del siglo XX, sin, no
obstante, despojarse de cierto bagaje tradicional sumamente restrictivo. Este es el caso, por
eiemplo, de su insistencia en la objetividad de fas VAS-sujeto en las relaciones de
consecuencia -una suposicion que, de hecho, juega en su logica un papel similar al que en
su Grossenlehre tiene el principio de que el todo es siempre mayor que la parte- y en la
existencia de una jerarquia absoluta e irrevocable entre verdades, cuyo origen es
probablemente aristotélico.

Como fuere, todas estas dificultades no pueden ocuitar la importancia de sus
descubrimientos 16gicos, mateméticos y filoséficos. Bolzano es el primero en intentar una
reconstruccién de las matemdticas a partir de un conjunto relativamente reducido de
conceptos elementales. En este sentido, es también el iniciador del movimiento rigorista en
analisis. La Rein analytischer Beweis constituye también, por lo tanto, el primer resuttado
concreto del proceso que desemboca en la llamada aritmetizacion del andlisis, por una
parte, y, mas generalmente, en la creacion de una teoria matematica unificadora, la teoria de
agregados o conjuntos. En este orden de cosas, la WL no es, en realidad, otra cosa que la
teoria del método sobre la cual tendria que edificarse la totalidad de las matematicas, Pero
jambién, nuevamente generalizando, Bolzano inaugura la modema filosofia de la ciencia y
es el primero en darse, sistematicamente y desde 1a ciencia misma, a la blsqueda de una
unidad de la misma, el primero en recurrir para ello a procedimientos reduccionistas y
también el primero en concebir la funcién de la filosofia en relacion a la ciencia como una
tarea esencialmente de fundamentacion y andlisis de teorias. En este sentido -aunque no
solo en este->® Bolzano es un claro precursor y, como ahora veremos, inclusive un

1 Considérense, por ejemplo, las SAS (a) Esfo es un triangulo y (b) Este es una figura cuyos angulos
wmiernos suman 180° (b es derivable de (a) médulo la VAS esfo. Para constatarlo, sin embargo, se hace
pecesario recurtir a conocimientos no 16gicos

37| 4 logica -dice Boizano [por ejemplo en §223, 394)- no puede ocuparse de tales casos, a no ser de marera
indirecta «En ella selo podemos esperar la descripcién de aquellos tipos de derivabilidad cuya correccidn
resulte de conceptos estrictamente logicos, esto es, de aguellos en los que se habla exclusivamente de
conceptos, SAS v otros objetos ldgicos» En otras palabras: 1o que a la 16gica le importa son exclusivamente
fas formas en las que se da ta relacién de consecuencia simple.

"9 Bolzano sostiene antes que nadie, por ejemplo, la existencia de un criterio de demarcacién cientifico: en
rigor. sélo lo que pucde ordenarse de acuerdo con la relacion de consecuencia fundamental debe considerarse
como ciencia
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ymportante antecedente del positivismo légico, con el que, no obstante, habria discrepado
radicalmente en lo relativo al status ontologico de los objetos conceptuales.

Por otra parte, en la filosofia de Bolzano se encuentra el primer intento de explicar,
desde un punto de vista puramente légico, el ambito de lo a priori, €sto es, sin recurso
alguno a la intuicion,. Este problema constituye, como hemos visto, el nicleo mismo de la
critica bolzaniana a Kant. Pero ello hace de Bolzano, también, el primero e pisar el terreno
hasta entonces virgen de fa semdntica y los significados. El suyo ¢s, en realidad, 60 afios
antes que Frege, el primer intento l6gico-seméntico de explicar las verdades a priori, las
verdades analiticas.

Con excepeién del teorema del valor intermedic, una parte de sus investigaciones
sobre el infinito y su clara influencia en Husserl, las ideas de Bolzano parecerian no haber
tenido ninguna influencia en 1a historia de la logica, las mateméticas y Ia filosofia. Bolzano
supera con mucho, como hemos intentado demostrar aqui, particularmente en lo relativo a
la l6gica, todo lo hecho en este campo hasta su época -y aun lo que se haré hasta mucho
tiempo después de éL. Que su influencia no haya sido ditecta o no se conozca no significa,
sin embargo, que ésta no exista. Hay, quizds, por una parte, una especie de diversidad en la
transmisién de conocimientos gque va mucho mas allé de lo publico y que se asemeja a la
influencia que pudieron haber ejercido los geniales y anonimos artesanos de Ja Edad Media
sobre algunas personalidades artisticas mas conocidas de la posteridad y, por la otra, lo que,
tal vez, pueda ilamarse un elemento de «centralismoy en la historia de la filosofia y de la
ciencia que pasa por alto con frecuencia todo aquello que no se integra a las grandes
corrientes del momento. El caso de Bolzano seria uno de este tipo.

A pesar del nulo reconocimiento que en su momento se hace de su obra en los
centros filoséficos de la época, es decir, en Alemania, en Inglatera y en Francia, Bolzano ha
gozado, practicamente d¢e manera ininterrumpida, de algln prestigio y ejercido una
considerable influencia, en general no explicita, en el dmbito local del Imperio Austro-
hungaro y puede ser, de hecho, considerado, con Brentano, como la figura mas importanie
de 1a filosofia austriaca del siglo XIX. Brentano mismo, quien segitn expresa confesion, es
influido fuertemente por Bolzano, es discipulo de R. Zimmermann, un discipulo directo de
Bolzano. El origen mismo del interés de Husser! por la WL puede explicarse igualmente en
términos de una influencia de este tipo. Husserl, como Bolzano, nace en Bohemia y estudia
en Viena con Brentano, quien, segin dijimos, llama su atencién en lo relativo a la logica
bolzaniana

Brentano es también maestro en Viena de K. Twardowski y J. Lukaciewicz, quienes
afios mas tarde fundarian con L. Chwistik y Lesniewski la escucla polaca de logica y
filosofia. Precisamente de ella surge A. Tarski. Las afinidades de las investigaciones
tarskianas en semantica con ciertas nociones conceptuales de la WL no serian, de acuerdo
con esto, meramente casuales, sino que se explicarian por el contacto de Tarski con las

31 Sobre fa practicamente indudable, aunque no explicitamente reconocida, influencia de Bolzano en Frege,
véase Cap. 3, , Seccion 1V, nota 14.
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ideas de Bolzano, por lo menos de manera indirecta, a través de sus maestros de logica ¥
filosofia."”

Por otra parte, tanto Twardowsk: como Chwistek participan asiduamente en las
sesiones del Circulo de Viena, en el que se reconoce expresamente a Bolzano como
antecedente, en particular en lo que atafie a la 16gica y las matematicas, Pero también lo es,
segiin hemos mostrado, en relacién a diversos aspectos de su concepcion general de la
ciencia.

Otro de los elementos del pensamiento de Bolzano que ejerce una influencia
importante es su realismo conceptual. Ya hemos mencionado antes'? la existencia de una
semejanza entre el platonismo godeliano y esta concepcion de Bolzano. Se trata, en
realidad, de una influencia directa de éste en aquél. Godel mismo ha explicado [Wang,
1987, xx y 82], por ejemplo, el primero de sus grandes teoremas'®* en el espiritu de este
realismo logico bolzaniano y puede conjeturarse que esto mismo constituye el germen de su
posterior ontoldgica postura respecto a los objetos de fas matemdticas'®,

Mencionemos, por ultimo, dos influencias mas de Bolzano en la historia de la
filosofia contemporanea, Una de ellas se presenta en K. Popper.136 La otra, segin se sigue
de lo dicho acerca de su investigacion del a priori y, en general, de sus investigaciones en
seméntica filosofica y por sus conexiones con el Circulo de Viena, es la filosofia analitica.

Hay otra influencia de Bolzano en la historia de la légica que resulta, sin embargo,
en rigor, indemostrable, aunque no por ello menos clara, Bolzano influye en Frege, sin ser
mencionado nunca por él. En el siguiente capitulo, al exponer el primer sistema de la
Begriffsschrifi, volveremos brevemente sobre este asunto.

Asi, con frecuencia de manera andénima, a través de los escritos y ensefianza de sus
discipulos mediatos ¢ inmediatos, Bolzano contribuye decisivamente al avance de la 1ogica
v de la filosofia. Sin duda esta conclusion habria sido del agrado del gran pensador, quien a
todos sus dones intelectuales afiadia, como Kant, su gran oponente filoséfico, la virtud de 1a
modestia y la honestidad extremas y una gran preocupacién educativa. Pero mostraria,
asimismo, como ¢l caso mismo de éste lo ilustra de manera tan patente, que, en el campo de
las ideas, sobre todo en el de la filosofia, no existen, en realidad, las metropolis.

12 Eqta conexién parece haber sido sefialada por primera ocasién por F. Kambartel [1967, X, n.14] y ha side
confinnada recientemente por amplio y valioso estudio de Stadler [1997] acerca de los origenes y desarrollo
del Circulo de Viena.

3% Cfr. nota 75.

%4 Et de completud de la 16gica de predicados de primer orden.

1% A7 igual que Husserl, Brentano, Meinong y ia absoluta mayoria de los miembros del Circulo de Viena,
Godel nace y crece en el seno del Imperic Austro-hingaro y estudia en Viena, entre otros, con H, Hahn.
Resulta de 1nterés notar en este contexto que Hahus es uno de los primeros editores de Bolzano en este siglo ¥
escribe una serie de comentarios a la primera edicion alemana en este siglo de las PU

"% Popper nace y estudia en Viena y mantiene alguna relacién con el Hiener Kreis, Es muy probable que la
Légica de la Investigacion Cientifica haya tomado como modelo algunas partes de la WL, a la que se hace
frecuente referencia. Pero es en lo relativo a la existencia de una esfera objetiva que mantiene la continuidad
dgel conocimiento cientifico y que, en Bltima instancia garantiza su progreso, es decir, en la idea de un tercer
mundo, que Ja influencia de Bolzano en él es evidente. Popper mismo ha aceptado implicitamente [1967, 58]
esta mfluencia bolzaniana en su pensamiento.
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Capitule 3
LA LOGICA DE LA PRIMERA BEGRIFFSSCHRIFT FREGEANA

I

También la légica de Frege se inscribe en ¢l contexto de los intentos de
fundamentacion del analisis que tienen lugar en las matematicas en la segunda mitad del
siglo pasado. Las contribuciones de Bolzano, Weierstrass, Dedekind, Cantor y otros, a la
tarea de dar una base firme y segura al calculo, el algebra y los sistemas numéricos,
desembocan en la llamada aritmetizacion del andlisis, es decir, en la consideracién
demostrativamente fundada de que la aritmética de los nimeros naturales y todo lo que ella
presupone bastan para la estructuracion de las diversas teorias que conforman el analisis
matemético. Si bien en un principio el planteamiento de Frege se centra en el aspecto
argumentativo, es decir, propiamente légico de tal fundamentacidn, esto es, por una parte,
en el concepto de demostracion y, por la otra, en el problema de determinar qué tanto de
las matemdticas posee una naturaleza estrictamente logica, los hallazgos que esta
investigacion le permite hacer lo conducen a un planteamiento mucho mas general y
ambicioso que pretende llevar a sus iltimas consecuencias no s6lo las nuevas exigencias de
rigor v precision en las matemdticas, sino también a intentar un paso uiterior y, en su
opinién, definitivo en el proceso iniciado con la aritmetizacion: la estructuracion precisa, a
partir exclusivamente de nociones y principios /dgicos, absolutamente bésicos, didfanos y
generales, de la aritmética misma de los nimeros naturales. Frege es el primer representante
sistemdatico del logicismo en su forma més acabada; es decir, de la tesis de que la aritmética,
¢l analisis y las matematicas clisicas en general pueden obtener . a partir de nociones y
métodos demostrativos de cardcter exclusivamente l6gico.

Puede afirmarse, por lo tanto, que el programa fregeanc .e fundamentacion de las
matematicas consta, grosso modo, de dos grandes estadios sucesivos y complementarios.
Por un lado, el andlisis de los principios y métodos demostrativos licitos en Ia aritmética y
en las matematicas en general y la bisqueda de una sistematizacién rigurosa de los mismos
en una logica matematica propiamente dicha; todo ello en aras de una reduccion adicional
del papel que en ellas hayan de jugar la intuicion y la evidencia psicolégica. Por el otro, €l
establecimiento probatorio, a partir de ello, de la tesis logicista. La tarea que Frege se
plantea es, por lo tanto, eminentemente analitica en el primero de los casos y constructiva o,
mejor dicho, reconstructiva, en el segundo y es obvio, ademas, que existe una especie de
influencia reciproca entre ambos objetivos.‘

" En efecto, de la respuesta que Frege dé a la primera de estas dificuliades depende lo que haya que entender
en 1 por logica, al tiempo que los objetivos logicistas del proyecto condicionan la edificacién misma del
sistema. Es evidente, ademas, que la construccion de un sistema logico debe ir aparejada a una determinacién
precisa del significado que, en este contexte, haya de darse a conceptos como «reduccidny u «obtencion de la
aritmetica a partir de la légica».
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SALIR BE LA BigLIOTECR

La logica de Frege se presenta inicialmente en la Begriffsschrifi de1879, el primero
de sus grandes escritos, mientras que la exposicion de las ideas y los lincamientos
conceptuales y filoséficos més importantes, atinentes a la segunda de sus metas generales se
encuentra en su breve y notable opiisculo Die Grundlagen der Arithmetik [1884, 1884a]. La
ejecucion formal, detallada y ditima de ambos objetivos tiene lugar, sin embargo, en los dos
volimenes de las Grundgesefze der Arithmelik, el primero de los cuales aparece en 1893,
mientras que ¢l segundo es concluido de manera dramatica por su autor en 1903.

Ahora bien, 1a teoria logica que se expone en la Begriffsschrift de 1879 difiere
esencialmente de la que Frege presenta bajo el mismo rubro en la primera parte de los
Grundgesetze (1893, 1, §§1-46]. No hay, por lo tanto, un sistema de l6gica tinico en Frege.
Pero entre ambas teorfas existe una linea de continuidad; no sélo un desarrollo ¥y
refinamiento o revisién critica, sino una modificacién substancial que resulta, basicamente,
de los brillantes descubrimientos -principalmente de indole semantica- que su autor lleva a
cabo en el interin. Tales hallazgos constituyen el punto de partida histérico de la llamada
filosofia del lenguaje’ y son, en consecuencia, independientes del contexto de su
surgimiento. En Frege, no obstante, esta conexion es indisoluble; es decir, ¢l planteamiento
de los problemas que dan lugar a su teoria seméntica sélo puede entenderse cabalmente a
partir de la consideracion del sistema original de 1879 y, en realidad, a partir del
planteamiento de la pregunta original fregeana acerca de qué tanto de la aritmética depende
exclusivamente de la l6gica. El presente capitulo se propone la exposicién detallada de lo
que podemos llamar la primera logica de Frege; €sto €s, del sisiema de la Conceptografia
de 1879, sin perder de vista el objetivo general del programa fregeano de fundamentacién
de la aritmética, ni dejar de indicar los desarrollos a que sus diversos aspectos dan lugar en
este autor.?

1

Partiendo de una idea cuyo origen se atribuye comtn -aunque equivocadamente- a
Leibniz,’ Frege se da a la biisqueda de un céleulo que combine, a la vez, el cardcter formal y
algebraico con una capacidad tanto expresiva como analitica en relacién con los conceptos;
esto es, que permita, partiendo de una base simple y controlable de elementos simbolicos, la
formulacién y el andlisis de fodos los argumentos posibles en las matematicas, ie. dar
cuenta en su totalidad del aspecto deductivo de las mismas. No se frata ya, por lo tanto,
como en Leibniz, de hallar un «alfabeto del pensamienton» en general, sino que lo que sé

? Aungue, en estricta justicia, como hemos indicado en el capitulo anterior, el primero en plantear y desarroHar
sistematicamente una filosofia del lenguaie es Bolzano en su Wissenschafislehre de 1837.

¥ En lo que sigue, nos referiremos a la Begriffsschrift de 1879 simplemente como la Begriffsschrift o, también,
como la Coneepiografia, BS, primera BS, etc. Cuando queramos hablar del sisterna que cop esta misma
denominacion aparece en 1893, usaremos la expresion «Begriffischrit de 1893» o «la segundz
Begriffsschrifos, etc.

4 Como hemos dicho en el Capitulo 1, 1a idea aparcce en Raymundo Lullie, Giordano Bruno, Dalgamo y
Wilkins y Leibniz, entre otros. Frege consideraa Leibniz [cfr. Frege 1879, v; 18824, 2, 1882b, 54; 1896, 370]
explicitamente como antecedente histdrico, aunque establece un limite para tal afinidad. « La modelacién del
lenguaje aritmético de farmulas al que el subtitulo de la Conceptografia alude [véase mas adelante] se refiere
mias a la idea fundamental que a la realizacién en detalle. En particular, estoy lejos de intentar producir la
simttitud artificial [entre la aritmética y los conceptos] que resulta de pensar up coRceplo cOMo sUMA3 de sus
caracteristicas El punto mds inmediato de contacto entre mi tenguaje de formulas y ¢l aritmético se encuentra
en la forma en la que se utilizan las letrasn, es decir, en el aspecto algebraico,
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busca ahora es construir un sistema de reglas y principios que permita la explicacion del
aspecto deductivo de la ciencia y, en particular, ante todo, del 4mbito en el que tal aspecto
resulta en todo momento crucial y constitutivo: las matematicas, Este es el origen de una de
las mas grandes trans-formaciones que la 1ogica experimenta desde Aristételes y, de hecho,
para algunos’, en parie con toda razén, el momento mismo de la creacién de la modemna
logica matematica, que en Frege tendria no sélo a su gran creador, sino con quien, ademas,
se eleva a niveles de rigor comparables en muchos sentidos a los que privan €n nuestros
dias v, de hecho, superiores en muchos aspectos a los de algunos de sus sucesores directos.

En opinion de Frege, el error originario de la logica tradicional ha sido su secular
vinculacién con los lenguajes naturales, en particular con la gramatica de éstos y con la
psico-logia. Esta falla ha restringido o deformado en exceso la concepeitn de la estructura
de los objetos basicos de la logica. La argumentacion correcta, €sto ¢s, en esencia, en Frege,
los juicios y, en general, el contenido conceptual [begrifflicher Inhalt])” como un todo, es
decir, en un contexto judicativo. Esta es la clave de la deduccién como refacién veritativa,
como una relacion entre verdades; es esto y no los juicios en su sentido tradicional, ni las
oraciones ni los razonamientos, lo que debe estar en la base de cualquier consideracion
logica. La naturaleza de los juicios es, sin embargo, radicalmente diversa a la de sus
posibles contrapartes lingiiisticas o psicologicas, que son particulares o subjetivas,® por lo
que su estructura misma no tiene por qué coincidir con la de éstas. Estas observaciones dan
pébulo a la formulacion de los principios metodologicos fundamentales que guian ya, desde
1879, la reflexidn fregeana sobre estos prob]emas:9

$ Bochenski, por ejemplo, compara [1956, 283] la Begriffsschrifi, en cuanto a importancia histérica, con los
Primeros Analiticos y una suposicion del mismo género se encuentra también en van Heijenoort [1967, vi],
para quien este escrite de Frege constituye el inicio de «una gran época de la historia de la logican,
obviamente de la mas importante, considerandola, ademds, como «quizd la obra individual mas importante
que se haya escrito jamasy en esta disciplina. Como el capitulo anterior sugiere lo ya, la primera de estas
afirmaciones es s6lo parcialmente cierta. A este respecto, parecia mas exacta la afirmacién de Church [1956,
§49] acerca de que lo que en la BS se presenta es, simplemente, el primer sistema de calculo funcional de
primer orden y de ¢rdenes superiores. En nuestra opinitn, sin embargo, ¢l segundo de estos juicios es
completamente justo.

¢ Wi los escritos logicos de Peano ni los Principia Mathematica de Russell y Whitehead, por ejemplo,
alcanzan los niveles de rigor definitorio de las Grundgeseize.

" Wéase mas adelante la Sec. V para un analisis de esta nocién

* Frege mismo se sirve, en la Conceprografia. no sélo constante sino, de hecho, exclusivamente del término
t.rtheid (juicio). que la tradicién habia convertido en un objeto primario de {a reflexidn ldgica, si bien -y esto
ocurre en él, ya desde 1879 y explicita y practicamente sin excepciones desde 1893 [Cfr. I, xxi y xxii, por
ejemplo)- en un sentido que coincide, més bien, con ¢l de proposicién Como hemos seitalado en el capitulo
anterior, Bolzano [1837] habfa llevado ya a cabo una minuciosa critica del psicolegismo en general y de este
concepto en particuiar -gue en muchos aspectos adelamta la de Frege. distinguiendo de manera precisa entre
jwcio, oracién, proposicion y hecho, lo rmsmo que entre ideq, palabra, concepta y objeto Mientras que los
primeros perenecerian al dmbito de la psicologia, lo segundo remite a un lenguaje particular. sélo los dlnmos
dos son generales y objetivos. en particular, solo las proposiciones y los coneceptos pueden constituir el punto
de paruda de 1a logica El uso que Frege hace del concepto de jurcio coincide exactamente con los resultados
de este analisis, si bien, como se verd un poco mas abajo, esto no impedird que las nociones bdsicas mismas de
sus sistemas (particularmente del de 1879) resulten problematicas [cfr. nota i4] En este capiitulo nos
serviremos de juicio en el sentido que Frege da a esta expresion.

* Aungue los principios aqui citados aparecen explicitamente hasta 1884 [p. X-XI], se encueniran ya, de
hecho, implicna o explicitamente en todos los escritos logicos de Frege desde 1879.
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a) «Separar siempre de manera precisa lo psicologico de lo l6gico, lo subjetivo de lo

objetivon (Principio antipsicologista);

b) «No preguntarse nunca por el significado de una palabra considerdndola de

manera aislada, sino siempre en contexfos (Principio contextual)

El tercero es lo que podemos llamar un principio categorial:

¢)No perder nunca de vista la distincidn entre concepto y objeton.

Como lo hemos indicado anteriormente, en sentido estricto, la logica de Frege se
propone dar cuenta no de la argumentacion correcta en su totalidad, como ocurre en
Aristoteles o Leib-niz, sino exclusivamenie, en principio, de la argumentacién utilizada o
licita en la ciencia v, ante todo, en particular, en las matematicas. A ello parece oponerse ¢l
subtitulo programatico mismo de fa Conceptografia. El objetivo de ésta serfa, en efecto, el
establecimiento de «un lenguaje formal del pensamiento puro, modelado de acuerdo con la
aritmética'® Sin duda, puede pensarse en una aplicacién de la nueva logica a dmbitos
extra-matematicos, pero, en realidad. eso no resulta esencial para la evaluacion de la
misma- Su campo propio y concrelo sen, en primera instancia, las matematicas,
especificamente las matemdticas puras. La expresion «pensamiento puro» indica aqui un
grado extremo de generalidad, por lo que se diferencia del tipo de argumentacién especial
que tiene lugar en la ciencia o, sobre todo, en los lenguajes particulares, esto es, en la esfera
de lo que Frege [1879, xi] llama el lenguaje de la vida. Se trataria, en consecuencia, de un
lenguaje artificial, en todo caso, solo parcialmente afin al lenguaje cotidiano. Seria,
asimismo, en consonancia con su pretensién generalizadora y con su intencién manifiesta
de asemejarse a un calculo algebraico, un lenguaje formal, es decir, un lenguaje de formulas
-sin lugar a dudas, una traduccion mads literal y explicita, aunque menos natural de la
palabra «Formelspraches» del subtitulo.!

Por otra parte, el nuevo lenguaje seria uno de maxima generalidad. EI hecho mismo
de que se tome la aritmética como arquetipo para su estructuracion plantea, sin embargo, el
problema de las razones por las que ésta puede, en realidad, servir de base a aquél y dar
lugar a principios de aplicacién extrema.

Un primer elemento a considerar a este respecto es la amplisima aplicacién de que
son susceptibles los principios aritméticos; otros serian la sencillez de algunas de sus leyes
fundamentales y, por supuesto, su cardcter formal y, en parte, algoritimico. Las matematicas
descansan, ademas, en mucho mayor medida que cualquier otra disciplina, en la deduccion;
es decir. el elemento inferencial es en ellas constitutivo o cuasi constitutivo y la aritmética
pareceria ser su teoria mas basica. Esto sugiere que el modelo de aplicacion mas elemental
de las leyes del «pensamiento puron al nivel cientifico estd representado histéricamente por
ésta, por lo que, en vista del alto grado de claridad que existe en toino a la misma, deberd
ser ella la que sirva de modelo para estructurar, en foda su generalidad, un lenguaje que
exprese adecuadamente tal pensamiento. Desde esta perspectiva, la 10gica seria el lenguaje

* Las cursivas son nuesiras.

' Resulta significative, sin embargo, que Frege no wilice la expresion «formale Sprachey, sino que se sirva,
mis bien, de la citada «Formelspiachen, Con ello pareceria guerer hacerse énfasis en el cardcter de caleulo del
nuevo sistema, esto €s, en la posibilidad de dar cuenta de la deduccion sin referencia esencial alguna a
significados, valiéndose tan sélo de variables (proposicionales), a la manera en la que esto sucede en ¢l
dlgebra En ofras palabras, no hay en Frege uma consideracion del formalismoe como un sistema sintactico
susceptible de varias interpretaciones, SIe un sistema de signos ya interpretados

81



de las matemdticas, sin que €stas tuvieran que identificarse necesariamente con aguélla, si
bien quedaria como problema la justificacion ultima de los axiomas de la aritmética.

Podria pensarse, sin embargo, que ¢l razonamiento que conduce a tal lenguaje seria
otro: Si desde un principio se subordinan las matemdticas a la logica, es claro que la
aritmética, como teoria basica, debe ejemplificar paradigmdticamente el uso preciso de la
légica. No habria, segin esto, ninguna generalizacion de lo particular (supuestamente la
aritmética) a lo general (el pensamiento puro), sino que la pretensién de ia Begriffsschrift
serfa hacer uso de métodos y procedimientos generales de manejo y comunicacion de tal
pensamiento para la elaboracidn rigurosa, sin recurso a elementos espurios, de ofra
manifesta-cion del mismo. En nuestra opinién, la via seguida por Frege es la primera: Frege
llega a la tesis logicista s6lo después de percatarse de la inesperada posibilidad de definir la
nocién de sucesor en una serie (ver més adelante) y, por lo tanto, de describir de manera
estrictamente logica la nocidn misma de nimero.

Ahora bien, si la aritmética puede reducirse a la logica y a su vez ésta puede verse
como un lenguaje especial -como algo parecido a la Conceptografia-, el andlisis mismo v,
con €], las matematicas puras en general deben concebirse de igual manera. Hay en Frege,
en consecuencia, varias reducciones: A} las «leyes del pensamiento puron, se codifican en
un lenguaje reglado y preciso con un nimero reducido de primitivos conceptuales y
proposicio-nales. De hecho, un supuesto implicito aqui es que el sistema es adecuado, por
lo que, en este sentido, la logica se reduce a la Conceptografia 0 a un sistema equivalente,
esio es, en todo caso, a un lenguaje. En otras palabras, la logica no se concibe como alge
abierto, algo que vaya constituyéndose a partir del planteamiento de problemas y la
aceptacion paulatina, histo-rica, de métodos demostrativos en las matematicas, sino como
algo de alguna manera previo, concluido y, practicamente, atemporal. B) la tesis primaria de
Frege en su obra de 1879 es la de que las mateméticas pueden expresarse adecuadamente
en un Jenguaje logico, es decir, que pueden formalizarse sin pérdida alguna de contenido.
Esta seria, en consecuencia, un tipo de reduccién expresiva. Cuando, mas tarde, Frege
formule la tesis logicista, esto es, cuando las matematicas se identifiquen con una parte de
la logica, se las convierte, por A}, también en un lenguaje. Es decir, C) el lenguaje -en sus
distintas modalidades- en el que se pretende que consistan las matematicas se reduce al
jenguaje de A).

m

La logica de Frege intenta ser, entonces, en primer lugar, el lenguaje de las
maternaticas clasicas, es decir, el lenguaje adecuado para la justificacion de su aspecto
deductivo. sin que esto incluya necesariamente también los axiomas mismos de las diversas
teorias que las conforman. La conjetura aqui serfa la de que los principios de la nueva
16gica bastarian para justificar cualquier inferencia licita en las matematicas a partir de los
aniomas, que el contenido de éstas puede formalizarse y que el sistema resultante es
completo o, tam-bién, equivalentemente, que, por ejemplo, todos los teoremas del andlisis

! En una carta dirigida a Jourdain en 1902, Frege (1976, 11, XXE2, 110] afirma, por ejemplo, en relacion at
angen de sus deas: «La necesidad de excluir todo tipo de supesiciones implicitas en la fundamentacion de Ja
aritmética me condujo a la Conceptografia A su vez, €l trabajo en esta obra me obligo a dar una version mds
exacta de los conceptos fundamentales de la artmética, aunque no puedo ya explicar en detalle cdmo se dio
esto. E! reconocimiento de que los nameros se aplican a conceptos fue, sin duda alguna, esencialmente
estimulado por la Begriffsschrifta. Véase también la dltima parte de este escrito.



pueden verse como condicionales universalmente vélidos, cada uno de los cuales tiene en el
antecedente una conjuncién de los axiomas de la aritmética y en el consecuente el teorema
del analisis en cuestién. La segunda tesis de Frege es la de que la aritmética misma y los
axiomas y los principios argumentativos por ella presupuestos son, en realidad, principios
togicos. Esto es, tomando en cuenta lo anterior, que, por si mismos, los teoremas del
anilisis son proposiciones logicamente verdaderas. Mientras que el primero de los objetivos
de la logica de Frege -completud- se¢ formula en €1 sdlo en términos hipotéticos, como
conjetura, la realizacion del segundo. de la tesis logicista propiamente dicha, constituye el
htlo de Ariadna mismo de su investigacion en los fundamentos de las matematicas a partir
de 1879. Es claro que la segunda tesis es independiente de la tesis lingiiistica y, asimismo,
que ésta es no sélo previa a la primera, sino también mds débil que aquélla, esto es,
implicada por la misma. Por lo demas, pareceria existir una conexion natural entre el
desarrollo de la axiomdtica -a la que Frege convierte en un procedimiento formalizado,
aunque con caracteristicas peculiares en ¢1-* y la concepcién de la l6gica y las matematicas
como un lenguaje; una idea rica en consecuencias importantes y destinada a convertirse en
centro de un debate sobre las bases mismas del quehacer matemético, Frege seria también,
con Peano, aunque con esenciales diferencias con éste (véase Capitulo Cuatro, 2* parte),
uno de los primeros representantes historicos de esta postura.

v

Es comun la afirmacion de que el sistema presentado por Frege en la
Conceptografia constituye la primera formulacién histérica de un caleulo logico
practicamente idéntico, salvo en lo que respecta a la notacion, o, equivalente, a los calculos
logicos que hoy conocemos. En realidad, tal suposicion es justa sélo con algunas reservas ¢
identificaciones arbitrarias que pasan por alto elementos esenciales a la concepcion global
fregeana de la logica y su naturaleza, por lo que resulta importante, para nuestros fines, una
descripcion en detalle de la misma. En lo que sigue nos ocuparemos, por lo tanto, de
examinar la respuesta concreta que Frege da a una pregunta absole mente esencial para su
proveclo general: jQOué es la ldgica?

Es evidente, en primer término, que la 16gica requerida pe - 4 tesis logicista no es, ni
puede ser, la logica tradicional, ni la mezcla de logica, filosofia y psicologia que se presenta
como «ciencia del pensamiento» a lo largo de todo el siglo XIX. Frege recoge o descubre
por cuenta propia ideas fundamentales de Bolzano,' Boole! y otros para crear una nueva

" Cfr.un poco mas abajo. las observaciones acerca del formalismo semantico fregeano.

4 quien, dicho sea de paso, no menciona ni una sola vez en toda su obra Esta circunstancia no deja de ser
exiraia, en vista de la minuciosa revision que se hace -sobre todo en Frege 1884- de cualquier idea que tenga
que ver con los temas que se plantean, independientemente de qué tan conocidos sean sus autores. Lo es ain
mis si se considera que Frege conoce la obra de Cantor y mantiene relacion y correspondencia con Husserl, y
que ambos se expresan con grandes elogios de Bolzano En particular, como hemos visto, Husserl escribe en
las Investigaciones Logicas, que Bolzane debe considerarse como el mds grande logico del siglo XIX»,
reconaciendo 1gualmente Ja influencia de éste en su obra; una observacién que Frege dificiimente podia pasar
por alto. De hechn, en una carta a Frege escrita por Husserl en 1906 [Frege 1976, 11, XIX/4, 105]. éste
menciona explicitamente a Bolzano en el contexto de una discusién sobre lo que debe constituir el objeto de
estudio de la logica Frege sabia, por lo tanto, de la existencia de Bolzano Como sea, algunas de las
distinciones que sirven de base a su sistema parecerfan ser hechas por Frege pensando justamente en una
criica a aquél.



l6gica, mds rica y poderosa que la légica anterior. La opinién de Kant en la Critica de I
Razon Pura acerca de que la togica debe considerarse como algo concluido y perfecto -algo
que contradice su carécter mismo como ciencia e introduce cierto tipo de definitividad en su
aspecto instrumental- pondria de manifiesto, segin Frege, mas la esterilidad o el
agotamiento del enfoque seguido, que la imposibilidad de un progreso.lﬁ Lo gue se requiere
es, mas bien, una transformacion a fonde de la misma en el espiritu de su concepcidn
original, es decir, de su concepcién como drganon o instrumento que sirva para los fines
del conocimiento, para justificar el cimulo de inferencias y deducciones presentes en la
ciencias, a partir de la consideracion del terreno en el que su aplicaciones se presentan con
la mayor nitidez: las matematicas.

Como ya le hemos mencionado, son dos, de acuerdo con Frege, los problemas
basicos que afectan fundamentalmente la 16gica tradicional:'’ su estrecha relacién con el
lenguaje natural y la presencia constante en ella de elementos de orden psicologico. En
relacién con lo primero, el eror fundamental en que se incurre serfa la identificacion de ia
estructura gramatical de las oraciones -analizada en la forma sujeto-predicado- con fa
estructura Jégica de los juicios; en relacion con lo segundo, el ermor de principio seria la
cancelacién de las diferencias entre objeto y funcién, al concebirse ambos como
representaciones [Voa‘steilun-gen].'8 Son los juicios y Ias relaciones objetivas, conceptuales
y veritativas entre ellos, es decir, la argumentacion correcta, lo que debe constituir el objeto
de estudio de la logica. Como Bolzano, Frege piensa que hay una esfera de contenidos
objetivos no empiricos, con una legali-dad y subsistencia propias, a los que llegamos por
medio del lenguaje natural y gracias a nuestra estructura subjetiva. La logica se interesa en
los contenidos mismos, no en el modo de su obtencion. Esta es la actitud general de Frege
desde 1879. Es mas explicita, sin embargo, en Los Fundamentos de la Aritmética y lo es
atn mas en las Grundgesetze: «Para mi -escribe en esta Gltima obra [XVIII]- existe un
dominio de lo que es objetivo, que es diferente de lo real y fenoménico» y que es también
fibid , X V1] independiente de cualquier sujeto,

Estos serian, entonces, los fines que se plantea la Conceptografia y explica
asimismo el nombre que se le da al nueve lenga.laje.'g

Tanto el sistema de 1879 como el de 1893, pretenden, en primer término, dos cosas:
i} el analisis simbolico de la argumentacion matematica, sin recurso alguno al razonamiento
intuitivo -aparte del recenocimiento de los signos especiales y la aceptacion de los axiomas

** «En la logica de Buole lo que importa es la forma logica, omitiéndose por completo cualquier consideracion
relativa a la incorporacién [giessen) en ella de un contenido». Por el contrario, en Frege se trata precisamente
de esto. Por otra parte, exisle una semejanza esencial entre ellas -que las diferencia de la idgica de Peano- y
gue consiste en que en ambas €] acentc se encuentra en la deduccion. [cfr. Frege 1896, 370-371], que es
umitida enteramente por Peano (véase el siguiente capitulo).

'® paradgjicamente, una conclusion en ciertc sentido, es decir, par lo menos en parte, similar a la kantiana es
implicada por las tesis de Frege en telacién a la completud légica y adecuidad expresiva de la Conceptografia
en relacion a las matematicas,

" Con esta designacion nos referiremos, ¢n lo que sigue, tanto a la 6gica tradicional aristotélica y escolastica
como a la psicologfa 16gica. tan difundida en Ja época de Frege.

* Cfr. nota 14 y también nota 22.

* por lo demas, el titulo resulta mas bien paradéjico. Por su naturaleza misma, los conceptos ne son algo

finguistico, sino justamente algo a lo que llegamos por intermediacién del lenguaje. como referencia, segun la
1eoria general de nombres expuesta por Frege en (893, de predicados o palabras concepiudales

[Begnffsworte]. (Ver nota 21)
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vy reglas de inferencia- y ii) 1a idoneidad del sistemna, esto es, su completud y correccion. La
Conceptografia «debe hacer posible, en principio —dice Frege- el examen riguroso y seguro
del cardcter conclusivo o no de una cadena de inferencias, asi como poner de manificsto
cualquier supuesto que pretenda deslizarse inadvertidamente [en la argumentacién], para
que pueda ser mvestigado y su origen detectado» [1879, iv]. Pero esto significa también,
por lo tanto, que un aparato equivalenie o similar a ella constituye una herramienta
absolutamente imprescindible en la investigacién filosdfica de los fundamentos de las
matematicas.

Otra de las condiciones a satisfacer por la construccion fregeana scria la generalidad
de sus principics, en consonancia con el hecho mismo de que su objeto lo constituya «el
pensamiento puro». Sin embargo, esto supone el caracter en Gltima instancia vacio de los
mismos. La légica no tiene nada que ver -por lo menos no directamente- con la experiencia,
ni agrega a las suposiciones a las que se aplica nada que no se encuentre ya de alguna
manera en ellas. Su unica funcidn -y en esto reside justamente su importancia- €s hacer
explicitos tales contenidos. Asi, desde el punto de vista de nuestro conocimiento, aun los
principios 16gicos o su aplicacién a lo ya conocido pueden set sintéticos, es decir, afadir
algo a lo que ya sabiamos, si bien, desde el punto de vista de su justificacién objetiva, tal
adicidn no tiene, en realidad, lugar.

También la necesidad comtnmente asociada a la logica debe entenderse en el
contexto anterior. En realidad, puede afirmarse que la necesidad seria el dmbito en el que
caerian sus principios; de hecho, practicamente el ambito exclusivo de ella si aceptamos la
tesis logicista. La necesidad que con frecuencia se les adscribe a las matermnaticas seria, en el
fondo, de acuerdo con esto, una necesidad I6gica y, como tal, se encontraria estrechamente
vinculada a la generalidad extrema de los principios. «Necesarion es, sin embargo, un
predicado sélo aplicable significativamente a proposiciones o juicios e indicativo del
caracler puramente logico de su justificacion, es decir, indicativo de su fundamentacion
* plena a partir de principios equivalentes a los de la Begriffsschrift [cfr. 1879, iii].

v

Pasemos ahora al aspecto constructivo de la logica de Frege. Frege se propone,
comec objetivo principal en sus dos conceptografias, el establecimiento de las leyes
generales de las conexiones entre las verdades en cuanto tales. En la base de su reflexién se
encuentran los juicios, en su sentido objetivo, segin se desprende del segundo de sus
principios metodolégi-cos (ver Sec.Il), Ahora bien, ;como deben entenderse éstos? La
logica de Frege es un formalismo deductivo ya interpretado. Pero en Frege lo deductivo, el
aspecto formal y algebraico y los contenidos tienen el mismo peso, es decir, resultan
ipualmente esenciales a su ldgica. No hay en él, en otras palabras, una distincién tajante
entre seméntica y sintaxis, ni una consideracién independiente de ambos aspectos de su
lenguajezl. De esta manera, el aspecto formal de su sistema no se refiere tanto al empleo de
formulas como at analisis del contenido logico, esto es, al andlisis de lo que Frege llama el

% Gracias 2 esta caracteristica, el sistema dispondria, en efecto, de un elemento capaz de proporcionar «una
base a paruir de la cual puede juzgarse la indole epistemologica [die erkenntnistheoretische Natur] de los

principios demostrados» [1893, 1, VIII]
B M intencion en la Concepiografia -dice {1882, 53)- no era la de hacer una representacion abstracta por
medio de formulas, sino la de dar expresién a contenidos de un medo més claro que el que se alcanza con las

palabras, echando mano para eljo de signos escritos especialesn. CAr. también [1896, 371).
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contenido conceptual [begrifflicher Inhalt]. Se trata, en consecuencia, de un formalismo sui
generis, de un formalismo ro lingtistico. Frege se refiere heuristicamente a esta nocién de
contenido judicativo que ha de tomarse como primitiva de su primer sistema, como
«aquello que resulta esencial en un juicio para su evaluacion ldgica» [1879, §3,3].

Para una comprensién cabal de esta idea resulta, entonces, de fundamental
importancia considerar, por una parte, la distincién fregeana enire forma lingiiistica y forma
l6gica v, por la otra, un examen de la concepeidn que Frege tiene de los juicios.

En un significativo pasaje de una carta dirigida a Husserl [Frege 1976, I, XIX/3,
102-103] se afirma lo siguiente: «La tarea de la 16gica no puede ser la de investigar lo que
pueda haber en las expresiones del lenguaje cotidiano. Alguien que deseara aprender 16gica
a partir del lenguaje [natural] seria como un adulto que tratara de aprender a pensar
tomando como modelo a un nifio... Los lenguajes histéricos no se han conformado
siguiendo las pautas de la logica. El elemento légico se presenta en ellos revestido de
imagenes que no siempre son e¢xactas... La tarea principal del logico es emanciparse del
lenguaje [natural] y simplificar. La logica debe ser juez del lenguaje [die Logik soll
Richterin sein tber die Sprachen]». La idgica no trata, por lo tanto, de oraciones ©
enunciados, sino de lo que tales oraciones o enunciados expresan, €3 decir, justamente de
sus contenidos y, en particular, de los juicios. Segin esto, en un lenguaje como la
Conceptografia, la gramitica debe estar supeditada al contenido légico. En todo caso, esta
escritura conceptual, como quizds podria traducirse més explicitamente la expresion
«Begriffsschrift», seria un lenguaje logicamente perfecto. Asi, mientras que, por una parte,
Frege coincide con Bolzano en la distincién entre estructura idgica de una SAS o juicio
fregeano y su expresion lingiiistica, por la otra, difiere esencialmente de €l en cuanto a que
el objetivo central de Frege es el de construir un lenguaje que permita el manejo claro de tal
estructura. El titulo de! escrito de 1879 sugiere, sin embargo, que los elementos bésicos del
nuevo lenguaje serian los conceptos. No lo son y esto hace de la designacién misma elegida
por Frege algo equivoco.22

Ahora bien, el examen de la nocion de juicio arrojaria el siguiente resultado. En un
juicio algo se afirma y lo afirmado tiene que ver con la verdad. Esto conduce (a) a lo que se
afirma y (b) a su verdad. Lo primero es €l contenido conceptual. Sin embargo, no todo
contenido conceptual es susceptible de evaluarse en términos veritativos. Frege distingue,
en consecuencia, entre confenidos judicables {beurtheilbare Inhalte] y aquellos que no lo
son. Es decir, dentro del sistema mismo, {a nocion de contenido es lggicamente anterior a la
de juicio.??

Un contenido judicable puede analizarse sicmpre en dos elementos: la funcion y el
argumento o los argumentos para los que en el mismo se afirmaria, esto es, en términoes de
funcion y objeto, las dos categorias formales (y ontoldgicas) basicas en Frege.

Frege se inspira en el concepto de funcidn que las matematicas del siglo X1X habian
desaollado hasta convertirla en una de las nociones absolutamente bésicas del analisis,

22 En 1879 se habla de «combinaciones de ideas» [Vorstellungsverbindungen], que son identificadas con el
contenido conceptual. Frege eliminard mas arde ambas designaciones, por sugerir asociaciones psicologicas,
en el caso de la primera, y por encontrar méas adecuado el termino Gedanke, en el caso de los contenidos,
admitiendo, de paso, lo inadecuado del titulo de la BS [CFr por ejemplo, Frege 1910 n 4, 273}

B Frege suprimira en 1893 esta distincién considerando cualquier contenido como judicativo,

* Aparentemente, el término es vhlizado por primera ocasion por Leibniz en el siglo XVIII [Cfr Couturat y
Robbins 1941,285],
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para introducir la idea de funcion [Funktion], en su sentido de funcién judicativa o, como
hoy se diria, de funcion proposicional, sin lugar a dudas la nocién cardinal de la logica
moderna. Frege reemplaza con ella la afieja descomposicion aristotélico-tomista de los
juicios en sujeto y predicado, de la que Bolzano mismo se sirve de manera esencial,
haciendo posible una consideracion mucho mds sutil y general de elios -una que, por
ejemplo, se haga cargo, sin las complicaciones parafrasticas de Bolzano, de las
proposiciones relacionales. Asf, ademas de constituir un descubrimiento logico de la mayor
importancia histérica, esta consideracién de que los elementos basicos de la logica, los
juicios, pueden descomponerse en funciones y objetos representa, en realidad, el momento
de ruptura con Bolzano. Que entre la logica y la gramdtica existe un abismo puede verse,
por ejemplo, considerando oraciones que logicamente expresan lo mismo y que, no
obstante, tienen sujetos y predicados diferentes. Frege sienta, asimismo, de manera
definitiva, las bases para un andlisis extensional, cuasi conjuntista, de los predicados que
Bolzano, a pesar de sus logros, no acaba de asumir en todas sus consecuencias.

No obstante su caracter fundamental en la l6gica de Frege, el concepto de funcién
adolece en la Conceptografia de 1879 de una doble falta de claridad definitoria. Por una
parte, el srarus mismo de las funciones®® carece de la precision necesaria -un error en el que
también incurriran Russel]l y Whitehead a lo largo de los Principia Mathematica. Por la
otra. el uso que Frege hace del concepto parece cancelar parcialmente el tercero de sus’
principios metodoldgicos o ser violatorio de él. Esto ultimo tendrd graves consecuencias
para el sistema fregeano, al hacer inconsistente la versién mas avanzada del sistema que se
presenta en 1893,

VI

Examinemos brevemente, en primer lugar, la descripcién que hace Frege de sus
nociones basicas. Los juicios, el punto de partida de cualquier consideracién logica, se
encuentran intimamente ligados a las funciones proposicionales. En la Conceptografia
[§9,15] se dice que «Si pensamos una expresion de esta manera, [es decir, como la
modificacién que permite el paso de ‘Maria va por el pan’ a ‘Pedro va por el pan’ y
viceversa,] como algo variable, ésta se divide en una parte constante, que representa la
totalidad de las relaciones, y en el signo que se considera reemplazable por otro y que se
refiere al objeto que mantiene estas relaciones. A la primera la llamo funcién, a esta ultima
su argumento». La formulacién es sumamente obscura, pues sugiere gue las funciones
tienen un cardcter linguistico. "

Tomado al pie de la letra, esto equivaldria a una violacién del tercer principio
metodolégico fregeano, aparte de gque resulta manifiestamente incompatible con otras

** Este dlimo paso no serd dado por Frege, sin embargo, sino hasta 2 Begriffsschriff de 1893, concretamente
con la introduccion de las nociones de extensidn de un concepto y la de curso de valores de una funcicn
[Begriffsumfang y Wertheverlanf, respectivamente].

™ En lo que sigue, con este término nos referiremos siempre, a menos que se diga ofra cosa, a las funciones
proposicionales

** Hay otras varias manifestaciones de esta equivocidad en la BS. Por ejemplo, en {1879, §9, 16]. al sefialarse
las notas caracteristicas de una funcién se afirma que «llamamos funcidn a la parte invariable de la expresidn
Jeursivas nuestras] a la que es susceptible de ser reemplazada su argumento», Mas adelante [1bid 17-18], se
habla también de que wen una funcién, hay signos reemplazables que dan lugar a funciones de varios
argumentosy, etc
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manifestaciones al respecto en la BS mucho mdas congruentes no solo con este principio,
sino con el planteamiento general de Frege. 2

La ambigiiedad que envuelve, en la Conceptografia, esta nocién cardinal para la
teoria fregeana no serd resuelta satisfactoriamente por Frege sino afios mas tarde, en
«Funktion und Begriffs y de manera formal en 1893%. Como resultado de este nuevo
andlisis, Frege concluira la imposibilidad de definir esta nocion en su sistema [cfr., por
ejemplo, 1904, 665]. Este caracter primitivo serd compartido también por la de objeto. En
1893 se distingue, ademas, de manera rigurosa entre lo lingiiistico —el plano de la
gramatica- y lo propiamente logico Lo primere serfa, en el mejor de los casos, expresion de
lo segundc, aunque, por supuesto, también es independiente de ello. De hecho, por gjemplo,
la determinacion gramatical de un sujeto y un predicado en una oracién supone un analisis
logico previo, es decir, una interpretacion divisoria del juicio expresado por ella en
términos de funcién v argumento, aparte de que, en realidad, en general, una distincién
gramatical de este tipo resuita sumamente limitada e insatisfactoria —por ejemplo, para la
evaluacion légica de los juicios universales.’® Funciones vy objetos no pertenecen, en
consecuencia, a la esfera de la graméatica.

Sin embargo, como dijimos antes, «juicion no es una nocion primitiva en ninguna de
las dos conceptografias, aunque, en el fondo, constituya un elemento subyacente a la
construccion de ambos sistemas. Con esta restriccion, la logica de Frege puede también
pensarse como una teoria del juicio en general, aunque, evidentemente, no en el sentido
tradicional de esta expresion.

La eleccién de los primitivos de la teoria formal misma esta determinada, en primera
instancia, mas bien, por las relaciones entre funciones y juicios o, mds precisamente, por la
relacién entre funciones y contenidos judicativos. Mientras que en la BS se distinguen en un
juicio, por una parte, el contenido y, por la otra, el reconocimiento de la verdad del
contenido judicativa como sus constituyentes esenciales, en 1893 el primero es
reemplazado por el pensamiento [Gedamke],31 al tiempo que el segundo sera sustituido por
12 nocion muche mas adecuada de lo Verdadero como uno de lo: Jos posibles valores dle
verdad. Este analisis es producto tanto de la distincién sis.imdtica entre sentido y

* Asi, por gjemplo, en [1879, §9, 17], Frege dice que el mismo contenido conceptual puede concebirse como
funcién ora de este, ora de aquel argumento.., con tal de que funcién y argumento se encuentren
complelamente diferenciadoss.

¥ A\ comentar las modificaciones hechas en el sistema de 1893 a Ja BS de 1879, Frege observa [1893, X], en
efecto, que «también fa naturaleza de fas funciones y su diferencia esencial con los objefos se caracteriza
ahora de manera mas precisa que en la Conceptografia anteriom. Por 1o demas, la diferenciacion consecuents
entre funcianes y argumentos en el contexto de un contenido judicativo Hevard a Frege a distinguir entre
funciones de distintas niveles, cuya naturaleza logica es esencialmente diferente, es decir, a formular también,
como Bolzano, un claro aniecedente de la estratificacion jerarquica en fipos légicos.

% «Por si mismo —dice Frege [1892b, 199]- ¢l pensamientc [der Gedanke, esto es, el contenido logico]- no
determna qué s lo que ha de tomarse como sujeto. Decir ‘el sujeto de este juicio’ no describe absolutamente
nada. a no ser que s¢ anada al mismo tiempo un bpo especifico de andlsis...». Fundamentalmente, en la
logica, por lo tanto, en el principio es el juicio, es decir. algo no lingiiistico. Este resultado coincide
suevamente con el analisis correspondiente de Bolzano. Por ofra parie, es importante no confundir esta
anterioridad «lggica» con una de caracter cronokégico. En Frege, creemos, el problema de si es posible pensar
sin un lenguaje no se plantea v, en realidad, carece de importancia. En 1odo caso, es el ambito de lo expresade
por nuestras afirmaciones lo que le interesa a la légica, no que nosotros las hagamos o cémo hayamos llegado
a ellas

3 En su sentido evidentemente no psicologico [Véase también la nota 41]
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denotacién {Frege 1891}, como de una concepcién mucho mds sutil de las funciones,
expuesta por Frege desde 1892,y de la teoria general de los nombres que Frege desarrollaa
partir de estos resultados y que se presenia en detalle en las Grundgesetze.

De acuerdo con todo ello, una funcién en general posee argumentos y valores.
Ambos son objefos. En particular, en ¢l caso de las funciones proposicionales, es decir, de
los conceptos, los valores son valores de verdad, 1o Verdadero y lo Falso [das Wahre y das
Falsche, respectivamente] en la logica bivalente de Frege. Una funcién tiene siempre ahora,
para todo objeto, un valor que es, a su vez, un objeto. Esto le permitira a Frege definir las
funciones veritativas, esto es, las funciones cuyos argumentos y valores son valores de
verdad. En esta nueva concepcion hay también cabida precisa para lo linglistico: un
nombre designa un objeto, éste es su denotacion [Bedeutung] y lo hace de cierto modo, su
sentido {Sinn}. Con estos elementos, Frege puede explicar entonces con mayor exactitud
gué es un juicio. La idea es la de pensar en las oraciones asertivas como noembres. es decir,
COMO exprasiones fue pPoseen una denotacion y un sentido. Frege identifica el sentido de
una oracién justamente con el pensamiento, con el antiguo contenido conceptual, mientras
que su denotacién seria su valor de verdad. Cuando éste es lo Verdadero, se obtiene un
Juicio. Esto significa, por lo tanto, que todos los juicios poseen la misma denotacion.

Como aqui resulta evidente, €l cambio que se da de la Conceptografia de 1879 a la
de 1893 no reside tanto en las nociones basicas, ni -como ahora lo veremos- en la
simbologia, ni, por lo tanto, ¢n lo que se identifica como aspectos esenciales de la nocion
basica de juicio, sino, sobre todo, en la interpretacion extrasistemdtica de las funciones y
en una concepeion mucho mas decantada de las relaciones entre éstas y los juicios. Todo
Juicio puede analizarse en términos de funciones. La diferencia esencial entre los objetos y
las funciones consiste en el caracter saturado [gesittigt] de los primeros y la insaturacion
{ungesittigt sein] de las segundas, es decir, entre la indole «completa» o autosubsistente de
los objetos, en oposicion a cierto tipo de dependencia e incompletud de las funciones.

Un aspecto poco claro e incluso en apariencia incompatible con lo anteriormente
dicho acerca de las relaciones entre la logica y el lenguaje natural en la consideracion
fregeana de las funciones es el siguiente.

Légicamente, nuestro punto de partida deben ser los juicios. En nuestros andlisis
l6gicos debemos despojarnos, ademas, segin quedd dicho, de los condicionamientos
gramaticales. Pero esto sugiere también que debemos alejarnos lo mas posible del lenguaje
natural. Ahora bien, es evidente que este alejamiento no puede ser, en forma alguna, una
ruptura.32 En los hechos, sin embargo, si bien para Frege esio no es estrictamente esencial,
nuestre punto de partida lo constituye el lenguaje natural, los diferentes lenguajes
histéricos. E! objetivo de Frege es la creacion de un aparato lingiiistico que permita el
analisis logico también de tales lenguajes, esto es, la estructuracion de un lenguaje
logicamente perfecto, un lenguaje, por asi decirlo, neutral en relacién a los lenguajes
historicos. Lo que la logica debe hacer es simplificar y abstraer y llegar a principios
generales, pero, obviamente. no prescindir —no puede hacerlo ni siquiera del todo en la
construccion del sistema- del lenguaje de la vida, Es natural, por jo tanto. que la BS refleje
en muchos sentidos a nuestro lenguaje. Uno de ellos es el que sigue.

** Frege compara [1879, vi-viii] las relaciones entre el lenguaje natural y la Conceprografia con la que existe
entre el ojo y el microscopio
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Nuestra llegada a las funciones se da, en la practica, a través de la consideracién de
una clase de oraciones similares, al distinguir en éstas una parte constante de otras que son
variables. Por otro lado, un juicio puede expresarse por intermediacién de diferentes
oraciones. ,Como distinguir, entonces, a partir de diferentes oraciones que expresan el
mismo juicio, la funcidn y sus notas caracteristicas e identificar sus posibles argumentos?
Esto es, jcomo distinguir —si es que la hay- la parte constante en la expresion de un juicio
de lo que sélo son sustitutos, nombres de sus argumentos? Y, jcomo hacerlo cuando se
tiene solamente una oracion?*’ Esta ambigtiedad no tiene nada que ver con el contenido
fogico mismo del juicio y, segin Frege [1879, §l1], «es asunto exclusivo de la
interpretacion [Auffassung]». En otras palabras, el contenido de una misma oracién puede
traducirse de varias maneras, de maneras esencialmente diferentes, a ia BS. La ambigiiedad
se trasladara a la notacion misma de la BS: *®(A)’ puede ser vista, en efecto, como una
funcion tanto de ‘A’ como de ‘@’ [1879.§10,19]. La clausula limitativa en la segunda de las
preguntas anteriores se refiere al siguiente problema. jPor qué no admitir, como en
Bolzano, que la abstraccion de cualquiera —o aun de la totalidad- de los contenidos que en
su conjunto producen un contenido judicativo dé lugar a una funcién de la que el o los
contenidos omitidos serfan justamente argumento(s)? Por una parte, Frege parecer admitir
expresamente tal posibilidad.” Por la otra, sin embargo, al adoptarse el punto de vista
segin el cual una proposicion se descompone siempre en argumento(s) ¥ funcién, se
establece implicitamente un limite a lo que pueda considerarse como variable, con lo cual
esta también obligado a aceptar las diferencias categotiales sefialadas por el tercero de sus
principios metodolégicos. En la misma direccion apunta también la clasificacién fregeana
de las funciones en distintos ordenes. En este margen amplisimo de substitutibilidad
pareceria encontrarse uno de los puntos esencialmente débiles del sistema fregeano. Esta
caracteristica se trasladara al sistema de 1893 y ser4 corresponsable del surgimiento de las
paradojas en su sistema.

Otro problema conexo seria el siguiente. A partir de la consideracién de oraciones
que expresen contenidos judicativos llegamos a las funciones por abstraccién de algin
elemento constitativo de las mismas. Esto permite, qué duda cabe, un analisis mucho mas
fino de cierto tipo de contenidos, por ejemplo, de lo que podriamos lamar
momentdneamente proposiciones universales, que lo que resultaba posible en la ldgica de
Bolzano, por ejemplo. Pero esto pareceria implicar al mismo tiempo la aceptacion de algin
tipo de proposiciones elementales, en las que no se cuantifique sobre nada. No hay en Frege
nada al respeclo,3 * o que no necesariamente equivale a una descalificacién de la BS como
instrumento logico. Las diferen-cias refarivas de esa indole se indican con precision en el

3 Jyan come sandia’ expresa, por ejemplo, a Ja vez, el valor de la funcién

_ come szndfa
para el argumento Juan, al mismo tiempo que el de la funcidn

Juan come _
Fara el argumento sandia
* uSi en una expresion, cuyo contemido no necesariamente s judicable, de la que forma parte, en uno o
varios lugares, un signo —simple o compuesto- reemplazamos a éste en todos esos lugares o en algunos de
eilos umformemente, ta parte constante es la functon,. »
** £1 problema sera abordado mas tarde por Russell y Witigenstein y, como vimos en ¢l eapitulo anterior, s
planteaba va en Bolzano.
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sistema simbélico mismo de la Conceptografia y es discutible que algo més que eso resulte
necesario en las matemdticas.

Frege explica la generalidad como «la afirmacién de la funcion, independientemente
de cuales sean los argumentos» [1879,§10,18]. La notacion correspondiente es [— @(4),
que expresa que «4 tiene la propiedad @» [ibid.] Sin embargo, los cuantificadares, que
hacen notacionalmente explicita la generalidad, pueden también formar parte de una
funcién [ibid §9.17) y, por otra parte, puesto que, como hemos dicho, el signo funcional
‘@ de @A) puede aparecer, €] mismo, como argumento, es también gencralizable
{1879,§11,19]. Con ello, Frege parece acercarse a la posicion de Bolzano y cancelar la
distincién misma entre funcién y argumento. En un intento limitativo de las posibilidades
de substitucién, se afiaden estipulaciones que indican que lo que llamamos variables se
piensan en ¢l como algo que tiene un rango propio de valores; es decir, que hay diferencias
categoriales entre argumentos y funcidn, pero el cursc que han de seguir tales restricciones -
la conservacion del cardcter judicativo {Beurtheilbarkeit] de las exprestones resultantes
[thid ]- es ain demasiado vago.*

Lo anterior significa no solo que la logica que Frege tiene en mente es lo que hoy se
llama una «ldgica de orden superiom, que ta Conceptografia es, como hoy se diria, un
caleulo extendido de predicados, sino que tiene, ademds, para el problema que nos ocupa, la
desagradable consecuencia de dejar practicamente en el misterio la indole misma de sus
objetos basicos.”” En efecto, la cuantificacién de algo implica su «cosificacion», por as
decirlo, su conversion en objetof'B pero, al mismo tiempo, implica la cancelacién de la
diferencia basica prescrita por el principio categorial de Frege.

Como fuere, las funciones juegan en Frege no solo un papel fundamental en lo que
toca a la explicacion de la estructura interna de los juicios, sino que le permiten mas tarde
una explicacion de los conceptos™ que, para las metas del logicismo, resultan decisivos,

Las expresiones funcionales en las que la variable —como hoy se diria-*" es
reemplazada por un nombre de un argumento, esto es, las expresiones funcionales de la
forma

' Frege hace uso de la cuantificacion explicita de las funciones en la tercera parte de la Conceptografia
[627ss, 62-63] para la defimcion de las sucesiones y la obtencion mds tarde, a partir de elto, del principio de
snduccion matematica. En la Conceptografia de 1893, Frege resolverd el problema mediante la consideracién
de funciones de diferentes érdenes que preservan la distincidn basica objeto/funcion

3" En realidad, aparte de lo que hemos expuesto v las reglas para operar con ellas —v.gr la especificacion o la
generalizacion- no hay mucho en 1879 acerca de ta naturaleza de las funciones Esto sugiere la suposicion
implicita, por parte de Frege en esta época, de que tal nocién es fundamentalmente clara.

3 Sepiin ha mostrado Quine en [Quine 1953

¥ En la forma de la nociones caer bajo un concepto, curso de valores de una funcidn y extensién de un
concepto esta idea constilira uno de los primitivos de la construecion de la aritmetica a parur de la légica,
que Frege pone en ejecucion detallada a partir de 1893. De cualquier mado, ya en la Bege ifisschrifi {xiii] se
habla de que «la concepcién de un contenido como funcién permite formar conceptos [wirkt begriffsbildend]n,
aunque sin entrarse en detalles.

** Frege rechaza el uso del término, por considerarlo ireparablemente equivoco e inadecuado. «Lo més
convieniente —dice en 1910 [p. 276, n.7)- es no utilizar en forma alguna esta expresion, puesto que, en
realidad, no podemos hablar de un signo, ni decir de lo que éste expresa 0 denota que sea variable o una
variable, por lo menos no en un sentido que pueda resultar utilizable en las matemdticas o [a ldgicar.
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@A) [B(A.B), P(4,B,C), etc.],
donde ‘@ denota una funcién y ‘A" (‘B’, ‘C’, etc.) un objeto, representan conlenidos o
contenidos conceptuales. Por si sola, sin embargo, cualquiera de las dos partes, de esta
manera expresadas, constituye también un contenido. Los contenidos judicativos, aquellos
que pueden dar lugar a juicios, se distinguen notacionalmente por medio de una linea
horizontal, la barra de contenido [Inhaltsstrich], *—, de tal manera que si @(4) es como
quedo dicho,
—&(4)

es una expresion compleja en la que la barra horizontal conecta la funcién @ y el
argumento A en un todo susceptible de ser juzgado. Frege utiliza en 1879 la expresién
'orstellungsver-bindung {conexion representativa), rechazdndola més tarde [p.gj. en 1910,
280, n.15], por considerarla demasiado psicoldgica y sustituyéndola justamente, como
hemos dicho, por Gedanke. *—o.. con o contenido, se lee en 1879 como «la circunstancia
de que a» [der Umstand, daf...] ¥ ha sido traducida tambi¢n al inglés como «la
proposicién...».‘” Por otra parte, si a la expresion ‘—a’ se antepone und barra vertical, la
barra judicativa [Urtheilsstrich], ‘I, el contenido —o se convierte propiamente, como
l—a, en unjuicio.

Asi, mientras que la barra de contenido responde & la necesidad de expresar un
contenido (o una «proposicién») considerativamente, esto es, sin necesidad de afirmarlo, la
barra judicativa representa el aspecto veritativo del sistema, al afirmar propiamente tal
contenido en el sistema, es decir, al afirmar su verdad.

Ahora bien, seria equivocado pensar que la barra de contenido es una especie de
paréntesis cuyo alcance €s una oracion a la derecha que afirma la funcién para un
argumento. El hecho de que se aplique a contenidos, lo mismo que la lectura sugerida por
Frege remiten a algo extralingiiistico, aunque intimamente vinculado con el problema de
«Uso Y menciénn.

La barra de contenido es, en realidad, también expresion de una funcién, es decir, de
una funcién cuyos argumentos son contenidos en general. De hecho, podria decirse que se
irata en este caso de una especie de funcion recursivamente definida cuyos valores son
contenidos judicativos [Cfr. Frege 1891, 21].43 Esto significa, entonces, que los contenidos
y, en particular, los contenidos judicativos, son también objetos, puesto que s6lo objetos
pueden ser argumentos de una funcién.

Es importante observar, sin embargo, que, a diferencia de la bara de contenido, la
barra judicativa no simboliza una funcién. «La barra judicativa misma —dice Frege 1891,
22, n.7]- no puede ser utilizada para formar una expresion funcional, porque su tarea no s
la de combinarse con otros signos para designar {bezeichnen] un objeto. * |—2+3=5"ne
designa nada, sino que afirma algo», esto €s, juzgd. Esto implica notacionalmente que el

41 Eg de notar. no ohstante, que Frege {1910, 280, n.i8] rechaza explicitamente, aunque sui argumentar, esta
tectura, que Jourdain hace de ' —o’ en 1912

7 Esta distincion que, como vimos, se encuentra ya implicita en Bolzano. forma parte de la version de la
Concepiografia que se presenta en las Grundgeserze. La distintion resulta necesaria. a partir de la disuncion
fundamental que alli se hace entre nombres ¥ objetos y entre el sentido y la denotacion como aspectos
inherentes a fos primeros.

5 gi o es un contenido, — es un contenido judicativo y, por lo tanto, un posible argumento para —, cuyo
valor €5 — Mismo en este caso.



alcance de la barra judicativa es final. es decir, el resto de la expresion a la derecha.
-— | e’ no expresa, en consecuencia, nada, sino que €s una mera combinacién simbélica
carente de significado, como “+=3".

Otros dos elementos de la gramética de la Conceptografia son el condicional [die
Bedingheit] y la negacicn [die Verneinung] que Frege define [1879,§5 y §7, respectivamen-
te]. A diferencia de la barra de contenido, éstas son dos funciones que toman argumentos
que son contenidos judicativos y tienen valores que también lo son, es decir, operaciones
judicati-vas sobre la clase de los contenidos judicatives. Fste serd también el caso de la
generalidad o generalizacion [die Allgemenheit, 1897, §11 y §12]. Concretamente, si e es
un contenido, —at es un contenido judicativo y, por lo tanto, un posible argumento para la
negacién, por ejemplo. Desde el punto de vista de la notacién, esto tiene como resultado no
1—q, sino —J—. Analogamente, si oy f3 son contenidos, el par —o, —f es un
argumento para el condicional |, cuyo vator es '

T,
donde —B es el antecedente y —a el consecuente, como hoy dirfamos.

Por otra parte, para la cuanuficacion universal Frege utiliza letras goticas
mintsculas como variables que deben colocarse en la cavidad de la expresion “—uo—@&()’,
asi como en el hueco después de) signo funcional. Sin embargo, mientras que los conectivos
se interpretan de manera cuasi veritativo-funcional, la generalidad simboliza el contenido
judicativo: la circunstancia de que @A), cualquiera que sea el argumento 4. La versién de
la cuantificacion fregeana es adicionalmente compleja por el hecho de que «en la expresién
de un juicio, la combinacién de signos a la derecha de |— puede sicmpre verse como una
funcién de los signos que alli aparecen» [§§11 y 19]. Dejando de lado otros problemas, esto
significa no sélo que (4} es una expresion ambigua, sino también la posibilidad de una
generalizacién de orden superior. La notacién elegida por Frege no - del todo satisfactoria,
no tanto por su aspecto bidimensional, sino por el hecho de que s :bdlicamenie no refleje
de manera exacta la transformacion efectuada; es decir, por el hec. - de que, por ejemplo, la
ncgacion forme parte del contenido y que todavia tenga que afiadirse una barra para
preservar el caracter judicativo del mismo. Frege simplificara esto en 1893, modificando las
reglas en el sentido de que —a. es siempre un contenido judicativo, independientemente de
cémo sea el contenido o.

El tiltimo de los signos primitivos utilizados por Frege en la Conceptografia es ‘=’
{Inhaitsgleichheit], que expresa identidad de contenido.

Sin embargo, ¢sta se presenia no como identidad de objetos, ni como equivalencia
entre juicios o contenidos judicativos, sino como una relacioén entre nombres, de modo que,
expresado in exrenso, si oy B son dos nombres de contenidos, ‘|—o=p" significa afimar la
circunstancia de que c y B designan lo mismo. Claramente, esto implica que los contenidos
admitidos en el sistema no son exclusivamente contenidos, funciones. argumentos,
operadores ldgicos (negacion, condicionalidad y generalidad), sino. asimismo,
extrafiamente, nombres de contenidos y relaciones entre tales nombres. El sistema se vuelve
asi, en cierto sentido, autorreflexivo.

El tratamiento que se hace de la identidad de contenidos constituye, tal vez, el
problema mas grave de la Conceptografia. Frege explica la introduccién, en esta forma, de
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la igualdad como sigue [1879,§8,14]: «El mismo contenido puede ser determinado por
completo de muy diversas maneras, Pero el hecho de que en un caso particular realmente se
determine lo mismo es el contenido de un juicio. De cualquier modo, antes de que esto
ocurra debe darse un nombre distinto a cada una de eltasy. Esto significa, entonces, que una
afirmacion de identidad es una afirmacion sobre signos y no sobre los contenidos a los que
éstos remiten. Es decir, hay una especie de ambigiiedad autonimica que Frege admite de
manera explicita [ibid ], esto es, el signo de identidad es un signo de identidad de
contenidos, aunque, de hecho, relacione signos. La introduccidn de ‘=’ apunta, en todo
caso, como es obvio, a una necesidad mas general de clarificacion del lenguaje de la
Conceptografia, que ya hemos advertido anteriormente, En particular, en relacion a la
identidad, Frege mismo emprendera esta émpresa en sus escritos de semantica, cuyo origen
debe remontarse, en consecuencia, a estos problemas.44

Vi
Intentemos ahora, una vez hechas las aclaraciones pertinentes, una sistematizacion
de las reglas de formacidn del sistema l6gico del Begriffsschrifi, asi como una descripceion
de su aparato deductivo. Los elementos expresivos bésicos de esta escritura conceptual son:
a) funciones
b! argumentos de funciones

¢} — (barra de contenido)
d} | (barra judicativa)
e) ~ (negacic’m)”

£1 — (condicionalidad)

g) V{generalidad)

h) = (signo de identidad)

i) nombres de contenido

Un contenido es cualquier expresion compuesta de los signos anteriores.*®
(1) Las reglas generales de formacion de expresiones judicativas, esto €s, que expresan
contenidos judicativos (CJ) en el sistema serian las siguientes:

1. Si @es una funcién y A un argumento para &, entonces —@f4) esun CJ,

2. Sieesun CJ, entonces —(~a) es un CJ;

3. Siey B son Cls, entonces —(ot — f) esun CI,

4. —((V5H —P(H) es un CJ, si © es una funcién y & un signo que puede
reemplazarse en ®(8) por cualquier argumento dando por resultado un contenido
judicativo.”’

**y, por supuesto, a ka necesidad de una explicacién satisfactoria de Ja igualdad matematica, que concilie el
«ccardcter sintéticon [1879,§8,15), no trivial, de la identidad, con ja umdad que su verdad implica En las
Grundgesetze {1, 1X}, Frege reemplazara ef signo por *=",

* En aras de la simplicidad ¥ con eb objeto de apreciar mejor las ventajas que para Frege se derivan de la
uutizacion de un sistema bidimensionat de notaciéa, a partir de 1a seleccion que hace de signos primutivos, y
sin dejar de tener presentes las diferencias que hemos apuitado en los parrafos anteriores, usamos aqui los
simbolos usuales para el condicional y la cuantificacion universal y nos serviremos libremente de los
parentesis como signos de asociacion.

 Eyidentemente hay aqui una especie de circulo vicioso debido al caracter ambiguo del signo de identidad.

¥ vrgase Ta nota siguiente
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5. Sivy 1 sonnombres de contenidos, entonces —(v=n)esun Cl.
Los juicios pueden ahora defimirse facilmente.
(II) Si e es un CJ, entonces o es un juicio

El sisterna de 1879 consta, asi, de ocho nociones primitivas: funcién, argumento,
barra de contenido, barra judicativa, negacion, condicionalidad y generalidad. A ellas se
afiadira en 1893 el Hamado spiritus lenis, para designar el curso de valores de una funcion,
simplificandose las reglas de formacién de CJs en el sentide de que todo contenido se
considerara ahora como judicativo.

Pasemos ahora a la descripcion del aparato deductivo propiamente dicho de la
Conceptografia.

El calculo Jogico de Frege consta de nueve axiomas y tres reglas de inferencia.
Axiomas. Sean B v v contenidos, @ una funcion, 6 una «variable»™ y 1 ¥ k nombres de
contenidos.*® Los siguientes son axiomas.*

() p—u->—-—p->—0]
(27 —[—f—o-——f>—1] >~ P> o>l
8 t——f——o o ——p>—>—Ph>—o—>—7]
28)  t——f—o > —Pp] > — [P > —())]
3 A >
#) o ()]
(52) (=0 —(—Em)-> — )
(54  t=m=n
(38)  |-——{VB)—P(B)> —&c)

Lo que Frege presenta aqui como axiomas €s, en realidad, un conjunto de esquemas
axiomaticos. Su sistema consta, en consecuencia, de un namero infimto de axiomas.

Mientras que los primeros seis principios constituyen, mutatis mutandis y junto con
una forma del modus porens, un conjunto completo, aunque ciertamente no indf:pendien’ceS
de axiomas para la logica proposicional, el séptimo y el octavo dan expresion en el sistema
a las propiedades o, siguiendo estrictamente una distincién introducida por Frege mas tarde,
en Fuktion und Begriff, a las caracteristicas de la igualdad.

Es evidente, por lo demas, en ei axioma (52), lo insatisfactorio de la version
fregeana de la igualdad. En efecto, mientras que en el antecedente 1) y k son nombres de
contenidos, en el consecuente son argumentos, esto €s, contenidos o lo designado por esos
nombres.

Por su parte, el noveno de los axiomas pareceria ser la versién fregeana de un
principio de especificacién unijversal. No Io es, sin embargo, ea su forma mds inmediata.
Para ver esto, es necesario tener presente la simplificacion notacional a que da lugar la
introduccion en el sistema de Jetras latinas. De acuerdo con elia, una expresion de un juicio
de 1a forma |-—( Ve)—adXa) puede ser reemplazada por otra del tipo |——a@(u), donde u es
cualquier letra latina.

* Frege se sirve de letras goncas mindsculas y una cavidad para expresar generalidad Tales jetras son 1o que
en 1a actualidad se Tlamarian variables, un término que, como dijimos, Frege rechaza (véase nota 40).

3 £ sentido estricto, entonces. Frege requeriria de un mecanismo para formar nombres de contenidos,

% | os nimeros a la 1zquierda mdican el orden de inserc16n que se les asigna en la Conceptografia

*! Es posible prescindir, por ejemplo, de los axiomas (8). (28) y (41)

D
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En otras palabras, las «variables» grif:gas52 se reservan para la cuantificacion
explicita, mientras que las letras latinas serian lo que Russell llama en Principia
Mathematica «variables realesn. E! alcance de la cuantificacién implicita debe ser todo el
contenido del juicio. Con esto y los ajustes notacionales pertinentes, el axioma puede
expresarse como sigue:

| o (V8 —D(E))—> — D).

Frege dispone de tres reglas de inferencia en la BS, que serian, respectivamente y
con las modificaciones a que haya lugar, las de modus ponens, la generalizacion universal y
la especificacidn universal. Sin embargo, la regla de especificacion resulta notacionalmente
poco clara, debido a la ausencia en la BS de constantes no logicas para individuos.
Considérese, en efecto,

| pa—a(or)

La barra de contenido a la izquierda de *¥’indica que «®(ar) es verdadero [es gelte],
independientemente de lo que se ponga en lugar de a».

La version fregeana de la regla de generalizacién es la siguiente:

De | — Vo ——A ~» — &)
puede derivarse
| —4 » —vV—Hw)
con tal de que o no aparezca en A [1879, §11, 21).

Por otra parte, Frege es el primero en tener clara la imposibilidad de formalizar
todos tos principios inferenciales de un sistema en el sistema mismo, si es que éste ha de
tener alguna operatividad. «Estas reglas y las leyes que representan —dice [1879, 813, 25]-
no pueden expresarse en el sistema mismo de la BS, pues constituyen justamente su
fundamenton. Al igual que los axiomas y los teoremas del sistema, se trata de principios del
pensamiento puro, aunque aqui transformados en reglas imprescindibles para el manejo de
signos [ibid ). El papel que se asigna a la intuicién es precisamente el de reconocer la
validez de los principios axiomaticos y el de aplicar las reglas simbolicas del sistema, junto
con aquellos principios que le sirven de base.

Otro aspecto peculiar del sistema, que es digno de mencidn, es el siguiente. La
logica de Frege es una teoria de la verdad en general, esto es, del juicio en cuanto tal. Podria
afiadirse aqui, sin embargo, que se trata del juicio cafegdrico en cuanto tal, puesto que las
considera-ciones de cardcter hipotético no tienen cabida en el sistema. Es decir, lo nico
que puede afirmarse en la BS son juicios, i.e , CJs verdaderos o relaciones de deducibilidad
a partir de premisas, que en Frege son también, siempre. juicios. A este respecto —al igual
que en la medida en la que se habla de deducibilidad a partir de un conjunto de premisas en
¢l sistema mismo- la Iégica de Frege difiere de la practica actua)™

32 Goticas en Frege.

Y Esto €5, mutatis mutandis, en la version en Frege del teorema Vx(Vy Fy — Fx) del calculo de predicados.

* En palabras del propio Frege [1910, n.7, 278] «Solo una vez que un pensamiento {Gedanke] ha sido
reconocido por mi como verdadero puede convertitse en una de mis premisas... Es posible, por supuesto,
mvesligar qué consecuencias resultan de fa suposicion de que A es verdadera sin tener que haber reconocido
previamente Ja verdad de A; pero ¢l resultado teadra que incluir 1a condicion Si A es verdaderc., ». Por o
agemds, Frege considera la distincién tradicional de los juicios en categdricos, hipotéticos y disyuntives como
algo que liene, a lo mas, importancia gramatical {1879, §4, 4.5}
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A partir de ello resuita evidente que el sistema de Frege es de una complejidad
mucho mayor que los célculos correspondientes que hoy conocemos.

Una caractetistica importante de la Conceptografia que constituye, asimismo, el
origen de varios de sus problemas mas importantes s la ausencia en ella de una separacion
drastica y clara entre semantica y sintaxis. Asi, por ejemplo, la contraparte fregeana de
nuestro ‘A — B’ no representa una combinacién de signos que pueda inferprelarse ¢n
términos veritativos, sino que afirma directamente: «El caso de que B sea verdadero y A sea
falso no ocurre» [1879,§5,5]. En otras palabras, el sistema de Frege no es, en rigor, un
sistena axiomédtico formal, tal y como hoy lo concebimos; ne es, por lo tanto, un lenguaje
formal en el sentido de Hilbert, un fenguaje susceptible de diversas interpretaciones -aungque
con una principal; en Frege las expresiones poseen siempre un significado o, mas
precisamente, un contenido conceptual. A diferencia de algunos de sus antecesores, Boole,
por ejemplo, cuya intencion era «representar en férmulas una 16gica abstracta» -en formulas
susceptibles de diversas interpretaciones- lo que Frege se propone es «expresar un
contenido por medio de signos escritos. de manera més precisa y comprensible que lo que
las palabras hacen posible» [1882. 97]. En particular, las nociones de consecuencia y
demostrabilidad no son distinguidas en €l. No se trata, sin embargo, como en la logica
tradicional, de un estudio de formulas por medio de argumentos basados en una logica
intuitiva, sino que lo que se busca es incorporar a un lenguaje especial todo aquello que
resulte necesario precisamente para prescindir al méximo del razonamiento intuitivo.

Vil

En la tercera y ultima parte de la Conceptografia [§24-§26) se presenta una aplicacion
del nuevo sistema a la teoria de las series, que resulta de fundamental importancia para
entender el desarrollo de las ideas logicas de Frege. Frege logra definit alli no sélo la
nocién de que una propiedad sea hereditaria en una serie sino, asimismo, la relacion de
sucesor inmediato en una serie. Con ello se sientan las bases para una formulacion
puramente légica del principio de induccién finita y, por lo tanto, de la totalidad de la
aritmética. En este, por si mismo, notable resultado de sus investigaciones debe verse el
origen del logicismo fregeano. Es decir, de un planteamiento general que se proponia el
analisis del papel exacto de la logica en las matemaéticas -concretamente, de la porcién de
éstas basada enteramente en aquélla- Frege transita ahora a la tesis del cardcter
esencialmente logico de la aritmética, el andlisis y la teoria de conjuntos. Desde el punto de
visia técnico, sin embargo, el examen l6gico de las nociones dichas requiere esencialmente
de una cuantificacion de orden superior y marca el punto de transicion entre los dos
objetivos de la logica fregeana.

En §24 de la BS se define, en primer tugar, lo que significa que una propiedad sea
hereduaria en la serie f. En lo esencial y con las modificaciones pertienentes, F es
hereditaria en la serie f si y sdlo si

I\ —(—F8 — ~— Voo —{—f (B, —F ).

De aqui se obtiene, en §26, la definicion de sucesor en la serie f {formula 76}:

| | F —((-—F f-hereditaria A —Y'a —{((—f(x.ct) = -~Fo) = —Fy}
de la cual Frege hace la siguiente parafrasis: «Si de las dos oraciones [Sdtze]de que el
resutado de aplicar / a x tiene siempre la propiedad F y la de que esta propiedad €3

$% 1 a dable barra judicativa antes de un contenido judicativo indica en Frege definicion.
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hereditaria en la serie f, independientemente de cudl sea esta F, puede concluirse que y
tiene 1a propiedad F, decimos que y sigue ax en la serie f..»

A partir de esto, Frege obtiene (formula 77) un principio esencialmente equivalente
a ia induccion matematica: Si x tiene una propiedad F que es f-hereditaria y s1y sigue a x
en la serie f, y misma tiene la propiedad F.

Es notable el paralelo entre la demostracion de Bolzano del teorema que lleva su
nombre y las consecuencias filoséficas que éste extrae de ella,’® por una parte, y este
descubrimiento de Frege y su evaluacion del mismo, por Ja otra. En ambos casos, el
destinatario es Kant. «En este ejemplo —dice Frege al inicio de su tratamiento
conceptografico de la teoria de las series [1879, §23,55]- puede verse de qué manera el
pensamiento puro, que por su propia naturaleza prescinde de todo contenido originado en
{os sentidos, to mismo que de los contenidos proporcionados por una intuicién a priori, es
capaz de producir, exclusivamente 2 partir de contenidos derivados de sus propias
caracteristicas, juicios que a primera vista solo parecerian ser posibles gracias a algln tipo
de intuicién». En otras palabras, tanto Bolzano como Frege coinciden —aunquc en distinta
medida- en la reivindicacion de la analiticidad en las matematicas, en oposicion al intento
Lantiano de fundamentar la aritmética en la intuicion.

X

Intentemos ahora, para terminar, una evaluacion general de la primera logica de
Frege.

En el calculo de la Conceptografia se lleva 2 cabo, esencialmente, la primera
sintesis histérica de la légica proposicional y la 16gica de predicados y relaciones. Pero esta
togica no sélo es novedosa en lo relativo a alcance, métodos, enfoque, caracter sistematico
v aplicacio-nes, sino que constituye, asimismo, €l paso fundamenta! y previo para el
planteamiento de problemas sobre las caracteristicas del sistema deductivo como un todo.
En otras palabras, solo en relacion a un sistema parecido al de Frege. esto es, en un sistema
sintalicamente preciso, en el que el aparato expresivo y dec .livo sea enteramente
explicito, es posible plantear consideraciones de carécter glob.. sobre los limites y las
capacidades del sistema mismo, como completud, con- Jtencia, independencia,
dispensabilidad de reglas, pruebas de imposibilidad, etc., tan caracteristicas de la Iogica
contemporanea y para las que un sistema como ¢! de Bolzano resulta demasiado inexacto,
Frege es también el primero en hacer un uso claro y general de las variables —aun cuando 2n
¢l se evite el término- y el primero en utilizarlas sisteméticamente para explicar la
cuantificacion.”” En estos sentidos la Conceptografia constituye el primer sistema
realmente moderno de légica.

Todo esto no puede ocultar, sin embargo, el carcter problematico de varios
aspectos, algunos de ellos fundamentales, de la construccién. Hemos aludido ya a algunos
de ellos. En la conciencia que Frege mismo tiene de estas insuficiencias, sobre todo en lo
que atafie a la indole precisa de las funciones, a la distincion clara entre éstas y los objetos y
al tratamiento que en 1879 se ofrece de la igualdad, debe buscarse, en consecuencia, la

fs Véase el Cap. 2, VIL

$7 £n realidad, la 1dea fundamental de Frege, ta introduccion de funciones en la Yogica, puede verse como una
ertrapolacion de la distincion entre variables y constantes que tiene lugar cn el algebra y el analisis al terreno
del epensamiento puron en general.
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génesis de sus escritos seménticos ulteriores, cuyos tftulos mismos son reveladores de tales
inquietudes.sg En lo que sigue presentamos, €n breve, algunos de los desarrollos a que tales
problemas dan lugar. En el caso de que los mismo tengan una secuela en Frege mismo nos
referiremos a ella tomando como referencia principal las Grundgeselze, indiscutiblemente,
Ja obra en la que las ideas logicas de Frege encuentran su expresion mas decantada y
sistematica.

La Begriffsschrift es un sistema de l6gica clasica. Frege considera superfluo en la
logica un enfoque que se ocupe de los aspectos modales de la argumentacion. «Cuando
Jlamo a una oracién [Satz] necesaria -dice [1879, §4,5]- lo Gnico que estoy haciendo es
proporcionat, por este medio, una indicacién acerca de los fundamentos de mi juicion, esto
es. una indicacién acerca de las razones que tengo para aceptarlo. No se afirma nada sobre
el contenido mismo de tal juicio, por lo que el analisis conceptografico de tal necesidad,
esto es. el tratamiento de los juicios apodicticos puede omitirse por completo». Como hoy
sabemos, gracias a los trabajos de Lukasiewicz, Post y otros, existe una diversidad de
relaciones proposicionales logicamente significativas que no dependen de contenidos
particulares y que, de acuerdo con los criterios fijados por Frege mismo, deben formar parte
de 1a logica. En la actualidad, pareceria preferible hablar, mas bien, de una pluralidad de
logicas, mas que de la logica, entre las cuales es claro que la logica clasica con
cuantificacién de primer orden ocuparia un lugar privilegiado, y entre las cuales tendria
cabida también un sistema de orden superior semejante al de 1879.

En las Grundgeseize, Frege emprende una reforma a fondo de la parte seméntica de
su 16gica que hace del sistema de la Conceptografia algo esencialmente mas complejo y
refinado que su contraparte de 1879, Se distingue, asi, consecuentemente entre uso y
mencion, en primer término. En el curso de esta consideracién se introduce igualmente una
teoria general de las expresiones significativas que las concibe como nombres, en relacion a
los cuales es posible distinguir dos aspectos: su sentido y su referencia. Esta distincion se
encuentra en la base del problema mismo del significado. La denotacion, aguello a lo que se
refiere un nombre, es ahora miltiple: algunas expresiones denotan objetos, otras Sfunciones
y ofras, por {ltimo, valores de verdad. En particular, los juicios y los contenidos
conceptuales se subsumen en tal teoria y se habla ahora de oraciones como noembres, cuya
referencia es siempre uno de los dos valores de verdad, lo verdadero y lo falso.

El sentido de los nombres consiste, més bien, en el modo en el que se hace
referencia a algo, por lo que tiene que ver con los aspectos intensionales de una expresion.

La distincion entre estas facetas del significado se encuentra estrechamente ligada a
los problemas suscitados en 1879 por la ambigiiedad en torno al signo ‘=" y le permite a
Frege no sélo un tratamiento satisfactorio de la igualdad, sino también una separacion clara
entre extensionalidad e intensionalidad. Puede afirmarse, en realidad, que la intencidn
iima de la semantica de Frege y la razon principal de la insatisfaccién de éste con el
tratamiento de la identidad, presentado en 1879, se encuentran intimamente ligadas al
problema de hasta qué punto Jo extensional puede reemplazar en las matematicas lo
intensional. Es evidente, como lo ejemplifica el caso de la identidad, que tal exclusién no

— - ——

% Funcién v Concepto [Frege 1891], Sobre el Sentido y la Denotacion {Frege 1892a]. Conceplo ¥ Obyeto
[Frege 1892b}, como se les conoce en espafol.
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puede ser total.*® Esto nos permite, al mismo tiempo, una vision mas completa de la logica
de Frege. Esta es, en efecto, fundamentalmente, una logica de intensiones, las nociones
basicas del sistema fregeano, los contenidos, son nociones intensionales. La idea subyacente
de la investigacién fregeana de los fundamentos de las matemaéticas pareceria ser la de que
en las matematicas lo esencial es, sin embargo, la extensionalidad y la de que una teoria
satisfactoria de ésta requiere una elucidacion previa de aquéllas y de sus relaciones con ésta.
Una vez aceptada la tesis logicista, Frege, nos parece, concebira las matemdticas justamente
como aquella parte puramente exten-sional de la logica.

Otra diferencia fundamental entre los sistemas de 1879 y 1893 es la relativa a las
funciones. En Yas Grundgesetze e} caracter no lingtiistico de las mismas forma parte de Ta
teoria general de nombres que acabamos de mencionar. Las funciones son ahora referentes
de ciertas f::)-:prf:siones.60 Como tales, tienen un caracter objetivo, si bien siguen pensandose
como algo esencialmente diferente a los objetos. Su relacién con éstos y con las oraciones
es ahora mucho més precisa: Las «variables» forman parte de expresiones funcionales, pero
se distingue ahora, en lo que a ellas se refiere, entre valores y substitulos {es decir, nombres
de sus valores), valores de la funcion (V o F} y oraciones. Las «variables» representan, por
asi decirlo, el «huecon en las funciones, su aspecto caracteristico, que Frege describe, como
hemos dicho antes, como su no-saturacién. Esto es, también, lo dnico que las diferencia de
1os objetos. Con cierto tipo de funciones, los conceptos, Frege puede luego definir el curso
de valores v la extensién de conceptos, con lo que obtiene un aparato, en apariencia,
esencialmente equivalente a una teoria de conjuntos y puede fuego construir el resto de la
aritmética.

Tedo ello se dars, sin embargo, a partir de varlos supuestos sumamente
probleméticos. El de un realismo irrestricto a la manera de Bolzano, en primer lugar, que se
imanifiesta sobre todo en una idea demasiado amplia del dmbito de los objetos y también,
por lo tanto, de lo que resulta admisible como argumento de una funcién. Este realismo
resultara adn mas evidente en 1893, donde, por ejemplo, se postula que una funcién tiene
siempre un valor para cualquier argumento, concibiéndose al mismo tiempo las extensiones
de los conceptos como objetos. Esta serd la escotilla que permitira a Russell probar la
inconsistencia del sistema de 1893,

Pero las funciones resultan también problemadticas en el siguiente sentido. Para
preservar la distincién bésica entre funciones y objetos, Frege distingue entre funciones de
primero y segundo ordenes. Por otra parte, la barra de contenido es vista por €l como una
funcion. Es claro, sin embargo, que no puede tratarse de una funcién de primer nivel; pero
jgualmente que no puede ser tampoco una funcién de segundo orden y, por razones
analogas, si tal estratificacion se continiia, que no puede serlo de ningn orden o, si lo es,
gue el sistema es autorreflexivo y, en consecuencia, que estd expuesto a los peligros que
esto implica, por ejemplo, en relacion a su consistencia, particularmente en €l caso de un
platonismo tan amplio como el practicado por Frege. Sea esto como fuere, es evidente agui
1a estrecha conexion entre los problemas que el sistema de la BS plantea y los que

* sunque también, como lo han mostrado los resultados de Tarski en relacion a la idea de verdad y otras
neciones semanticas, que muchos de tales conceptos pueden ser caracterizados extensionalmente de manera

satisfactoria
 romo palabras-concepto [Begriffsworte], palabras-relacion [Beziehunngsswiirte], ete.
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intentardn resolver unos afios mas tarde Russell y Whitehead con la teoria de los tipos
l6gicos.

Hay una especie de regresion en Frege. La aritmética es el punto de partida de su
Conceprografia; al mismo tiempo, sus conclusiones lo llevardn a pensar en la posibilidad de
construir ésta a partir de aquélla. Ahora bien, una vez asumida tal empresa, la logica
requerida es una Idgica esencialmente mas compleje y, en su tiempo, a pesar de los
esfuerzos pioneros y notabilisimos de Frege al respecto, algo esencialmente menos claro
que la aritmética misma. En este sentido, la tesis logicista resulta paraddjica y, por
supuesto, de entrada fallida. En nuestra opinién, la tarea que Frege se propone resulta
histéricamente mejor librada si se tiene presente el problema que originalmente se plantea,
esto es, determinar qué tanto de las matematicas puede obtenerse suponiendo
exclusivamente la logica. En este orden de ideas debe inscribirse, como uno de sus
sorprendentes logros, la definicion Jogica de niumero, a la que, como quedd apuntado, la BS
contribuye decisivamente.

El origen de muchos —-aunque obviamente no de la totalidad- de los problemas que
plantea el sistema de 1879 debe buscarse en el intento fregeano de construir un formalismo
no estrictamente lingiiistico. E} conceptualismo de Frege, su compromiso irrenunciable con
los contenidos es la causa de complicaciones excesivas € innecesarias en el sistema.
Ejemplo de ello es, en primer lugar, la introduccién de un mismo tipo de signos tanto para
contenidos como para nombres de tales contenidos, pero también la introduccion misma,
innecesaria, de la barra de contenido, cuya funcion esencial es la consideracién sin
pretensiones judicativas de un CJ. Otro aspecto de ello es ei de las complicaciones
notacionales a que da lugar la aparente —aungue en los hechos, falsa- supresidn de las
variables, por la tnica razén de un apego excesivo a la etimologia del término. Nada de ello
demerita, sin embargo, el logro fundamental de Frege: la formalizacion de una gran parte de
la argumentacion en matematicas y su reduccion a un conjunto relativamente pequefio de
primitivos notacionales y judicativos, esto es, la demostracién de que grandes porciones del
razonamiento matematico son susceptibles de un tzatamiento preciso sin recurse alguno, en
principio, a la intuicion, la construccion de un sistema formal que, aungue imperfecto y
peculiar constituye un primer y avanzado ejemplo de un cdlculo ldgico.

La Conceplografia -la de 1879, lo mismo que la de 1893- no es una obra cerrada en
s{ misma. Frege admite alli, como posibilidad tedrica, la construccion de un sistema de
manera puramente sintdctica. En las Grundgesetze [1903, §90] se habla, en efecto, de que
las expresiones, axiomas y reglas de inferencia, por ejemplo, podrian haberse introducido
simple y sencillamente «como estipulaciones arbitrarias» y manejarse, en consecuencia,
«como figurasn sintacticas. Si bien el apartado forma parte de la critica de Frege a una
version temprana del formalismo (representada por E. Heine y 1. Thomae), que ya habia
desechado con razon como demasiado pobre como pretensién fundamentadora en 1884 [II,
§28], en 1909, Frege es convencido por Lowenheim [cfr. Frege 1976, XXIX, 158] de la
posibilidad de ur desarrollo satisfactorio de la arimética, justamente a partir de lo expuesto

£ 11acta $903, Frege mantiene, n lo esencial, la actitud expresada en Frege 1884 [foc cut.}, 1903 (§§86-1373y
en la correspondencia con Hilbert (1895-1903) [Frege 1976] no s6lo en lo que Tespecta al método axlomatico
en general, stno también en relacion a los fundamentos de éste, al problema de la existencia en maleméticas y
a la necesidad y posibilidades de una demostracion de consistencia de la aritmética. A diferencia de una
opwmion extendida, Frege si fue capaz de apreciar el sentido de los nuevos méfodos propuestos por Hilbert,
aungue sin dejar de discrepar con éste sobre todo en los aspectos filosoficos.
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por Frege en las Grundgesetze. Todo ello, junto con la necesidad de una revisién de la BS
de 1893 impuesta por la aparicion de las contradiciones, acerca a Frege a los umbrales de
una concepeién en la que el sistema mismeo es objeto de estudio, a la metamatematica, gue
Hilbert comenzara a desarrollar en esta época.

Al fina! del Prefacio a las Grundgeserze [1, xxv-xxvi], Frege se refiere a los grandes
objetivos de su logica, mencionando la demostracion de las leyes basicas de la aritmética
como teoremas de su sistema como «la verdadera prueba de mis convicciones logicas» y
expresando también la esperanza de que su sistema contribuyera, a pesar de los obstaculos
para su difusion, a renovar esta disciplina. La historia no le ha dado la razdn en lo que toca
a sus dos objetivos generales. Pero tampoco se 1a ha dado en lo que se refiere a los criterios
de evaluacién de su obra. Pocas veces en la historia de las ideas es posible determinar el
momento preciso en el que se da inicio a un modo radicalmente diverso de practicar una
disciplina. Este es precisamente ¢l caso de la l6gica y el afio de 1879, la fecha de aparicidn
de la Begriffsschrift.
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Capitulo Cuatro
ACERCA DEL CONCEPTO DE NUMERO

Uno de los problemas centrales en tomo a la fundamentacién de la aritmética es el
relativo a ta naturaleza de los niimeros naturales. El planteamiento es antiguo. Se encuentra
ya, por ejemplo, en la filosofia griega, en los pitagéricos y Platon. Durante el siglo XIX
adquiere, sin embargo, un nuevo sentido en el marco de la fundamentacion del andlisis. En
correspondencia con ello, en esa época se presentan diversas tentativas de respuesta a esa
cuestion, aparentemente conclusiva en la tarea de dar una base solida y definitiva a aquella
rama fundamental de las matemdticas. Los dos intentos decisivos a este respecto son los de
Dedekind y Frege. Pero la aritmética de Peano tiene, asimismo, alguna importancia en este
contexto debido a la gran difusién e influencia que alcanza en la ultima década del siglo
pasado y los primeros afios del presente’ v al hecho de que, con fr- uencia, se considere a
sy autor como un antecedente directo o indirecto del logicismo. ! presente capitulo esta
dedicado al estudio de las teorias de Dedekind y de Peano. En la |- mera parte se analiza la
teoria dedekindiana de sisiemas, al igual que los aspectos mas importantes de la critica de
Frege a la misma. En la segunda se examina la axiomatizacién de la aritmética que Peano
presenta a partir de 1889, confrontdndola con los resultados de la primera seccion. La
hipétesis de trabajo que guia esta exposicién es la de que, a pesar de algunas semejanzas y
coincidencias entre todos ellos, existe una diferencia esencial en cuanto al planteamiento
mismo del problema y a la solucién que se da de €], que resulta, ademds, indispensable para
comprender mejor no sdlo la peculiaridad del enfoque de Frege, sino el desarrollo del
logicismo hasta su fin con Russell y su superacion o vinculacién con otras concepciones
acerca de los fundamentos de las matemdticas, en especial con la teoria axiomatica de
comuntos que Zermelo comienza a exponer desde 1904.

! Enre otros, existen trabayos sobre el tema de Kronecker, Mill, Schroder, Husserl, ¢tc. Frege mistno critica
agudamente algunas de eslas concepciones en los Grundlagen der Arithmetik. Una teoria fundamental en este
contexto es, sin embargo, la teoria cantoriana de conjuntos. Ef trabajo de Cantor se encuentra intimamente
ligada al de Dedekind ¥ en lo relativo a los conjuntos finitos coincide esencialmente con €1,



Parte 1
La teoria dedekindiana de sistemas y los fundamentos de la aritmética

I

La preocupacion principal de Dedekind, como Ja de la mayoria de los matematicos
mas notables de su generacion -Weierstral y Cantor, por ejemplo- es la de dar un
fundamento riguroso al anlisis, la de edificar el calculo infinitesimal sobre una base
conceptual clara’ que permita eliminar al maximo cualguier recurso a la intuicion -gobre
todo, a la intuicion geométrica.3 Se trataria, entonces, en primer término, de construir el
andlisis de una manera puramente aritmética o, dicho en otras palabras, de aritmetizario. El
enfoque de Dedekind es genélico, es decir, la idea es construir una estructura, la de los
numeros reales, a partir de otra, la de los racionales, suponiendo solo -aparte de la logica- lo
que resulta caracteristico de éstar el sistema [=conjunto] mismo de los racionales y 1as
relaciones de orden entre sus elementos. El procedimiento puede ser reiterado
analogicamente hasta llegarse al conjunto de los que parecerian ser los objetos matematicos
basicos: los nameros naturales [cfr. Dedekind 1872, §1, 5; §3 y 1887, iv). Aunque éste s el
objetivo general primario de Dedekind,? el primer gran paso concreto se da en 1872 en su
Stetigkeit und irrationale Zahlen. En €l §4 de esta obra excepcional ¥ ejemplar, verdadero
clasico de la historia de la ciencia, Dedekind expone su teoria de los numeros reales como
cortaduras [Schnitie], esto €s, como pares (A,B) de clases de racionales ajenas entre si, con
la propiedad de que todo elemento de A es menor que todo elemento de B y cuya union es
igual a Q, esto es, al conjunto de los nimeros racionales. Los nimeros reales pueden,
entonces, definirse como tales cortaduras y el sistema de todos estos ntimeros puede
establecerse fuego (§21, 16) como un conjunto bien ordenado y continuo, esto es, con la
propiedad siguiente (§5, iv, 17): Si el sistema R de todos los reales se divide en dos clases

Uh v U, tales que todo namero Q1 en Uy es menor que todo nimero o2 en Uz, entonces
existe un tnico numero real o que corresponde a esta cortadura. Por iltimo, en el §7,
Dedekind demuestra un resultado equivalente al principio de continuidad y que, como éste,

! A esta condicién se apadiva, afios mas tarde, con €l surgimiento de las paradojas. 1a exigencia de seguridad
{¢fr Dedekind 1887, pref. 3* edician [1911]).

3 o Se dice con frecuencia -escribe Dedekind [1872.4] al exponer las razones de su investigacion sobre los
reales- que el cileulo trata de las magnitudes continyas, Pero en pinguna parte se ofrece una defimeion de esta
comimndad y aun las preseniaciones mas rigurosas del calculo diferencial basan sus demaostracionss no en la
continutdad misma, 5110 QUE FECUTTEN, CON MAYOT O Menar conciencia de ello, a tdeas de la geometria, a ideas
basadas en €sta o se apoyan en principios que no han sido nunca demostrados de manera puramenie
ariimetican

f Cfr Dedekind §887, iv.
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puede servir de base a todo el andlisis: Toda funcion creciente pero acotada posee un
limite.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es el cardcter derivado de R. Se trata, en
efecto, de algo generado por la logica y las operaciones conjuntistas -dirfamos hoy- a partir
de 1a aritmética de los racionales’ y, en iltima instancia, de la aritmética de los naturales.
Ahora bien, jpuede irse atn més lejos o es ésta la base absolutamente simple en la que
descansa el andlisis? jPueden definirse, en otras palabras, los numeros naturales o deben
tomarse como algo dado y de qué manera? Una respuesta afirmativa a fa segunda de estas
preguntas significaria, posiblemente. ademds, por ejemplo, segin Karit, que ¢l fundamento
viltimo del analisis y de las matematicas clasicas se encuentra en la intuicién y en algan tipo
de experiencia de €s0s numeros. En este sentido, el conocido dicrum de Kronecker puede
interpretarse como la identificacion de la base comin e irrecusable y, de acuerdo con €l,
iiltima y absolutamente defimtiva en la que descansarian no solo el andlisis, sino las
matematicas en su totalidad.®

1I

La respuesta de Dedekind a la pregunta anterior es negativa. La idea de nlimero en
general y, en particular, la de nimero natural no es algo primitivo e irreducible, sino que ha
sido adquirida a partir de nociones mas elementales; sus leyes y principios son, en realidad,
resultado de un proceso tanto de aprendizaje como argumentativo. Hemos adquirido por
repeticion y practica continua de ciertas capacidades intelectuales ¢l concepto de mimero y
gracias a la reflexién sobre esa praclica permanente hemos Ilegado a los principios que lo
rigen. Y si bien esto no nos dice todavia qué son los nimeros, s establece una conexion
esencial entre tales facultades y ellos. «La posibilidad -dice Dedekind- de reducir tales
verdades {aritméticas]} a otras mas simples, a pesar de que ta serie de inferencias pueda ser
muy grande e, inclusive, en apariencia, artificial, constituye para mi una prueba irrefutable
de que su posesion o la creencia en ellas no puede estar en forma alguna dada por una
intuicion inmediata e interna de las mismas, sino que ha sido adquirida por la repeticidn
més o menos completa de pasos deductivos simples» [1887, v]. De ser asi, habria algo mas
elemental ain gue fos niimeros naturales y, por lo tanto, la idea de Kant, segin la cual la
aritmética de los mismos se basa directamente en la intuicion, seria errénea, En
consonancia con esto, la investigacion dedekindiana se plantea, como meta ultima y
peneral, el establecimiento, sobre una base wnitaria, de la «ciencia del ndmeron {ibid],
como S€ caracterizan en esa época las mateméticas. La conclusién tiene algo de paraddjica
en el sentido de que si las matematicas son «la ciencia del nimero», su fundamentacion en
otro tipo de objetos no numéricos demostraria que, en realidad, tratan de otra cosa. Pero, sin
duda, esto no es sino expresién del transito y extensién que tiene lugar en esta época en lo
relativo a qué constituya precisamente el objeto de las matematicas, un movimiento que
tiene a Dedekind como uno de sus primeros y mas conspicuos representantes. Como s¢ hara

* Significativamente, el §4, en el que Dedekind los define, lleva el titulo Schopfung der Irrationalen, esto es,
literalmente, «Creacion de los niimeros irracionalesy. Véase la nota 27 mas adelante para una exphcacién del
sentido que esta expresion tiene en Dedekind.

¢ «Algan dia se logrard -escribe Kronecker en una versién no muy conocida del mismo- la caritmetizaciénn de
todas las matematicas, esto es, fundamentarlas en la base simple del concepio de nimero en su sentido mas
restringidon {citado en Edwards 1988, 141).
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mas claro un poco mas adelante, el nuevo enfoque centrard su atencién en las propiedades
estructurales de los sistemnas.

Iif

Como Leibniz, Frege vy, en parte, como hemos visto, también Bolzano, Dedekind
piensa que la /égica es lo tnico que puede resultar mas elemental que la aritmética y
servirle de base conceptual. En realidad, de acuerdo con esto, su ensayo de 1887 sobre la
naturaleza ¥ la esencia de los nimeros no seria otra cosa que un tratado de logica,
especificamente de una de sus partes medulares: la aritmética de los nimeros naturales.
«Nada que en la ciencia sea susceptible de demostracion -dice Dedekingd en el enunciado de
las metas de este escrito- debe ser aceptado sin ella. Esta obvia exigencia no se ha cumplido
cabalmente ni siquiera en la mas elemental de todas las disciplinas cientificas, es decir, en
aquella parte de la logica que tiene que ver con la teoria de los mimeros...» [1887, iii]. La
idea de que existe una parte de la loégica que resulta adecuada para la fundamentacion de fa
teorfa de nimeros y, por lo tanto, del analisis convierte a Dedekind en el primer
representante modemo del logicismo.”

Ahora bien, ;jcudl es «aquella parte de la logica que tiene que ver con la teoria de los
nimerosn? La logica de Dedekind consta de dos aspecios separades. Por una parte, un
aparato deductivo informal e intuitivo que podemos Hlamar /dgica elemental, implicito y en
relacion al cual se da por supuesta su absoluta seguridad y correccidén y en el que no se
apela a ninguna otra cosa que no sea el «pensamiento puro».8 Alli tendrfan cabida, en
primer lugar, todos aquellos modos inferenciales implicitos en una argumentacién correcta -
todo aquelle, podria decirse, que forma parte del aparato deductivo de una teoria de primer
orden, mds dos principios generativos: a) una especie de axioma de comprensién y b) un
principio de abstraccion. Dedekind se refiere a ambos en términos psicologicos como
«actividades» 0 «facultades del entendimiento» [Fahigkeit des Geistes].” A ellos nos
referiremos mds tarde. Por la otra, sin embargo, se presenta con todo detalle una teoria
especifica, a la que podemos llamar teoria funcional de sistemas y que constituye la base
conceptual explicita a partir de la cual se obtiene la aritmética, y que ahora abordaremos, en
primer lugar, con algan detalle.

v
Los elementos primitivos del sistema dedekindiano de logica son los de sistema
[System], cosa [Ding) y transformacion [Abbildung]. Las nociones primera y dltima
pueden ser identificadas, sin mas, con las de conjunto y funcion respectivamente, es decir,

* Aunque Was sind.  se escribe en 1887 y Dedekind da el primer paso hacia una caracterizacién unitaria de
los sistemas numéricos ¢n 1872, las idcas bésicas en relacién al proyecto general las tiene ya desde 1857 [cfr
1887, iv] Por esta razdn y porque, en realidad, el planteamiento de Frege supone, de una u otra manera, la
aritmetizacion del andlisis 2 la que Dedekind contribuye de manera esencial, debe considerarselo anterior a
Frege, cuya tesis logicista no se plantea plenamente, aungue con matices, sino hasta 1884 y, con tode detalle,
en 1893 y 1903,

* La utilizacion, por parte de Dedekind, de esta designacion |, al igual que el subtitulo de la Conceprografia a
que nos hemos referido en el capitulo anterior, muestran, como es obvie, aunque por contraposicion, la
influencia de Kant y dan fe de las pretensiones en buena medida racionalistas tanto de Dedekind come de
Frege.

? Por ejemplo, en 1887, v.
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con los dos conceptos fundamentales de las matematicas modernas. De todas ellas se
ofrecen en el texto de 1887 «explicaciones» heuristicas, si bien ninguna de ellas constituye
una definicién propiamente matematica. Asi, una cosa es «eualquier objeto de nuestro
pensamiento» [§1,1], mientras que un sistema se caracteriza de la siguiente manera:'’

«Con frecuencia y por alguna razom, €osas distintas a,b,c,...pueden ser
aprehendidas por la mente desde un punto de vista comin; en tal caso, diremos que
forman el sistema S, cuyos elemenios son precisamente a,b,c, .» ¥ tal sistema es una
cosa [ibid "

Concretamente, esta definicién se refleja en la teoria dedekindiano en la forma de un

uso constante e irrestricto de una especie de principio de comprension.
Un poco menos vagas resultan las afirmaciones de Dedekind en lo relativo al concepto de
transformacién. Una de las nociones més primitivas de nuestra razén y la lagica consiste en
la asociacion de una cosa con otra [Dinge auf Dinge zu bezichen]. Justamente en esta
capacidad de nuestra mente, sin la cual no es posible ningln tipo de pensamiento, se
encontraria el origen de los niimeros [cfr 1887, iv]. Contar y medir, las funciones numéricas
por antonomasia, suponen, en efecto, asociaciones previas, por gjemplo, una asociacion
entre nlimeros naturales y objetos a contar. La practica constante de esta facultad -de la que
también hablar y leer serian manifestaciones- «es la razén por la que las verdades
aritméticas se nos presentan con tal grado de evidencia y por la que muchos conceptos
{como el de nimero mismo] que, en realidad, son nociones complejas, pasan por simples»
[1887, v].

Filoséficamente, esto tiene la consecuencia obvia de que los niimeros naturales no
tienen un caracter irreductible y que las verdades sobre ellos son de cardcter estrictamente
togico, es decir, no tienen que ver con la intuicién, ni con ningun tipo de experiencia.

Examinemos ahora los aspectos mas importantes de la construccion dedekindiana de
ia aritmética de los naturales.

En [1887, §2, 21), Dedekind ofrece, remitiéndose expresamente a Dirichlet, una
caracterizacion mucho menos imprecisa de transformacion ¢ como una ley que asocia a
cada elemento s de un sistema S «una cosa definida», su imagen, s*. Sea S’ el sistema cuyos
elementos son todas las iméagenes de § bajo una transformacién ¢ dada. Se ofrecen
enseguida (§3, 26) definiciones de transformacién similar [ahnlich] o univoca,
estableciéndose las propiedades elementales correspondientes. En [§3, 34] se formula, a
partir de ello, la importante conclusion de que los sistemas pueden dividirse en clases de
equivalencia médulo semejanza, que sirve de base para el planteamiento del problema de la
cardinalidad de un sistema y que Dedekind mismo usard mas adelante [§5, 64] para la
definicién de los sistemnas numerables (véase mas adelante).

En §4, Dedekind introduce la fundamental nocién de cadena [Kette]. Dedekind
piensa, en efecto, con razon, que es posible no sélo basar en esta gran idea la aritmética de

1 Dadekimd utiliza como sinonimos [cfr. §2] de “sistema’, los términos ‘anregado’ [Inbegriff], ‘variedad’
[Mannigfalugkeit]. ‘totalidad’ [Gesamtheit] y “clase’ [Klasse].

1! E5 potable, por lo demas, el parecido entre esta aexplicacionn de Dredekind y la que offece Cantor de
compunto [Menge] en 1895 {§1, 282]. «Por comunto _dice- entendemos cualquier coleccion M de objetos m,
bien definidos y distinguibles entre si, en un todo». Esto sugiere una forma nomal de proceder al presentar
una {eoria que no €5 muy precisa, que Frege ¢ritica acremente y que seré superada justamente con el desarrollo
estricto de método axiomético que tiene lugar como un producto lateral del problema de fundamentacién de
la aritmetica.
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los naturales en su totalidad, sino que la misma posec caracteristicas, aplicables a sistemas
en general, estrechamente vinculadas a un buen orden. Sea ¢ una transformacién dada de un
sistema S en si mismo. Si K& S y K'< K, entonces K es una cadena. I.a designacion se
justifica a partir de las notables propiedades de este concepto, a saber; la imagen de una
cadena es una cadena, la transformacion ¢ no altera las relaciones de contencién, la
composicidn (unién) de cadenas es una cadena, 1a comunidad (interseccién) de cadenas es
una cadena; la existencia, para una sistema cualquiera 4 de una cadena minima que lo
contiene, con tal de que A4’ mismo ya esté contenido en una cadena [§4, 411y, de manera
particularmente importante:

Si ¢ es una transformacion de S en Sy A 8, entonces, pucsto que S mismo es ya
una cadena, el sistema de todas las cadenas en las que 4 estd contenido no es vacio. La
interseccion Ao de todas esas cadenas es no solo ella misma una cadena, sino, ademds, la
«menor» cadena que contiene a 4 {§4. 47]. Un poco mas abajo [§4, 57) se demuestra un
resultado intimamente vinculado al principio de induccion matematica:

{40} = (Ao,
que sirve para establecer el siguiente principio:

A fin de demostrar que la cadena Ao es parte de un sistema T cualquiera, basta probar
l.queAC XLy
2. que si a &s un elemento comin a Ao ¥ T, 2" es también un elemento de , esto es, que
{do M EIY CL, )

del que el principio de induccion completa €s un €aso particular,

Con ello, Dedekind puede definir [§5, 64)] los sistemas infinitos como aquelios
siste-mas similares a un subsistema propio. Como dijimos en el Capitulo 2, esta propiedad
va habia sido identificada antes de ¢l como caracteristica especifica de los sistemas infinitos
(por ejemplo, por Bolzano [1851. §20] y Cantor (1878, 119)). Dedekind ve'? su
contribucion al respecto precisamente en su consideracion siste «dtica como propiedad
definitoria. Pero, ademds, para Dedekind, como para Cantor, tod  estas noclones son parte
de una teorfa general de los sistemas o conjuntos, por lo que va mucho mas alid de la
construceion de los niimeros naturales y proporcionaria, segln esto, un concepto general de
ordinalidad, cardinalidad y numero.

De cualquier manera, el teorema acerca de la existencia de por lo menos un sisterna
nfinito, [§5, 66], fundamental para la construccién dedekindiana, es un punto
esencialmente débil de su teoria. El argumento que alli se presenta ha sido llamado por
Hilbert [1904, 265] trascendental en el sentido de apelar a nociones ajenas a las
matemdticas y ser, por lo tanto, desde este punto de vista, inaceptable.” Bolzano habia
ofrecido ya una demostracién semejante, aunque, como vimos, igualmente fallida. Lo que
Bolzano demuestra no es propiamente la existencia de un agregado infinito, como él quiere,
sino Ja de uno que no tiene un ltimo elemento. Su prueba no es, en todo caso, simple sino
gue hace uso de nociones de orden. Por su parte, la demostracion de Dedekind ofrece un

"
" {1887, 1x]
' 1 lbert se refiere con ello al use de argumentos semejantes a los utilizados en la filosofia En realidad, su

objecion principal s la de que se supone en 1al demostracion la existencia de una totalidad que Meva a
contradicciones
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ejemplo interesante de la intromisién del psicologismo en las matematicas, tan frecuente en
ta época y tan denodadamente combatido por Frege (y antes de él, pero sin éxito, por
Bolzano)'": Sea S el sistema de las cosas que pueden ser objeto de mi pensamiento [meine
Gedankenwelt]. Sean s un elemento de S y s’ ¢l pensamiento: s es objeto de mi
pensamiento, s’ es también un elemento de S. Ahora bien, si p(s) = s’ , ¢ es una
transformacion similar de S en S. Pero S & S’ porque, por ejemplo, mi propio yo pensante
no es objeto de mi pensamiento. El argumento pertenece al tipo de los que habrian de
conducir unos afios mas tarde a las paradojas. Las nociones cenirales, pensamiento, yo, en
¢l son, ademas, demasiado imprecisas. Russefl [1919, 138] ha criticado con justicia la
nocion de pensamiento que allii interviene. Hay dos posibilidades de entender
«pensamiento»: como una identidad con el objeto y como una descripcion de éste. Como la
reflexividad requiere que pensamiento y objeto difieran, ‘pensamiento’ debe significar
descripcion del objeto. Pero tampoco en este caso puede deducirse la reflexividad que
Dedekind necesita, puesto que la relacion descripcion-objeto no es univoea, al haber mas de
una descripeion de muchas cosas,

Vv

Pasando a los nameros naturales mismos, Dedekind puede ahora definir [0 que es un
sistema finito como un sistema no infinito. Si bien este procedimiento de definir lo finito
por medio de lo infinito podria parecer bastante artificial, debemos recordar, en primer
lugar, que la base lbgica de su sistema s absolutamente elemental (las noclones de cosa,
sistema y transformacién) y, en segundo, que su objetivo dltimo es no sélo la construccion
de los nimeros naturales, sinc la fundamentacién unitaria de la nocidon de mimero desde
una perspectiva de generalidad y simplicidad méximas, una que no excluya la posibilidad
de nimeros infinitos. A Dedekind no le interesa primordialmente, en otras palabras, como a
la filosofia o a Frege, explicar el uso lingilistico de las expresiones numeéricas para los
naturales, sine precisar las propiedades matematicas generales, esto es, abstractas de ciertas
clases, dando por descontada una posible colisién con algunos -necesariamente no con
todos- aspectos intuitivos de los objetos que forman parte de eilas. Todo esto a partir de una
base unitaria, de la que, en todo caso, tales aspectos sean un caso particular. A ello apunta
precisamente la combinacién de verbos utilizados en el titulo mismo de su escrito de 1887
Was sind [;Qué son?) und was sollen [y qué tendrian que ser, cdmo deberian entenderse?
;qué pretenden?} die Zahlen? 1

E! siguiente paso en la construccién dedekindiana de los niimeros naturales se da a
partir de los sistemas infinitos simples (=SIS). Un SIS es un sistema que puede generarse a
partir de un solo elemento por aplicacién repetida de una transformacién similar -de manera
andloga a como nuestros nimeros naturales se generan a partir del cero por adicién unitaria,
esto es, justamente, como la menor cadena de la cerradura de ese elemento con respecto a la

'* Lz prueba de Bolzano, a diferencia de la de Dedekind, recurre exclusivamente a nociones no psicologicas’
proposicion, verdad y niimeros naturales.

¥ Observemos aqui, de paso, que mientras que Dedekind habla siempre de Zahlen, frege se sirve, tanto en las
Grundlagen como en las Grundgesetze, preferentementc de la palabra Anzahl, cuyo contexte de uso més
frecuente en aleman es «die Anzahl der...», es decir, «el nimero de los...», que indica cardinalidad, que es
menos general que la otra expresion y que responderia a fa pregunta «jcuantos?», De hecho, Frege reservara,
en la segunda de estas obras [II, §157, 155], Zah! para los niuneros reales y rechazara la idea de que esta
estructura $ea una extension de la de los niimeros naturales.
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transformacion. De manera mds precisa: Sea N un sistema cualquiera. Si ¢ es una
transformacion similar de Nen N, ae N y ag N’y {a}o= N, entonces N es un SIS. Como
su nombre lo indica, los SIS son los més simples entre los sistemas infinitos y pueden ser
identificados con Jos conjuntos numerables,

Ahora bien, jhay sistemas de ese tipo? En [1887, §6, 72], Dedekind demuestra que
todo sistema infinito contiene un subsistema con esas caracteristicas, por lo que, por el
problemdtico teorema en (§5, 66) mencionado antes, existen sistemas con tales
propiedades.'®

VI

Como es evidente, la definicion de los SIS depende de la transformacién ¢. Esta
funcién general genera, en realidad, un buen orden sobre N. Lo que Dedekind habria
mostrado hasta ahora es que el sisterna de todos los SIS no es vacio. Es evidente que existe
una afinidad muy grande entre los nimeros naturales que conocemos y los SIS; de hecho, el
sistema de aquéllos seria un caso particular, aunque ciertamente no tnico, de éstos.!”
Dedekind llega a ellos por medio de un procedimiento problematico.

«St en la consideracién de un SIS N cualquiera, ordenado por la transformacidn ¢,
hacemos por completo caso omiso de la indole particular de los elementos y retenemos
solamente la diversidad y las relaciones que ¢ establece entre ellos, esos [nuevos]
clementos son los nimeros naturales, niimeros ordinales o, simplemente, nilmeros vy el
elemento basico 1 seré el nimero bdsico de la serie de los nimeros naturalesy [1887, §6,
73, 17).

En realidad, Dedekind se propone explicitamente, desde un principio, trascender el
ambito puramente aritmético en aras de una maxima generalidad y de una visién unitaria.
En una carta del890 [pp. 99-100], por ejemplo, al explicar los objetivos de Was sind...,
Dedkind se pregunta, «jcudles son las propiedades fundamentales, mutuamente
independientes, de la sucesion N esto es, aquellas propiedades no deducibles unas de otras,
pero de las cuales se siguen todas las demas? Y, ;cdmo podemos despojar estas
propiedades de su caracter especificamente arifmético para gue puedan incluirse en
nociones mds generales' y en actividades del entendimiento sin las cuales no seria posible
ningun pensamiento, pero con las que se puede dar una base confiable y completa a las
demostraciones y a la construccion de conceptos y definiciones consistentes?»

Dedekind interpreta, ademds, este proceso de absfraccién como un acto de
liberacion de cualquier utilidad especifica de un SIS particular. Concretamente, Dedekind
distingue aqui de manera implicita entre aplicaciones y estructuras abstractas. Las
matematicas deben aten-der, en primer lugar y sobre todo, éstas. «En lo que toca a la
liberacién de los elementos de cualquier tipo de contenido (o abstraccion), podemos afirmar
Justificadamente que los nimeros son creaciones libres de la mente humana» 1887, §73
17] (cursivas nuestras). La aritmética tendria, entonces, por objeto primario el estudio en
abstracto de las relaciones internas de los SIS.

"* La demostracion de Dedekind requiere del axioma de eleccidn,
¥ En su fermulacicn, [§6. 711, Dedekind utiliza el signo ‘1" en lugar de ‘o', indicando su intencion de obtener
los numeros naturales como un SIS particular.

* Las cursivas 5on nuestras.
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Ahora bien, a pesar del lenguaje psicologista en el que estas ideas se expresan,
Dedekind esta absolutamente alejado de cualquier posicién estrictamente subjetivista.
Precisa-mente el caricter libre, esto es, de maxima generalidad de los principios y
operaciones, implica la objetividad de los mismos, por lo menos, en el sentido de una
transubjetividad y de ser a priori, pero, también, en ultima instancia, la vacuidad de
contenido de las nociones que aili intervienen. Esta consideracién, junto con la indole
elemental de las nociones necesarias para la construccidon de su teoria de sistemas,
parecerian ser las razones principales que levan a Dedekind a concebir la aritmética
abstracta, esto es, propiamente, la teoria de los conjuntos finitos, cOILO una parte de la
logica, entendida ésta como una especic de «ciencia del pensamiento purow, esto es, de
aquellos principios sin los cuales «no seria posible ningtn tipo de pensamiento» [1887, iii].
Ambas ideas se sintetizan en la tesis logicista de Dedekind que, en realidad, segin lo
anterior, debemos entender mas que nada en el sentide -verdaderamente audaz y renovador
para su época- de que el objeto de estudio de las mateméticas no son los sistemas numéricos
o geométricos, sino las esfructuras abstractas {(véase mas adelante).

Aparte de lo anterior, ¢l sistema de Dedekind para la aritmética elemental pareceria
ser adecuado en el sentido de hacer posible la obtencién, como teoremas, no séle de todos
los resultados y principios corrientes acerca de los nimeros naturales -como el principio de
induccion completa {1887, §6, 80], las relaciones de buen orden {1887, §7], etc.- sino
también en el de validar rigurosamente y hacer explicitas por primera ocasién las bases de
procedimientos de definicion y prueba fundamentales, como el teorema de recursion [1887,
§, 125, 126}, todo elio en el marco comprensivo y unitario al que nos hemos estado
refiriendo.

Hemos mencionado ya la existencia de un sistemna infinito como una de las
principales dificultades internas de la teoria dedekindiana de los nimeros naturales. La
obtenciéon misma de los nimeros naturales en el sistema es también, sin embargo,
problematica. Zermelo [1907a, 186] ha demostrado, en relacién a la primera, que la
suposicion de la existencia de un infinito actual no es necesaria para la aritimnética elemental,
esto s, para la teoria de los conjuntos finitos.'” Esta necesidad no surge sino hasta que se
pasa al ambito de los reales. La generalidad del planteamiento especifico de Dedekind la
hace, no obstante, imprecindible en su gistema. El desarrolle de la teoria axiomatica de
conjuntos, a la que las investigaciones dedekindianas contribuyen de manera decisiva, ha
puesto de manifiesto la imposibilidad de una demostracion de la existencia de conjuntos
infinites, distinta a la de la postulacion axiomdtica de la de al menos uno de ellos. El
analisis de Dedekind tiene, sin embargo, el mérito de haber hecho evidente tal necesidad.
Por lo demas, como hoy sabemos, esta dificultad habria de resultar a la postre un obstaculo
filosoficamente insalvable para la tesis logicista.

Consideremos ahora algunos problemas relativos al principio de abstraccion y a los
«niimeros abstractos» de la aritmética dedekindiana.

Vi
El paso final del procedimiento seguido por Dedekind para llegar a los nameros es,
por decir lo menos, nebuloso. Los mimeros se obtienen a partir de una clase no vacia de

¥ Sino que tal teorfa puede basarse en el principio de induccion completa y otros principios de la teorfa de
conjuntos {entre ellos el axioma de eleccion).
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sisternas isomorfos. Es decir, la abstraccion es parcial: se conserva la estructura de orden de
los sisternas y se abstrae de cada sistema en particular, postulandose la existencia de un
nuevo objeto, esto es, en la terminologia de la época se crea una entidad, una clase, que
sélo posee caracteristicas genéricas. La nueva clase representaria una especie de unidad
formal, es decir, en realidad, una idealizacién de las relaciones de orden en cada uno de los
sisternas particulares. Los nameros asi obtenidos carecen, por lo tanto, de propiedades
especificas diferentes a las de su posicién en la estructura de la progresién.

Este mecanismo de formacién conceptual parece haber constituido un expediente
comun en la época y representa, de hecho, un resabio de la logica medieval. ¥ Tanto el
procedimiento mismo como sus implicaciones y supuestos filoséficos, aparecen con mucha
mayor claridad en Cantor, quien se sirve de ¢l con frecuencia, por ejemplo, para definir los
nimeros ordinales y, en una aplicacion sucesiva del mismo, los cardinales. Los dos
siguientes pasajes resultan no solo muy cercanos a Dedekind, sino también particularmente
iJustrativos al respecto: «Por numero ordinal de un conjunto bien ordenado -escribe Cantor
en 1884- entiendo el concepto general (gl concepto genérico, el universal) que se obtiene
cuando en el caso del conjunto ordenado M se hace abstraccién de las propiedades vy la
netacién de sus elementos y se piensa solamente en el orden de rango [Rangordnung} que
relaciona entre si a sus elementos; el mimero o nimero ordinal de M es, por lo tanto.
comun a todos los conjuntos bien ordenados del mismo fipo; €s, en cierto sentido, aquello
que les es inmanenten [Cantor 1932, 388]. Y, en un escrito sobre los fundamentos de la
teoria de los tipos de orden, Cantor se refiere explicitamente a la filosofia tomista [1932,
411): «Si en relacién a un conjunto M dado, cuyos elementos son cosas concretas 0
conceptos abstractos se hace abstraccion tanto de las caracteristicas de sus elementos como
del orden en el que es dado, se obtiene un concepto general bien definido (el universal,
wnum versus alia -en €l sentido de: unum aptum inesse multis {=aquello que en lo multiple
es susceptible de considerarse como unidad]) al que llamo la potencia de M o también el
mimero cardinal que corresponde 2 M»* Es probable también, por otra parte, que la
«reduccion eidétican husserliana sea otra manifestacién de ese mismo procedimiento.

E! proceso de abstraccion constituye un ejemplo paradigmatico de la intromisién de
clementos psicologistas en las matematicas, tan frecuentes en ellas durante todo el siglo
XIX. La critica general de Frege a esta forma de argumentacion y, en particular, a la
construccién dedekindiana de los numeros, puede servirnos, por lo tanto, como referencia
para apreciar mejor no sélo la aritmética de Dedekind, sino también un tipo de logicismo
mas decantado -si bien no mas interesante o novedoso desde un punto de vista estrictamente

2 aun un eritico tan acérrimo del misme, comoe Frege, pareceria recurnr a este tipo de elementos En 1881,
Frege expresa, en efecto, la opinion de que «los nimeros som, en primera instancia, una creacién del
pensamienton {Nachgelassene Schriften, p.38]. Esto pondria de mamifiestc un proceso de maduracién del
pensamiento de Frege que seria confirmado por ciertas reservas con las que en los Grundlagen se expresa la
tesis logicista En nuestra opinion, sin embargo, una creatividad restringida del pensamiento -por ejemplo,
respecto a los nimercs- es consisterte con ia postur antipsicologista de Frege.

3 Como Dedekind, Cantor habla de la abstraccién como algo basado en un «aktives Denkvermdgens, esto es,
como un producto de una Jacultad activa del pensamiento | por ejemplo, en 1895, 2821, sirviéndose, ademis,
desde 1887, de Ia doble barra sobre una letra denotativa de un conjunto para indicar precisamente la doble
abstraccion que leva de éste a su cardinal.



matematico-, el de Frege, asi como las relaciones entre ambos enfoques. En lo que sigue,
nos serviremos de ella, por lo tanto, cada vez que lo consideremos adecuado.

Vil

Para un lector de Was sind und was sollen die Zahlen? de los Grundlagen o las
Grundgeseize resulta evidente la existencia de importantes coincidencias en las
concepciones expuestas en €slas obras, a pesar de las grandes diferencias terminolégicas
que existen entre ellas. Dedekind se refiere a Frege en 1890 [pp. 101, 102}, asi como en el
prologo a la segunda edicién de Wes sind .., constatando una «afinidad esencial» entre
ambas teorias.”? Por su parte, Frege describe {1893, vii-viii] el escrito dedekindiano de
1887 como «el trabajo més completo acerca de los fundamentos de la aritmética con que me
he topado en los ultimos tiempos». Podemos adelantar nuestra conclusion: si bien la critica
fregeana a Dedekind tiene como eje central la identificacion y eliminacion de elementos
psicologistas en Ia obtencién de los niimeros, éstos sélo aparecen, como ya hemos notado,
en la explicacion dedekindiana de sistema, en el establecimiento de la existencia de un
sistema infinito y, como ahora veremos, en la forma utilizada por Dedekind del principio de
abstraccion. Aparte de esto hay, en el fondo, una complementacion entre ambas posturas.
Es decir, los objetivos de Dedekind y Frege son, en realidad, diferentes: Unica y
exclusivamente matematicos, en el caso del primero, ¥ l6gico-filosdficos, en el del segundo.
Frege mismo admite implicitamente esto [en 1893, VII]: «En general -dice- el interés del
matematico se centra en el contenido de una proposicion. Lo que para él resulta importante
es la demostracion de la misma. Lo novedoso en este libro (las Grundgesetze] no es el
contenido mismo de las proposiciones, sino la forma en la que son demostradas, las bases
en las que se apoyan. El primer expediente es el adecuado para el establecimiento de la
verdad de una afirmacién y se apoya en buen grado todavia en la intuicién; el segundo, el
suyo, seria, sin embargo, segin hemos dicho en el capitulo anterior, el unico adecuado
cuando se trata de aclarar el fundamento de esta ultima y la naturaleza filosofica de los
objetos en cuestion.” El problema para Frege es, en consecuenc mas amplio que para
Dedekind: no solo dar una base matematicamente adecuada a . sritmética, sino decirnos
qué son los numeros. Lo que Frege s¢ propone es, por lo tanto. ..1a tarea adicional a la de
Dedekind: llevar a sus tltimas consecuencias la tesis logicista y mostrar definitivamente
que las matematicas no descansan en ningiin tipe de intuicién, ni siquiera en la
demostrativa.’ El primer aspecto de la critica de Frege a Dedekind se refiere, por lo tanto, a
la ya notada ausencia de una sistematizacion de los principios logicos elementales. Pero es
justamente este descuido el que le permite a Dedekind avanzar muche mas lejos que
Frege25 en la tarea matemdticamente mas substantiva de dar un fundamento aritmético y
general al andlisis.

Ya hemos aludido antes a la vaguedad de las Erklarungen cantoriana y dedekindiana
de ‘conjunto’, ‘sistema’ y términos analogos. Frege s¢ refiere a estas ideas tanto en los

2 Concretamente en lo relativo a la parte medular de Ja definicion fregeana de nimero. la nocién de sucesor
inmediato de un elemento en una sucesion [Frege 1883, §79) yalo que aella sigue.

I R la distincién bolzaniana entre constaracion y fundamentacion expuesta en el capitulo anterior.

24 . . . . .

«Se afimma con frecuencia -dice [1893, VII]- que la aritmética no ¢s sind uUna forma desarrollada de la
I6gica. Sin embargo, esta tesis €s dudosa, mientras las inferencias en las demostraciones no se basen en leyes
logicas reconocidas, sino, en apariencia, en la intuiciony.

L " r - - -
* Sepiin éste mismo lo admite [1bid J.



Grundlagen [§45] como en en las Grundgeselze fpp. VIII y 1}, rechazindolas como
fundamento de la aritmética, aunque reconociendo al mismo tiempo la necesidad de una
caracterizacion exfensional exacta «de aquello a lo que los matemdticos se refieren con las

*

palabras ‘conjunto’, ‘sistema’, etc.»,

Ahora bien, la consideracion en Dedekind de los sistemas como extensiones, en la
forma de una identificacién de un sisterna con sus elementos [1887, §2] es, en realidad, la
causa de que en €l se rechace [ibid], de manera andloga a como ocurria en Bolzano, la
existencia del vacio como sistema y, aparentemente, del 0 como rimero natural, Pero tiene
también el desagradable efecto de cancelar [1887, §1, 3] practicamente la distincion entre
cosa y sistema, es decir, en terminos fregeanos, de que se confundan objeto y funcién o, en
términos conjuntistas, inclusién y contencion, € y o

Otro aspecto débil del sistema de Dedekind es la ausencia, en él, de un vinculo claro
entre funciones proposicionales y sistemas. Como lo dijimos al principio, Dedekind hace un
uso constante, aunque implicito, de una especie de axioma de comprension, lo que en la
practica establece una conexion entre ambas nociones, De hecho, la explicacion genética
ofrecida por &l de la nocién de sistema apunta en tal direccidn. Un sistema se obtendria, en
efecto, cuando, «por alguna razon, cosas distintas pueden ser aprehendidas desde un punto
de vista comin...», pero ese punto de vista no puede ser otro que una norma o funcién
proposicional. En este contexto, la anica limitacién que se establece es el caricter definido
{Bestimmtheit] de la condicién, es decir, la validez del principio del Tercero Excluido”’ La
aparicion en el sistema fregeano de contradicciones que pueden trasladarse facilmente a la
teoria de Dedekind pondria de manifiesto poco tiempo después la imposibilidad de un
platonismo tan irrestricto como el implicado por estos planteamientos. Dedekind mismo
admite*® como justificadas las dudas acerca de la seguridad de los fundamentos de su
sistema, aunque manifiesta su confianza en que «una investigacion rigurosa de la facultad
creativa del espiritu que permite obtener algo nuevo y determinado a partir de ciertos
elementos», pueda poner a salvo lo esencial de su construceidn. Hoy sabemos, sin embargo,
que por lo menos las nociones de sistema, conjunto -0, en términos de Frege: de lo que los
matematicos quieren decir con ellas, son absolutamente primitivas, esto es, no pueden ser
definidas con base en algo més elemental, sino Unicamente caracterizadas de maneta
implicita, enunciando sus propiedades esenciales, esto es, definiéndolas «por axiomas».
Precisamente esa imposibilidad de explicarlas en términos mas simples es lo que lleva a
Dedekind y Cantor a recurrir a elementos no légicos como «facultad del espiritun,
«actividad de la mente», etc. En este sentido, la critica de Frege acerca de la
ininteligibilidad matematica de tales definiciones es completamente justiﬁcada.29

X
Consideremos ahora el principio de abstraccién. La utilizacion de este
procedimiento es, en realidad, resultado de un enfoque especifico acerca del papel y

* Dedekind identfica alli ef sistema cuyo inico elemento es A4 con A4 mismo.

™ Dedekind se refiere expresamente [§1, 2, nota] a Kronecker, rechazando como injustificada cualquier
limitacién diferente a este principio l6gico

* En el prefacio de 1911 a fa tercera edicion de Was sind. .

* B importante observar la transicion terminol6gica que todo esto determina. Mientras que Dedekind y
Cantor hablan de «creacion» [Schopfung] de los nimeros, Frege hablard, més bien [por ejemplo, en 1893, V],
de su wconstruccidms [Aufbau] y opondr esta idea a la de «wanalisisn [Zerlegung].
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funcionamiento de las definiciones en un sistema deductivo, es decir, de una teoria general
de la definicidn. Ahora bien, ;cudl es la teoria de la definicion presupuesta por Dredekind?

La concepcién que actualmente tenemos de este mecanismo  difiere
fundamentalmente, en algunos aspectos, de la vigente hasta finales del siglo pasado. A
partir de entonces y gracias en parte a las contribuciones de Padoa, Dedekind, Frege,
Poincaré, Peano, Zermelo y Russell, entre otros, tiene fugar una importante diferenciacion
que haré evidente la existencia de desacuerdos basicos en relacion a aquello que resulta
aceptable al establecer una teoria matematica. Un punto de convergencia en torno a las
definiciones es el de que muchas -tal vez la absoluta mayoria de ellas, no hacen sino
abreviar una combinacién de ideas, que resulta «nueva» solamente en el sentido de poner de
relieve una posibilidad implicita, aunque quizé no notada o no notada suficientemente, en
las nociones ya conocidas. En términos mas formales, una definicion es legitima cuando no
es sino una abreviatura de una expresién cuyas partes significativas han sido aceptadas
previamente en la teoria y, en wltima instancia, una forma sucinta, aunque en principio
dispensable, de expresar algo en ella. Un ejemplo de este tipo de definiciones es la de
cadena en Dedekind. Es evidente que el ejercicio consecuente de este procedimiento
desemnboca, en teoria, en una jerarquia conceptual o, en términos lingtlisticos,
terminologica, en cuya base se encuentran conceptos 0 términos no definidos y, asimismo,
que su explicitacién contribuye decisivamente a una visién mucho més precisa de los
elementos y las dependencias que conforman una teoria deductiva,

Si aceptamos, como quiere el Frege de las Grundgeserze [I, Xl y §33, 51}, que éste
es el dnico tipo licito de definiciones en las matematicas, resulta obvio el error en el que
curren, por ejemplo, las definiciones dedekindianas de ‘sistema’ y ‘cosa’, pero también en
el que caeria la definicién misma de los mimeros naturales ofrecida por Dedekind. Esta es,
en efecto, un caso particular de las llamadas «definiciones generativasy, i.e. de una clase de
definiciones que permiten obtener nuevos objetos, a partir de una totalidad dada, por
cancelacién de diferencias. En nuestro caso presente, un nuevo objeto, la clase de los
naturales, se obtiene por abstraccion a partir de la totalidad de los SIS. Filosoficamente esto
representa dotar las definiciones y, en ultimo término, nuestra razén o alguna otra instancia
similar, de una facultad inventiva, es decir, considerar que las definiciones pueden ser
creativas. Los limites de tal facultad -y aun la existencia misma de ellos- no son del todo
claros. Hemos mencionado ya como iinico principio restrictivo el principio del Tercero
Excluido, asi como el alegato vinculado a cllo en favor de una libertad matematica -
reivindicada, entre otros, por Dedekind y Cantor- que parece moverse exclusivamente en el
ambito de la posibilidad, esto es, en el ambito regido exclusivamente por el principio de no
contradiccion. Esta formula aclara, segiin nos parece, no sélo que se hable en ellos, por
ejemplo, de una «creacion» de los nimeros, sino que constituye al mismo tiempo un
elemento explicativo de la génesis del logicismo en Dedekind, Si el terreno propio de las
matenaticas es el de la posibilidad pura y las operaciones requeridas para su construccidn
no son sino un ejercicio del pensamiento a su nivel mas general, parece natural pensar en
que no hay, en realidad, ninguna diferencia esencial entre logica y matematicas.

Sin embargo, antes de continuar, sefialemos aqui, como problema, otra posibilidad
interpretativa més plausible en relacién a la «creacién» de objetos en las mateméticas
clasicas. Es evidente que la consistencia, esto es, la posibilidad logica es una condicton
necesaria para la existencia de algin género de objetos, pero €so no basta para la misma; tal
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introduccion debe satisfacer alguna necesidad histérica o estar en consonancia con el
wespiritu de generalidad»w y simplificacién que pareceria caracterizar las matematicas. Este
es, también, a pesar del énfasis hecho por sus autores en el aspecto creativo, el caso de las
definiciones de los reales de Dedekind, Cantor y WeierstraP, asi como de la aritmética
transfinita de Cantor. La nocién misma de cadena en Dedekind se inscribe igualmente,
segin hemos visto, en esta perspectiva de dar una base general al tratamiento de los
sisternas finitos y, en consecuencia, al analisis. Debemos diferenciar, por lo tanto, entre la
expresion filosofica y aun las justificaciones filosficas y generalizadoras ofrecidas por los
autores de tales definiciones y el contexto especifico en el que las misma se aplican. Este
altimo es histérico y responde a las necesidades y conveniencias de la préactica matematica,
no de la mera posibilidad logica.

X

Examinemos ahora brevemente, por dltimo, el problema de las definiciones
abstractivas, tomando como base la critica fregeana a las mismas, que tradicionalmente
tenida por contundente.’’ Es necesario notar, ante todo, que los argumentos ofrecidos por
Frege en contra de la abstraccion son de varios tipos. No todas sus objeciones son
aplicables, por lo tanto, a Dedekind. Frege presenta sus objeciones a la abstraccion en tres
bloques. El primero de ellos se presenta en los Grundlagen §§29-44, el segundo y €l
tercero, en el que, sin duda, se encuentran sus mas apropiadas a Dedekind, se localizan en
§§62-68, asi como §85 y §§96-97, respectivamente, de la misma obra. La parte general de
ta critica fregeana se centra en el aspecto psicolégico de la abstraccién, en el hecho, en otras
palabras, de que se trate de un proceso que requiere de un sujefo que la lleve a cabo y, por
to tanto, que se encuentra limitado por la naturaleza misma del ser humano.

Lo substancial del primer argumento particular de Frege en contra de la abstraccion
es como sigue. Cuando se habla de numero, se habla de diversidad. Esto podiia
considerarse como el origen de la nocién misma de numero. La pregunta numérica por
antonomasia, ¢cudnfos.. ? supone la diversidad pero, al mismo tiempo, algin tipo de
homogeneidad. Asi, el problema acerca de la naturaleza de los numeros se encuentra
vinculado al de las relaciones entre unidad v diversidad o, equivalentemente, al de lo Unico
v lo multiple. Sin embargo, esto ha sido interpretado en el sentido de una identidad entre
unidad y nimero uno™ y desemboca, en ultima instancia, en un callején sin salida: En un
conjunto por enumerar, los elementos deben ser diferentes, pues, de no ser asi, habria s6lo
uno. Pero, si este es el caso, resulta incorrecto asignar a cada unidad el signo ‘1°, porgue se
trala, en realidad, de cosas distintas. Esta primera critica de Frege al principio de
abstraccion considera, como caso gjemplar, ¢l de Jevons. Este explica la nocién de nimero
por medio de un tipo particular de abstraccién. Cuando se usa un simbolo numérico, por

eiemplo, '5°, estarfamos utilizandolo en el sentido de
1+1+1+1+1

% Como A. Church {1960, 233], en otro contexto, o llama

?’ Entre otros, por ejemplo, por M. Dummett {1991, 50].

32 D manera andloga a como la intuicién kantiana no puede servir para explicar, por ejemplo, la suma de
numeros demasiado grandes para nosotros.

 Considerando que todos los demds nimeros naturales pueden descomponerse como suma de unos o de

umdades
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v entendiendo que cada una de estas unidades es diferente de la otra. De ser necesario,
podriamos escribir
T+ 1+

para evidenciar las diferencias: «No habré ahora -dice Jevons- ninguna dificultad para
entender la naturaleza de la abstraccion numérica. Consiste en abstraer del cardcter de la
diferencia en la que tiene su origen la pluralidad, conservando meramente el hecho. Cuando
hablo de fres hombres, no necesito especificar de inmediato las notas caracteristicas por las
que cada uno es conocido. Tales notas deben existir, si es que realmente hay tres hombres y
no uno solo v, al hablar de ellos como pluralidad, estoy dando a entender la existencia de
las diferencias requeridas. El niimero abstracto seria, de acuerdo con esto, la forma vacia de
la diferencia» [cit. en Frege 1883, §44].

La abstraccion de la que aqui se habla no produce, por lo tanto, nada nuevo, sino que
consiste, mas bien, en una mera supresion de diferencias en una totalidad. La critica de
Frege es conclusiva; con esta abstraccion a) no llegariamos muy lejos en la construccion de
los nimeros;>* b) no se explicaria cémo es que 0 y 1 son nimeros,” ¢) se dice cémo
abstraer, pero no en qué consiste la abstraccion y d) lo que se obtiene siempre es un
concepto, mientras que los numeros son objetos, como lo pone de manifiesto el uso de
articulos determinados en relacién a ellos, esto es, la imposibilidad gramatical de
pluralizarlos y, sobre todo, €l uso de la igualdad entre ellos.

Los puntos ¢) y d) de esta critica de Frege pueden, sin duda, aplicarse a Dedekind.
Debemos observar, sin embargo, en cuanto a c), que la critica no es conclusiva. En realidad,
en la ciencia no es necesaric, segin nos parece, saber qué sea exactamente algo, sino
establecer los principios segin los cuales opera. No sabemos exactamente qué sea una
funcién o el movimiento, pero si como operan.*® El punto d) es, sin embargo, parcialmente
acertado. De acuerdo con Frege, la abstraccién no proporciona objetos, sino algo
categorialmente distinto: conceptos. Por lo tanto, segin pareceria, los nimeros no pueden
ser obtenidos de esta manera. 8i ampliamos la interpretacién fregeana e incluimos en ella
conjuntos, podriamos decir que la abstraccion no proporciona objetos, sino conceptos o
conjuntos cada vez mas comprensivos.”’

La via seguida por Dedekind seria, en efecto, la de la obtencién no de nimeros
individuales, sino de la clase de los mismos, la nocién general de nimero y sus notas
esenciales como sistema con una estructura en la que cada elemento estd univocamente
determinado por el orden el que aparece en ella. En todo caso, los nimeros individuales
sélo importan en fanto que formen parte de la misma y su caracteristica unica es
precisamente el lugar que ocupan en la sucesion. No hay, en Dedekind, en consecuencia,
una aplicacion falaz de tal principio. Lo que aqui se pone de manifiesto es, mds bien, la
existencia de diferencias irreductibles entre las dos concepciones en lo que toca a las
relaciones entre totalidades e individuos. Para Frege, las primeras s¢lo pueden aprehendetse

M Por ejemplo, no llegariamos nunca, por ejemplo, al 10 000, porque nos serfa imposible aprehender tantas
diferencias a la vez.

3 De qué tendria, en efecto, que abstraerse para ilegar a ellos?

I8 «Para el matemdtico -dice Fraenkel [1968, 59]- lo que importa es el manejo de los abjetos matemdticos, més
gue la investigacion de su naturaleza ..»

¥ La Gmca manera de entender esta conclusién de Frege pareceria ser en ¢l sentido de ir reemplazando
constantes por variables y cuantificacidn existencial en un enunciado o en una funcién proposicional; pasar,
esto es, de 'a>b’ a *x>b’, *IR (xRby’, "Iy3R (xRy)', “IPx’
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por medio de conceptos y debe mantenerse, esirictamente y en tode momento, la distincic’m
entre unas y otros. Por ¢l contrario, para Dedekind tal distincién no es del todo nitida®® o, en
todo caso, no es tan rigida como en Frege: los conjuntos son ellos mismos objetos que
pueden, por lo tanto, ser, a su vez, elementos de otros conjurnios. ¥

La historia de las mateméticas ha demosirado que, en realidad, no es necesario
ningin otro lipe de entidades aparte de los conjuntos -esto es, que sirictu sensu puede
prescindirse enteramente de cualquier consideracion de individuos, como ocurre en algunas
teorias de conjuntos- y que la distincion requerida es simplemente contextual. Es decir,
Dedekind parece estar, a este respecto, esto €s, matematicamente hablando, en la direccion
correcta.

La diferencia de enfoque apuntada resulta aqui particularmente evidente: mientras
que Dedekind est4 interesado en una consideracién puramente matematica de las totalidades
y en éstas como fundamento de las matematicas, Frege esta pensando también en términos
filosofico-lingiiisticos. La aparicion de las paradojas en su sistema -que implica también
principios de argumentacion jimplicitos en Dedekind-** pondria nuevamente en el primer
plano de atencién el problema de la relacién entre totalidades y elementos y haria
indispensable no sélo una aclaracién lingiiistica de nociones fundamentales como funcién
proposicional, norma, condicién, etc., esto es, de las nociones que establecen una conexion

entre totalidades ¢ individuos, sino igualmente el de los supuestos ontoldgicos bésicos
implicitos en la obtencién de clases en general.

Xl

Volviendo ahora al tipo de abstraccion utilizado por Dedekind, debemos recordar,
en primer lugar, que la prueba de la existencia de un sistema infinito es fallida. Esto
significa que, en realidad, no sabemos a ciencia cierta si la clase de los SIS es vacia, en
cuyo caso. no habria de qué abstraer. Es cierto también que aqui, como en el caso de la
abstraccion criticada por Frege, no sabemos en qué consista exactamente la abstraccion,
puesto que se trata de un acto psicolégico. Sin embargo, es posibl:- snunciar con precision
en qué condiciones resulta posible su aplicacion. Es necesario, en mrimer término, partir de
una clase no vacia 4 y, en segundo, que entre los elementos de -+ pueda establecerse una
relacién de equivalencia (en Dedekind, la clase en cuestion es la de los SIS y la relacion no
es otra que la existencia de un isomorfismo entre cualesquiera dos de tales sistemas). Ahora
bien, que en la actualidad se considere justificada en las matemadticas, en tales
circunstancias, la introduccion de un nuevo género de objetos constituye un ejemplo de la
manera en la que las contribuciones de Dedekind y Frege pueden complementarse. El
cumplimiento de esas dos condiciones seria una condicién necesaria -aunque obviamente
no suficiente- para la postulacién de un nuevo tipo de entidades en ellas.*! En todos esos

™ Como, d¢ hecho, lo evidencia la confusion notada entre inclusién y contencién,

3% | a adhesién consistenie de Frege a tal distincion es una de las razones que lo llevardn a establecer en las
Grundgesetze una jerarquia de funciones que, sm duda, constituye un antecedente clarp de la teoria de los
upos de Russell.

 por ejemplo, las definiciones impredicativas, esto es, aquellas en las que un objeto se define con base en
una totahdad de la que &) mismo formaria parte, de las que fa de los néimeros naturales es un ¢jemplo

* Los ejemplos abundan. Frege mismo analiza, por ¢jemplo, Ia posibilidad de definir la direcci6n de una recta
por medio de la coasideracion de la relacién de paralelismo entre ellas; las direcciones de gy b coinciden sit
a/’b. El concepto de forma puede obtenerse por medio de la relacién de similitud geométrica en el conjunto de
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casos lendriamos, entonces, una transformacién de caracteristicas comunes a una clase de
obietos en un nuevo objeto ideal. El argumento de Frege contra la abstraccion es que no
s6lo una definicién no crea, en sentido estricto, nada; que, en realidad, no es necesario
recurrir aqui a nociones psicoldgicas, sino que los principios que regulan la formacion de
totalidades son suficientes. En particular, que los numeros pueden considerarse como
extensiones y, en tanto que dnicas, como objetos, y que, ademas, dos totalidades pueden
compararse con base, como Dedekind habia hecho, en el establecimiento de una relacion
biunivoca entre ellas.** Pero esto significa, al mismo tiempo, la coincidencia entre
Dedekind, Cantor y Frege en la concepeidn de que hay algo mas primitivo que el nimero
{en su versiéon de Zahl o de Anzahl), a saber: la posibilidad de comparar totalidades; en
otras palabras, que no necesitamos saber cudntos elementos tiene una totalidad (o cudntos
objetos caen bajo un concepto), es decir, su nimero, para saber si tiene més elementos que
olra.

Vale la pena mencionar aun otros dos aspectos védlidos de la critica fregeana a
Dedekind relacionados con el principic de abstraccién. En primer lugar, el hecho de que
tanto en Dedekind como en Cantor intervenga implicita o explicitamente una nocién de
orden en la definicion del concepto de nimero y, en segundo, la consideracion del principio
de no contradiccién como garante de existencia en matematicas.

En lo que toca al primero, Frege argumenta, con razdén, que la pregunta primitiva
acerca de los niimeros es cuantitativa, es decir, jcudntos...?; una ordenacion vendria solo
después. Dicho de otra forma: la cardinalidad es mds primitiva que la ordinalidad. Podemos
encontrar una evidencia al respecto en las modemas teorias axiomaticas de conjuntos (por
ejemplo, en ZF o NBG). Mientras gue en ambas puede demostrarse que a todo conjunto le
corresponde un cardinal, no puede establecerse, sin echar mano del axioma de eleccidn o de
algin principio equivalente, que todo conjunte esta asociado con un ordinal.

Mucho mas dificil de evaluar es lo segundo. Tanto Dedekind como Cantor se
refieren con alguna frecuencia a la libertad del pensamiento y ésta se pone en relacion con
una facultad de crear objetos limitada exclusivamente por el principio de no-contradiccidn.
Come hemos visto, las definiciones no crean ningiin objeto. Lo inico que si parece crearse
son nuevos conceptos. Ahora bien, en relacién a éstos no existe ninguna restriccién logica:
aun los conceptos contradictorios son licitos y pueden tener alguna utilidad. Esta «creacidny
solo parece estar sujeta a consideraciones pragmdticas. Algo distinto ocurre con los objetos:
és10s no se crean a conveniencia, sino que su existencia debe ser demostrada a partir de los
principios de la teoria. En este sentido, atribuir a las definiciones un poder creativo
significa, en realidad, una confusion entre objetos y conceptos, como apunta Frege [1883,
§97].

los poligonos. Otra relacion de equivalencia, esta vez en el conjunto de lns enteros, serfa la de congruencia
mddulo m, gue proporcionaria clases de congruencia. Para olros ejemplos, cfr [Wey| 1949, 1, §2} y [Fraenkel
1968, 61-63]. En particular, H Weyl considera la introduccién de nociones por este procedimiento come un
caso especial de las definiciones creairvas, entre las que se contaria también. por ejemplo, la de los elementos
rdeales Hilbert mismo justificard, en 19235, la postulacion misma de la existencia del infinito en términos de
1ales elementos. Se trataria, en iodos los casos, de una extension, en aras de |a sencillez, de reglas y
aperaciones previas,

* Frege lleva a cabo esto, considerando la existencia de tal eomrelacion como ¢l sentido de un juicio de
reconocimiento, esto es, como el sentide de una identidad numeérica, interpretando ésta como la forma
primania de todo juicio de ese tipo.
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Hemos mencionado va que en las Grundgesetze [I, §33 y §66] -aunque no en los
Grundlagen- se considera que las \inicas definiciones vilidas en las matemdticas son las
definiciones como abreviatura, esto es, aquellas esencialmente dispensables. Si bien toda
definicién de este tipo es admisible en matematicas -con tal de que lo sea la expresion o los
conceptos abreviados- no toda definicién matematicamente admisible es de este tipo. Neo lo
son, por ejemplo, ni siquiera en principio, las definiciones que hacen uso de la recursién
transfinita.® Esta es, por lo menos, segin nos parece, la concepcidn actual de las
definiciones. Asi, aparte de la abstraccion, el procedimiento dedekindiano en lo relativo a la
definicion es impecable.

En general, por lo tanto, el antagonismo entre los enfoques de Dedekind y de Frege
pareceria tener su origen en una visién radicalmente distinta de los fundamentos de las
matematicas: la actitud eminentemente pragmdtica de Dedekind se opone a la vision
filosofica-fundamentalista de Frege; la primera seria la de alguien interesado en hacer
matematicas a partir de una base historica y practica, en las «vraies mathématiques» a que
se refieren Poincaré y Zermelo; la segunda, la de alguien interesado en los fundamentos
filoséficos de las matematicas, 1a de alguien que, ademds, ve las mateméticas a través de la
lupa de un sistema deductivo formal. El desarrollo mismo de los fundamentos de las
matemalicas terminaria por hacer justicia a ambos. Es claro que, para la historia de logica y
de la filosofia en general Frege, posee una mayor importancia que Dedekind, pero es
también indudable que el trabajo de Dedekind es mateméticamente de mucho mayor

interés.*

% WEp una ciencia rigurosa, una palabra o un signo no debe ser utilizado -dice Frege [1903, I, 70),
refiréndose a tas definiciones recursivas en general- si su significado no ha sido aclarado previamente de
manera integra y mucho menos debe usarse para continuar su propia definicion»

* Ef caso de las defimciones proporciona un buen ejemplo al respecto. £n un sistema formal, ninguna
definicion puede ser ofTa cosa que una abreviatura, en las matematicas informales y aun en la metateoria de un
sistema formal resulta licito, sin embargo, recurmir a otros tipos de definicion.
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Parte II

Lenguaje y logica en la teoria peaniana de los niimeros naturales
I

Pasemnos ahora a la consideracion comparativa de las ideas de Peano sobre los
fundamentos de la aritmeética.

Peano, como Dedekind y Frege, pretende dar un fundamento seguro y claro al
andlisis. En opinién de Peano, sin embargo, esta tarea sdlo puede realizarse
satisfactoriamente: 1) dando una base adecuada y simple a la aritmética y 2) llevando a sus
iltimas consecuencias el proceso de supresion del papel jugado por la intuicion en fas
matematicas, especificamente, desterrando a ésta por completo de la argumentacién
aritmética. Mientzas que el primero de estos objetivos debe llevarse a cabo denro de la
aritmética misma, el segundo posee una generalidad mucho mayor y se encuentra ligado a
consideraciones globales de caracter metodolégico sobre la forma en la que deben
presentarse las teorias mateméticas. Sin embargo, diferencia de Dedekind y de Frege, no
hay en Peano ningin intento reduccionista que pretenda convertir los nimeros naturales y la
aritmética en una rama derivada de las matematicas, sino un afdn estrictamente limitativo
en el sentido del establecimiento de una base aritmética minima, a partir de la cual pueda
derivarse el resto de la teoria de los ndmeros. Los recursos disponibles para ello serian,
entonces, exclusivamente, las dos operaciones fundamentales que rigen un sistema
axiomatico, la definicién y la demostracién, y los principios légicos que expresan las
propiedades elementales de la identidad y la relacién de pertenencia. En realidad, Peano no
s6lo no se interesa en una definicién explicita de los naturales, sino que piensa, ademas, que
una empresa de ese tipo estaria condenada al fracaso. Una definicién como la que Dedekind
o Frege pretenden tendria, en efecto, como meta, la obtencién de lo complejo con base en lo
simple. Desde este punto de vista, «la nocién de nimero no puede ser definida, pues es de
observar que las ideas de orden, sucesién, agregado, eic. -que, como hemos visto, son
presupuestas por Dedekind o Frege- son por lo menos tan complejas como aquella idea...»
[Pcano 1901, 2* Parte, 256-7; cfr. también i° Parte, 88].

Es claro aqui, en todo caso, que la fuerza de las razones aducidas por Peano reside
en lo que pueda entenderse por simplicidad. Peano parece considerar que cualquier intento
de definicién de mimero incurre, de hecho, en un circulo vicioso: «La nocién de miimero no
puede ser definida, puesto que es claro que, no importa como se combinen estas palabras
[‘orden’, ‘sucesion’, ‘agregado’, etc.], obtendriamos siempre una expresién equivalente a
ndmero» [1901, 256].°

| Cfr. también a Resefia de G. Frege: Grundgesetze der Arithmetik, [Peano 1958, 194]. Los axiomas que
sirven de base a su reconstruccion 1ogica de 1a ariemética son puestos como postuladas, como reglas simples
que no pueden ser demostradas, como quieren Dedekind y Frege. Para Peano «estas demostraciones son
ilusorias. En realidad, como estas reglas son ya las reglas més simples de razonamiento que existen, para
demostrarlas habria que aplicar o bien estas reglas o bien otras mds complicadas. En cualquier case, la
argumentacion seria viclosa...o.
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Ahora bien, la circunstancia de que Peano considere, en sentido estricto, imposible
dar una definicién de la nocion de nimero no significa que ésta no pueda caracterizarse
implicitamente enunciando sus propiedades mateméticas basicas en la forma de un sistema
axiomatico. Es decir, si bien una definicién explicativa de mimero natural en términos de
olros conceptos es imposible o inutil segin Peano, esto no impide dar una definicion
estructural de ellos, haciendo explicitas las relaciones y propiedades elementales de los
mismos que permitan obtener la aritmética en su totalidad. Siguiendo una idea de W. Pasch,
Peano desarrolla, como uno de los primeros, la idea de una axiomatizacion formal como
procedimiento metodolégico universal en las mateméticas para la presentacion y
reconstruccion rigurosas de teorias.? Esto lo lleva a ocuparse del lenguaje utilizado en las
matematicas. «l.a dificultad principal en relacién al problema de los fundamentos de las
matematicas -escribe Peano en [1889, 11I}- proviene, sobre todo, de la ambigiiedad del
lenguaje utilizado en ellasn. Esta seria, sin duda alguna, una de las fuentes mas importantes,
si no es que la mas importante, de que se nutre la intuicién. La reduccién al maxime, en
aras de la claridad, del papel de ésta en las demostraciones requiere, por lo tanto, del
examen critico del lenguaje matematico. Para este propésito, Peano introduce la nocién de
sistema axiomdtico formal. La tarea de dar un fundamento riguroso y claro al andlisis
plantea la necesidad de una investigacion formal de la estructura légica de las teorias.
Concretamente, la axiomatizacién de la aritmética debe llevarse a cabo con base en su
consideracion como lenguaje formal exacto, algoritimicamente exacto, como hoy dirfamos.
Haciendo abstraccion de sus contenidos, piensa Peano, por medio de una manipulacién
combinatoria puramente simbolica y algebraica, pueden elucidarse con toda precision las
conexiones 16gicas entre las proposiciones e identificar algunas entre ellas que, sin riesgo
de error, generen deductivamente el resto.

No se trata, sin embargo, en su caso, en rigor, de concebir las matemadticas como
siste-mas puramente simbolicos, sin contenido, es decir, propiamente de un formalismo,’
sino de analizar las necesidades lingiiisticas de las matematicas, de modo que se mantenga a
buen resguardo la precision que en ellas debe regir. Mas bien, se trata de formalizar, de
iraducir o, mucho mejor, puesto que lo que se traduce es, estrictamente hablando, siempre
un lenguaje, de expresar en un lenguaje especial y adecuado para este fin las teorias
histéricas que constituyen las matematicas -ante todo, la aritmética de los niimeros naturales
y la geometria plana,

Por lo demds, el lenguaje requerido es un lenguaje Idgico. Las pretensiones de Peano
en relacién a la logica terminan, no obstante, aqui. La Iégica no es, para €], otra cosa que el
lenguaje requerido para expresar las proposiciones de las matematicas y para evaluar la
correccion de las pruebas y definiciones que en ellas se ofrezcan. Existe, por lo tanto, una
clara linea divisoria entre matematicas y 16gica. La légica de Peano es matematica en el
sentido de su aplicacion primaria. Es decir, Peano no se interesa en la construccién de un
sistema 1ogico por si mismo, como Frege, sino en la obtencién de un algoritmo que permita
el examen conclusivo de las definiciones y demostraciones. «Mediante estas notaciones -

? ] surgimiento de la visién moderna de los axiomas puede situarse en el breve periodo que va de 1882 a
1889, de las Vorlesurgen uber neuere Geometrie de W. Pasch a I principu di geomeltria logicamente espost
de Peano. Pasch estaba interesado, sobre todo, en que su conjunto de axiomas constituyera una base completa
para la prueba rigurosa de teoremas. Las Vorlesungen constituyen ef punto de partida de las reflexiones
axiomaticas de Peano [cfr. Kennedy 1980, 29].

} por ejemplo, en el sentido de Curry
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dice Peano al explicar los objetivos de su investigacion en 1889 [1889, 3}- cualquier
proposicién asume la forma y adquiere la exactitud de que gozan las ecuaciones en algebra,
A partir de las proposiciones asi escritas se deducen otras, todo ello mediante
procedimientos que se asemejan a la resolucién de ecuaciones. Esta es Ja clave de todo el
trabajon.

Con su légica lingiiistica, Peano no pretende, en particular, ningin tipo de reduccion
que no sea la puramente cuantitativa de los axiomas a considerar. Es decir, a las exigencias
de Pasch (completud), Peano afiade ahora la de la independencia de los axiomas: El
fundamento del analisis se encuentra en la aritmética y ésta posee un cardcter absolutamente
elemental, por lo que sélo se requiere su ordenacion logica, su axiomatizacién. El
procedimiento riguroso en esta direccion hace necesaria, sin embargo, también su
formalizacion.

Es clara, en consecuencia, también en esto, la diferencia con Frege: Frege pretende
la fundamentacion de la aritmética; Peano su ordenacién como axiomdtica a partir de una
base lingiiistica. Tales objetivos no son incompatibles, como lo pone de manifiesto el hecho
de que Peano se haya servido de algunas ideas basicas de Frege, la implicacion, por
ejermplo.

11
Peano lleva por primera vez a la practica estas ideas en 1889, presentando un
sistema con nueve axiomas y los primitivos N, 1, +1, = [1889, 58, §1], esto es, nlimero
natural, uno, la operacién sucesor y el signo de igualdad. De ellos, los axiomas 2,3.4,5 son
de cardeter logico y se refieren a la igualdad. Los cinco axiomas restantes son los que desde
entonces se conocen como los axiomas de Peano para la aritmética:’

(DleN

(6yae N.o.atl € N

(Tya,be N.o:a=b.= a+l =b+l

(8)ae N.o. —atl=1

keK lek. . xeN.xek:Dx.xHl ek NokE

Es decir, uno es un niimero natural; el sucesor de un ndmero natural es un numero
natural; para cualesquiera dos ntimeros, la igualdad de los mismos es equivalente a la
joualdad de sus sucesores; uno no es sucesor de ningtin numero y, finalmente: una version
del pnincipio de induccion completa. A partir de 1891, Peano suprime de la axiomatizacion
original los principios sobre la igualdad que son de cardcter logico y debilita el axioma (7),
quedando como consecuente que la igualdad de dos sucesores de dos nlimeros implica la
igualdad de esos nimeros (es decir, que la funcién sucesor es univoca).

Como lo evidencia la notacién utilizada en esta presentacién, Peano se sirve
{axioma 7) ambiguamente del signo ‘=" para expresar tanto un bicondicional material como
para expresar igualdad aritmética, Esto mismo sucede con el signo ‘c’ que se usa para la

* Otras axlomatizaciones intimamente relacionadas con ella se encuentran, por gjemplo, en 1891 y 1501,

S £t anfoma 2 afirma que Ja igualdad es una relacion reflexiva en N; el axioma 3 que es conmutativa, el 4 que
es ranstuva ¥ €l 5 es un principio de substitucion de iguales por iguales.

® «K» es un primitivo logico; «keK» significa que k es una clase,



llamada implicacién material, lo mismo que para la contencion de clases en el axioma .
De cualquier modo, resultan notables la flexibilidad y 1a elegancia expresiva del lenguaje de
Peano. En €] se distingue, ademds, por primera ocasién, entre las relaciones de pertenencia,
e, y de contencién, <, o, si queremos, aunque con la restriccion que acabamos de indicar,
entre varios sentidos diferentes de la palabra ‘ser’ como expresion de relaciones logicas.

A partir de estos principios Peano puede definir sucesivamente, a la manera en la
que hoy es familjar, es decir, por recursion, la suma [1889, §1, 2], la substraccion [82,4],
maximo, minimo y multiplicacién [§4, 71, potencia [§5, 9], divisién [§6, 9}, nimeros
racionales y reales {§8, 12y §9, 15, respectivamente].

1

Para la comprension integra de [a contribucion de Peano, al problema de caracterizar
los ndmeros naturales y de dar un fundamento al analisis, resulta importante ocuparse,
aunque sea muy brevemente, de la génesis de sus ideas. Hay cierta confusién en lo relativo
al origen y autoria de sus axiomas para la aritmética, suscitada, en parte, por declaraciones
contradictorias de 61 mismo al respecto. En 1889, en su primera exposicion del sistema se
reconoce, en efecto, que «En las demostraciones concernientes a la aritmética, me he
servido del libro de H. Grassmann, Lehrbuch der Aritmethik, Berlin 1861» [1889, §1, V]. Y
un parrafo mas abajo: «Me ha resultado también bastante atil la reciente obra de R.
Dedekind Was sind...». Una observacién similar es hecha por Peano un par de afios mas
tarde en Sul concetto di numero [1891, 93]. De acuerdo con esto, es falso, como afirma
Kennedy {1980, 25-26], que «Peano no vio ¢l escrito de Dedekind sino hasta que su propio
ensayo [1889] iba ya camino a la imprenta».

Mis clara que la de Dedekind es aun la precedencia parcial, no sélo cronologica, de
Grassmann en este punto: Grassman -dice Hao Wang [1957, 147]- «fue el primero en
introducir definiciones recursivas para la suma y la multiplicacién, probando al mismo
tiempo, por induccién, con base en esas definiciones, algunas de las leyes ordinarias de la
aritmética», esto es, asociatividad y distributividad % Lo que Dedekind hace en 1887 es no
sélo completar esta axiomatizacion grassmanniana definiendo y demostrando el resto de las
nociones y teoremas fundamentales de la aritmética, sino, sobre todo, segun hemos visto,
dar un fundamento mas general a ésta, la teoria de conjuntos o de sistemas. En su teoria, los
axiomas de Peano no son postulados, sino demostrados, esto €s, en Su ¢aso, obtenidos a
partir de principios conjuntistas. Asi, por gjemplo, en su teoria existen, segun hemos visto,
sistemas infinitos simples. Sean N uno de tales sistemas y ¢ la funcion similar que lo
ordena. Si identificamos ahora la operacion sucesor con ¢, los axiomas (6) y {7) son obvios.
Por definicion de un SIS, ademas. 1€ N (axioma (1)) y 1 no es sucesor de ningin elemento
de N (axioma (8)). Finalmente, como hemos visto en el capitulo anterior, en [Dedekind
1887, §7, 80] se demuestra una version del principio de induccién completa equivalente al
axioma (9) de Peano. Todo elio plantea, por lo tanto, la pregunta de la especificidad de la
axiomatizacidn de Peano y la de cudl sea, en realidad, ia contribucién original de Peano al
problema de dar un fundamento a la aritmética.

7 Como lo sefiala Bourbaki [1972, 24, n 21), esta confusion puede interpretarse como una clara indicacién de
hasta qué punto estaba arraigada, mcluso en Peano. ia vieja costumbte de pensar en témminos intensionales en

vez de hacerlo en términos extensionales.
Y Cfr también [Bourbaki 972, 43)
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La respuesta a esta interrogante pareceria tener dos aspectos. Es claro, en primer
tugar, que la originalidad del sistema de Peano no ha buscarse en los contenidos de éste,
sino en el método, la axiomatizacion rigurosa y formal, que ejemplifica; el nove methodo
exposita del subtitulo de la obra de 1889 pareceria justamente aludir a tal circunstancia.’
Ahora bien, la presentacién precisa de sus resultados requiere, para €l, de su traduccibn a un
lenguaje especial. Por lo tanto, en el desarrolio de un simbolismo apfo y manejable para
este fin estribaria, en segundo lugar, la peculiaridad de su aportacién a la tarea de dar un
fundamento seguro a la aritmética. Esto nos conduce, de nuevo, al tema de la concepcion
peaniana de la logica y del papel que se le asigna en las matematicas.

Peano se considera a si mismo {1891, 31} como heredero del proyecto leibniziano de
un lenguaje universal. Este fenguaje no seria -como en Leibniz- otro que la légica,m La
logica de Peano es una logica formal con la que puede operarse de manera algebraica,
dejando de lado cualquier consideracién semantica. Tiene, por lo tanto, un cardcter
esencialmente sintic-tico y algoritmico. Sin embargo, su objeto son las proposiciones de Ia
ciencia, especificamente, en el caso que nos ocupa, de la aritmética. La logica se ocupa, asi,
en uitima nstancia, de verdades. 1

v

Los signos /gicos utilizados por Peano en 1889 son los siguientes:

K, N, U, - D €, cuantificacion universal sobre individuos y puntos como
signos de asociacion [Cfr. Peano 1889, Vily Xil

«Con sélo estos signos -dice Peano [1889, V]- puede ser expresada cualquier
proposicion de cualquier ciencia, con tal de que se affadan los signos que representen los
entes de la ciencia en cuestién». De acuerdo con esto, la axiomatizaci6n formal de la
aritmética seria el ejemplo mas inmediato de la aplicacin de este método de traduccion. La
meta que aqui se plantearia seria, entonces, la de reescribir la aritmética en su totalidad,
recurriendo exclusivamente a este simbolismo. Sin duda, 1a notacion peaniana es, cOmMoO ya
hemos insinuado, mucho mds flexible y elegante que la de sus antecesores -Frege incluido.
Pero ésa es también su #nica ventaja.

En realidad, Peano no esta interesado en la i6gica por si misma, sino que la concibe
en una especie de relacion ancilar con las teorias concretas que formaliza, como un vehicuio
expresive para la formulacién precisa de éstas y sujeto enteramente a tal fin. Para Peano,
como para Bolzano, la 16gica no es, ella misma, una ciencia. “En el Formulario -dice Peano
en su resefia de los Principia Mathematica [1913, 389]- 1a légica matemdtica no ¢s otra
cosa que una herramienta (il para expresar y manejar las proposiciones matematicas
ordinarias; no es un fin en si misma. ..” Es un error, por lo tanto, contar a Peano tanto entre
los logicistas como entre los formalistas del siglo pasado o principios del presexxte.'2

% Kennedy [1980, 26} ve en el titulo mismo empleado en este escrito: Arithmetices Principia en Tugar de
Arithmetica Principia o Arithmeticae Principia, es decir, en el empleo de una desinencia griega y no latina, un
homenaje a Euclides, lo que resulta congruente con nuestra interpretacion.

@ En la introduccion al Formulario de 1900, Peano afirma con gran exageracion, que «Después de dos siglos,
¢l sueito de Leibniz es una realidad... Hemos logrado resolver el problema plantsado por ¢l» [citado en
Keanedy 1980, 65]

U «La lpgica matemética -dice Peano fintroduccion al vol. Il del Fermulaire, 1896, Opere Scelte, vok. 2, 197]-
no tiene como objeto un conjunto de convenciones, sino de verdadesy,

2 Como hacen, por ejemplo, Kneale/Kneale [1962, 474] y, menos claramente, Styazhkin [1969, 276, 323).
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Ahora bien, la logica peaniana no deja de recurrir esencial y constantemente al
lenguaje natural. En Peano no existe, en realidad, ningiin sistema de 6gica que incluya algo
més que las reglas de buena formacion de las férmulas. No hay en él, por ¢jemplo, en
ninguna parte, un sistema de deduccion, sino que sus demostraciones se¢ presentan como
una mera yuxtaposicion seriada de formulas, entre las cuales se establece una conexion que
el lector debe, a cada paso, imaginar, baséndose en el lenguaje natural, esto es, en la
intuicion. Faltan entre otras cosas, por lo tanto, como Frege [1896, 370-1] observa, las
reglas de inferencia y, en general, cualquier elemento propiamente deductivo.” El sistema
debe juzgarse, en consecuen-cia, ante todo, como un sistema notacional con el que se
simbolizan contenidos. Pero también, desde este punto de vista, resulta insuficiente: El
lenguaje de Peano corresponde al de una logica de primer orden con identidad. Sin
embargo, en su sistema, ¢l principio de induccidn se presenta como un esquéma axiomatico
que supone inclusive, al cuantificarse en €l implicitamente sobre clases en general, la
totalidad de éstas (o de las propiedades). Una formalizacién finita de su sistema -como
cabia esperar en esta época que fuera la axiomatizacion de las mateméticas- requiere, por 1o
tanto, de una légica de orden superior, esto €s, como hemos sefialado ya en el capitulo
anterior, de un sistema esencialmente mas complicado que el suyo y, sobre todo, para este
tiempo, fundamentalmente menos claro que el sistema formalizado mismo de los nimeros
naturales.'*

Podemos concluir, entonces, que la importancia de Peano para la histaria de la
légica es, mas bien, indirecta: el simbolismo mnotacional que €l introduce adquiere
rpidamente carta de naturalizacion gracias a su gran versatilidad y elegancia. En ese
sentido, sus ideas logicas tienen mucho mayor influencia en sus contempordneos incluso
que las de Frege mismo e histéricamente contribuyen de manera decisiva a la apreciacién
de las mismas.

v

Examinemos ahora la caracterizacién peaniana de la aritmética.

Peano considera la aritmética a través de la lente de un lenguaje especial, logico,
que la expresaria, pero con el que #o es identificada. Peano no es, en consecuencia, un
logicista. Peano comparte, sin embargo, con ¢l logicismo la visién de un conceptualismo
realista. Su axiomatizacién ve la aritmética como un sistema de verdades y como un ambito
tedrico constituido por dos jerarquias complementarias, una definicional, conceptual y otra
demostrativa y proposicional. El tratamiento que Peano hace de ambos es, sin embargo,
insuficiente. Para empezar, como ya fo hemos dicho, su sistema carece de un aparato
deductivo. Fn cuanto a la definicidn, Peano recurre a expedientes que violan los principios
establecidos por él mismo. En su teoria de la definicion [1889, XVI], Peano establece, en
efecto, una forma general para las definiciones. «Una definicién es una proposicion de la
forma x = a, o bien de la forma & = x = g, en donde « es un agregado de signos que posee
un sentido conocido; x es un signo o un agregado de signos que carece aun de significacion
y ¢ es Ja condicion bajo la que se da la definicion».

13 - P . .
El sisterna de Peano es por eso, como indica Frege, ante todo una {mgua characteristica. (Véase la nota 13

al cap. 3)
" Como lo mostrarian poco después las paradojas.

126



Ahora bien, la definicion peaniana de las operaciones bésicas no es de esta forma, ni
esté avalada por los axiomas y principios que rigen su sistema. Peano recurre, en otras
palabras, a expedientes tanto definitorios como demostrativos no estrictamente garantizados
por su axiomas ni por la logica subyacente, Las definiciones de suma © multiplicacién, por
ejemplo, son presentadas recursivamente, aunque nada de lo dicho previamente sobre
funciones [§§ VI y XHI] avale un proceder de tal tipo. Es decir, Peano carece de algo
parecido al teorema de recursion, que Dedekind prueba, como quedé dicho, en [1887,
§126,28). Esto es todavia mas notable si se considera que Peano se apoya explicitamente
(1889, V] en Dedekind, para la estructuracién de su sistema y que, en particular, se refiere
de manera muy clara a €l al exponer su wratamiento de las funciones [Ibid. §VI, XVI].

Peano posee una concepcion no genética, no creativa, estrictamente constructivista,
de las definiciones, una concepcion de acuerdo a la cual existe siempre la posibilidad de
eliminar lo definido. Por lo tanto, las definiciones peanianas tendrian que ser predicativas,
para servirnos del término acufiado por Russell en 1905, esto es, en ellas la x no podria
utilizarse para definir la a. 15

Otra consecuencia interesante de lo anterior es la siguiente. Si bien, como ha
quedado dicho, Peano rechaza la posibilidad de una definicion estricta de los nameros
naturales, sus axiomas para la aritmética pueden considerarse como una definicién implicita
de ese sistema. Esto significaria no sélo que cada uno de los principios enuncia, en realidad,
una propiedad bésica del sistema,'® sino, también, que la conjuncién de todos ellos puede
considerarse como ofra, es decir, justamente, como la propiedad de ser nmimero natural"”’
Puesto que en el axioma de induccion se cuantifica -implicita o explicitamente- sobre todas
las propiedades, la de ser nimero natural seria una de ellas. Es decir, la definicién implicita
de los numeros seria no constructiva.'® Entre los conceptos requeridos para describir los
nimeros se encontraria el concepto mismo que supuestamente se define. Esto muestra
nuevamente gue Peano no es un logicista: una definicion propiamente dicha de los nimeros
tendria que estar sujeta, en relacién al concepto de nimero, a algin tipo de condiciones
constructivistas que en su axiomatizacion se pasan por alto.

Por otra parte, es mas bien discutible que los cinco axiomas de Peano ofrezcan -ni
siquiera de manera implicita- una definicion del sisterma de los naturales. En efecto, la
l6gica presupuesta por Peano €s basicamente, segin queda dicho, una légica de segundo
orden. En un sistema de este tipo, el conjunto de axiomas para los naturales es categdrico,
es decir, que si bien hay esencialmente una sola estructura que los satisface, lo que en
realidad se caracteriza es una clase de modelos, los modelos inductivos o progresiones -

13 E| hecho mismo de que Frege también rechace en los Grundlagen [§6) este tipo de definiciones pos
considerarlas circulares pareceria ser indicativo de cierta incomprension en la época de esta nueva forma de
definicién wpor tramos» de un concepto.

1 D¢ donde nuevamente pareceria desprenderse la necesidad intuitiva de una axiomatizacién finita del mismo.
17 Me parece que la idea es originalmente de Hulbert, aunque he olvidado o no he localizado ¢l sitio ni el
contexto precisc en gue hace esta afirmacion. Por lo demas, Poincaré [1905/6, 833] atribuye esta
inerpretacion a Couturat, aunque afiadiendo la necesidad de unta demostracion de la consistencia de los
axiomas. Es decir, 5610 los sistemas consistentes pueden definir realmente algo.

" O ympredicativa, en la terminologia utilizada por Russeli en 1905 [p.34}. Russell se refiere, en particular, en
ésta a aquellas normas que no definen clases por dar lugar a una especie de regresion al infinito.



entre cualesquiera dos de los cuales puede establecerse un isomorfismo."” Esto significa,
entonces, en primer lugar, una especic de completud semdntica de los axiomas,”” sin que
ello signifique también, segin ha mostrado Godel en1931, una completud de los métodos
demostrativos, y, en segundo, la imposibilidad de una descripcién axiomatica especifica de
N.2! Basindonos en esto tltimo, podemos conjeturar, por lo tanto, que esta reflexién
influye en la idea de Peano de que, en rigor, los mimeros no pueden ser definidos. Pero,
entonces. ;qué son para ¢l los mimeros naturales, puesto que su sistema de axiomas no los
caracteriza, esto es, los individualiza de manera concreta? Tanto en su resefia {1895, 194]
de las Grundgesetze de Frege como en 1891 [p.88], al analizar las diferencias entre su
enfoque y el de Dedekind, Peano constata afinidades, afirmando en cada caso que «es
evidente que ambos enfoques coinciden. Puesto que Dedekind, segin hemos visto,
tampoco offece una descripeién especifica de los nimeros naturales, sino que recurre a un
nebuloso principio de abstraccion y aunque ese no sea el curso que Frege sigue, si hay en
éste, no obstante, muiaiis mutandis,”’ una aceptacién de una forma del principio de
abstraccion, podemos concluir que entre los tres” enfoques pareceria haber un acuerdo de
fondo al respecto. Sin embargo, este tipo de definiciones -a diferencia de las definiciones
nominales que, en realidad, no constituyen sino abreviaturas- son creativas, por lo menos
en el sentido de permitir la introduccién de un nuevo tipo de objetos, esto es, significan, en
todo case, una ampliacién de la nocién peaniana original de definicién y, en @ltima
instancia, representan un replanteamiento del problema de los mimeros en términos
conjuntistas, una idea a la que, como ahora veremos, no sélo esta, sino también otras
consideraciones globales sobre su teoria conducen a Peano en la uitima fase de su trabajo en
los fundamentos de las matemdticas.

Observemos, de cualquier manera, antes de ello, que ese tipo de definiciones se
encuentra intimamente ligado no sélo a la consideracién general de clases, sino tambi€n a
las propiedades bésicas de la identidad y la l6gica. Es decir, la abstraccién necesaria para
llegar, por ejemplo, a los numeros naturales supone Ia imposibilidad de diferenciar
formalmente, dos modelos, esto es, requiere de la vigencia de . 3 especie de identidad

1% Seniin uno de los teoremas de Lowenheim-Skolem, ningin sistema axjomatico que tenga un modelo infinito
es categbrico, considerado coma una feoria de primer arden. La axiomalizacion de Peano serfa categdrica
como teoria de orden superior Véase, sin embargo, mis adelante.

2 Eg decir, los axiomas de Peano caracterizan completamente el conjunto de verdades aritméticas.

2 paano mismo es consciente de esta situacidn: No sélo, como cabria pensar, 2 partir de la lectura del teorema
132 (1887, §X) de Dedekind, esto es, 2 partir de la prueba de la similitud de cualesquiera dos SIS. Las
afirmaciones de Peano al respecto son bastante vagas, aunque es clare que apuntan en la misma direccion.
Segln €|, para que una estructura «se corresponda con la serie de los niimeros naturales es necesario y
suficiente que satisfaga sus axiomas» [1891 p.87] La diferencia en el caso de Frege s que en ¢l los nimeros
naturales se definen individualmente, es decir, se da un ejemplo de progresitn que sirve de modelo
comparativo para obtener progresiones en genetal.

2 por supuesto, una divergencia significativa sera la proseripeién en Frege de todo elemento psicologista en ¢l
proceso. La diferencia esencial en su caso es que en ¢l los nunteros naturales se definen individualmente, ¢s
decir. se da un ejemplo de progresion que sirve de modelo comparativo para obtener progresiones en general.
3 (El nimero es precisamente lo que se obtiene al hacer abstraccion de la indole particufar de todos esos
sistemas», escribe Peano casi a final de siglo, cuando su profusa -aunque ya no muy novedosa- produccion
sobre estos temas practicamente tocaba a su fin {1898d,218] La diferencia en el caso de Frege es que en €l
los nmeros naturales se definen individualmente, €5 decir, se da un ejemplo de progresion que sirve de
meodelo comparativo para obtener progresiones en general,
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estructural. En este sentido, la introduccién de una nueva clase de objetos precisamente con
tales caracteristicas formales pareceria ser avalada por la thistoria misma de las
matemdticas.**

Vi

Aunque, por supuesto, sin distinguir explicitamente niveles del lenguaje, Peano se
ocupa de algunas de las propiedades metalingiiisticas de su sistema. Come hemos dicho,
Peano considera necesario establecer la independencia de sus axiomas. La prueba de este
hecho se ofrece, por primera ocasion, en el articulo de 1891 que hemos estado citando.” El
método seguido alli es el canénico: construir un modelo que satisfaga todos los axiomas
excepto uno de ellos y repetir este procedimiento con cada uno de estos principios. Peano
logra, por lo tanto, dar una base axiomética minima a su sistema.

En 1900, Hilbert [1900, 56], en su célebre lista de problemas abiertos cn las
matemticas, consigna como problema nimero 2, después de la prueba de la Hipétesis del
Continuo, ta demostracion de que la aritmética es consistente. La actitud de Peano en
relacion a esta dificultad pareceria ser mdas bien ambigua. Su primera y consecucnie
reaccion es la de considerar tal demostracién no sélo innecesaria, sino, de hecho, en ultima
instancia, imposible por circular. No hay nada mas basico, matematicamente hablando, que
los nimeros naturales y su aritmética. Peano sostiene, en realidad, en principio, una especie
de protocolarismo o quasi protocolarismo matematico. Las proposiciones aritméticas -como
las geométricas- son verdades indubitables y sus objetos, al igual que los enunciados
mismos que las expresan, no requeririan de ninguna justificacion: «.. .Una demostracion de
que un sistema de postulados para la aritmética o para la geometria es consistente -dice
Peano [1906a, 138 /342-3] en un significativo pasaje- no es, en mi opinidn, necesaria. Los
postulados no son algo que hayamos decidido crear, sino que lo que se supone como tal son
las proposiciones més elementales implicita o explicitamente utilizadas en todo texto de
aritmética o geometrfa. El sistema de postulados para éstas es satisfecho, respectivamente,
por las ideas de nimero y punto [y linea] que posee cualquier autor de estas disciplinas.
Pensamos en general en los nimeros; por lo tanto, los nimeros existen. Una prueba ds
consistencia puede tener utilidad cuando los postulados son hipotéticos y no corresponden a
hechos realesy.

Peano expresa aqui varias ideas importantes. En primer lugar, la constitucion historica
de las teorias fundamentales (aritmética y geometria). No se trata en ellas de convenciones
o de hipétesis, sino de verdades que, ademas, como lo sugiere el que estén presentes a lo
Jargo de 1oda la historia de estas disciplinas, tienen un carécter irrecusable. Pero si esto es
asi. es decir, si se trata de verdades, el conjunto de los enunciados que las expresan -y, en
particular, el conjunto de los axiomas de los que son consecuencia- es consistente; la
realidad que describen, cualquiera que ésta sea, constituye ya un modelo de ellos. Por lo
tanto, las axiomatizaciones de la aritmética y de la geometria no pueden, para Peano, ser
otra cosa que un reconocimiento explicito de algunas de tales verdades y conceptos como

™ Asi, por ejemplo, A. Church habla en relacién a un problema similar {1968, 233] del «espiritu de
generafidad de las metemdticasn. Sin embargo, tal vez sea Poincaré el gque mejor resuma este punto: «Las
matematicas -dice en 1902 [29]- son el arte de dar el mismo nombre @ cosas diferentesy. Sin lugar a dudas, el
problema se encuentra vinculado al carécter por lo menos parcialmente formal de las matematicas y al papel
fundamental que en ellas representan la analogfa y la generalidad.

¥ Oras prucbas se encuentran, por ejemplo, en Peano 1891, 1901 y Peano 1906a.
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postulados y primitivos y una ordenacion del resto a partir de tal base; es decir, la
axiomatizacion de la aritmética constituye una reflexién de segundo grado y su tarea es
histdrica y reconstructiva, esto es, identificar en la masa de proposiciones, que
historicamente se entienden como aritmética, una serie de verdades basicas que permitan la
obtencién de todas las demés. Peano admite aqui varias posibilidades, por lo gue es obvio
que este cardcter es relativo y también que no compartiria la idea bolzaniana de una
serarquia fundamental de las proposiciones, en el sentido que hemos explicado en el
Capitulo 2. Pero, 2 Peano no le interesa tampoco, por otra parte, como si le sucede a Kant o
a Frege, una justificacion ultima, epistemolégica u ontolégica del asunto. La pregunta
«;Qué son los niumeros?» esté ya, de alguna manera, contestada por la historia misma de la
aritmética. Justamente esta respuesta -en el fondo, por lo menos en parte, comunitaria- se
encuentra en la base misma de su investigacion y, en dltima instancia, constituye también ¢l
criterio que ha de servir para juzgar la idoneidad de su sistema.”

La postura de Peano implica, no obstante, en primer término, que el papel de la
evidencia en las matematicas se encuentra, en todo caso, limitado a la evidencia
comunitaria. En segundo, que -a diferencia, por ejemplo, del logicismo- el enfoque de
Peano es, por asi decirlo, aritméticamente cerrado, puesto que principia y termina en las
matematicas, sin apelar a nada fuera de ellas, a pesar de que sus formulaciones sugieran
ocasionalmente algiin otro tipo de pretension -por gjemplo, metafisica («Pensamos en los
niimeros; por lo tanto, los ndmeros existen»). En relacion a ello, no deja de resultar extrafio
que, no obstante ser consciente de que toda esta gama de problemas posee claras
implicaciones filoséficas y de que algunas de éstas tendrian también repercusiones practicas
en las matematicas.?” Peano no publique nunca un solo ensayo propiamente filosofico -lo
que, sin embargo, no significa en absoluto un desinterés por estos temas.

Sea esto como sea, en un articulo dedicado al Teorema de Schréider-Bernstein, en el
que se presenta una dernostracion de este resultado, que coincide en lo esencial con la
prueba que aproximadamente dos afios mds tarde daréd Zermelo [1908] del mismo, Peano
ofrece también un modelo conjuntista de sus axiomas: «Se demuestra asi -dice- aunque, en
realidad, esto Ko era mecesario, que los axiomas de la aritmética... son consistentes»
{1906, 343]. Ahcra bien, lo que Peano expone alli, en relacion a la aritmética, s una
prueba relativa de su consistencia. Si su primer argumento en favor de la misma descansa
en el aval que representa la utilizacion histérica tactica o explicita de ciertos principios, el
segundo se apoya mas bien en la consistencia de la teoria de conjuntos. La aparicion de
paradojas estrictamente matematicas® constituye, por lo tanto, no sélo un golpe al segundo

% En este sentido, ni siquiera el Principio de Induccién Matematica mismo requiere, ni admite, en rigor, de
ninguna Jyustificaci6n, a pesar de su cardcter general.

¥ Por ejemplo, la relativa a la admisisn de definiciones no estrictamente constructivas, un problema que
Peano aborda brevemente en su articulo de 1966

¥ Como lo pone de mamfiesto, entre otras c05as, su asistencia y activisima pariicipacién en el Congreso de
Filosofia de 1900 {Cfr. Russell 1975, 147y Kennedy 1980, ]

 peano ¢s el primero, antes que Ramsey, a quien generalmente se le adjudica esta distincién, en diferenciar
{1906b, 157} enire paradojas semanticas y paradojas sintécticas o matematicas: «El ejemplo de Richard -dice-
no pertenece a Ja aritmética, sno a la linguistica. Un clemento fundamental en la definicién de N [=el nimerc
problemitico del argumento de Richard}l ne puede ser definido de manera exacta segin las reglas de las
matematicass  En la acialidad, con los resultados de Tarski, sabemos que la distincién no es del todo

sostentble
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de estos argumentos, sino también al primero, al poner en tela de juicio la intuicién en
general, aun una de caracter «histéricamente irrecusable» y pareceria dar la razdn a Hilbert,

VII

El articulo de 1906, escrito en latino sine flexione (el equivalente peaniano del
lenguaje universal de Leibniz), constituye, junto con una Additione al mismo publicada
inmediatamente después [1906b], el tinico escrito de Peano acerca de la teorfa de conjuntos
¥ marca también el punto de transicion final en las preocupaciones fundacionistas de Peano,
orientadas ahora en direccién a la teoria de Cantor.”

Si en sus escritos anteriores la teoria de conjuntos no era sino una parte de la logica
cuyo propdsito principal era la expresion de las proposiciones matemaéticas, es decir, una
parte del lenguaje en el que las matematicas se expresan, en 1906 se la considera ya como
una teoria auténoma y basica, si bien, en Gltima instancia, no tan basica como la aritmética.
Las ideas que determinan este cambio en el enfoque de Peano parecerian ser por lo menos
dos. En primer lugar, la posibilidad -explorada precisamente en ese articulo- de una
interpretacion conjuntista de la aritmética, es decir, la fraduccidn de ésta a clases, lo que
sugiere que una teoria de éstas debe poseer un cardcter elemental. En 1897, Burali-Forti
publica la primera paradoja moderna, acerca del méaximo ordinal. Aunque consideradas en
un principio como elementos marginales en la estructuracién de la teoria, las antinomias
cobran, sin embargo, gran importancia en légica y en los fundamentos de las matemadticas a
principios de siglo con la aparicién de la paradoja de Russell.’’ En opinién de Peano, un
elemento determinante en el surgimiento de todas las paradojas seria el infinito. Este forma
parte de la realidad a la que s enfrenta el matemadtico y resulta, por lo tanto, inevitable
11906b, 145]. Precisamente la posibilidad de una consideracidn general de las clases abre
las puertas, en segundo lugar, a un tratamiento comin y comprensivo de las esferas de lo
finito y lo infinito.> Como la mayoria de los matematicos de su época interesados en los
fundamentos de [as matemdticas, Peano transita de [a aritmética a {a teorfa de conjuntos, del
dmbito de lo finito a lo infinito, que es propiamente del que la teoria de conjuntos trata.>

Desde el punto de vista de sus implicaciones filoséficas o metodolégicas y, en
particular, para una mejor comprension de las ideas fundacionistas de Peano que en este
momento nos ocupan, el suplemento al escrito de 1906, 1906b, resulta, sin embargo, de
mucho mayor interés que el articulo mismo de 1906a. Peano analiza criticamente, en este
anexo, el axioma de eleccién, utilizade por primera vez en 1904 por Zermelo para la

*® En realidad, si bien no publica nada ai respecto, Peano se interesa, por lo menos unos diez afios antes, por la
teoria cantoriana de conjuntos, manteniendo desde 1895 uwna constante correspondencia con Cantor y
promoviendo in¢luso la traduccion de la obra de éste al italiano. En particular, Cantor hace saber a Peanc
como pueden definirse los nitmeros naturales a pariir de tipos ordinales finitos [Cfr. Kennedy 1980, 62]. Las
ideas de Peano en la Logica seran recogidas e integradas a un marco més amplio y, sobre todo, mds
ambicioso, por Russell y Whitehead en sus Principia Mathematica de 1910.

*! Que, en realidad, habia sido descubierta unos aifos antes por Zermelo.

’* A pregunia expresa de Peano al respecto, Cantor le explica en una carta de 1895 -citada por Keniedy [1980,
62] - :a manera en la que pueden definirse los cardinales finitos en términos de clases (1= (a), 2=(a,b), etc)
Esto pareceria indicar que en estos afios Peano no tiene atin una comprensién cabal de las posibilidades de la
leoria cantoriana

* En su estudio sobre los conjuntos infinitos y ¢l Principio de Induccién Matemauca, Zermelo da expresion a
aste cambio de enfoque de Ia siguiente manera: «Para mi, todo teorema acerca de los niimeros naturales no es,
en realidad, otra cosa que un teorema sobre los confuntos finitosn [1907a, 1, 185),
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demostracién del principio de buen orden. Zermelo habia justificado asi su uso: «Este
principio /dgico [cursivas nuestras] no puede ser reducido a ningin otro més simple e
[histéricamente] ha sido utilizado de la manera més natural en las deducciones
matematicas» [1904, 141]. Peano admite tanto el cardcter histdrico de! principio como la
imposibilidad aparente de demostrarlo o refutarlo, pero sostiene, a la vez, que (1) el recurso
al mismo puede obviarse en muchos casos (como en el caso del Teorema de Schroder-
Bernstein);>’ que (2) el principio es verdadero en el caso finito, pero que, no obstante, (3) su
uso no puede extenderse con base en (2), ni tampoco en la evidencia que en favor del
mismo proporciona su uso histérico al caso infinito. Para éste, (4) el principio es
aparentemente indemostrable. Por lo tanto, (5) «en aquellos casos en los que [el recurso al
mismo] no pueda ser eliminado, esto es, cuando el argumento no pueda reducirse a las
formas comunes de razonamiento [compendiadas en el Formulario, es decir, en la logica
peaniana), la demostracién no es vahda, de acuerdo con el significado usual [secondo
valore normale] de la palabra demostrary [1906b, 148]. Segin Peano, {(6) el Axioma de
Eleccidn debe verse como una mera hipétesis, como algo similar a la conjetura de
Goldbach. Peano considera, por lo tanto, que su logica posee una especie de correccién y
completud empiricas y que, en consecuencia, debe tomarse como normativa: «Si una de sus
reglas no se satisface, ello es sefial de un defecto en las definiciones y demostraciones. Este
es precisamente el caso del principio de Zermelon {1906b, 154].% La logica de Peano, que
incluye los principios conjuntistas, es una légica finitaria. Un modo de argumentacién como
el axioma de Zermelo (=AC), que supone la eleccion de un elemento de cada elemento de
una clase infinita de conjuntos no vacios va més allé de cualquiera de sus principios.

El razonamiento de Peano en contra del axioma de eleccion es sumamente débil y, de
hecho, inconsistente con el esgrimido por él mismo en lo que anteriormente hemos
presentado como su primer argumento en favor de la consistencia de la aritmética. Si bien
tos puntos (1)-(4) y (6} son acertados, ¢l (5) no es sostenible. Zermelo lo hard objeto de una
demoledora critica, particularmente en el §2 de su Newer Beweis fiir die Moglichkeit einer
Wohlordnung [Zermelo 1907b). E! debaie no solo posee un interés historico, sino también
intrinseco, v arroja luz sobre una especie de ruptura entre un enfoque relativamente
tradicional -a pesar de sus innovaciones-, el de Peano y uno que, sin desligarse de la
tradicién, hace uso consecuente de todas las posibilidades que la aceptacién de los
supuestos basicos de la nueva teoria de conjuntos y sus poderosas herramientas traen
aparejadas y cuya orientacién es mas bien pragmatica.

Basicamente, Zermelo acepta los puntos (1), (2) , (4) y (6) demostrando al mismo
tiempo la falsedad de (5).%% Para ¢l, en efecto, como para Peano, el principio es
indemostrable. Peano incurre, sin embargo, segin éi, en el error de confundir

4 Justamente ecto es o gue Peano demuestra en 1906a.

3 £ resto de! articulo estd dedicado al examen de fa paradofa de Richard. Peano analiza también la solucion
de las paradejas propuesta por Poincaré [Poincaré 1906b, 2, VI, 307] que exige la predicatividad de las
defimciones. Peano encuentra que &l criterio es «o bien demasizdo amplio o destruye completamente las
matematicasn [1906b, 155], una idea en la que indudablemente no le faita razén No nos ocuparemos, sin
embargo, de este tltimo problema

3 g, bien, segin hemos subrayado, en su primera exposicion de 1904 Zermelo ve el axioma como un principio
logico, es evidente en todos sus escritos posteriores su consideracion ¢omo un supuesto de naturaleza
matemética Por esta razén, puede considerarse, sin mas, que también acepta el punto (3) de la critica de
Peano.



demostrabilidad v validez, o que haria también incorrecta la axiomatizacion misma de la
aritmética. Lo que justifica la adopciéon de un principio en las matemdticas es su
demostracion o bien el reconocimiento histérico de su validez. Si una proposicion no es
demostrable a partir de otras previamente aceptadas, esto muestra o la falsedad del principio
o el caracter incompleto de la axiomatizacién. «El pensamiento de que el Formulaire de
Peano sea incompleto precisamente en este sentido es de suyo obvio...» [1907, I, 113].

En realidad, ;cémo llega Peano a sus axiomas? De acuerdo con Zermelo, esto no
puede ser sino (a) por analisis de las formas de argumentacién aritmética histéricamente
reconocidas como vélidas, unido (b) al reconocimiento de su evidencia intuitiva
[anschauliche Evidenz] y (c) a la necesidad cientifica de su aceptacion [Zermelo 1907b,
112, 113]. De ser asi, como dice Zermelo, el Axioma de Eleccién resulta irreprochable,
pues satisface las condiciones que de ello se derivan: ha sido utilizado, por ejemplo, de
manera amplia, inclusive para el establecimiento de teorias muy elementales, como la de los
conjuntos finitos.”?

Ahora bien, Peano niega tajantemente que la intuicion o la evidencia puedan
desempefiar algin papel justificative: «El problema de la evidencia -dice en su
caracteristico estilo lapidario- es subjetivo y no tiene cabida en las matematicas» [1906b,
147]. Pero, entonces, /cudl es su justificacion ultima de los axiomas de la aritmética? Peano
no se manifiesta nunca claramente al respecto, aunque parece considerar que el cardcter de
verdades apodicticas, junto con su poder deductivo, su independencia y su necesidad
cientifica, en particular, son condiciones indispensables para que una proposicion pueda
aceptarse como axioma y que es, mas bien, debide a ello que se da un consenso total en
tono a los mismos y que se hacen evidentes. Tomando esto como criterio (parcial) de
admisibilidad de un principio en matematicas, parecerfa que el AC no es aceptable como
axioma, puesto gue no cumple con la primera condicién®® Por el contrario, con gran
pragmatismo, Zermelo concede a cierto tipo de evidencia un papel legitimador en las
matematicas: «Una aplicacion tan amplia de un principio -dice refiriéndose al AC- sélo
puede explicarse por su evidencia... Sin duda, esta evidencia - s hasta cierto punto,
subjetiva v, no obstante, constituye una fuente necesaria de los r .ncipios matematicos, a
pesar de no ser susceptible de demostraciony {1907b, 113].

Una de las principales dificultades en relacién con los planteamientos peanianos que
tocan problemas no estrictamente técnicos es su cardcter incompleto. No sabemos, por
ejemplo, si las condiciones (1)-(6), que hemos sefialado antes, son también suficientes para
avalar Ja introduccién de un principio como axioma en alguna teoria matemdtica ya
constituida. De no ser asi, es dificil imaginar qué faltarfa. Ahora bien, de serlo, cabria

¥ Acerca de la necesidad cientifica del AC véase Zermelo 1907b [113-115].

™ Todavia en 1906 [49], Russell resume asi su andlisis del AC, «El axioma multiplicativo ha sido utilizade
constantemente en la demostracion de teoremas acerca de los nimeros transfinitos Sin embargo, si bien
algunos pueden considerarlo como una verdad evidente, es posible que resulte susceptible de ser refutado por
reductio ad absurdum. También es posible pensar que pueda hallarse una demostracion del mismo, pero esto
es mucho menos probables. Por su parte, Powncaré [1906, 313], constatando el recurso a la intuicién como la
base que sirve a unos para aceptar ¢l principio ¥ a otros para rechazario, concluye que «Hay, sin embargo, un
punto sobre ¢} que todo el mundo estard de acuerdo: E} axioma es evidente para las clases finitas, aunque
indemostrable para las clases infinitas...es un juicio sintético a priori sin el cual serfa imposible una teoria de
los cardinales, ni de los nimeros finitos, ni de los infinitos». Es decir, no es, en todo caso, un prineipio 16gico,
aunque es claro que resuita matemdticamente necesario,



preguntar cémo es que se llega a esas proposiciones. Aqui podria todavia argumentarse, no
obstante, que tal conocimiento -basado en algin tipo de intuicién- no constituye, en
realidad, la base que explica esas verdades. Y, sin duda, este razonamiento seria correcto.
Lo que aquf tenemos enfrentadas son, mas bien, dos posturas esencialmente diferentes y un
problema de interpretacion aparentemente irresoluble. Por una parte, una relativamente
fundamentalista -en este caso, estrictamente realista- orientada a principios y, por lo tanto,
normativa, Por la otra, una pragmatica que, sin descuidar enteramente esos aspectos, se
guia, sobre todo, por la practica misma de la ciencia. Su enfrentamiento marca, ademads, una
transicién generacional. La postura més bien conservadora de Peano se opone a la actitud
més dindmica y abierta, «desde la ciencia productiva, que representa Zermelo. Para esta
posicion, el AC, come cualquier otro principio que no pueda demostrarse y resulte
necesario es aceptable como axioma, en tanto no se demuestre su falsedad; no hacerlo
significa aceptar de antemano el carécter incompleto de la teoria en cuestion.”

La historia le ha dado la razén a Zermelo.* Los criterios actualmente prevalecientes
para la admisién de un principio como axioma de una teoria matematica son parecidos en la
actualidad a los que é] sefiala. Su postura evidencia una ampliacién de los mecanismos de
prueba que supera todos los recursos de una logica sujeta a restricciones finitarias como la
de Peano. En su severo juicio final [1907b, 115] sobre el planteamiento de éste, da cuenta
precisa de este cambio y de la nueva actitud: «Rechazar hechos o problemas fundamentales
porque no pucden abordarse con ciertos principios preestablecidos seria como si se quisiera
prohibir a la geometria ¢l desarrollo de la teorfa de las paralelas sélo porque el axioma
respective no se puede demostrar. Los principios deben surgir de la ciencia y no debe
juzgarse ésta a partir de verdades inamovibles. Y asi como la geometria existia ya antes de
los Elementos, también la aritmética y la teoria de conjuntos son anteriores al Formulaire
de Peano y sobrevivirn, sin lugar a dudas, cualquier intento de sistematizacion escolar de
sus principios».*!

Peano es conocido, sobre todo, como l6gico y por su axiomatizacién de la aritmética.
Como Dedekind, Peano lHlega a la conviceién de que es necesario dar una base firme a las
matematicas a partir de su trabajo en la teorfa de funciones. Peano se¢ propone, centrando su
atencion en el lenguaje de las matematicas, proscribir enteramente de éstas a la intuicion.
En su opinién, por lo tanto, las matemdticas serfan un sistema autocontenido que
encontraria en si mismas su justificacién. En su base estarfa un sistema absolutamente
simple, la aritmética, que dispondria, ademds, de un mecanismo confiable de
autoevaluacion -precisamente la l6gica. Con Peano las matematicas se vuelven, asi sea de
manera indirecta, algo formal y lingiiistico En este sentido, su obra marca un hito en la

3% En su critica de la teoria de Peano, Zermelo argumenta que no s6lo es incompleta, en tanto que pretende ser,
en reakidad, una teoria de los conjuntos finitos, sino que, ademds, la ausencia en ella de una distincion clara
entre clases y conjuntos Ja expone a la aparicion de las antinomias [1907b, 116].

10y 4 controversia acerca de J2 legitimidad o no de ciertos procedimientos volverd a plantearse poco tiempo
después, de manera més aguda y més equilibrada desde e] punto de vista de los argumenitos, en un contexto
hgeramente diverse, awnque Intimamente relacionado, con [a polémica entre Hilbert y Brouwer. Esta vez, los
oponentes principales serdn ambos notables «representantes de la ciencia productiva» que Zermelo menciona
en varias ocasiones, como argumento ad hominent, €n su critica a Pearo.

' Que, no obstante, es necesario ocuparse sistematicamente de principios y que la ciencia no puede
fundamentarse a si musma serd uno de los resultados del debate Hilbert-Brouwer y, obviamente, de los
teoremas de Godel sobre la aritmética,
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historia de los fundamentos que permitira plantear problemas de gran alcance acerca de los
limites de la logica y, en general, de las relaciones entre ésta y las mateméticas. Peano
interviene, asimismo, de manera significativa en discusiones metedoldgicas de gran
importancia para las mateméticas modernas: no sélo acerca del AC, sino también en la
importante polémica acerca de la impredicatividad (aprox. 1906-1912), en la que también
tomarian parte Russell, Poincaré, v el mismo Zermelo y que revelard que una especie de
inevitabilidad de la filosofia, esto es, concretamente, que la admision de ciertas definiciones
y, en general, de ciertos procedimientos metodoldgicos en las mateméticas va
indisolublemente de la mano de la aceptacién de ciertas posturas filoséficas.

Peano contribuye también decisivamente a dar carta de naturalizacién a las nuevas
ideas logicas y conjuntistas. Y tal vez esta difusion, junto con su axiomatizacién y la
introduccion de un sistema notacional de gran precisién, elegancia y riqueza expresiva -en
uso parcial hasta nuestros dias-*? sean sus mayores contribuciones a la historia de la nueva
disciplina de Jos fundamentos de las matematicas. Pero también, por ultimo, Peano es el
vinculo entre las ideas de Frege y Russell,” por lo que su importancia para la historia del
logicismo es insoslayable, a pesar de no sostener sus tesis.

** En Church, Quine y Rosser, por ejemplo.

 Russell no solo se interesa ea la logica gracias a Peano, sinc que, con Whitehead, hace un uso amplio de su
notacién en los Principia Mathemauca: «La notacién utilizada en esta obra -dice en la introduccion a la
primera edici6n- est4 basada en la de Peano y las explicationes que siguen [variables, constantes logicas,
metodologia, etc.] han tomado en buena parte como modelo las que anteceden al Formularion

“ Con la profundidad que le es propia, Poincaré {1906, 295] se refiere a Peano en los siguientes términos:
«Tengo a Peanc en gran estima- sus trabajos poseen una gran belleza (por ejemplo, su curva que llena una
area). Sin embargo, no ha podido Ilegar ni mis lejos, ni mds alte, ni mds répido que la mayor parte de
aquelios mateméticos que carecen de alas para volar, a pesar de haber podido caminar tanto ¢on sus piernas».
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