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CAPITULO I INTRODUCCION

1.1- OBJETIVO:

En el presente trabajo se desarrollara un nuevo modelo computacional, en tres
dimensiones, de agregacion limitada por difusion. Se tomara como base los modelos
existentes prdpuestos hasta ahora. De la misma forma, se pretende validar algunos de los

resultados obtenidos en los estudios de los modelos propuestos en la década de los 80's.

1.2- ANTECEDENTES:

Durante los afios 80's, se estudiaron algunos procesos cuyo crecimiento es
aleatorio. Los ejemplos de este tipo de procesos es la contaminacidn atmosférica, el
desarrollo de coloides, coagulacion de aerosoles, los procesos industriales de polioles para
generar hules espuma, entre muchos otros [1]. Desde esos afios a la fecha se han
propuesto diferentes modelos que intentan simular ese tipo de comportamientos, tal es el
caso del modelo propuesto por T.A Witten Jr. y L . M Sander [2], y desarrollado por P.
Meakin [3], entre otros modelos que basicamente son una variacién de los que se
describen en las referencias mencionadas. Desde entonces, |a computadora era una
herramienta muy poderosa para disminuir los tiempos de calculo y poder generar
multiples estudios estadisticos. Para el tipo de computadoras que se utilizaron en la
década de los ochenta s, los tiempos requeridos de CPU eran demasiado grandes; debido
a la gran cantidad de cdlculos matematicos que debian realizarse. Por ejemplo, P. Meakin

menciona que la formacién de una estructura de tipo fractal, con crecimiento aleatorio y




por agregacion limitada por difusién, con un total de 10,000 particulas formando al fractal
requiri¢ 20 horas de tiempo de CPU en un equipo “Digital Equipment Corp. VAX-11/780",
Por otro lado, los resultados a los que se llegaron y se han llegado desde entonces han
sido publicados en revistas cientificas especializadas. Sin embargo, las técnicas de
simulacion asi como los algoritmos utilizados, casi siempre han sido una “caja negra” para
los lectores, conformandose con apreciar los resultados, debido en gran medida a que el
interés de los resultados, se fundamentaba en el significado fisico, mas que en las técnicas
informaticas utilizadas para los procesos de simulacién,

Uno de los intereses principales de este trabajo, es abordar los problemas informaticos a
los que es necesario enfrentarse para la simulacién de los procesos que se mencionan, y
en base a ello, desarrollar el nuevo modelo *agregacion limitada por difusidn bicolor”, asi
como validar los resultados de los experimentos que se han publicado en revistas
cientificas especializadas.

Un reto mas a vencer, es la generacion de los resultados, pero con algoritmos que
garanticen un tiempo de CPU sensiblemente mas corto, comparado con el tiempo que han
requerido los estudios que a la fecha se han realizado, y llegado el caso proponer nuevos
modelos con resultados que motiven su investigaciéon mas profunda.

Los trabajos que a la fecha se han realizado en cuanto a la “agregacion limitads por
difusion’ han buscado basicamente encontrar la relacidn que existe entre la gimension
fracta/ (vea apéndice A) de la estructura que se generan y la dimension euclidiana
tradicional. También se busca encontrar algunos patrones comunes para diferentes

dimensiones; es decir, dos, tres, cuatro y mas dimensiones. Solo se consideran los casos -




de dos y tres dimensiones por tener un significado fisico real y se han hecho a un lado
resultados de mayores dimensiones por carecer de significado fisico real.
Los agregados estudiados por Witten y Sander[2], se formaron cuando un vapor de
metal, producido por calentamiento de un filamento plateado, se condenso, entonces
particulas de metal con un radio aproximado de 40 Amstrongs se formaron cerca del
filamento. Las particulas acumuladas en una delgada capa esférica, bolg de vapa, de
aproximadamente un centimetro de radio, se desplazaron a un porta-objetos de un
microscopio electrénico, sucede que los agregados encontrados en el porta-objetos eran
del orden de 10° particulas de metal en una masa de baja densidad.
Las particulas que aparecieron, formaron agregados, y este proceso resultd ser
irreversible. Aun mas, los agregados mantuvieron su forma caracteristicas incluso
después de deslizarse sobre diferentes medios gaseosos.
El modelo tedrico y computacional de procesos de esta naturaleza lo propusieron
conjuntamente Witten y Sander[2]. En este modelo inicial, hay una particula considerada
como semilla en el origen de un reticﬁlado 0 enrejado. Una particula se agrega en algin
5
lugar lejano de la semilla y camina aleatoriamente hasta que visita un sitio adyacente a la
semilla. Entonces la particula caminante para a formar parte del grupo. Una nueva
particula se introduce en un punto de distancia aleatorio y camina, también
aleatoriamente, hasta que se une al grupo. Si una particula, durante su caminata
aleatoria, toca los limites previamente fijados del enrejado, es removida y otra particula
nueva se introduce. El proceso se repite hasta formar estructuras de tamafio
suficientemente grande para obtener datos estadisticos.

Un modelo similar fue estudiado por H.B Rosenstock and C. L Marquardt [4].




Un primer esquema que ilustre el modelo utilizado por Witten y Sander[2], puede ser el
que ahora se presenta, fig. 1.1. En el esquema se pueden apreciar las caminatas al azar,
que toma una.partl'cula, hasta que visita un sitio adyacente a la semilla puesta al centro
del enrejado. Cuando esto ha sucedido, una nueva particula 773cea una cierta distancia de
la semilla y el proceso se repite. Cuando la particula caminante toca los limite del enrejado

es eliminada e introducida una nueva, como lo sugiere la figura.

¥ >
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FIG.1.1




Debido a que una particula recorre un camino aleatorio comenzando desde un punto a
gran distancia de la semilla, y para cada' punto que toca dentro de su recorrido, es
necesario saber si ya esta colocada en un lugar adyacente a la semilla. De ser asi, se
adhiere al grupo; de no ser asi, la particula sigue su camino aleatorio hasta que ocurran
una de dos cosas: o bien sale del 4rea limitada por el reficulado, 0 bien visita un punto
adyacente a la semilla y pasa a formar parte del grupo.

La siguiente figura muestra el resultado obtenido después de un gran numero de

particulas adheridas a la semilla en dos dimensiones[2]:

MODELO DE WITTEN Y SANDER EN DOS DIMENSIONES

FIG. 1.2

Es evidente que los calculos deben ser muy numerosos antes de saber si ocurrid alguno de
los dos sucesos descritos antes. Esto significa mucho tiempo de procesamiento. Por esa

razén es necesario contar con algoritmos rapidos y eficientes que reduzcan este tiempo.




Los trabajos de T. Witten y L.M Sander[2], asi como los trabajos de P.| Meakin[3] y
también los de R.C Ball y R.M Brady [4] entre otros: [5 - 8], utilizaron modelos para
investigar, entre otras cosas, la relacién que existe entre los diferentes pardmetros que
cada uno de ellos utilizd en sus experimentos de simulacidn.

Por ejemplo: la utilizacién o no de un enrejado. La relacidn que existe entre la dimensidn
fractal y la dimension euclidiana de las estructuras que simularon. La relacién entre el
ndmero de particulas que forman un estructura y la dimension de ésta.

Witten y Sander[1] reportan que la correlacién de densidad del modelo que utilizan, cae
dentro de un comportamiento exponencial, aclarando gque limitan el estudio a un
crecimiento dendritico.

P. Meakin , reporta que el radio de giro (Rg) de la estructura esta relacionada con el
ndmero de particulas A, que forman dicha estructura. La relacién que encontré se puede

expresar de la siguiente manera:
R,.N’
g *
Para un nimero de particulas # grande, en donde:

F=6/5d.

Aqui ¢ es la dimensidn euclidiana del enrejado.
El radio de giro Ry, de un numero & de particulas en el agregado, se define de la

siguiente.manera:

Re? =%i(m _ Re(N))’




En donde:

R/ es el radio — vector de la i-esima particula.

Rc(N) es el radio — vector del centro de la masa del fractal, considerando que cada
particula tiene una masa igual a 1.

En una funcidn de recurrencia, Rg se calcula comao:

Rg*(N) = E%RgZ(N “+ N—A;;—l—(Rc(N )= Rw)’

Donde:

Rc(N)=—N];—1Rc(N - 1)+%R~

Los resultados reportados por P. Meakin[2], indican una relacién entre la dimensidon
fractal o también llamada dimension Hausdorff, y la dimension clésica o euclidiana: dicha
relacion, es expresada en la siguiente forma y es valida para 2 dimensiones y hasta 6
dimensiones:

D=5d1/6

Donde:

D = dimensidn fractal o Hausdorff.

= dimensidn clasica o euclidiana.

Resultados similares, se obtuvieron de la funcion de correlacidon densidad-densidad en
simulaciones de dos dimensiones[3]. Se realizaron simulaciones sin reticulado en espacios

de dimensiones dos y tres.




Los exponentes del radio de giro (B) obtenidos de estas simulaciones son, esencialmente,
igual a aquellos obtenidos en simulaciones realizadas con reticulado.

Recientemente, V. Tchijov , Suemi Rodriguez Romo y S. Nachaev [9] , han propuesto un
nuevo modelo desarrollado en base al original de Witten y Sander. Este nuevo modelo se
llama Colored DLA mode/. Esta variacion considera dos semillas de diferente color
separadas por una cierta distancia 4. Se considera una particula viajera que tiene una
cierta probabilidad £ de ser de un color, y una probabilidad 1-p de ser del otro color. Si
en su caminata aleatoria, la particula toma un lugar adyacente a un color que no es el
suyo, se elimina y una nueva empieza otra vez a caminar, Cuanto toma un lugar
adyacente a su color, la particula se fija y el proceso se repite hasta formar estructuras
fractales de un tamaio que permita obtener informacién estadistica importante. En otro
de sus trabajos [10], se realizan varios experimentos computacionales en espacio de dos
dimensiones encaminados a encontrar la relacion entre la distancia de separacién de las
semillas y la dimensién fractal que alcanzan las estructuras formadas. Los resultados
expuestos, son por demas interesantes. Pero una vez mds, no se profundiza en los
requerimientos de software, ni tampoco en los algoritmos utilizados para minimizar los
tiempos de CPU. Otros ejemplos de este tipo pueden encontrarse en [11 = 29].
Basicamente, los tres problemas que se deben atacar en la simulacion del crecimiento de

particulas son los siguientes:




Generacién de ndmeros aleatorios que tengan un amplio rango de repeticién.
Implementacién de un algoritmo que permita calcular las posiciones de cada
particula que se genera aleatoriamente de forma rapida.

Graficacion de la estructura generada en tiempo relativamente répido.
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CAPITULO II NUMEROS ALEATORIOS.

2.1- NUMEROS ALEATORIOS

Para el desarrollo de las simulaciones descritas en la revision de literatura del

capitulo anterior, se menciona con frecuencia las caminatas ateatorias, también se hace
referencia a las posiciones aleatorias que toma una particula, antes de ser agregada a la
estructura o bien, antes de ser eliminada debido a que alcanzd una posicion alejada de la
semilla.
En términos de programacion, la realizacion de los modelos mencionados en el capituld
anterior es necesario contar con una subrutina o0 procedimiento, capaz de generar una
secuencia de numeros aleatorios muy amplia, es decir, que el periodo que tarda en repetir
la misma secuencia, sea muy grande. Casi todos los lenguajes de programacion, tales
como C, C++ y PASCAL, cuentan con rutinas que generan secuencia de numeros
aleatorios. Sin embargo, después de cierta cantidad no muy grande de nimeros dentro de
la secuencia, esta se empieza a repetir. El estandar ANSI requiere que el periodo de un
generador de numeros aleatorios, por ejemplo de Cy C++, sea de solo 32525.

Si para generar estructuras fractales por Agregacion /hmitada por difusion,
utilizaramos estas rutinas, los resultados de los experimentos no serian confiables puesto
que probablemente, la primera estructura generada seria idéntica a alguna otra generada
posteriormente, dando asi resultados engafosos. Por eso es necesario considerar los

siguientes conceptos referente a los numeros aleatorios.
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2.2- GENERADORES DE CONGRUENCIA LINEAL

En este apartado, analizaremos los generadores de secuencia lineal basados en el médulo
aritmético. Estos generadores de congruencia lineal, (LCG), pueden usarse para producir
permutaciones, y forman la base de los métodos mas populares para la generacién de

secuencias de numeros aleatorios.
2.3- SECUENCIAS DE CONGRUENCIA LINEAL,

Una secuencia de congruencia lineal esta basado en la siguiente relacién de recurrencia.
X, = (ax"_, + c) mod m, donde 0< x, <m

La variable & es conocida como la multiplicador, ¢ el incremento y /7 el mddulo. Por
ejemplo con a=3, c=5 m=11y x,=9se obtiene la secuencia siguiente,

9,10,2,0,5,9,10,2,0,5,9,...
2.4- GENERADORES DE CICLO COMPLETO.

Debido al médulo aritmético usado en el LCG, 1a secuencia de nimeros producidos sera
ciclica. La longitud del ciclo es conocida como el periodo. Por ejemplo, la secuencia
anterior:

9,10,2,0,5,9,10,2,0,5,9, ...

tiene el periodo igual a 5.

15




El periodo maximo posible para un LCG con un médulo /7, es /77 por si mismo. Un LCG con
un periodo maximo posible, se conoce como un LCG de ciclo completo. Un LCG de ciclo
completo produce, cada ciclo, una permutacién de los nimeros entre gy m-1. Asi, el LCG
de ciclo completo proporciona otro camino para generar permutaciones.

Se puede obtener un generador de ciclo completo para cualquier 77 dada y escogiendo
valores apropiados para g, ¢ y Xz Existen algunas reglas, (vea Knuth[1]), que se aplican

cuando ¢ es/gual/a 0, para garantizar un ciclo completo.

SECUENCIAS DE NUMEROS ALEATORIOS.

La secuencia que se utiliza en las ciencias informaticas, es la secuencia de numeros
aleatorios. Con esto se quiere decir que cada nimero en la secuencia es, para todos los
intentos y propdsitos, independiente de los nimeros que llegaron antes que él, de tal
manera que no se puede predecir el nimero siguiente.

La técnica mas popular para generar secuencias de nuUmeros aleatorios, es el uso de LCG,
debido a que estos son faciles de implementar, rapido, y si se genera apropiadamente, es
capaz de producir secuencias bastante aleatorias.

Si usamos un dispositivo, tal como un LCG para generar secuencias, los nimeros estan
lejos de ser independientes, debido a que siguen la relacién de recurrencia del LCG. Sin
embargo, para quienes no conocen esta relacion fundamental, los nimeros aparentan ser
aleatorios.

Las secuencias de nimeros aleatorios pueden ser generadas usando un LCG, escogiendo

muy cuidadosamente los valores para 7, ay ¢ Por ejemplo, si se escogen los valores de

16




m=18, &=7, ¢=5 y se comienza con x=12, se obtiene las siguiente secuencia de
aleatorios:

12,17, 16,9, 14, 13,6, 11, 10, 3,8, 7,0, 5, 4, 15, 2, 1, 12, 17, 16,...

El Gnico problema con esta secuencia, es que tiene el periodo de solo 18 nimeros. A
menos que no se utilicen mas de 18 numeros, este patron seria definitivo. La forma de
obtener un periodo largo, es usando un valor grande para el mddulo y seguir las reglas
de la generacion de un ciclo completo.

Aunque, usar un periodo amplio no garantiza una secuencia aleatoria, por ejemplo
tomando los siguientes valores: modulo de /7 = 2*'-1 = 2,147,483,647 y siguiendo las
reglas para un ciclo completo, se puede usar un hultiplicador de a= 1, debido a que mes
primo, si se elige un incremento c= 2 y =1, se obtiene la siguiente secuencia:
1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19,...

Esta es dificilmente aleatoria, debido a que cada nimero, es solo incrementado en dos con
respecto al anterior. De hecho, para cualquier incremento ¢ que se usa, la secuencia
producida tendra a ¢ como diferencia entre dos nimeros consecutivos.

Este problema, puede ser atacado de tres formas: una, es dandose por vencido con el
ciclo completo, y utilizar parametros que produzcan una secuencia aleatoria, aln si, el
periodo debe ser mas pequefio. Otra es elegir el nimero mas alto posible para el médulo
que no es primo o producto primo. Tal vez ésta no lleve a una secuencia mas aceptable.
Una tercera forma es abandonar el uso de un generador mezclado del todo, y en lugar de
usar un generador multiplicativo puro, con ¢=0. Entonces la relacion de recurrencia se

reduce a: x, =ax,  ,modm .
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El hecho de utilizar un generador multiplicativo puro involucra un calculo menos (la
adicién) que el generador mezclado. Debido a esto, los generadores multiplicativos puros
son comunmente usados en generadores de ndmeros aleatorios.

Existe el problema que nadie puede garantizar la aleatoriedad. Lo que se debe hacer, es
intentar con varios valores para & y /m, y probar las secuencias resultantes. Para un
generador multiplicative puro, es necesario un diferente grupo de reglas para asegurar un
ciclo completo, pero l6gicamente con matematicas mas complejas.

Dos aspectos importantes de estas reglas que se necesita mencionar, son que se necesita
que el médulo sea primo. Lo que es caso contrario al generador mezclado, cuando se usa
un médulo primo o producto primo limita las opciones y puede producir secuencias no
aleatorias. Otro aspecto de las reglas es que no es posible obtener un ciclo completo con
un generador multiplicativo puro, sin embargo, se puede obtener uno menos que un ciclo
completo muy bueno, el (nico nimero que no puede ser usado es el nimero 0. Una vez

que la salida es 0, todos lo niUmeros que siguen son 0.

2.5- GENERADOR STANDARD MINIMO.

Los generadores multiplicativos puros han sido estudiados ampliamente para su uso como

generadores de numeros-aleatorios.—Sequiere uno tan grande como sea posible. Y, a
diferencia del caso para LCG mezclados, se quiere un modulo primo. Para el médulo
2,147,483,647 hay arriba de 500 millones de valores para & que garantizaran un ciclo

completo. Sin embargo, muchos de estos no generaran buenos nimeros aleatorios.
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Un grupo de pardmetros que ha tenido un amplio uso es /77 = 2,147,483,647 y 3=16,807
[2]. Un generador con este particular grupo de parametros se llama: Generador Standsrd
Minimo. El generador standard minimo fue ampliamente probado para aleatoriedad y se

considera bueno para producir secuencias aleatorias.

2.6- PRUEBAS DE ALEATORIEDAD.

¢Como se puede decir si un generador de nimeros aleatorios verdaderamente produce
secuencias aleatorias? La respuesta no es facil. Sin embargo, existen algunas pruebas
estadisticas [3],[4]:

¢ Prueba espectral.

¢ Entropia de Kolmogorov.

» Prueba de frecuencias.

¢ Prueba de series.

» Prueba del producto rezagado.

¢ Prueba de corridas.

» Prueba de distancias.

¢ Prueba de maximos.

» Prueba de Poker.

En realidad, ninguna prueba dice si una secuencia de nimeros es aleatoria, mas bien, la

mayoria de las pruebas dicen si una secuencia de nimeros no es aleatoria [5].
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Una critica del generador standard minimo y realmente el generador de nlmeros
aleatorios basados en los LCG, es que fallan en la prueba espectral.

En general, esta prueba busca las correlaciones entre los nimeros producidos en un
espacio de A" dimensiones. Muchos generadores de nimeros aleatorios tenderan a formar
grupos en hiperplanos. Para un ejemplo mas explicativo, se toma el caso de £ = 2 Aqui
los ndmeros consecutivos se prueban para ver si existen correlaciones. Una forma grafica

para desarrollar esta prueba, es tomar los nimeros aleatorios de la secuencia en pares,
formando de esa manera coordenadas bidimensionales:
1,4,8,2,5,9,12,43,24,7,0,1,

(1,4), (8,2) , .ovu.

Los puntos entonces se trazan en estas coordenadas. Este proceso se repite hasta obtener

una grafica llena de puntos.

Si los nimeros son realmente aleatorios, no habra ningin patrén notable en los puntos. Si

hay correlaciones, se observan en la grafica los puntos alineados, vea la figura 2.1.

Grafica espectral por el Generador Standard Minimo.

Fig. 2.1
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Para tres dimensiones, seria necesario considerar los tres primeros nimeros de la
secuencia como un punto de coordenadas (X ).z}, los nimeros 2 al 4 como otro punto, los
numeros 3,4,5 de la secuencia como un punto més, y asi sucesivamente, graficandolos en
un espacio tridimensional, verificando entonces en cada plano del espacio que no se
forman patrones repetitivos en ninguno de los planos. En el apéndice 4, se presenta el
listado del programa desarrollado en C++ y que permite realizar esta prueba en tres

dimensiones.

ENTROPIA DE KOLMOGOROV:

Probablemente la prueba del espectro de numeros aleatorios no comprueba la
aleatoriedad de una secuencia de numeros, pero existe una prueba mas eficiente, la
entropia de Kolmogorov [5].

Basicamente la entropia de Kolmogorov estudia la relacién que hay entre cada nimero de
la secuencia y el resto de ndmeros que forman parte de esta. En este sentido, la entropia
puede tener los siguientes valores:

K=0
K = un numero positivo.
K=o

Para el primer caso, se dice que la secuencia representa un sistema periddico.
Para el segundo caso, se dice que el sistema es cadtico.

Para el tercer caso, se dice que la secuencia es aleatoria.
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Desde luego, la gran cantidad de calculos que deben hacerse para calcular la entropia de
Kolmogorov en una secuencia de mas de 60000 nimeros, requiere de una gran cantidad
de recursos de computadora.

En general, para aplicaciones técnicas se deben usar generadores de nimeros aleatorios
aceptados por la comunidad cientifica.

En el presente trabajo, se utiliza el generador de nlimeros aleatorios Ran3 propuesto en
[2]. Este ha sido utilizado para generar caminatas aleatorias autorepelentes en tiempo
continuo en espacios de cuatro dimensiones[6] y caminatas con vecinos mas cercanos
prohibidos en la reja diamante, en espacios de tres dimensiones[7].

Es importante mencionar que éste generador pasd satisfactoriamente las pruebas de
aleatoriedad, vea [8].

En [9 — 10] se proponen otros generadores de numeros aleatorios. Sin embargo los
mismos autores reconocen las limitaciones que éstos tienen para ser usados en
experimentos de simulacién. Otras temas relacionados con los numeros aleatorios, las
formas de generar secuencias de ellos y las pruebas que deben superar para que las
secuencias sean utilizadas en experimentos de simulacién se encuentran desarrolladas en
[11- 14].

Es posible encontrar varios generadores de ndmeros aleatorios asi como programas de

verificacion de su calidad en internet: http://www.netlib.org/random.
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CAPITULO III  ALGORITMO DE 7A4BLAS HASH

3.1- ALGORITMO DE 74B8LAS HASH

Un problema de gran importancia en los modelos de agregacion limitada por difusion es
una verificacion rapida para saber si una particula viajera se acercd a la estructura ya
existente o todavia esta lejos de ella. La técnica mas eficiente de dicha verificacién es el
método de las labias hash.

Comenzaremos por dar una idea general de ({ablas hash, en qué consiste fashing,
ademas de dar un breve glosario de algunos términos utilizados a través del capitulo.

La estructura de datos /ab/a /ash, es meramente un arreglo con un tamaiio fijo,
conteniendo claves. Tipicamente, una clave es una cadena de caracteres o nimeros con
un valor asociado[1 = 2].

En la terminologia Aashing, cada elemento del arreglo se llama bucket (cubo) o celdas.

Al proceso de implementacién de las ‘ab/as hash, frecuentemente es llamada Aashing.
Dando una definicidn mas acertada, podemos decir que Has/ing, es una técnica utilizada
para la construccién de tablas para blsquedas, inserciones y borrado altamente eficientes.
En un buen disefic de una fabiz Aash, se encuentra que una entrada puede tomar sélo
una 0 mas comparaciones, sin importar el numero de entradas presentes.

Cuando dos elementos sefalan al mismo bucket se produce el fendmeno lamado '
colision. Los métodos para el manejo de colisiones se conocen como estrategias de

resolucion de colisiones (cofision resolution strategies)[3].
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3.2- HASHING, MUESTREO ALEATORIO INVERTIDO.

Las funciones para el mapeo en la tabla se llaman funciones Has# (Hash Functions). En un
diccionario, podemos encontrar que Aas/ significa pricar en peguerios pedazos o confindir
¥ desordenar. Una funcidn Aas/ debe picar una clave, que proviene de un gran rango de
valores, e introducirlo dentro del menor rango de buckets. Cuando se mapea de muchos a
pocos, las colisiones ocurren forzosamente. Una forma de minimizar colisiones es mezclar
las claves en una forma que la salida de la funcién Aas/# sea esencialmente aleatoria.
Funciones con estas propiedades son conocidas como funciones /as/? uniformes: (wmiform
hash functions). ldealmente, se quiere que cada buckeftenga un 1/ oportunidad de ser
seleccionada, dado un grupo aleatorio de claves, como en el caso de las coordenadas de
las posiciones de las particulas adheridas, y donde 7 es el nimero de buckes en la tabla.
Realmente, también es posible tener malas funciones A2s4, como el caso en donde todas
las claves sefialan al mismo bucket. En el peor de los casos, el desempefio de Aasfing no
es mejor que hacer simple busqueda lineal en los buckes.

Sorprendentemente, Aasfing esta relacionado a un muestreo aleatorio, recordando que en
una muestra aleatoria, 4 /Zems se eligen aleatoriamente de un grupo de / elementos.
Supongamos que asignamos un ndmero Unico en el rango de 0 a /7+1 a cada muestra en
un grupo de /7 muestras aleatorias Unicas. Estos ndmeros son equivalentes a indices de
buckess y los items en cada muestra son las entradas cuyas claves mapean al mismo
bucket.

Con fashing, se tienen muchas muestras, escogidas & priori y debemos determinar de

entre el grupo de muestras a cual muestra pertenece una clave dada.
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3.3- FUNCIONES HASH.

Se debe trabajar sobre dos caracteristicas bésicas de las fapias has/r |a funcidn Aasty la
estrategia de resolucion de colisiones. Una funcién Aas/ debe satisfacer dos
requerimientos, que usualmente estan una en contra de la otra. Es deseable que la
funcién /Aas/ sea rapida, tomando solo un poco de calculos. Ademas la funcion debe ser
bastante habil para minimizar colisiones[3 — 5].

Idealmente, es deseable que la funcidon /as/ produzca un indice Unico para cada clave.
De esa forma no habria colisiones. Las funciones #2s/ que estan libres de colisiones se
llaman funciones /Aas/ perfectas (perfect Hash functions) y encontrarlas no es facil.

Existen algoritmos que las encuentran, pero resultan inadecuadas, ya sea por ser muy
caras o porque no garantizan trabajar todo el tiempo.

El problema mas serio es que encontrar funciones Aas/ perfectas requiere conocimiento
previo de todas las claves que se esperan. Esto impide el uso de Aasf/ng para situaciones
mas dinamicas, donde las claves no sonh conocidas por adelantado.

El esfuerzo se debe concentrar en encontrar funciones /4as/7 que minimicen colisiones y

que sean rapidas de calcular.
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3.4- HASHING NUMERICO.
La técnica adecuada para Aashing de claves numéricas es simplemente tomar el mddulo /77
de la clave, donde 777es el nimero de buckes en la tabla. La siguiente ecuacién es la mas

comunmente utilizada: (k) = kmodm

La ecuacion se conoce como el método de la divisidn de Aasfing. Una fazc’m por la que el
método de la division es popular es porque toma a la clave el médulo /7. Automéaticamente
transforma la clave en el rango deseado de los indices de los buckess, desde 0 a m — 1.

Es crucial que se escoja un buen valor para m, 0 los resultados no seran buenos. Si se
hace /7 un nimero par, entonces las claves pares se introducirdn en buckess pares y las
claves impares en buckets impares. De esa manera si todas nuestras claves fueran
impares la mitad de los buckes no se utilizaran y se esperarian mas colisiones.

Si las claves son verdaderamente aleatorias, la seleccion de /7 no es critica. De hecho,
para claves verdaderamente aleatorias, se pueden tomar meramente unos pocos bits de
cada clave como el valor de Aas/. Pero en el mundo real, las claves dificilmente son
aleatorias.

Las funciones de /as/» mas efectivas usan toda la informacion en una clave, asi las claves
similares se pueden esparcir uniformemente. Idealmente, una funcion /as/ debe trabajar
tan bien para llaves no aleatorias como para llaves aleatorias. Eso proporciona un grado
de fortaleza. Pero lo que no se desea es estar experimentando por mucho tiempo con
diferentes funciones /as/ para cada aplicacion.

Esto nos lleva a que el método de division de AasAing parece ser muy fuerte si hacemos 77
un numero primo. Por ejemplo, si se determina que se desean alrededor de 100 fuckes,

entonces tablas con tamafios de 103, 107, 109 6 133 Auckess serian convenientes.,
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El método de la divisidn no es infalible, pero probablemente no hay una funcién 4as/ que
lo sea. Es posible preparar un grupo de claves que provoquen un desempefio muy pobre
de una funcidén /as/ dada. En el peor de los casos, todas las claves sefialan al mismo
bucket. Para un buen disefio de una funcién Aas#, sin embargo, la oportunidad de que
ocurra esto en aplicaciones reales es muy pequefia. Confiando en las leyes de
probabilidad, si se puede garantizar que el peor de los casos no sucederd, entonces no

debemos usar Aashing.[3].

3.5- HASHING, CADENAS DE CARACTERES

Como ya se menciond, existen aplicaciones donde las claves son numéricas. Sin embargo,

es muy comun gue las claves sean cadenas de caracteres. Algunos ejemplos son nombres,

domicilios, o identificadores y palabras clave en un programa.

Para estos casos se tiene una posibilidad; sumar los valores enteros de cada caracter en la

cadena y usar el resultado como el indice del bucket:

Debido a que es posible para el indice resultante ser mas grande que el nimero de

buckess, es comin tomarle al resultado, el mddulo 7.

En otras palabras, una vez que una cadena de caracteres es convertida a una forma

numeérica, se usa el método de la division tanto para aplicar mas tarde Aas/ al resultado
como para mantener el valor en el rango. Como en el caso anterior, lo mejor es si m es

un nimero primo.
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3.6- ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE COLISIONES

Existen tres estrategias basicas utilizadas para manejar las colisiones[3,7].

°  Direccionamiento abierto (Open addressing, Close Hashing). Cuando una colision
ocurre, se examina la tabla buscando un ducket vacio para colocar la nueva entrada.

°  Encadenamiento por separado (Separate chaining, Open hashing) Cada bucket
encabeza una lista. Cuando una clave esta sefiala a un bucket, la entrada simplemente
se agrega a la lista del bucket.

°  Encadenamiento unido (Coalesced chaining). Este es un hibrido de las primeras dos
técnicas. El arreglo del sucket mantiene las entradas, las cuales son enlazadas en listas
mUltiples cuando ocurren colisiones. A diferencia del encadenamiento por separado, a
las listas se les permite unirse. Cada lista puede contener entradas con claves que

tienen diferentes valores fas/.

3.7- ENCADENAMIENTO POR SEPARADO.

La manera mas simple para resolver colisiones es mantener las entradas en una lista, una
para cada bucket.

De los métodos de resolucion de colisiones, el encadenamiento por separado es el método
mas intuitivo y el mas facil de implementar. En este método a diferencia de los otros, no
hay un limite fijo en el nimero de entradas que se pueden agregar a la tabla. Las listas

de los buckets pueden crecer a longitudes arbitrarias.
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Por supuesto, mientras las listas son mas largas la bisqueda serd mas lenta. Idealmente
se requiere que las listas contengan solo unos cuantos nodos, debido a que el porcentaje
de la longitud de las listas de los buckek serd de nfm. El encadenamiento por separado
reduce esencialmente la busqheda, pues sera mas rapida mientras el valor asignado a

sea mayor[8].

3.8- DIRECCIONAMIENTO ABIERTO.

Si se sabe con anticipacidn cuantas entradas se esperan, entonces la técnica llamada
direccionamiento abierto (open addressing), puede darnos una tabla mas compacta. Como
antes, una funcidn Aas/ determina un indice del bucket para una clave dada. Si un bucket
esta vacio, la entrada es simplemente copiada dentto del bucket Si el bucket no esta
vacio, entonces ocurre una colisién. El termino direccionamiento abierto parte del hecho
que después de una colision, se analiza la tabla en busca de un bucket abierto (esto es,
vacio).

Cuando hay una colision, el resto de los buckes en la tabla se analizan en una secuencia
predeterminada. Hasta que se encuentra un buckef para insertar la entrada en él. Si no
se encuentra un bucket vacio, entonces significa que la tabla esta llena.

Hay dos problemas para el manejo con direccionamiento abierto. El mas facil de resolver
es como determinar cuando un bucket esta vacio. Al menos un bit necesita ser ocupado
para esto, ya sean las entradas por ellas mismas 0 almacenadas en una bandera auxiliar

en cada bucket.
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El problema mas dificil de resolver es determinar la secuencia de andlisis. En general, se
quiere que la secuencia de analisis tenga las siguientes propiedades: debe de ser capaz de
examinar todos los Suckes de la tabla si es necesario. Los andlisis deben ser lo . mas
dispersos posibles para minimizar el numero de colisiones que ocurren. El primer
requerimiento implica que 1a secuencia de analisis[8 — 10]:

A, Py...,Pnr, €S realmente una permutacion de los nimeros desde 0 a 7+1, en donde 4
es el bucket dado por la funcidn /ash. Existen cuatro tipos diferentes de secuencias de
analisis que son:;

1. Andlisis Lineal (Linear probing).

2. Andlisis cuadrdtico (Quadratic probing).

3. Andlisis uniforme (Uniform probing).

9. Andlisis por doble Hashing (Double hash probing).

5. Andlisis aleatorro (Random hashing),

3.9- REHASHING.

Con todas las técnicas que se han presentado, existe un problema cuando se trata de
agregar mas entradas, especialmente para tablas con un tamafo fijo. Aun con el
encadenamiento separado, que permite agregar cualquier numero de entradas,
eventualmente se tienen problemas. Como las cadenas llegan a ser muy largas para ser
practicas, la tabla debe de ser disefiada acorde a las entradas que se esperan, o de lo

contraric prever de alguna manera el crecimiento de la misma.
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Una tecnica que se usa cuando una tabla se llena, es crear otra. Una mas larga, quiza dos
veces el tamafio, e insertar las entradas desde la primera tabla. Esto es lo que se llama
Rehashind3, 11). Para cada clave se debe aplicar la funcion Aas# (rebashed), debido a
que el nimero de los buckes es diferente. Dependiendo del tamafio de la tabla aumenta
el costo, asi que no es conveniente hacerlo.

Existen técnicas que permiten crecer la tabla sobre la marcha, pero son complicadas, y
casi todas las técnicas sufren pequefios problemas de desempefio aun si la tabla no
necesita crecer. Otra técnica popular se llama 4ashing extendible (extendible hashing), la
cual arma una estructura de directorio jerarquica basada en los patrones de bit de las
claves fsasiedqd11 — 13].

Las tablas hash se utilizaran en un capitulo posterior para resolver problemas relacionados

con la simulacién de crecimientos DLA.
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CAPITULO IV.- PROGRAMACION ORIENTADA A OBJETOS.

Los programas que hemos creado para hacer simulaciones computacibnales, estan
escritos en el lenguaje de programacion C++. Esto permite utilizar la tecnologia orientada
a objetos para crear estructuras fractales con el modelo de agregacion lhimitada por
difuision.

En este capitulo se proporciona un resumen de lo que es la programacion orientsds a
objetos, conocida también por sus siglas A00.

Aunque C++ es un lenguaje complejo, e)_-(isten solo cuatro claves que componen la

programacion orientada a objetos[1,2,3]. Estas son:

¢ (Clases

Objetos

Instancia de Variables

Métodos

4.1- PROGRAMACION ORIENTADA A OBJETO

El trabajo que aqui se presenta utiliza la programaciéon de computadoras. En realidad
cualquier lenguaje se puede utilizar para implementar tanto el generador de nidmeros
aleatorios como las tablas hash. Sin embargo, la naturaleza del problema de agregacion
limitada por difusién, se adapta para aplicar la programacion orientada a objetos, debido a

que cada particula puede ser tratada como un objeto y a su vez, puede tomar diferentes
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caracteristicas. Por esta razén, se proporciona aqui un resumen de la programacion
orientada a objetos.

En términos simples, POO es una programacion con objetos. Los objetos son una
extension evolucionaria del concepto de registros, solo que ahora nos permiten
organizarlos dentro de paquetes. Los objetos nos permiten combinar datos y codigo
dentro de un simple paquete. Un objeto, es un lenguaje constructor que enlaza datos con
funciones y estas funciones realizan alguna operacidn sobre el dato. Uno puede pensar en
un objeto como una estructura de! lenguaje C que contiene datos, pero ésta comparacion
no puede ser considerada valida, pues los objetos son mucho mas poderosos. Ademas los
objetos pueden ser extendidos para incorporar nuevos elementos de datos y funciones, '
usando adecuadamente la propiedad de serencd4 - 7].

Debido a que los objetos contienen cédigo y datos, estos son como miniaturas programas
que se auto - contienen. Esto les permite utilizar a los objetos como bloques de
construccion para crear objetos mas complejos.

Por ejemplo, asumimos que se necesita crear una aplicacion como procesador de
palabras. En lugar de concebir el programa como un grupo de funciones para manejar la
tarea requerida, se puede crear un grupo de objetos.

La siguiente figura muestra un posible arreglo[4].
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Objeto Pantalla

Objetos
Ventana

Objetos
Manejadores de
Archivos

r Objetos de
Edicidn
Procesdor de palabras
OCbjeto Control
de teclado
FIG.4.1

El programas es dividido en objetos: como el objeto de pantalla, el objeto ventana, el
objeto manipulador de archivos, y otros. Las operaciones de un programa pueden ser
facilmente aisladas. Los objetos pueden ser disefiados para que trabajen
independientemente uno del otro. Es mucho mas facil mantener programas que son
construidos desde colecciones de objetos, en lugar de un simple ¢onjunto de funciones
que son mas dificiles de mantener y de modificar. Todas estas caracteristicas significan
una ventaja a la hora de programar. Sin embargo, hay que notar que algunos de los
objetos tales como la pantalla y el control de teclado, se utilizan a su vez para crear otros
objetos. Esto ayuda a esconder los detalles de los objetos de menor nivel y nos permiten

unir objetos en la construccidn de bloques cada vez mas grandes[7].
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4.2- LAS CLASES.

Una clase es un modelo usado para definir un objeto. La siguiente figura ilustra que una

clase es un tipo de dato, y un objeto es una variable de una clase.

Class = definicion de un nuevo tipo

Object = variable de una clase

FIG. 4.2 Diferencia entre un objeto y una clase

Una clase contiene dos tipos de componentes: variables de clase y métodos. Una variable
de clase sirve como un elemento de datos, y un método es una funcién. En un sentido, las
variables de clase definen el estado interno del dato de un objeto. Los métodos definen al
comportamiento del objeto, esto es, las acciones que un objeto puede realizar.

Realmente, a fin de ser mas consistentes con la terminologia comun de C++, el término
dato miembro serd usado para referirse a la variable de clase y el término fwciones

miemdbro, para hacer referencia a métodos.
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4.3- CARACTERISTICAS DE LA PROGRAMACION ORIENTADA A OBJETOS.

La programacion orientada a objetos con C++; nos muestra tres propiedades que son
recurrentes, [5]:

» Encapsulacién

» Herencia

+ Polimorfismo
4.4- ENCAPSULACION.

La encapsulacion es el mecanismo que agrupa el cédigo y los datos que maneja y los
mantiene protegidos contra cualquier interferencia o mal uso., En cualquier lenguaje
orientado a objetos, el codigo y los datos pueden empaguetarse de la misma forma que se
crea una c¢g/a negra auto-contenida. Dentro de la caja son necesarios tanto el cédigo
como los datos. Cuando el cddigo y los datos se han enlazado de ésta manera se ha
creado un objeto.

La encapsulacion proporciona dos caracteristicas importantes:

» Pone datos y funciones bajo un mismo techo.

» Proporciona capacidades para ocultar datos.

Por ejemplo, si se desarrolla una base de datos objeto, no se necesita saber como son
almacenados los objetos en el sistema. La Unica cosa que se necesita saber es que rutinas

se llaman para acceder el objeto.

138




La encapsulacién tiene tres propositos: el primero es que protege los datos de objetos,
pues usualmente se accede a los datos a través de funciones que estan definidas en el
objeto. En segundo lugar, la encapsulacién hace mas faci! usar los datos de objetos,
porque todas las acciones se llevan a cabo a través de una buena definicién de interfaz.
Finalmente, la encapsulacion se puede utilizar para ocultar los detalles de la manera como

los datos son almacenados o implementados.

4.5- HERENCIA:

La herencia es el proceso mediante el cual un objeto puede adquirir las propiedades de
otro. Un objeto puede heredar un conjunto.general de prppiedades a las que puede afadir
aquellas caracteristicas que son especificamente suyas[7].

La herencia nos permite derivar una nueva clase de una clase ya existente. Esto nos
permite;

« Agregar datos y cddigo a una clase, sin tener que cambiar la clase original

» Reutilizar cédigo

o Cambiar el comportamiento de una clase

Otra caracteristica poderosa de herencia, involucra la habilidad para modificar una clase
de un objeto existente, para hacer una nueva clase que tiene una personalidad -
ligeramente diferente. De esta forma, se puede usar la herencia para crear multiples
objetos que desarrollen nuevas acciones, aungue los objetos sean derivados del mismo

bloque.

39




4.6- POLIMORFISMO

El polimorfismo es la cualidad que permite que un nombre se utilice para dos o mas
propdsitos relacionados, pero técnicamente diferentes. El propdsito del polimorfismo
aplicado a la programacion orientada a objetos es permitir usar un nombre para
especificar una clase general de acciones.

Un aspecto importante de polimorfismo, es que cada objeto en la familia, puede tener
métodos con los mismos nombres, pero el cddigo para cada método del objeto puede ser
enteramente diferente. Como ejemplo se puede mencionar el hecho de que el simbolo
W ok oW

es utilizado para designar la operacidn de multiplicar en el lenguaje C+#+#, sin

embargo, también es utilizado para designar un tipo de variable especial llamada puntero.

En los programas utilizados este trabajo para generar estructuras fractales y secuencias de

nimeros aleatorios y algunos otros de apoyo estan codificados es C++, utilizando

tecnologia orientada a objetos.
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CAPITULO V TABLAS HASH EN LA AGREGACION LIMITADA POR DIFUSION.

5.1- TABLAS HASH EN LA AGREGACION LIMITADA POR DIFUSION.

Uno de los problemas de caracter informatico que plantea el modelo DLA, es la necesidad
de calcular de una forma rapida las posiciones de las particulas caminante, recordando
que dicha particula toma posiciones aleatorias. Para cada una de estas posiciones es
necesario saber si las particulas caminante estan ya unidas a la semillas o no lo estan.
Debido a que el nimero de posiciones que toma la particula caminante son muchas, se
requiere un algoritmo que permita hacer calculos rapidos.

Cuando hablamos de tres dimensiones, la posicién de la particula se almacena en arreglos
tridimensionales que van creciendo de la misma forma en que las particulas forman una

estructura mas grande:

100 La coordenada 1,0,0 corresponde a la particula “semilla”, mientras
que las demds coordenadas pertenecen a particulas que se han

75 8 integrado segun el modelo que se estudia.

363

El problema es que mientras mas particulas se unen formando a la estructura, mas
calculos se requieren para saber si una particula caminante se unird o no a la dicha
estructura. Mientras mas calculos se hacen, mayor tiempo de CPU se requiere y el trabajo

empieza a depender de las caracteristicas de la computadora que se utiliza.
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El algoritmo de Aash T7able presentado en el capitulo I1I, tiene la ventaja de poderse
aplicar a cualquier dimension y que el tiempo en el que el algoritmo verifica si la particula
estd o no unida a la estructura no depende de la cantidad de particulas que ya estén
formando a la estructura. Este tiempo se mantiene basicamente constante[1].

Sean ios siguientes puntos parte de una estructura que ya ha crecido partiendo de una
semilla;

(1,0,0)

(1,1,0)

(1,1,1)

(2,1,1)

Sea (3,-1,2) las coordenadas de la particula caminante.

Considerando también a un nimero A como la cantidad maxima de particulas
caminantes [2].

El algoritmo consiste en obtener un indice para cada particula que ya estd integrada a la
estructura y también para la particula caminante, Este indice se obtiene a partir de la
expresion: (Ax + By + Cz)mod M, donde X, y, z son las coordenadas de los puntos que
ya estan formando a la estructura y de las particulas caminantes. El criterio para obtener

las constantes enteras 4, 8 y C es el siguiente[3]:

A a M 1/ D
B P M 2/ D
C ~ M 3/ D

En donde O es la magnitud de la dimension de trabajo + 1, es decir para el caso de tres

dimensiones tenemos: O=3+1.
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Dentro de los calculos, & y £ son conocidos y los valores de X ¥ Zson puntos en un
espacio tridimensional. Es importante mencionar que de una forma grafica, estos puntos
tridimensionales se consideran como las coordenadas del vértice inferior izquierdo de un
cubo que a su vez representa a las particulas, tanto de las que ya forman parte de la
estructura como de la particula caminante.

Aunque los valores que se obtienen para las constantes 4,4 C son reales, el algoritmo
indica que se aproxime a/ numere primo mas cercano. La razdn para esta consideracion es
que se evitan el exceso de colisiones. Para simplificar la explicacion consideremos el
siguiente caso en tres dimensiones: Veamos una aplicacién con valores reales en tres
dimensiones, consideremos un niimero de particulas digamos M=1000,

Si estamos trabajando en tres dimensiones entonces la funcién Hash queda reducida al
siguiente término: (Ax+By+Zlmod M.

Entonces los valores de las constantes 4, £ y C'son los siguientes:

A=M"4=41000 =5.623 = ......... aproXmamos............. A=5
B=M*"*=4{1000]F =31.62= ... aproxXimamos............ B =131
C=M**=4/1000f =177.83 = < APFOXIMAMOS............ C=177

Recordar aqui que los valores de las constantes 4, Z y Cse deben ajustar al valor primo
mas cercano para evitar al maximo las colisiones. Consideremos ahora que iniciamos con
una semifiz en el centro de un enrejado tridimensional y que las coordenadas
tridimensionales del vértice inferior izquierdo de esa particula es (0,0,0), por lo tanto su
funcion Hash corresponde a (Ax+8y+Cz)mod M. Como el numero de particulas / para

este ejemplo es 1000, entonces e/ residuo de /6 semiila es 0.

44




Refiramonos al siguiente dibujo:

v

FIG 5.1

En el siguiente dibujo, consideramos las alternativas de crecimiento:

FIG. 5.2 SEIS ALTERNATIVAS DE CRECIMIENTO DE LA SEMILLA
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En el dibujo, las coordenadas inferiores izquierdas de cada cubo definen a cada una de las
alternativas de crecimiento. Cada una de ellas en cierto momento, es generada de manera

aleatoria y se considera que hace caminatas aleatorias.

CAMINANTE: (X,Y,Z) POSIBILIDADES: (X+1,Y,7)
({X,Y,Z-1)
(X,Y-1,2)
(X, Y+, Z)
(X, Y, Z+1)
(X-1,Y.2)

Para verificar si la particula caminante se une o no a la semilla en alguno de sus seis
lados, primero consideremos sus coordenadas. Considerando que de forma aleatoria
aparece una particula caminante cuyas coordenadas de su vértice inferior izquierdo son
(1,0,0). Entonces, es necesario verificar si la funcidon Hash aplicada a las seis posibles
alternativas de union de la particula, tienen un residuo igual al de la semilla.

Recordando que. A=5 £=31, C=177

Los puntos a verificar son:

COORDENADAS RESIDUOS,
(X+1,Y,2) = (2,0,0) 10
(X,Y,Z1) = (1,0,1) -177
(X, Y-1,2) = (1,-1,0) 31
(X, ¥+1,7) = (1,1,0) 31
(X, Y,2+1) = (1,0,1) 177
(X'lr ,Z) = (01010) 0

Al aplicar la formula (Ax+8y+C)mod M, Obtenemos los residuos mostrados en la
columna derecha.

Una de las alternativas de unidn: (x-Z),2), tiene el mismo residuo que la semilla por lo
tanto, se agrega el residuo de la particula caminante al arreglo de residuos y se

incrementa la estructura en una particula.
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Ahora para cada nueva particula caminante se deberan verificar sus seis alternativas de
union con las dos particulas (semilla y primer particula unida) y en caso de que el residuo
de alguna de las alternativas esté contenido en el arreglo de residuos se agregara af
arreglo solamente €/ residue de /3 particula caminante, no el de /a alfernativa que se

probo.  Una tabla mas completa quedaria de la siguiente manera:

RESIDUO ARREGLO: ARREGLO_FINAL
SEMILLA 00 0 0 0 0
5
CAMINANTE! 1 0 0 5 5 177
354

2 0 0 10

1 1 0 36

1 -1 0 -26

00 O 0

1 0 1 182

0 0 -1 -177
CAMINANTEZ 0 0O 1 177 177

1 0 1 182

01 1 208

0 -1 1 146

-1 0 1 172

00 2 354

00 O 0
CAMINANTE3 0o 0 2 354 354

1 0 2 359

01 2 385

0 -1 2 323

-1 0 2 349

0 0 3 531

00 1 177
CAMINANTE4 2 0 O 10

30 0 15

2 1 0 41

2 -1 0 -21

1 0 0 5

2 0 1 187

2. ¢ -1 -167
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Se obtiene la funcién hash de cada una de las alternativas de unién a la estructura. Si
alguno de los residuos de estas alternativas esta contenido dentro del arreglo de los
residuos, de las particulas que ya estan formando a la estructura, entonces se une a dicho
arreglo y la estructura se incrementa en una particula. Este procedimiento se repite hasta
que la estructura tiene un tamafio suficientemente grande para obtener de ella datos

estadisticos importantes.

La ventaja del algoritmo, es que no compara coordenadas, sino que compara residuos, es
decir trabaja con arreglos numéricos de una sola dimension. El algoritmo compara el
residuo de las seis opciones de unidn de la particula caminante, con los residuos de las
particulas que ya estan formando parte de la estructura. Si se encuentra que hay un
residuo igual, la particula pasa a formar parte de la estructura, pero si son diferentes, la
particula caminante es desechada y una nueva se genera, es decir, continua su caminata.
La velocidad con la que se pueden hacer estas comparaciones es muy rapida, dado que
solo se trabaja con arreglos de una dimensién.,

Por otro lado, si fuera necesario trabajar con cuatro dimensiones o mas, el arreglo de
indices se obtendria de la misma forma. Con ello garantizamos que independientemente
de la dimensidn de trabajo, el arreglo de indices seguird siendo de una sola dimension.
Por ésta razén, es posible afirmar que el tiempo de comparacién es independiente de la

dimension de trabajo.

48




Se hace ahora la siguiente consideracion: si a un residuo le correspondiera mas de una

posicion sucederia algo como lo siguiente:

residuos Posiciones correspondientes
1 (1,2,7), (7.5.3)

10 (4,6,2).(3.7.6).(9,0,8)

15  (1,6,2).(6,7,7),(0,0,1).(6,9.0),(0.9,0)
19  (4,3,2).(3,5,6).(9,1,8).(0,7,0)

Como se puede ver, para un solo residuo existen mas de una posicion relacionada. Esto
todavia disminuye mas el tiempo de CPU, porque con una sola comparacién se verifica
mas de una posicion de las que ya estan formando la estructura. En el &mbito
informatico, esto es una colisién. Se corre el riesgo de que a un soio residuo le
correspondan la totalidad de las particulas que forman a la estructura. Sin embargo, en el
capitulo tres, se mencioné que estos riesgos se disminuyen cuando se elige un valor primo
para las constantes, en este caso 4,5C

Debido a las ventajas que se mencionaron, en este trabajo se utilizan las tablas Hash. Asi

como una funcién Hash que minimiza las colisiones.
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Utilizando este algoritmo se logran obtener estructuras como las que se muestran a

continuacién:

FIG. 5.3 ESTRIICTIIRA ORTENIDA CON FIL ALGORFTMO W HASH .

FIG.5.4 400 PARTICULAS ADHERIDAS A UNA SEMILLA
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CAPITULO VI MODELO DLA BICOLOR EN TRES DIMENSIONES

6.1- NUEVO MODELO DLA BICOLOR EN TRES DIMENSIONES

Desde el modelo original de Witten y Sander[1], diversos investigadores han propuesto
modificaciones y nuevos modelos ajustandolos a ciertas areas del conocimiento. Sin
embargo, el modelo original es tan noble que es posible imaginarse una amplia gama de
variantes. Lo que resulta dificil es encontrar algiin comportamiento fuera de lo comin y de
interés suficiente como para hacer investigacién original.

Como ya fue expuesto, una amplia variedad de fenémenos naturales y también una
amplia gama de actividades humanas pueden considerarse como fendmenos cuyo
crecimiento se ajusta a lo que conocemos como JL4; |a coagulacién de aerosoles, algunos
crecimientos de cristales, fiujo de fluidos en medios porosos, movimientos intermedios
entre liquidos con viscosidad diferente, etc. [2,3,4].

Debido a la flexibilidad que presenta el modelo de Witten y Sander, el fendmeno DLA se
ha expandido y diferentes investigadores han propuesto novedosos modelos cuyo objetivo
ha sido estudiar el comportamiento con y sin enrejado, la dimensién fractal y también la
simetria de las estructuras obtenidas experimentalmente[4,5]. La totalidad de los
resultados han coincidido en que el estudio del fendmeno DLA no es sencillo y menos lo es
si se pretende formular un modelo tedrico. Por tanto, es mucho mas sencillo y rentable
intentar formular un modelo computacional que permita obtener informacién importante
del fendmeno.

Ya en 1996, Tchijov, Nechaev y Rodriguez Romo[12] propusieron el Coored DLA mode,
que se describe lineas mas adelante, basados en el modelo original de Witten y Sander.
Los resultados experimentales de sus simulaciones, pusieron especial atencion a la
distancia que separaban a las dos semillas iniciales del objeto de su estudio.

Se propone aqui el desarrollo del modelo de Tchijov, Nechaev y Rodriguez Romo. Esta
variante de!l modelo inicia con dos particulas de diferente color situadas a una distancia ¢
una de la otra. Una particula se genera a una gran distancia de las dos particulas
originales de diferentes tipo {colores). Esta particula se genera con una probabilidad g de
ser del color de una de las particulas utilizadas como semillas y una probabilidad 7 de
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ser del color de la otra semilla. Esta particula empieza a camiinar aleatoriamente, es decir,
llevar a cabo un movimiento browniano, hasta que una de las siguientes cosas ocurren:

1.- Llegando a los limites predeterminados del reticulado, es eliminada y una nueva
particula se genera en algin lugar aleatorio. Los limites son arbitrarios, pero
dependen de la potencia de la computadora utilizada.

2.- En su caminata aleatoria ocupa un lugar adyacente a la semilla del color opuesto al
que le corresponde a ella, es eliminada y una nueva se genera para repetir la
secuencia.

3.- En su camino aleatorio, ocupa un lugar adyacente a la semilla de su mismo color,
entonces se incrementa el cimulo en una particula y una nueva se genera para
continuar el proceso.

Estos casos se repiten hasta que alguno de los conjuntos de particulas alcanza un tamaiio
suficientemente grande para generar resultados de interés.

Para este modelo, dos variable son las que se consideran importantes:

1.- La distancia ¢ entre las dos semillas.
2.- La probabilidad £ para una particula de tener un color.

El siguiente dibujo hace referencia a estas variables. También aqui se aprecia la

flexibilidad que presenta el modelo, pues es factible incluir mas variables, dependiendo del
fenémeno que se pretenda estudiar:
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Probabilidad p, de set verde Probabilidad 1-p, de ser rojo

t 0%
N

Distancia “d” entre semillas

\4

FIG. 6.1 ALGORITMO PROPUESTO POR TCHIJOV, NECHAEY Y RODRIGUEZ ROMO

Los vértices inferior derecho de la semilla verde vy el vértice inferior izquierdo de la
semilla roja, estan a la misma distancia del origen cartesiano tridimensional.

Las particulas de dos colores diferentes se suponen colocadas dentro de un enrejado
tridimensional, a una distancia & una de la otra.

A una gran distancia de estas particu/as semilla, en un punto aleatorio sobre una esfera S
de radio Rg, una nueva particula es introducida con probabilidad p de ser de color verde
(segun dibujo) y una probabilidad 7-p de ser de color rojo. El radio A2 es mucho mas
grande que la distancia que separa a las particuias semila, Rd >> ¢ De hecho, es uno de
los parametros implicitos del modelo.

Como se menciond anteriormente, los dos parametros considerados en esta simulacién
son la distancia & entre las semillas de cada una de las formaciones fractales y la
probabilidad p de que la particula caminante sea de uno u otro color. Se restringe el
estudio a valores de p entre 0.1 y 0.5, y valores para ¢iguales a 2, 10, 30, 50 y 100
unidades del enrejado.
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Para cada par &y g se corrieron 50 experimentos, mismos que se detuvieron cuando
alguna de las dos estructuras fractales alcanzo un ndmero de particulas de 3000. La
siguiente figura ilustra este concepto.

FIG. 6.2 RESULTADO DE LA APLICACION DEL ALGORITMO DESCRITO

De los experimentos realizados, se considera importante la cuantificacion de la razon entre
el nimero de particulas del fractal de color 2 y el nimero de particulas del fractal de
color 1: (N2/N1).

La grafica que se genera al considerar la cantidad (N2/N1) comparada con el nimero de
experimento, en cada par g y ¢ proporciona una vision de la manera como influye la
distancia ¢y la probabilidad p en la cantidad de particulas que forman a cada color de la
estructura que se forma.
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Se calcula también el radio de giro Rz mediante:
N-1 -
Re' Ny =L rg* W - 1)+ XS (Re(v - 1) - RY)’
N N
Donde:

Rc(N)=N_1

Re(N = 1) + - Ry
N

Para cada formacion fractal y es posible graficar esta cantidad contra en ndmero de
particulas del fractal (N), esto permite visualizar como se incrementa el radio de giro Rz al
incrementarse el tamario del fractal.

En los experimentos computacionales utilizamos el procedimiento para generar particulas
propuesto en [6].

El programa principal del presente fue escrito en Borland C++ y ejecutado en un
procesador AMD586 a 133 Mhz, se consideraron los siguientes valores para la distancia
a=21040,60 y 100 unidades cubicas del enrejado.

Para o se utilizaron los siguientes valores: p=0.1, 0.2 0.3, 0.9 y 0.5.

Para cada par & y £ se generaron 50 experimentos que a su vez dieron lugar a la misma
cantidad de estructuras fractales bicolores, donde la estructura de color mas grande
estuvo formada por 3000 particulas.

Varios experimentos se repitieron en un sistema Pentium MMX a 266 Mhz bajo sistema
operativo LINUX, con un numero maximo de particulas de 30000. Los resultados obtenidos

bajo estos experimentos fueron basicamente los mismos.
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6.2- DESCRIPCION DE LAS ESTRUCTURAS OBTENIDAS

Para una distancia ¢=700 y una probabilidad p=0.5, las formas de las estructuras y la
cantidad de particulas que formaron a cada color permanecieron basicamente simétricas y
se muestran separadas, es decir, el espacio que ocupa una, no invade el espacio que
ocupa la otra.

Observe la siguiente figura, la totalidad de los experimentos con probabilidad igual a 0.5 y
con una distancia de 100, se comportaron basicamente como lo muestra la figura
siguiente, aqui se puede apreciar de forma visual que se mantiene una cierta simetria en

cuanto a forma y cantidad de particulas que forman cada estructura.

FIG. 6.3. CASO GENERAL,p=05Y d4=100. LOS CASOS MUESTRAN SIMETRIA

La figura es muy diferente cuando se mantiene £=0.5, pero la distancia entre semillas
se modifica a un valor igual a 2.

En los experimentos, se obtuvieron basicamente dos casos bien diferenciados: por un lado
se obtuvieron figuras que pueden ser consideradas simeétricas, debido a que
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aproximadamente los dos colores presentan la misma cantidad de particulas adheridas. El
siguiente caso, muestra un crecimiento mucho mayor que el otro color. Las figuras
siguientes muestran los casos encontrados cuando se utilizaron este par de parametros.
Es evidente que en este caso se observa una inestabilidad de creacidn de estructuras
bicolores en etapas iniciales. El 10% de los casos una de las estructuras fue totalmente
inhibida por el crecimiento de la otra. Las siguientes figuras muestran graficamente estos
resultados.

FIG.6.4 CASO GENERAL.»=05Y d=2

FIG.6.5 10% DE LOS CASOS,CON p=105Y d=12,
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6.3- RESULTADOS

Para los diferentes valores de p= 0.7, 0.2, 0.3, 0.4, y 0.5y para los diferentes valores de
ad= 2,10,40,100, para cada experimento hecho se calculd la razén de distribucion  del
nimero de particulas del color uno (N1) y el nimero de particulas del color 2 (N2),
(N2/N1).

En todos los experimentos, excepto para el caso de p=0.5, en nimero N2 fue mas grande
que el nimero N1, por lo tanto: (N2/N1)>1.

En la gréfica No.1, se presenta el caso de p=0.5 y d=100, visualizando la cantidad N2/N1
vs el nimero de experimentos realizados. En la gréfica No.2, se presenta el caso para
p=0.5 y d=2, visualizando también la cantidad (N2/N1) vs el nimero de experimentos
realizados. Aqui es importante ver las diferencias entre un grafico y el otro, mientras que
la grafica Nol se comporta estable, es decir, su desviacién no parece ser significativa.

En el caso de la grafica No. 2, el comportamiento es muy inestable, existen puntos en la
grafica que muestran una desviacién del valor 1 grande.

Para poder mostrar los resultados mas completos definimos las siguientes igualdades:
Nopin=mr(NL, N2} ¥ Nopar=mmax(VI, N2)

De esta manera el valor positivo de (Amax/Nmin) puede considerarse como una medida
de la simetria 0 asimetria de los dos colores que forman a la estructura y por tanto, una
condicidn para que una estructura sea simétrica es que se cumpla:

10G(Nma/Nmin)=0. Observar ahora la grafica No.3, ahi es posible visualizar el
comportamiento de todos los experimentos realizados, como puede apreciar, el modelo
presenta asimetria cuando la distancia &es pequefia. La asimetria disminuye a medida
que se incrementa el valor &

Con en fin de evaluar la probable influencia en la compentencia por el crecimiento de
ambas estructuras, es decir e/ color A y e/ color B, es posible calcular la dimensidn fractal
de ambas estructuras, al menos en el caso mas interesante de los experimentos: p=0.5 y

ag=2. Finalmente, se calcula el radio de giro &, calculado con la siguiente relacién:
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R.2

1i(Ri Rc(N))2
N i=1
En donde:

R/ es el radio — vector de la i-esima particula.

RcV) es el radio — vector del centro de la masa del fractal, considerando que cada

particula tiene una masa igual a 1. En una funcidn de recurrencia, se define a Rg como:

N -1

Rg'(N)= ——AT—Rgz(N D+ ]—VK(;l(Rc(N )-Rw)

En donde:

N -1 1
Re(N)=——Rc(N -1)+—R
ANy === Re(N = 1)+~ R

Es posible graficar #vs R, se muestra el resultado en la grafica No. 4. Con la estructura

de color A. En el grafico se aprecia que el radio de giro se incrementa cuando se

incrementa el tamafio de la estructura. El mismo comportamiento se observa con la

estructura de color B. Estos resultados confirman que en fa competencia de crecimiento de

N2/N1
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las estructuras de color A y de color B, no afecta la dimensién fractal de cada una de ellas.

GRAFICANo. 2 RAZON N2/N1 PARA p=0.5 Y d=2
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CAPITULO VII  POSIBILIDADES DEL NUEVO MODELO.

7.1- POSIBILIDADES DEL NUEVO MODELO.

Durante los Gltimos afios se ha intentado utilizar la geometria fractal para explicar el
crecimiento de algunos fenémenos que ha la fecha no tienen una explicacién convincente.
Como se menciono en el capitulo nimero uno, muchos son los fenémenos naturales y los
procesos industriales en los que sus crecimientos resultan ajustarse al fendmeno DLA.
Seria redundante ofrecer una lista de fendmenos cuyo crecimiento puede intentar ser
explicado mediante un modelo de agregacidn de difusion /hmitada. Es mucho mas
provechoso revisar posibilidad de investigacién profunda de temas de interés general
utilizando el modelo DLA.

7.2- CRECIMIENTOS CANCERIGENOS.

Recientes investigaciones[1 — 3] han dejado abierta la posibilidad de determinar si un
tumor es maligno o no, utilizando la dimensién fractal de dicho tumor como punto de
diagnéstico.

Esta posibilidad se base en el hecho de que muchos especialistas en la materia,
diagnostican si un tumor es maligno o benigno apoyados Unicamente en la forma
geométrica del tumor. Cuando la superficie del tumor es muy regular, es muy poco
probable que resulte maligno. De manera contraria, cuando la superficie tiene un aspecto
rugoso y con multiples ramificaciones, la probabilidad de que sea maligno es mas alta.
Aunque apoyados en su experiencia, esta manera de diagnosticar tiene algunos
inconvenientes:

1.- Para poder determinar si la superficie del tumor es o no irregular, es necesario
hacer procedimientos invasivos al paciente.

2.- Aun teniendo a la vista el tumor, todavia es necesario practicar e/ estindar de oro,
&s decir, una biopsia. Solo hasta entonces es posible determinar la malignidad o no
del tumor.

3.- Aun, es posible evitar un procedimiento invasivo y en su jugar obtener una
resonancia magnética, sin embargo, los datos que proporciona son datos de
imagen poco precisos, como pueden ser la forma y el tamafio. Estos datos todavia
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no permiten diagnosticar la malignidad, al menos no es asi en una etapa temprana.
Si este fuera el caso, se recurre otra vez a la biopsia.

La siguiente figura, muestra la agresién de un agente cancerigeno al tejido humano.
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FI: 7.1 MELANOMA MALICNO.

Una manera alterna de diagnostico precoz de la malignidad de un tumor, podria ser
utilizando la dimensién fractal. Para estos fines, es posible que esta medida pueda
considerarse como un indice de la irregularidad del tumor. De esa manera solo seria
necesario un estudio de resonancia magnética y se podria evitar un procedimiento
invasivo. Las ventajas que se aportarian serian basicamente un diagnostico precoz y no
tener que realizar un procedimiento invasivo [4].

7.3- CANCER DE PIEL

El melanoma de piel es otra alternativa para desarrollar mas investigacion. El modelo DLA,
como ya se menciond, puede ajustarse a dos, tres 0 mas dimensiones. La siguiente
fotografia fue tomada de un paciente con melanoma temprano:
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MELANOMA EN ETAPA TEMPRANA Exﬁ,%;'fﬁ%ﬁg‘sogﬁﬁé )

F1G. 7.2, COMPARACION DE MELANOMA REAL Y EXPERIMENTO DLA
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Las dos figuras tienen simifitud geométrica, y su comportamiento a través del desarrollo,
parece ser aleatorio. Motivo suficiente como para pensar en simulaciones computacionales.
Las siguientes figuras, corresponden al mismo paciente, solo que se trata de una etapa de
desarrollo intermedia y una etapa de invasién total:
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Fig. 7.3 ETAPAS INTERMEDIA Y FINAL DEL MELANOMA

7.4- CANCER DE MAMA.

Se ha estudiado la distribucién de cromatina en el nicleo de células malignas y benignas,
al igual que muchas otras estructuras, la cromatina se forma mediante un patrdn
fractal[5]. En estudios recientes, se obtuvieron diferencias en la distribucién lacunar de la
cromatina detectando diferencias en la dimension fractal entre células benignas y malignas
en forma significativa. Es decir, el objeto del estudio, fue calcular la dimension fractal de
las areas huecas entre la cromatina. El porcentaje de acierto fue de 95.1 %.

Desde luego en este caso, se sabia cuales pacientes padecian tumor maligno, sin
embargo, la aplicacion de la geometria fractal resulto exitosa.
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7.5- CARIES DENTAL.
Cuando dos puntos de caries dental empiezan en una pieza, por razones que no estan bien
determinadas, alguno de los dos puntos se desarrolla de manera diferente al otro.

FI(. 7.4 CARIES NENTAT. EN LA PARTF. DERFCHA 1INA SORRF, POSICION

La ilustracion de la parte izquierda es una representacion del crecimiento de caries en
puntos diferentes. El crecimiento aparentemente es aleatorio, sin embargo una estructura
crece de manera acelerada comparada con la otra. La parte derecha de la ilustracion es
una representacion de una sobreposicion de los dos crecimientos.

Como se puede apreciar, este tipo de crecimiento se adapta al modelo bicolor DLA.

7.6-  ESTUDIOS EVOLUTIVOS.

Para poder explicar algunos fendmenos de la evolucion se realizd el siguiente experimento:
En un medio pobre en nutrientes fueron colocados organismos unicelulares, al paso de
unos dias, estos organismos aparentemente se reunieron en una especie de simbiosis,
formando estructuras como la que se muestra en la siguiente ilustracion:
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Fig. 7.5 ORGANISMOS UNICELULARES EN UN MEDIO CON NUTRIENTES
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Fig. 7.6 ORGANISMOS UNICELULARES EN UN MEDIO POBRE EN NUTRIENTES
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FIG.7.7 ESTRUCTURA TIPICA DE LOS ORGANISMOS UNICELULARES EN SIMBIOSIS

El este experimento concluyo cuando los organismos fueron regresados a un medio muy
rico en nutrientes, Entonces se observa que nuevamente se disgregaron los organismos,
sin embargo, no todos conservaron sus caracteristicas iniciales, algunos cambiaron de
tonalidad, otros cambiaron de tamafo. Estos resultados hacen supones que
probablemente la evolucién tuvo un inicio parecido.

Para los fines de este trabajo, solo llamé la atencién la forma que tomaron los organismos
cuando adoptaron la simbiosis, esta formacién es muy parecida a un fractal generado
mediante DLA.




7.7- OSTEOPOROSIS.

La descalcificacion del sistema ¢seo es un problema actual y muy comdn[6]. El modelo
DLA es también aplicable a este caso. Observe la siguiente figura:

FIG. 7.8 SIMULACION DE DOS ETAPAS DE PERDIDA DE CALCIOQ EN

La parte izquierda de la figura, corresponde al corte transversal, muy delgado, de un
hueso, en el se aprecia la parte cavernocsa normal en una etapa intermedia de la vida. La
parte derecha, muestra un hueso en una etapa avanzada de la descalcificacion. Las
diferentes tonalidades, corresponden a los diferentes grados de densidad que tiene un
hueso. En este caso el azul corresponde al mas denso y el rojo al menos denso.

La siguiente figura, corresponde a la recuperacion de las partes del hueso que se han
perdido por falta de calcio. Observe la similitud ¢con un modelo de crecimiento DLA en dos
dimensiones.

Es posible encontrar otras alternativas de desarrollo para el modelo DLA en {7 — 11]. Otros
temas relacionados con el modelo DLA y con aplicaciones en medicina pueden encontrarse
en [12-19].

FIG 7.9 PARTE PERDIDA DEL HUESO POR DESCALCIFICACION
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CONCLUSIONES FINALES

En el presente trabajo aplicamos el algoritmo de las tablas hash para hacer simulaciones
computaciones del modelo DLA bicolor en tres dimensiones. De las caracteristicas de las
tablas hash, afirmamos que su utilizacién en los problemas de la agregacion limitada por
difusién, puede extenderse a dimensiones superiores. Esta extensién no afecta el tiempo
de célculo porque para cualquier dimension, siempre se trabaja con un arreglo
unidimensional de indices.

En el desarrollo de! modelo DLA bicolor en tres dimensiones, nos interesd el
comportamiento de las estructuras cuando se varfa la distancia gque separa a las dos
semillas y la probabilidad 2 de tener uno u otro color. El caso mas significativo se
presentd con o pequeia y p=0.5. Con estos parametros las estructuras mostraron
asimetria. Para el caso en que g=700 y p=0.5, las formas que adoptaron las estructuras
asi como la cantidad de particulas que las integraron permanecieron practicamente
constantes. Es decir, ninguna de las estructuras gand la competencia por el crecimiento.
En las estructuras generadas con estos parametros, se observa cierta simetria en las
formas.

De las gréficas presentadas en el capitulo 6, se ve que el radio de giro R se incrementa
cuando crece el tamafo de la estructura. El mismo comportamiento se observa en ambos
tipos de estructura (dos colores). Estos resultados permiten afirmar que la competencia
por el crecimiento de cada estructura (color A y color B), no afecta la dimensidn fractal de
cada una de ellas.

En la mayoria de los experimentos, excepto en el caso g = 4.5 el niUmero de particulas
que formaron el primer color A7 fue mas grande que el otro color A2 Por lo tanto
N2> 1.

Las aplicaciones que este modelo puede tener son muy variadas: podemos considerar
desde la polucion del aire, hasta los crecimientos cancerigenos. Como se menciona en el
capitulo 7, la probabilidad de un diagnostico precoz de tumores malignos tomando su
dimension fractal se esta investigando. Si consideramos que también se trabaja sobre
nuevas formas de cuantificar la dimension fractal, se puede esperar que a mediano plazo
este modelo pueda aportar conocimientos a estas investigaciones.
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APENDICE A

DIMENSION FRACTAL

Para poder comprender el concepto de la dimension fractal, consideremos los siguientes
€asos:

Utilizamos un segmento de linea y 1o seccionamos en cuatro segmentos idénticos.

FIGURA ORIGINAL EL. ORIGINAL DIVIDIDO EN CUATRO SEGMENTOS

Cada uno de los cuatro segmentos es Y4 del tamafio original. Esto quiere decir que cada
segmento seria igual al original con solo multiplicarlo por un factor de escala. Para este
caso, el factor de escala es igual a cuatro.

Si consideramos que el segmento original esta dividido en cuatro segmentos y que el
factor de escala es igual a cuatro, podemos escribir:

No_segmentos = (factor_de_escalz)

En donde:

No_segmentos = N

Factor_de_escala = S

Dimension = D

Podemos escribir entonces: N =§°

Para el caso de |a linea segmentada en 4 secciones: 4 = 4!

Otro caso es el siguiente:

FIGURA ORIGINAL FIGURA ORIGINAL EN 16 SEGMENTOQS
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Para este caso, el numero de segmentos es de 16 y el factor de escala es de 4, pues al
multiplicar cada lado de un segmento por cuatro, se obtiene cuadrado original.

Al aplicar la relacién anterior:

16 = 47

La dimension fractal de esta figura es igual a 2.

Considermeos la siguiente figura:

o s
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FIGURA ORIGINAL FIGURA ORIGINAL EN 64 SEGMENTOS

Para este caso, el numero de segmentos en los que fué dividido el cubo es igual a 64. El
factor de escala es igual a 4, dado que al multiplicar cada lado del segmento por 4, se
obtiene el cubo original. Aplicando la misma relaciéon que en el caso anterior:

64 =47
La dimensidn fractal de esta figura es igual a 3. En los tres casos anteriores calcular la
dimensién mediante la relacion:

No_segmentos = (factor de_escalz) © ha sido sencillo. Sin embargo a medida que la
complejidad de la figura se incrementa, el calculo es mas laborioso.
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Veamos el siguiente caso:

La ultima figura se genera a partir de un tridngulo equilatero. Se traza una recta a los
puntos medios de cada uno de los tres lados, de esa forma se obtiene la figura que
intermedia. El proceso se repite una vez mas para obtener la figura final. Esta figura se
conoce como &/ tridngulo de Sierpinski.

Al aplicar la relacion: No_segmentos = (factor de_escala) © a ésta figura obtenemos:

N=S°

3=2°

log (2°) = log (3)

D *log (2) = log (3)

D =log (3) / log (2)

D =1.585

Aqui se ve que la dimensidn de esta figura no es entera.

Esta no es la Unica forma de calcular la dimension fractal, pero es una forma de
comprender de una forma muy simple el concepto. La forma como se interpreta el
resultado fraccionario esta en funcién del investigador, vea capitulo vii. Por ejemplo, sé
dice que una dimension de 1.585 indica que la figura no puede existir en una dinﬁensién, y
por otro lado, dos dimensiones es mucho espacio. Es posible considerar que la dimension
fractal, es una indicacidn de la cantidad de espacios euclidianos que ocupa un fractal.

Es posible profundizar mas en el concepto de dimensién fractal en las siguientes
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