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PROLOGO

En &l munde moderno practicamente todo Jo en 8] utilizado para comodidad del ser humano tiene
que ver con el movimiento. es decir, con la dindmica de los cuerpos o particulas 81 tenemos en
cuenta que estos cuerpos o particulas son los automoviles. aviomes, cohetes. trenes. planetas,
satélites.etc.tambidn las partes constituyentes de las méaquinas mencionadas pueden ser
consideradas como particulas por lo que es obvie que practicamente en todas partes nos las
encontramos; en la industria en el hogar, en la ciudad, en el campo. es decir, en la vida cotidiana.

Por lo antes dicho es importante conocer las particularidades de los movimientos que describen
dichos maviles, para predecir su movimiento e introducir las mejoras y modificaciones pertinentes
para hacer éptimo su funcicnamiento y por ende su aprovechamiento por ¢l ser humane.

JUSTIFICACION DE ESTE TRABAJO DE TESIS

El principal objetivo que pretende este trabajo es el de coadyuvar al desarrello de la preparacion
profesional de los alumnos de la carrera de ingenieria mecanica eléctrica.

Con el fin de lograr diche objetivo se han elaborado estos apuntes de la manera més entendible y
accesible posible para que los alumnos se sientan atraidos y despertar ¢ incrementar el interés en
los conocimientos de la cinemética en particular.

En est¢ trabajo se concentra la infornacién necesaria para el curse de cinematica Jo que le daré al
alumno una gran ventaja ya que en un solo tomo encontrar toda la informavién para salir adelante
en el estudio de la materia. Con esto. no descartamos que deba consultar mas bibliografia
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TEMAL "CINEMATICA DEL PUNTO Y DE LA RECTA"

OBJETIVO: Explicar los conceptos cinematicos lineales v angulares bésicos, las relaciones entre
ellos y su aplicacién en el andlisis y resclucion de problemas de moviniento de puntos y rectas.

L1.-CINEMATICA .- Parte de¢ la mecdnica que estudia ¢! movimiento de los cuerpos
prescindiendo de su masa y de las causas que lo producen. Su objetivo fundamental es establecer
las ecuaciones de movimiento que relacionan las distintas variables cuyos valores condicionan las
caracieristicas de] movimiento.

/ ESTATICA

MECANICA ) CINEMATICA
DINAMICA )
CINETICA
LIQUIDOS ¥ GASES
FISICA CALOR
ACUSTICA
QPTICA
ELECTRICIDAD

N

En el cuadro sindptico anterior se ilustra una parte del campo de estudio de la Fisica al cual
pertenece 12 Cinematica.

‘FISICA.- Ciencia gue tiene por objeto ¢l estudio de la materia y la energia, sus propiedades e
interrelaciones. Trata también de la elaboracion de las leyes que rigen los fendmenos fisicos y su
evolucién con el tiempo; en términos generales puede decirse que la Fisica intenta una explicacién
de! universo tanto global como individualizada, tanto en fo que atafie al macrocosmos como en lo
que se refiere al microcosmos.

MECANICA.- Parte de la fisica que estudia el estado de reposo o de movimiento de los cuerpos.
La mecanica, como todas las disciplinas que tienden a la consecucion de un conocimiento exacto
del mundo natural, se presenta bajo dos aspectos, a la vez distintos v paralelos:

a) Tedrico o Racional

b} Experimental ¢ Aplicado.

En ¢l tedrico, la mecdnica, opera con nociones ideales tales como las de masa puntual, cuerpo
rigido. velocidad instantinea, cantidad de movimiento, fuerza. aceleracion, etc. Las leyes fisicas se
representan por medio de modelos matematicos.

Bajo el aspecto experimental, la mecdnjca trata de hallar la explicacion de los fenémenos con ella
relacionados comprobande el modeie matemdtico establecido por la teoria y el experimento

'Definiciones de Fisica y Mecanica del Diccionario Enciclopédico Bruguera México, 1979, Pags. 870 y 1355



rezlizado. En lo que se refiere a la Mecdnica Cldsica, es necesario mencionar, ante todo, el
principlo de inercia debido a Galileo, y las leyes de Newton.

? Primera Ley de Newton o Ley de Ia Inercia o de Galileo.

" Todo cuerpo conserva su estado de repose o de movimiento rectilineo uniforme mieniras
no exista una fuerza que se oponga o altere ese estado.”

* Segunda Ley de Newton

" Cuando sobre un cuerpo actita una fuerza la aceleracion que experimenta éste es directamente
proporcicnal a la magnitud de la fuerza e inversamente proporcional a la masa del cuerpo”.Se
representa asi:

“Tercera Ley de Newton

" A toda fuerza o accién se opone una reaccién de igusl magnitud pero de seniido
contrario.”

SESTATICA.- Estudio del equilibrio v de Ia accién de las fuerzas sobre cuerpos en reposo.

CINETICA..- Estudia las relaciones que existen entre las fuerzas que actian sobre un cuerpo, su
masa y su movimiento.

L1.- *CINEMATICA - Estudia la geometrfa del movimiento de los cuerpos prescindiendo de su
masa y de las causas que lo producen.

'CINEMATICA RECTILINEA - Una particula se puede desplazar sobre una traysctoria recta
o curva; la cinematica en el movimiento rectilineo se caracteriza por especificar en un momento
determipado la posicidn, velocidad v aceleracidn de la particula.

1.2.- * TRAYECTORIA.- Se define como trayectoria, descrita por una particula o punto, al lugar
geométrico que se formz por las distintas posiciones ocupadas por la particula durante su
movimiento,

Dicha trayectoria puede ser curva o recta.

L.3.- ‘POSICION .- Se puede definir la trayectoria en linea recta de una particula usando un solo
¢je de coordenadas s. En un movimiento rectilineo, la direccion de r es siempre a lo largo del eje 5.

? Fisica General, Ing. Salvador Mosqueira. Pag. 52.

* Guia Para Ingresar a Preparatoriz y CCH. Pég. 289.

* Fisica General. Ing, Salvador Mosqueira. Pég. 54.

* Mecéanica Para Ingenieros. Estdtica T.C. Huang. Pg. 7.

® Cinematica y Dinamica Bésicas para ingemeros Jorge Solar Gonzalez Pig. 87.
7 Ingenieria Mecanica. Dinamica. R.C. Hibbeler. Pag. 4

® Cinemética y Dindmica Bésicas para ingenieros. Jorge Solar Gonzélez. Pag, 90.
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Fig.L.1 Posicion

Para el analisis es conveniente representar r por medio de un escalar s, que representa la
coordenada de posicién de [a particula de 0 a P; se mide en metros o en pies y el sentido se define
por medio del signo algebraico de 5.

Arbitrariamente, a Ia derecha del punto 0, s es positivo y si la particula se encuentra a la
izquierda de 0, 5 es negativo.

14,-DESPLAZAMIENTQC - Se define como un cambio en la posicién, es decir, si la particula
se mueve de P a P, en la figura (1.2), el desplazamiento es A r =r * - r. Utilizando el escalar s para
representar r, se tiene

As=g5"-5
-
r » AY —
P. Tt s
s P A
5

Fig.12 Desplazamiento

En este caso As es positiva ya que la posicién final de la particula es a Ia derecha de la que
tenia 2l inicio, es decir, 5" > 5 . Si 1a posicién final de la particula es a la izguierda de l2 posicién
inicial As es negativa.

Debido a que et desplazamiento de una particula es una cantidad vectorial debe distinguirse de
la distancia que recorre. De manera especifica, la distancia recorrida es un escalar positivo que
representa la longitud total de la trayectoria que recorre fa particula.

L5.- VELOCIDAD.- Si ia particula experimenta un desplazamiento Ar de P a P, durante el
intervalo de tiempo At, ver figura (1.2), la velocidad media de la particula es

_Ar
vmedm _Kt"

Tomando cantidades cada vez més pequefias de A, la magnitud de Ar dismunuird
gradualmente. Entonces, 12 velocidad instantdnea se define como
v =lim ( Ar/Ar)
A ()

® Ingenieriz Mecanica, Dindmica. R.C. Hibbeler. Pag. 4.
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Representando v come un escalar algebraico,ver figura (1. 3), es posible escribir la velocidad

Y
—_—

T

Figk3  Velocidad

instantinea como

p= (1.1)

Como A, di, es siempre positivo, el signo que se emplea para especificar el sentido de la velocidad
s el mismo que el de As 0 ds. Es decir, si la particula se mueve a la derecha como en la figura
(1. 3) , Ia velocidad es positiva, en tanto que si fo hace a la izquierda es negativa..

L6.- ACELERACTON .- Conaciendo la velocidad instantinea de la particula en los puntos Py P,
la aceleracion media de la particuia durante ¢l intervalo de tiempo At se define como

_Av
A i _A_I

Aqui, Av esigual ala diferencia de las velocidades durante el intervalo de tiempo Az, o sea,
Av=v"-v, come serepresenta en la figura (1. 4).

a
-
J P P
. . 5
i B e
v v’

Figl4  Aceleracidn



1L.a aceleracidn instantinez en el tiempo ¢ se determina tomando valores cada vez mas pequefios
de A+ v valores cada vez mis pequefios de Av, de manera gue

a = lim( Av/ Az
AP

0, si utilizamos escalares tenemos que la aceleracidn instantanea es

a=% (1.2)

La aceleracién puede ser positiva 0 negativa, en la figura (1.5) se representa una particula que
ests reduciendo su velocidad, es decir,estd frenandoscnando 4sto ocurre se dice que la particula
desacelera.

-a
e
, P P
0 .. -, S
] .
v v’

Fig. L5 Desaceleracion

En este caso v' < v por lo tanto, Av=1v"-v setd negativo y actuard haciz la izquierda en sentido
opuesto a la velocidad v.

L7.- "RAPIDEZ.- La magnitud de la velocidad se conoce como rapidez y por lo general , se
expresa en m/s o pies/s .En ocasiones se emplea el término "rapidez media”. La rapidez media es un
gscalar positivo v se define como la distancia sotel St que viaja la particula, dividida entre €l tiempo
transcurtido Af ; es decir :

Sy

vrapmedm = At

L§-"ACELERANTE LINEAL.- Recibe ¢l nombre de acelerante lineal lz magnitud de la
aceleracion.

1 Hasta aqui, los conceptos estan basados en ¢l libro: Ingemeria Mecanica. Dindmica. R.C. Hibbeler.(Salvo

donde se indica lo contrario). Pag. 5.
! Cinematica y Dinamica Basicas para Ingemeros. Jorge Solar Gonzilez, Pag. 93.



19.-COMPONENTES CARTESIANAS DE LOS VECTORES DE POSICION, VELOCIDAD
Y ACELERACION LINEALES PARA:

19.1.-MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO
1.9.2.- EN ELPLANO Y

1.9.3.- LINEA RECTA.

19.1.- "MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO
Consideremos €l sistema de coordenadas rectangulares xyz de maro derecha mostrado en la

figura (1.6) y ef punto P.

La posicién de P quedars determinada, para cualquier valor de #, por la funcién vectorial

r=r{ty=xi+yj+zk (1.3}

Derivando la ecuacién (1.3) respecto al tiempe obtenemos la velocidad

v=t=xi+yj+zk (1.4)

Derivando ahora la ecuacién (1.4) respecto al tiempo nos aueda la aceleracidon dada por

a=v=ii+j+ik (1.5)

De acuerdo con lo anterior podemos decir que:

" Cinematica v Dindmica Bésicas para Ingemeros. Jorge Solar Gonzalez. Pag. 93.



r =vector de posicién de P.
i,j;k. =vectores unitarios asociados al sistema coordenado x, y, z.
X2 = componentes cartesianas de r.
x.y,Z. = componentes cartesianas de la velocidad.

*,¥,Z. =componentes cartesianas de la aceleracidn.

1.9.2 - "MOVIMIENTQ EN EL PLANG

Para un movimiento de P en vn plano cartesiano xp tenemos:

Posicion.- r=r{{)=xi+yj (1.6}
Velocidad.- v = F(1) =i +yj (1.7)
Aceleracion,~ a=v=3i+jj (1.8)
19.3.- "MOVIMIENTO RECTILINEO.
Para un movimiento rectilineo de P en un ¢je, en este caso el gje x, tenemos;

Posicién.- r=r{f}=xi (1.9
velocidad.- v =xi (1.10)
Aceleracion.- a=v=4¥ (1.11)

** Cinemdtica y Dindmica Bésicas para Ingemeros. lorge Solar Gonzdlez. Pag. 93
¥ Thid.



110.- "MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME

Este es un movimiento en linea recta que se encuentra con frecuencia en aplicacicnes practicas.
En este movimiento la aceleracién a de la particula es cero para cualquier Ar. Por consiguiente, la
velocidad v es constante, es decir, Av = v -v = 0, por lo tanto

ds
¥ =— = constante
d

la coordenada de posicidn s se obtiene integrando la anterior ecuacién, Sea 5 = 5o, cuando 1 =0,

entonces
J: ds=v £dz
0

S—35;=v

[ s=s, +vt (1.12)

Esta ecuacidn solo es utilizable cuando la velocidad de Ia particula es constante

LiL- *"MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE ACELERADO

Este tipo de movimiento también es muy comiin. En éi la aceleracién de la particula es
constante, es decir

av
a=— = constante

dt

por lo tanto Ia velocidad v de la particuta la obtenemos integrando la ecuacion anterior:

'[:dv =a, .L‘dt

V=V, =al

v=v, +a. (1.13)

donde v representa la velocidad inicial. Sustitiyendo el valor de v en la ecuacion (1.13)

** Mecénica Vectorial Para Ingenieros, Dindmica Ferdinand P, Beer Pag. 487.
' Tbid. Pag 488.
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ds
tenemos =y tayt
at
sea s=s5, cvando =0 integrando nos queda
[as= 1: (v + a0)dt
o

—y = L, 42
S~ 8g = Vylf+yat

s=5,+vol+1a, 1’ (1.14)
d’s v .. .
Como a= —d—2 = v; = constante (etiminando 4t} ¢ integrando
H

a Eds = -Cvdv
2

a(s—s) =3 (v* = v§)

despejando v nos queda

2

v =vi+2a_(s—5,) (1.15)

Las tiltimas tres ecuaciones nos proporcionan relaciones utiles entre las coordenadas de posicion,
velocidad y el tiempo en el caso de un movimiento uniformemente acelerade.
Una aplicacion importante de este tipo de movimiento es el de un cuerpo en Cafda Libre.
La aceleracion de un cuerpo en caida libre, representada por g es igual a 9.81 m/s® 0 32.22 ft/s%
NOTA: Las tres ecuaciones anteriores sélo pueden utilizarse cuando se sabe que la aceleracidn
de la particula es constante.



EJEMFPLO RESUELTO L1

Un automévil arranca desde el reposo y aicanza una rapidez de 80 pies/s después de
recotrer 500 pies a lo largo de un camino recto. Determine su aceleracidn constanie

v el tiempo de recorrido.

Solucién:

J—f s ———-l
o TR
Calculo de la aceleracion

Como sabemos que s = 0 ,vo= 0y después de recorrer 500 pies su rapidez es de 80 pies/s,

terzemos
v =vi+2a(s-s0)=0+2a(500)

(80 =2 ac (500) = 1000 a.
{80y 6400

de =
1000 _ 1000

ac = 6.4 pies/s?

Caiculo del tiempo de recorrido
Ahora va conocemos la aceleracion y la rapidez después de recorrer los 500 pies, por lo

tanto podermos wilizar la siguiente ecuacion:
y como v = 0, despejando £ nos gueda:

v=vot &t

v 80 pies/s
I = =

ac 6.4 ples/s?




EJEMPLO RESUELTO L.2

Desde una torre de 50 pies de altura. se arroja hacia abajo una pelota de béisbol con una
rapidez de 18 pies/s. Determine Ja rapidez con la que llega al suelo y el tiempo del reco-
rrido.

Solucion: T T

Sistema de ceordenadas.- En este caso consideremos un eje y vertical S0pies
de sentido positivo hacia arriba, ver esquema. l

En este caso conocemos yo =50 pies , vo= 18 pies/s y a.=g=-32 pies/s* [esto es asi
porque la aceleracion se dirige hacia abajo, es decir, en sentido contrario al del eje v
considerado positive hacia arriba)], y sabemos que cuando la pelota llega al suelo y =0,
pot lo tanto tenemos:

Caiculo de la rapidez o4

v?' = vg - 2g(y—}’n)
= (18 -2 (32.2)(0 -50 )

vi= 324+ 3220 = 3544 pies?/s*

v=1\| 3544 pies?/s?

l— v = 59,53 piesis

Cilculo del tiempo del recorrido
Como ahota ya conocemos v= 59.53 pies/s, vo= 18 pies/s y a-= 32.2 pies/s’, tenemos:
Vv =10 del
despejando £ nos queda
V- Vo 59.53-18

t = =
ad 322

‘ t=1.28%s l




EJEMPLOQ RESUELTO L3

Viajando con una velocidad inicial de 70 km/h, un automovil acelera a 6000 kam/h® en
un camino recte. ;, Cudnto tiempo le tomard alcanzar una rapidez de 120 km/h? También,
;, cudl es la distancia que recorre el automdvil en ese lapso?

Solucion:
Calculo del tiempo
Conocemos w= 70km/h  =1945m/s
v =120km/h  =3334m/s
ae = 6000 knvh® = 0.463 m/s?
Utilizando v = v+ ad
y despejando ¢ nos queda
ve-Vo 33.34-19.45 13.89

t= = =
ae 0463 0.463

Caleulo de ia distancia recorrida durante este tiempo

Para la distancia tenemos s =s0F Wi+ (M) ac t?
so= 0, por lo tanto:

5= 0+ vo £+ (%) a £ 2= 19.45 (30) + (¥)(0463)(30)

5 = 583.5+208.35

s=T92m




L12.- "CAIDA LIBRE

Si hacemos o permitimos que un cuerpo o particula caiga en un vacio, de modo que la
resistencia del aire no afecte su movimiemto, se encontrard que  fodos los cuerpos,
wndependientemente de su tamario, Jforma o composicidn, caen con Ia misma aceleracion.

Convencionalmente, esta aceleracidn se denota por g, ¥ se llama aceleracién en caida libre o
aceleracion debida a la gravedad. ]

La aceleracién depende del lugar donde nos encontremos, es decir, varia con la latitud y la
altitud, en nuestro caso wtilizaremos el valor de g = 9.81m/s% 0 32.2 pies/s?.

La direccién de Ia aceleracién en un punto determina lo que queremos significar con las
palabras " hacia abajo " (hacia el centro de la tietra) en ese punto.

1.13.- " TIRO VERTICAL

Ahora bien, 1os cuerpos con movimiento hacia arriba experimentan o se ven afectados con la
misma aceleracién en magnitud y direccion. Esto es, sin importar que la velocidad de la particula
sea hacia arriba o hacia abajo, la direccién de su aceleracion bajo la influencia de la tierra es hacia
abaja.

Como la aceleracién es constante se utilizan lfas ecuaciones obtenidas anteriormente para el
movimiento rectilineo, es decir

v=v,+agt (1.13)
s=sp+vgt+ias? (1.14)
vE=vi +2a, (s—5g) (1.15)

{Utilizando la convencitn de que el sentido hacia arriba es positive y marcando la direccion
como gje y tenemos:

v=v,-gt (1.13.1)
y =y, F gt -3 gt (L.14.1)
v =vl-2g(y-¥,) (1.15.1)

Estas ecuaciones se usan tanto en cafda libre como en tiro vertical.

1.14.- “TIRO PARABOLICO

Este movimiento trata del movimiento bidimensional de una particula, la que debido 2 la
gravedad terreste describe una trayectoria parabolica, por io tanic es un movimiento ¢on
aceleracion constante g, dirigido hacia abajo.

Aun cuando puede haber una componente horizontal de la velocidad, no hay una componente

horizontal de Ia aceleracion.
En este caso, como en algunos otros. suponemos que podemos despreciar et efecto del aire en

el movimiento.

YFisica General. Ing. Salvador Mosqueira. Pég. 39.
*1hid. Pag. 40,
* Ingenieria Mecénica. Dinamica, R.C. Hibbeler Pag. 36.



l a=-gj
¥

¥
Yo
l .
Fig 1.7 Tiro parabdlico
MOVIMIENTO HORIZONTAL

Aplicando las ecuaciones de aceleracion constante, es decir,
v=v,+a.l
x=2xp +v0z‘+-§—acz‘2
v =v] +2a,(s~5,)
y ya que @ = 0 nos queda:

v, ={v, )y = vyc0s

x=xy+{(v,)o =3, + (v cosO)t

v, = (v, ) =V,c080

Esto nos indica que la componente horizontal de la velocidad permanece constante durante el
movimiento.

MOVIMIENTO VERTICAL

En este caso y debido a que el sentido hacia arriba es positive y ya que marcamos la direccion

como eje y, entonees @ = -g. Aplicando las ecuaciones de aceleracitn constante tenemos que:



v, =(vy )-8 = v,send — gt
Y=y, +(vy)9a‘—%gz2 =y + Vosend - 1 gt

¥? =V§ —-2g(y-y)

La conponente vertical de la velocidad en el tiro parabolico es la de la caida libre.

MAGNITUD

La magnitud del vector resultante de la velocidad en cualquier instante es :

= 24yl
V=4[V, Vy

ANGULO

El 4ngulo 8 que el vector de la velocidad forma con la horizontal esta dado por

v
tanf =

El vector velocidad es tangente a la trayectoria de la particula en todo punto.

15



la ntiia cada juguete?

EJEMPLO RESUELTO 1.4

La nifia arroja siempre los juguetes con un dnguilo de 30° a partir del punto A, segiin se
. ilustra. Determine el tiempo entre los lanzamientos de modo que ambos juguetes golpeen
ios extremos de iz piscina, B y C. en el mismo instante. ;Con qué vapidez debera ammgjar

c |
7| 025m

Solucién:
Movimiento horizontal +
Para el movimiento AB
(vax)s = vapcos 30° = 0.866 var (1)

XAB = xa + (VaAx)B faB 2
2.5= ().866vas faB
2.5 2.89
P 3)
0.866 vaB  vaB

Para el movimiento AC

{vax)e = vac c0s 30° = 0.866 vac 4

Xae=xa+ (VAx)c tAc 5
2.5 = 0.B66vac fac

4 4.62

fhe = —ermmenmen =

0.866 vac VAc

(6

Movimiento vertical -4
Para el movimiento AB
(vay)e =vas sen 30° = 0.5 vap (7
VB = ya + (vay)s tag -+ (11)g £as (8)
Sustituyendo ya= im, ys =0.23m,
£=-9.81m/s* y [as ecuaciones (3) y (7)
en la (8)

Despejando vz nos queda
v = 18.66 m¥/s

0.25 =1+ 0.5van (2.89/ vas }+(¥)(-9.81)(2.89/( vas ?

Porlotanto vas 18.66

vaz =4.32m/s

Para el movimiento AC
(vay)e =vacsen30°=05va: (9)
e =ya + (Vay)e tac+ (V2)g Pac  (10)
Sustituyendo ya= 1m, yc = 0.25m
£ =-9.81m/s* y las ecuaciones (6) y (9
en (10) tenemos
0.25 =025 + 0.5vAc {4.62/ vac)
+ (V)(-9.81H4.62/ vacy
Despejando v2asnos queda
Wac = 34.2 m%/s?, por lo tanto

vac A | 34.2 m?s?
vac=5.85 m/s

Sustituyendo vae en vae en (3) v (4)
respectivamente nos queda:
tap=12.89/432 =0.669s
tac = 4.62/5.85 =0.790 s

Tiempo enire lanzamicntos

t=tac - tae = 0.790 - 0.669

r=0.121s

16



L15- PCARACTERISTICAS CINEMATICAS DE PUNTOS QUE DESCRIBEN
MOVIMIENTOS RECTILINEOS CON ACELERACION VARIABLE.

Generalmente, la aceleracién de una particula se puede expresar como una funcién de una o mds
de las variables x, v v #. Para conocer la coordenada de posicién x 6 s en términos de  serd necesario

realizar dos integraciones sucesivas: ain cuando existen varios movimientos de este tipe, sélo se
considerarin los tres casos signientes:

a) a=f()
b) a=r{x)=f{s)
¢ a=f»

a) o =F(). Laaceleracion estien funcion del tiempo £

Podemos escribir a= % = adt = dv, después infegramos para encontrar v.
Idv= Iadt = v= Jadt+c
- ds _dx s .
Abora escribimos v= =z = Z = vdt = dx = ds, después integramos para encontrar x 0 §.

jds*—-— jvdt = g= fvdt;i-c

b) a =flx) =fi5). La aceleraci6n esta en funcién de la posicidn x 6 de s ¥ se nos pide encontrar
algo relacionado con velocidades o distancias recorridas usaremos las ecuaciones (1.1)

y{1.2)

ds . d .
De(l.1) dr=— ,sustituyendo en (1.2) tenemos, a = ¥ = vﬂ , después separando
v ds/v ds

variables ¢ integrando encontramos v 6 s.
»2
JVdv: fads = —= |adstc
2

¢} a =fv), La aceleracidn est en funcion de la velocidad v

L v . .
En este caso podemos eseribir a = 2 separar variables ¢ integrar para encontrar v,

!dv = Iadt = v= Iadr+c
e ds X .
Iuego escribimos v= R separamos variables e integramos para encontrar s.
i

!-ds= Ivdt = s=Ivdt+c

2 pfecanica Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand P. Beer. Cinemitica y Dindmica Bésicas para
Ingenierps. Jorge Solar Gonzilez. Pags. 480y 110,



1.16.-2'MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Ciertos movimientos se repiten de un modo regular y confiable como ejemplos tenemos el
latido de nuestro corazén, el ciclo de las estaciones debido al movimiento repetido de la tierra
alrededor del sol, el tipo mas fundamental de movimiento ritmico esti presente una y otra vez en el
mundo fisico. Es el Movimientoe Arménico Simple., Ejemplos de €1 son el movimiento de una masa
en ef extremo de un resorte, y el movimiento de un péndulo.

El movimiento arménico simple se define como “aquel en el cual Ia posicidn de un punto varia
& través del nempo, en forma de una funcién de un seno o de un cosenc”. Ademds como un cuerpo
cuya posicion tiene una dependencia senoidal con respecto al tiempo tiene también una aceleracion
con dependencia senoidal del tiempo; su aceleravién es proporcional a su posicion.

Veamos ahora una grifica sen 6 en funcidn de 6, y otra de cos 0 en funcién de 8 para describir
mejor 1a dindmica del movimiento armdnico simple.

DINAMICA DEL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

//\ // 6
2n - 0 U 2% 3U 4
cos B

AW A WA

FigI.8

sen §

Ambas funciones se repiten cuando el angulo & varfa 27 rad. Cuando © = 0, la funcion seno es
cero, mientras que la funcion coseno es +1. Como se ve en las figuras, las funciones son idénticas si
se desplaza el origen del eje § . Las curvas se desplazan en el eje horizontal, y en particular se
mueven entre las funciones seno y coseno.

Mngenjeria Mecanmca. Dinamica. R.C. Hibbeler. Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dinarnica. Ferdinand P.
Beer. Pdgs. 558 y 952.



MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Considérese un bloque que tienme una masa m y estd unido a un resorte de rigidez k. El
movimiento de vibracién ocurre cuando el blogue se libera desde una posicién x , de tal modo que
el resorte jala al bloque. Este, entonces, tendra una velocidad que hard que se mueva fuera de su
posicién de equilibrio cuando x = 0. Si suponemos que la superficie donde se desplaza el bloque es
lisa, la oscilacién contimia en forma indefinida.

X

kk——l
VA%

Y R i

SONNSN

Fig. L9 Posicion de equilibrio

Determinaremos la trayectoria de movimiento dependiente del tiempo del blogue por medio de
1z ecuacién del movimiento cuando el blogue se halla en Ia posicién desplazada x.

=

Ns

Fig.1.10 Diagrama de cuerpo libre

La fuerza elastica de restauracién F = kx se dirige siempre hacia la posicion de equilibrio, en
tanto gue la aceleracién a suponemos que actia en direccion del desplazamiento positivo. -Como

[~

I

| SY
o

1l

]

%

tenepnos ( del diagraima de cuerpo libre):



—* ZFE=ma. —kx = mi (1.16)

ordenando términos tenemos

i+ =0 aimn
dividiendo entre m nos queda
5&+-{c~x =0 (1.18)
n

La ecuacidn anterior es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. Escogiendo o
haciendo

) _k (1.19)
m
nos queda
F+pix=0 ( 1.20)

Ei movimiento definido per la ecuacion anterior se llama Movimiento Armdnice Simple,
Se caracteriza por ¢l hecho de que "Ia aceleracidn es proporcionad al desplazamiento y de
sentido opuesto”

La constante pP= i (1.21)

es conocida como frecuencia circular, v se expresa en rad/s .

Cada una de las finciones x: = sen g y % = cos pr satisfacen la ecuacidn del movimiento
arménico simple. Por lo tanto, estas ecuaciones son dos soluciones particulares de Ia ecuacion
diferencial. La solucidén general se obtiene multiplicando las dos soluciones particulares por
constantes arbitrarias A y B, y sumandolas. Es decir, para la posicidn tenemos:

x = Ax, + Bx, = Asenp? + Beospt (1.22)y

derivando respecto a t obtenemos sucesivamente la velocidad y la aceleracion:
v =X = Apcospt - Bpsenpt (1.23)
a=3%=—Ap’senpt ~ Bp*cospt (1.24)
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Ei valor de las constantes A y B depende de las condiciones iniciales del movimiento, por ejemplo,
tenemos que A =0 s la particula es desplazada desde su posicién de equilibrio y se sueltaenz =0,
En general si sustituimos 7= 0 ¥ X0, Vo encontramos que

A=— ¥ B=x.
p

La ecnacidn (1.22) se puede expresar iambién en términos de un movimiento senoidal simple,
es decir,

A=Ccosd (1.25)
B=Csen¢ (1.26)

donde C y ¢ son ahora las nuevas constantes por determinar en lugar de A y B, sustituyendo en la
ecuacion (1.22) tenemos

x=Ccos ¢ senpr+ C sen ¢ cos pi (1.27)
sustituyendo la igualdad trigonoméirica

sen (0 + & )=sen @ cosd + cosd send nos queda

x=Csen (pi + ) (1.28)

81 graficamos estr ecuacidn en un eje x contra pr obtenemos la sigutente figura:

I
—
T x=0C sen ( prt
C
l i bsen ¢
C \‘/ U

Un ci¢lo 2= p‘tJ
l
FigL.11 Periodo de tlempo(t)

El desplazamiento méximo del bloque desde su posicién de equilibrio se define como amplitud
de Ia vibracién. En la figura (L 11}, la ampfitud es C, lo mismo que en la ecuacidn (1.28). El dngulo
¢ se llama angulo de fase v nos representa la cantidad por a cual 1a curva es desplazada del origen
cuando ?=10. Las constantes C y ¢ se relacionan con A y B por medio de Ias ecuaciones (1.25) y
(1.26). Elevando al cuadrado y sumande estas dos ecuaciones tenemos que la amplitud es:



C=v 4+

(1.29)

dividiendo la ecuacion (1.26) entre Ia ecuacion {£.25) obtenemos el angulo de fase, ver ecuacién

(1.30).
B _ Csenp
A Ceosd
B
=tap 2=
¢ A

(1.30}

Observando de 1a figura (1.1 1)que cuando se completa un ciclo enun tiempe = 1,p =271 o

2
T= il =Periodo

este lapso se conoce como periodo, también lo podemos representar como

1:221‘-:\[E
k

(13D

(1.32)

La frecuencia f queda definida como el mimero de ciclos realizados en la unidad de tiempo,

que es ¢l reciproco dei periodo, es decir
1_r
/= 1 2m

(1.33)

(1.34)

La frecuencia se expresa en ciclos/s y se denomina como Hertz, 1 Hertz = 1 ciclo/s =22 rad/s

Propiedades del movimiento arménico simple:

Son las fres constantes independientes que pertenecen al m.a.s.
La amptitud C,

Lafase ¢,y

La constante p, ias que ya quedaron definidas.
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EJEMPLO RESUELTO L5
Cuando un peso de 20 libras es suspendido de un resorte, éste se estira una distancia de
4 pulgadas . Determine la frecuencia natural y el periodo de vibracién de un peso de 10
libras que se une al mismo resorte.

Wi
Wz
Solucion: F=W+ky
Primero necesitamos conocer la masa y transformar
los datos en forma congruente: D.CIT
Wi=mg=201b W

Wi=mog =101b

Estiramiento = 4 pulgadas = 0.333 pie
o = Wi/g =20 1b/ 32.2 pie/s* = 0.62 Ibs*pie = 0.62 slug
mz = Wa/g = 101b/ 32.2 pie/s* = 0.31 Ibs¥/pie = 0.31 slug

-ﬂ, IFy =ma -W-ky+W=my
my+ky =0 (1) k
§+py=0— p'= por lo tanto K serd positiva
m
- my (0.621 Tbs¥pie)(32.2 pie/s?)
despejando k de la ecuacién (I) k= = = 60 lb/pie
-y ~(0.333 pie)

K 60 Ib/pie
p= e = - =13.91 rad/s
me 0.311bs*/pie
p= 1391 rad/s
t=2n/p=2n/1391rad/s =0.4525 l Periodo de vibracidn

f=1 = 104525 =2.21(1/s)=2.21 Hz] Frecuencia natural
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117.- MOVIMIENTQ CURVILINEO DE UN PUNTO REFERIDO A SISTEMAS:

1.17.1.- CARTESIANOS

1.17.2.- INTRINSECOS (NORMAL Y TANGENCIAL)
L17.3.- POLARESY

1.17.4.- CILINDRICOS.

L17.1.- "MOVIMIENTO CURVILINEQ EN UN SISTEMA CARTESIANO.

Algunas veces, nos es posible describir de mejor manera ¢f moyimiento de una particula sobre

una trayéctoria si empleamos un marco de referencia fijo x, 1y =

POSICION - Considerando que en un instante determinado la particula P se focaliza en un
punto (x.y.z} de la trayectoria curva s. figura (1.12). entonces su ubjcacion queda definida por e
vector d¢ posicion

r=xi+yj+ zk (1.3)

Z

X

Fig. L12 Poswicidn
donde ias coordenadas x,).- son funciones de £, es decir.
x=x(). y= p(t). 2= z(t) de modo que r=r(s)

De esta manera la magmtud de r que es siempre pesitina se define por

ey Xyt e 2t (1.35)

3 la direccion de r sc especifica por medio de las coniponentes del vector unitario u, =r/r .

* Ingenieria Mecénica Dindmica. R C Hibbeler. Pég, 32
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VELOCIDAD

Derivando r obtendremos la velocidad v de la particula.
v =dr/dr= d(x 1)/dt + d(y j)idt + d(z k)/dt
La derivada de la componente xi serd

d(xi)/dt = d xildr + xdi) dt
d(xiydt=wi + 0

El segundo término de la derecha es cero ya que el marco de referencia es fijo y la direccion y
magnitud de i no se modifican con el tiempo.

Procediendo de la misma manera obtenemos las derivadas de las componentes yj y zk, por lo
tanto el resultado final es

v=dridt=vi + Vyj + vk (14)

Donde v, =X
v =y
v, =2

Donde i,7.2 representan las derivadas de primer grado de las ecuaciones paramétricas x = x(f),
v =3(1), = = z(t) respectivamente.

La magnitud de la velocidad quedard definida como ¢l valor de

v= vl 4y} (1.36)

v una direccién que se especifica por las componentes del vector unitario u, =v/v. Esta
direccidn es siempre tangente a la trayectoria. como se ilustra en la figura (1.13)

25



P

I

v=ri+yjrvk
/ Y ’

x
Fig.1.13 Velocidad

ACELERACION

Al derivar dos veces el vector de posicién r obtenemos la aceleracion

a=dr/idi=dvidt=aitajtrak (1.5)

La aceleracion tiene una magnitud definida por el valor de

a= .]aﬁ+a‘3+af (1.37)

vy una direccion especificada por las componentes del « vctor unitario u, =a/a .

Como la aceleracion representa ta razén de cambio de fa velocidad en general a no serd
tangente a la trayectoria que recorre ia particula, este se ilustra en la figura (1.14)

Z

P
)
a=ai+af+ak
/ v

X

Fig. L.14 Aceleracién

Debido a que ¢l movimiento rectilineo se desamrelia u l2 large de cada gje, nos es posible
determinar una descripcion del movimiento de cada componente wtilizando v = dix i)/dr + dy j)dr
~ dz K¥d v a=di(x )dir + g4y e+ dz KfdE  una ez determinadas las componentes x,y,=,

-

de v v a ,las magnitudes de estos vectores se calculan en base al teorema de Pitdgoras y las

direcciones de sus componentes, a partir de [os vectores unilarios respectivos.



EJEMPLO RESUELTO L6

Una particula se mueve sobre la trayectoria r = {87 7i +( + # + 5)j} m, donde ¢ se expresa en
segundos, Determinar las magnitudes de a velocidad y la aceleracion de la particula cuando
t = 3s. Asimnismo, determine la ecuacién y = f(x) de la irayectoria.

Solucion: * Determinacion de Ia ecunacidon
Cileulo de la velocidad y=F{x}
ar d {83+ (1 °+ 5)j} * De laecuacién de la trayectoria
v = = = 160+3¢7% tenemos que:
dr dr
y=t+5 1)
Conr=3s
x=8f2 2)

v=16(3)i+ 3(3)j =48i+27j
despejando £ de (2) nos gueda:

Cilenlo de 1a magnitud de Iz velocidad Q %
x
L=
y= \’ Vit vy =\l-(48)2 + (277 8
. sustityendo en (1)
v =55.07 m/s
1/2 3
. x
Cilculo de Ia aceleracién o= +5
: 8
dav d(168+3£]))
a= = = 16i + 67
dr dt
32
conf=3s y=flx)=(x8) +5

a= 16i+6(3)j = 161 + 18]

Cilculo de la magnitud de la aceleracién

a= \I axtay = \JHG)""US)Z

7 =24.08m/s?
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EJEMPLO RESUELTO L7

Una particula viaja sobre una curva de A a B en 2s. Le toma 4s pasar de B a C y 3s més
llegar de C a D. Determine su velocidad media cuando vade A a D.

¥

4
m

Solucidn:
Distancias:
AB= 10m
BC= 153m
CD= 5m
Z = 30m

Tiempos de recorrido

tas =25
tec =4s
tcp =3s
=09

Cileulo de: Velocidad media en Ia direccidn x, y en ia direccién y .

Arx 30 Ary 15
¥ mediax = mem——n = ———— = 3 33} s V media y ™ mmmmmae = e = 167j
Atx 9 Aly 9
por lo tanto ¥ mede D= 3.331 + 1.67]
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117.2.-PMOVIMIENTG CURVILINEO DE UN PUNTO EN UN SISTEMA INTRINSECO.
(NORMAL Y TANGENCIAL)

Cuando se conoce la trayectoria de una particula en su movimiento, es conveniente muchas
veces describirla por medio de las coordenadas » v 7 que actiian en forma normal vy tangencial con
relacion a la trayectoria, respectivamente, y en el instante en gue se considera su origen estd
ubicade en Ia particula.

MOVIMIENTO EN EL PLANO
Consideremos la particula P en la figura (I.13) moviéndose en un plano describiendo una curva

fija, de tal forma que en un momento dado se ubica en lz posicion s , determinada a partir del punto
0. Ahora consideraremos un sistema de coordenadas con origen en un punto fijo enlacurva, y

FigI.15 Posicion

en ¢l instante considerado este origen ceincide con la ubicacion de 1a particula. El eje ¢ es tangente
a la curva en Py es positivo en la direccién en que aumenta s. Designaremos esta direccién positiva
con el vector unitario w. .La opeidn, dnica para el eje normal se da al considerar el hecho de que ,
teniendo en cuenta ¢l punto de vista geométrico, ia curva ¢s construida a partir de segtentos de
arcos diferenciales ds.

Podemos observar en la figura (1.16) que cada segmento ds se forma a partir del arco de wn
circulo asociado con un radio de curvatura  p (rho} y un centre de curvatura 0°. El eje normal # es
perpendicular al eje £y se dirige de P hacia el centro de curvatura 07, esto se ilustra en la figura

(1.15).

Figl.16 Radic de curvatura

® Ingemeria Mecanica. Dindmica, R.C. Hibbeler, Pag 47.
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La direccibn positiva, que slempre esta en el lado céncavo de 1a curva, se designa por el vector
unitario u, . Este planc que contiene los ejes »# y ¢ recibe el nombre de planc osculatorio o de

ascylacion,
VELOCIDAD

Ya que la particula se encuentra en movimiento, s es una funcidn del tiempo. La velocidad v,
come ya se indicé anteriormente , tiene una direccidn que siempre es tangente a la wayectoria,
ilustrado en Ia figura (1.17), y una magnitud determinada por la derivada respecto al tiempo de la
funcion de travectoria s = s(¢) de tal manera que

ds
== 11
v=— {1.H
entonces v =yu, (1.38)
donde v=4$ (1.39)
o
Pl ip

Fig.1.17 Velocidad

ACELERACION

La aceleracion de la particula es la razon de cambio de la velocidad, es decir.

a=v=vyu +vuy, (1.40)

para calcular #, , se abserva que, a medida que la particula se mueve a lo largo del arco ds en el
tiempo A, w mantiene su magnited unitaria; pero, sin embargo. cambia de direccidn, de modo que
se convierte en u|, como se ve en la figura (1.18).
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FigI.18

Comeo observamos en Ia figura (1.19), se requiere que u”: = w. + du. ,en este caso, du: esid

do u’
i‘; dum
Fig. L.19
comprendida entre fas puntas de flecha de my u* , que se encuentran en un arco infinitesimal de
radio w= 1 . Por lo tanto, du: tiene una magnitud de dw= (1) d0, y su direccidn estd definida por mn
vector unitario w. . De tal manera, du: = d0u., y por lo tanto la derivada con respecto al tiempo es
a, =6u,

Y viendo Ia figura (1.18) ds= pd0, entonces

b= ¥ por lo tanto

sustitityendo en la ecuacidn de Ia aceleracion tenemos;

a=agu +tagu, {1.41)




donde

dv
a,=v=v— 1.42
=V s ( )]
o2
¥ a,=— (1.43)
p

estas dos componentes se muestran en la figura (1.20) donde se observa que, por definicidn, son
perpendiculares entre si, y su magnitud es:

a=1.‘a(2+af (1.44)

at
Fig.1.20 Aceleracion

Resumiendo:
1) Cuando una particula se mueve a lo largo de una linea tecta, p — 2 y con base en la
ecuacién de a. , tenemos que a~ 0. De este modo se concluye que "la componente tangencial de la
aceleracion representa la razon de cambio de la magnitud de la velocidad.™
2) Cuando la particula se desplaza sobre una curva con velocidad constante, tenemos que
a=v0y a = v/p . Entonces, tenemos que, "la componente normal de la aceleracidn representa
la razén de cambic en la direccion de la velocidad." Come esta componente de la aceleracion
siempre actia hacia el centro de curvatura, algunas veces se le conoce como dceleracidn
centripeta.
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MOVIMIENTO EN EL ESPACIO

Las relaciones anteriores también se satisfacen en el caso de una particula que se mueve a lo
largo de una curva en el espacio, ver figura (I.21),entonces en un momento determinado el eje 7 se

b

Plano osculador

Fig.12]

especifica en forma tnica; sin embargo, nos es posible trazar un nimero infinito de lineas rectas
perpendiculares al eje tangente en P. De la misma forma que en el movimiento en cl plano, se elige
el eje positivo  que se dirige de P hacia el centro de curvatura (" de Ia trayectoria. Dicho gje es
conocide como normal principal a la curva en P. Ya con los ejes » y £ definidos de dicha manera, es
posible utilizar las ecuaciones anteriores para determinar vy a .

Ya que u:-y u- son siempre perpendiculares emtre si y s encuentran em el plano

osculador para el movimiento en tres dimensiones un tercer vector unitario, ., define un eje
adicional Hamado eje binormal & que es perpendicular a u: ¥ w. . Entonces ws = X v define a la
binormal en P. El sistema de referencia formado por los tres vectores anteriores recibe el nombre
de sistemna intrinseco®.
Concluimos gue la aceleracitn de Ia particula en P puede descomponerse en dos componentes, una
a lo largo de la tangente y otra a lo largo de la normal principal en P. La aceleracion no tiene
componente a lo largo de Ia binormal. Debemos recordar que w. siempre se localiza en el lado
cdneavo de la curva.

*Cinemdtica y Dindmica Bésicas para ingenieros, Joi ge Solar Gonzilez, Pag. 127.




EJEMIPLO RESUELTO L8

Un automdvil recotre una pista circular cuyo radio es de 50 m. Si lo hace con una rapidez
de 16 m/s y ésta se incrementa de manera uniforme en 8§ m/s?, determine la magnitud de
st aceleracién en ese instante.

v=16 m/s
=8 m/s?
r=p=50m
Solucion:
Sistema de coordenadas
En este caso €l origen de los €jes ¢ y 7 coincide con ¢l automovil en el instante considerado

El eje positivo » se dirige hacia el centro del eirculo » ¢l eje # esti en la direccién del movi-
miento. Este sistema de coordenadas fue seleccionad: porque conocemos 1a trayectoria.

Calenlo de Ia aceleracion

La magnitud de la aceleracién esta dada por
_ [ =
a=aja; +a;
conocemos &= § m/s? , para conocer a» haremos uso de

=£i_(16m/’s)2 _s

a, 12 m/s?
) S0m

por lo tanto tenemos

a=qal +a <~ (8P +(5.127

a=9.5m/§ magaitud de la aceleracion




MOVIMIENTO CURVILINEQO DE UN PUNTO EN SISTEMAS CILINDRICOS Y
POLARES

Debido a Ia geometria del problema, algunas veces €5 conveniente expresar la trayectoria del
movimiento de una particula en términos de coordenadas cilindricas, .8 y z. Si el movimiento se
limita al plano, se emplea la versién bidimensional de coordenadas cilindricas, ¢s decir, se usan las
coordenadag polares, »y €.

L17.3.- “COORDENADAS POLARES (COORDENADAS EN EL PLANO)

Podemos especificar la posicion de la particula P que se ilustra en la figura (1.22), utilizando la
coordenada radial r, }a cual se extiende hacia afuera, desde ¢l origen fijo 0 a la particula, y una
coordenada transversal 0, que es el dngulo medido en sentido contrario a las manecillas del reloj
entre una linea fija de referencia vy el eje #.El dngulo se mide en grados o radianes, (1 rad = 180%n).

us

Figl.22 Posicion

Las direcciones de las coordenadas r v 8 quedan definidas mediante los vectores unitarios w: v
us , Tespectivamente. Dichas direcciones son perpendiculares entre si. Aqui, ur o la direccion
radial + », va desde P a lo largo de la direccién en que aumenta r, y 0 se mantiene fijo; y ms 0+ 0,
va desde P en una direccidn cuando 7 se mantiene fijo y 0 se incrementa.

POSICION

La posicion de la particula ilustrada en Ja figura (1.22), en el instante dado, queda definida
por el vector de posicién

(1.45)

* Ingenieria Mecénica. Dinimica. K.C. Hibbeler. Pég. 57.



VELOCIDAD

Para obtener la velocidad instantanea v de la particula P, derivamos Ja ecuacidn {1.45} con
respecto al tiempo; usando puntos para indicar la derivacién obtenemos

v=r=d(ru)/df=ra +ra, (1.46)

Al evaluar n, , se observa gue - cambia sdlo de direccién sespecto al tiempo, ya gue por

definicion la magnitud de este vector es siempre 1. Es decir, durante el tiempo Az, un cambio en
Ar no provocard un cambio en la direccién de ur ; sin embargo, un cambio en AD hard que ur se
conviertaen u:” , donde u’r=wur + Awy, ver figura (1.23)

us
o
Aus

AP wr

Fig. 123

Entonces, €l cambio en ¢l tiempo en ur es Au: . Como el dngulo es pequeiio tenemos que la
magnitud de este vector es Aur= 1{AB) v actia en la direccion de us . Entonces, A= 1(AB), y por
lo tanto,

w, = Ou, (1.47)

Sustituyendo este resuitado en [a ecuacion de Ia velocidad nos queda:

V=91, + U (1.48)
| alg

v, =7 y vy =10 (1.49)

donde

En la figura (L.24) se ilustran las componentes radial y angular de la velocidad, en ella se observa
que la componente radial v es una medida det aumento o reduccion en la longitud de la coordenada
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Fig.L.24 Velocidad

radial, es decir, 7, en tanto que a la componente transversal vo s posible interpretaria como la
rapidez de movimiento a lo Jargo de un circulo de radio ». Al término 8 =B/ dtse le lama
velocidad angular, ya que nos proporciona una medida de la razén de cambio del angufo 8. Ya que
¥ vy v son perpendiculares entre sf, la magnitud de la velocidad, o rapidez, la obtenemos de

v= (7 + () (1.50)

v la direccién de ia velocidad v es, como ya hemos viste en casos anteriores, tangente a la
trayectoria en P. :

ACELERACION

La aceleracion de la particula la obtenemos derivande la ecuacién de Ia velocidad con
respecto al tiempo:

a=v=%(v,u,+v9ue)==r"u,+r'-i:,+f~éua+réue+réﬁa (1.51)

En este caso o conocemos i1, , por 1o que es necesario evaluar (78u,)y, para hacerlo, sélo

se necesita encontrar el cambio en la direccién de we, ya que por definicidn , la magnitud es igual a
1. Durante el tiempo At, el cambio Ar no cambia fa direccion de ue pero el cambio A haré que 1o
se convierta en uj , donde wuj = wy+Au, , esto se ilustra en la figura (125). El cambio en el

tiempo en us es, por lo tanto, Aue .

Figl2s
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Para 4ngulos pequefios, este vector tiene una magnitud — Au o= I{ AB) y actia en direccién -ur
entonces, Ame = - ABu: , por lo que,

g = lim ——A;B =-(1i i—e)w
At 50 At_,()

y como ya se habia obtenido anteriormente 1, = fu, ; sustituyendo estas igualdades en fa ecuacién

de la aceleracion nos queda

L 2= atie + astio ] (1.53)
a=(7=rdMu, + (0 + 2/, (1.54)
donde
a, ={#—ré?)
(1.55)
a, = (¥0 + 270}

En particular el término 8 = d?/ dr* recibe el nombre de aceleracion angular, ya que mide el
cambi¢ realizado en la razén de cambio de 8 durante un instante en ef tiempo. Las unidades de 1a
aceferacidn angular son rad/s®

Como e vy a+ son siempre perpendiculares entre si, la magnitud de 1a aceleracién se obtiene de

@ = (7 - r8?) + (0 + 270)? (1.56)

la direccién se determina a partir de la suma vectorial de sus dos componentes. Debemos
considerar que Ia aceleracion a no es tangente a la trayectoria, Esto se ilustra en la s figura (1.26).
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De los resultados obtenidos es evidente que:

a) ar no es igual a la derivada con respecto al tiempo de v,
b) e no es igual a la derivada con respecto al tiempo de ve.

Cuando una particula se desplaza en wn circulo de centro 0, » = constante v #=#=0,
entonces las férmulas de la velocidad y la aceleracién nos quedan de la siguiente manera:

a=—rd%u, + rbu, (1.58)

1.17.4.- *COORDENADAS CILINDRICAS

Algunas ocasiones, la posicion en el espacio de una particula P se define por sus coordenadas
cilindricas r, 8 v 2, esto se ilustra en la fignra (127}

. Z L} F

Figl.27

Es evidente que la coordenada z es idéntica a la empleada con coordenadas rectangulares y
como el vector unitario que nos define la direccién uz , es constante, la derivada respecto al tiempo
es cero por lo que podemos describir la posicidn, velocidad y aceleracion de la particulz en
términos de sus coerdenadas cilindricas de la signiente manera:

Posicion, I, =ru, + 70, (1.59)
Velocidad. v =ru, +rdug + 2u. {1.60)
Aceleracion. a=(F—r0Mu, + (9 + 2700, +2u_ (L61)

% Ingenieria Mecanica. Dindmica. R.C. Hibbeler. Pag. 60,
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DEFINICIONES DE:
L.18) Pasicién
L.19) Desplazamiento
1.28) Velocidad
L21) Rapidez
1.22) Aceleracién y
1.23) Acelerante angulares

LI8 r=rm,

L19) Ar=r"-r= Desplazamiento ( Se calcula por medio de una resta
vectorial).

L20) '=$‘:§ =Velocidad angular

L21)  v=y(P+(8)  =Rapidez o magnitud de Ia velocidad

donde #=v, = medida del aumento o disminucién en la
longitud
de la coordenada radial , y

9 =v, =rapidez de movimiento a lo largo de un circulo de
radio ».

5 d*0 iy
122y o =_dr— = Aceleracion angular

123) a, =F-1? =acelerante o magnitud en la direccidn radial , vy

a, = 8+ 2/ =acelerante o magnitud en la direccién transversal.

a=f(F-r" +(+B+ 278)* = Acelerante angular

Nuevamente , es importante hacer notar que ar no es la derivada respecto al tiempo de v ¥
tampoco as es igual a la derivada respecto al tiempo de vo .

Nota: Para la deduccidn de las ecuaciones anteriores ver el capitule de coordenadas cilindricas y
polares.
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EJEMPLO RESUELTO L9
31 Ia posicidn de una particula se describe por medio de las coordenadas polares
r={2sen28) m y 6 =47 rad, donde ¢ se expresa ¢n segundos, determine las compo-
nentes radial y transversal de Ia velocidad y la aceleracion de Ia particula cuando = 1 s.

Solucion:

Posicion:
coordenada radial »= (2 sen28)m (1)
coordenada transversal 8= (4z)rad (2}
Derivando (2) dos veces tenemos:

6=4 3

8=0 &

Cileulo de las velocidades Célculo de 1as aceleraciones

Derivando (1) tenemos . a, =#—rH? (9

( con la regla de la cadena) )
ay =r0+278 (10

v=F=2co0s26(20)
Derivando (5) tenemos

F=w = 46 cos 20 )
Sustituvendo = 1s en (2) . #=-807 sen 20 + 4 cos 20 {11)
0= 4rad (6) . Sustituyendo (2),(3) y {4) en (11} y realizando
:  operaciones nos queda
Sustituyendo (3) v (6) en {3)

¥ =-126.63 m/s* (12
w=44)cos2(4)=16cos 8

vr = -2.33 m/fs

ve =76 M

Sustituyendo, ahora, (1), (3) ¥ (12} en (9)

ar=- 158 m/s?

Para ¢j célcuio de as debemos sustituir (1), (3)
Sustilmyendo (3} y (6) en (1) ‘ (4) y(5) en (10}, por lo tanto, tenemos:
r=2sen2(4)=2sen 8§ . @ =0+ 20 =2(-2.33)4)

F=1978m ®) a =- 18.6 m/s?]
Sustituyendo (3) v (R en (7)

vo =(1.978)(4)="7.91 m/s




1.24.- “RELACION DE POISSON

Consideremos una barra comoe lz mostrada en la figura (1.28) sometida a la carga axial T. En
condiciones sin carga la longitud de la barra es L y el didmetro es D.El &rea de seccion transversal

Dy — T/A

o
T
Fig.].28 Barra en deformacién axial

de la barra es A. Si aplicamos una carga tal que e} esfuerzo no exceda el limite eldstico del
material, la deformacidn axial estd dada por

c = S (1.62)

donde o. ¢s el esfuerzo axial y E el médulo de elasticidad del material o médulo de Young. La
relacion

Ea = e (1.63)

¥ Métodos Experimentales para Ingenieros. Jack P. Holman. Reststencia de Materiales, William A, Nash,
Pags. 417 y 6. La tabla de la pag. 43 se elabor¢ con datos del libro. Disefio de Etementos de Maquina Virgil
Moring Faires. Pdg. 728.



define a la deformacién unilaria axial €., es decir, es la deformacion axial por unidad de longitud,
resultante de la deformacidn en la direccidn axial. Es una deformacion correspondiente en el drea de
la seccion transversal de la barra. El cambio del 4rea lo evidencia el cambic de didmetro o el
cambio de la dimension transversal. La razdén de la deformacién unitaria en la direccién axial se
define como Relacion de Poisson y debe determinarse en forma experimental para diversos
materiales.

- €1 - dD/D
U= erm—re = e Relacion de Poisson (1.64)
Ca dL/L

La relacién de Poisson se representa por la letra griega u.

Un valor tipico de 1a relacién de Poisson para muchos materiales es 0.3, para la mayoria de los
metales estd entre 0.25 y 0.35 | a2 confinuacion se da una pequefia lista de materiales y su
correspondiente coeficiente de Poisson:

MATERIAL COEFICIENTE DE POISSON p

Aleacién de aluminio 033

Aleacion de magnesio 0.35

Hierro gris 0.211

Hierro maleable 0.265

Hierro nodular 0.16

Acero moldeado 0.27

Acero forjado 0.3




EJEMPLO RESUELTO 1.10

Una barra de acero cuadrada de 5 e de lado y un metro de longitud esta sometida a una
fuerza de traccidn axial de 32 000 kg. Determine la disminucién de la dimensidn lateral
debida a esta carga. Considerar:

E=2.1x 16° kg'em?

n =03
La traccion es axial, por lo cual la tension en ia direccion de 1a misiha estd dada por
P 32000kg
O = e F e = 1280 kg/om?
A 25 cm?
a
La ley de Hooke para las cargas uniaxiales es E =
S
o
La deformacidn < en la direccién de la carga es. por lo tanto, € = ———o
E
1280 kg/ cm?
= = 0.00061

2 100 0000 kg/cm?

Larelacion entre las deformaciones lateral y axial se {lama relacién de Poisson, es deeir,

deformacidn lateral

deformacién axizal
Encontrames la deformacién axial € = 0.00061, emonces la deformacién lateral serd
ex p = deformacion lateral = 0.00061 x 0.3 =0.000183

Ya que fa deformacion lateral unitaria es 0.000183. la variacién en una longitud de Scm
es de 0.000915 cm. que representa la disteinucidn de ta dimensidn lateral de 1a barra,

Nota: La definicion de relacion de Poisson, como cociente entre dos deformaciones,
presupene que solo actia en el elemento una carga uniaxial.




L1.25.- *DETERMINACION DE LAS CARACTERISTICAS CINEMATICAS DE UNA
RECTA EN MOVIMIENTO:

a) Para el caso general
b} Para casos particulares

a) Caracteristicas cinemdticas de una recta en movimiento para el caso general.

Sea un segmento de recta AB al que podemos imaginar como un vector de postcion , a partir de un
punto de referencia A , hacia cualquier ofro punto B , o como una sucesion de particulas de wn
cuerpo rigido a lo largo de Ia recta AB. Ahora supongamos que el segmento se mueve en el
espacio desde AB hasta A'B’ durante un intervalo de tiempo At , ver figura (1.29). Este movimiento

B’

AB
AZ B:

Fig129

se puede considerar en dos etapas: la traslacién de AB a A'Bi y la rotacién a la posicién final
A'B’, en nn plano formado por B'’A'Bi. Consideremos a A8 como el angulo descrito por el
segmento de recta durante el intervalo de tiempo At, siendo AQ un 4ngulo infinitesimal.

Sea ahora el caso simple en el que un segmento de recta AB , con el punto A fijo, se nueve en
un plano. Durante el intervalo de tiempo At , el segmento de recta se mueve desde AB hasta AB’
describiendo un dngulo A9 , ver figura (1.30). Podemos considerar a AB y AB” como vectores de
posicién con respecio a A, cuando una particala se mueve desde B hasta B”, ver figura (L31). De
¢sta, observamos que el vector de posicién gira desde AB hasta AB” describiendo un angulo A9
durante el intervalo At. Estos dos casos sitnples corresponden a la rotacién ilustrada en la figura

(1.29).
B B’
A

Fig.1.30 Fig131

*Mecénica para Ingenieros. Dinamica. T.C. Huzng Pag. 396.
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Los desplazamientos angulares infinitesimales son cantidades vectoriales , por lo tanto , definimos
a A8 como el desplazamiento angular del segmento de recta AB durante el intervalo de tiempo At
es decir , como una cantidad vectorial con magnitud , direceidn y sentido , de Ia manera siguiente

Magnitud = AB

Direccion = Perpendicular al plano que contiene o A’B1y A'B” enla figura (129) 02 ABy
AB’en las figuras (1.30) y (1.31).

Sentido = Al del avance del eje de un tirabuzdn de rosca derecha o de acuerdo a la regla de
la mano derecha.

También se define:

Velocidad angular media = ﬁ%

Velocidad angular instantinea = @ = lim a0 _ &M

2 D
At dt
AP 0
A®
Aceleracitn angular media = a7
¢
de d? .
Aceleracion angular instantinea = o = i 22 _do _dTo i
At 4t dt2
A 50

En palabras podemos expresar, la veloeidad angular es la rapidez de variacitn de cambio del

desplazamiento angular , y Ja aceleracion angular es la rapidez de variacién de cambic de la
velocidad angular , donde ambas son cantidades vectonales.

b} Caracteristicas cinemdticas de una recta en movimiento para casos particulares

Uno de los casos de este tipo de movimiente ¢s cuando la particula deseribe un movimiento
circular , es decir , el radio de la particitla o distancia de ¢ a P es constante
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126.- MOVIMIENTOS CIRCULARES: determinacién de las relaciones entre las
caracteristicas cinemdticas de los puntos que los realizan , v las de las rectas que unen a dichos
puntos con ¢l centro del circulo correspondiente.,

Este es ¢l caso del movimiento de una particula en un circulo con centro en 0 , por lo tanto ,
tenemos que:

7 = constante
=19
F=0

¥ las ecuaciones, por lo tanto , son las ya deducidas en coordenadas polares, es decir

v =1Bu, (1.57)

a=-r0%uy +riu, (1.58)
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EJEMPLO RESUELTO L11
Un camidn recorre una pista circular, cuyo radio es de » = 60 m, con una rapidez constante
v =20 m/s.
Determine el ritmo de rotacién angular 0 de la linea radial r y la magnitud de la aceleracién
del camidn. SR

Solucidn:
Datos:
r = 60 m = constante
v =20 m/s = constante
Ya que es necesario conocer las derivadas de primero y segundo orden tenemos:

F=F =0 1)
Cilculo de las velocidades
v=rF =0 (2)
vo = b=20m's 3)

Despejando 8 de (3) tenemos
20 m/s

f=——— =03333rad/s
60 m

Cilculo de las aceleraciones
, =F—r? =0—r0% =60 m (0.333 rad’s)

ar=-6.67 m/s*

a =70+2/M0 =0 (porqued=0 y r7=r=0)

Por lo tanto la magnitud de Ia velocidad sera:

a=yai+al = J(-667) -0

a = 6.67 nVs®
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TEMA IL- " MOVIMIENTO RELATIVO "

OBJETIVO: Describir las caracteristicas cinemdticas absolutas y relativas de un punto y
aplicarlas en la resolucion de problemas de movimientos de puntos relacionados entre si.

IL.1.- POSICION
Sean dos particulas , A y B, moviéndose a lo largo de la misma linea recta” ,figura (IL.1). Si las

A B
( *x
{ X, ? l XBia ?
Xg ¥

FigJL.1 Posicidn

coordenadas de posicion x, ¥ x; son medidas desde el mismo origen, la diferencia x3-x, define a
la coordenada de posicicn relativa de B respecto de A 'y se designa por xg,, - Por lo tanto
escribimos

$i xsa es positivo significa que B esti ubicado a la derecha de A, independientemente de 2
posicién de A y de B con respecto al origen.

11.2.- VELOCIDAD

La derivada con respecto al tiempo o rapidez de cambio de xg,, nos representa la velocidad
relativa de B respecto de A 'y se designa por vg,, . Derivando la ecuacidn (2.1) , nos queda

Veia = Y~ Va o Vg = Va4 + Vs (2.2)

IL3.- ACELERACION

Si vy, es positivo significa que desde A se observa que B se mueve en direccidn positiva; si
vy, €S negativo significa que se le ve moverse en la direccion negativa.

La rapidez de cambio de vy, es conocida como la aceleracion relativa de B con respecto de A
y s representada por ag,, . Derivando la ecuacién (2.2), nos queda

Qs = Gp —Q, o Gy = dy + Qg4 (2.3}

* Para el movimiento en linea recta. La informacion se tomé del libro: Mecanica Vectorial para Ingenieros.
Dindmica. Ferdiaend P. Beer. Pag. 48%.
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 Movimiento relativo a un sistema de referencia en traslacién.

En los casos anteriores se ha utilizado un solo sistema de referencia para describir el
movimiento de una particula, Ahora se analizaran sitvaciones en las que es conveniente utilizar
simultineamente varios sistemas de referencia. Si uno de ellos estd unido a la tierra lo llamaremos
sistema de referencia fijo y a los otros ios llamaremos sistemas de referencia en movimiento, pero
debemos entender que la seleccion de un sistema de referencia fijo es arbitraria. .

Consideremos dos particulas A y B que se mueven en el espacio, ver figura (IL.2); sus
posiciones en cualquier instante respecto al sistema de referencia fijo 0x= quedan definidas por
los vectores ra y rs . Ahora consideremos un sistema de ejes x ',y ',z centrado en A y paralelo a los
gjes x,y,z. Mientras el origen de estos ejes se mueve, su orientacion sigue siendo la misma; es
decir, el sistema de referencia

FigIL2 Posicion

Ax’y’z” esta en traslacion respecto de Oxyz. El vector ry,, que unea A y a B define la posicidn de
B relativa a sistemna en movimiento Axpz”, es decir, Iz posicién de B relativa a A. De la figura
(IL.2) vemos que el vector de pesicidn r de la pacticula B es la suma del vector de posicién r ,

de la particula A y del vector de posicién ry,, de B relativa a A, es decir:

* Mecanica Vectorial para Ingenjeros. Dindmica. Ferdinand P. Beer. Pég. 509.

50



POSICION

De 1a figura (I1.2) se observa que:
Posicién absolutade A=r

Posicidn absolutade B=y¢ 4.

Las posiciones absolutas de las particulas A y B se determinan a partir del origen comtr { del
marce de referencia xyz.

Posicion relativa de B conrespectoa A=ry,, .
Se determina a partir del origen A del sistema de referencia en movimiento xy z”.
VELOCIDAD

Derivando la ecuacion de la posicion con respecto al tiempo, es deeir,

dr 4r
el Y T

las cuales nos representan velocidades absolutas porque estdn referidas al marco de referencia
fijo; en tanto que

— drg;,
Yam dr

nos representa la velocidad de B con respecto de A ya que estd referida a partir del marco de
referencia en traslacidn; debido a que los ejes x'y'z’, se trasladan, es importante observar que, las
componentes de r z,, no cambiardn de direccidn y por lo tanto fa derivada con respecto al tiempo

de este vector solo nos representa el cambio en la magnitud del mismo, por tante, tenemos

r"s = VAt VBA (2.3
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Ve

Ya

FigIl.3

La ecuacion anterior establece que la velocidad de B es igual a la velocidad de A mds la velocidad
de B con 1especte de A , vectorialmente, tas cuales son medidas por ua observador en movimiento

fijo en el marco de referencia x vz,

ACELERACION

Derrvando la ecuacion de la velocidad con respecto al tiempo obtenemos una relacién

vectorial similar entre las aceleraciones absolutas v relativa de las particulas A y B.

ag = A, ag,

(2.6)

Aqui. ay, es la aceleracién de B de acuerdo a como la percibe un observador que esta
ubicado en A y que se traslada con el marco de referencia x'v’z". La figura(ll.4) nos muestra lo

anterior.

Ap/s

A,

Fig.(I1.4)
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114.- ¥ VELOCIDAD Y ACELERACION DE ARRASTRE

A manera de introduccion:

Si un cuerpo s6lido se desplaza en un fluido , por ejemple , un avion en et aire , da origen a
unas fuerzas que no se dan cuando una nave espacial se desplaza en el vacio. La resultante de
estas fuerzas en la direccion del movimiento es el arrastre o resistencia. El origen de estas fuerzas
es la viscosidad. .

Por ¢l principio de accién y reaccion el cuerpo ejerce sobre el fluido una fuerza igual y de
sentido contrario a la que el finido ejerce sobre el cuerpo. Es decir , ef fenémeno de la resistencia
que un sélido experimenta al moverse ent un fleido ¢s fundamentalmente igual al de la resistencia
que un fluide experimenta al moverse ¢n el interior de un sélido , conmo una tuberia.

En estos casos , es decir , cuando un objeto se mueve a través de un liquida o en el aire , el
medio ejerce una fuerza resistiva sobre el objeto. Generalmente se encuentra que la magnitud de la
fuerza de rozamiento aumenta al aumentar la velocidad.

Estudiaremos dos casos . En el primero se supondra que la fuerza de rozamiento es proporcional
a la velocidad. Los objetos que experimentan este tipe de fuerzas son los que caen a través de un
fluido v los muy pequeiios , como las particutas de polve que se mueven en el aire. En ¢l segundo ,
analizaremos situaciones en las que se supone que la fuerza de rozamiento es proporcional al
cuadrado de fa rapidez del objete. Los objetos grandes , como un paracaidists que se mueve en el
aire en caida lbre en presencia de la gravedad, experimentan una fuerza de este tipo.

Fuerza de resistencia proporcional a la velocidad

Cuando un objeto se mueve con baja rapidez a través de un medio viscose, experimenta una
fuerza de resistencia que es proporcional a la velocidad del objeto. Supéngase que la fuerza de
rozamiento R
tiene la forma

R=-bv 2.7

donde v es la velocidad del objeto v b es una constante dependiente de las propiedades del medio y
de la forma y dimensiones del objeto. S$i éste es una esfera de radio 7 , entonces se encuentra que &
es proporcional 2 r .

Sea una esfera de masa m que se suelta a partir del Teposo en wn fluido ver fig. (B.5).
Suponiendo gue las Gnicas fuerzas que actian sobre fa esfera son Ia resistiva , - bv, y el peso, mg,
se dar4 una descripcion de su movimiento.

A
vl y
- )

Fig.(IL5)

3! Fisica, Raymond A. Serway. Pag, 141. Mechmnea de Fiuidos y Méquines Hidraulicas C. Mataix Pag. 279.
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Aplicando la segunda Jey de Newton al movimiento vertical, con la direccién positiva hacia
abajo, ¥ observando que EFy = mg - by, obtencmos

v
mg-by = m;

despejando dv/dt = a en la expresion anterior se tiene

a:é = g-ﬁ v 2.8
m

Obsérvese que al inicio, cuando v=1{0, la fuerza resistiva es cero y la aceleracion, Av/d?, es igual a
o
g

A medida que t se incrementa, la fuerza de rozamiento aumenta y la aceleracién disminuye. En
cierto momento, 1a aceleracién llega a cero cuando la fuerza de rozamiento es igual al peso. En ese
instante el cuerpo continta su movimiento con aceleracion cero y alcanza su veloeidad termingi, ve
. Podemos obtener la velocidad terminal a partir de la ecuacion (2.8) haciendo a = dv/ds = 0. Por lo

1anto, ieNemos
v = mglh

La expresion para v que satisface la ecuacién (2.8) conv=0ent=0es

v =-”§(1-e“’""* y=v,(1-e) (2.9)

Vit o

0.63 v

T t

Fig. (IL.6)
En la figura (11.6) se ilustra la grifica de esta fumcién. El tiempo 1 = m/b es el que requiere el
objeto para alcanzar un 63 % de su velocidad terminal.
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Ejemplo, Una esfera cuya masa es de 2 g es liberada partiendo del reposo en un cilindro lleno de
aceite. La esfera alcanza una velocidad terminal de 5 em/s. Determinar la constante t y el tiempo ¢
que le toma 2 la esfera alcanzar 90 % de su velocidad termainal.

Solucién: Ya que w = mg/b, despejando b tepemos

b=— = — 2 =392g/5
v, Sem/ s
El tiempo 1 lo calculamos de =2 _2& . 51x107s
b 3%2gls

La ecuacién para la velocidad como funcién del tiempo es
v=y,(1-™)
Para calcular el tiempo 7 que le toma a Iz esfera afcanzar una velocidad de 0.90 v, . sustiinimos
»=0.90v, ’ en la expresion anterior y despejamos :
0.90v, = v,(1-e™")
1-e™ =090

T =010

1010 =-230
T

por lo tanto tenemos r=2307¢
finalmente tenemos t= 2.30(51x107%5)
t =00117s

Resistencia del aire

En el anélisis anterior {ratamos con objetos pequefios, sin embargo, para objetos mas grandes que
se mueven 3 altas velocidades a través del aire.como los aviones,los paracaidistas y fas pelotas de
beisboi fa fuerza de resistencia es aproximadamente proporcional al cuadrade de la rapidez. En
estos casos, la magnitud de la fuerza de resistencia la podemos expresar como




@10

donde
p= densidad del aire

A= 4rea de la secci6n wansversal del objeto que cae medida en un plano perpendicular a su
movimiento.

C = cantidad empirica adimensional denominada coeficiente de resistencia

E! coeficiente de resistencia tiene un valer de 0.5 para objetos esféricos, pero puede legar a
valer 2 para los objetos de forma irregular.

Consideremos un avién en vuelo que experimenta una fuerza de este tipo. En la ecuacién (2.10)
se muestra que [a Tesistencia es proporcional a la densidad del aire y por consiguiente disminuye al
disorinuir sz densidad. Como la densidad del aire disminuye al aumentar la altitud, ia fuerza de
resistencia que actita sobre un avién de propulsién a chorro que vuela con una rapidez dada
también debe disminuir al aumentar la altitud. Ademds, si se duplica la repidez del avion, la fuerza
de resistencia aumenta en un factor de 4. Para mantener una rapidez constante, la fuerza de
propulsién también debe anmentar en un factor de 4 y la potencia requerida ( fuerza por rapidez)
debe incrementarse en un factor de 8.

Analizaremos ahora el movimiento de una masa que cae libremente y estd sujeta 2 una
resistencia del aire dirigida hacia arriba dada por la ecuacion (2.10).

Supongamos que se libera una masa m partiendo del reposo desde la posicién y =0, ver figura

(IL7)
R
“ .

Fig(ILT)

La masa experimenta dos fuerzas externas: el peso, mg, dirigido hacia abajo y la fuerza de
resistencia, R. hacia arriba. En consecuencia, la magnitud de la fuerza neta es

Fous =mg -1 Cpar’ 2.11)

Sustituyendo Fuew = ma en la ecuacidn (2.11) encontramos gue la masa tiene una aceleracion hacia
abajo de magnitud

CpAv*
2m

(2.12)

a:g_.
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Nuevamenie podemos calcular la velocidad terminal, 1, considerando el hecho de que cuando el
peso queda equilibrado por la fuerza de resistencia, la fuerza neta es cero v como consecuencia la
aceleracion es cero. Haciendo ¢ = 0 en la ecuacion (2.12) tenemos

CpAv?
a=0=g—
£ 2m
despejando wi, nos queda
2
y, = |8 (2.13)
CpA

En la siguiente tabla se dan las velocidades terminales de algunos objetos que caen en el aire.
En esta tabla se supone que el coeficiente de resistencia C es de 0.5.

Objeto Masa (kg) Area (m?) n{m/s)
Paracaidista 75 0.7 60
3
Pelota de béisbol(radic 3.66 cm) 0.145 42x10 33
-3
Pelota de golf (radio 2.1 cm) 0.046 1.4 x 10 32
- -5
Granizo (radio 0.5 cm) 48x10 7.9x 10 14
-5 -5
Gota de liuvia (radio 0.2 cm ) 3.4x10 1.3x10 9
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L5 ACELERACION DE CORIOLIS

Para determinar y dar una definicién de la aceleracion de Coriolis se considerara primero el
movimiento en el plano de una particula con velacién 2 un sisterna en rotacidn . En un tema
posterior se determinard la aceleracion de Coriolis para un sistema tridimensional.

Movimiento Plano de vna particula con relacion a un sistema en rotacion: Aceleracion deCoriolis.

Sean dos sistemas de referencia, ambos centrados en 0 y los dos en el planc de la figura (I1.8):
un sistema fijo 0XY, ¥ un sistema en rotacion Oxy, donde P es una particula que se mueve en el
plane de la figura. El vector de posicion r de P e¢s el mismo en ambos sistemas, pero su rapidez de
cambio dependera del sistema de referencia elegido.

La velocidad absoluta v, de la particula queda definida como la velocidad observada desde el

sistema fijo 0XY y es igual a la rapidez de cambio (i),,, de r respecto de ese sistema.

FigIL8

Podemos, también expresar v, en términos de la rapidez de cambio (F),,, que se observa

desde un sistema en rotacion utilizando 1a siguiente ecuacion.

(Qloxvz={ Q=+ Q x Q 214

Esta ecuacién indica que la rapidez de cambio del vector Q respecto al sistema fijo 0XTZ estd
compuesta de dos partes: la primera representa la rapidez de cambio de Q respecto al sistema
giratoric {xyz; la segunda O x @, se induce por ia rotacion del sistema Oxyz. La ecuacion (2.14)
representa a v, en un plano tridimensional, Ahora, para el sistema en el plano ya indicado figura
(11.8). sea Q la velocidad angular del sistemna (xy respecto a (XY en el instante considerado
lenemos:

Yp =(f)0}(}’ =Qx 1""'(l")O)(y (215)

% Mecamea Vectorial Para ingenieros. Dindmica. Ferdinand P. Beer. Pag. 760.
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Donde (£),,, define la velocidad de la particula P relativa al sistema en rotacidn 0xy. A partir de

agui representaremos al sistema giratorio por F por comodidad, por lo tanto. representaremos la
velocidad (¥}, de P relativa al sistema giratorio por v,z .

Tmaginando que una placa rigida se sujeta al sistema giratorio, v, representara [a velocidad de
P alo large de la trayectoria descrita sobre la placa, figura (I1.9).

Y
Vp=Qxy '>< Voeir
YN/ r
P
Qd X
Q
FigiL9
Por otro tado, la expresion €2 x r en (2.15) representara a la velocidad v . del punto P" de la
placa ( o sistema giratorio) que coincide con P en el instante considerado. Por lo tanto
podemos escribir
Yo =Vp +Vap (2.16)

Donde v, = velocidad absoluta de la particula P.
v 5. = velocidad del punto P’ del sistema en movimiento que coincide con P.
Vv p;p = Velocidad de P relativa al sistema en movimiento F.

La aceleracién absoluia a, de la particula se define como la rapidez de cambio de v, respecto
al sistema fijo OX7.

Derivando (2.15) respecto a 0XY tenemos:

aP=vP=er+Qxf+§[(f)my] (2.17)

todas las derivadas se definen respecto a 0X7F excepto donde se indique lo contrario. En refacion
con la ecuacidn (2.14) observamos que el Gltimo término de la ecuacidn (2.17) lo podemos
expresar Como
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d_. " .
EE[(T)Q_W] = (Floy 42X (Flgy,

Por otro lado, B = v, , pot lo tante podemos sustituirla por el miembro del lado derecho de 1a
ecuacion (2.15). Haciendo las sustituciones nos queda:

8, =QXTHQX(QXT)+20Q % (Fgy, +(Flgy, (2.18)

o también

Bp SAp Yapytac .19

De la ecuacién anterior observamos que:

2, = aceleracion absoluta de la particula P

a,=0Qxr+Qx(Q xr)=aceleracién del punto P~ del sistema
en movimiento F gue coincide con P.

A pr= (F)p, = aceleracion de P relativa al sistema en movimiento F
ac= 20 %k}, =2 Qx v, = aceleracién complementaria o de Coriclis,

Este Gltimo términe a ., es conecido como aceleracion de Coriolis, en honor al matematico ¥
fisico fran¢és Gaspard Gustave de Coriolis (1792-1843),

Como el punto P° se mueve en un circulo con centro en 0, su aceleracién a,. consta
generalmente de dos componenies: una (a, ), tangenie a la irayectoria y ofra {(a ), dirigida
hacia 0. De manera semejante la aceleracién a ., tiene en general dos componentes: tma (& p,- ),
tangente a la trayectoria que describe P sobre la placa giratoria ,y otra (2 ;- ) , dirigida hacia el

centro de curvatura de esa trayectoria.
Ademds, como el vector £ es perpendicular al plano del movimiento y de esta forma a vy, la

magnitud de la aceleracidn de Coriolis
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y su direccidn la podemos obtener girando el vector v, 90° en el sentido de rotacién del
sistema en movimiento, figura (H.10). La aceleracion de Coriolis es cero cuande Q 4 v, . sean
cero,

a, =20Qx Vo Vpir

Fig .10

Las ecuaciones (2.16) y (2.19) nos sirven parz analizar el movimiento de mecanismos que
contienen partes que se deslizan entre si. Permiten relacionar los movimientos absoluto y relativo
de pasadores y coliares deslizantes. El concepto de la aceleracién de Coriolis es muy 0til en el
estudio de proyectiles de largo alcance y de otros cuerpos cuyo movimiento es afectado por la
rotacion de la Tierra. .

Movimienio fridimensional de una particula en relaciéon a un sistema em rotacidn:
Aceleracion de Coriolis.

Analizaremos ¢l movimiento tridimensional de la particula P en relacién a un sistema giratorio
restringido a un solo origen 0.

Sea r el vector de posicién de P en un instante dado y € la velocidad anguiar del sistema Qxyz
respecto al sistema fijo 0XYZ en el mismo instante, figura (1.11). Podemos expresar la velocidad
absofuta

¥

°p

Fig1l.11



v ,de P como

Vo= QxrH (F)y

{2.20)

mevamente representamos por F al sistema giratorio Oxyz, entonces podemos escribir esta relacion
de la manera alterna siguiente

V= Vp T Vo 221

donde v, =velocidad absoluta de la particula P,

v . = velocidad del ,punto P’ del sistema mévil F que coincide con P.

¥ o, = velocidad de P relativa al sistema movil F

La aceleracién absoluta 2, de P la podemos expresar como

ap =Qx et Qx(Qxr)+ 20 % (1), +(F)yye (2.22)

también podemos expresarla de la siguiente manera:

Iﬁ=ap. +ap +El (2.23)

donde a .= aceleracion absoluta de la particula P

a 5 = aceleracién del punto P° del sistema mévil F que coincide con P.

2 p,-= aceleracion de P relativa al sistema mévil F.

a, =20 x (1o =282 x v, = aceleracion complementaria o de Coriolis.

Es de notar que 1a aceleracién de Coriolis es perpendicular al vector Q@ y 2 v, . No obstante,
£0mo estos vectores 110 son usuaimente perpendiculares entre si, la magnitud de a. no es igual
por lo general a 2Q v, como fue en el caso del movimiento plano de una particula. También se

observa que la aceleracién de Coriolis es cero cuando los vectores Q y v ;- son paralelos o
cuando aiguno de ellos es cero.



1i.6.- * ESTABLECIMIENTO DE LAS EXPRESIONES PROPIAS DEL CASO GENERAL
DE MOVIMIENTO RELATIVO .

Sea un sistema de referencia fijo OXYZ y un sistema Axpz que se mueve de forma conocida pero
arbitraria respecto a2 0X¥Z figura (I.12). Consideremos una particula P moviéndose en el espacio
y ¥

Z FigIL12

POSICION
La posicién de P se define en cualquier instante por el vector r, del sistema fijo y per el

vector rp,, en el sistema en movimiento. Si representamos por r, et vector de posicién de 4 en el
VELOCIDAD

La velocidad absoluta v, de Ia particula la obtenemos derivando (2.24), por lo tanto, tenemos

sistema fijo. tendremos

(2.25)

‘ Vp =Tp =T, +Ip,

las derivadas se definen respecto al sistema fijo 0XYZ. Entonces i,=v , representa la velocidad
del origen A de los ejes en movimiento. Como la rapidez de cambio del vector es la tisma
respecto a vn sistema fifo y respecto a un sistema en traslaciém, el término Fp,, se puede

considerar como la velocidad v,,, de P relativa al sistema AX ¥'Z" de la misma orientacion que

0XYZ y el mismo origen que Axyz. Por o tanto tenemos
22

Pero vy, de P relativa a AX"Y'Z’ la podemos obtener de (2.20) sustituyendo rp,, por r en esa
ecuacidn, por lo tanto, tenemos

! Vp =V QX Tp + (Fpy ) e (2.27)

donde Q es la velocidad angular del sistema Axyz en el instante considerado.

35 Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand P. Beer. Pag, 781.
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ACELERACION

Esta se obtiene derivando (2.26), nos queda

‘;P =Vp =V, t¥p, (2.28)

donde las derivadas se definen respecio a cualquiera de los sistemas 0XYZ 0 AX'Y'Z". Por lo tanto
el primer término de la ecuacion (2.28) representa Ia aceleracion a , del origen A de los ejes en

movimiento v el segundo término representa 1z aceleracién a p,, de P relativa al sistema AX"Y'Z"
Esta aceleracién la podemos obtener de la ecuacion (2.22) sustituyendo rp,, por r. Por lo tanto
tenemos

a,=a,+Qxrp, + QX QX Tpy )+ 202X (Tpyy) g + Forg D ae | (229

Finalmente tenemos que las formulas de la seccidn anterior continGan siendo vélidas para el case
de urn sistema de referencia en movimiento general, es decir, ias ecuaciones:

Vp=V¥p+Vprp (2.21)

Ap =Ap +Apy AL (2.23)

donde los vectores que aparecen ya han sido definidos anteriormente.

De lo anterior se observa que si el sistema de referencia en movimiento F o Axpz se estd
trasladando, la velocidad v la aceleracidn del punto P’ que coincide con P se convierien en la
velocidad y la aceleracién del origen A del sistema, Por otro lado, como el sistema mantiene una
orientacién fija, a . es cero y las relaciones (2.21) y {2.23) se reducen a

o

encontradas anteriormente.,
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IL.7.- OBTENCION Y EMPLEC DE LAS EXPRESIONES PARA CASOS
3 pARTICULARES DE MOVIMIENTO RELATIVO.

FExisten varios casos particulares de movimiento relativo aqui se ilustrardn tnicamente tres de los

mais cormunes.
Caso 1) Cuando la posicion de la particula P siempre es Iz misma respecto al sistema mévil con

origen en A, debido a esta condicion tenemos, para todo instante

¥,,, = constante, p,, =0, F5, = 0, entonces, la velocidad de la particula P serd

Vo =r, 0%, (2.34)

v la aceleracién sera

ap =F, +0x1rp, +Qx{Qxrp,) (2.35)

Si. ademds de Iz condicién para este caso, el punto A coincide con {(f tendremos para la

velocidad

v laaceleracién del punto P serd

8, =Xy, +Qx(Qxrp,) (2.37)

FEstas iltimas dos ecusaciones se aplican también a puntos que describen trayvectorias circulares.

Caso 2) Cuando el sistema mdvil sélo se traslada, es decir no gira, tenemos, para todo instante

£ =0,£ =0, entonces, la velocidad de la particula P serd

Vp=F, +Tpy (2.38)

v la aceleracion de P serd

a, =%, +{¥p4)age {2.39)

Estas ecuaciones se aplican en el movimiento de un punto con relacion a otro y son equivaientes,

respeclivargente, a
Vg =V, +Vg, {2.18;

i B A

¥ a, =a, +ay, (2.19)

3 Cinemdtica y Dinamica Bdsicas para ingenieros. Jorge Solar Gonzélez. Pag. 2¢€4.




Caso 3) Cuando el origen A del sistema mévil coincide siempre con el origen D det sistema fijo,
tenemos, para todo instante

r, =0,&,=0, ¥, =10, entonces, la velocidad de la particuia P sera

Vp =QXT, tEpy (2.40)

v la aceleracidn de la particula P serd

Vo =X Tpg + OX(QX T )+ 2% (p g + (B Vae| (241

8i, ademas de la condicion de este caso, el valor de r, = constante, obteniemos nuevamente

para la velocidad

vy para la aceleracion

[Q a, =Qxr,, +£2><(er‘9/£' (2.37)

Ecuaciones obtenidas también en la parte final del caso 1)y gue son aplicables a puntos que
describen trayectorias circulares.
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TEMA IIL- " * CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO "

OBJETIVO: Obtener las ecuaciones cineméaticas para analizar movimientos planos de cuerpos
rigidos; aplicarlas a cuerpos méviles y mecanismos. Establecimiento de las expresiones propias del
movimiento general de un cuerpo rigide. Movimientos planos cualesquiera de cuerpos rigidos:
Caracteristicas de las trayectorias de ias particulas que los conforman, y de la velocidad ¥
aceleracion angulares de los cuerpos que realizan €50s movimientos,

CUERFPO RIGIDO.- Salido idealizado en el que la distancia entre dos puntos cualesquiera del
mismo permanece constante no importando el tipo de accidn o fuerza a que sea sometido.

En la naturaleza no existe ningtin cuerpo rigido al ciento por ciento, pues todos se deforman
aunque sea muy poco, al aplicarles una fuerza por pequefia que sea, es decir, la rigidez de los
llamados cuerpos rigidos es una ilusidn . Los solidos o cuerpos rigidos estan compuestos de
4tomos que no estin en contacto rigido, es decir, los dtomos estin unidos entre si por fuerzas que
se comportan de modo muy parecido a las fuerzas de los resortes.

No obstante lo anterior en el mundo existen muchos materiales que se consideran como cuerpos
rigidos ya que dentro de ciertos iimites y bajo la accién de fuerzas no se deforman, esto es , no se
doblan , no se tuercen , no se rompen. Come ejemple podemos citar dentro de dichos materiales
los aceros utilizados para la construccién de maquinaria para la industria en general.

I1L.1.- DEFINICION DE LOS MOVIMIENTOS DE UN CUERPO RiGIDO

Los diferentes tipos de movimiento de un cuerpo rigido se pueden agrupar de la manera
siguiente:

1) Traslacion.

2) Rotacion atrededor de un gje fijo.

3) Movimiento plano general.

4) Movimiento con respecto 4 un punto fijo.
5) Movimiento general (En el espacio).

DEFINICIONES

IH.1.1) Traslacién .- Un movimiento es de traslacion si cualquier linea recta de un cuerpe
permanece en la misma direccidn durante su moviriento, es decir, durante la traslacion todas las
particulas que forman el cuerpo se mueven a lo largo de trayectorias paralelas. Cuando las
trayectorias son l{neas rectas , el movimiento se [lama traslacion rectilinea. Ver figura (TIL1)

FigIIL.1 Traslacion rectilinea

** Mecédnica Vectonal Para Ingenieros. Dindmica. Ferdmand P. Beer. Pag. 718.
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Cuando las trayectorias son iineas curvas el movimiento se llama traslacién curvilinea,

En este caso las lineas A1 A2y B1 B2 son paralelas entre si en su trayectoria, asi como las [ineas A
Br y A Batambién lo son entre si, ver figura (I1.2)

Fig IIL.2 Traslacién curvilinea

ITI.1.2) Rotacién Alrededor de ur Eje Fijo.- Cuando se da este movimiento las particulas

que forraan el cuerpo rigido se mueven en planos paralelos a lo large de cfrculos centrados sobre
un mismo eje fijo ver figura (I.3). Este eje se llama eje de rotacién.

FigIIL3 Rotacién alrededor de un eje fijo

Ya que cada particula se mueve en un plane dado. la rotacion de un cuerpo alrededor de un
eje fijo se llama movimiento plane.
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I1.1.3) Movimiento Plane Gerneral- Un movimiento plano general ¢s cuande un cuerpo
experimenta una combinacion de traslacion y rotacién, {(como ejemplos ver figuras .4 y ITL5).

En el caso de 1a figura III. 4, mientras la rueda gira, en un tiempo dado, dos puntos arbitrarios A
¥ B se habran desplazado desde A hasta A» y desde B: hasta Bz, es decir, el movimiento de
traslacion lo representa el desplazamiento del punto A desde A hasta Az v el movimiento de
rotacion lo representa el desplazamiento del punto B desde Bi1 hasta Ba,

FigIIL4 FigIILs

Ahorg, para el caso de la figura IiL.5 . se ilustra una barra cuyos puntos A y B se deslizan sobre una
guia horizontal ¥ una guia vertical, respectivamente, este movimiento lo podemos sustituir por una
traslaciém en A ¥ una rotacién respecto de A; también lo podemos sustituir por vna trastacién en B
y una rotacién respecto a B (la deduccion de las ecuaciones se realizard mas adelante).

4) Movimiento con respecto a un Punto Fijo.- Es el mevimiento en tres dimensiones de un
cuerpo rigide unido a un punto fijo 0 . Puede representarse este tipe de movimiento en el
movimiento de un frompe sobre uma superficie rugosa. Aqui todas las particulas del cuerpo
mantienen constante su distancia a dicho punto, ésto no implica necesariamente que las particulas
del cuerpo describan trayectorias circulares, ver figura(IIL6).

Fig I11.6 trompo

5) Movimiento General - Es el movimiento de un cuerpe en un sistema tridimensional. El
movimiento general de un cuerpo rigido puede considerarse como la combinacién de una
trastacién de un punto base y una rotacién del cuerpo rigido alrededor de este punto,que se
considera como fijo.



H1.2.- DEDUCCION Y EMPLEO DE LAS ECUACIONES CORRESPONDIENTES A LOS
MOVIMIENTOS DE:

I11.2.1 Traslacién
IIT.2.2 Rotacién
IIL2.3 Movimiento Plano General

H1.2.3. Traslacién.- Consideremos un cuerpo rigido en trastacion(rectilinea o curvilinea), ¥ sean
Ay B cualesquiera de sus particulas ver figura (IIL7). Representando por r, v r; los vectores de
posicion de A y B con respecto a un sistema de referencia fijo y por r,,, al vector que une a A y
B. tenemos

y
Ta
x
Fig.Ill.7 Posicién
Yy =Xg+ Vg (3.1

Derivames a (3.1) con respecto al tiempo. Vemos que de la definicion de traslacion el vector
ry;, debe mantener una direccién constante, su magnitud también debe ser constante, ya que A y

B son del mismo cuerpo rigido. Por lo tanto, la derivada de ry,, es igual a cero, entonces tenemos

vy =v, (3.2)
y

= Figll8 Velocidad



En la figura (1L.8) se ilustra que cuando un cuerpo rigido esta en traslacion, todos los puntos
del cuerpo tienen la misma velocidad. Derivando ahora la ecuacién (3.2) tenermos

a,=a, (3.3)

En la figura (TIL.9) sc ilustra, también, que cuando un cuerpo rigido estd en traslacidn, todos los
puntos del cuerpo tienen la misma aceleracién en cualquier instante.

y

Fig.HL.S Aceleracion

IIL2.2.- Rotacién con respecto de un eje fijo. Consideremos que sea P un punto del cuerpo
rigido mostrado en fa figura (111,10}

Fig.II.10 Posicion

Por facilidad supongamos que el sistema estd centrado en el pumto 0 sobre la tecta 44" aue el
eje z coincide con dicha recta. Consideremos ahora a B como la proyeccion de P sobre 44" 2
permanece a una distancia constante de B, por lo tanto P describird un circulo de centro en By de
radio r sen ¢. donde ¢ representa el angulo que se forma porr y 44"



De la figura (II1.10} observamos que la posicion de y de todo el cuerpo queda definida
completamente por el dngulo O que forma ia linea BP con sl plauo =x. Bl &ngulo 8 recibe el nombre
de coordenada angular del cuerpo, ésta se define como positiva cuando su movimiento es en
septido opuesto al movimiento de las manecillas del reloj vista desde A. © se expresa en radianes,
revoluciones, o en grados: ! revolucién = 2 n radianes = 360°

VELOCIDAD.- La velocidad v = dr/dr  de una particula P es un vector tangenfe a la
trayectoria de P y de magnitud v = de/d¥ | donde 1a tongitud As del arco descrite por P cuando e
cuerpo gira hasta Af es

As = (BPYAD = (r sen $)AD

dividiendo ambos miembros entre Az, y obteniendo el Hmite cuando Az tiende a cero, tenemos

(3.4)

donde & nos representa la derivada de © con respecto al tiempo, por lo tanto la velocidad v de P as
un vector perpendicular al plano que contiene a 44"y de r, de magnitud v definida por la ecuacion
(3.4). Este resultado también lo obtendriamos si trazdramos a lo largo de 44" un vector ® =0ky
si formamos el producto vectorial @ x r, ver figura (I.11),por lo tanio tenemos

‘ v=%=qu (3.5)

Fig HL11 Velocidad
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Al vector |e=ok= Bk ' (3.6)

se le conoce como velocidad angular del cuerpo. Esta dirigida a lo largo del eje de rotacion y es
igual en magnitud a la rapidez de cambio © de la coordenada angular y su sentido se obtiene por
laregla de la mano derecha del sentido de rotacion del cuerpo.

ACELERACION -Drerivando la ecuacidn (3.5) determinaremas la aceleracién a de Ia particula P.

a=~d1= (mxr)=@xr+mx~—k=ﬁ— Xr+@xv 3.7
dt dt t

do s
Al vector - se le llama aceleracion angular del cuerpe vy se representa por c.

Sustituyendo v de 1a ecuacidén (3.5) nos queda

[a=axr+mx(&)xT)] 3.8

Derivando la ecuzcidn de la velocidad angular y como k es de magnited v direccidn constante
tenemos

a=ak= d)k=5k| (3.9

de aqui se deduce que la aceleracidn angular de un cuerpo rigide girando respecto a un eje fijo es

un vector dirigido a lo largo del eje de rotacidn, ¥ es igual en magnitud a la rapidez de cambic
® de la velocidad angular. Analizando la ecuacion (3.8) vemos que la acejeracion de P es 1a suma
de dos vectores. El primer vector « x r, es tangente al circule descrito por P por lo tanto nos
Tepresenta a la componente tangencial de Ia aceleracion; ¢! segundo vector w x {x r) se obtiene al
formar el producto vectorial de ® y wx r, como ®x r es tangente al circulo que describe P, el
triple producto vectorial se dirige hacia el centro B del circulo por lo tanto nos representa a la
componente normal de la aceleracién,

ROTACION DE UNA PLACA
Puede definirse por el movimiento de una placa en un plano de referencia perpendicular at eje

de rotacion, Sea xp el plano de referencia y supongamos que coincide con el plano de la figura, es
decir, el eje = es perpendicular al plano de la hoja, ver figura (111.12)
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Fig.[.12 Velocidad

Ya vimos que © = @k, y que un valor positive del escalar o corresponde a una rotacidn en el
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj de la placa y que un valor negativo
corresponde a una rotacién en el sentido de las manecilias del reloj.

VELOCIDAD - Si sustituimos @k por @ en la ecuacion (3.5),teremos

v=okxr ! (3.10)

agnitud de la velocidad v es

Como los vectares k y r son perpendiculares entre si,lam

v =re (3.11)

y su direccién s¢ obtiene girando run angulo de 90° en el sentido de rotacion de la placa.
n la ecuacien (3.8).y dandenes cuenta que

ACELERACION.- §i sustitimos @ = ok y e = ok &
duce una rotacion de 180° del vector r,

si multiplicamos vectorialmente dos veces a r por k pro
podemos expresar 1a aceleracién del punto P como

(3.12)

S desCOMPONETMOS 2 €N Sus COmponentes normal y tangencial . ver figura (Il 13)

Fig.II.13 Aceleracion
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a=akxr a, =ra
(3.13)

a,=-or a,=re?

La componente tangencial a,, apunta en la direccién contrasia de las manecillas del reloj si el

escalar es positivo, y en el sentido de movimiento de las manecillas del reloj si es negativo. La
componerite normal a, siempre apunta en dire¢citn contraria de r, es decir, hacia 0,

ECUACIONES DE LA ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE
FLJO

Frecuentemente, las condiciones de movimiento quedardn especificadas por el tipo de
aceleracién angular que el cuerpo posea.
Puede darse o como una funciér de 7, como una funcion de £ o como funcién de .

De:
o=ok=0k y a=ok=0k=0k tenemosque
(3.14)
(3.15)
despejando df de (3.14) y sustituyendo en (3.15) nos queda
a= m(—iol {3.16)
feis)

Ya que estas ecuaciones son similares a las obtenidas para el movimiento rectilineo de una
particula, puede seguirse el mismo procedimiento para su integracién.

Frecuenternente encontramos dos casos especiales de rotacion:

a) Rotacién uniforme. La velncidad angular es constante ¥2 que la aceleracién se caracteriza
por ser cero. entonees la coordenada angular esté dada por:

e=eg+m:[ (317
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b) Rotacion uniformemente acelerada. Aqui la aceleracién angular es constante. Las
formulas siguientes se deducen en forma similar a las del movimiento rectilineo uniformemente
acelerado.

O =0, +u
8=0, + o, ++ars’ (3.18)
o’ =m; + 20(0-8,)

Debe tenerse en cuenta que la formula (3.17) puede utilizarse solamente cuando o = 0 ¥ que las
ecuaciones {3.18) sélo cuando o = constante, De no presentarse estos casos deben utilizarse las
formulas generales (3.14),(3.15) v (3.16).

I11.2.2.- MOVIMIENTO PLANO GENERAL
Un movimiento plano general puede considerarse siempre come la suma de wna trasiacién ¥y
una rolacicn.

Consideremos la rueda de la figura (I1.14) la cual gira sobre una via recta . En cierto tiempo, dos

puntos A y B se habrin movido desde Ai1 hasta Ax y desde B1 hasta Ba. Este mismo resultado pudo

Bu B

Figura L. 14

obtenerse mediante una traslacion que hubiera desplazado a A y B hasta Az v B"1. donde ia lnea
AB sigue siendo vertical. seguida de una rotacion respecto a A que desplaza a B hasta Ba,

También podemos representar el movimiento plano general por medio de una bama cuyas
extremidades se desplazan a lo largo de una via vertical y una via horizontal. respectivamente. Este
movimiento lo podemos sustituir por una traslacién en la direccion horizontal y una rotacién con
respecto de A, Ver figura(IIL.13).

Movimiento Plano = Traslaciéncon A + Rotacidn sobre A

Fig. II.15
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Tarabién podemos representarlo por una traslacién en la direccion vertical ¥ una rotacion con
respecto 2 B. Ver figura (I1. 16).

Movimiento Plano = Traslacién con B +  Rotacién sobre B
Fig. III. 16

Generalmente se considerars un desplazamiento pequefio que lieva dos particulas A v B de una
placa representativa desde A; y B: hasta Ao ¥ Bz, figura (M. 17), respectivamente. Este
desplazamiento se puede dividir en dos, uno en el que las particulas se mueven hasta Az ¥ BY
mientras la linea AB

Fig. 1. 17

mantiene la misma direccion, y otro en el que B se mueve hasta B2 mieptras A se mantiene fija. Bl

primer movimiento es una traslacién y el segundo una rotacion con respecto de A. De la definicién
del movimiento relative de upa particula con respecto a un sistema de referencia en movimiento; y
de la definicién de movimiento absoluto can respecte a un sistema de referencia fijo, podemos
replantear de la siguiente manera el resultado obtenido: dadas dos particulas A y B de una placa
rigida en up movimiento plano, el movimiento relativo de B con respecto a un sistema fijo a A y de
orientacién fija es una rotacidn. Si un observador se sitia en A, moviéndose con ella, pero sin
girar, le parecer4 que la particila describe un arco de circulo con cenfro en A,

VELOCIDAD ABSOLUTA Y VELOCIDAD RELATIVA EN EL MOVIMIENTO
PLANO

La velocidad absoluta v, de una particulz B de la placa se obiiene de la formula de v elocidad
relativa encontrada anteriormente. es decir,

"3=VA+V3M‘, (3.19)




donde: v, = Velocidad absohsta de B
v, = Velocidad absoluta de A. Corresponde a la traslacion de la placa con A.

Va4 = Velocidad relativa de B respecto de A . Asociada con la rotacién de 1a placa con
centro en A y de orientacion fija . Ver figura (M. 18),

Va Va

¥Ye4

VAD Vg = VatVau
v

B
Figura [II.18

Consideremos a 1y, , , el vector de posicién de B relativo a A, ok la velocidad angular de la
placa con respecto a efes de orientacién fija, por lo tanto tenemos

Vaia =0k X1y, ¥ Vgia = FQ (3.20)

donide 7 es la distancia de A a B, sustituvendo el valor de ves en ve tenemos:

Lv3=v,,+mk X x;I (2.21)

ACELERACION ABSOLUTA Y ACELERACION RELATIVA EN EL MOVIMIENTO

PLANO

Para encontrar las aceleraciones haremos uso de la propiedad que nos dice que cualguier
movimiento plano se puede susutuir por una traslacién definida por ef movimtienta de un punto
arbitrario A y una rotacién simultdnea con respecto a A.

Ya vimos que la aceleracion absoluta a, se puede obtener de Ia fommula de aceleracion relativa

derivada anteriormente; ¢l miembro de la derecha representa una suma vectorial

l aE==aA+aB,J (3.22)

donde: a,= Aceleracién absoluta de la particula de la placa.

a, = Corresponde a la traslacion de la placa con A.
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ag 4 = Aceleracion relativa de B con respecto a A. Corresponde & la rotacidn de la placa

alrededor de A medida respecto a ejes con centro en A y de orientacién fija.
También vimos que fa aceleracion relativa ay,, se puede descomponer en dos componentes.

una componente tangencial (ag,,), la cual es perpendicular a la linea AB, v una componente
normal {a,,,), dirigida hacia A, ver figura(llL. 19)

a
an/a

aa

FigIHO.19 !

I velocidad angulat v la aceleracion angular de la placa respecto a los ejes de orientacion fija. nos

Si representamos por Fy,, al vector de posicién B refativo a Ay por ek v ok, respectivamente, 5
queda ‘
-

%3
Bre
{ag,), =okx g, (ag ), =1 fet

(323

(Bp04), == O Tpy g {(agrq)n=ra?

donde r es la distancia de A a B. Sustitnyendo en la ecuacion (3.22) las expresiones obtenidas nos
queda

= 2 -
ag =a, tokxrg, -0, (3.24)
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EJEMPLO RESUELTO IIL1

En el sistema mecanico mostrado /= 8§ iny & =3 in; la manivela AB gira con una velocidad
constante de 2000 rpm en el sentido de las manecillas del reloj. Determinese la velocidad del
¢mbolo P v la velocidad angular de la bieta para la posicidn correspondiente a:

2)0=0, »)0=90° yc)B=180°.

Movimiento de la manivela AB. Esta gira respecto al punte A. Expresando mes entadis y
escribiendo ve= bwas, obtenemos

wap = (2000 rev/min) (1min/60s)2nrad/1 rev) = 209 rad/s
ve ={AB) was = (3 in)(209 rad/s) = 627 in/s

b) Con 6 =90°
Bvs
T é
a) Con 8#=0 Vs /
P= D‘ﬁ\zaﬁ A P=DLl s WA
-tmr B te Vo= va
ve =bwan = § wsp De la figura se observa que:
wep = ve/b= (627n/sY(8in} = 78,375 rad/s las velocidades v =vo=vr
Para expresarla en rpm, hacemos lo siguiente: son anicamente de traslacion, es decir,

wsp = 78.375 rad’s x (1 rev/2nrad) x(60s/I min) no hay velocidad de rotacién por [o tanto
Com=0]

wsp= 748.5 rpm ‘j

Delafigura sz =- 0ap Esp =627 in/s { 1 pie/12 m)=52.25 piefs
Cilculo de voe =vr

¢} D=P B
vo=vsj + (- 0k x (8cos 0% + 8sen 0°f )
vo = 627] + (-8wj) Con 6= 180° a @ep

vo=627) + ( 748.5revimin x (2nrad/l min/60 s)j|  Esencialmente es lo mismo gue en el allo

Yinico que cambia es el sentido de oao
ve=vo = 627j- 627j =0 J ory= 7485 rpm | )

rwzvu=627j-6z7jzo
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1IL3.- ¥ CONCEPTO Y APLICACION DEL EJE INSTANTANEO DE ROTACION

Consideremes una placa con movimiento plano general En este caso s¢ tratara de
demostrar que las velocidades de las diferentes particulas de la placa en cualguier instante, son las
mismas gue las que tendrian si la place estuviera girando respecto & un cierto eje perpendicular al
plano de ella . denommado gfe instanténes de rotacion. Dicho eje interseca el plano de la placa en
el punto C denominado centro instantdneo de rotacidn.

Debemos recordar que €l movimiento piano de wna placa se puede sustitair siempre por una
iraslacion, la cual esté definida por el movimiento de un punto de referencia arbitraric A, y por una
rotacién con respecto de 4. En lo que a la velocidad cancierne, la traslacidn se caracteriza por una
velocidad va del punto de referencia 4 y de la rotacion se caracteriza por la velocidad angular @
de 'a placa {independiente de la elecoidn de 4). Por lo tanto, Iz velocidad va del punto A y la
velocidad angular & de la piaca definen por completo las velocidades de todas las otras particulas
de la ptaca, ver figura (TIL.20). Consideremos ahora que va y & son conocidas vy que las dos son
diferentes de cero, ya que 51 va = 0 el punio A4 serd también el centro instantdneo de rotacién y si o
= ) todas las particulas que fornan la placa tienen la misma velocidad va. Las velocidades se
pueden obtener permitiendo que la placa gire con velocidad angular @, con respecto al punto C
ubicado svbre la perpendicuiar a vaa la distancia r = vs /e desde 4, como se ilustra en la figura (II1.
21) Se comprueba que ia velocidad de A serd perpendicular 2 AC'y que su magnitud serd ro =

(vaf) = va.

fig 1L 20 FigTii.21

De esta forma las velocidades de todas las demés particulas de la placa seran las mismas que
como se definieron originalmente. Asi, en to que se refiere a las velocidades. la piaca parece girar
respecto  su centro instantaneo de rotacién Cen el instante considerado.

También se puede definir la posicién del centro instanténeo de rotacidn de otras dos maneras.
Si las direcciones de las velocidades de dos particulas 4 y B de la placa son ¢onocidas y son
diferentes. ¢l contro 1nstanténeo C 1o obienemos trazando la perpendicular a vaque pasa por A,y la
perpendicular a vs que pasa por B, ¥ determinando el punto en e} que estas lineas se intersecan ver
figura (111, 22)

% \ecimca Vectonal Para Ingenieros. Dindmica, Ferdinand P, Beer. Pag. 740.
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Ve

fig. 10, 22 Fig. II1. 23

Si las velocidades vay ve de las particulas 4 y B son perpendiculares 2 la linea AB Y 81 sus
magnitudes son conocidas, el centre instanténeo se puede encontrar intersecando la linea AB con
la linea que une los exiremnos de los vectores vay Ve ver figura (Il. 23). Debemos observar que si
en la figura (IIL 22) va ¥ vo fuesen paralelas, el centro instantaneo C estaria a una distancia
infinita y e seria cero, esto mismo sucederia si en la figara {[IL. 23) ¥a y vo tuvieran la misma
magnitud; por io tanto todos los puntos de la placa tendrian Ja misma velocidad

APLICACION DEL CENTRO INSTANTANEQ DE ROTACION

Consideremos nuevamente la barra que vimos en el movimiento plano general, para ver como
se puede aplicar el concepto de centro de rotacion. Si trazamos la perpendicular & va que pasa por
A iz perpendicular a vs que pasa por B , Figura (IIL. 24} obtenemos el centro instantineo C.Enel
instante

Fig. TIL 24



considerado las velocidades de todas las particulas de la barra son por Io tanto las mismas que la
barra tendria si girara con respecto a C. Ahora, si la magnitud va de la velocidad de A se conoce, l2
magnitud o de la velocidad angular de fa barra puede obtenerse de la siguiente manera:

Ya Va
@= = £3.25) .
AC fcos®

La magnitud ve de la velocidad ve la podemos obtener entonces si escribimos

VA
ve=(BC) @ =1sen § ———— — vatan (3.26)
Ioos®

Obsérvese que en esie caso 5610 intervienen velocidades absolutas,

El centro instanténeo de rotacion de Ia placa en movimiento plano se puede localizar dentro o fuera
de la placa. Si se localiza sobre la placa, la particula C que coincide con el cenfro ingtantineo en
un instante dado f debe tener velocidad cero en ese instante. Debemos tener claro que el centro
instantaneo de rotacion sélo es vilide en un instante dado, es decir, la particula C de la placa que
coincide con el centro instantineo de rotacién en el tiempo ¢ generalmente no coincidird con el
centro instanténeo de rotacidn en el tiempo 7 + A ¢ ; esto quiere decir que mientras su velocidad es
cero en el tiempo t, es muy probable que sea diferente de cero en el tiempo f + At Esto nos dice
que, en general, la particula C no tiene aceleracién cero y por consiguiente que la aceleracién de
las distintas particulas de Ia placa no puede determinarse como si la placa estuviera girando con
respecto a C.

IML4.- * MECANISMOS DE TRES Y CUATRO ARTICULACIONES

VELOCIDAD

La mayoria de los mecanismos se componen de varias partes en movimiento. Cuando estas
partes contienen juntas articuladas ¢ uniones con pasadores, su andlisis se puede realizar si
consideramos cada parte como un cuerpo rigido, teniendo presente que los puntos donde dos partes
estin conectadas deben tener la misma velocidad absoluta. Podemos emplear un analisis similar
cuando estudiamos engranajes ye que los dientes en contacto deben tener la misma velocidad
absoluta. Pero, cuando Un mecanismo contiene partes que se deslizan unas sobre otras, la
velocidad relativa de la parte en contacto debe tomatse en cuenia.

ACELERACION

Como en el caso de las velocidades, cuando un mecanisme estd compuesto de varias partes en
movimiento conectadas por pasaderes, podemos realizar sy andlisis considerando cada parte como
un cuerpo rigido y teniendo en cuentz que los puntos donde se conectan dos partes deben tener la
misma aceleracién absoluta. Para el caso de engranajes, las componentes tangenciales de las
aceleraciones de los dientes en contacto son iguales. perc sus componentes normales son
diferentes.

37 Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dinfmica. Ferdinand P, Bees Paus 734 (vel) y 750 (acel.).
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EJEMPLO RESUELTOQ IIL2

81 la barra CID esta girando a tep = 5 rad/s, determine la vejocidad angular de la barra AB
en el instante gue se ilustra.

Solucién:

Calculo de ve

V= Mep XY
ve=5k x (-4 cos 45% + 4 sen 45°))
ve= - 14, 14j-14.14i ¢))]

Cialeulo de va
Considerando el movimiento de la barra BC como un movuniento planc general.

VB = vc+ver 2)
ver = wecx ¥ = sc k x (-8 sen sen 30°1 - § cos 30°))
ver = - 4 wncj + 6.93 onci (3)

Sustituyende (1) y (3) en (2)
ve =-14.14j-14.141-4 wacj + 6.93 osci
Como ve se mueve hacia abajo en la direccion j tenemos:

veij=-14.14j-4 wsc] {4y

=-14.14i+ 6,93 weci (5)

wee = 14,147/6.93= 204r1adls  (6)
Sustituryendo (6) en (4)

ve=-14.14§-4(2.04)§ =-14.14 ] - 8.16§ = - 22.30 m/s j

vs = \J vii + vsj = ' 0+ (2230 =2230in/s

Finalmente tenemos ve = rae wae, por lo tanto. despejando s

|t @as = ve/ ras=(22.30in/s) / 6in =3.71 rad/sJ
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TEMA. IV.- " MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS Y MASAS "

OBJETEIVO: Explicar los conceptos de momentos de inercia de dreas y masas, ¥ calcular dichos
momentos.

IV.1.- ¥ MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS

Antes de analizar la teoria de Momentos de Inercia de Areas, consideraremos 1os conceptos
de Centro de Gravedad, Centroides y Primeros Momentos de Areas.

CENTRO DE GRAVEDAD

Sea una placa plana como la mestrada en la figura (A), la cual dividimos en n elementos
pequefios. Las coordenadas de estos n elementos se representaran por X1,y1, X2,y2, etc. Las fuerzas

Centro de gravedad de upa placa  Fig. A

que la tierra ejerce sobre los n ¢lementos de ia placa serdn Awi, Aws, .., Aws, respectivamente
Adtin cuando las fuerzas o pesos estan dirigidos hacia el centro de Ia tierra, podemos suponer, en la
préctica, que son paralelas. La resultante es por lo tanto, una sola fuerza en la misma direccidn. es
decir:

Y Fx: w = Awi+ Aw2+ ..+ Awn

Usando momentos para obtenter las coordenadas ¥ y¥  del punto G donde Ia resultante w
debe aplicarse:

2 My: W =x1Awi + x2Aw2 + .+ XnAwn
(i)
2 Mx: Fw =yiAwi + v2Awr + .+ yoAwn

*¥ Mecdmca Vectorial Para Ingenieros. Estitica. Ferdinand P. Beer. Pag, 333
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Aumentando ¢l nimero de elementos en los que dividimos la placa y reduciendo el tamafio de
cadz elemento, en e limite obtenemos las siguientes expresiones:

w = [iw
Xw = fxdw (i)

yw = f ydw
Las anteriores ecnaciones definen el peso w v las coordenadas Xy ¥ del centro de gravedad
G de la placa plana.
De¢ manera similar podemos obtener las mismas ecuaciones para un alambre ubicado en el

plano xy como el mostrado en la figira (B); es de notar gue en este caso el centro de gravedad G no
estara generalmente sobre el alambre.

z z Aw

Centro de gravedad de un alambre  Fig.B

CENTROIDES DE AREAS

Para el caso de una placa homogénea de espesor uniforme, la magnitud Aw del peso de un
elemento de ia placa puede expresarse de 12 siguienie manera

Aw =y tAA
enlaque v =peso especifico del material

t =espesor de la placa
AA =3rea del elemento

86



De igual manera la magnitud w del peso de la placa completa podemos expresarla comeo
W=1ytA
en la que A representa el drea total de la placa.

Sustituyendo Aw y w en las ecuaciones de los momentos ( i ) y después dividiendo ambos
miembros de la ecuacidn entre vt nos queda

¥ My: XA =x1AA T+ 048A2 + .+ XnAAS
= Mx: FA =y1AAL +y2AAz + L+ yoAAn

Aumentando el nimero de elementos en los que el drea A se divide y dismimuiyendo al mismo
tiempo e} tamafio de cada elemento en &) Hmite tenemos

TA= _[xa’A

(i)
_ [
VA= JydA

Las ultimas dos ecuaciones definen las coordenadas Xy ¥ del centro de gravedad de una placa
homogénea. También se conoce al punto de coordenadas x v v como el centroide C de] 4rea de la
placa, figura (C). 8i la placa no es homogénea, no pueden usarse estas ecuaciones para conocer ¢l
centro de gravedad de la placa pero si podemos obterer el centroide del area.

Y

Centroide de un drea Fig. C

El término centroide se utiliza en lugar de centro de gravedad cuande nos referimos a
areas { también a lineas y voltmenes), pussto que tales figuras no tienen peso; en el caso de un
volumen el centroide es algin punto en el espacio que es fijo con respecio al volamen. Cuando el
material de que estd compuesto el volumen es homogéneo, entonces &l centroide del volumen se
define como centro de masa, o centro de gravedad.



PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS

Las integrales ,[ xdA y jy dA (il ) ,se conocen como el primer momento del drea A
respecto a los ejes ¥ y x respectivamente, es decir

Q= L( dA = primer momento de 4rea respecto al cje v.

Qr= fy dA = primer momento de drea respecto al gje x.

También
Qy=XA

Q=¥ A

Si el centroide de un drea se ubica sobre un eje de coordenadas, el primer momento del drea con
respecto a dicho eje es cero y viceversa.

* A continuacién se da una tabla con los centroides de algunas de las figuras mas comunes

* La tzbla de ceniroides se elabord utilizando los libros de Estarica anctados en ia Bibliografia,
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TABLA 1

CENTROIDES DE AREAS DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES

Nombre de la Forma )
figura geométrica Area X ¥
Triangulo bh b h
recténgulo 2 3 3
Y
FE e bh a+h h
Tridngulo h alls »L — ———
b 2 3 3
\b X
P—
d ’ "
Rectangulo | ¥- 1) 'S I— —_—
¥ 2 2
/r b
Circulo T T r
k-4
e 4r
Semicirculo J— r U
2 3n
Cuarto de 1 4r 41
circulo 4 3n 3x
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TABLA 1 (Continuacién)

CENTROIDES DE AREAS DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES

Nombre de la Forma .
figura geométrica Area X ¥
nab 4b
Semielipse S 0 S—
8 3n
Y
Cuario de HX e nab 4a 4b
. I L S S N ey
elipse 4 3m 3x
H
Y
b
— a2 —
Enjuta 2 ah 3a 3h
parabolica y=kx? v h Ve —
¢l ~ L x 3 4 18
=)

o0



IV.L- MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS

IV.1.1.-* OBTENCION DE MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS DE SUPERFICIES
SIMPLES.

Consideremos una superficie plana, de drea A. como la mostrada en la figura (IV.1), se define
como momento de inercia de drea respecto al eje %, @ la suma de las pequefias superficies que la
forman multiplicadas por el cuadrado de su respectiva distancia af eje x; representando dicho
momento por Ix, podemos evaluarlo por medio de :

L=[v=da {4.1.1)

dA =dxdy

FiglIv.l

De la misma manera el momento de inercia para el eje v lo podemos evaluar por:
*12)

Las integrales anteriores se pueden calcular ficilmente si elegimos como dA una banda paralela a
uno de los ejes de coordenadas. Para I, la banda serd paraiela al eje x, de esta manera todos los
puntos que forman la banda estin a la misma distancia y del eje x. Ver figura (IV.2). Entences el
momento de inercia Ix de la banda lo obtenemos multiplicando el drea dA de la banda por y 2,

¥

dA=(a-x)dy

FigIV.2

* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estatica. Ferdinand P. Beer. Pag 336.
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De manera similar el momento de inercia de 4rea Iy lo obtenemos colocando la banda paralela al
eje ¥, entonces todos los puntos estaran a la misma distancia x del eje y. Asi el momento de inercia
I, de la banda lo obtendremos multiplicando el drea dA de Ia banda por X3, ver figura (IV.3).

¥
dA = ydx

A\
il
i

fr— X

W

Figlv

(95}

Los momentos de Inercia de Areas Te L. son siempre positives,

UNIDADES

Observando la integral def momento de inercia nos percatamos de que ef resultado dimensional
es unz unidad de longitud elevada a la cuarta potencia, es decir.m®,em*, in*, pie?, etc. debido a
que se multiplican una dree {A) por una longitud al cuadrado {x* 0 ¥2).

! En l1a pagina siguiente s¢ da una tabla con 2lgunos de los momentos de inercia de figuras
geométricas mds comunes.

Lz tabla de Momentos de Inercia de Area se elabord wiilizando los lbros de Estética anotados en la
Bibliografia



TABLA 2

MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES

Nombre de Forma
ia figura geométrica L L, I, Iy I,
Triangulo
b’ b h bh? v bh (k* +b?)
36 36 12 i) 36
rectangulo
Triangul bR b (BP-abra®) ppd  |bh(b7sabea?)
nanguio 36 f % F) 7]
|
|
. |
Rect ;‘: 0 bh ‘ Bh bh? B bh (B +b? )
ectingulo =R KD ER B A
t
I
i
: =z =t Syt Surt a1t
Circulo 4 z 73 ] 2
y oy
Semicireulo C x rfron? g4 zrf art smrt zr!
e A T2x 8 3 3 ;
! X
Cuarto de
Sa. cg.t xrf zr xrt
0.055r 0.035r T 16 3
circulo
S
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TABLA 2 (Contnuacién)

MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES

Nombre de Forma
la figura geoméirica I, 1, I, I, I,
Yy ¥y
ab® (9n- 680 math nab? Snatb
Semielipse .

B ; o TUNEl 2 8 8 8

»

/ nab ia'b nab(at+b?)
Elipse 0 (19 (SR —— R
\ 4 4 4
je. &
Enjuta ab @b
parabolica S ——
X 21 5

Iv.1.2.- * PRODUCTO DE INERCIA

El producto de inercia de un 4rea se obtiene al muliiplicar cada elemento dA del drea A por sus
coordenadas x y ¥ ¢ integrando en toda el area. ver figura (IV.4). El producto de imercia se
representa por la integral

4

Loy == [ xy d4 (4.1.3)
S

- Mecanica Vectorial Para Ingemueros. Estatica. Ferdmand P. Beer. Pag. 354,
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El producio de inercia puede ser:
a) Positivo
b) Negativo

¢) Cero.  Cuando alguno de los €jes x 0 ¥ €sun gje de simetria o cuando los ejes x y ¥ son
simétricos.

UNIDADES

Son las mismas que para ¢l momento de inercia. este es, unidades de longitud a 1a cuarta
. .4 .
potenciz, m*, em*,in*, pie? etc.

4 . .. . -~ v
" A continuacién se ilustra una tabla con algunas ouras geométricas comunes y sus
respectivos productos de inercia.

¥ La tabla de productos de inercia se elaboro utilizanco los libros de Estdnca anotados en la Bibliografia



TABLA 3

PRODUCTOS DE INERCIA DE FIGURAS GEOMETRICAS COMUNES

Nombre de Forma
la figura geométrica Ly Iy
Y Y
Tridnguio T -hb? h?b?
1 R
rectangulo l 0 72 24
b ]
¥
v
B —‘T‘_é— a bh*(2a-b) bh? (22 +b)
Tridngulo I P
h T 72 72
&
e— 5 —
y ¥
b h?
Rectinguiol & (1 a —
v 4
k— b —=>
¥ ¥
Circulo 0 ar’
a1t
Semicirculo [ -
3
Y ¥
Cuarto de rt at
x o} e = e
circulo 8 8
0 F a _ﬁ A
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Iv.1.3.- “RADIODE GIRO

Supongamos que el drea de la figura (TV.5), Ia cual tiene un momento de inercia I con respecto al

y

anN
.

FigIV.5

gje x .se concenira en una banda delgada partalela al gje x, ver figura (IV.6), de esta manera el area
A asi concenirada debe tener el mismo momento de inercia con respecto al eje x.entonces la banda

se debe colocar a una distancia kx

X
del eje x y estard definida por la relacién
L=k A
ahora despejamos kx, por lo tanto tenemos
Ly
x = —i 4 1 4
y (#.1.4)

A la distancia k se le [lama radio de giro del 4rea A con respecto al eje x.

* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estdtiza. Ferdinand P. Beer Pag. 338.
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De similar forma podemos definir ef radio de giro ky, en este caso el momento de mercia &y con
respecto al eje » se concentra en una banda delgada parzlela al eje y, ver figura (IV.7), ef drea A asi

A

FigIvV.7

concentrada debe tener el mismo momento de inercia con respecto ai ejé y, entonces la banda se
debe colocar 2 una distancia ky del eje ¥, y estara definida por la relacion

2
Iy= k)A

=y {4.1.5)

Entonces ky s el radio de giro del érea A con respecto al eje .
Es de hacer notar que la franja la podemos colocar a cualquier lado del eje de referencia, ya que
si k es negativo al elevarlo al cuadrado se vuelve positivo.

ahora despejamos ky, por lo tanto tepemos

IV.1.4- *MOMENTO POLAR DE INERCIA

El momento de inercia de un drea respecto 2 un eje perpendicular al plano del area se denomina
momento polar de inercia y lo denotamos por Jo. En la figura {IV.8),el momento polar de inercia es

Jo=JrdA (4.1.6)

Fig1v.8

** Mecamca Vectorial Para Ingenieros. Bstitica. Ferdinand P. Beer. Pag 337.
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donde » es la distancia entre el drea del elemento y el origen de las coordenadas. El eje de
referencia para Jo es un gje perpendicular al plato xy, ubicado en el origen de estas coordenadas.
De la figura (IV.8) se observa que r* = x* + 3?2 entonces
Jo=frtda = J(x=ntida
Jo=Ix2dA + [rdA
y como Iy = [x*dA

L= f2dA
finalmente nos queda (4.1.7)

IV.1.5.- TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA MOMENTOS Y PRODUCTOS DE
INERCIA DE AREAS

IV.1.5.1.- *TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA MOMENTOS DE INERCIA.
Sea et momento de inercia I del area A con respecto al eje AA’, ver figura (IV.9). La distancia de

un elemento de drea JA al eje AA’ es yentonces I = [ 37 dA, consideremos ahora el eje BB'
paralelo al eje AA” y que pasa por ef centroide C del drea; el ¢je BB’ se llama eje centroidal, 1a

Fig.IV.9

distancia del elemento dA a BB’ es " por Io tanto tenemos que y = y+ d donde d representa la
distancia entre los gjes AA" y BB”. Ahora sustituyendo p en la ecuacidn integral de I nos queda

I=[rdA=[(+ dpda
desarrollando el binomio al cuadrado tenemos
I={y*dA+2d[ydA+a [da
De las ecuaciones anteriores se observa que la primera integral es el momento de inercia 1 del
area con respecto al eje centroidal BB'. La segunda integral es el primer momento del drea con

respecto al eje BB', como €} cenirolde C esta sobre ¢l eje. esta integral es cero. La tercera integral
representa el drea total A. Entonces nos queda

** Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estdtica Fercinand P. Beer. Pag 343.
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I1=T + Ad (4.1.8)

Esta ecuacién establece que el momento de inercia I con respecto a un gje AA” es igual al momento
de inercia I del 4rea con respecto a un eje centroidal BB’ paralelo al eje AA™ mds el producto Ad?
del area A y el cuadrada de la distancia d entre los dos ejes.

Podemos, también, establecer una relacién similar para los radios de giro con respecto a ejes
paralelos, uno de 1os cnales es un eje centroidal.

Sustituyendo I por kA e Tpor k* A, podemos expresar el teorema de la signiente manera
ka=kPA +Ad
dividiendo la ecuacidn anterior entre el drea A nos queda
k=% +d¢ (4.1.9)

En forma similar, para momenios polares de inercia v radios polares de giro s¢ obtienen las
siguientes relaciones analogas entre cualquier eje y un eje centroidal paraleio.

Yo=3,+Ad o k;=ki+d® {4.1.10)

Daonde: Jo = momento polar de inercia de un area respecto al punto 0,
J - = momento polar de inercia de la misma drea respecto a su centroide C.
d = distancia entre 0 ¥ C.

IV.L5.2.- ¥ TEOREMA DE EJES PARALELOS PARA PRODUCTOS DE INERCIA,

Sea un drea A y un sistema de coordenadas rectangulares x y y, figura (IV.10). Donde se
localiza

Fig. IV.10

¥ Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Estitica. Ferdinand P. Beer Pag. 355.
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¢l cemtroide C del drea con coordenadas X y 7, trazamos dos ejes centroidales x” v )" paralelos a
los ejes x v y. respectivamente. Indicando por x v y a las coordenadas de un elemento dA respecto a
los ejes originales, y por x”y 3 a las coordenadas del mismo elemento dA con relacion a los ejes

centroidales. tenemos gue

Sustituyendo en fa ecuacion (4.1.3) las relaciones anteriores nos queda
Ly={xydA=[(x+ X Jy+7)dA
Ly=lkydd+y [xda+ X jydd +3 7 Jdd
Del anilisis de la tltima ecuacion integral se observa gue:
Ixpda=1x"y = producto de inercia del drea A con relacion z los ejes centroidales xy y”.

[x'd4 y [3'd4 . Estas integrales , segunda y tercera, representan los primeros momentos del
area A en relacion a los ejes centroidales; esto quiere decir que estos primeros momentos son cero
porgue el centroide C esta ubicadden estos gjes.

Finalmente | dd . nos representa el drea total A.
Por lo tanto el teorema de los ejes paralelos para productos de inercia estard representado por la

ecuacion (4.1.11)

Ly=Tx}'+ T 74 (4.1.11)

IV.1.6.- MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS RESPECTO A EJES CENTROIDALES.

De acuerdo con lo visto anterjormente, hay dos maneras de encontrar el momento de inercia de
superficies simples respecto a ejes centroidales:

1} Utilizando la expresitn 1={yd4
2) Utilizando la ecuacion obtenida con el teorema de ios ejes paralelos
I=T+ Ad?

A marera de ejemplo resolveremos algunos problemas®™ usando ambas formas de solucidn

** Problemas resueltos con base en los libros: Mecanica Para ingenieria 1 Estatica. Josepi. F Sheliey Pig.
336. Ingenieria Mecanica . Estdtica. Beia I Sandor. Pag. 220
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EJEMPLC RESUELTO IV.1
1 1=fya4
Encontrar fos momentos de inercia Ix e Iv def 4rea rectangular de la figura {IV.11) respecto z los

ejes centrordales mostrados.
y

FigIV.11

Solucion:
Elegimos el elemento de area d4 como se indica en fa figura (IV.12).

FigIV.12

h/2
- W b2 3
.= y'dx{:b-[h!zyzciv=b[———y3]

-hi2
— hi2



B r 3 _ 3 3 1t 3 3 a3
LY N G YO S L Bt L SN M A
3 3 3 3 24 24 24

o
12

ixs

Resultado

De la mismna manera obtenemos :

w

i:
Y

EJEMPLO RESUELTO IV.2

) T=1+A2
Encontrar el momento de inercia del tridngulo de base & y altura £ mostrado en la figura
(IV.13), respecto a wn eje centroidal paralelo a su base.

¥y
h-y, iy
“xdy T h
Ll
P X
e b_]

FiglIV.13

Solucidn: primere resolveremos ¢l momento de inercia respecto a la base. Seleccionamos una
banda diferencial como se muestra en la figura (IV.13).
De la figura tenemos que : d4 .= xdy

Por semejanza de tridngulos: % = ~h—h_-z
Por lo tanto b(hh_ y)

Utilizando la expresion k = [ 1244 e integrando desde y = h hastay =0

L= fy3M= fyz ﬂ]%y—)dw%f(hy’ -y )dy
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12

ool g

= —

i2

Ahora, para encontrar ¢l momento de inercia I x, utilizamos la formula obtenida para el teorema
de los ejes paralelos, es decir:

L=T+ Ad?
Despejando T x. tenemas

ix=Ix-Adz

En la figura (IV.14) se ilustra la distancia entre el eje centroidal v ¢l eje x es b/3 {dato obtenido
de la tabla de centroides), por lo tanto nos queda:

¥

(23h h
""" ce % T T Xe
(/3 h
X
— b_.|
FigIV.14
L |y T
izl ]lEy Tz lz2lie| 1z 180 36
3
1= bh” Resultado
36

1V.1.7.-“ PRODUCTOS DE INERCIA DE AREAS RESPECTO A ETES CENTROIDALES.

Para el cdlcule de productos de inercia de dreas respecto 2 ejes centroidales es conveniente
utilizar el tecrema de 1os ejes paralelos, es decir:

Ix} = i):, + X ?A
En el siguiente problema se ilustra su utilizacién.

* Problemas resuelios con base en los libros: Mecanica Para Ingenieria L. Estdnica. Joseph F. Sheliey Pag
336. Ingenieria Mecanica . Estanica. Bela I Sandor. Pag. 220
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EJEMPLO RESUELTO IV.3 Determinar el producto de inercia respecto a los ejes centroidales
paralelos a los ejes x v y, del tridngnto mostrado en fa figura (IV.15).

N
dA =xdy - h “;\#

=2
FigIV.15

Solucién:
Primerc encontraremos el producto de inercia respecto a los gjes x v y mostrados en la figura
(IV.13).

Escogemos como area diferencial la franja sombreada paralela al eje x.

De la figura (IV.15) se observa que:

a) Al aplicar Ia formula de 12 definicién de producto de mercia

Iy =[xy dA, xey representan las coordenadas del centroide del drea diferencial dd.

b) El 4rea de la franja es dd = xdy

¢) Las coordenadas del centroide de la franja diferencial son ("2} .y )

b
d =— (h-vy
)X h( ¥)
Por lo tanto d44:xdy=%(h-y)a3’

Entonces, sustituyendoenby = xy dd  tendremos:

2

To= E[lh(h_y)}(y)[g(h-y)dy} = 2112 J:(kﬁyzhy2 +y° dy

) 4 5 h

b* [ 2 2 3 :! b” [h‘y 2hy3 vt

Iy =~ h vdv—2h dv + dv = P . AT AL,
T ow? J: e 'Cy i ‘Cy 4 ZthZ 3 4 |,
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b? [6h"—8h"‘+3h‘}= b [E]

Iy= — | — 27 72%

YT on? 12 22 | 12
242

Ly= bzz Resultado parcial

Ahora encontrarenos el producto de inercia respecto a los ejes centroidales del trisngulo. En la
figura (IV.16) mostramos €l triingulo con las coordenadas de su centroide.

Y

= v

FigIV.16

Aplicando la formula del teorema de transferencia, es decir,

o =Tyt AT ¥

212
encentrado anteriormente tenemos

Utilizando el producto de inercia Ly =

24
blhl _ b2h2
=]+
24 7T T8
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1,232
b’h Resultado

|
4
it

Observando el signo del resultado y ademds el tridngulo, nos damos cuenta que la mayor parte
del &rea esta en los cuadrantes 2 y 4 respecto de los ejes centroidaies. Si se gira 90° el tridngulo
respecto a la posicién mostrada, el signo serd positivo pero la magnitud serd la misma, es decir,

b*h?
72

También es importante recordar que el producto de inercia puede ser:
a) Positivo
b) Negativo
¢} Cero

IV.1.8.- * MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS COMPUESTAS.

Los momentos de inercia asi como los productos de inercia de figuras compuestas por diferentes
dreas, los podemos calcular dividiendo la figura en elernentos tales como tridngulos, rectingulos,
semicirculos, etc. y calculando los momentos y productos de inercia respectivamente, para cada
elemento de drea simple. Por lo tanto el momento o producto de inercia, segin sea el caso, es igual
a la suma de los momentos o productos de inercia de los elementos en que se dividié la figura. Sin
embargo, para poder sumar los momentos o productos de inercia de los elementos, todos deben ser
calculados antes con respecto al mismo o mismos ejes, usando la formula del tecrema de
transferencia respectivo cuando sea necesario. A continuacién se resolveran algunos ejemplos.

EJEMPLO RESUELTO IV. 4

Calcular et momento de inercia del area sombreada con respecto a los ejes x v y cuando a = 20mm
de figura (TV.17)

Fig.IV,17

* Mecdnica Vectorial Parz Ingenieros. Bstética, Ferdinand P. Beer. Pég. 344.
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Solucién. Podemos obtener el drea dada restando los cuatro semicirculos al cuadradoe.
Calcularemos los momentos de inercia del cuadrado y de los semicireulos por separado.

Caleulo del momento de inercia I« del cuadrado. FigIV.18
¥

FigIV.18

3
De la tabla de momentos de inercia tenemos, para un cuadrzdo I = %

Lo but _(aa)(4a) 2s6at _ 256(20)" _ 256(16000)
2 12 12 12 12

L. =3,413,333.33 mm"*
Célculo de los momentos de inercia de los cuatro semicirculos. Figura (TV.19)
A A’
NEY
—d—
B m B’

T

FigIV.19

Primero calcularemos el momento de inercia del semicircnlo (3) respecto al eje AA " ver figura
(IV.20), después respecto al eje centroidal del semicirculo v finalmente respecto al eje x.

A AT

FigIV.20
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De la tabla de centroides, localizamos el centroide C del semicirculo respecto al eje AA"

La distancia d del centroide C al ejexes: d=40mm-b = 4%mm - §.49%mm = 31.51mm

Ahora, partiendo de lz tabla para momentos de inercia calculamos el momento de inercia del
semicirculo respecto al ele AA"; ¥ calculames, ademds, el drea del semicirculo.

s {20
P LA C.Y NP
8 8
x w20
A= e = e = 6283 mm?
2 2

Utilizando el teorema de los ejes paralelos para calcular T«
Ina =T1x+ Ab?
Despejando 2 1x nos queda
Tx=L - Ab?

Tx=62831.8 mm" - 628.3 mm? (8.49 mm)’

Ix=62831.8 mm*- 45287.9mm*

1:=17543.9mm’

Ahora utilizando nuevamente el teorema de los gjes paralelos para obtener ¢l valor de b
L= i =+ Ad?
L= 17543.9mm" + 628.3 mm” (31.51mm)"

Y= 17543.9 mm* + 623826.6 mm*
L= 641,370.46 mm*

Observacion: De acuerdo a la figura (IV.19) el momento de inercia del semicirculo (3) es igual al
momento de inercia del semicirculo (1), por lo tanto al restar se debe considerar también.

Ahora debemos calcular el momento de inercia de los semicirculos (2) y {4), teniendo en cuenta
la observacién anterior que para este caso también se aplica; es decir, el momento de inercia del
semicirculo (2) es igual al momento del semicirculo (4), por lo tanto caicularemos ] momento de
inercia del semicirculo (4) inicamente, ver figura (IV.21).
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FigIv.21

De 1a tabla para momentos de inercia tenemos, para el semicirculo (4) que :

. {20)"
8

1«=62831.8 mm*

Finalmente el momento de inercia I« del drea sombreada dada lo cbtenemos restandole al
momento de inercia obtenido para el cuadrado, los momentos de inercia de los cuatro semicirculos.

Resumiendo:
a) Momento de inercia del cuadrado: I.=3413333.33 mm*
b) Momento de inercia del semicirculo 1 : I = 641370.46 mm*
¢) Momento de inercia del semicireulo 2 ; L= 628318 mm?
d) Momento de inercia del semicircule 3 : Ix = 641370.46 mm*

e) Momento de inercia de] semicirculo 4 : k= 62831.8 mm*
Realizando [a resta tenemos:
«=3413333.33 - 2(641370.46) - 2(62831.8)
L. =3413333.33 - 1282740.92 - 125663.6

I = 3413333.33 - 1408404.52

L. = 2004928.81 mm* Resultado

Finalmente como la figura es simétrica tenemos que Ix = I, por lo tanto:

Iy = 2004928 81 mm* Resultado
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IV.1.9.- ¥ PRODUCTOS DE INERCIA DE FIGURAS COMPUESTAS.
EJEMPLO RESUELTO EV.5

Determinar el producto de inercia del drea que se forma restando el semicirculo de la figura
(IV.22) respecto a los ejes x y y mostrados.

F—_ 15cm '_—)l

FigIvV.22
Sohucidn.
Resolveremos el problema de la siguiente manera:
a} Calcularemos Eq del triangulo

b) Se calculard Iy del rectangule
¢} Obtendremos Ixy del semicirculo
¢) Finalmente haremos la sumatoria para encontrar el producto de inercia del 4rea formada
restando el semicirculo de la figura (IV.22).
En la figura (IV.23) se muestra como se dividié Iz figura (IV.22).

¥

ic—-'/.SCm_*_ 7.5cm_ai

FigIV.23

*! ingenieria Mecdvica . Estitice. Bela I Sandor. Pdg, 231.
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a} L« del wriangulo.
En la figura (TV.24) se ilustran el tridngulo y las distancias a fos ejes x y 3.

¥

— 7.5cm ¢ Xe
FigIV.24

De la tabla de centroides tenemos para un tridngulo rectingulo.

% _E_ 7.5 cm=2_5
3 3
h 15¢m
===
Ye T3S

Distancias alos ejesxy y .
X¥=25em+75cm=10cm
¥y =5cm

De la tabla para productos de inercia tenemos para un tridngulo rectangulo, para su centroide,

- _-bm? {13713
Ixy_ =
72 72

Tx=-175.78cm*
Utilizando el teorema de transferencia tenemeos

Ly=Ix+ X JA



Ey=-175.78 cm” + (10cm)(5cm) [(?—SE%@EII—)}

Ly=-175.78cm®+ 2812.5 cm*

Ly = 2636.72 cm*

b) IX)' del tnangulo
Enla figura (IV.25) se ilustran el rectangulo y Ias distancias a los efesx e p .
Y
q__7.5cm..~..
i5cm U -

r—\ﬂ——ﬂ

o :

FigIV.2s

¥=375cm, y=7.5cm

Sabemos que el producto de inercia centroidal es igual a cero ya que la figura es simétrica
respecto a su centro, Pot 1o tante utilizando la formula del teorema de transferencia tenemos

Ly=Tx +% FA=0+(3.75 cm)(7.5 cm)(7.5 em){15 cm) = 3164 cm*
¢} Ly del semicirculo

En la figura (TV.26) se ilustra el semicirculo y las distancias a los efes x vy 3.

15¢m

FigIV.26
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de la tabla de centroides, para un semicirculo, tenemos

4(7.5
,ﬁ_w.(_ﬂ_g,_]gcm
In 3n
y =r=75cm
z 7.5em)”
A= Hﬁﬁ_ji___c_)_=gg_36 em?

El producto de inercia con respecto a los ejes centroidales es cero ya que la figura es simétrica,
por lo tanto haciendo uso del teorema de transferencia tenemos:

T = 0 + (3.18cm)?7.5em)(88.36 cm?)

by =2107.4cm*
Resumen de resultados:
a} Ly del triangulo = 2636.72 am*
b) 1.y del rectangule = 3164 cm®
¢) Ly del semicirculo = 2107.4 cm*
d) Por lo tanto el producto de inercia del drea formada restando el semicirculo de la figura

{IV.22) sera:
Lo =2)+b)-c)=2636.72 cm*+ 3164 cm* - 2107.4 cm?

Tq =3693.3 cm?
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IV.1.10.- 2 EJES PRINCIPALES DE INERCIA DE UN AREA.
IV.1.11.- MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA DE UN AREA.

Sez el drea A y las coordenadas x y y de la figura (IV.27).

Figiv.27

Debemos suponer que fos momentos ¥ el producto de inercia del érea A considerada son
conocidos v lo que se pretende determinar son los momentos y ef producto de inercia con respecto

2 los nuevos ejes x° y ¥’ que se obtienen al girar los ejes originales un 4ngulo § alrededor cel
origen. Es decir:

Ix= fysz
I, = jx*dA Momentos y producto de inercia conocidos {4.1.12)

Ixy = IXyd.A

Lo =fy7dA
I, = {x2dA Momertos v producto de inercia por determinar
L y = Jx 'y’dA

De la figura (IV.27) obtenemos las siguientes relaciones entre las coordenadasxy y ¥ x "y 37
del elemento de drea d4:

x'=xcos0+ysenb
y =ycosd-xsend
Sustituyendo y” én la expresién de Ix , nos queda

L= fy*da= F(y cos® - x senB)* d4 , desarrollando tenemos

% Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Estdtica. Ferdinand P, Beer. Pag. 355.



Y. = § (y%0s® © - 2xy senf cos® + x%sen? ©)d4 |, ordenando

I, =cos? 8 [v*dA - 2senf cosb fxy dd + sen® & [x?%d4 . tomando en cuenta las ecuaciones de los
momentos y producto de inercia conocidos, es decir las ecuaciones (4.1.12), nos queda

I =Ix cos? 8 - 2Lx senf cosB + Iy sen O (4.1.13)
De manera similar, se obtiene para Iy ¢ Ivy las expresiones
Iy =Ix sen? 6 + 2L senb cosb + Iy sen? O (4.1.14)
Loy = (Ix - Iy} 5enb cosb + Ly{cos® B - sen® B) (4.1.15)
Utilizande las siguientes identidades trigonométricas

sen 20 = 2send cosd
cos 208 =¢c0s% 0 -sen”

cos? = 1+cos 20
2
cenl = l—c;s 26

las ecuaciones {4.1.13),{4.1.14) y (4.1.15) las podemos escribir:

I+, I-1,
I, = 3 + 3 c0s 20 - Lo 320 20 {4.1.16)
L+l I, -I
I, = - ¢0s 20 + Ix sen 20 4.1.17)
; 2 2
Ix Ty
L., = > — sen 20 + Ly cos 28 (4.1.18)

Sumando miembro a miembro [as ecuaciones (4.1.16) ¥ (4.1.17) observamos que

L, +I, =L +K, (4.1.19)

Podriamos haber anticipado este resultado ya que ambos miembros de (4.1.19) son iguales al
momento polar de inercia Jo.

Las expresiones (4.1.16) v (4.1.18) son las ecuaciones paramétricas de un circulo. Esto quiere
decir que si escogemos un sistema de coordenadas rectangulares y trazamos un punte M de abscisa
k., v ordenada L. ypara cualquier valor del pardmetro 6, todes los puntes obtenidos estardn sobre un
cizculo. Para establecer esta propiedad, debemos eltminar el pardmetro 9 de las ecuaciones (4.1.16)
y (4.1.18): esto Jo hacemos trasponiendo el término (I + I)/2 en la ecuacidn (4.1.16). elevando al
cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.18) y sumdindolas, obtenemos
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I +L, 7T L-17
{Ix, 5 y} +1Z, =[ "2 ’} +IZ, (4.1.20)

Haciendo
I +1 L-L7T
L =__2_Y y R = { 5 Y] +1, (4.1.21)
Podemos escribir la identidad (4.1.20) en la forma
2.2 2
(1o L) +12, =R {4.122)

gue es la ecuacion de un circulo de radio R, con ceniro en el punto C de Abscisa Ipem v ordenada
cero ver figura (IV.28). Se debe hacer 12 observacion de que las ecuaciones (4.1.16) y {4.1.18) son
ias ecuaciones paramétricas del mismo circuio. Debido a la simetria del circulo, ademés. respecto
al ¢je horizontal, se hubiera obtenido el mismo resultade si en vez de M hubiéramos razado el
punte N de coordenadasIy ,e - Ivy respectivamente, ver figura (IV.29).

Ix'y'

Fig.IV.28 Fig.IV.26

Los dos puntos A ¥ B donde el circulo corta al gje de las abscisas son de especial interés: el punto
A corresponde al valor méximo del momento de inercia I, en tanto que el punte B corresponde a
su valor minimo. También, ambos puntos corresponden a un valor del producto de inerciz I, . En
consecuencia, los valores 6. del parametro 6 correspondiente a los puntos A y B se pueden obtener
haciendo Ivy =0 en la ecuacion (4.1.18), es decir:



1
I..=0= "2 2 sen 20 -+ Ly cos 20

1,-1
- Ixy cOs 20 = > L sen26

-2 Iy cos 20 = (k- I,) sen 20

2L, _sen 26 _

tan 20
I,-1, cos20
-2F,,
an 20 = I (4.1.23)
x Ty

Esta ecuacion define dos valores de 28 separados 180° y por tanto dos valores de 0 separados
90°. Uno de ellos corresponde al punto A de la figura (IV.28) y a un eje que pasa por 0 en la figura
(TV.27) respecto al cual el momento de inercia del drea es mdximo; el otro valor corresponde al
punto B y a un ¢je que pasa por 0 respecto al cual el momento de inercia es minimo. Los dos ejes
definidos de esta forma son perpendiculares entre si y reciben el nombre de ejes principales del
drea respecte a 0, y los valores correspondientes Imx € Imn del momento de inercia reciben el
nombre de mementos principales de inercia del drea respecto a 9. Debido a que los dos valores B
definidos por la ecuacién (4.1.23) fueron obtenidos al hacer Iy = 0 en la ecuacion (4.1.18} es
obvio que ef producto de inercia del drea dada respecto a sus ejes principales es cero.

De la figura(fV.28) observamos que
Insc=Ipam +R e Imin = Iprom - R (4124)

Sustituyendo a Jprom ¥ @ R por las ecuaciones de (4.1.21), escribimos

L+l L -LY
Im_mm m‘”—z—“i 2 +I;), (4.1.25)

Si por simple inspeccién visual no es posible determinar cual de los dos ejes principales
corresponde a Imax y cual a Inn se tendrd que sustituir uno de los valores de 6» en la ecuacion
(4.1 16} para poder determinar cual de los dos corresponde al valor maximo del momento de
inercia del drea respecto a 0.

En referencia a lo visto anteriormente respecto a los productos de inercia de un drea, es de notar
que si un drea tiene un eje de simetrfa que pasa por el punto 0, dicho eje debe ser un eje principal
del drea respecto a 0. Por otra parte un eje principal no necesariamente es un eje de simetria;
cualquier irea, tenga o no propiedades de simetria, tendra dos ejes principales de inercia respecto a
cualquier punto 0.

Las propiedades que se establecieron aqui son validas para cualguier punto localizado dentro o
fuera del 4rea dada. Si hacemos coincidir €l punto 0 con el centroide del drea, cualquier eje que
pase pot Q serd centroidal; 2 los dos ejes principales de un drea con respecto a su centroide se les
conoce como ejes principales centroidales del area.
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CIRCULQ DE MOHR PARA LOS MOMENTOS Y LOS PRODUCTOS DE INERCIA

Las ccuaciones que se desarrollaron en la seccidn anterior no tienen que ser memorizadas ya que
una interpretacion de ellas que fie desarrollada por el Ingenierc alemin Otto Mol es rmucho mas
til. En esta interpretacion se usa el circulo que se vio en la seccitn anterior y se ie conoce como
circulo de Mohr.

Comprobaremos que, si se conocen los momentos y el producto de inercia con respecto a dos
gjes rectangulares x y ¥ que pasan por un punto 0, ese circulo lo podemos utilizar para determinar
graficamente:

a} Los gjes principales y los momentos de inercia principales del area respecto a 0.

b) Los momentos y el producto de inercia con respecto a cualquier otro par de ejes rectangulares
x"y y que pasen por 0.

Sea un drea A y dos ejes coordenados rectangulares x y y , figura (IV.30).

Y b
v *b
!

{ x”
/ e x
0~
= ind o 'm
-
~a
a
FiguIV.30 Fig.Iv.31

Se supondrd que se conocen: I, Iy e Ly , y los representaremos en un dizgrama por un punto X
de coordenadas Ix ¢ Iy y un punto Y de coordenadas I, e - Ly, figura (TV.31). Si como se ha
supuesto en fa figura (IV.31), Ixy es positivo, el punto X queda arriba del gje horizontal v el punto Y
abajo. Si Ly es pegativo, Y queda arriba del ¢je horizontal y X abajo. Uniendo X v Y por una linea
recta, queda definido el punto C de interseccion entre esta linea XY y el eje horizontal. Trazzmos el
circulo con centro en C y didmetro XY. Observando que la abscisa de C y el radio del circule son
iguales, respectivamente, a las cantidades Ipom ¥y R definidas por las ecuaciones (4.1.21), se
concluye que ¢l ¢ircule obtenide es &l citculo de Mok para el area dada con respecto a 0. Por lo
tanto, las abscisas de los puntos A y B donde el circulo corta al eje horizontal representan,
respectivamente. los momentos de inercia principales del drea Imax,Imn.

Observamos también quc como
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Tan(XCA) =

X

¢l dngulo XCA es igual en magnitud a uno de los dos dngulos 208 que satisfacen la ecuacidn
{4.1.23); luego el dngulo 6m que en la figura (IV.30) define el gje principal 0a comrespondiente al
punto A en la figura (TV.31), se puede obtener dividiendo entre dos el angulo XCA medido en el
circulo de Mohr. Ademas observamos que si Is > I ¢ Ly >0, como en el caso aqui considerado, la
rotacion que lleva CX a CA es en ¢l sentido de las manecillas del reloj. Pero en ese caso, el angulo
Om que obteneros de la ecuacidn (4.1.23) y que define el eje principal Oa en la figura {IV.30), es
negativo; por lo tanto, la rotacién que lleva 0x a 0a es también en el sentido de las manecillas del
reloj. Se concluye, por lo tanto, que los sentidos de la rotacién en las figuras (IV.30) y (IV.31) son
los mismos: es decir, si s¢ requiere una rotacion en el sentido de las manecillas del reloj de 2@n
para transformar CX en CA en el circulo de Mohr, ge necesitard una rotacidn en el sentido de las
manecillas del refoj de 6= para transformar 0x en ¢l eje principal correspondiente Oa en la figura
(TV.30).

Ya que el circulo de Mok estd definido univocamente, se debe obtener el mismo cireulo si
consideramos los momentos y el producto de inercia del 4rea con respecto a los ejes rectangulares
x"y ver figura (IV.30). El punto X* de coordenadas Iv e Iy yel punto Y de coordenadas Iy e
«Ixy  se ubicardn sobre el circulo de Mohr v €l angulo X'CA de la figura (IV.31) debe ser el doble
del dngulo x 0a de la figura (IV.30). Puesto que, como se observd antes, el angulo XCA es el doble
del dngulo x0a, entonces el angulo XCX" de la figura (IV.31) ser también el doble del angulo x0x”
de la figura (IV.30). El didmetro XY~ que define los momentos v productos de inercia del 4rea
dada respecto a los ejes rectangulares x "y y’, que forman un 4ngulo O con los ejes x y ¥, se puede
abtener al rotar un 4ngulo 20 ¢l didmetro XY correspondiente a los momentos v al producto de
inercia Ix, Iy & Iy, La rotacidn que transforma el didgmetro XY en el didmetro XY’ en la figura
(IV.31) tiene el mismo sentido que la rotacion que transforma losejesxy yenlosejesx’y ¥ en
la figura (IV.30).

Se debe hacer notar que la utilizacién del circulo de Mohr no estd limitada a soluciones graficas, es
decir, a soluciones basadas en el trazo y medicion precisos de los distintos pardmetros en cuestién.
Con sdlo eshozar el circulo de Mohr y utilizando trigonometria se pueden derivar ficilmente las
relaciones para la solucién de un problema.
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1V.2.- MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE CUERPOS.

** El momento de inercia es una manera de medir la resistencia que opone un cuerpo a la
aceleracidn angular (M = Ia),de la misma manera que la masa ¢s una medida de la resistencia que
opone el cuerpo a la aceleracion (F = ma).

Sea ¢l cuerpo rigido de la figura (IV.32) ,el brazo del momento r es la distancia perpendicular
desde el eje 2 al elemento diferencial dm. ,

Z

FiglV.32

El momento de inercia del cuerpo mostrado en torno del eje z es

1={r2dm 4.2.1)

Ya que en la formula anterior estd involucrado el radio r del cuerpo, el valor de I dependerz del
eje para el que se calcule, ya que si el gje coincide con el eje longitudinal de una varilla delgada, I
seri pequefia, pero si el eje es perpendicular a la varilla, T sera grande, debido a que la varilla
tendrd una mayor masa distribuida a mayor distancia del eje.

IV.2.1.- * MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO
Sea una masa pequefia Am colocada sobre una barra de masa despreciable que puede girar
libremente sobre um eje AA”, figura (IV.33)
A

r
A

Fig.1V.33
Aplicando un par al sistema, 1a barra y la masa, que inicialmente estaban en reposo, empezarén
a girar alrededor del eje AA’, El tiempo necesario para que el sistema alcance una velocidad de
rotacién arbitraria es proporcional 2 la masa Am v al cuadrado de la distancia r. Por o tanto, el
producto r?Am mnos proporciona una medida de la inercia dei sistema, es decir, una medida de Ja
resistencia que el sistema presenta cuando se intenta ponerlo en movimiente. Debido a ésto, al
producto r’Am se le denomina momente de inercia de la masa Am ¢on respecto al eje AA™.

* Ingemeria Mecanica, Dindmica. R.C. Hibbeler Pég, 342,
* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dindmca. Ferdinand. P. Beer. Pig 1018



Sea, ahora, vun cuerpe de masa m gue va 2 girar alrededor de un eje AA’, figura (IV.34), 8i
dividimos al cuerpo en elementos de masa Amu, Am: hasta Ami, se encuentra que la resistencia que
el cuerpo presenta nos la da la suma r)1Am: + r 2Am:z + ... + r 3Amy, por lo tanto, esta suma nos

define el momento de inercia del cuerpo respecto al eje AA’.
A

A
FigIV.34

Aumentando el mimero de elementos, encontramos en el limite que el momento de inercia del
cuerpo de masa m es igual a la integral encontrada anteriormente, es decir

I=[r2dm (4.2.1)
Sea ahora el cuerpo de la figura (IV.35).El momento de inercia para el elemento diferencial dm del

z

FigIV.35

cuerpo airededor de cualesquiera de los tres gjes de coordenadas se define come el producto de Ia
masa del elemento v el cuadrado de la distancia minima con respecto del eje hacia dicho elemento.
De la figura (TV.35) observamos que

por lo tanto, el momento de inercia del elemento dm alrededor del eje x es

dlx =ridm=(y*+ 2 ) dm
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De esta manera, ¢l momento de inercia Ix del cuerpo lo determinamos integrando esta expresién
en toda la masa del cuerpo. De la misma forma , para cada uno de los ejes tendremos:

L=f vidm = § (y*+2)dm
Iy = v2dm = [ (x>+2%) dm (4.2.2)
E=]rdm =] (x*+y*)dm

De las anteriores expresiones observamos que ¢l momento de inercia siempre es una cantidad
pasitiva, ya que el cuadrado de las distancias y la sumateria de los elementos de la masa dm, al
multiplicarse siempre nos da una cantidad positiva.

UNIDADES
En el SL el momento de inercia de una masa se expresaen  kg. m?.
En el sistema inglés se expresacn b - ft . 57
Relaciones
1b. ft . s*=(4.45N)(0.3048 m)(15)*=1.356 N. m . &
o vaque IN=1kg. m/s?
Ilb. fi. s#=1356kg. m®
Iv.22.- ¥ RADIO DE GIRO

El radio de giro k del cuerpo respecto al eje AA™ queda definido por la relacién

I=Km o k=1 (4.2.3)
m

De esta manera vemos que el radio de giro k representa la distancia a la que se deberia concentrar
toda la masa del cuerpo si su momento de inercia con respecto a AA" no debe cambiar, ver figura
(TV.36). L2 masa m respondera de la misma manera 2 una rotacién o giro sobre AA’, ya sea que
mantenga su forma inicial, ver figura (IV.34) o gue se concentre como s¢ muestra en la fig. (IV.36).

A

Qm

A
Fig.IV.36

* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dinanmea, Ferdinand . P Beer. Pag. 1018.



UNIDADES

En el Slel radio de giro lo expresamos enm y la masa en kg .

En el sistema inglés el radio de giro se expresa en pies y la masa en shugs, es decir, en

Ib. s%ft.

Las férmulas para el radio de giro de los sjes x,y,z seran las siguientes:

(4.2.37)

(4.23")

(4237



EJEMPLO RESUELTO IV.6

Se forma un semielipsoide al hacer girar el érea sombreada en torno del ¢je x. Deter-
mune el momento de inercia de este sélido con respecto al gje x y exprese el resultado
en términos de la masa m del sélido.

Solucidn:

Utilizando un elemento disco

dlx = (-;- dm)y?

—2
V=% mab®

m= pV =1 prah?

dei elemento disco

(1)

dm= pdV=p{my*)dx (2)

sustituyendo (2) en (1)
dlv= 4 (p(r y?)dx)y”

dIc= —3'-pn yidx

3

de la ecuacién que define la figura

2 = (b¥a?)o? - %2 ), por lo tanto

v =" raty (@t —2a7x7 +x") ()
sustituyendo {4) en (3) e integrando

L= fpn(b*/a*)a’ J‘dxf2aj Ixzdx+ Jx4dx)

L=1pn(d* /a*Na*x-%a’s® +1x7)
Sustituyendo los limites en los que se estd
integrando, es decir, desde x =g hasta x =0
L= %pﬂ:(b“ fa’Wa® —%as +§as)
haciendo operaciones nos queda

L= Zprab’ {5}

Sustituyendo m en (3) tenemos
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V.2.3.- *PRODUCTOS DE INERCIA DE UNA MASA

Sea ¢l elemento diferencial dm de la figura (IV.37), el producto de mercia del elemento
diferencial dm se define con respecto a dos planos ortogonales como et producto de la masa del
clemento vy las distancias perpendiculares o las mas cortas, que existen desde dichos planos al

elemento.

FigIV.37

Consideremos los planos y-z y x-z , el producto de inercia dl, para ¢l elemento diferenciai dm
gue nos muestra la figura es

Ay =%y dm (4.2.4)
de lo anterior se deduce que
dley =d Iyx

integrando para toda Ia masa, para cada combinacion de planos el producto de inercia se
expresard de la siguiente manera.

Ly =Iy\=_ll-xy dm
Le=ly =lyzdm (4.2.5)
T =In =[xz dm

El producto de inercia puede ser positivo, negativo o igual a cero. Esto depende de las dos
coordenadas definidas, que varian independientemente una de otra.

% [ngenieria Mecanica. Dindmica R C. Hibbeler Pag. 512.
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TV.2.4.- TREOREMA DE EJES PARALELOS PARA MOMENTOS Y FRODUCTOS DE
INERCIA DE MASAS

IvV.2.4.1.- ¥ TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS PARA MOMENTOS DE INERCIA
DE MASAS

Se desarrollard ahora una relacién que es ry Gtil entre los momentos de inercia de masa de un
cuerpo rigido con respecto a un eje centroidal y con respecto a un eje paralelo a dicho eje
centroidat. Este método recibe el nombre de Teorema de los Ejes Paralelos

Sea un cuerpo de masa m, y sean dos sistemas de coordenadas rectangulares, es decir. sea Oxyz
un sisterna de coordenadas con origen en un punto O arbitrario y sea Gx'y'z” un sistema de gjes
centroidales paralelos, esto quiere decir un sistema con origen en el centro de gravedad G del
cuerpo y cor los ejes x7,y',z” paralelos a x,y,z respectivamente.

FigIV.38

Sean X,¥,Z las coordenadas de G con respecto a 0xyz, podemos escribir zhora las siguientes

relaciones entre las coordenadas x.y,z del efemento dm con respecto a Oxyz y sus coordenadas
x',y.,Z respecto de los cjes centroidales Gx'y'z', respecto de la figura {TV.38) las relaciones son:

y=y +5 (4.2.6)

De acuerdo con las ecuaciones de momentos de inercia deducidas anteriormente, es deci
L = J(y2+2*) dm
Iy = J(z2+x%) dm

L = J(x&ry?) dm

57 Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand . P Beer. Pag. 1020.



¥ sustituyendo en I las relaciones abtenidas tenemos:
L=f(y2) dm=[[(y'+7 P +E'+ 2 ¥ dm
L={{y*+zdm+2¥ fydm+23jzdm+(3> + 2%)fdm

De esta tltima expresion se observa que la primera integral nos representa el momento de inercia I«
del cuerpo alrededor del eje centroidal x', la segunda y tercera integrales nos representan el primer
momento del cuerpo respecto a los planes z'-x" y X"y’ respectivamente, y ya que ambos contienen
a G, las dos integrales son cere; y como la Ultima integral es igual a Ia masa m total def cuerpo
podemos escribir:

L=1, +m(¥ +%%) 427

esta ecuacién representa el momento de inercia en tomno def eje x. De manera similar tenemos para
losejes y y o
=1, +m(z2+%%) (4.2.8)

L=1L.+m (% +§") (4.2.9)

De la figura (IV. 38) se puede venﬁcar que la suma Z°+ % representa el cuadrado de la distencia
0B entre los gjesyy»~.
De la misma manera,¥- +2° y X2 +7° representan fos cuadrados de las distancias entre los
¢jes x y x "y entre los efes z y 2, respectivamente.
Designando por d la distancia entre un eje arbitrarioc AA” y un eje centroidal paralelo BB, figura
{IV.39). se puede escribir por lo tanto, la relacién general entre el momento de inercia I del cuerpo
con respecto a AA” ¥ su momento de inercia I con respecto a BB

I=1+ma (4.210)

AT B’
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Para expresar ios momentos de inercia en términos de [os comespondientes radios de giro basta
recordar que el radio de giro se expresa de la siguiente manera:

1=Xm
I=kK'm

sustituvendo en la ecuacién I = T+ md® tenemos

Km = k* m + md?
dividiendo entre m nos queda

k2= k2 +d (4.2.11)

donde k= radio de giro alrededor de AA™ ¥y

k =radio de giro alrededor de BB'.

V.2.4.2.- * TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS PARA PRODUCTOS DE INERCIA
DE MASAS

Ya se dedujeron anteriormente las ecuaciones para determinar los productos de inercia de un
cuerpo con respecto a los ejes x-y, los ejes y-z y los gjes z-x respectivamente, las cuales son

Ixy=fxydm
Iyz=fyzdm
Too=Jzx dm

Sea el cuerpo mostrado e la figura (IV.40)

Fig.IV.40

* Mecanica Vectorial Para Ingenieros. Dindmica, Ferdinend . P Beer. P4g. 1032.
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De la figura (IV.40) se obtienen Ias siguientes refaciones:

X=X+
Y=Y Y
z=z7 +7Z

Sustituyendo las relaciones en Ly, tenemos:
Ly = Jxy dm = [ [(x "+ X )y +¥ )ldm
Ly=|[xy+x'J + Xy + Xy]dm
Ly =xydm +¥ix’dm +% Jy'dm + % yidm

De la expresién anterior observamos que la primera integral representa el producto de inercia Y...

que la segunda integral, asi como la tercera son igual a cero ya gue ambas contienen a una
coordenada centroidal, la cuarta integral representa la masa total m del cuerpo por lo tanto nos
queda:

Iy=I, +¥ym (4.2.12)
de ta misma manera tenemos :

Ip=I,+7Zm (4.2.13)

In=T,.+ZXm (4.2.14)

donde:
X,¥ . % representan las coordenadas del centro de gravedad G del cuerpo e Ik.y. N N o

represantan los productos de inercia con respecto a los ejes centroidales x7,y",z".

CALCULQ DE MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA DE LA MASA DE
CUERPOS SIMPLES CON RESPECTO A EJES CENTROIDALES.

IV.2.5.- ® MOMENTOS DE INERCIA.
IV.2.6.- PRODUCTOS DE INERCIA.

Momentes de inercia de placas delgadas.

Sea una placa deigada de espesor uniforme t. constituida de un material homogéneo de densidad
p. El momento de inercia en iérminos de la masa de una placa con respecto a un eje AA’, contenido

en ¢l plano de la placa, figura(IV.41) es
Tan- .masa = J ridm

* Mecimea Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand P Beer Pig. 1021,
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FigIV.41

ya que dimn = p t d4, tenemos
IAA'  masa = p’ij!’zd/:{
p = densidad = masa por volumen = mv

como r representa la distancia del elemento de drea d4 al eje AA’, por lo tanto, la integral es
iguai al momento de inercia del area de la placa con respecto a AA’, es decir,

| IV Jmasa = P tTan Larea, (4.2.15}

De la misma manera, para un &je BB perpendicular a AA " figura (IV.42) .

IBB masa = p tIBE arca (4.2.16)




Consideremos ahora al ¢je CC” perpendicular 2 la placa v que pasa por el punto de interseccién
Cdeloscjes AA"y BB figura (TV.43)

A

Fig1v.43

enfonces tensinos:
IOC.masazthC,ama (4217)

donde Jc es el momento polar de inercia del 4rea de la placa respecto al punto C. es decir,
recordemos la relacion ’

Jo =L + Ieg

que existe entre los momentos de jnercia polar y rectangulares de un 4rea, podemos escribir la
siguienie relacion entre los momentos de inercia de una placa deigada:

Icc =Jaa +1Iss (4.2.18)

Placa rectangular

Sea la placa rectangular mostrada en la figura(IV.44) :
A

FigIV.44

Los momentos de inercia se dan en t€rminos de su masa con respecto a ejes que pasan por &l
ceniro de gravedad de la placa



3

a’h

Ian s = p than’ s, = pt——
masz = ez, P 2

3
IsB moss = ptdop ara = pth—

12
donde: p = densidad de la placa

t = espesor de la placa
dm =ptdd

m =ptA=ptab

3

Iaa, aree = DY = momento de inercia de drea respecto al eje AA” .

3

I8B . area = ST momento de inercia de 4rea respecto al eje BB’

Yaque pabt es igual 2 Ia masa m de la placa, podemos expresar los momentos de inercia de una
placa rectangnlar delgada de la manera siguiente:

Lo e = 2 (42.19)
12
z
Ton e = 2 (4.2.20)
12

Considerande ef eje CC” perpendicular a la placa y que pasa por ¢l punto de interseccion C de AA
¥ BB’ de la figura tenemos

Icc  mase = pt Jc.area
en donde Jc es el momento polar de inercia del 4rea de la placa con respecto 2 C.

Sabemos también que  Jo=Iaa +Iss  entonces podemos escribir

Teo =Tan +Ise
2 b2
por lo tanto nos queda Ice = E@—];—l {4.2.21)




Placa circular

Para ¢l caso de una placa circular de radio r, figura (IV.45). tenemos que el momento de inercia es:

FigIV.45

1an .masa=p$1ﬁu\ ,area

4

Taa Jrea = nr
4
'J'Cl"
Taa  masa =pt n

y como la masa del ¢circufo es m= pV v V=anr?t, entonces m =p ® r? t, por lo tanto el
momento de inercia es:

2
Ly, =Ty =2 (4.2.22)
el momento de inercia Icc' es:
mr® mr® 2mr?  mr’
.. =——Ft—r———=—  =— 4.2.23
4 4 4 2 ( )

IV.2.6.- “ PRODUCTOS DE INERCIA DE LA MASA DE CUERPOS SIMPLES
RESPECTO A SISTEMAS DE EJES CENTROIDALES.

Se pueden calcular utilizando el teorema de ejes paralefos ya que conocierdo el producto de inercia
de los gjes x, ¥, o, se pueden caleular los productos de inercia respecio a los ¢jes centroidales del

cuerpo.
Nota: debemaos recordar gue el producto de inercia puede ser:

Positive, negativo o cero.

 Mecanica Vectorial Para Ingemeros. Dindmica. Ferdinand , P Beer, Pdg 1033.
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iv.27.- ¢ DETERMINACION DE MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE
ALGUNOS CUERPOS COMPUESTOS

S1 un cuerpo estd constituido por varias partes sencillas, como discos, triangulos, placas
rectangulares, esferas, varillas, etc. los momentos de inercia se pueden obtener calculando los
momentos de inercia de sus partes componentes con respecto al eje deseado y sumdandolos
aigebraicamente, Cada parte componente debe considerarse como upa cantidad negativa si ya fue
tomada ¢n cuenta como parte de ofra parte; como ejemplo tenemos wa agujero debe ser restado de
una placa sélida. Para calcular ¢ centro de masa que no se encuentre sobre el eje de referencia es
necesario utilizar el teorema de los ¢jes paralelos.

Por lo tanto el momento de inercia estard dado por la siguients ecuacion:

U = ¥{ls+ md?) (4.2.24)

Is de cada parte componente s¢ puede calcular por medio de integracién o bien utilizando la
tabla que se da 2 continuacién® .

® Mecénica Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand . P Beer. P4g. 1022,
2 Imd. Pag. 1023.
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MOMENTOS DE INERCIA DE MASA
DE FORMAS GEOMETRICAS COMUNES

Nombre de la figura Torma L.Iyel:
mi?
Varilla L= L= ——mmemae
12
2ma?*
Esfera L=Iy=L= rmeaame-
5
L =(1/2ma*
Cilindro circuiar m(3a®+ L7
| S A -
12

Cono circular

Ly = L =(3/3)m[(1/4)a*+h?]

1= (3/10) e

Disco delgado

L = (1/2)mr?

I = L = (1/4)mr*

Prisma rectangular

= (1/12m(b? + &)
L= (1/12)m(c? + &®)

L= (1/12)m(a®+ b?)

Placa rectanguiar
delgada

E ={1/12)m({b* + ¢%)
I = (1/12) me?

L = (1/12) mb?
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1v.2.8.- © EJES PRINCIPALES DE INERCIA Y
Iv.2.9.- ¥ MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA DE LA MASA DE UN CUERPO
Para definir los ejes y momentos principales de inetcia se hardn primero las deducciones de :
— Momento de inercia respecto a un eje arbitrario que pase por 0.
— Productos de nercia de la masa de un cuerpo
--Elipsoide de inercia
Momentos y productos de inercia respecto a un eje arbitrario que pasa por 0.

Sea el cuerpo representado en la figura (TV.46), en la gue se representa un eje arbitrario 0L que

¥

I
t
|
[

FigIV.46

pasa por el origen. El momento de inercia respecto a OL queda representado por la integral
Yoo = | p2dm
donde: p = distancia perpendicular del elemento dm al eje OL.

Representando por A el vector unitario a lo largo de OL y por r el vector de posicion del
elemento dm, de lo anterior se observa que la distancia perpendicular p es igual a la magnitud r sen
6 del producto vectorial A x r. Por lo tanto podernos escribir:

Too=[p*dm =] [A x r]%dm (4.2.25)

Desarrollando el producto cruz A x r en forma de determinante

i ] ok
Axr = Ax Ay Azl =-(hwx)k-(hey)i- ez + (o DI+ Ox YK+ (B2 X0

x ¥ 2| =(wzheyi Hhzx-hs 2)) (s y-he WK

& Mecdnica Vectorial Para Ingenieros. Dindmica. Ferdinand . P Beer. Pag. 1032
! Ibid 1034.
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Desarrollando los cuadrados para expresar el cuadrado en términos de las componentes
rectangulares:

Too = § T (hy 2Rz ) H0hz Xhx 2% Hx y-hy X)* ] dim
(v Zhzyl = A 22 -2 Jyzhay + Aay®
(XA Zf =A%x® -2 haxhxZ+ W2
(e y-hy X0t = 2%¥2 - 2 hay by X +RA R
En las ecuaciones anteriores las componentes A, hy,hz del vector unitario A representan los
cosenos directores del eje 0L, asi, también las componentes x,y,z de r representan las coordenadas

del elemento de masa dm. Reordenando los términos de los cuadrados desarrollados tenemos:

Too =320 (2 + 28 dm+ 33 [ (22 + @) dm 95 [ (2 + y2) dm
e Xy dm - 20y e[ vz dm 2 e hd mx dm (4.2.26)

De la ecuacidn (4.2.26), es de notar que las tres primeras integrales representan los momentos de
inercia In, Iy, e Lz, del cuerpo respecio a los gjes coordenados. Las tres Gltimas nos representan los
productos de inercia del cuerpo respecto a los ejes 2 & 3,1 ¥ 7, 2y X, respectivamente, es decir:

L L=[(y*+ ) dm

L= (z2+x%)dm Momentos de inercia 4227

L=[(x?+y2)dm

Lo = xy dm
1= { yzdm Productos de inercia {4.228)

Te=)zidm

Sustituvendo las integrales de (4.2.23)} y (4.2.28) en (4.2.26) nos queda:

Foo= Last L A%+ A% - 2Ly Ax X)'- 2Lz iyhe - 2 Fzhs {4229)

Consideremos ghora un cuerpo con un gran nirnero de ¢jes OL gue pasan por el punio 0 y en
cada eje OL graficamos un punto Q 2 una distancia:

0=~ 1/
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El lugar geométrico que sc obtiene de graficar esos puntos () forma una superficie como la que
se muestra en la figara(IVv.47).

FigIV.47

Para obtener fa ecuacién de la superficie sustitiimos Ion = 1/0Q)* en (4.2.2%) y muitiplicando los
dos fados de la ecuacidén por (0Q)2. Teniendo en cuenta que:

O =x
Qs =y
(0Q=2

donde x,y,z representen las coordenadas rectangulares de un punto Q de la superficie, por lo tanto,
elevando al cuadrado tenemos:

(0Q) M =x2
(0Q) Wy =y
(OQ) A =27?
Sustituyendo en (4.2.29) nos queda:
L+ Iyi+ Lzt -2hyxy - 2 yz - 2l zx = 1 (4.2.30)

Esta ecuacién nos representa una superficie cuadritica.Como el momento de inercia Ioo es
diferente de cero para todo eje 0L, ningtin punto  puede estar a una distancia infinita de 0. Per lo
tanto la superficie obtenida es un elipsoide. Dicho elipsoide,que define el momento de inercia del
cuerpo respecto a cualquier eje que pase por 0, és conocido como Elipseide de Inercia del cuerpo
en 0.

Si giramos los ejes de la figura (IV.47) observamos que cambian los coeficientes de la ecuacién
que define el elipsoide, ya que éstos son iguaies a los momentos y productos de inercia dei cuerpo
respecto a los ejes rotados. Pero el elipsoide mismo permanece sin alteracion, ya que su forma sélo
depende de la distribucién de lz masa del cuerpo considerado. Supongamos ahora que elegimos
como ejes coordenados los ejes principales x°,y",z’, del elipsoide de inercia. figura (TV.48).
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FigIV.48

La ecuacion del elipscide respecto a estos gjes coordenados sera.
L+ Ly +he=1 (42.31)
donde los productos de inercia del cuerpo respecto a los ejes x7,y ",z son cero.
Los ejes x', ¥" v z” reciben ¢l nombre de gjes principales de inercia en 0.
Los coeficientes In, Iy, I= se conocen como los momentos de inercia principales del cuerpo en &.

$i utilizamos como gjes coordenados los &jes principales de inercia x",y’,z’, Ja ecuacidn (4.2.29)
parz €l momento de inercia de wm cuerpo respecto aun aje arbitraric que pase por 0 se reduce a -

Joo =X A% + Ty A%+ 12 A% (4.2.32)
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TEMA V.- * PRACTICAS DE CINEMATICA
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

CAMPUS ARAGON

LABORATORIO DE CINEMATICA

PRACTICA#1

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME

OBJETIVO:
Aplicar los conceptos de movimiento rectilineo uniforme

ACTIVIDADES:

1.1._ Analizar Ias caracteristicas del M.R.U.

1.2._ Determinar la velocidad lineal de un cuerpo.

1.3._ Determinar Ia constante de restitucion del resorte planc.

1.4._ Construir e interpretar las graficas de desplazamiento - tiempo, x-#, y velocidad - tiempo, v-2.

1.5, Interpretar el significado de la pendiente de la recta en Ia grafica x-.

EQUIPO:

-— Bomba de calor.

- Riel de aire con accesorios y carros.
— Crondmetros.

- Flexdmetro.

ASPECTOS TEORICOS:
Sefialar que es:

-- Movimiento retativo.
—- Trayectoria de una particula y de un cuerpo rigido.
~- Desplazamiento.
- Caracteristicas del M.R.U.
Velocidad.
Trayecioria.

% Pricticas elaboradas con la asesoria de profesores de la materia de Cinemética de la ENEP ARAGON
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Desplazamiento.

Aceleracion.

Ecuaciones generales.
--- Dar algunos e¢jemplos del M.R.U.

DESARROLLO

— Preparar ¢l equipo ensambiande ¢l riel de aire, conectindole la bomba de calor, los carros y
ajustande los resortes.

-~ Con precaucion, nivela el riel, colocando el carro en su parte central v encendiendo la bomba de
calor, observando hacia donde tiende a desplazarse el carro v ajustar con los tornilios que se
encuentran en los sopottes del riel. Apagar la bomba v volver a realizar la mistoa operacidn hasta

que e] carro oscile en una posicién de equilibrio,

— Con el flexémetro, sefiala las divisiones que crea convenriente 2 lo largo del carril ( toma en
cuenta la longitud del carro ). Haz las marcas con ldpiz.

—~ Impulsa ligeramente el carro hacia algin extremo del riel (de preferencia hacia donde inicia la
referencia que marcaste).Espera a'que la velocidad del carro sea lo suficientemente lenta para que
puedas medir de una manera lo mds precisa posible el tiempo de recorrido entre marcas.

-- Construye una tabla de lecturas como ia que se flustra a continuacién:

Lectwa# s (cm) Ag (cm) t(s) Az (s) v = As/Az (m/s)
vi=Zv/ T lect.
2= Zs/ It
Z lecturas | Zs (total) Zs Z 7 (total) zt
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-- Construye una grafica en papel milimétrico con los datos de s y de ¢, ajusta la recta wilizando el
metodo de minimos cuadrados, sefiafando sus pardmetros y en especial recalcando la pendiente.

= Construye una grifica de la velocidad v contra ¢l tiempo 1.
Utiliza s y v en el gje de las ordenadas y ¢ en el ejc de las abscisas.

-- Realiza tres pruebas, para las cuales, cada una llevard sus respectivas grificas.

-- Realiza dos pruebas en las cuales se abarque todo el riel, es decir, s6lo mide el tiempo desde que
se inicia el movimiento hasta el final del riel. Haz las pracbas una tras de la otra.

Calcula la velocidad para cada prueba (v = dv/d) v calcula la energia cinética para cada caso y
determina 1a constante de restitucién del resorte plano. Despreciar la deformacidn del resorte v el
tiempo que dura ésta.

CUESTIONARIO

— ¢, Qué es un riel de aire 7

-- ¢ Qué ¢s una bomba de calor y por qué se utiliza en este experimento ?

=~ ¢, Qué es un resorte plano y qué significa la constante de restitucion 7

= § Qué ocurre si se coloca un peso en un lado del carro en equilibrio ? Describe el fenémeno.

~ ¢ En qué instanie se tiene una velocidad constante en el carro (MRU.) 7

= ¢ En qué parte del equipo se presentan fas aceleraciones del carro v a qué fenémena se deben ?
-- ¢, Para qué se le colocan pesos al carro ?

CONCLUSIONES
En este punto sefialar lo que se observo a través del desarrollo de Ia préctica, dando descripcion y
justificacidén.

Sefiala los errores en que se incurre.
Sefiata lo que obtuviste en los céleulos y coméntalo.
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
CAMPUS ARAGON
LABORATORIO DE CINEMATICA
PRACTICA #2

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO

OBJETIVO:

Aplicar los conceptos del Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado.

ACTIVIDADES:

-- Analizar las caracteristicas del M.R.ULV.

— Construir 1a grafica velocidad - desplazamiento { v - x ).

-- Elaborar la grifica velocidad - tiempo e interpretar la pendiente.
— Construir 1a grafica desplazamiento-tiempo.

EQUIPO:
— Riel de aire con accesorios.
- Bomba de calor.
~ Flexdmetro.
-~ Cronémetros.
-~ Vernier de alturas.
ASPECTOS TEORICOS
Seiialar que es:
- El movimiento rectilineo uniformemente variado.
— Ecuaciones del M.R.U.V. ( aceleracidn, velocidad, desplazamiento).

-- Bl plano inclinade.
- Componentes de la aceleracion en un plano inclinado.

DESARROLLO

— Montar el riel de aire con la bomba de calor. de la misma forma que se hizo en la préctica # 1.
Equilibrar el sistema { equilibrar el carro ). Mide la altura de la mesa a la base.

— Ajustar el tornillo que se encuentra en la base det riel. de manera que éste tenga una pendiente
pequeda ( para que el carro no se acelere demasiado). Mide la altura en la base del riel.
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- Mide con el flexémetro la separacion horizomal de las bases y, con la diferencia de alturas,
calcula la pendiente.

-- Divide el riel de manera semejante que en la prictica # ¢

- Coloca el carro en la parte superior del riel, que se encuentre en un equilibrio inicial, sujétale
con la mano.

- Suelta el carro y comienza a contar el tiempo, de igual forma para cada divisidn. Realiza tres
prucbas.

Construye una tabla como la siguiente:

Lectura # s (em) £(8) 2 (5% Ar (8} As{cm) v

Primera parte

---Con los datos del desplazamiento y de la velocidad construye una grafica para cada prueba. (v
en las ordenadas y 5 en las abscisas).

—Construye una grafica con los valores promedio de lag tres pruebas.

-—De la misma forma que para los datos anteriores, realiza las graficas v-¢ y s-f.

—-Ajusta las lineas rectas con el método de minimos cuadrados y las lineas curvas con regresién
polinomial.

-—Enfatiza la pendiente de la linea de la grafica v-»

Segunda parte.

Con el valor de Ia aceleracion de la gravedad, calcula;
—Las componentes de esta aceleracion para el plano inclinado que forma el riel y menciona cual es
ia que actia sobre el carro.
—-Caicula la velocidad instantdnea para los valores de s y de # para cada lectura de las tres pruebas.
Tabula los valores comparandelos con los de la primera parte (velocidad promedic)

Comenta los datos.
—Con los datos de s v ¢, calcula ahora la aceleracién.
—-Calcula 2 velocidad instantanes y tabula de ia misma manera que en ei caso anterior.
- Deriva la funcién que resuita de aplicar la regresién lineal en la grifica s-r. graficala, y
nuevamente derivala.
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---Compara los tres valores de 12 aceleracion obtenidos y coméntatos.

Anota todos los calculos en la memoria.

CUESTIONARIOQ
£ Como es la aceleracion en el MRUV.?
¢ De qué grado son las lineas que se obtienen en las grificas s-1, v-¢t y a-t 7 ¢, por qué ?

¢ ‘Qué pasa si al carro se le impulsa hacia arriba y después del rebote se comienza a tomar el
tiempeo def recorrido ?

¢, Qué pasaria si se le colocara un peso al carro en este experimenio ?

¢, Qué tipe de energia tiene en un principio el carro ( cuando se encuentra en equilibtio en la
parte superior) ?

& En qué tipo de energia se transforma la energfa inicial ] final del recorrido del carro ?
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
CAMPUS ARAGON
LABORATORIO DE CINEMATICA
PRACTICA #3

CAIDA LIBRE

OBJETIVOS:

Comprobar que ia caida libre es un ejemplo del Movimiento Uniformemente Variado.
Explicar la aceleracion debida 2 la gravedad, come aceleracidn de un cuerpo en caida libre.

MATERIAL:

-- Bola de metal.
- Crondmetro.
-- Flexometro.

ANTECEDENTES:

Cuando los cuerpos caen libremente en el vacio bajo la accidn de su peso se dice que la tierra
los atrae en virtud de la gravedad y entonces la aceleracion gue reciben se llama aceleracion de la
gravedad y se representa con la letra g, Su definicion es la siguiente:

Aceleracién: Es la variacion de la velocidad en cada segundo y por consiguiente, al caer un
cuerpo libremente en el vacio la velocidad que adquiere cada segundo es g; al cabo de dos
segundos v =2g , por lo tanto:

v=gt {1

Anlogamente Ia distancia recorrida durante la caida se obtiene de

h=(1/2) g" @
p; !
g= ()
12
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DESARROLLO:

Se colacard el balin a diferentes alturas, registrando el tiempo que tarda en caer. Cada dato sera
tabulade en la siguiente tabla:

1 2 3 4

(w1}

h (em) 1{seg) £ (segf b # [(em)(seg)*] 2h(cm)
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
CAMPUS ARAGON
LABORATORIO DE CINEMATICA
PRACTICA # 4

MOVIMIENTO PARABOLICO

OBIETIVOS:

— Analizard las caracteristicas del movimiento parabélico y lo interpretard como la combinacién
del MR.U y del MLR.ULV.

-- Identificara que la componente horizontal de la trayectoria parabélica s wn MR.U.
- Identificara que la componente vertical de la trayectoria parabdlica es un M.R.U.V.
MATERIJAL:

-- Dos bolas de acera.

— Hojas de papel blanco.

— Hojas de papel carbon.

-~ Transportador.

Antecedentes:

En el caso especial del movimiento bidimensional, libre para distancias cortas cerca de la tierra,
la velocidad inicial puede descomponerse en dos componentes.

VOy,'\

S IR g ¥

0 X0 X
Las ecuaciones se pueden hallar de Iz siguiente forma:
ax=0
w=]axdt=0+c=vax

x={wdt =var+c=x3+ vix
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a=-g

w=lavdi=-gt+e= vy -g

y=fwdt= vy t-(W2) g+ c =0+ - (120
DESARROLLO:

Monte ¢l dispositivo como se muestra

O@T\E%

Coloque ¢l impulsor a una altra de 0.80 m del piso y jale el gatillo. Anote todas sus
observaciones.

--- Para el siguiente experimento:

Construyz un plane inclinade con lz plataforma de modo que forme um dngulo de 25° con
12 horizontal, coloque una hoja de papel blanco sobre la piataforma y sobre ésta una hoja de papel
carbén, coleque el disparador a 15,30,45,60 v 75 , jale el gatilio v ¢l balin marcara su trayectoria en
el papel.

colocacidn de tas hojas

colocacidn dei disparador

Retire el papel carbén y mida con una regia lo que se pide en la siguiente tabla.
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Angulos de lanzamiente {°)

Alcance max.{cm)

Altura max.{¢m)

15

30

60

75
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
CAMPUS ARAGON
LABORATORIO DE CINEMATICA
PRACTICA # 5

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

OBJETIVOS:
1.- Descnibir y explicar el movimiento circular wniforme.
2.- Determinar y comprender los conceptos de Periodo, frscuencia y velocidad angular.
3.- Identificar 1a direccidn y ta magnitud de Ja velocidad y la aceleracion centripeta.
4.. Construir ¢ interpretar las graficas de desplazamiento angular-tiempo y velocidad
angutar- fiempo.
MATERIAL:
-~ Disco de cartén.
-- Motor eléctrico.
- Flexdmetro ¢ regla.
-- Calculadora.
-- Fuente de energia.
ASPECTOS TEGRICOS.

El movimiento circular se presenta continuamente en la naturaleza; por ¢jemplo: los satélites y
los planetas presentan este movimiento,

Una particula tiene un movimiento circular si se mueve de manera gue so distancia {vector de
posicién) en un punto fijo (centro de rotacion) sea siempre la misma. es decir, la trayectoria
descrita por la particula es una circunferencia.

Un movimiento circular uniforme implica que la particula describa desplazamienios angulares
iguales en intervalos de tiempo iguales.



Dentro del movimiento circular es necesario definir algunos conceptos:
Periodo (1) : Es €l tiempo necesario (7) para que la particula realice una vuelta (N).

I
T = e [seg]

Frecuencia (f) : Se define como ¢l namero de vueltas (N) que se realizan en la unidad de tiempeo (2)

N
f =~ [ciclos/seg) =1Hertz=1 Hz
1

Al comparar las 2 ecuaciones anteriores podemos facilmente visualizar que:

Esto quiere decir que son cantidades reciprocas.

Desplazamiento angular (8): Es el dngulo descrito por el vector de posicidn y s¢ define coma la
razén entre el arco (s} v el radio (#).(Ver figura}.

Para ¢l caso en que el arco descrito por el vector de posicion sea igual 2 una circunferencia
(5 =2n r} el Angulo § estard definido como:

3 2nr

= e = e = 2 1 radianes = 1 revolucion
r r
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[E! desplazamiento se puede medir en grados, radianes o revoluciones].
Recordando que @ 2 7 radianes = 360° = [ revolucidén. Por lo tanto
1 radian = 57.29°
Velocidad angular media () de una particula :

Es el cociente del incremento de desplazamiento angular A8 entre ¢l meremento de tiempo At
correspondiente.

Si el incremento de desplazamiento es una vuelta, el incremento de tiempo correspondiente sera
un periodo, de tal forma que:

w=2nf [radianes/seg]

La particula en movimiento circular ser4 afectada por una velocidad tangencial cuya magnitud es
igual &t cociente de la distancia recorrida de una vuelta enire el pericdo.

27r
W= memmee- = @ 7 {mietros/sea]
T

Aceleracién centripeta (ac): Es aquella que se genera cuando existe un cambio de direccién en la
trayectoria de Ia particula, y su direccion siempre es hacia el centro de la trayectoria.
Matematicamente se determina por medio de la ecuacién:

VA

de = - = @ F [m/seg?)
¥

Particuia
Vi

ac

Direccién del movimment \ Aceleracion ceniripeta



Cabe mencionar gue en el caso de movimientos circulares "no uniformes” existird una
componente adicional de aceleracion llamada aceleracion tangencial que tendrd el mismo sentido
que la velocidad tangencial y que estd definida por Ia siguiente expresién:

dv
a = ——— [mfseg?]

dt

Y para el case especial de un "Movimiento Circular Uniformemente Variado" ( En el cual 1a
aceleracion angular es constante) podemos decir que:

wm= ar [mfseg’]
donde: \ Particula

o= aceleracion angular
y =radio vector &

Componentes de la aceleracién en movimientos circulares.
donde

a = aceleracién tangencial
an = aceleracion normal o centripeta

De }a figura se puede definir la magnitud de la aceleracion como:

aﬂ\l ain+ ai

1.- Con ayuda de un motor ¢léctrico ¥ construyendo un disco de cartdn de tamafio adecuado. anme
un dispasitivo capaz de producir un movimiento circular como se observa en la figura,

)
Motor elécirico

DESARROLLO:

Disco de cartdn



I.1.- Haga funcionar el dispositivo y marque un punto en el extremo del disco.

a) Catcule el valor del radio vector de este punto,

b) Calcule el valor del desplazamiento angular de este radio vector al término de una vuelta.

¢} Caleule el valor del arco (§) recorvido por este punto al términe de una vuelta.

d) Marque otro punto sobre ¢l disco y repita los incisos (a),(b) ¥ (¢) . Compare los resultados y a
conunuacion escriba sus conclusiones: ;, Son iguales los valores obtenidos anteriormente para los

dos puntos ? ; De que dependen ?
1I.- Ahora determinaremos el periodo T de una particula en movimiento circular uniforme.

4} Marque un punto en el disco. (Puede tratarse del mismo de los incisos anteriores).

b) Mida el tiempo gue tarda ese punte en recorrer 2l niimero de vueltas indicado en la siguiente
po g P

tabla.

# de vueltas

tiempo

# de vuchas

29

30

50

c) Encienda ¢l dispositivo y analice el movimiento tratande de descubrir cudl de los 5 puntos
contiene o presenta mayor vefocidad tangencial ( recuerda que la velocidad tangencial también se
puede definir corno una cierta distancia recorrida en la unidad de tiempo).
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Liena la siguiente tabla

velocidad
punto radio vector (cm) 5 {en) tangencial [cm/s]

5

¢ Cudl de los 5 puntos tuvo mayer velocidad tangencial 7
Existe un punto con velocidad tangencial mixima,
Determina cudl es ese punto { o punfoes}) v caleula la velocidad tangencial de los mismos.

Hay un punto que permanece inmévil.
i, Cual es ese punto ?

¢, Cuidnto vale su velocidad ?

IV .- Construccidn de las graficas:
Con ios datos medidos en el inciso Il realiza las graficas que se piden a continuacidn,

a) b)

# de vuelias o (rad/s)

1 ' 4
Recordando que: 1 vuelta=2 n radianes

Construya la gréfica de desplazammento angular contra tiempo.

p
0 (rad)

r(seg)

V.- Contesta el cuestionaric y presenta tus conclusiones de la practica.



CONCLUSIONES

Es innegable que los estudiantes y maestros serdn los mejor jueces para evaluar el trabajo
realizado, a través del tempo, en esta tesis y en consecuencia emitir un juicic ahora es prematuro.
A despecho de lo anterior espero que este trabajo, que fue realizado con el proposito de ayudar a
12 formacidn profesional de los alumnos de ingenieria, sea de utilidad para lograr ese objetive, ya
que esa scrd la mejor recompensa al esfuerzo realizado para elaborarlo
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