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Introduccion

Sea ZignCy, el Algebra del grupo ciclico de orden p sobre los enteros médulo p".
El estudio de los ZyCp-modulos finitos fué iniciado por G. Szekeres en 1949,
en su trabajo “Determination of certain family of finite metabelian groups”,
ver [15]. Posteriormente Avirio y Bautista en “The additive structure of inde-
composable ZprCp-modules” calcularon la Z»-estructura de los Zy»C,-médulos
inescindibles usando las sucesiones de Ulm, ver [5].

El propésito de esta tesis es calcular una p-base de los ZipnCp-modulos
cadena abierta de tipo ¥ = (i, ), utilizando un tipo particular de bases de
Grobner introducidas por Borges en [7], llamadas bases de Grébner asociadas
a grupos abelianos finitos, lo cual facilitara el calculo de estas p-bases, al evitar
el dificil calculo de los ordenes de todos los elementos de este tipo de modulos.
Ma4s aiin, este nuevo método para encontrar una p-base de los ZpnCp-modulos
cadena abierta de tipo ¥ = (i,5) se puede extender al caso general, para
calcular una p-base de los Z,~C,-moédulos cadena abierta y cadena cerrada de
tipo arbitrario.

La mayor parte de la teoria tanto de médulos y grupos finitos, como de
bases de Grobner que es utilizada en esta tesis, ha sido desarrollada lo mas
autocontenidamente posible.

Los seis capitulos de esta tesis estan organizados como sigue. En el primer
capitulo presentamos las definiciones y resultados de la teoria de D-grupos
abelianos finitos y médulos sobre un 4lgebra, necesarios para el desarrollo de
esta tesis, especialmente desarrollaremos la teoria de invariantes de Ulm, la
cual serd una herramienta fundamental en las demostraciones del capitulo 2.

En el capitulo 2 enunciamos algunos resultados que calculan la Zpn-es-
tructura de los Z,»Cp-médulos cadena abierta de tipo € = (1,7). Damos
las definiciones de %¥-cadena, A-mo6dulo cadena abierta, y de tipo de un A-
modulo, ademds presentamos las demostraciones completas de algunos resul-
tados obtenidos en [5].



En el capitulo 3 profundizamos en la teoria desarrollada por Aviié y Bau-
tista en [5), demostrando un teorema que muestra explicitamente una p-base
de los Zy»Cy-médulos cadena abierta de la forma € = (¢, j), usando la teoria
desarrollada en el capitulo 2 para demostrar este resultado.

En el capitulo 4 enunciamos los conceptos y resultados basicos de 1a teoria
de Bases de Grobner que utilizamos en esta tesis, dando primero una breve
introduccion a la teoria de anillos de polinomios, para después dar algunos
fundamentos de las bases de Grébner, especialmente enunciamos el algoritmo
de Buchberger, debido a que lo usamos en algunas demostraciones del capitulo
3, aunque no damos su demostraciéon por salirse de los propésitos de esta tesis.

Iniciamos el capitulo 5 dando una introduccién a la teoria de bases de Grib-
ner de ideales toricos. Definimos el concepto de bases de Grobner asociadas a
grupos abelianos finitos, y enunciamos sus propiedades utilizando el lenguaje
introducido en la seccién de bases de Grobner de ideales toricos. Es impor-
tante hacer notar que en este capitulo establecemos la relacién entre las bases
de Groébner y los grupos abelianos finitos, a través de los teoremas enunciados
en [7], para los cuales presentamos demostraciones completas en este capitulo.

Finalmente en el capitulo 6 definimos el concepto de p-base de Grébner
asociada a médulos finitos (grupos abelianos finitos). Modelamos el problema
de calcular una p-base de estos ZyCp-m6dulos utilizando la teoria de bases de
Grébner asociadas a grupos abelianos finitos, enunciando un resultado anélo-
go al obtenido en el capitulo 3, encontrando lo que llamamos una p-base de
Grobner asociada a los ZpnCy-médulos cadena abierta de la forma % = (3, §).
Finalizamos este capitulo con algunos ejemplos de este resultado implementa-

dos en el sistema Macaulay2.
1

'Esta tesis fué escrita en BTEX 2¢, usando GNU Emacs bajo Linux 5.1.
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Resultados

Los siguientes resultados se deben al autor de esta tesis:
e Teorema 2.8, pag. 27.

o Teorema 3.1, pag. 30.

Teorema 5.4, pag. 59.

Teorema 5.5, pag. 59.
e Proposicion 5.6, pag. 62.

e Teorema 5.10, pag. 65.

Teorema 6.1, pag. 70.
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Capitulo 1

Teoria de p-Grupos Abelianos
Finitos y Teoria de Médulos sobre
un Algebra

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados de la teoria
de p-grupos abelianos finitos y médulos sobre un algebra, necesarios
para el desarrollo de esta tesis.

1.1 p-Grupos abelianos finitos

Definicién. Un grupo abeliano G tiene generadores X y relaciones (de defini-
cion) A si G = F/R, donde F es el grupo abeliano libre generado por X, A
es un conjunto de combinaciones lineales sobre Z de elementos de X, y R es
el subgrupo de F' generado por A. Si X puede tomarse finito, entonces G es
llamado finitamente generado.

Llamamos a {A, X) una presentacion de G.

Definicién. Un conjunto {z,,...,2.} de elementos no cero en un grupo abe-
liano es independiente’ si, siempre que existan enteros my,...,m, tales que
Yi=1 Miz; = 0, entonces se tiene que m;z; = 0.

ver [13]



Lema 1.1. 5i G es un grupo abeliano, entonces {(x,,...,z,} C G es indepen-
diente si, y s6lo si, {z1,...,%;) ={(21) ® - D (x,).

Demosiracidn. Asumimos independencia; si y € (z;) N{{z; | 7 # 1}), entonces

existen enteros my,...,m,, tales que y = —myz; = Z#i m;z;, por lo tanto
> k=1 Mz = 0. Por la hip6tesis de independencia tenemos que, myz, = 0V k,
en particular m;z; = 0 de donde y = 0. Esto prueba que (z;,...,z,) =

{(z\) ® --- ® (z,). Para el regreso, asumimos que ¥ m;z; = 0. Para cada j,
tenemos que —myz; = 3, . muxy € (z3) N ({zx | k # j}) = 0. Por lo tanto,
cada m;z; =0y {z,..., mri es independiente. 0

Definicioén. Sea G un p-grupo abeliano finito, una p-base de G es un conjunto
generador independiente, es decir {ai,...,a,} es una p-base de G si, y s6lo si,
G={(a))® - @ {an).

El siguiente teorema est4 demostrado en [13], pag. 124.

Teorema 1.2 (Teorema de la base de Burnside, 1912). S$i G es un p-
grupo finito, entonces cualquiera dos conjuntos generadores minimales tienen
la misma cardinalidad, digamos, dim G/®(G), donde ®(G) es el subgrupo de
Frattin?® de G. Mds an, todo = ¢ ®(G) pertenece a algiin conjunto generador
minimal de G.

La siguiente definicion tiene sentido, como una consecuencia del teorema
anterior, pues todo conjunto generador independiente es un conjunto generador
minimal.

Definicién. El p-rango de un p-grupo abeliano finito G, denotado r,(G) es el
nimero de elementos de una p-base.

Definicién. Sea G’ un grupo abeliano y m un namero entero, definimos al
subgrupo G[m] como el subgrupo de G de todos los elementos cuyo orden
divide a m, es decir G[m] = {z € G | mz = 0}.

Definicién. Sip es primo, entonces un p-grupo abeliano elemental es un grupo
finito G isomorfo a Z, @ - - - @ Z,,

Proposicioén 1.3. Todo grupo abeliano finito G de exponente primo p es un
p-grupo abeliano elemental.

%definido como la interseccién de todos los subgrupos maximales de G



Demostracion. Como espacio vectorial sobre Z,, G tiene base {z,. Ty )
Entonces G = (zy,...,%,), porque toda base genera, y G = (z,) @ - -- & {x,),
porque toda base es independente. (3

Teorema 1.4 (Teorema de Bases). Todo p-grupo abeliano finito G es su-
ma directa de p-grupos abelianos ciclicos.

Demostracién. Probaremos este teorema usando induccién sobre n, donde
p"G = 0.
Si n =1, entonces el teorema esta probado en la proposicién 1.3.
Supongamos que p™*'G = 0. Si H = pG, entonces p"H = 0, por hipétesis
de induccién tenemos que,

H=Z(yi).

Debido a que y; € H = pG, existen z; € G, tales que pz; = y;. Por el lema
1.1, tenemos que {y1,...,y } es independiente, por lo tanto {z,...,z} es
independiente, y de esta manera

L= {zl,...,zr):Z(z,-).

Para cada i, sea k; el orden de y;, de donde k;z; tiene orden p. Entonces
el subconjunto independiente {k, 2y, ..., k.2 } del espacio vectorial G[p] puede
extenderse a una base de G{p], digamos {k,zy,.. ., kr2,,71,...,z,}, por lo tanto

M= {(z,,...,z,) =Z(ﬂ?j)

Demostraremos que G = L & M, lo cual completara la demostracién del teo-
rema.

(i) LNM =0. Sige LNM, entonces g = 5 b;z; = > a;z;. Ahora pg =0,
pues g € M, entonces ) pb;z; = 0, por independencia tenemos que para toda
i, pbiz; = biy; = 0. Entonces como k; es el orden de ;, tenemos que existen ¢;
tales que b; = cik;, por lo tanto 3" ¢;k;2; — >.a;z; =0, y por la independencia
del conjunto {kzy,..., k2,2, .., T}, tenemos que cada término es igual a
0; por lo tanto g = ) a;z; = 0.

(i) L+ M = G. Si g € G, entonces pg € pG = H, de donde PG =) Gy =
> pcizi. Entonces p(g—3.¢;z) =0y 9—> ¢z € G[p], de donde g ¢;z; =
> bikiz; + Y a;z;, por lo tanto g = 2o(ci+biki)zi+ Y a5z, € L+ M. O

3



Como consecuencia de este teorema tenemos las siguientes definiciones.

Definicién. SiG es un p-grupo abeliano finito, es decir G se descompone en la
suma directa, G = ) | C;, donde cada C; es un p-grupo abeliano ciclico de orden
p™ y p™p™| - - - |p™, entonces decimos que G tiene factores p-invariantes

(p™,...,p™).

Definici6n. S5i G es un p-grupo abeliano finito, G = $,Z,@$,Z,:®- - ‘D SpZpn
Decimos que G tiene tipo (sy,8,...,5,), denotado por t{G). Si s, # 0
entonces p" es el exponente de G.

Observacidn. Si t(G) = (s1, 83, . - -, 8,), entonces n(G) =3 p_, s

Definicion. Sea G un p-grupo abeliano finito, si a € G, a # 0, la p-altura de
a, denotada hp(a) es el maximo nimero natural k, tal que la ecuacion en r,
p*z = a, tiene solucién en G.

En el siguiente teorema utilizamos la notacién multiplicativa para poder
tratar a los niimeros encontrados por este teorema como exponentes, ya que
precisamente los utilizaremos como exponentes de polinomios en el capitulo 4.

Teorema 1.5. Sean G un grupo abeliano finito, {b,..., b} C G, es posible
determinar ezponentes my > 0 y ny, tales que

(i) my es el orden de b,,

(i) Para cada k € (2,1} 0% = [[2) b, donde my = min{m > 0 | b €
(b1,...,bx_1)}, v para todaz € [1, k— 1] nk, € (0,my).

Demostracion. La demostracion se hara por induccién sobre 1.

Sil =1, como G es un grupo abeliano finito, entonces siempre podemos
encontrar m, tal que o(b;) = m;.

Supongamos que el teorema se cumple para k — 1, demostraremos que se
cumple para k. Sabemos que existe m; debido a que b°(b“) € (br,...,bk-1),
supongamos entonces que j = maz{i | ng, > m;}, de no existir j no habria
méas nada que probar, tomemos Ng; = 1M + 19, donde 7, € [0, m;), entonces

b = (Hb"" (B )7 H bt

i=7+1



por induccién tenemos que

i-1 k~-1

(ng; +r1in5,) 1 R,

bpt = (L™ e (I &)
i=1 i=j+1

Observando que las condiciones para los exponentes se satisfacen para i €
- . . i—1 ;(ng +rin;.
[, £ — 1], continuamos en forma semejante con []_; b,(- i) , hasta que se

cumplan las condiciones para todos los exponentes. (||

1.2 Invariantes de Ulm

Sea G un p-grupo abeliano finito. Empezaremos construyendo algunos inva-
riantes de G. Consideramos a los siguientes subgrupos

G,pG,p’G,....p"G =0

esta es una serie descendente que empieza en G y termina en 0, denotamos
por G, := p*G. Consideramos ahora al grupo cociente

Gs/Go1 Vs € {0,...,n -1}

Como G,41 = pG,, todos los elementos de este grupo cociente tienen orden
p, es decir es un grupo elemental. Debido a esta observacion este grupo co-
ciente puede verse como un espacio vectorial sober Z,. Como cualquier espacio
vectorial, su dimensién esta bien definida.

Teorema 1.6. Sea G un p-grupo abeliano finito tal que G tiene una descom-

posicion G = P, C;, en suma directa de grupos ciclicos, entonces el nimero
de C; de orden 2 p**' es dimg (G,/Gy11).

Demostracidn. Sea By la suma directa de todos los C; de orden p¥, supongamos
que hay b 2> 0 sumandos en B;. Entonces

G'ZBlGB---EBBt.
Ahora

pP’G=p'By @ - ®p°By, pues p’B, = --- = p’B, = 0,



PG =p""B,r@---&pH' B,
Por lo tanto
P’G/p*t'G =p By @ (0°Boy2 /0" Byya) @ - -- @ (p° B, /0" ™' By),
de donde se concluye que
dimgz (G,/Gsy1) = bsy1 + b2 + -+ + by.
O

Definicion. Si G es un p-grupo abeliano finito y n > 0, entonces f,(n,G) =
dimzp(Gﬂ/Gn.;.l) - dimzp(Gn+1/Gn+2).

Teorema 1.7. §i G es un p-grupo abeliano finito, entonces cualesquiera dos
descomposiciones de G en suma directa de grupos ciclicos tiene el mismo
nidmero de sumandos de cada tipo. Mds precisamente, para toda n 2 0, el
nimero de sumandos ciclicos de orden p*t! es f,(n,G).

Demostracion. Para toda descomposicion de G en suma directa de grupos cicli-
cos, el teorema 1.6 muestra que hay exactamente f,(n, G) sumandos ciclicos de

orden p"*l. El resultado se sigue debido a que f,(n,G) depende @nicamente

de G y no de la eleccion de la descomposicion. O

Este teorema muestra que para un grupo finito, estas dimensiones son un
conjunto completo de invariantes, pero todavia podemos hacerlo mejor.

Definicién. Definimos U, := G, N G|p).
Observacion. El cociente U,/U,, | es también un espacio vectorial sobre Z,.

Definicién. Definimos f(r, G) (aqui estoy utilizando la notacién sugerida en
[11]), el r-ésimo tnvariante de Ulm, como la dimensién sobre Z, de U, /U, 4,
es decir {(r, G) = dimg (U, /Ur41).

Definicion.
e Llamamos a U,/U,,; el r-ésimo factor de Ulm.

e Llamamos a Up/U,,..., Uy /U, ..., la sucesion de Ulm de G.



Teorema 1.8. Si G es un p-grupo abeliano finito, es decir G es suma directa
de p-grupos abelianos ciclicos, entonces f(n,G) es el nimero de sumandos
ciclicos de orden p™*!.

Demostracidn. Sea B,, la suma directa de todos los sumandos ciclicos de orden
p", sl es que hay alguno(en la descomposicién dada de G), de tal forma que
G=B & --@®B,®---, sea b el nitmero de sumandos directos en B, (por
supuesto b; puede ser 0). Tenemos entonces que

Gl =Bl®p82€B---EBp’°‘lBkEB---
y ademés que
P'CG=p"Bpi1 @ - ®p"Be®---.
Por lo tanto, para toda n > 0,

Up=p"Bpp1 ©® pn+an+2 D,

de donde
Un/Uns1 = p"Bpy.
Por lo tanto, f(n,G) = dim(p*B,1,) = buyy. O
Observaciones.
e Sea G un p-grupo abeliano finito de exponente p” y tipo (s, sa, . - ., Sn),

entonces f(k — 1,G) = 5.

e Sea G un p-grupo abeliano finito de exponente p™ y tipo (51,82, .-+, 8n),
entonces 1,(G) =Y si =) o (i - 1,G).

1.3 Mbobdulos finitos sobre un algebra

Definicién. Sea R un anillo conmutativo con 1. Un grupo abeliano M es
un R-mddulo, si existe una funcién s : RxV — V, (lamada multiplicacién
escalar y denotada por (a, v) — av) tal que, para toda o, 8,1 € Ry u,v € M:

(i) (eB)v = o(fv);



(ii) (@ + B)v = av+ B;
(iil) o(u+ v) = au + av;
(iv) 1v = v.

Definicién. Sea M un R-médulo, diremos que M es finito, si M tiene un
nimero finito de elementos.

Observacién. Todo Zp-médulo finito M es un p-grupo abeliano finito.

Definicién. ? Un dlgebra A sobre un anillo conmutativo (con unidad) R, es un
anillo A (con unidad), junto con una multiplicacién por escalares B x A —» A,
que induce en A una estructura de R-médulo, con la condicién adicional

a(ab) = (aa)b = a(ab)
para todo @ € R, a,b € A.

Definiciéon. Un A-mddulo izquierdo M, donde A es una R-algebra, es un
grupo abeliano M provisto de una multiplicacion

AxM - M
(@, v) = av

que satisface
(i) (abv = albu);
(ii) (a +b)v = av + bu;
(ili) a{u +v) = au + av;
(iv) lu=w.
para todo a,b € Ay u,v € M.

Como A es una R-algebra, entonces todo A-modulo M es automaticamente
un R-moédulo con la multiplicacién

av = (ala)v.

3ver (8].



De donde, se sigue que
afav) = (aa)v = a(av)

paratodoa € R,ac A,ve M.
En esta tesis A-modulo querra decir A-moédulo izquierdo.

Definicion. Sea M un A-modulo, diremos que M es finitamente generado,
si todo elemento de M puede ser escrito como una combinaciéon A-lineal de
elementos de algun subconjunto finito de M.

Observacion. Si M es finito como grupo abeliano, entonces M es un médulo
finitarente generado.

Definicién. Se dice que un A-modulo M es escindible, si M puede expresarse
como una suma directa de submédulos propios

M=Moe M, (M), My # 0)
En caso contrario, diremos que M es inescindible.

Definicién. Sea M un A-médulo finitamente generado, donde A es un 4l-
gebra. El soclo de M, denotado Soc M, es el nico submédulo semisimple
maximal de M .4

El soclo de un grupo G, es la suma de sus subgrupos simples. Debido a que
un grupo abeliano es simple si, y s6lo si, es un grupo ciclico de orden primo,
se tiene que el Soc G de un p-grupo G es G[p}, ver [10], pag. 33.

Definicion. El digebra de un grupo finito G sobre un anillo conmutativo (con
1) R, denotada RG es la R-algebra cuyos elementos son las aplicaciones

u:G—+ R

con las operaciones

(u +v)(g) = u{g) + v(g},
(wo)(g) = Z u(g1)v(g2),

fg2=g
(ou)(g) = aulg)

4ver (3], pag. 118.



cona € R, u,v € RG, g,491,9: € G.
Los elementos de RG usualmente se escriben como “sumas formales”

u=oyq + -+ aug,

con G = {g1,...,9a}, &; = u(g;). Con esta notacion las operaciones son
n n n
Y g+ Y Bigi= D (o + Bi)g:
i=1 i=1 i=1

« Z: Qi = Z Qi g;
i=1 i=
n n
> gt > Pigi= Y " aifigig;.
i=1 i=1 i

Ejemplos. Sea G = Cy, donde C,, denota al grupo ciclico de orden p, y R = Z»,
los enteros médulo p™. Denotamos

A == ancp,

al dlgebra de grupo de Cy, sobre Zyn.
Si C, estd generado por z, entonces los elementos de A son las combina-
ciones lineales formales

p—1

E a;x’,

=0
con a; € Zy» y 2° = 1 la unidad de C,.

Los A-médulos izquierdos inescindibles han sido descritos por Szekeres® en
1949, por la accién de dos elementos en A, 7 =z '+ 2P 2+ ... 4z 41y
¢ = x — 1, los cuales satisfacen las siguientes condiciones:

1. 7 y ¢ son nilpotentes,
2. mp=¢w =0,
3. p=a+ ¢ la(9)

donde o(¢) es un polinomio en ¢.
Esto se probara en el capitulo 2.

Sver [15]
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Capitulo 2

Estructura Aditiva de los
anCp—M()dulos Cadena
inescindibles

En este capitulo enunciaremos algunos resultados que calculan la
Zpn-estructura de los Z;«Cy-médulos cadena abierta de tipo & = (i, j).

2.1 Propiedades de 7 y ¢

Lema 2.1. Sean¢=z—1ynm=2""'+.--4z+1 en A. Entonces se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) m¢p = ¢m =0,
(i) p=m + ¢ 1o(¢),
(iti) Sio(¢) =ao+ap+ - +a,¢", entonces ay = —1 (mod p),

(iv) ™ y ¢ son nilpotentes, con indice de nilpotencia n + 1 yn(p-—-1)+1
respectivamente, :

(v) Los coeficientes de a(¢) son enteros no negativos menores gue p.

Demostracidn. Observamos que n¢ = ¢7 = 2P — 1 =0, lo cual demuestra, (),
ademads

P —1l=[(z-1)+1f ~1=p(z— 1) +pea(z = 1) +-- +
pepi(z — 1P+ (z — 1)F

11



con (p,c;) =1 paratodai€ {2,...,p~1}.
Entonces

P —1

-1

m= =p+ped+ -+ pep1d” T+ ¢,

despejando obtenemos

P=T~=pcap— " — Py’ — ¢7 (2.1)

Multiplicando esta ecuacién (2.1) por ¢ y por ¢? obtenemos
ph = —pcsg’ — - —pe’ ' — ¢ (2.2)
PP’ = —peyd® — - = pop_1 P — ¢! (2.3)

subtituyendo (2.3) en (2.2) obtenemos

pd =pdad® + -+ pdp 1P + dpd® + dpy P

Multiplicando esta ecuacién por ¢2, obtenemos

p¢® = pd3d® + -+ + pd,_ 1P+ + dp¢p+2 + dp+1¢p+3-

Continuamos de la misma forma hasta obtener p¢ = 2 pcs €s9° ¥ de manera

similar pg?P~! = 263 eF e, Sustituyendo estas ecuaciones en (2.1) obtene-

ImMos que

p=m—¢ 1+ Zus—p+l¢s

pgs

=7+ ¢""lo()

donde o(¢) = —1+ 3, us 5410*"P*, lo cual demuestra los incisos (#) y
)

Ahora utilizando la ecuacién (2.2) podemos poner a cualquier ¢", r > p en
términos de la forma p¢* con u € {1,...,p - 1}.

Entonces tenemos que

p=m+¢""a(¢)
p=m+ ¢ (~1+ad+ 4o

12



de donde
p" = 1" + ¢" Do (g)n = 0
multiplicando esta ecuacién por w, obtenemos
ﬂ.n-l-l =0

por lo tanto 7 es nilpotente.

Por (%) tenemos que ¢ es un divisor de cero, es decir ¢ no es inversible, en-
tonces como A es un anillo local, ¢ es nilpotente, es decir existe 7 tal que ¢**! =
0, lo cual demuestra (iv). Mas ain, ya demostramos que 7" +¢"*~Vg (¢)" = 0,
es decir —7™ = ¢"PVg($)", con o(¢)" = ~1 + b+ - - - + b;$', entonces mul-
tiplicando esta ecuacion por ¢ obtenemos

0=—g"P ¥t 4 bgne~D+2 .. 1 ¢ para algin s.
De donde

¢n(p—l)+1 — bl¢“(p_1)+2 R b_.,qf)i (2.4)

multiplicando por ¢ obtenemos

rPIAZ = p DA (2.5)
¢i—1 — bl¢f (26)
# = bt =0

Entonces ¢* = 0, luego por {2.6) tenemos que ¢*~! = 0, continuando de esta
manera obtenemos que ¢*(P~1+2 < 0 y utilizando la ecuacion (2.4) llegamos a
que ¢n(p—1)+l = 0.
Ya tenemos que p = 7+ ¢~ (—14+a1¢+- - -+a,,¢*7!), sia; > p, entonces
ay = kp+ 1, con r, < p, asi que a;¢ = kpg + r;9, entonces si sustituimos D
obtenemos
p=r+ ¢ (-1 —k¢® +ka;¢** + -+ ka,_¢¥ ' +
r1¢+ @’ + -+ a, 1477
p=r+ ¢ ~1+rg+ - +a ' +
apd? + - +agy 1677

13



si a3 2 p, entonces a; = kop + 19, con T2 < p entonces si sustituimos p
obtenemos

p=n+¢F (=l +1p+129° + a3’ +-- +
po10” " + apd® + by P A - by ?P)

Debido a que ¢ es nilpotente, es claro que repitiendo este proceso llegaremos
al resultado deseado, para terminar la demostracion de (v). O

A partir de esta demostracién obtuvimos un algoritmo para calcular o(¢),
en el Apéndice damos una implementacién de este algoritmo en el lenguaje
C++, a continuacion presentamos algunos ejemplos de o(¢), obtenidos con
este algoritmo.

Ejemplos.
p=2 p=n+¢(1)
p=3 p=71+¢*(2+9)
p="5 p=mu+¢(4+2¢+3¢4 + 4%

2.2 A-médulos cadena

Definicion. Una cadena € de dimensiéon m es una sucesién de m pares de
nimeros naturales (1, ji;. .. ;im, Jm)-

Definicién. Sea ¥ = (i1, j1;... ;im,Jm) una cadena de dimensién m. De-
cimos que la sucesién de elementos a,,as,...,a,, en un A-médulo M es una
cadena de la forma € = (i1,71;-- . ;im, Jm) O una ¥-cadena si:

1. ¢"a; € Soc M y mima,, € Soc M,

2. whay = g Ve {l,...,m—1}.

Denotamos dy := m*a, = ¢*+1q, V€ {1,...,m—1}.
A partir de este momento denotamos por ¥(a,,...,a,) al A-subméodulo
M generado por los elementos de la ¥-cadena ay,...,an.

Si M =% (ay,...,an), definimos & (M) = n(M) N $(M).
Sia € M, denotamos por i(a) al méximo namero natural 7 tal que ¢'a # 0,
y por j{a) al maximo ntmero natural j tal que wa # 0.

14



Definicién. Sea ¥ = (i1, j1;.-- ;%m,Jm) una cadena de dimensién m. Deci-
mos que M = %(ay,...,an) es un A-mddulo cadena abierta si satisface:

() % =1(a1) + 1, jm = j(am) + 1,

(i) F(M)={(d)® () ® - ® (dp_1) sim>1,
A (M)=0 sim=1

(i) M/ (M) = (@) ®(a2) D~ -- D (@m). Més alin (3;) es un moédulo cadena
abierta generado por @, de la forma %, = (4, J,).

Si M es un A-mé6dulo cadena abierta, decimos que la cadena
€ = (41,715 -+ ;%m, Jm) €s el invariante de M.

Definicién. Sea @ = (i1, ji;. .. ; tm, jm) una cadena de dimensién m, decimos
que € tiene periodo m si m|m y ademds si s =t (mod m) entonces j, = j,,
1:3 = 2-;.

Definicion. Sea ¥ = (i1, j1;... ; im, jm) una cadena de dimensién m y periodo
minimal m. Decimos que M = €(a,,...,an) es un A-mddulo cadena cerrada
con polinomio caracteristico f(z), si las siguientes condiciones se satisfacen:

(i} ¢"ay =dy # 0, Tma, = dy £ 0.

(ii) dy = Zf;é Aslsm, con Ay Z 0y (g(2))t = f(z) = 2 - Z‘:;é As2* donde
g(2) es un polinomio irreducible sobre Z, y d es un nimero natural
distinto de cero tal que m = dm.

(iii) & = (do) ® (d1) ® - - @ (dpn_,).

(iv) M/ (M) = (@) ® --- & {Gm), donde @ denota la clase de a, médulo
&/ (M). Méas ain (a,) es un médulo cadena abierta generado por @, de
la forma €, = (is, 7,).

Si M es un A-moédulo cadena cerrada, decimos que la cadena
€ = (i1,41;--- ;%m: Jm) ¥y €l polinomio f(z) son los invariantes de M.

Los siguientes teoremas estan demostrados en el trabajo de Szekeres, para
mayores referencias ver |5, 15].

Teorema 2.2. Todo A-mddulo finito M es la suma directa de cadenas abiertas
y cadenas cerradas. Toda cadena abierta y toda cadena cerrada es inescindible,
y dos cadenas son isomorfas solo si poseen el mismo conjunto de invariantes.
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Teorema 2.3. 5t M = %(a;,...,am) es un A-médulo cadena abierta de la
forma € = (i;,51;-.. ;im,Jm) entonces para todo y € M, y se escribe de
manera Unice como

m {,—1 m Ja-1

y = Zasas+ZZﬁst¢as+ZZ7_ﬂﬁas+Z5d. (2.7)

s=1 ¢t=1 =1 t=1

donde 0 € o, <p,0< G;, <p, 0< v, <p, 094 <p. Llamamos a la
expresién anterior, la descomposicién candnica de y.!

Nota 1: Para los propositos de esta tesis, solo estudiaremos los A-médulos
cadena abierta, para el tratamiento de los A-mdédulos cadena cerrada ver [5].

Teorema 2.4. Sea M un p-grupo abeliano finilo de exponente p™ y de tipo
(s1, 82, ..., 8n). Consideramos los subconjuntos Yy de M definidos por:

Y = {ykuykgg---,yk,k} donde 1 <k < n,
tales que
(i) Vi C Mip¥],

(i) p*-1Y, = {pk‘l‘g}a,...,pk‘lyk—‘;} es una base del Z,-espacio vectorial
Ug-1/Uy, donde Uy = p*M N M[p).

Entonces Y = | JI_, Y es una p-base de M.

Demostracion. Primero demostraré que o{yy,) = p* para todo 1 € k < n,
1 £ I < sg. Fijemos una k arbitraria, por (i) tenemos que p’“yk, = 0 para todo
1 < I < s, por (44) tenemos que p*~'7y; # 0, ahora bien p*~'35, = p*~lyp, + U,
si p*~'yx, = 0 entonces Tk, = 0+ Ux = 0, lo cual es una contradiccién, por lo
tanto p* "y, # 0, de donde o(yy,) = p*.

Sabemos que todo grupo abeliano finito es suma directa de grupos ciclicos
p-primarios, entonces por el teorema 1.8 tenemos que f(k — 1, M) es el nimero
de sumandos ciclicos de orden p*. Para ver que Y genera a M basta observar
que el mimero de elementos de Y es igual al p-rango de M y que los elementos

de Y tienen 6rdenes iguales a los p-invariantes de M, ver pag. 4.

=Y H (V)= 5= f(i—1,M)=ry(M).
i=1 i=1 i=1

Lver (3]
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Por otro lado, ya demostramos que of{yy,) = p¥, es decir los elementos de Y
tienen 6rdenes iguales a los p-invariantes de M.

Por ultimo demostraré que Y es linealmente independiente.

Para todo 1 <7< n, 1 <J < s sean q;; € Zy» tales que

ayyy tooctay, i, ot GngYng ot an, Yn,, =0 (2.8)

Por demostrar que para todo 1 €1 < n, 1 € j < s, o5y, = 0. Primero
multiplico (2.8) por p*~!, de donde:

P Y, o+ 0" 0, Yy, = 0 (2.92)
que es igual a

P Yy + -+ O DY Y, =0 (2.9b)
Como U, = 0, por el inciso (i¢) tenemos que {p" '¢u,,...,p" 'yn, } es base
del Z,-espacio vectorial U,_1, por lo tanto para toda 1 € [ < 85, ap, =0

(mod p), es decir a,, = o, p, de donde (2.9a) es igual a

n

P, DY, + -+ 0"y, P, =0 (2.9¢)
Mas atin (2.8) es igual a
ayy, + oo, Y, o Qo PYn, + O, PYn,, =0 (2.10)

Multiplicamos (2.10) por p"~2, obteniendo la siguiente ecuacion:

(

P01y, Yt + o+ P, By,

) , (2.11a)
p(n—2)an1pym +oe p(n—2)anmpy"sn =0
que es igual a
a(ﬂ—l)lp(n_z)y(ﬂ—l)l teeet a(“_l)‘(pl)p(n_my(“_”"(a—l) + (2.11b)
0, P gy + - ey, 9Ny, = 0
Como ya observamos {p™"'yn,,...,p" 'y, } es base del Z,-espacio vecto-

rial Uy_y, y por (i) tenemos que {p" 2 oyn, - - - ,p""“’_y(n_l),(n_l")} es base del
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Z,-espacio vectorial U, _o/U,_,, por el teorema del Rango para espacios vecto-
riales tenemos que {p"*yn_y),,--. ,p“‘zy(ﬂ_l),(n_” P Warse o DV Y, } €S
base del Z,-espacio vectorial U,..o, por lo tanto para toda 1 < ! < sp-1, ¥
para toda 1 < I' € sp_y tenemos que on_ 1y = =0 (mod p), es decir a1y, =
a(n 1,7 Y que a = 0 (mod p), es decir am = amp de donde (2.8) es igual
a

Qg Y, + oo, Yy, o +a;n—-l)1py(n"1)l i

a" + a‘, 2 + L + a'l 2 - 0 (2-12)
(ﬂ-‘l)a(n_l)py(n_i)ﬂ(n_l) nlp yﬂ.l n,np ynan -

Continuando de la misma manera, en un nimero finito de pasos obtenemos
que la ecuacidén (2.8) es igual a

oYy o+ o, 4, +ﬁ21py21 +-+ ﬁZagpstg +-e

e e (2.13)
ﬁnlp lynl + 4+ )Bn,np ly‘n.n =0

Ademas obtenemos que

{Py2s s P2y P W0 P Una )

es base del Z,-espacio vectorial U; y por hipétesis tenemos que {7, .. ., m}
es base del Zj-espacio vectorial Uy /U;. Por el teorema del Rango tenemos que

{yln . :yl,l,P’szu e sprazs . ':p"—lynla L ,Pn_lyn,,n}

Es base del Z,-espacio vectorial Uy. Por lo tanto todos los coeficientes de
la ecuacién (2.13) son congruentes con 0 médulo p, lo que completa la de-
mostracion. 0

Definicién. Para cada 1 € | < n, definimos ; vector en Z"® de la siguiente
manera:

()i= 0 sitg {l,I-1}; (@h=1 (T)i-1=-1 sil#1,
5= (1,0,0,...,0) sil=1.

Lema 2.5. Sea M un p-grupo abeliano finito de tipo (sy,...
{yl,yz,. .. ,yr} C Soc M, tales que

1LVie{l,...,r} hy(y) =1

,Sa) ¥ Sean

18



2. {y1,12,..., s} sea linealmente independiente médulo Uy, ,,
entonces el tipo t(M) =t (M/ (w1, ..., ¥:)) + T¥i41.

Demostracion. Como V i € {1 ,7} hp(y:) = ! entonces para todo i €
{1,...,7} 3 z; tal que y; = pz;, ademés como y; € Soc M entonces z; €

I'pl-l-i]

Por otro lado como {y1,¥s,...,¥,} es linealmente independiente moédu-
lo U4, es posible extender este conjunto a una base de Ui/Uis1, digamos
"X = {P'71, 975, .. ,pm,,pm,.. ,pm} como Z,-espacio
vectorial.

Por el teorema 2.4 puedo construir una p-base X = UL, Xi de M, de tal
forma que Xi;, sea precisamente el conjunto que acabamos de construir. De
aqui concluimos que

MZZynz, @& Zynz, @ My para algin My < M.

entonces

M/<y1:'~-ayr>gzpf@"'@zp!@M{).
N, —?

T veces

Por lo tanto

t(M/ (g1, 50) = (0,-..,0,7,0,...,0) + t(My),

De donde concluimos que

- i
M/ (y,y- o u) + i = t(Mq) + (0,...,0,7,0,...,0)

O

Corolario 2.6. Dado M grupo finito p-primario y y € Soc M tal que hp(y) =
I, entonces t(M) = t (M/ {y)) + #41.
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2.3 Caracterizacion de A-médulos cadena abier-
ta de tipo ¥ = (¢, )

Teorema 2.7. Sea M = € (a) un A-mddulo cadena abierta de la forma € =
(,7), generado por a. Si ponemosi=tlp—1)+r tal que 0 <r < p—1,
entonces:

sip>i M=(i-1)Z,® Z, (2.14a)
sip<tyt=j MEZyr ®rlpnr ®(p—1— 1)Lt (2.14b)
sip<t yt<yg MEZy @ (r—1)Zper1 @ (p— 1)Ly (2.14¢)

Mds aiin M tiene orden piti~!.

Demostracion. Suponemos p > i. . _

Sea m € M por la ecuacion (2.7) m = aa + Y 5| figta+ -] ynta.

Por otro lado, recordamos que p = 7 + ¢*~'o(¢), pero como por hipotesis
P > t, entonces evaluado en M tenemos que p = .

Entonces pm = mm = ara+Y_3_, y;-17°a, por lo tanto si pm = 0, entonces
a=0yV1<t<j—2 v =0, pues la descomposicién (2.7) es tnica. Por
lo tanto

Mip] = (¢a,...,¢'" 'a, 7" "a).
Ademas

pM = (za,7’%a,..., 7" 'a),
p’M = (n%a,... ,mla}, '

PIM = (ﬂj“la).
Entonces para toda j > 2, tenemos que

Mp) > MplnpM = --- = Mlp]np™'M = (n"'a) D M{p|np’M = 0.
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Por lo tanto para todo j > 2 la sucesién de Ulm para M es

Us /Uy = (¢a,...,¢" 'a)
U}_/UQ =0

Uj-2/Uj-1 =0
UJ'_1/UJ' = (Wj"la)
De donde concluimos que
M= ('l, — 1)2,,@3 ij.

Si j = 1 entonces M = M(p| & iZ, = (i — 1)Z, ® Z,;, lo cual termina la
demostracién para el caso (2.14a).

Suponemos p < ¢.

Probaré este resultado utilizando induccién sobre la longitud? de M.

En el caso p =1, j = 1, tenemos que

M ={(¢""a,...,¢a,a),
Sim=aa+ Ez;i Bidta, como pm = rm+ P lo(d)m = P Heg+ 1+ -+

Cp_1¢p—1)m = cﬁqbp“lm, entonces pmm = Coa¢p_1a-
Por lo tanto

pM = (¢"1a),
Ademas si pm = 0 entonces a = 0, por lo tanto
Mp| = <¢”_1a,...,¢a).
De donde
M(p] > pM N M[p] = (¢*~'a) D p*’M 0 M[p] = 0.
Por lo tanto la sucesién de Ulm de M es:

Up/U, = (¢a,...,¢‘"—2a)
Ul/Uz = (qb"_la)

*la longitud de M es la longitud de la serie de composicidn de M, ver capitulo 4 de [2].

21



Por lo anterior, comoi=p=(p—1)+lentoncest=r=j=1y
MEZ,:®(p—2)Z, que corresponde al caso (2.14b).

Tomemos M arbitraria y asumamos que la proposicién es valida para toda
M’ tal que {(M') < {{M), donde {(M) es la longitud de M. Demostraremos el
resultado para M.

Recordamos que p < 1.

(a) Suponemost < j — 1.

Sea M = M/ (m"~'a). Afirmamos que h,(77~1a) = j — 1, para ello basta
observar las siguientes igualdades:

pa=rma+ ¢" 'o(d)a

pj'la S ¢(P"1)U—1)o-(q'))j—1a

Comoi=1#(p—1)+rcon0 < r < p—1 entonces (j —1)(p—1) > %, por
lo tanto p?~la = n7~a, es decir hp(7/~la) = j — 1.

Por el corolario 2.6 £ (M/ (z#~'a)) = t(M) — ;. Por otro lado M tiene
laforma %' = (i,j — 1) conj —1 > ¢.

Por induccién utilizando (2.14¢) tenemos que
MZEZpyr @ (1 — D)Zpets @ (p ~ 1) Zpe.
Entonces
MZZ,®(r—1)Zpn1® (p—1)Z.
Por lo tanto para p < 4, t < j — 1 se cumple el teorema.

(b) Supongamos ahora que t > j — 1

Sea M = M/(¢*'a). Afirmamos que hy(¢*~'a) = t, para ello basta
observar las siguientes igualdades:

pa=ma+ ¢ 'o(d)a

pla=7'e + ¢ Vo (4)a
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Como t > j entonces n'a = 0, por lo tanto pla = ¢P~Do(¢)a, de
donde p'¢"'a = ¢ "o (@)d" 'a = ¢*~lcea, donde ¢y es el coeficiente
constante de o(¢)" y como es invertible entonces p‘cy !¢ "la = ¢*~la es
decir h,(¢*a) = t.

Por el corolario 2.6 t (M/ (¢*"'a)) = t(M) — #,,,. Por otro lado M tiene
la forma €' = (¢ —1,5), con t > j.

Sir > 1, entonces i — 1 =¢(p— 1) + (r — 1).

Por induccién utilizando (2.14b) tenemos que
MEZy 1@ (r = )2 @ (p — 1) Zye.
Entonces
MEZy 1 ®@rLpn1 & (p—1 — 1)Z.

Sir=1entoncesi—1=(t—1){p—1)+(p—1).

Suponemos t > j. Sip>i—1lesdecirp=ientoncesi—1=p—1=
O(p — 1) +p—1, de donde j < ¢ = 0 lo cual es imposible. Por lo tanto
estamosenelcasop<i—~1,¢> j.

Por induccién utilizando (2.14b) tenemos que
M2 L @ (p— 1)Zy
Entonces

M= ij—l ®(p- Q)Zpt as) Zp:-n.

Sij =t entonces t — 1 < 7, ademés como ya observamos p < i — 1,
entonces por induccién utilizando (2.14c) tenemos que

M=Zy;&(p—2)Zpt ® Lo
Entonces
M = (‘p - Z)Zpt (4] Zpt—l 4] Zp:-p-x.

que es el caso (2.14b) con j =ty r =1.

Por lo tanto el teorema se cumple para el caso (2.14b).
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(c) Supongamos que j ~ 1 =t es decir ¢ < j
Suponemos r = 1.
Sea M = M/ (¢*'a). Afirmamos que hy(¢*~'a) = ¢ — 1, para ello basta
observar las siguientes igualdades:

pa =7wa+ ¢" 'o(d)a

pt—la = 71t-lg +¢(t—1)(p—l)a(¢)t—la
p:—1¢p-1a _ ¢(t—1)(P-l)+(p—l)o,(¢)t-la
plgr-lg = ¢(t)(p-—1)o,(¢)t—1a
pt—1¢p—la — ¢:’—10_(¢)t—1a
pt—l¢p—la — ¢£—lcoa

Donde ¢ es el coeficiente constante de o(#)t™! y como es invertible en-
tonces p'~'c;'¢""'a = ¢*'a es decir hy(¢*la) =t — 1.

Por el corolario 2.6 t (M/ (¢*'a)) = t(M) — .. Por otro lado M tiene
laforma %' = (i—1,7),coni—-1=(-1)(p—1)+p-1,¢t—-1<j.

Sip=iesdecirp>i—1lentoncesi—1=p—1=0(p—1)+p~1, de
donde t — 1 =0 es decir t = 1.

Entonces por induccién utilizando (2.14a) tenemos que
M2Z,o(i-2)Z,

Por lo tanto, recordando que #; = (1,0,...,0)
M>Z,;e(G-1)Z,

que ¢s el caso (2.14c) conp =4, j>t=1,r=1.

Sip < i es decir p < i— 1, entonces por induccién utilizando (2.14c)
tenemos que

M= ij @D (p — Z)Zpt (a3 Zpl—l
Entonces
MZZ,&(p—1)Zy
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que es el caso (2.14c) con r = 1.
Suponemos r > 1.

Sea M = M/ (¢*'a). Afirmamos que h,(¢**a) = ¢, para ello basta
observar las siguientes igualdades:

pa =ma+ ¢ 'o(P)a

pta = rta + qSt(p—l)U((ﬁ)ta
ptqﬁ""la = ¢¢@—1)a(¢)t¢r—1a
pt¢r—la = ¢i—lo(¢)t¢r-la
P e = ¢ ea
Donde cy es el coeficiente constante de o(¢)! y como es invertible entonces
p'cy ¢ 'a = ¢*~'a es decir hy{¢* ') = t.

Por el corolario 2.6 t (M/ {¢*"'a)) = t{M) — G,41. Por otro lado M tiene
la forma €' = (i — 1,7), con t < 5. Como r > 1, entonces 5 — 1 =
tp—1)+(r=1).

Si p = i entonces ¢ = 1(¢ — 1) + 1, de donde r = 1 lo cual es imposible
pues por hip6tesis r > 1.

St p < i, es decir p < ¢ — 1 entonces por induccién utilizando (2.14c)
tenemos que

M~ ij o] (?‘ - Z)ZP:H 5] (p -7 1)Zpl.
Entonces
MEZ,; @ (r— I)Zpt-M & (p— r)Zp:.

por lo que el teorema se cumple para 5 — 1 = £. Con lo cual terminamos
la demostracion del caso (2.14c).

a

A continuacién presentamos algunos ejemplos de A-médulos cadena abierta
de tipo € = (1,7) y su Zy~-estructura obtenida a partir de este teorema, estos
ejemplos son importantes pues a través de ellos ejemplificaremos todos los
resultados de esta tesis conforme vayamos enunciandolos.
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Ejemplos.

i J t r
LLp=7n=3%=(63),i=0(p—1)+6. Como p> i entonces p = m;
y ademaés por la ecuacién (2.14a) tenemos que

M= Zpa @52;,

(] t r
2.p=5n=4,¢9=(44),i=0p—1)+4. Como p > i entonces p = 7;
y adem4s por la ecuacion (2.14a) tenemos que

M=Z7,.83L,

i3 t r
3. p=3,n=4,%=(7,3),1=3(p—1)+1, utilizando el lema 2.1 tenemos
que p = 7w + 2¢* + ¢*. Como p < iy t > j entonces por la ecuacién
(2.14b) tenemos que

MgZp2®Zp4®Zp3

i J t r
4. p=3,n=4,¢=(9,4),i =4(p—1)+1, utilizando el lema 2.1 tenemos
que p =1+ 24>+ ¢°. Comop < ¢ y t 2 j entonces por la ecuacién
(2.14b) tenemos que

M Zps &b Zps & Zp4
i j i r
5. p=5,n=2,%=(7,2),i=1(p—1) +3, utilizando el lema 2.1 tenemos
que p = m+4¢*+2¢°+3¢°. Como p < iyt < j entonces por la ecuacién
(2.14c) tenemos que
M~3Z,022,
i J t r
6. p=3,n=5,%=(7,5),i=3(p—1)+1, utilizando el lema 2.1 tenemos

que p = 7+ 2¢* + ¢*. Como p < iyt < j entonces por la ecuacion
2.14c) tenemos que
( q

M Zps (<] 2ZP3
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Teorema 2.8. Sea M = € (a) un A-mddulo cadena abierta de la forma € =
(4,7), generado por a. Entonces M es un p-grupo abeliano finito generado por

X ={a,¢a,...,¢'" 'a,7a,...,nla} y con relaciones de definicion
A = {pa = ma— ¢ 'a(d)a, ppa = ¢ 'o(d)da,...,p¢" 'a =0,
pra =nla,...,pr'%a = 77" ta, pri~la = 0).

Demostracion. La primera parte es una consecuencia inmediata del teorema
2.3, por lo que sélo resta demostrar que A es conjunto de relaciones de defini-
cién.

Sean z,y € M, por la ecuacién (2.7) tenemos que

i—1 i-1
z=oaa+ Z ard®a + Z Bt
k=1

=1
t—1 i—-1

y=va+Y ns'a+d dn'a
k=1 =1

con 0 < a, ax, B, v, & < p, paratoda k € [1,i—1],! € [1,7 — 1]. Primero
demostraremos que

i-1 j—1

z+y=Aa+ Z MedFa+ me'a

k=1 =1

con 0 < Ay, i < p, para toda k € [0,i— 1}, I € [1,5 — 1}, utilizando las
relaciones en A. Esto es un resultado inmediato del lema 2.1 inciso (v), ya que
este demuestra que o(¢) tiene coeficientes menores que p, por lo tanto si en la
suma z + y, aparece algin término con coeficiente mayor o igual a p, digamos
v; entonces v = p+r, con 7, < p, y utilizando 1a ecuacion correspondiente
en A, sustituimos este término por una expresién en 7 y ¢, con coeficientes
menores que p.

Sea I'(X) el grupo abeliano libre sobre Z,«, es decir el Zpn-médulo li-
bre, generado por X = {z1,...,Z;,,.--,Y;j-1}. Observamos que existe una
biyeccién n : X — X, dada por 9(z;) = a; n(zx) = ¢*la, con 2 < k < i;
n(z) =n'a,con1 <1< j—1.

Extendemos esta biyeccién a I'(X) de tal forma que sea un morfismo de
grupos abelianos.

Ac (X)) - M
>kt Tk Db Bk Yo aenda+ Y7 furta
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Suponemos que 0(¢) = —1+c1¢+- - - + Cap—1)¢™P V. Probaremos que ker(#)
estd generado por los siguientes elementos de I'( X):

T1 =PIy — Y1+ Ty — CTpyr =~ — CipZi
T3 =PIy + Tpyr — C1Tpr2 — *°° — Ci—p1Ti
ry = DI

Tim1 =pin —

Tiv2 = P2 — Y3

Titi—1 = PY;1

Sea Ay = {ry,...,ritj—1}. Observamos que A; C ker(#), luego (Al) C ker(%).

Por otra parte, supongamos que H(m) = H(3j_, mze + 39 Beyx) = O,
entonces si llamamos ¢%e = a tenemos que

i—1 i-1
Z agi1¢ta + Zﬁkﬂ"‘a =0

Si0< ar <py0< B <p, entonces por el teorema 23 a; = =q; =, =
- = ;-1 =0, por lo que m = 0.
Por otro lado, si suponemos que existen coeficientes mayores o 1guales que
p entonces ponemos ay = akp + ak para toda k € {1,i] y B = Bip + B, para
todak € [1,7—1],con0< o <py0< B, <p, entonces

i1 i-1 i=1 3-1
= P(Z G 1¢ta + Z Bir*a) + Z a9+ Z fir*a
k=0 k=1 k=0 k=1

Sea ahora
i i+j—1 i-1 -1
— = _ M k " k
- E GpTe — E ﬁk_,"f'k) = E ak+1¢ a4 E ﬁkﬂ' a
k=1 k=i+1 k=0 k=1

Si de nuevo tenemos que en esta expresién hay coeficientes mayores o iguales
a p, entonces realizamos el mismo procedimiento hasta obtener

itj=1 i—1 j-1
i i {
me Lol 3 A= T olltar a0
k=i+1 k=0 k=1
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Con 0 € (” <p 0K () < p, y Como

i+7-1

i
Zak n- y Bl
k=i41
entonces af’ = 8{¥) = 0, para toda 5. Luego
it+j—1
i !
m— Za" - 2 Bln=o0
k=i+1
Por lo tanto
i+1—1
meYdln 3 Al
k=i+1

Es decir m € (A;), de donde ker(7}) C {A;) lo cual demuestra el teorema.
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Capitulo 3

p-base de un ZynCp-médulo cadena,

abierta de la forma % = (i, j)

Aqui profundizamos en la teoria desarrollada por Avifi6 y Bautista
en [5], demostrando un teorema que muestra explicitamente una

p-base de un Z;.Cy,-mé6dulo cadena abierta la forma € = (i, j).

Teorema 3.1. Sea M = ¥(a) un A-mddulo cadena abierta de la forma € =
(4,7), generado por a. Si ponemos i = t(p— 1)+ tal que 0 < r < p—1,

entonces:
sip>1 Y ={a,¢qa,...,¢'" 'a)
SipLiysite] Y ={a,4da,...,¢" %a,7a}
SipLiysit<y Y = {a,da,...,¢" a}

es una p-base de M.

Demaostracion. Caso (3.1a): suponemos p > i.
Por el teorema 2.7 tenemos que

exp(M) =7 y L(M):(’i—l,ﬂ,...,ﬂ,{)

Sean

Yi = {da,..., 6" a}
Y; = {a}
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Sea m € M por la ecuacion (2.7) m = aa+ Y521 Bidta + 3207 yrta.

Por otro lado, recordamos que p = 7 + ¢*"1o(¢), pero como por hipotesis
p > i, entonces p = 7. _

Entonces pm = 7m = awa+2§;21 Y¢—17a, por lo tanto si pm = 0, entonces
a =10y =0,para todo 1 <t < j—2, pues la descomposicién (2.7) es iinica.
Por lo tanto

M[p] = (¢a,...,¢" "a,n" 'a).
Ademas

pM = (ma,7%q,...,77 a),
P’M = (n’a,..., 77" 'a),

PIM = (n""1a).
Entonces para toda j > 2, tenemos que
Mp| > MplnpM =--- = Mlp|Np’'M = (r""'a) D M[p|np’M = 0.

Sabemos que tanto Uy, como Uy /U, son Z-espacios vectoriales, por lo que
utilizando el teorema del Rango para espacios vectoriales llegamos a que Y] es
base de Up /Uy = M[p|/ (n?~'a).

Para demostrar que p’~'Y; = {p~'a} es base de U;./U; & U;_; =
(mi~1a), es suficiente observar que:

Plazpla=qi"1g
Por el teorema 2.4 tenemos que
Y =Y, UYj es una p-base de M.

Caso (3.1b): suponemos p < i, ¢t > j.
Por el teorema 2.7 tenemos que

MZEZy- ®rZpys1 ®(p—1—1)Z,
Por lo tanto

ezp(M) = p**!
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y ademaés

Definimos
Yj_1 = {ra}
Y, ={¢"a, 0" a,...,¢" %}
),H-l = {a! ¢a’ SRR ¢r—la}
p’~ma = m7a = 0, entonces
Yo C MY

pt¢ra = ¢E(P—l)a(¢)t¢'r’a — ¢t(P-1)+ra(¢)ta — ¢ia(¢)ta = 0, ademas para toda
r < k € p—2, tenemos que k = r+1, con 7 > 0, entonces ptéta = ptp™tMa =
#'o(d)'d"™a = 0, por lo tanto

Y,  Mip']

pt+la — ¢(t+l)(?—l)a(¢)t+la — ¢i+(p—1—r)o.(¢)t+1a = 0, ademé4s para toda
0 < k € 7 —1, tenemos que p'ti¢ka = ¢HP-1"g($)+1¢%a = 0, por lo tanto

Y;+1 C M[pH'l]

Demostraré que ptY;,, es base de U, /Uy, 2 UL.

Sabemos que f(t, M) = r, y es claro que §(p*Y;41) = r, por lo tanto basta
demostrar que p‘Y;,; es linealmente independiente. Como U,;; = 0 entonces
basta demostrar que p*Yy, es linealmente independiente.

pt¢r—la — ¢t(P—l)+r—lg(¢)ta — ¢i~—l(co + cl¢ + .- )a _ Cﬂ¢i—1a
P a=¢o+tad+ )a=cad la+cada

poa=4¢""V+ad+ e
= ot la+ a4 4 ndla
pla=¢""(co+cid+--)a
=cd' Mo+ et  + i a
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Por la unicidad de la ecuacion (2.7) se deduce que
Li = {#"a, ¢ e, .., 670}
es linealmente independiente.

Sea T : Uy/Upy1 = U, /U4y, la transformacion lineal definida por

T(¢""a) =p'a
T(¢""a) = p'a (3.2)

T(¢"'a) =p'¢''a

Sea ' la matriz asociada a T en la base L, es decir

Co 0 0 ... 0
c Co 0O ... 0
C=| &2 & ¢ ... 0
Cr1 G2 G_3 ... O

Por la definicién de C es claro que

Cé¢'"a =pla
Co* g = p'ga (3.3)

C¢i—la — i‘:)!!¢r—1CL

Por el lema 2.1 sabemos que si o(¢) = ag +a19 + -+ + @, ¢*~}, entonces
ag = —1 (mod p). Por lo tanto ¢g = (—1)* (mod p), y como C es una matriz
con r renglones entonces, det{C) = (—1)* (mod p), es decir C es invertible.

Por lo tanto C es una matriz de cambio de base, lo cual demuestra que

{p'a,p'da,...,p'¢" la}

es linealmente independiente.
Por lo tanto p*Y,1, es base de U, /U, 4.
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Demostraré que p*~'Y] es base de U;_, /U,.

Sabemos que f(t—1, M) = p—7r—1, por lo tanto basta demostrar que p*~'Y;
es linealmente independiente, pues ademas demostrariamos que #{p*'Y;) =
p—r—1

p‘_lqb’”a — ¢(t—l)(p—-1)+ro-(¢)t—la - ¢i—(p—l)(bo +bhd+--- )a
= boqb"“(f’—l)a + b1¢i_p+2a +--- 4 bp_2¢i_la

De las ecuaciones (3.3) se deduce que {¢*™"q,..., ¢ 'a} C U,, por lo que

p7'¢7a = bt~ Va + by g ¥ 4 - 4 by T 1g
pt—1¢r+la = ¢:‘—p+2(bo +bip+--- )a
= bypi~P+2g + b —PH3a 4 . - - + bp_3¢i-—1a

= bg¢i_p+2ﬂ: + b1¢“P+3a +---4+ bp_,_agb"—”‘la

plgp2g = ¢ oo+ b1+ -+ )a
=byd " la+ b Ta+--+ b la

= b a

Por la unicidad de la ecnacién (2.7) se deduce que
Ly = {¢""*'a,¢' **%a,...,¢" " a}
es linealmente independiente. Ademas como

alqb"—”“a + a2¢i“p+2a + t:lfp---r--lﬁb‘im’“_la =0

¢ PHa+ -+ oy g la=0

entonces existen f,,..., , tales que

;¢ e+ a1t la= ¢ e+ + fd e
ad ot rap ¢ - B¢t Ta -~ e =0
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pero por la unicidad de la ecuacion (2.7) se deduce que
¢ a, P2 .., ¢ la, ¢ Ta,. .., ¢" 'a} es linealmente independiente,
H 7
por lo tanto a; = -+ - ap—r_1 = 0, de donde concluimos que

{d)i—-pv}-la, ¢i-—p+2a, . ,¢i-—-r—la}
es linealmente independiente.

Sea T': Uy /Uy = U,_1 /Uy, la transformacion lineal definida por

T(¢*7*a) = p*'¢a
T(¢-P*+%a) = p'~'¢7Hq (3.4)

T(¢""'a) = p"'¢r~ 2

Sea B la matriz asociada a T en la base L, es decir

bo 0 0 .o 0

by b 0 ... 0

B = by by by ... O
bp-—r-2 bp—r—3 b —r—4 - bO

Por la definicién de B es claro que

BF e =y Fa

B¢i—r¥2g = pt~tgriig (3.5)

BFa=p 5

Por el lema 2.1 sabemos que si 0(¢) = ag + a1+ - - - + a,_,¢*~!, entonces
ap = —1 (mod p). Por lo tanto by = {(—1)!~! (mod p), y como B es una matriz
con p — 7 — 1 renglones entonces, det(B) = (—1)¢~D¢-r-1) (mod p), es decir
B es invertible.

Por lo tanto B es una matriz de cambio de base, lo cual demuestra que
{p'"'¢a,p ¢ Ha,. .., pt " gp%a}
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es linealmente independiente.
Por lo tanto p*~'Y; es base de U,_,/U,.
Demostraré que p’~?Y;_; es base de U;_o/U;_;.

P = {p-ra) = {710

Entonces 77 ~'a € Uj_s, y como f(j—2, M) = 1, y es claro que fi(p2Y;_;) = 1
por lo tanto

P %Y;_, es base de U;_,/U;_,
Por el teorema 2.4 tenemos que
Y =Y;_1UY;UY.,, es una p-base de M.

Caso (3.1c): suponemos p £ %, ¢ < .
Por el teorema 2.7 tenemos que

MZEZy®(r—1)Zp+s @ (p— 1) 2y
Por lo tanto
ezp(M) = p’
y ademas

41 j
(M) =(0,...,0,p=r,r—1,0,...,0,1).

Definimos

Y= {¢'a,¢"a,..., 4" "0}
Yir = {¢a, 8%, ..., ¢""a}
Y; ={a}

Como p’ es el exponente de M, entonces

Y; € Mlp']
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pi¢ra = ¢'PVo(¢)¢"a = PV o(g)'a = ¢'o(g)'a = 0, ademss para
toda r € k < p— 1, tenemos que &k = 7 + 7, con 7 > 0, entonces p'd*a =
PPt = dio(d)id™a = 0, por lo tanto

Y, C M{p']

p'tiga = ¢t-Ng(g)H1ga = ¢H+Pg(¢) e = 0, ademds para toda
0 < k € r—1, tenemos que pt*lgFa = ¢+ 1-"g($)t+ $*a = 0, por lo tanto

Y.t+l C M[pt+l]

Demostraré que p'~'Y; es base de U;_/U; = U;_;.

P ={pa} = {p e}

Entonces p~'a € U;_), y como £(j — 1, M) = 1, y es claro que §(»"~'Y;) = 1,
por lo tanto

P ~'Y; es base de U;—, /U;

Demostraré que p'Y;,; es base de U, /U,,;.

Sabemos que f(t, M) = r — 1, por lo tanto basta demostrar que p'Y;4; es
linealmente independiente, ya que asi demostrariamos tambien que §(p'Y;y1) =
r—1.

Sea y € M, entonces por la ecuacién (2.7) y = aa + S adfa +

7~ ! Brm*a entonces
i-1 j=1
pitly = ap'tla + Zakpt+l¢ka + ZﬁIPHl’”la
k=1 =1
= C!?THIIO, + ﬂ]’ﬂ'H-zﬂ +-+ ﬁj_t_g‘ﬂ']_la

Sea w € U,41, entonces pw = 0, y ademés w = p'tly, para alguna y € M,
es decir w = an'tla+ fint*2a+- .+ f;_4 7' "'a, por lo tanto pw = an'tla+
Bimtt3a + - ;437 ~'a. Por la unicidad de la ecuacién (2.7) tenemos que
oa=0yquef == f§_3 =0, entonces w = ﬂj_t_gffrj"la, es decir
Uy = {777 a).
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p'da = -Dlo(g)la = ¢iTH (g + g+ - )a
— co¢i—r+1a + Cl¢i—r+2a + o4 C‘r-—?ﬁ
p‘qbza = ¢z‘——r+2(co +edp+--- )a,
=g Fa+ ¢ Ba+ -+ ez la

P¢rla= ¢ Yo+ i+ -)a = o la
Por la unicidad de la ecuacién (2.7) se deduce que
L3 — {¢i——r+1a, ¢i-r+2a” . ¢i—la}

es linealmente independiente. Ademés como

0105':"""1(1 + a2¢i—r+2a + -4 ar—lm =0

alqb‘""“a +---4 a,_lqﬁ"—la = (_)

entonces existe § tal que
a1 e+t o147 a =877
¢ "o+ a9 la— BriTla =0

pero por la unicidad de la ecuacion (2.7) se deduce que
{¢*="*a,¢*""*2a,. .., ¢* ta, 77 la} es linealmente independiente, por lo tanto
o1 = +++ay_; = 0, de donde concluimos que

{¢i—1"+1a’ ¢i—r+2a, ey ¢i—la}

es linealmente independiente.
Sea T : U /Uy ~+ Ug/Usy1, la transformacién lineal definida por

T(¢*-"+a) = p'da
T(¢*"t%a) = p'd%a (3.6)

T(¢*-Ta) = p'¢~Ta
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Sea C la matriz asociada a T en la base L3 es decir

Co 0 0 0

Cy Co 0 0

C = o O o 0
G2 G3 Gy ... O

Por la definicion de C es claro que

Cé*~"+a = p'da
C¢—"+2a = p'dla (3.7)

Cqbi—la —_ pt¢r—1a

Por el lema 2.1 sabemos que si o(¢) = ag + a1+ - + ay-1¢*~1, entonces
ap = —1 (mod p). Por lo tanto ¢y = (~1)* (mod p), y como C es una matriz
con r — 1 renglones entonces, det(C) = (—1)!=V (mod p), es decir C es
invertible.

Por lo tanto C es una matriz de cambio de base, lo cual demuestra que

{p*da,p'¢%a,...,p'¢""1a)

es linealmente independiente.

Por lo tanto p'Y,,, es base de U,/Uy,,.

Demostraré que p*~'Y; es base de U, /U,.

Sabemos que f(t — 1, M) = p — r, por lo tanto basta demostrar que p'~'Y,
es linealmente independiente, pues asi demostrariamos que §(p*~'Y;) = p —r.

pt—l¢,—a = ¢(t—1)(p—1)+ra(¢)t-—la — ¢i—(p-l)(bo +bp+--- )O‘,
= boqﬁ"‘(f’“)a + b1¢‘—1’+?a R o bp_2¢>"“a
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De las ecuaciones (3.7) se deduce que {¢*""a,...,¢" 'a} C U, por lo que -

piga = bogi~(P—Na 4+ bypt—p+2a + ... 4 bp—r—lgle:_;a
P = FP (b 4 big+ - Ja
— bo¢i—p+2a + b1¢i~p+3a 4ot bp-—3ﬂ
= bo¢* Pt2a + b PHa+ -+ by, o Ta

Prgrla=¢r(bo+big+-)a
— b0¢i—ra + bl¢,:'—r+1a +---4+b _1¢i—-1a

= bo# 7

Por la unicidad de la ecuacién (2.7) se deduce que
Ly ={¢""*'a,¢" "%, ..., ¢ "a)

es linealmente independiente. Ademas como

a1 PHa + aedPH2a + -+ ap_ e =0

udPHa+ -ty pTa=0

entonces existen f3,..., B._;, tales que

a¢ o+t e = Fig a4 frd Tl + e

ot top e - B¢ e = BTl — i e =0
pero por la unicidad de la ecuacién (2.7) se deduce que
{¢i—p+la, ¢i—p+2a’ ey ¢i—ra’ ¢i—r+la, e, ¢i—la, 'H'j—la}

es linealmente independiente, entonces a; = - --a,_, = 0, por lo tanto

(#7710, §7%, ..., §Fa)

es linealmente independiente.
Sea T : U;_ /Uy = U,_, /U, la transformacién lineal dada por
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T(¢++a) = p'~'¢a
T(¢*-P+2a) = p''g"+a (3.8)

T(¢Ta) = p~1gr—1a

Sea B la matriz asociada a T en la base L,, es decir

by 0 0 oo 0

by bo 0 ... 0

B := b2 bl bo ... 0
bp—r—l bp—f‘—2 bp--r-3 R bD

Por la definicién de B es claro que

Bg-rHlg = pt~1grg
Bg—rt2g = ptlgrtig (3.9)

BF7a = p- 1§ 1a

Por el lema 2.1 sabemos que si o(¢) = o +a1¢+ -+ ap_1¢"', entonces
ag = —1 (mod p). Por lo tanto by = (—1)*"! (mod p) y como B es una matriz
con p — r renglones entonces, det{B) = (—1)¢~1*-") (mod p), es decir B es
invertible.

Por lo tanto B es una matriz de cambio de base, lo cual demuestra que

{p"'¢7a,p" ¢ Ha,. .., p' P Ta}

es linealmente independiente.
Por lo tanto p*~'Y, es base de U, /U..
Por el teorema 2.4 tenemos que

Y =Y, UY,UY,1es una p-base de M.
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A continuacién mostramos las p-bases de nuestros ejemplos de ZpaC,-
modulos cadena abierta.

i J t r
l.p=7,n=3,¢= (t,3),i=0(p—1)+6,p=1r
M Zpa ® 5Z,
Por la ecuacion (3.1a) tenemos que la p-base de M es

Y = {a, 0, ¢°a,¢%a, ¢'a, °a}

2.p=5,n=4,%= (:-i,i),z'z(t)(p—l)—i—:l,p:?r
MZZ,.932Z,
Por la ecuacion (3.1a) tenemos que la p-base de M es
Y = {0, ¢a,4%, ¢’}

i J t r
3.p=3,n=4,%=(7,3),i=3p-1)+1, p=17+2¢% + ¢°.

M= sz &b Zp4 (2} Zps
Como p < iyt 2 j entonces por la ecuacién (3.1b) tenemos que

Y = {qa, ¢a, wa}

i J
4. p=3,n=4, ‘€=(9,4),i=4(p—1)+i,p=1r+2¢2+¢3_
MEZys®Lys @ Ly
Como p <7yt > j entonces por la ecuacién (3.1b) tenemos que

Y = {a, ¢a, na}

i j t r
5.p=5n=2¢=(7,2),i=1(p— 1) +3,p=7+4¢" + 26° + 3¢°.
M 232, 62Z,
Como p < iyt < j entonces por la ecuacién (3.1c) tenemos que

Y = {a, ¢a, ¢’a, $*a, ¢*a}
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i J t r
6. p=3,n=5%=(7,5),i=3(p—1)+1, p=1n+2¢%+ ¢°
M- Zps & 2Zpa
Como p < iyt < j entonces por la ecuacién (3.1c) tenemos que

Y = {a, ¢, $%a}
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Capitulo 4

Bases de Grobner

En este capitulo enunciamos los conceptos y resultados basicos de
la teoria de bases de Grébner. Para ello primero enunciaremos las
propiedades de los anillos de polinomios; y después las propiedades
basicas de las bases de Grébner de ideales de polinomios.

4.1 Polinomios

Definicién. Un Monoide es un conjunto M con una operacién binaria “.”
definida en él, y un elemento distinguido 1 € M tal que:

(i) “-” es asociativa.
(i) l-a=a-1=a Vae M
M se llama abeliano si “-” es conmutativa.

Ejemplos. Sea n € N. El conjunto N* de todas las n-tuples de nimeros na-
turales con la operaciéon de suma componente a componente, es un monoide
abeliano llamado monoide aditivo N*.

Definicién. Un homomorfismo de un monoide M a un monoide N es una
funcioén ¢: M — N con las siguientes dos propiedades:

(i} pla)p(d) = p(ab) Va,be M
(i) ¢(lp) = 1n.
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El lema siguiente estd demostrado en {7].

Lema 4.1. Sea S un anillo conmutativo y {c1,...,c,} C S. La funcidn
o: N® — S
(v1,...,vn) — ' oo o cin

es un homomorfismo de (N*,(0),+) en (S,1,-).
En todo el capitulo K denotara un campo y M un monoide abeliano.

Definicion. Si f es una funcién de M en K, entonces el soporte de f se define
como

sop(f)={ue M| f(u) #0}.

Notaci6én. Denotamos por K[M] (también denotado por KM), al conjunto
de todas las funciones f: M — K con soporte finito.

Definimos las funciones de suma y producto en K{M] de la siguiente ma-
nera:

Definicién. Dados f,ge M yVue M,

(f +9)(u) = f(u} + g(u)
(fo)w) = > f(v)g(w).

v,weM
vw=u

obteniendo el siguiente resultado:
La proposicién siguiente est4 demostrada en [6].

Proposicién 4.2. K[M] es un anillo cuyo cero es la funcion f, que satisface
flu) =0 VueM,ycuyo I es la funcion definida por

_ 1 stu=1y
Liiany{u) = { 0 cualquier otro caso

Observacién. K[M] con las operaciones anteriores es una K-algebra, llamada
algebra de monoide.
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Definicién.

¢ El anillo K[M] es llamado anillo monomial. Si M es el monoide aditivo
N", entonces es llamado anillo de polinomios en n variables sobre K.
Los elementos del anillo polinomial son llamados polinomios.

¢ Una funcién f € K[M] es llamada monomio si solo tiene un fnico valor
diferente de cero.

Ahora introduciremos brevemente la notacién y terminologia usual de los
polinomios’. Denotaremos por (v) = {(vy,...,v,) a los elementos de N* = M.
Identificaré cada a € K con su imagen i(a) € K{M], donde i es el homomor-
fismo inclusién de K en K{M], asi que a € K denota un elemento de K y una,
funcién que llamaré polinomio constante.

Ahora para 1 £ j € n, definimos

() =(0,...,0, 1,0,...,0) € M,

1
1
j

Sea n el homomorfismo inclusién,  : M — K[M]. Denotamos por X; €
K[M] al monomio n{(¢;)), es decir

xqn={ g o=t

0 cualquier otro caso

X; es Hamada la i-ésima indeterminada. Es claro que toda (v) € M tiene
una unica representacién de la forma

W)= > @)+t D (en)

v) sumandos vn sumandos

Aplicando 7 a esta ecuacién vemos que cualquier monomio en K[M] de la
forma 7{(v)) con (v) € M, puede ser escrito como

n((v) = Xp*- - - X3
El conjunto de todos los monomios de la forma X" - --- - X" es denotado
por T(Xj,...,X,), o simplemente T cuando es claro el ntimero de variables.

'Para un desarrollo més detallado ver {6].
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Siendo T' un monoide abeliano bajo la multiplicacién en K[M], y como
ademas n(M) = T, entonces 1 es un isomorfismo entre los monoides

n: (Nn1(0)7+) — (Tle[M]:)
(01, r ) > XD X

Ademés la estructura de (T, 1 x{a, -) es independiente de K, lo que permite
referirnos al monoide (abeliano libre) T generado por las variables X, ..., X,,
sin especificar al campo K.

No es dificil demostrar que todo polinomio f € K[M] tiene una tnica
representacién como una suma de monomios distintos por pares, dada por

f= 0 fl@)-Xp- - X
(v)€sop(f)

En otras palabras, para cada f € K[M], existe un tinico subconjunto finito
N C M y un tnico conjunto {ag,) | (v) € N} de elementos distintos de cero
de K tales que

f: Z a(U)XI” ‘e .X::ﬂ-
(vieEN

Notacién. K[X\,...,X,], denotara el anillo de polinomios K[M]. En reali-
dad K{X,,...,X,] es el resultado de adjuntar las variables Xy,..., X, a K,
pero para nuestros propésitos es suficiente considerarlo como una notacién
adicional.

En lo subsiguiente utilizaremos indistintamente ambas notaciones, en la
seccién donde desarrollo la teoria béasica de las bases de Grobner utilizaré
més a menudo K[X,,...,X,], sin embargo cuando hable acerca de bases de
Grobner asociadas a grupos abelianos finitos utilizaré la notacion K[M].

Definicion. El grado total del monomio X' - X532 --- X es la suma de los

exponentes a; +- - +ay. A veces el grado total es llamado longitud y denotado
por [(X{'--- Xan),

Para simplificar la notacién denotaremos a = (qy,...,a,) y

X% = X X X
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Definicién. Sea f =, 2 X®, a4 € K un polinomio en K[X,..., X,).
e Llamamos a, el coeficiente del monomio X°.
e Sia, #0, entonces llamamos a ¢, X® un iérmino de f.

e El grado de f, denotado por deg(f), es el maximo grado total de los
monomios en f con coeficiente distinto de cero.

4.2 Bases de Grobner

En esta seccién definimos los 6rdenes monomiales en K[X,..., X,]. Daremos
los ejemplos mas importantes de estos para nuestro trabajo; enunciaremos
algunos conceptos basicos de la teorfa de Bases de Grobner y algunas de las
propiedades de estas bases.

Definicién. Un -orden monomial en K[X,,...,X,] es cualquier relacién >
en N®, o equivalentemente, cualquier relacién en el conjunto de monomios
X% o € N*, que cumpla las siguientes condiciones:

(i) > es un orden total (o lineal) en N*.
(i) Siae > By v € N* entonces a+ 7 > f+ 1.
(iii) > es un buen orden en N*.

Algunos ejemplos importantes de 6rdenes monomiales?® son los siguientes:

Orden Lexicogréfico Sea a = (ai,...,2,) y 8= {81,...,8.) € N*. Deci-
mos que a > B si en el vector diferencia @ — 8 € Z" la primer en-
trada (de derecha a izquierda) distinta de cero es positiva. Escribiremos
X >0 XPsia Zlex ﬁ

Orden Graduado Lexicogréfico Sea a, 8 € N* Decimos que > griez P S

Ial = Z?:l a; > |ﬁl = E?:lﬂir o |a| = |ﬂ| Y & ez ﬁ

Observacidn. Es importante observar que cualquier orden depende de como
estén ordenadas las variables. En general para n variables existen n! ordenes
distintos del mismo tipo (lexicografico, graduado lexicografico, etc.).

ZEn {9, 1, 6] se definen mas 6rdenes
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Definicién. Sea f = a,X® un polinomio (# 0) en K{X,..., X,] y sea >
un orden monomial.

(1) El multigrado (o grado) de f es

deg(f) = mf.x(a e N' | g, #0)

(ii) El coeficiente principal de f es
les (f) = Gaegy € K

(iii) El monomio principal (0 monomio inicial) de f es

in,(f) =X des(f)

(iv) El término principal de f es
It5(f) = les (f) - ins (f)-

El siguiente teorema est4 demostrado en [9], pag. 61.

Teorema 4.3 (Algoritmo de la Divisién). Fijemos un orden monomial >
y sea F = (f1,..., f) una s-tupla ordenada de polinomios en K[Xy,..., X,].
Entonces todo f € K[X),...,X,] puede ser escrito como

f=a1f1+"'+a'sfa+r:

donde a;,v € K[X,,...,X,), yr = 0 o r es una combinacion lineal, con
coeficientes en K, de monomios, ninguno de los cuales es divisible por algin
16(f1),...,1t(fs). Llamaremos a r, residuo de f dividido entre F. Mds ain, si
a;f; # 0, entonces tenemos que

deg(f) > deg(ai fi).

Observacion. El residuo 7 depende del ordenamiento de la s-tupla.

Definicion. Un ideal I ¢ K[X;,..., X,] es un ideal monomial si existe un
subconjunto A C N* tal que I = (X | a € A).

Definicion. Sea I # @ un ideal en K[X,,..., X,]
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(1) Denotamos por 1t(1} al ideal generado por los terminos principales de I,
es decir

It(I) = ((f) | f € I)

(ii) Llamamos ideal inicial, al ideal monomial generado por los monomios
iniciales de I, y lo denotamos in() es decir

in(l} = (in(f) | f € I)

Observacidn. Estos dos ideales son iguales, sin embargoe hemos enunciado am-
bas definiciones pués en la literatura es mas comun trabajar con 1t(7), ver por
ejemnplo [1] pag. 32, a diferencia de esta tesis en la que trabajamos més con
in(I), para evitarnos operar con coeficientes.

Definicién. Los monomios que no son elementos-del ideal inicial in{f), son
llarnados monomios estdndar.

Definicién. Fijemos un orden monomial. Un subconjunto finito
G ={61,---,9, } de un ideal I es una base de Grébner si

(lt(gl)r Tt lt(g,)) = ]t(I)

Equivalentemente G es una base de Grébner si

(in(gl): A | in(ga)) = ln(I)

En el siguiente ejemplo mostraremos una base® de un ideal que no es base
de Grdbner.

Ejemplos. Sea I C Q[x,y] el ideal generado por G = {fy, fo} = {z°—2zy, z%y—
2y? + z}, entonces G no es una base de Gribner de I con respecto a >gyiex,
con z > y.

Sea f; = yfi — zf, entonces f3 € I, ahora f; = 3y — 2zy® — 23y +
2zy* — 2? = —z?, por lo tanto 22 € in(I), pero por otro lado es claro que

z? ¢ (in(f,),in(fa)) = (=8, z%).

A continuacién enunciaremos algunas propiedades basicas de estas bases
de Grobner.

3Recordando que por base de un ideal entendemos un conjunto generador de este.
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Proposicion 4.4. Sea G = {g1,...,9,} una base de Gribner de un ideal
I C K[Xy,...,Xs] ysea f € K[Xy,...,Xs). Entonces existe un tnico r €
K[Xy,...,X,] con las siguientes propiedades

(i) Ningtin término de r es divisible por algin 1t(g,), . .., 1t(g,).
(i1) Eziste g€ I tal que f =g+ .

En particular, r es el residuo de la division de f entre G sin importar el orden
de los elementos de G usado en el algoritmo de la divisidn.

Demostracidn. El algoritmo de la divisién nosda f = a;¢,+- - -+a,g,+7, donde
r satisface (7). De aquf también obtenemos (ii), al poner g = a,g,+- - -+a,g, €
I, ademas de estar probando la existencia de r.

Para probar la unicidad, supongamos que f = g; + r; = g5 + r; tales que
satisfacen (¢) y (#7). Entonces ro — 7y = g1 — g € I, si ry # 71, entonces
t(ry —r1) € It(J) = (It(g1), .. -,1t(gs)}. Por lo tanto lt(r, — ;) es divisible por
algin 1t(g;). Pero esto es imposible pues ningtin término de r; o 75 es divisible
por algin lt{g1},...,!t(g,). Entonces r, — r; = 0 lo cual prueba la unicidad.

La parte final de la proposicién se sigue de la unicidad de r. 0

Observacidn. Esta proposicion nos dice que todo polinomio f puede ser escrito
médulo I, como una combinacién K-lineal de monomios estandar.

Corolario 4.5. Sea G = {g1,...,9; } una base de Grobner del ideal
IC K[Xy,...,Xa] ysea f € K[Xy,...,X,]. Entonces f € I si, y solo si, el
residuo de la division de f entre G es cero.

Demostracion. Si el residuo es cero entonces ya observamos en la proposicién
anterior que f € I. Ahora dado f € I, entonces f = f + 0 satisface las
condiciones de la proposicién anterior, por la unicidad del residuo tenemos
que 0 es el residuo de f bajo la divisién por G. O

Esta propiedad es tomada algunas veces como definicién de base de Grib-
ner, pues esta propiedad se cumple si, y solo si, (it(g,),...,1t(g,)} = lt(1).

Definicién. Sea G una base de Grobner, denotamos por TG al residuo de la

divisién de f entre G. Llamamos a TG la forma normal (o forma estindar)
de f mddulo G.

ol



e an . =G .
Observacidn. Si G no es base de Grobner, entonces f , es el conjunto de
residuos de f modulo G, tomando todos los ordenes distintos de polinomios

en G.

Definicion. Sea G una base de Grobner de [ ideal de KX}, ..., X,]. Defini-
mos 5td(G) como el conjunto de monoides estandar modulo G, es decir

std(G) ={t €T |t ¢ (in(G))}.
Los siguientes resultados estan demostrados en [1], seccién 1.6.

Teorema 4.6. Sea I un ideal de K[X,,...,X,]. Los siguientes
enunciados son equivalentes para G = {g1,...,9,} C I.

(i) G es una base de Grobner de I.
—c

(i) fel «— F° ={0}.

(#) f €I < f=37_ higi conin{f) = max,¢;,(in(h;) in(g;)).
(i) Vfel Jie{l,...,s} tal quein(g)| in(f).

Corolario 4.7. 5i G es una base de Gribner de I, entonces I = {(G).

Demostracion. Claramente {gy,...,9,) C I, dado que cada g; € I. Para la
inclusién inversa sea f € I, entonces _—f'G =0, de donde f € {g1,...,9,). (]

Observacion. Toda base de Grébner G de un ideal I es una base de I, es decir

I=(G).

Proposicion 4.8. Todo ideal I C K[X,,...,X,] distinto de cero tiene una
base de Gribner.

Los siguientes teoremas estan probados en [9] en el capitulo 2, secciones 6 y
7, aqui s6lo los enunciaremos con el fin de mostrar el algoritmo de Buchberger,
el cual calcula una base de Grébner dado un conjunto finito generador de un
ideal de polinomios.

Definicién. Sean f,g € K|[x,...,z,] polinomios distintos de cero.

(i) Si deg(f) = a y deg(g) = B, entonces sea v = (7y--+,7m), donde
v = maz(a;, ;) para cada i. Llamamos z7 el minimo comin mailtiplo
de in(f} e in(g), denotado z¥ = mem(in(f), in(g)).
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(ii) El S-polinomio de f y g es la combinacién

m'T 3:'7
S y - - — -
(£:9) 1t(f) d It(g) *
Teorema 4.9. Sea I un ideal de polinomios y G = {g1,...,9:} una base de

I. Entonces G es una base de Gribner de I si, y sélo si, para todas las parejas

i # j, el residuo de la division de S(g;, 9;) por G (listado en algin orden) es
cero.

Teorema 4.10 (Algoritmo de Buchberger). Sea I = (fy,..., f.) # 0 un
ideal de polinomios. Entonces una base de Grébner de I puede ser construida
por el siguiente algoritmo, en un nimero finito de pasos:

Input: F=(fi,...,f,)
Qutput: una base de Grobner G = (g1,...,q) de I, con F C G

G =F
REPEAT
G =G

FOR cade pareja {p,q}, p # q en G’ DO
Gl
S5 = 8(p,q)
IF § # 0 THEN G := G U {S}
UNTIL G =G’

Como ejemplo de este algoritmo, daremos una base de Grébner del ejemplo
de la pagina 50.

Ejemplos. Sea I = (fy, fo) = (z® — 2zy, 2%y — 29 + ).
Empezamos el algoritmo, entonces G := {f1, fo} y G' :== G,

fs = S(f1, fo) = y(a® - 2zy) — z(z®y — 29* + ) = —7*
. -G
Como ya vimos f3 = f3, entonces G := GU {f3}. Porlo tanto G # G y
Eggtinuamos con el algoritmo, ahora tomando G’ := G. Es claro que ahora si
f3 = 0.
fa=5(f1, fr) = (-1)(z® — 2zy) — 2(-=2?) = 2y
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También tenemos que EG = f4, entonces G := G U {f,}.
fs=8(f2, f5) = (-1)(a’y — 2 +2) —y(-2*) = %* -z

También tenemos que }‘EG = fs, entonces G := G U {fs}. Por lo tanto G # G’

y continuamos con el algoritmo, ahora tomando G’ := G. Es claro que ahora
si f_C = EG ={
. =

Es fécil comprobar que todos los S-polinomios generados por estos cinco poli-
nomios se reducen a cero médulo G, por lo que solo mostraremos el procedi-
miento para un solo S-polinomio, S(fz, fs):

S(fa f5) = 2y(z®y — 2° + 3) — 2%(2y* — ) = 2° — 4y + 2zy

S
Es claro que f3|z® y que fs} — 43° + 2zy, por lo tanto S(fa, f5) = 0.

Por lo tanto G = {fll f2: f31 f4s f5} = {xs_zzy! $2y_2y2+$1 _x2, 2559‘: 2y2_
z} es una base de Grébner para I.

Definicién. Una base de Grobner minimal de un ideal I es una base de Gréb-
ner (G de I tal que:

(i) le(p) =1 Vpegd.
(i) 1t(p) ¢ (t(G - {p})) VpeG.

Ahora obtendremos una base de Grébner minimal, de la base de Grébner
obtenida en el ejemplo anterior.

Lo primero que tenemos que hacer, es multiplicar a los generadores de
I, por constantes de tal forma que los coeficientes principales de todos los
polinomios sean iguales a 1, obteniendo la siguiente base de Grébner:

1
{z® — 22y, 2%y — 2% + 1, 7%, xy, 4% — ix}

Luego eliminamos todos los polinomios f;, tales que existe i # j con
in(f;)}in(f;). Es facil observar que in(f3)|in(f;) y que in(f3)]in(f,), por lo
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tanto podemos eliminar a f; y f2 de la base de Grobner, es claro que estos son
los tinicos polinomios que podemos eliminar de esta manera, por lo tanto una
base de Grébner minimal de 1 es:

1
{z%,zy,y* - 5%}

Por otro lado, tenemos que para toda a € Q, {2° + azy, 7y, — 1z}, es
también una base de Grébner minimal de I, con lo cual observamos que estas
bases de Grobner minimales no son tnicas, de hecho para este ejemplo en
particular tenemos una infinidad de bases de Grébner minimales, sin embargo
podemos eliminar este problema, al fijarnos en la “mejor” de estas bases de
Groébner minimales.

Definicién. Una base de Gribner reducida de un ideal I es una base de Gréb-
ner G de I tal que:

(i} le(p) =1Vpeagq.
(i) ¥p € G, ningin monomio de p pertenece a {in(G — {p})).

Es claro que la unica base de Grébner reducida de I es obtenida cuando
a = 0, es decir

{3:21 Ty, y2 - %:E}

En general, tenemos el siguiente resultado, el cual esta demostrado en [9] pag.
90.

Teorema 4.11. Dado un orden monomial >, la base de Grobner reducida de
un ideal I es tinica.
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Capitulo 5

Bases de Grobner Asociadas a
Grupos Abelianos Finitos

En este capitulo damos una breve introduccién a las bases de Gréb-
ner de ideales téricos. Definimos el concepto de base de Grébner
asociada a un p-grupo abeliano finito, y damos sus propiedades uti-
lizando el lenguaje introducido en la seccién de ideales téricos.

5.1 Bases de Grébner de ideales téricos

En esta seccion estudiamos una clase especial de ideales en K[X] = K[zy,...,z4].
Sea p un niimero primo, fijemos primero un subconjunto C = {¢4,...,&,} C
PL, Zyx;, con k; 2 1. Identificamos cada vector & con un monomio t& en

el anillo de grupo K[}, Zy} = Ky, ..., t) /(&) G T ,t‘;k — 1), donde
{t1,...,ta} es un conjunto de indeterminadas. Ahora consideramos el homo-
morfismo de semigrupos

v N - Dici Z
U= (Uy,...,U) = W6+ + Uy
La imagen de 7y es el subgrupo de 7

—IP

NC={/\1(3_1+"‘+/\nc_ni/\l,...,/\nEN}.
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La funcioén v se extiende a un homomorfismo de algebras de semigrupo

¥: KIX] = K[ty /(8" = 1,857 1)
Ii — s

Denotamos al niicleo de 4 por I y lo llamamos ideal térico de . El lema
siguiente especifica un sistema de generadores del ideal térico .

Lema 5.1. El ideal torico Iy estd generado como K-espacio vectorial por el
conjunto de binomios

{z¥ — 2" | u,v € N* con v(u) = v(v)}.

Demostracién. Un binomio x* — ® pertenece a I si, y sélo si, y(u) = ~v(v).
Por lo que es suficiente demostrar que cada polinomio en I~ es una combi-
nacion K-lineal de estos binomios. Fijemos un orden monomial < en K[X].
Supongamos que f € Is no puede ser escrito como combinacion lineal de bi-
nomios. Escogemos un polinomio f con esta propiedad tal que el término ini-
cial in(f) = =™ sea minimal con respecto al orden de términos <. Al expandir
f(t®,...,t%) nos da cero. Particularmente el término "% = 4(z*) debe
cancelarse durante esta expansion. Entonces existe otro monomio % < £* en
f tal que y(v) = y(u). Por hipétesis el polinomio f' = f — 2% + z” no puede
ser escrito como una combinaciéon K-lineal de binomios en I5. Pero por otro
lado tenemos que in{f’) < in(f), lo cual es una contradiccion. ]

Todo vector u € Z" puede ser escrito de manera tnica como u = u+ — u,
donde u* y u™ son no negativos y tienen soporte disjunto. Mas precisamente,
la i-ésima coordenada de u* es igual a u; si u; > 0 o es igual a 0 en caso con-
trario. Si denotamos por ker(-y) al subgrupo (subreticula) de Z™ que consiste
de todos los vectores u tales que y(u*) = y(u~), entonces el lema 5.1 puede
ser enunciado de la siguiente manera

Lema 5.2. Ip = (2% —a* |u¢€ ker(7y)).

Proposicion 5.3. Para todo orden monomial < existe un conjunto finito de
vectores Ga C ker(y) tal que la base de Grébner reducida de I con respecto a
< es igual a

Go = {z*" — ¥~ |u € Ga).
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Demostracidn. Por el teorema de la base de Hilbert podemos seleccionar un
subconjunto finito de ker(vy) tal que los binomios correspondientes generan a
I Aplicamos el algoritmo de Buchberger a estos binomios. Las operaciones de
reduccién y formacién de S-polinomios preservan la estructura binomial (es de-
cir toda base de Grobner de un ideal binomial es binomial). Adems4s cualquier
polinomio nuevo que se genere mediante este algoritmo también pertenece a
{z*" — 2% | u € ker(7)}, lo cual demuestra la proposicién. O

5.2 Ideales téricos relacionados con grupos abe-
lianos finitos

En esta seccién estudiamos los ideales téricos introducidos en la seccién an-
terior, que aparecen relacionados con los grupos abelianos finitos. Lo cual
nos permitird desarrollar la teoria de bases de Grobner asociadas a grupos
abelianos finitos, con un lenguaje mas actual al utilizado en [7].

Sea G un p-grupo abeliano finito, y sea B = {b,..., by} una p-base de G.
Ahora sea C = {c1,...,¢,} con n > d, un conjunto generador de G. Cada
elemento ¢; de C, puede descomponerse en forma tnica como ¢; = ci, b +
"=+ Cizbg, con 0 < ¢;; < o(b;), para toda j € {1,d], por lo tanto podemos
identificar a cada ¢; con & = (¢,,...,¢,) € G)le Z;, con p* = o(b;), para
toda j € [1,d].

Entonces tenemos un conjunto C = {¢,...,é.)} C @le Z,x; y €l homo-
morfismo de semigrupos

oo™ S5 el
u=(Ur,...,Uy) P wE e+ UG,

Como ya vimos en la seccién anterior esta funcién puede extenderse a un
homomorfismo entre 4lgebras de semigrupo

¥i KIX] = Kt /(8 1,87 —1)
z; — t“

El micleo de 4 es un ideal térico, el cual denotamos por Iz. Por lo tanto
se cumplen los resultados obtenidos en la seccién anterior para este tipo de
ideales.

Ahora supongamos que A es un conjunto de relaciones de G , de tal forma
que (A, C) es una presentacién de G. Supongamos que las relaciones en A se
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escriben de la siguiente manera
uer + -+ unc, =0 conu=(uy,...,u,) € Z"

Usando la notacién u* y 4™, podemos escribir las relaciones en A de la
siguiente manera

uf'cl+--~+uj:c,, =u ¢ +---+u ey
donde ut = (uf,...,u}) € N* y u™ = (uy,...,u;) € N*. Luego, se tiene
que y(ut) = y(u7).
Denotemos por

ﬁ"—-{ueZ“|u101+---+uncn=0€A}.
Entonces tenemos el siguiente teorema

Teorema 5.4. Sea (C,A) una presentacidn de G. Entonces A genera a
ker(7).

Demostracion. Tenemos que ker(y) = {u = (uy,...,u,) € Z"* | y(ut) =
v(u~)}. Por lo tanto si u € ker(y) entonces uyc; + uaca + -+ + Uncy = 0.
Como (C, A) es una presentacion de G entonces tenemos que G & Z"/ (A),
donde (A) es el subgrupo generado por A. Esto quiere decir que si u € ker(7y)
entonces u € (A).
Finalmente por la definicién de A es claro que {A) C ker(y). O

Si definimos Ga := {uic) + gy + -+ + Unn =0} u = (uy, ..., u,) € Ga}
entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.5. Ga es un sistema de relaciones asociadas a C de G, es decir
(Ga, C) es otra presentacion de G.

Demostracidn. Sea A un sistema de relaciones asociadas a C de G, por lo que
tenemos que G = Z"/(A). Es suficiente demostrar que (A) = (Ga).

Por el teorema 5.4 tenemos que (A) = ker(y), entonces tenemos que
{z** —2*” | u € A} genera a Iz como ideal. En efecto, si u; = ul —uy €A
Yy Uz =u3 —uz € Ayseav=u;+ us € ker(v), entonces

2 — ' = m“;(m“f — %) 4 :n“l_(:lz"3L =)
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Similarmente si v tiene mas sumandos, por lo que
I¢ =<m“+—:c“_ [ue.ﬁ)

Aplicando el algoritmo de Buchberger a este conjunto de polinomios obte-
nemos una base de Grébner G de Iz. Ahora nos fijaremos en un paso de este
proceso.

Llamamos P(v) al binomio z** — ¥, con v € A. Sean uy,uz € A, sin
perdida de generalidad suponemos que in(P(u,)) = 24 e in(P(ug)) = z
Entonces existen w;, ws € N* tales que el S-polinomio de P(u;)} y P(us) es
igual a

S(P(uy), Pug)) = 2™ (2% — 1) — ™2 (g% — 3%3)
= gWatus _ pwituy

Como wy + uf = wq + u3, entonces y(wz + uz) = y(w2 + uf) = y(w, +
ul) = y(w, + uy), por lo que si v = (wg + u;) — (w; + uy), entonces
P(v) = S(P(u1), P(uz2)) y v € ker(y). Mas ain, v = (we+uy }—(wy+uy) =
(w2 +uz) — (wr+uy) + (Wi +uf) — (wa+uf) = (uf —u7) - (uf —uz) =
uy — uz. Por lo tanto tenemos que

(8) =(Au{v})

Sea 2 el conjunto de todos los S-polinomios generados por el algoritmo de
Buchberger. Entonces por el razonamiento anterior tenemos que, si @ = {v €
Z"* | P(v) € Q} C ker(7y) entonces

(8) = (& uD)
Llamamos © = A U ), entonces tenemos que
G = {P(v) |ve b}

Ahora reducimos esta base de Grébner. Fijemonos en un paso de la reduccion.
Sea v € O, si existe u € ©\{v} tal que in(z*" — z%7) divide a algiin término
de z¥* —x"" (sin perdida de generalidad suponemos que in{z*" —z¥7) = gt
divide a a:”+), entonces al reducir obtenemos



Para algin w € N*. Si definimos

uy=ul —ul =(w4u")-—v”

Entonces tenemos que y(uf) = y(w) + y(u~) = v(w) + y(u¥) = y(vt) =
¥(v~) = y{u7). Por lo tanto u, € ker(y). Por otro lado tenemos que
v=w+ut —v”
=wtut —v +(w+uT)— (w+u")
= (u* —u7) + (uf - u])

Por lo tanto tenemos que
(8) =(8) =((Bu{m}) - {v})
y ademas
§'={P(w) |we (BU{u}) - {v}}

es tambien una base de Grébner de I.
Por la unicidad de las bases de Grobner reducidas tenemos que

(8) = (9a)

Es decir Ga es un sistema de relaciones asociado a € de G. O

5.3 Bases de Grobner asociadas a GAF

En esta secci6n desarrollamos la teoria de bases de Grébner asociadas a grupos
abelianos finitos, utilizando la notacién y los resultados de bases de Grébner
de ideales téricos.

Sea K[X] = Klz,,...,2,) el anillo de polinomios en n indeterminadas y
T el monoide libre abeliano generado por el conjunto de indeterminadas X, y
sea < un orden monomial en T.

Ademés sea G un p-grupo abeliano finito generado por el conjunto C =
{ci,--.,ca}. Sea B = {b,...,b4} una p-base de G.! Entonces cada elemento c;
de C' se descompone en forma dnica de la siguiente manera ¢; = b;2b52 - - - bre,

'Cuando veamos a G como el grupo generado por B usaremos la notacién multiplicativa.
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con 0 < ¢; < o(b;) para toda j € [1,d], por lo tanto podemos identificar a
cada ¢; con G = (ciy, ..., ¢,) € DL, Z;, con p*i = o(b;), para toda j € (1, d).
Definimos al homomorfismo v de la siguiente manera

v: T 5 G
i = G
Como T & N, dado por el isomorfismo z}'z3?--- 2% 3 (uy, ..., u,) en-

tonces 7' induce al homomorfismo -y definido al principio del capitulo.

v N? — @lezpk,.
w=(uy,...,uy) = WG+ + Ul

Sea 7 la extensién natural de v a un homomorfismo entre las K. -algebras
KTy K[G).
Sea 4 el homomorfismo

¥: K[X] = K[
I; = bé'

Donde b = byby - - - by, y K[b*'] es el anillo de grupo de G. Entonces ker(%) es
el ideal térico denotado por I.

Por la definicién de ' tenemos que z; ~+ ¢; y por la definicién de B tenemos
que para toda 7, hay una correspondencia biyectiva entre ¢; y bf“ by? .. -b;“’,
tomando 0 € ¢;, < o(by) para toda k € [1,d]. Por lo que identificando a cada,
¢; con b% tenemos que se cumple la siguiente proposicion

Proposicién 5.6.

ker(7) = ker(%).

Definicién. La base de Grobner asociada a G con respecto a (<, C) es la base
de Groébner reducida con respecto a < del ker(y) = I, y la denotamos por

Ge.
Lema 5.7.

(i) Para cada ¢ € G, eziste w € T (que denotaremos W), minimo con
respecto a <, tal que ¥(w) = c.
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(u) we Std(QC) Si, ) sélo s1, w= Wy(w)-

Demostracion. (i) : w, existe porque < es un buen orden.
(1) : w # wswy si, y solo si, existe v < w tal que F(v) = F(w), esto es, si, y
s6lo si, w € (in(Gc)), pues si 7(v) = ¥(w) entonces F(v) — ¥(w) = 0, es decir

¥(w — v) = 0 por lo tanto w — v € ker(¥) entonces w € in(J¢). 0O

Definicién. w, se denomina la menor representacién del elemento ¢ con res-
pecto a <.

El siguiente teorema pertenece a la teorfa general de bases de Grébner,
pero por ser un teorema técnico que utilizamos en las demostraciones de los
teoremas siguientes, lo enunciamos en este capitulo.

Notacién. Sea t =[]._, z; € T, con m > 2 entonces denotamos
. Si(t) = H:.;ll i,
L] Sf(t) = :=2 x;.

Teorema 5.8. Sea G una base de Gréobner reducida de un ideal I con respecto
a >, enionces

(i) Para cada t € in(I) se cumple una y sélo una de las siguientes condi-
ciones

(1) te X ={z,...,z,}
(2) I(t) > 2 y existe z; € X Nin(I) tal que t = si(t)x;
(3) Ezisten t, € T (posiblemente 1), z; € X, w € std(G), tales que
ziw € in(I) y t = tyz;w
(1) Siz: € X, w € std(G), (w # 1), y si(z;w) € std(G), entonces no existe
t €in([) tal que t # z;w y tlz;w

(i) in(G) esta formado por los términos t € T que pertenecen a uno de los
siguientes tipos

Tipo I: t € X Nin(I)
Tipo II: t = z;w, donde z; € X, w € std(G) y si(z;w) € std(G)
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Demostracion. (i) : Sit € X entonces (4) se cumple, si t ¢ X entonces {(£) > 2
por lo tanto existe v € T y z; € X tal que ¢ = vz; si x; € in(]) entonces
(22) se cumple, si z; ¢ in(I) entonces t = si(v)z;z; = vow,y si wy € in(J)
entonces w = Iy, £, = vy ¥ t = t;z;w cumple con (i3) si we ¢ in(J) entonces
t = si(vg)zrws = vyws si wy € in(J) entonces t = vazrwy cumple con (i3) en
caso contrario, continuamos con el mismo proceso un nimero finito de pasos
hasta obtener ¢ = ¢,z;w que cumple con (43) lo cual demuestra (7).

(43) : Sea v = z;w € T tal que w € std(G) y si(v) € std(G), suponemos
que existe ¢ € in(J) tal que t|v entonces v € in{J), como w € std(G) entonces
t 1 w, es decir t = z;u para alguna u € T distinta de 1 (de lo contrario
si(z;w) ¢ std(G)), por otro lado como si(v) € std(G) entonces ¢ 1 si(v), lo cual
implica que u { si(w) y como u|w entonces v = w y ¢t = z;w.

(#11) : Es claro que el coeficiente principal de los términos de tipo I y tipo II
es igual a 1, ademas para toda i tenemos que z; no puede ser dividido por algin
término en {(in(G) — {z;}), y por el inciso (i¢) tenemos que ningtn término ¢
de tipo II, puede ser dividido por algin término en (in(G) — {t}). Por lo tanto
basta demostrar que los términos de tipo I y tipo II, genera a in(I), es decir
basta demostrar que si ¢ € in([), entonces ¢ es maltiplo de algin término tipo
I o tipo II.

Sea t € in([]), por el inciso (z) tenemos lo siguiente, si ¢ cumple (4;) entonces
t € X y por lo tanto ¢ es de tipo I, si t cumple (i) entonces ¢ = si(t)z; con
z; € X Nin(I) es decir z;|t y z; es de tipo I. Supongamos ¢ cumple con (i3)
es decir ¢ = t;z;w con x; € X, w € std(G) y z;w € in(J) si si(z;w) € std(G)
entonces habremos concluido, en caso contrario repetimos el procedimiento
un nimero finito de veces, empezando ahora con si{z;w), hasta obtener el
resultado deseado. Luego, el conjunto de los términos tipo I y tipo II es
generador de in([). O

Teorema 5.9. G¢ esta formada por los siguientes tipos de binomios:

Tipo I:  x; — wg, donde z; > w,,,

Tipo II:  zywe—we, dondez; € X, c € G, zyw, > we,e ysi(ziw,) € std(Ge).-
Demostracion.

- (@i = w"i) = '?(xl) - :)-f(wc.') =¢—¢=0
'Y(-'Ei'UJc - 'lUc.'c) = ;?(xi'wc) - "?(wc‘c) = CiC — GC = 0

Entonces z; ~ w,, € I¢ de donde z; € X Nin(I¢) por el teorema 5.8 inciso
(#41) tenemos que z;in(Gc). Ademas z;w, — Weie € I luego z;w, € in(I¢) con
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z; € X y ademéds por hipoétesis si(z;w,.) € std(G¢). Por el lema 5.7 inciso (i7)
tenemos que w, € std(G¢) entonces por el teorema 5.8 inciso (¢43) tenemos que
ziw: € in(Ge). Por el teorema 5.8 inciso (i) tenemos que los términos iniciales
de los binomios tipo I y tipo II generan a in{/¢).

Por otra parte, por definicién tenemos que el coeficiente principal de estos
binomios es igual a 1. Sabemos que para toda i tenemos que z; no puede
ser dividido por algin término en (in(G; — {z;})) y como para toda ¢ € G
por el lema 5.7 inciso (i) tenemos que w, € std(Gc) entonces w, no puede
ser dividido por algin término en {in(Gc — {w.})), finalmente por el teorema
5.8 inciso (4%) tenemos que para toda ¢ € G y para toda ¢, x;w, no puede ser
dividido por algtin término en {in(Ge — {z;w.})).

Por la unicidad de la base de Grobner reducida tenemos que el conjunto
de los términos iniciales de los binomios tipo I y tipo II es igual a in(G¢). O

El siguiente teorema resume los resultados m4s importantes obtenidos en
este capitulo.

Teorema 5.10.

(1) Ga es un sistema de relaciones para C de G, es decir (Ga,C) es una
presentacion de G.

(ii) Si A es un sistema de relaciones para C de G, entonces A genera al
ker()

(111) Si A es un sistema de relaciones para C de G, entonces la base de Grib-
ner reducida del ideal I1(A) = <X”‘+ - X% |ue 5) es Ge.

Demostracién. El inciso (i) es el teorema 5.5, el inciso (4i) es el teorema 5.4.
El inciso (4i%) es consecuencia directa de (4i), y de la proposicién 5.3, pues
por (i) sabemos que A es un subconjunto finito que genera al ker(vy), por el
lema 5.2 y la proposicién 5.3 tenemos que I{A) = I y por la unicidad de las
bases de Grobner reducidas tenemos que la base de Grébner reducida de T(A)
es Ge. O

Observacidn. Basandonos en el inciso (4ii) del teorema anterior, Gc puede ser
obtenida a partir de un conjunto de relaciones de G.



Teorema 5.11. Sea G' un grupo abeliano finito, C = {c1,...,c.} un subcon-
junto generador de G. Para toda k € {1,n], y pare toda i € [1,k — 1], sean
My Y 1, los exponentes definidos en el teorema 1.5, es decir m, es el orden
de ci; pare cade k € [2,n], mycy = Ef;ll ng,ci, donde my = min{m > 0 |
mcg € (€1,...,¢k-1)}, y ademds ny, € [0,m;). Supongamos ademds que X
esta ordenado de la siguiente forme ) < xo < -+ < z, y que el orden < es el
orden lezicogrdfico, entonces

ny T,
Go={z" —Lzg® —z, ...,z —Ha:,-"'}

Demostracwn Por deﬁmcmn de los exponentes, tenemos que G = {z" —
1,52 — 27 .. — T15 27"} esta contenido en J¢ = ker(¥), ya que

k-1 k-1
n. - - g,
- Hfﬂik') = F(z*) — 'Y(H-’E;‘ %)
i=1 i=1
k-1
= MgCi — aniq— =0

i=1

Por otro lado el término inicial del binomio k-ésimo es igual a z};'* por lo que su
coeficiente principal es igual a 1, ademas z;** no es lelSlble por algiin término
de in(G) — {z*}. Ahora nos ﬁjamos en el término H % del binomio k-
ésimo, es claro que ningin :c 7 con 7 > k divide a 1_[l \ :nn pues por hipotesis
tenemos que < es el orden lexicografico con las indeterminadas ordenadas
de manera natural, es decir 1; < 29 < --- < z,. Si :1:;-“j con j < k divide a
]_L 1 :c" entonces m; < ng;, pero por hipétesis tenemos que ng;, < m;. Luego
15 =™ no es divisible por algin término de in(G — {z* - [I=L =% )).
Solo resta probar que in(G) genera a in{I¢), esto lo haremos en la proposi-
cion siguiente. (]

Notacién. Sea u € Z", si ux > 0 para toda k € [1,n], entonces decimos que
u > 0.

Proposicién 5.12.
(i) Para todo c € G eziste (uy, ..., u,) tal que (my —uy, ..., my, — u) >0y

c= 31 Wl
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(1) Si(ur,.. o ua) # (v, 0), (Mg =y, ..oy, — uy) >0,
(my —v,...,m, — n) >0, ya=3Y," ,wa b= 3 ua, entonces

a#b.

(ii1) Seac =3 [ we, entonces [, ;" = w, si, y solo si, (my—uy, ..., my—
up) > 0.

(iv) in(G) genera ain(lc), con G = {z[ -1, zf*—z™ ... e I e

Demostracz’dn (7) : Como C genera a G entonces exnste (u),...,u,) tal que

c= Y wa, sea k = maz{l | u, > m,}, es decir U = gmyg + 7, con T < my,
entonces

k-1

c= E u,c, + grgcy + o + E u,c,
=1 I=k+1

= ZHICJ"FQ(ZH,&,C[ +TCk+ Z HICI

I=k+1

= Z w + qng e + rep + Z we

I=k+1

Continuamos de la misma manera hasta obtener en un nimero finito de pasos,
¢ =31, we, con (my — uy,..., My — uy) > 0.

(i) : Supongamos @ = b, y sea k = maz{l | w # w}, suponemos sin
perdida de generalidad que uy > v, entonces (ux —vi)ex € (cy, ... ;Ck—1), DETO
esto no es posible ya que u; — v € (0, my).

(¢#) : Supongamos [, 7" = we, si my < u; para algin £ € {1,n),
entonces

n k—1 k-1 n

Uy g g —T) Tk, 171
Hﬂ?t > (HII )T (H‘Ii ‘) H I
=1 =] i=1

i=k+1

Para la otra implicacién, supongamos que [}, z}* # w,, entonces por el inciso
(?‘) existe (Ull rer 5UN) ?l'- (ul‘l B ) tal que (ml — UMy — ﬂ) > 0 mas
aon [, 2" < T[p 2z yc = E, L vic, por hipétesis (mlmul, Ca My —Uy) >
Oyec= Zl ) ¢y, entonces por el inciso (#2) tenemos que ¢ # ¢, lo cual es una
contradiccion.

(iv) : Es equivalente a (ii1).




Como estamos utilizando <., entonces por (i#¢) tenemos que todos los
binomios en G son de tipo I o tipo II. Falta demostrar que cualquier binomio
tipo I o tipo Il esta en G. Sea r € I, supongamos que in(r) ¢ in(G) entonces
in(r) = " - - - zx*, con u; < m; para toda j, pues de lo contrario in(r) € in(G),
por el inciso (4) tenemos que existe ¢ € G tal que in(r) = w,, pero w, no es
de tipo I y tampoco es de tipo I, lo cual concluye la demostracion. O
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Capitulo 6

p-Bases de Grobner Asociladas
Modulos Finitos

En este capitulo definimos el concepto de p-base de Grébner asociada
a un médulo finito. Modelamos el problema de encontrar una p-base
de un Z;»C;-médulo cadena abierta de la forma % = (i, j), utilizando
la teoria de bases de Gribner asociadas a grupos abelianos finitos y
este nuevo concepto de p-base de Grébner.

6.1 p-base de Grobner asociada a un médulo
finito

En esta seccion definimos el concepto de p-base de Grébner asociada a un
médulo finito, ademas enunciamos y demostramos algunos resultados acerca
de este concepto.

Sea G un p-grupo abeliano finito y C un conjunto generador de G, nuestra
meta es encontrar una p-base de G. Observamos que las relaciones de una
p-base estan dadas por el orden de los elementos en G. Por otro lado, el
teorema 5.11 muestra que en la base de Grobner asociada a este grupo aparecen
polinomios de la forma a:fk‘ — 1, que bajo 4 nos da p¥ic; = 0 en G. Esta
observacion motivé la formulacion del siguiente teorema, el cual introduce una,
propiedad extra a la base de Grébner encontrada en el teorema 5.11.
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Teorema 6.1. Sea C = {ci,...,¢;} un conjunto generador del p-grupo abe-
liano finito G, y sean k, ..., k; mayores que 1. Fntonces

i—1 s—1

st, y sdélo st,

i—1 s—1
1] !
Bz{cl,...,q—g NClLy -y €y — E ny, i}
=1 i=1

es una p-base de G.

Demostracién. Por el teorema 5.5 Ga es un conjunto de relaciones de definicién
asociado a C de G.

Si B es una p-base, entonces las relaciones de definicién asociadas a B
expresan el orden de cada uno de los elementos y las demas relaciones asociadas
a ' dicen que los elementos que no estan en la p-base son combinaciones
lineales con coeficientes enteros de los elementos de B. Entonces por el teorema,
5.11 la base de Grébner asociada a G con respecto a C es

i=-1 s—1
k) k; ok ko g\ ks
gC = {J::l) - 1:' le f- (Hxl")p I:"'ax‘g - (Hzlll)p )
=1 =1
&

q-1
Nst1) gy
$s+1—”:1:, ,...,zq—H:rl }
i=1

=1

Ahora probaremos la primera implicacién. Supongamos que G tiene la forma
deseada, es decir

i—1 -1
kq ks LU k n. k
Ge={z —-1,...,2%" —(Ha:l")" Lo zh - (Hﬂ:,”)p",
=1 =1
3

g=-1
I I sty I I ng;
.’L‘s+1""' :L.l ,-..,Iq_ 371 }’
=1

I=1
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Entonces aplicando el homomorfismo ¥ obtenemos que los elementos de C
satisfacen las siguientes relaciones

e =0

i—1
(O Zn}lc,) =0
=1

s—1
™ (c; — Zn;,c;) =0
I=1

Por las hipotesis del teorema 5.11 tenemos que los nimeros p*', . .., p** son las
minimas potencias de p que satisfacen estas igualdades, luego son el orden de
estos elementos.

Liamamos b; = ¢;,...,b, = ¢, —Ef;ll ny, €. Demostraremos que {by,...b,}
es un conjunto linealmente independiente. Sea

be (b,') M (b[, e ,b,',..l)

Entonces b = d;b; = Ez;i dib, como b; = ¢; — 31 ni,c;, entonces dic; —
d;: S0, nfc = Y ;-1 diby, de donde

i—1
dici— Y dir =0
=1

Sea d = med(d,, . .., d;_,,d;). Suponemos que p™||d (p™ es la méaxima potencia
de p que divide a d).

Si p™ > p* entonces b = d;b; = 0.

Si p™ < p* entonces por el teorema 5.11 en la base de Grébner asociada a
G, apareceria p™ en vez de p¥ como exponente de z;. Entonces d no es divisible
por alguna potencia de p, pero d es el orden de un elemento en G y G es un
p-grupo, por lo tanto d = 1. Observamos que di¢; € {c1,..-,¢_1), ¥ si p|d; con
p" < pM, entonces p'e; € {cy,...,6_1), pues d = 1, pero por el teorema 5.11
tenemos que p* es la minima potencia de p tal que p¥ic; € {cy,...,ci_1), porlo
tanto p” = p*:. Entonces b = d;b; = ap*ib; = 0, luego ()N (dy, ..., bi-1) = {0},
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es decir
(br,....bs) = P (b
=1

Finalmente demostraremos que {b;,...b;} es un conjunto generador de G.
Por hipotesis tenemos que para toda r € {s + 1, ¢], el coeficiente principal del
polinomio r-ésimo en G¢ es igual a 1. Por lo tanto aplicando el homomorfismo
¥ a estos polinomios tenemos que

e € {by,...,b), cons+1<rggq
Como C es un conjunto generador de G, entonces
G={b)® ) ® & (b,
O

Corolario 6.2. Los drdenes de los elementos en la p-base B son los siguientes

o(er) = Pk

p*

51
ofcs — Z Mg, C1)
=1

Definiciéon. Sea G un p-grupo abeliano finito, y sea G una base de Grobner
asociada a G. Entonces G es una p-base de Grébner de G, si G tiene la forma
(6.1), y la denotaremos por G,.

6.2 p-base de Grébner de un Z;C,-médulo ca-
dena abierta

En esta seccién presentamos la modelacion de nuestro problema de calcular una
p-base de un Z,nCy-médulo cadena abierta de la forma € = (3, 5), utilizando
las p-bases de Grobner asociadas a modulos finitos, definidas en la seccién
anterior. Finalmente encontramos las p-bases de Grdbner asociadas a nuestros
ejemplos de ZynCy-modulos cadena abierta de la forma € = (i, 7).
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Sea M = %(a) un A-médulo cadena abierta de la forma € = (3, 5), gene-
rado por a. Por el teorema 2.8 tenemos que

2 i—1 2 i—1
C = {a, ¢a,9%,...,¢" 'a,7a,7%a,..., 77 a})
es un conjunto generador de M, y ademés tenemos que

A = {pa=ma— ¢*"'o(P)a, ppa = ¢" 'o(d)da,...,pd* la =0,

pra=7q,...,pr' %a = 17 71q, pni~la = 0}.

es un sistema de relaciones asociadas a C de G.

Por el teorema 5.10 inciso (4¢%), tenemos que la base de Grébner reducida
del ideal I{A) = (X*" — X%~ | u € A) es Mc, donde M, es la base de
Grobner asociada a M con respecto a C.

Por el teorema 3.1 existe un subconjunto de C que es una p-base de M. Por
lo tanto existe un ordenamiento en C' tal que Mg es una p-base de Grésbner
de M. Entonces por el teorema 6.1 tenemos que a partir de esta p-base de
Grobner obtenemos otra p-base del A-médulo M.

Es importante observar que para asegurar que la base de Grébner asociada
a M con respecto a C, es una p-base de Grébner (lo cual concluye con es-
ta nueva modelacioén del problema de encontrar una p-base de M) utilizamos
el teorema 3.1, en el cual mostramos explicitamente una p-base de estos A-
médulos. Sin embargo, tenemos la conjetura de que es posible demostrar, sin
hacer uso del teorema 3.1, que para estos A-médulos la base de Grobner asoci-
ada siempre es una p-base de Grébner. Por otro lado, también es importante
senalar que esta nueva modelacién nos ha permitido encontrar otras p-bases
distintas a las dadas en el teorema 3.1. M4s aun, a través de esta modelacién
hemos resuelto el problema para el caso general: Encontrar una p-base de un
A-médulo cadena abierta o cadena cerrada de la forma € = (i, J1s -+ 5 2my Jm)
para toda m € N, lo cual es demasiado complicado de obtener por los métodos
usuales, debido a la complejidad que implica €l calculo de los érdenes de todos
los elementos de un p-grupo abeliano finito. Este resultado se encuentra en un
articulo por publicar, escrito conjuntamente con la Dra. Ma. A. Aviié. En
cierta forma el método que proponemos encuentra estos érdenes a través de al-
goritmos eficientes, implementados en algunos de los més importantes sistemas
como: Maple, Macaulay2, CoCoA, Mathematica, REDUCE, AXIOM.

A continuacién mostramos algunos ejemplos, que fueron calculados usando
el sistema Macaulay?'. Es importante sefialar que la complejidad del algoritmo

Macaulay 2, version 0.8.52
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de Buchberger crece considerablemente para este tipo de bases de Grébner,
por lo que la mayoria de estos ejemplos no pudieron calcularse usando otros
sistemas como el MapleV. Otra observacion es que en estos ejemplos se toma
como el campo de los coeficientes a los racionales, esto se debe a que todavia
no estd implementado en Macaulay2 el algoritmo para calcular una base de
Grobner de un ideal generado por polinomios no homogéneos con coeficientes
en los enteros, ni para un ideal generado por polinomios con coeficientes en un
anillo finito. Sin embargo, el calculo de estos ejemplos fué posible gracias a las
sugerencias del Dr. Michael Stillman.

M=Z:e5Z,
Por la ecuacién (3.1a) tenemos que la p-base de M es
}/== {a1¢a,¢gaa¢3a)¢4a:¢5a}

Sea ' el homomorfismo:

Y (21) = a,7'(z2) = da,...,v (z6) = ¢°a,
¥(z7) = ma, ¥ (zs) = 7a

Entonces el conjunto relaciones de definicién es
7 7 7 7 7 7 7 7
{zi—zr,25— 1,2 — Lz} — L2l - 1,2% — 1,2} —- zg, Tg — 1}
Por lo tanto la p-base de Grébner asociada a M es

343 7 7 7 7 7 7 49

i 7 t r
2. p=5n=4%=(44),i=0p-1)+4,p=1

M=2Z,.03Z,

Copyright 1993-1999, all rights reserved, D. R. Grayson and M. E. Stillman

Factory 1.2¢ from Singular, copyright 1993-1997, G.-M. Greuel, R. Stobbe Factorization
and characteristic sets 0.3.1, copyright 1996, M. Messollen GC, copyright 1996, Hans-J.
Boehm, Alan J. Demers, Xerox, Silicon Graphics GNU libc and libg++, copyright 1996,
Free Software Foundation GNU MP, copyright 1996, Free Software Foundation
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Por la ecuacion (3.1a) tenemos que la p-base de M es
Y = {a, ¢a, ¢’a, ¢°a}
Sea vy’ el homomorfismo:

7'(‘7"1) =a, 7’(1:2) = ¢a‘: EER 7’(2:4) = ¢30')

’T'(ms) = 7a, ’Y'(ﬂ?s) = ’"’2‘1,7'(337) m’a

Entonces el conjunto relaciones de definicion es
{23 — x5, 25 — 1,25 — 1,25 — 1,28 — z6, 25 — 27,25 — 1}
Por lo tanto la p-base de Grébner asociada a M es
{28% — 1,25 — 1,25 — 1,25 — 1,25 — 73,16 — 22, 17 — 21}
i . t r

p=3,n=4,%=(7,3),i=3(p—-1)+1,p=7+ 2¢* + ¢°.
M sz & Zp4 2] Zpa

Como p € 7yt > j entonces por la ecuacion (3.1b) tenemos que

Y = {a, da,ma}

Sea ' el homomorfismo:

Y (@) = 0,7 (z2) = ma, ¥ (zs) = da, 7 (z4) = 7°a,

] — 42 ! 43 ' _ 46
Y(zs) = ¢°a, 7' (w6) = ¢°a, ..., 7 (ze) = ¢°a
Entonces el conjunto relaciones de definicion es
3 2 3 3_ .2 3 3 2 3_ 2 3 2
{z] — zazize, T3 — T4, 73 — Tgxy, Ty — 1,75 — ThTs, TZ — ToTg, TS — 23,
3 — 1,75 - 1}

Por lo tanto la p-base de Gribner asociada a M es

81 9 27 3 24, 78 6,69 6,.9
{z1 = 1L,z3 — 1,25 — 1,24 — 53, 35 — 23 238, 2 — 252523, 77 — 2823,

9,27 3
Ig — I3 ,Tg — .’133.‘176}
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4 p=3n=4¢=04),i=dp-1)+1,p=r+26+¢
M@ Ly ® Ly
Como p <1yt > j entonces por la ecuacion (3.1b) tenemos que
Y = {a, ¢a, na}

Sea ' el homomorfismo:

7’(331) = a, 7’("32) = 7Ta,"}"($3) = ¢PCL, "Y,(Iq) = Wza, 7’(3;5) = 71-30':
7’(1“6) = ¢2a,'y'(:1:7) = ¢3a’ e 37’(312) = ¢Sa‘
Entonces el conjunto relaciones de definicién es

3 2, .3 3_ .2, .3 3 3_,2. .3_ .2
{z} — Z2x5x7, T3 — T4, T3 — T7T8, Ty — L5, Tz — 1, T35 — T5Te, T3 — 5T 10,
3_ .2 3_ 2 3 2 .3 3
Ty — T1pZ11, Tg — T11212, Tyg — Tign Ty — 1,2, — 1}

Por lo tanto la p-base de Grobner asociada a M es

243 27 81 3 9 78, 240 7878
{21 — 1,23" — 1,23 — 1,24 — 25,25 — T3, Tg — Ty LoZi ", Ty — Ty Ty s

6,.9 72,63 9, 27 54 3
Ty — Texs, Lo — Tg T3, T10 — TeZs s T11 — L3 ,T12 — T11Zy}

5. p=5n=2,%= (%,é),i:i(p—1)+§,p=7r+4¢4+2¢5+3¢»6.
M =37, 622,
Como p € iy t < j entonces por la ecuacion (3.1c) tenemos que
Y = {a,¢a,¢%a, $*a, ¢"a}
Sea 4’ el homomorfismo:
v(xz1) = a,7(x2) = da,...,Y(27) = ¢%a, ¥ (23) = 7a
Entonces ¢l conjunto relaciones de definicion es
{2} — zexiziad, 25 — xixd, 25 — 2h, 25 — 1,28 — 1,23 — 1,25 — 1,23 — 1}
Por lo tanto la p-base de Grobner asociada a M es

25 25 25 5 5 15, 20 5,5
{zP° - 1,253° — 1,29 — 1,2} — 1,20 — 1,26 — 23°%3°, T7 — Z6ToT5,

10,105
Ig — T5T3 Ty T)}
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6. p=3,n=5 %= (%’,%),i:3(p—1)+i,p=1r+2¢2+¢53.
M 275 @27,

Comop<iy t < j entonces por la ecuacién (3.1¢) tenemos que
Y = {a, ¢a, $*a}

Sea %' el homomorfismo:

Entonces el conjunto relaciones de definicion es

3 2, .3_,2. .3 .2 .3 .2 3 2 3
{27 — T8T3T4, T3 — T525, T3 ~ ToTe, Ty — TaZ7, To — T2, Ty

Tg — T10, %30 — T11, Ty — 1}
Por lo tanto la p-base de Grobner asociada a M es

243 27 27 51, 51 6,9 6.9 3
{z™ = 1,23  — 1,27 — 1,24 — 23'2d' o5 — 282), 26 — T4T3, Ty — TeTy,
3.3 3 9 27
Ig — .'173.’1321'1, rg — Tg,T10 — $8,$11 - l's }
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Apéndice A
Algoritmo de o(¢)

Aqui presentamos el algoritmo para calcular o(¢), que obtuvimos a
partir del lema 2.1.

#tinclude <iostream.h>

long doublex Triangulo_Pascal(unsigned p) /*Esta funcion
calcula los coeficientes binomiales del
triangulo de Pascalx*/
{
long double *final=new long double[p+1],
*aux=new long double[p+1];
for(int i=0; i<=p; i++)
final(il=aux[il}=0;
final [0]=aux [0]=aux{2]=1;
aux[1]=2;
if(p==2)
return aux;
for(int i=3; i<=p; i++)
{
for(int j=1; j<=p; j++)
final[jl=aux[j-1]+aux([j];
for(int j=0; j<=p; j++)
aux[jl=final[j];
}

return final;
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}

long double Exp(unsigned p , unsigned n)

{

long double prod=1,;
for(int i=1; i<=n; i++)

prod=prod#p;

}

return prod;

long double* Sigma(long double *tp, unsigned p ) /*Esta funcion

calcula los coeficientes de sigma(phi)*/

{

const long double size=2#%p-2;
long double *sigma=new long double[size];
long double *aux=new long double[size];
long double #*pp=new long double[size];

for (int i=0; i<size; i++)

sigma[il=aux[i]=pp[i]=0;

for (int i=2; i<=p; i++)

sigmali-1])=ppli-1])=-tp[il;

for

for

for

for

for (int i=1; i<=p-2; i++)
{

(int j=1; j<p; j++)
aux[j+il=pp[j];

(int j=i+1; j<p+i; j++)
aux[jl=(sigmafil/p)*aux[j];

(int j=0; j<=i; j++)
sigma[j]1=0;

(int j=i+l; j<size; j++)
sigma[jl=sigma(j]+aux{j];
}

return sigma;
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}

void Modulo(long double* s, unsigned p, unsigned n)

{
long double pn = Exp(p,n);
cout << endl;
cout << "\nEstos son los exponentes de sigma empezando

por el termino independiente\n"
<< "modulo " << p << ’"7 << pn << ’(? << pn << "):\n";

for(int i=p-1; i<2#p-2; i++)

cout << long(s[il)¥long(pn) << 7 ?;
cout << endl;

3

main()

{
unsigned p , n;
long double *tp, *sigma;
char resp;

do
{
cout << "\nEl siguiente programa corre para primos impares\n";
cout << “\nDame p: ";
cin >> p;
cout << "\nDame n: ";
cin >> n;

tp=Triangulo_Pascal(p);
cout << "\nfila " << p <<" del triangulo de Pascal: ";
for(int i=0; i<=p; i++)
cout << tpl[i] << * »;
cout << endl;
sigma=Sigma(tp,p);
cout << "\nEstos son los coeficientes de sigma "
<< "\nempezando por el termino independiente\n";
for(int i=p-1; i<2*p-2; i++)
cout << sigmali] << ’ ’;
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cout << endl;

Modulo(sigma,p,n);

cout << "\nQuieres volver a correr el programa s/n:";
cin >> resp;

}while (resp==’s’||resp==?5’);
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