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PROLOGO

Una demostracion, es un método para comunicar una verdad matematica a otra
persona que también “habla el mismo idioma”.

Desafortunadamente, muchas demostraciones que aparecen en los libros de texto y
articulos de revistas no tienen la claridad necesaria; dicho en otras palabras, las
demostraciones estan presentadas adecuadamente para quienes ya conocen ¢l lenguaje de
las matemdticas. Lograr comunicar una demostracién matemdtica a otra persona resulta
dificil. Por lo tanto, para entender o hacer una demostracién o ambas cosas uno debe
aprender un método nuevo de razonamiento.

Este trabajo presenta un esquema deductivo que prescribe las formas obligadas de
inferir y que sirve de marco para Jas demostraciones que se exhiben en esta tesis. Este
método deductivo permite que una demostracion resulte agradable y entendible. Una
demostracién es agradable cuando no cansa; es decir, cuando una demostracién es muy
larga, hay que descomponerla en etapas agradables. En la primera etapa se dejan
pendientes algunos pasos a demostrar. En la segunda etapa se dan por demostrado los
pasos que hayan sido demostrados sobre la marcha en la primera etapa, y se demuestran
sobre la marcha algunos de los pasos pendientes. El la tercera etapa se dan por
demostrado los pasos que lo hayan sido en la primera y segunda etapa, y se demuestran
sobre la marcha algunos de los que quedan pendientes. Se prosigue asi hasta que no

queden pasos pendientes.

Muchas ocasiones, al demostrar una condicional, resulta muy engorroso cuando se
entra en un callejon sin salida, es decir, cuando se agotan las esperanzas de poder llegar a
la tesis. Este es el momento cuando se plantea la siguiente pregunta. ;A donde se quiere
llegar ?. Entonces se forma una lista de desideratos empezando por la tesis, seguido de lo
que ella quicre decir, y de todo aquelio que de ahi se desprenda, hasta llegar a tener una
idea del curso que debe tomar la demostracién. Este método al que llamaremos método

progresivo-regresivo puede ser la clave para la demostracién de muchos teoremas que

requieran de este método.



Otras veces, al querer ser muy formales en una demostracion, ¢l esquema hace
que la demostracion resulte muy larga y engorrosa, entonces se procede de la siguiente
manera: los pasos demasiados obvios no se demuestran sobre la marcha y sélo se justifican
con una razén del porque son vélidos.

No tenerle panico y enfrentarse a cualquier demostracion matematica resulta
dificil. Para superarlo, es necesario mucha practica para Hegar a tener fluidez, y se
necesita aplicar una cierta cantidad de ingenio, creatividad, intuicidén y experiencia. Tomar
mas en cuenta el esquema deductivo, es un buen recurso para superar estas barreras que
muchas personas padecen.

El esquema deductivo es un recurso para lograr comunicar una demostracién
matemdtica a otra persona. Ademds, al entender y analizar su estructura, uno podra leer y
entender las versiones mds informales que se encuentran en los libros de texto y finalmente

uno sera capaz de crear sus propias demostraciones, con todo lo que se ha dicho.

Vi



INTRODUCCION

En la parte 1 se muestra el esquema deductivo, que consta de cinco modos
descendentes y tres modos hipotéticos; son los que se utilizarén para inferir en las

demostraciones que surjan en este trabajo.

Luego se exponen algunos ejemplos de demostracién de silogismos categdricos,
empleando el esquema deductivo. Por wltimo se anexan tablas de silogismos. Los
silogismos sirven de modelo para demostrar teoremas, dentro del esquema deductivo .

El que domine las pruebas de cada uno de éstos, tendrd mucho éxito en sus

demostraciones.

En la parte II se introducen filtros y ultrafiliros, que son los que nos permitiran
definir el para casi todo, denotado con el simbolo: V.

Dado un conjunto Iy un filtro F de 1, una proposicién P( 7 ) vale Vi si, y solo si
existe UeF tal que VieU, vale P( /).

Luego se incluyen ** nuevos modos descendentes * del V, esto es para agilizar las
demostraciones posteriores. Estos nuevos modos descendentes se obtienen ocupando el
esquema deductivo. Por lo que el esquema que consta de cinco modos descendentes
puede ser ampliado todo lo que uno quiera. De hecho se podria denominar esquema
deductivo minimo.

Por ultimo, el V se distribuye en la conjuncién, disyuncién, y negacion. Sera de

gran utilidad en todo lo que sigue.

En la parte III abordamos un poco el andlisis no estandar, ocupando el esquema
deductivo para demostrar los cuatro teoremas de Edward Nelson. El objetivo principal en
este capitulo es demostrar el principio de concurrencia: VR concurrente' en X, IneX’'

tlg, VxeX, (%, n)e*R. Este principio se deducird inmediatamente de los teoremas 3 y 4.

' La definicién de concurrente se encuentra en el glosario de definiciones.

VIl



Dado un conjunto X , y un conjunto I de indices, e X ' i, ysélosi Domé&=1
y, Vie I, &(i)e X. Dado Ac X, se dice que £ emerge de A, o que Ee*A, si, y s6lo si
EeX 'y, Vi, & i )eA. Esta operacion *, se distribuye con la unién, interseccion y
diferencia.

Se define la fincién “t*, de tal manera que Domt=X"' y VEe X/,
t((E)={E:EcX y &£ e *E} Luegose demuestra que, para todo £eX ', t(&)es

ultrafiltro de X.

La demostracién del tercer teorema de Nelson es npatural, pero no asi su

enunciado, éste es: si t: X' — u( X') es suprayectiva entonces, para todo R concurrente

en X, existe neX ' tal que, para todo xeX, (£, n)e*R. Aqui u( X ) es la familia de
ultrafiltros de X . ;Es posible encontrar una funcién t: X ' u( X ) suprayectiva?. El

teorema cuatro asegura que si.

El esquema deductivo jugara un papel importante en la demostracion de cada uno

de los teoremas, resultando claras las respectivas demostraciones.

R.T.S.

VI



GLOSARIO DE DEFINICIONES

Por comodidad del lector se pone este glosario de definiciones, ya que éstas se usan
constantemente durante el trayecto de las demostraciones.

1.- Dado F filtro de I, se define el cuantificador Vi/F,
para casi todo i, segun F, como sigue:
VilF, vale P(i) ssi U tal que UeF'y VieU, vale P(i).

2.- R es concurrente en X ssi Rc X? y, VEc X, E finito, 3y e X talque, Vx € E,
(x,» ek

3.- Dado X conjunto e I conjunto de indices, entiéndase X ' como el conjunto de funciones

de I en X, es decir:
Ee X! ssi Domé=1 y Viel, £(i)e X.

4.- Dado Ec X, se define la operacion * como sigue:
Ec*E ssi Ee X' y Vi, &(i)eE.

5.- Dados Rc X% y xeX, se define Rx de la siguiente manera:
Rx={y:(x,y)eR}.

6.- Dado xeX, se define % tal que e X' vy, Viel, %(i)=x.

7.- Funcion ¢. La funcién t se define de tal manera que:
Domt=X'ydada £e X', (E)={E:EcX y Ec*E).

IX
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SIMBOLOS

Para todo
Existe

Para casi todo
Vacio

Pertenece

No pertenece
Contencion
Unién
Interseccién
Diferencia
Iguala

Casi igual
Interseccion de indices
Unibén de indices

Diferente a



ssi
tlg
tlsq
Ax
Dm
Neg
Hpt
Def
Trad
Excl
Alg
ent
ultraf
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Desc
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ident
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Dist
eim
algn
ning
Cof
Dom
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si, y s6lo si
tal que
tales que
Axioma
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Negacion
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Definicién
Traduccion
Exclusion
Algebraico
entonces
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maximal
conjuncion
Descendente
gencral
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especifico
Distributiva
elemento
algin
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Cofinito
Dominio
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1
PROCESO DEDUCTIVO

Se usardn cinco modos descendentes y tres modos hipotéticos para inferir en una
demostracion.

Modos descendentes: De lo idéntico, de la conjunciéon a la parte, de la parte a la
disyuncion, de lo general a lo particular y de lo especifico a lo inespecifico.

Modos hipotéticos: Por exclusion, por casos, y por contradiccion.

Estos modos descendentes prescriben las formas de inferir en una demostracion.

Definir sobre la marcha cuando se llegue a una cuantificacién existencial, proceder por
casos, 0 por exclusion, cuando se llegue a una disyuncion, demostrar sobre la marcha

cuando se trate de una cuantificacion universal, etc.
Para negar una condicional se reproduce la hipdtesis y se niega la tesis.

Ejemplos de condicionales:

Six es hermano de y entonces x viene.

Six no viene entonces x no es hermano de y.

Sus negaciones respectivas somn:

x es hermano de y y x no viene.

x no viene y x es hermano de y.

Dos proposiciones que tienen la misma negacién se llaman giros, la una de la ofra.

Para girar una condicional, basta intercambiar la hipdtesis y la tesis, y negar ambas.



1.1 ESQUEMA DEDUCTIVO

Deduccion formal de P es una cadena Py, P,..., Py de proposiciones, llamadas pasos, tales
que P, es P, y cada paso es un axioma o algo demostrado antes, o se infiere de pasos
anteriores mediante algtin axioma o algo demostrado antes.

Se dice que el paso ) se infiere de los pasos o), o2), ..., O), si la condicional:

“Siay), o), ...,y 0y) entonces o) es algiin axioma o algo demostrado antes.

Son axiomas ordinarios las proposiciones que integran una definicién implicita. Estos
axiomas son validos por su contenido. Son axiomas l6gicos los modos descendentes, los
modos hipotéticos, las condicionales que van de una frase a su traduccion, las que van de
una frase a su giro, y las disyunciones de la forma P o no P, Tales axiomas son validos por

su forma.

Todos los axiomas son vélidos por definicidn, y no necesitan ser demostrados. En cambio,
todo lo que no es axioma y se pretenda que es valido, requiere de demostracion.

Esquema deductivo es una estructura carente de contenido que se utiliza en ciertos
contextos. Consta de cinco modos descendentes y de tres modos hipotéticos, para inferir.

MODOS DESCENDENTES

De lo idéntico Si P entonces P

De la conjuncion a Ia parte Si Py Q entonces P

De la parte a la disyuncion Si P entonces P o Q

De lo general a lo particular Si, ¥V x, P(x) entonces P(c)

De lo especifico a lo inespecifico Si P(c) entonces existe x tal que P(x).



MODOS HIPOTETICOS

SiPoQ,
yno P,
entonces Q.

SiPo(Q,

y, si P entonces R,
y, si Q entonces R,
entonces R.

Si, si P entonces Q,
y, si P entonces no Q,
entonces no P.

Por exclusion

Por casos

Por contradiccion



1.2 SILOGISMOS: UNIVERSAL PARTICULAR PARTICULAR

(UPP)

Demostracion directa de una condicional es una deduccién que parte de la hipdtesis, en

calidad de dato, y termina en la tesis.
Ejemplos de demostracion:

Si todo mago es actor

y algin mago es poeta
entonces algin actor es poeta :

(1) Todo mago es actor

(2) Para todo x, si x es mago entonces x s actor
(3) Alglin mago ¢s poeta

(4) Existe x tal que x es mago y x €s poeta
(5) y es mago y y es poeta

(6) Siy es mago entonces y es actor

(7) y es mago

(8) y es actor

(9) y es poeta

(10) y es actor y y es poeta

(11) Existe x tal que x es actor y x es poeta
(12) Algun actor es poeta

Hpt

(1) Trad

Hpt

(3) Trad

(4) Defde y

(2) De lo gral

(5) De la conj
(7)Por(6)

(5) De la conj

(8)(9) De lo idéntico
(10) De lo especifico
(11) Trad

En esta demostracion los pasos (1) y (3) son las partes de la hipétesis. El paso (5) consiste
en ponerle nombre a lo que existe segiin (4). Los pasos restantes se infieren de pasos

anteriores.

Si algtin alumno es invitado
y ningiin pasante es invitado
entonces 2lgin alumno no es pasante :

(1) Algin alumno es invitado

(2) Existe x tal que x es alumno y x es invitado

(3) y es alumno y y es invitado

(4) Ningiin pasante es invitado

(5) Para todo x, si x es pasante entonces x no es invitado
(6) Siy es pasante entonces y no es invitado

(7) y es invitado

(8) Si y es invitado entonces y no es pasante

(9) y no es pasante

(10) y es alumno

(11) Existe x tal que x es alumno y x no es pasante
(12) Algin alumno no es pasante

Hpt

(1) Trad

(2) Defde y
Hpt

(4) Trad

(5) De lo gral
(3) De la conj
(6) Giro

(7) Por(8)
(3) De la conj
(10)(9) De lo especifico
(11) Trad



TABLA DE SILOGISMOS UPP:

Sitodo MesB
yalgn AesM
ent algn A es B

Sining Bes M
yalgn AesM
entalgn AnoesB

SialgnMesB
ytodo Mes A
ent algn Aes B

Sialgn M no es B
ytodo Mes A
entalgn AnoesB

SialgnBesM
ytodo Mes A
entalgn AesB

Las demostraciones de los silogismos sirven de modelo para demostrar teoremas, dentro

Darii

Festino

Disamis

Bocardo

Dimatis

del esquema deductivo.

Sining Mes B
yalgn Aes M
ent algn Anoes B

Sitodo BesM
yalgn Anoes M
ent algn Ano es B

Sitodo Mes B
yalgn Mes A
entalgn Aes B

Sining M es B
yalgnMes A
ent algn Ano es B

Sining B es M
yalgn Mes A
entalgn AnoesB

Ferio

Baroco

Datisi

Ferison

Fresiso



1.3 SILOGISMOS: UNIVERSAL UNIVERSAL UNIVERSAL

(UUU)
Si todo apéstol es martir
y pingun mértir es beato
entonces ningiin apdstol es beato:
(1) Todo apbstol es martir Hpt
(2) Para todo x, si x es apdstol ent x es méartir (1) Trad
(3) Ningan mdrtir es beato Hpt
(4) Para todo x, si x es martir ent x no es beato (3) Trad
(5) Para todo y, si y es apOstol ent y no es beato:
(a) y es apdstol Hpt
(b) Si y es apostol ent y es martir (2) De lo gral
(c) y es maArtir (a)Por(b)
(d) Si y es mértir ent y no es beato (4) De lo gral
(e) y no es beato (c)Por(d)
(6) Ninguin apéstol es beato (5) Trad

Aqui el paso (5) se demuestra sobre la marcha.

Si ninglin avaro es socio
y todo pobre es socio
entonces ningun avaro es pobre:

(1) Ningiin avaro es socio Hpt
(2) Para todo x, si x es avaro ent x no es socio (1) Trad
(3) Todo pobre es socio Hpt
(4) Para todo x, si x es pobre ent x s socio (3) Trad

(5) Para todo y, si y es avaro ent y no es pobre:

(a) y es avaro Hpt

(b) Si y es avaro ent y no es socio (2) De lo gral
(c) y no es socio (a)Por(b)

{d) Siy es pobre ent y es socio (4) De lo gral
(€) Si y no es socio ent y no es pobre (d) Giro

(f) ¥ no es pobre (c)Por(e)

(6) Ningiin avaro es pobre (5) Trad



TABLA DE SILOGISMOS UUU:

Sitodo MesB
ytodo AesM
enttodo AesB

Sining BesM
ytodo AesM
ent ning Aes B

Sitodo BesM
yning Mes A
ent ning Aes B

Barbara

Cesare

Camenes

Sining Mes B
ytodo Aes M
ent ning A es B

Sitodo Bes M
yning Aes M
ent ning A es B

Celarent

Camestres

Nota: Se les puede dar cualquier nombre a las letras A, B y M como se hizo en los

gjemplos.



1.4 NEGACIONES

Como negacion de una proposicién se toma otra proposicién que afirme lo contrario de
ella.

Ejemplos:

Si x es hermano de y entonces x viene
x es hermano de y y x no viene.

x es socio de y y x es menor que y
Si x es socio de y entonces x no s menor que y.

x cumple o y renuncia
x no cumple y y no renuncia

x no cumple
x cumple

Para todo x, x depende de y
Existe x tal que x no depende de y

Existe x tal que x es veraz
Para todo x, x no es veraz

Segun los ejemplos anteriores, la negaciéon de una condicional es la conjuncién de la
hipétesis y la negacion de la tesis; la negacién de una conjuncion es la condicional que va
de la primera parte a la negacion de la segunda parte; la negacién de una disyuncién es la
conjuncion de las negaciones de las partes; la negacién de una negacién es la afirmacion de
la parte; la negacién de una cuantificacién universal es la cuantificacion existencial de la
negacién de la parte; la negacion de una cuantificacién existencial es la cuantificacion

universal de la negacion de la parte.



1.5 DEFINICION DE =

Se dice que x =y si, y solo si, x y y son el mismo objeto. De lo contrario, se dice que x es

diferente de y, en simbolo: x = y.
A continuaci6n se dan las leyes de igualdad, ilustrando algunos con ejemplos.

Leyes de la igualdad:

X=X Reflexiva

Six =yentoncesy = x. Simétrica
Six=y y y~=zentonces x = Z Transitiva
Six =y entonces padre de x = padre de y. De monotonia

Sixeshermanodey, x=x",y y=y',
entonces x” es hermano de y". De sustitucion

Estas leyes son validas por definicién. Son axiomas.

Segiin la ley de monotonia, al aplicar a cosas iguales la misma operacion los resultados son
iguales.

Segtin la ley de sustitucién, se pasa de la hipétesis a la tesis sustituyendo iguales por
iguales en Ja proposicién de base. La proposicion de base es una parte de la hipbtesis que
se parece a la tesis. La hipOtesis consta de la proposicion de base en conjuncion con
ciertas igualdades anexas, que indican qué se sustituye por que.

A continuaci6n se repite el ejemplo anterior de sustitucion, subrayando en la proposicion
de base lo que se sustituye:

Sixeshermanode y, x=x",y y=y/,
entonces x” es hermano de y'.



2
FILTROS Y ULTRAFILTROS

Se introducen aqui los filtros y ultrafiltros, para darle sentido matematico a la expresion
casi todo. A fin de que dicha expresién conmute con las operaciones y, o, no, se

requiere de un ultrafiltro.

En las demostraciones de este capitulo se continuard utilizando el esquema deductivo,
dando por demostradas todas las propiedades del algebra de conjuntos que se empleen.
Dichas propiedades se dan en términos de las operaciones \, M, -, y de las relaciones

<, =, y se registran con Ia notacién: Alg.

10



2.1 FILTROS

Dado un conjunto I, filfro de I es una coleccién F de subconjuntos de I tales que:
leF, O¢eF,

si Uj, U; € F entonces UnU, e F,

si Ue Fy UcU'cl entonces U'e F.

Vagamente, los elementos de F son los subconjuntos de I que incluyen a casi todo
elemento de 1. El casi todo se define en funcién de cada filtro F.

Ejemplos de filtros:

1.- El filtro de Frechet, formado de los conjuntos cofinitos en I ( I infinito ), es decir,
conjuntos U talesque Ucl e 1-U es finito.

2.- El filtro principal generado por %o, formado de los subconjuntos de I que incluyen a

Xo, elemento fijo de L.

Demostraciones:

Como I es infinito, los conjuntos cofinitos en I forman un filtro de I

I es cofinito en I:

< no es cofinito en I:

Porque IcI e I-1 es finito.

Porque I- & no es finito.

Si Uy, U, son cofinitos en I entonces U, U; es cofinito en I:

(1) U es cofinito en 1 Hpt
QU cl
(3)I- U, es finito (1) Def de cof
(4) U, es cofinito en | Hpt
YU, cl
(6) I - U, es finito (4) Def de cof
(DU NUcl (2)(5) Alg
(8) I - (U, nUy) es finito:
@I-(UnU)=1-Upud-Uy Alg
(b d-Uy) v -U,) es finito (3)(6) Alg
(©) I- (U nUy) es finito (b)Por(a)
(9) Uy N U, es cofinito (7)(8) Def de cof



SiUescofinitoenl yUc U'cl ent U’ es cofinito en I:

(1) U es cofinito en I
QUcU

G Ucl

(HUcl

(5)1-U es finito
6)1-Ucl-U

(NI-U" es finito
(8) U’ es cofinito en I

Los subconjuntos de I que incluyen a xo forman un filtro de I:

En efecto:

Hpt

(1) Def de cof
(2) Alg

(5)(6) Alg
(3)(7) Def de cof

I es subconjunto de I que incluye a xs.

J no es subconjunto de I que incluye a xo.

Si Uy, U, son subconjuntos de I que incluyen a xo entonces U; N U; es subconjunto de I

que incluye a xo.

Si U es subconjunto de I que incluye a xs, y U U’c I, entonces U’ es subconjunto de I

que incluye a xo.
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2.2 CASI TODO
Dado un filtro F de 1, se define el cuantificador Vi /F,

para casi todo i, segin F,

como sigue:
Vi/F, vale P(i), ssi U tlq UeF y VieU vale P(i) Defde ¥
De aqui en adelante y por comodidad, sélo se escribira Vi, en lugar de escribir Vi/F,

Es decir: Vi significa Vi/F.

NUEVOS MODOS DESCENDENTES

Si Vi vale P(i)y Q(/)entonces Vi vale P(i):

(1) Vivale P(i )y Q(i) Hpt
(2)3UtlgUe F yVieUvale P(i)y Q(i) (1) Def de V
(3)Ue F
@) VieUvale P(i)y Q(i) (2) Defde U
(5) VieU vale P(i ):

(a) ieU Hpt

(b) Vale P(i )y Q(7) (a) Por(4)

(c) Vale P( i) (b) De la conj
(6)Vi vale P(i) (3)(5) Def de V

Si Vi vale P( i) entonces Vi vale P(i) o Q(7):

(1) Vivale P(i) Hpt
(2)3UtlqUe F y VieU vale P(i) (1) Defde ¥
3)Ue F
(4)VieU vale P( i) (2) Defde U
(5)VieUvale P(i)oQ(7):
(a) ieU Hpt
(b) Vale P( i) (a) Por(4)
(c)ValeP(i)o Q(i) (b) De la parte

(6) Vivale P(i)o Q(17) (3)(5) Def de V



Si Vi vale P( i ) entonces i tal gue vale P( 7 ):

(1) Vi vale P(i)

(2)3UtlqUe F yVieUvale P(i)
(3)Ue F

(4) VieU vale P(7)

(5) i tlg ieU

(6) jeU

(7) Vale P(j)

(8) Jitlq vale P( i)

Si Viel vale P( i ) entonces Vi vale P( i ):

(1) Viel vale P(i)

() IeF

(3) 1eF y Viel vale P(i)

(4)3U tlgUekF y VielU vale P({)
(5) Vivale P(i)

Hpt
(1) Defde ¥

(2) Defde U

(3) Porque Fes filtro
(5) Defde ]

(6) Por(4)

(7yDe lo esp

Hpt

Defde F

(2)(1) De lo ident
(3) De lo esp

(4) Def de ¥

14



2.3 ULTRAFILTROS

Fes ultrafiltro de 1 ssi Fesfiltro del
y, VU, siUc T entonces Ue F o I-Ue F. Def de ultraf

Ejemplos de ultrafiltros:

1.- Todo filtro principal es ultrafiltro:

Porque, VUc 1, x0e U 0 xe1-U.

2.- Ningin filtro de Frechet es ultrafiltro:

Porque, dados x; ,..., X,,... € I, distintos entre si, los conjuntos {xz, X4,..., Xon,-.. },
I- {x2, X45..., Xon,--. } SON infinitos, luego ninguno de ellos es cofinito en L.

F es filtro maximal de 1 ssi Fes filtro de 1
y, VF ', siF "esfiltrode ] y Fc F’ entonces F=F ", Def de maximal

En ambos casos se trata de un filtro de I que no puede crecer en I. Luego ultrafiltro y
filtro maximal son lo mismo.

Dado I, el conjunto de filtros de I, forma un orden parcial, segin la relacién “c ”; es
decir:

DNFcF Para todo F, fiitro de I
2QS8iFicF,y F, cF,; entonces F; c F; Para todo F,, F;, F;, filtros de 1.

Cadena de filtros de 1, es una coleccién no vacia Q de filtros de I,
talesque si Fi, F> € Qentonces Fy < F, 0o [ < F.




UelUUF ssi 3F tlg FeQ y UeF Defde U

FeQ
Por comodidad cuando no haya ambiguedad escribiremos UF enlugarde UF.
FeQ

TEOREMA:

Si O es una cadena de filtros de I entonces U F es filtro de It

Demostracion:

(1) Q es una cadena de filtros de I
(2) 3F tlq FeQ

(3) VF, si FeQ ent Fes filtro de |

4 Si F\, F,eQ ent Fic F, o F,cF

) le UF:
6 De UF:

(a) e UF
(b) IF tlg FeQ y JeF
(c) FeQ

o(d) DeF

-(e) GeF

(7) SiUi, Ue UF entonces UinUze UF:

(aUe UF

(b)AF tlg FeQ y UjeF

(c) FieQ

(d) UieF,

(e) Ue UF

() 3IF tig FeQ y U,eF

(g) 2eQ

(h) U2€ F 2

(I) FECFz 0 FgC F;

() Si Fic F; ent Uin,eJF:

(i|) F}C F,

(jz) U] EFz

03) UinlU;eF;

04) FzGQ y U[ﬁU2EF2

Gs) 3F tlg FeQ yUinU,eF

05) Uiz e U F

(k) Si Iy Fy ent UinUse UF

Hpt

(1) Def de cadena
(2)(3) Porque IeF

Neg
(a) Defde U

(b) Defde F
(c)(3) Def de filtro

Hpt
(a) Defde U

(b) Def de F
Hpt
(e) Defde U

(f) Defde F»
(c)g) Por (4)

Hpt

(d)(jr) Alg

(i2)(h) Porque F; es filtro
(8)(js) Desc

(js) Desc

(js) Defde U

Andlogo
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(8)SiUcUF y UcU'cl ent UcUF:

(@ UeUF Hpt
(b) IF tiq FeQ y UeF (a) Alg
(c) FeQ
() UeF (b) Defde F
(e)Uc Ul Hpt
(HU'eF (d)(e) Porque Fes filtro de |
(e U'eUF (c)(H) Alg
(9) UFesfiltro de 1 (5)(6)(7)(8) Def de filtro
FeQ)

Los puntos que aparecen en los pasos (d) y (e) del paso (6), indican que hay una
contradiccién en estos pasos. Cada vez que se proceda a demostrar una afirmacién por

contradiccién se marcaran con puntos los pasos que se contradicen.

Para todo F, si Fe$) entonces Fc UF. Defde U
Fell

Como consecuencia de lo anterior se tiene:

Toda cadena de filtros de I est4 acotada por algin filtro de 1.

Por titimo teniendo las condiciones del lema de Zorn, se tiene el siguiente:

TEOREMA

Todo filtro de I est4 contenido en algin ultrafiitro de I: Porque filtro maximal
y ultrafiltro son lo mismo.

17



LEMA:

Si F es ultrafiltro de I

entonces ¥/ vale P(i ) o Vi no vale P(7 ):

Demostracidn;

(1) F es ultrafiltro de I

(2) Vi, ie U ssi iel y vale P(7)
3)Uc1

#HUeF o 1-UeF

(5)SiUe F ent Vi vale P(i):

(a)Ue F
(b) Vie Uvale P(i7):

(bl) ielU
(b)iel y vale P(i)
(bs) Vale P( i)
(c) Vivale P(i)
(6)Sil-Ue F ent Vino vale P(i):

(@I-UeF
(b)Viel-U novale P(7):

(b1) iel-U

(L) iel
(bs) ig U

(bs)ig U ssi ig I o no vale P(i)

(bs)ig I o novale P(i)
(bs) No vale P(7)

(c) Vino vale P( i)

(7) Vivale P(i) o Vino vale P(i)

Hpt
Defde U
(2) Alg
(3)Por(1)

Hpt

Hpt
{(b)Por(2)
(b) Desc

(a)(b) Def de ¥

Hpt

Hpt

(b)) Alg

(2) Giro
(bs)Por(b,)
(bs)(b2) Excl
(a)(b) Defde V

(4)(5)(6) Por casos

Segnin este lema, cualquier propiedad P( / ) vale para casi todo /, o para casi ningun /, sin

otra alternativa, cuando F es ultrafiltro.

18



2.4 DISTRIBUCION DE Vi

Cuando F es ultrafilitro de I el cuantificador Vi/F se distribuye en la conjuncion,

disyuncién, y negacion.

Vi, vale P( i)y Q(#)ssi Vivale P(i)y Vi vale Q( ),

Vi, vale P(i) 0 Q( i) ssi Vi vale P( i) o Vi vale Q( ),

Vi no vale P( i) ssino Vi vale P( 7).

La dificultad principal se reduce a las siguientes demostraciones;

SiVi valeP(i) y Vi vale Q(i) entonces Vi vale P(i)y Q(i):

(1) Vi vale P(i)

(2)3U tlqg Ue F y YieU vale P(i)
B3)UeF

(4) VieU, vale P(i)

(5) Vi vale Q(i)

(6)3U tlg UeF y VieUvale Q(i)
(MU,e F

(8) VieU, vale Qi)
HUineF

(1) VieUy;nU; vale P(i )y Q(¢):

(@ielUnU;
byie U,

(©yie U,

(d) Vale P( i)

(e) Vale Q( i)

() Vale P(1) y Q(#)

(11) Vi vale P(i) y Q(7)

Hpt
(1) Defde V

(2) Def de U,
Hpt
(5) Defde V

(6) Def de U,

(3)(7) Porque F es filtro
Hpt

(a) Alg

(b)Por(4)

(¢)Por(8)

(d)(e) De lo ident

(9)(10) Def de ¥/



8i Vi vale P(i) o Q(i)entonces Vi vale P(i) o Vi vale Q(/):

(1) Vi vale P(i) 0 Q(i)

(2)3U tlg UeF y VieU vale P(i)o Q(i)
() Uie F

(4) VieU; valeP(i)o Q(i)

(5) Vi vale P(i) o Vi novaleP(i)

(6) SiVi vale P(i) ent Vi vale P(7)

(7) Si Vi novale P(i) ent Wi vale Q(i):

(a) Vi no vale P(i)

(b)3U tlq UeF y VieU novale P(i)
©)Ue F

(d) VieU, no vale P(i)

@UinU,e F

(f) VieU; nU; vale Q(i):

f)ieUnl,
B)iel

B)ie U,

(f)) Vale P(i) o Q(i)
(fs) No vale P(i)

(fs) Vale Q(7)

(g) Vi vale Q(7)

(8) Vi vale P(i) o Vi vale Q(7)

Si Vi no vale P(i) entonces no Vi vale P(i):

(1) Vi no vale P( )

(2) Vi vale P(i)

(3) Vi vale P(i) y no vale P(¢)
(4)3i tiq valeP(i) y novale P(i)
o (5) Vale P( i)

+(6) No vale P( iy

Hpt
(1) Def de ¥

(2) Defde U,
Lema
De lo ident

Hpt
(a) Defde V

(b) Def de U,
(3)(c) Porque F es filtro

Hpt

(fi) Alg
(f,)Por(4)
()Por(d)
(f)(fs) Excl
(e)(f) Def de V

(5)(6)(7) Por casos

Neg
(2)(1) Dem
(3) Desc

(4) Def de iy
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Las reciprocas de estas condicionales son ficiles de demostrar.

Si Vi vale P(i)yQ(i) entonces Vi vale P(i) y Vivale Q(/).
SiVi vale P(i) o Vi vale Q(i) entonces Vi vale P(i) o Q(7).

Sino Vi vale P(i) entonces Vi no vale P(i).

Las dos primeras se basan en modos descendentes ya vistos. La tercera es un giro del lema
anterior.
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2.5 BASE DE FILTRODE 1

Base de filtro de 1, es una coleccién no vacia B de subconjuntos de I tales que toda
interseccidn finita de elementos de B es no vacia. Def de base

Ejemplo: Todo conjunto I & tiene una base. Considérese B = {I}.

TEOREMA

Si B es base de filtro de I entonces existe F'tal que Fes filtrode I y B F:
Demostracion:

(1) B es base de filtro de I Hpt

(2)3U tlq UeB
(3)VU,si UeB ent Ucl

@ vYU,..,UpeB, Un..nU,z & (1) Def de base
(5)VU,si UeB ent Uz & (4) Corolario
(6) VX, XeF ssi Xcl y JUy,...,UseB tlsq Uin...nU,cX Defde F
(D VX,siXcI y JUeB tlg Uc X ent XeF (6) Corolario
(8) IeF:
(a)Silci y UeB tlg UcI ent IeF (7) Desc
(b)IcI Alg
(¢)dUeB tlg Ucl:
(c;) AU tlgUeB (2) Desc
(02) Upe B (C;) Defde Uy
(c3) Upc 1 (c2)Por(3)
(cs) U tlg UeB y Ucl (c2)(c3) Desc
(d)leF {b)(c)Por (a)
(9) DeF:
(a) JeF Neg
(b) D1
(©) 3Uy,...,UneB tlsqg Uin..nUc & (a) Defde F
(d) Uy,...,U,eB
ey Un..nUc (c) Defde Uy,..., U,
dHUN..NAU=D (e) Alg
@ Uin..nUy 2 & (d)Por(4)
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(10)SiX,YeFent XNnYeF:

(a) Xe F

by Xcl

(¢) 3U,,...,UseB tlsq Uin...nUxc X
(d) Uy,...,U,eB

(e) Un..nUcX

(HYe F

(@ YcI

(h) IVy,...,Vne B tlsq Vin...nV,c Y
i) Vi,...,VneB

HVin..nV,cY

k) XnYclI

D Uy,...,Un Vi,.., Ve B
mUn..nUpnVin..nVpcXnY
(n) XNnYe F

(IDSiXeFy XcYc!l ent Ye Fi

(a) Xe F

by XclI

(¢) 3Uy,...,UseB tlsq Uin...nU,c X
(d) Uy,...,U.e B

e Un..nUcX

HhXcY

(8) YxI

hUn..nUcY

() YeF

(12) Fes filtro de I
(13) VX, si XeB ent XeF:

(a) XeB

(b) Xc1

(o)X= X

(d)3U tigUeB y Uc X
(e) XeF

(14) Bc F
(15)3F tlq Fesfitrodel y Bc F

Hpt
(a) Defde F

(¢} Defde Uy,...,U,
Hpt

(f) Def de F
(h) Defde V...,V

(b)(g) Alg
(d)(i) Desc

(e)() Alg
(K)(D)(m) Def de F

Hpt

(a) Defde F

(¢) Defde U,...,U,
Hpt

(eXD) Alg
(g)(d)(h) Defde F

(8)(9)(10)(11) Def de filtro

Hpt

(a)Por(3)

Alg

{a)(c) Desc
(b)(d) Defde F

(13) Alg
(12)(14) Desc



Como consecuencia de lo demostrado se tiene:

Toda base de filtro de I esta contenido en algin filtro de 1.

COROLARIO:

Toda base de filtro de I estd contenido en algin ultrafiltro de I:

Porque todo filtro de I esta contenido en algln ultrafiltro de I.

Traduciendo este corolario queda de la siguiente manera:

Si B es base de filtro de I entonces existe F tal que F gs ultrafiltro de I y Bc F.

Este corolario nos servird para demostrar los dos dltimos teoremas de esta tesis.

Observacién: Dado que en todo conjunto Iz & tiene al menos una base de filtro de I,
tomando en cuenta el tecorema anterior y que todo filtro de 1 estd contenido en algun

uitrafiltro de I, entonces:
En todo conjunto I# &, existe alglin ultrafiltro de 1.
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3
TEORIA DE NELSON

En la teoria de Nelson destaca el propésito de sacar el andlisis no estindar de su contexto
metamatemdtico, para colocarlo dentro de un contexto matemético puro,

Se parte de un conjunto fijo X, de un conjunto I de indices, y de un ultrafiltro F de I.

R se llama concurrente en X ssi Rc X

y, VEc X, E finito, JyeX tlq, VxeE, (x,y)eR.

*R={(&n)e X' ): Vi, &i),n(i)eR}.

Se pueden elegir 1 y F suficientemente grandes, pata que valga el principio de
concurrencia de Abraham Robinson:

VR concurrente en X, IneX' tig, VxeX, (%, n)e*R.

Aqui % es, por definicion, la funcién de X' tlq, Viel, %(i) = x.

Ejemplos:

1.- 8i X es la recta de los reales, Ia relacion “ < es concurrente en X .

2.- En los ndmeros enteros, la relacion “| “ de divisibilidad, es concurrente en los enteros.

Los cuatro teoremas de Nelson los enunciamos en este capitulo. En aras de la brevedad, se
hardn las demostraciones guidndose por el esquema deductivo algunas veces, y por
razones plausibles otras veces. Veremos como el esquema deductivo es de gran ayuda
para visualizar una demostracion y para ser entendida de manera clara.
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3.1 OPERACION *

De aqui en adelante, todas las discusiones se refieren a un conjunto fijo X, un conjunto fijo
I, de indices, y un ultrafiltro F de I, fijo también.

Los elementos de X se designan como x, y, z,..., y los elementos de X |, expansion de X,
se designan como &, n, C,...

Entiéndase X', como el conjunto de funciones de | en X, es decir:
Ec X' ssi Dom& =1y, Viel, &(i)e X Def de X'

Dado Ac Y y EeY', se dice que £ emerge de A,
o que Ee*A ssi Vi, E(i)eA Def de *

En particular, observemos que si &y, ..., € € X', &, Ee (XH" ="'

y (En o &)= (&1 )y ..., Ea( 7)) ). Entonces, por la definicion antetior,
si Ac X", (&, ....E.)e*A significa que Vi, (&1,....50)( 1 )EA

Propiedades distributivas:
*AUB)=*AU*B
*ANB)=*An*B
*A-B)=*A-*B.

Demostraciones:
*(A wB)=*A U*B:

(1) VE, si Ee*(A UB) ent Ec*A U *B:

(a) £Ee*(A UB) Hpt

(b) Vi, E(i)eA UB (a) Def de *
(c) Vi, &(i)eA o E(i)eB (b) Alg

(d) Vi, &(i)eA o Vi, E(i)eB {c) Dist
(e)£e*A o £e*B (d) Defde *
HEée*A U*B (e) Alg

(2) VE, si Ee*A U*B ent Ee*(A UB):

Demostracion anterior, invirtiendo los pasos.

26



*A NB)=*A Nn*B:

(1) VE, si Ee*(A NB) ent E*A N *B:

(@) Ee* (AN B) Hpt

(b) Vi, &(i)eAn B (a) Defde *
(c) Vi, §(i)eA y &(i)eB (b) Alg

(d) Vi, E(i)eA y Vi, E(i)eB (¢) Dist
(e)éec*A y Ee*B (d) Defde *
(Hée*A n*B (e) Alg

(2) V&, si Ee*A N*B ent Ee*(A NB):

Demostracion anterior, invirtiendo los pasos.

*(A-B)=*A-*B:

(1) V&, 51 Ee*(A-B) ent Ec*A-*B:

(a) Ee*(A - B) Hpt

(b) Vi, E(i)eA-B (a) Defde *
(c) Vi,&(i)eA y &(i)eB (b) Alg

(d) Vi, E(i)eA y Vi, &(i)eB (c) Dist

(€) Vi, E(i)eA y no Vi, &(i)eB (d) Dist
(HEe*A y E¢*B (e) Defde *
(8) Ee*A-*B (D Alg

(2) VE, si Ee*A - *B ent Ec*(A - B):

Demostracion anterior, invirtiendo los pasos.
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Otras propiedades:

g =0 Porque *@ = *(A- Ay=*A-*A

*y=x"

(1) VE, si Ee*X ent Ee X
(a)Ee*X
(bee X' y Vi, g(i)e X
(©) & X'

(2) V&, st Ee X' ent Ee*rX:
(@&eX'
(b) Viel, E(i)e X
(c) Vi, &(i)e X
(d) Ee*X

3 *x=x'
La operacién *, es monétona:

SiD c E entonces *D c *E:

Demostracion:

(H)DcE
(2) VE, si E€*D ent Ee*E:

(a) E€*D

(b) Vi, &(i)eD

(c) Vi, si &(i)eD ent &(i)eE
() Vi,si E(i)eD ent &(i)eE
(e) Vi, £(i)eE

(f) E<*E

(3) *D < *E

Hpt
(a) Defde *
(b) Desc

Hpt

(a) Defde X'
(b) Desc

(c) Defde *

(D(2) Alg

Hpt

Hpt

(a) Def de *
(1) Alg

(c) Desc
(b)Por(d)
(e) Def de *

(2) Alg
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3.2 OPERACION ( )x

Dados Re X? y xelX, se define

Rx={y: (x, y)eR}. Def de Rx
Dado xeX, se define ¥ tal que ¥e.X ' y, Viel, #(i)=x Defde ¥
TEQREMA 1

SiRc X? y xeX entonces *(Rx) = (*R)%:

Demostracion:

(HDRc X?

(2)xeX Hpt %%

(3) V1, si ne*(Rx) ent ne(*R)x:

Lk

(a) ne*(Rx) Hpt 73
(b) Vi, n(i)eRx (a) Def de * 14
(©) n( i )eRx ssi (x, n(i)eR Def de Rx 2
(d) Vi, (x, n(i))eR (b)Por(c) %
(e) Viel, X(i)=x (2) Defde ¥ §
(O Vi, (i), n(i)eR (d)Por(e) 2
(8) Vi, (5 m)(i)eR (f) Def t
(h) (%, n)e*R (g) Defde *
() ne(*R)x () Def ()%

(4) Vn, si ne(*R)¥ ent ne*(Rx):
(a) ne(*R)x Hpt
(b} (%, n)e*R (a) Defde ( )X
(c) Vi, (%, 0)(i)eR (b) Def de *
(d) Vi, &(i),n(i))eR (c) Def
(e) Viel, ¥(i)=x (2) Defde X
® Vi, (x,n(i))eR (d)Pot(e)
(8) (x,m(i))eR ssi n(i)eRx Def de Rx
(h) Vi, n(i)eRx (HPor(g)
(i) ne*(Rx) (h) Def de *

() *(Rx) = (*R)x (3)(4) Alg

29



Dados &, ne X,

E=nsi, ysolosi, Vi E(i)=n(i).

= se lee “casiigual «

Si R es funcidn entonces *R es funcion:

(1) R es funcion

2y Vx,y, ¥, si(x,y)eR y (x,y)eR ent y=y
(3) V&€, m,m',si (§,m)e™R y (€, n)e*R ent n=n"

(a) € m)e*R
(b) Vi, (& m)( i )R
(0) ¥i, (E(1), n())eR
() & 1)e*R

(¢) Vi, (€, m)( i JeR
() Vi, G(1), (7 ))eR

(8 Vi, (§(1), n(i)eR y (§(i).n'(i)eR

(h) Wi, n(i)=n'(1)
On=n’

Del de =

Hpt
(1) Def de funcién

Hpt

(a) Def de *
(b) Def

Hpt

(d) Def de *
(e) Def
(c)(f) Drist
(g)Por(2)
(h) Def de =

[l igual en X' es diferente al igual que conocemos. Es decir en X', dos objetos son iguales
2 q )

si son casi iguales, en simbolo ( =).

El paso de (2) a (3) se llama transferencia. Es parte de otro principio que utiliza Robinson

en su analisis.
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3.3 FUNCION 't

Dom t=Xx"'

Dada £ X', t(£) ={E:EcX y Ee*E}

TEOREMA 2

Paratodo & € X', t (&) esultrafiltro de X :
Demostracion:

(DEex!
(QVE, Eet(&)ssi EcX y £e*E
B Xet(E):

@Xet(€)ssiXcX y Ee*X
bXcX

(©&e*X

dXcXyé&e*X

() Xet(&)

@ Det(g)

(@)D et(E)

b JdcXx
(©fe*d
die D

r(e)Ix tlg xe D
+(HNo3Ix tlq x e

(5)Si E,Fet(E)ent ENFet(&):

@Eet(g)
BYEck
©& e *E
Fet(g)
eYFcX
HEe*F
@ENFcX
(h) & € *E N *F
()& € *(E NF)
(ENFet(g)

Defdet

Hpt
(1) Defde t

(2) Desc

Alg

(1) Porque X'=%*x
(b)(c) Desc
(d)Por{a)

Neg

(a) Defdet

(c) Porque *& =
(d) Desc

Defde &

Hpt

(a) Defde t
Hpt

(d) Defde t
(b)(e) Alg
(c)(f) Alg

(h) Porque *E *F = *[ENF)

(g)(i) Defde t
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6)Si Eet(é)y EcEcXent Ect(&):

@Eet(g) Hpt
BMEcX

{(c)& € *E (a) Defde t
(HEcCE’

e@E cX Hpt

(f) *E c *E’ (d) Dem

(8) & e *E (o)1) Alg
(hE et(&) (e)(g) Defde t

(MVEcCX, Eet(f) o X-Eet(&)

(@QEcX Hpt
bX-EcX Alg
)EU(X-E)=X (a) Alg

() *E UXNX-E)=*X (c) Dem

(@) *E U X-E)=X" (d)Porque *X = X'
OEe*E 0 Ee*(X-E) (e)(1) Alg
(g)Si€ e *E ent E€t(&) (a) Defdet
(R)Sife*(X-E)ent X~-Eet(&) (b) Def de t
(MEet(&)o X-Eet(&) {£)(g)(h) Por casos

(8) t (&) es ultrafitro de X (3)(4)(5)6)(7) Def de ultraf
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3.4 CONCURRENCIA

R es concurrente en X si, y s6lo si, R c X?
y, VE c X, finito, JyeX tal que, VxeE, (x, y)eR.

u( X ) = conjunto de los ultrafiltros de X.

TEOREMA 3

Sit: X' — u(X) es suprayectiva entonces, para todo R concurrente en X, existe neX '

Defde u( X)

tal que, para todo x € X, (%, n)e*R:
Demostracion:

() t: X' - u(X)es suprayectiva

(2) R es concurrente en X

3)Rc X?

(4) VE c X, finito, IyeX tlq, VxeE, (x,y)eR
(5) IneX' tlg, ¥xeX, (& me*R:

(a) VxeX, Rx={y:(x,y)eR }
bB={Rx:xe X}

(c) B es no vacio

() VE,siE€e B ent Ec X

() VE,..., ExeB, Ein...NE, = D

(e.) E],..., EnE B

(32) E] = Rx;,.. . En = Rx,,
&) x,..,xne X

(64) {x;,..., x,-.}CX

(es) {xi,..., x»} es finito
(es) 3y tlg yeX y (x1,»)eR,..., (x, y)eR
(enyeX

(es) (x1, ¥)eR,..., (xn, Y)ER
(e9) yeRxy,..., yeRx,

(em) yGRJC]ﬁ N Ry
(e1|)yeE1ﬂ ﬁEn

(6|2) Eim ﬂE,, PL s}

(f) B es base de filtro de X
(g) 3D tlq Desulirafde X y Bc D
(h) D es ultrafiltro de X

Hpt

(2) Def

Def de Rx
Defde B
(a) Porque X = &

(a)(b) Alg

Hpt

(e;) Def de Xisesss Xn
(e3) Alg

Conocido
(eq)(es)Por(4)

(es) Defde y

(es) Def de Rx
(e0) Alg

(e10)(ez) Def de =
(en) Alg

(¢)(d)(e) Def de base
() Dem
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() De u(X) (h) Defde u( X)

(k)IEex' tig t(&)=D ()Por(1)
Hnex'
(mt(n)=D (k) Def de 1
(n)vVx e X, (£, n) € *R:
m)xeX Hpt
(m)Rxe B (n;) Defde B
(m)RxeD ()@@ Alg
(m)Rxet(n) (ns)(m) Defde =
(ns) n € *(Rx) (ng) Defde t
(ns) *(Rx) = (*R)x Teorema 1
(m)n e (*R)® (n5)(ng) Def de =
(ns) (%, ) € *R (n7) Defde ( ¥

eneX' yvxeX (£, n)e*R (D(n) Desc



3.5 SATURACION

TEOREMA 4

Dado X, existe I, talque t: X 'S u(X) essuprayectiva :

Demostracion:
(DI={i:iesfinitoe icPX)} Defde I
Q) VEc X, h(E) ={iel : Eei} Defde #( E)
BYB={WE):EcX} Defde B
(4) B es no vacio (3) Porque #( X )eB
(5) Todo elm de B es subconjunto de I 3)(2) Alg
(6)SiY),...,Yae B ent YiNn..NY, # D:
@) Yi,..., Yn€ B Hpt
(b) Yi=h(E:),..., Ya=h(E,)
©) E,....,EscX (a) Defde E,..., By
(d) {En,....,En} el (c) Defdel
) Eun,..., En € { Ei,..., Ea } Alg
(O {Ei,....Exn } € H(E1),..., h(Ean) (c)(d)(e) Defde
(@) {Ei,...Ea} € B(Ei )N ... h(E,) () Alg
M {E;...E.} e Yin... nY, {g)(b) Def de =
OYin..NY, = (h) Alg
(7) B es base de filtro de I (4)(5)(6) Def de base
(8) 3F tlg Fesultrafdel y Bc F {7) Dem
(9) Fes ultrafde [ _
(10)Bc F (8) Defde F
(1) t: X' - u( X) es suprayectiva:
(@t vade X' a u(X) Dem
(b) VDe u(X), ¥e X' tlg t(&)=D:
b)Deu(X) Hpt
(b2) Desultraf de X (b;) Def de u( X')
() Viel, Al =1 {Ec€i:EeD} Def de A;
(by) Viel, Aie D (bs) Porque A, es interseccion finita de elms de D
(bs) Viel, Ai# & (bs)Porque D es filtro
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(be) e X' tig (E)=D:

(o) IE tlg DomE =1 y Viel, &(i)eA; (bs) Ax de eleccion
(B) Dom& =1
(y) Viel,&(i)eA; (o) Def de &
@) VielL&(i)eX {(y)Porque A= X
(e) e X! (B)(8) Def de X'
©1g)=D:
(&) VE,siEeD ent E€ t( £ ):
(A) EeD Hpt
(BYEet(€) ssi ECcX y &e*E Defdet
(O EcX {A) Porque D es filiro de X
(D) Ee*E ssi Vi, E(i)eE Def de *
(B) Vi, E(i)eEssidUtlq UeFy VieU, &(i)eE  Defde V
(F)AWE)e F Porque #/{ E)eBc F
(G)Vieh(E), &(i)eE:
(Gy) ieh(E) Hpt
(Gy) iel
(Gs)Ee i (G\) Defde #( )
(Gs) AcE {G1)(A) Def de A,
(Gs) E(i)eA, (G2)Por(y)
(G} &(7)eE (GsXGa) Alg
(H)3U tlqUeFy VieU, &(i)eE (F)(G) Desc
() Vi, &(i)eE (H)Por(E)
() &e*E (I)Por(D)
(K)Ec X y Ee*E (C)(J) Desc
LYEet(§) (K)Por(B)
(&) Dct(E) (G Alg
Gy D=t(&) (&) Porque D es max
() FeeX' tig (§)=D (e)(G) Desc

COROLARIQ : (Principio de concurrencia).

VR concurrente en X, IneX' tlg, VxeX, (%, n)e*R: Por teoremas 3 y 4.
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El esquema deductivo no es una teoria, es simplemente una forma de trabajar en
matemdticas. El esquema se preocupa por dar una presentacion clara a las cosas, y por
tratar de poner al alcance de mds personas la posibilidad tanto de explicar como de leer

una demostracion.
El esquema se puede aplicar en muchas dreas de las matemdticas: Teorfa de conjuntos,

Algebra, Geometria, Andlisis, ctc. Sélo hay que buscar la forma adecuada para poder
aplicarlo, ya que en muchas ocaciones serd necesario cambiar la forma que debe tomar

ciertas definiciones con el fin de poder utilizar el esquema.
Por ejemplo:

Dada éeX',
t(E)={E.EcXyEe*E }.

Esta definicién conviene escribirlo de la forma:

Ee t(&) ssi Ec X y E€*E.

Esta tiltima definicion se adecua mas al esquema.

En el presente trabajo, el esquema deductivo se aplica a filtros y a la teoria de Nelson.

El uso del esquema ofrece una solucion eficaz a muchos problemas de demostracion,
gracias a la puntual descripcién de los patrones de inferencia que se le siguen en las
demostraciones. Es importante considerar el esquema deductivo para aprender a analizar y

ordenar las ideas, a fin de garantizar un mayor éxito en matematicas y en otras disciplinas
abstractas.
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