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Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo el ser un texto de apoyo de la materia dc ecuaciones
diferenciales, buscando que el alumno encuentre las bases tedricas del curso impartido en la
facultad de quimica, segun el temario del curso. Lo que este documento intenta es crear un
libro de ejercicios y teoria con probiemas relacionados con la quimica.

Con este documento quercmos sentar el precedente para la continua revision y correccion de
este trabajo que tiene como fin el de mejorar las condiciones de catedra en la facultad de
quimica, y en particular de la materia de ecuaciones diferenciales, que tenemos la esperanza de
que sea una ayuda para vencer las dificultades de los estudiantes para resolver problemas de
ecuaciones diferenciales dentro de las diferentes carreras que sé imparten en la Facultad.

Al proponer y presentar diferentes formas para resolver problemas con ecuaciones
diferenciales, que tienen que ver con quimica esperamos que el alumno desarrolle estrategias
utiles que pueda aplicar en problemas que enfrente en su futuro, y que al mismo tiempo estos
problemas al ser de indole quimica despierten el interés del alumno y la facilidad para
aprender y aplicar ecuaciones diferenciales.




Métodos Analiticos

Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Clasificacion de Ecuaciones Diferenciales

Una ecuacion que tiene una derivada por cjemplo: dxy +y =x es conocida como una ecuacion

diferencial. La derivada 3}; se dice que es de primer orden por ser la primera derivada.

El orden de una ecuacion diferencial ordinaria es igual al de la derivada de mas alto orden que
aparece en la ecuacion.

E! grado de una ecuacién diferencial se refiere al grado de la derivada de mayor orden dentro
de la ecuacion. después de que ha sido racionalizada. La siguiente es una ecuacion diferencial

3
de segundo orden y de segundo grado fo =1+ g

Un tercer punto gue se necesita definir es cuando una ecuacién tiene la clasificacion de parcial
u ordinaria. Si una ecuacién tiene mas de una variabie independiente, se dice que €s una
ecuacion diferencial parcial con respecto a las variables independientes, en el caso de que solo

tenga una variable independiente se dice que es ordinaria.
. al.

Por ejemplo _ , + _, =Xy €suna ecuacion diferencial parcial de segundo orden y de primer
2 ay2

grado.

Por ultimo la ecuacién se clasificard segun su linealidad. Cuando en una ecuacion diferencial
ordinaria o parcial, la variable dependiente y sus derivadas ocurren en el primer grado, y no en
mayores grados o en productos, se dice que la ecuacion es lineal. El coeficiente de una
ecuacion lineal puede ser una constanie o una funcion con variable(s) independicnte(s).

Ejemplos :
d'y
La ecuacion P +y=x" esuna ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden lineal.
Al



La ecuacién w'+ - y=1 es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no
hid x}’

lincal.

Es importante que antes de iniciar la solucion de alguna ecuacion diferencial se conozca su
orden, grado, nitmero de variables independientes y su linealidad. En general la solucion de
ecuaciones diferenciales no lineales es mas dificil que la de las lineales.

Solucion de Ecuaciones Diferenciales de primer orden

El problema de resolver las ecuaciones diferenciales de primer orden es fundamentalmente la
integracion. Consiste en encontrar la expresion mas general que cuando sea derivada nos
resulte en la ecuacion diferencial. Mucho del trabajo al buscar una solucion es el método y
técnicas necesarias para arreglar o transformar a partir de la ecuaci6n diferencial a la integral
optima. En algunos casos el conocimiento de la situacidn fisica que es representada por la
ecuacién diferencial nos permite hacer sustituciones o transformaciones, que facilitan
notablemente la solucién de la ecuacion diferencial.

Los matematicos han estudiado muchos tipos de ecuaciones diferenciales, y sus soluciones que
han sido clasificadas. El siguiente es un pequefio resumen de las mas importantes ecuaciones
diferenciales de primer orden que han sido estudiadas, junto con su método de solucion.

Ecuaciones Diferenciales de primer orden con variables separables

Una ecuacién diferencial con variables separables es facil de resolver, s¢ necesita escribir la
ecuacion de la forma

M(x, y)dx + Nix, y)dy = 0
donde My Nson funciones de x y y. En esta ecuacion si las variables son separables, la
ecuacion se puede reducir a la siguiente expresion:

X(x)bc+Y(y)dy =0
El proceso que se realiza para obtenecr esta ecuacién a partir de la anterior se denomina
separacion de variables y la ultima ecuacién puede ser integrada de la siguiente manera:

[x{x)c+ ¥y =C

Donde C es una constante de integracion.

Ecuaciones Diferenciales exactas

Para entender lo gue es una ecuacion diferencial exacta, considere la siguiente ecuacidn.

M (x, y)dx + N{x,y)dy =0




o su similar
()32
o f, \ oy \dx

uen)=(%) iy N(x,y){avl

dy
La condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion sea exacla es:
oM _oN
By ox
Entonces la solucion w(x,y)=C se obtiene de la integracion del primer termino con respecto a
x:

donde

3

wx.y)= [Mx.y)x +hly)

Donde A(y) es una constante de integracion.

Ahora, dado que
0
("V-] = N(x.y)

dy J,

entonces

gy [,y + 1) = Wz, )
de modo que

W)= M) [ MM
Y

W)= [Vl [ M ykisay

por lo tanto

)= M) [Ny = T [ M p)isay

Ecuaciones Diferenciales homogéneas

Partiendo dc ta ecuacién con la forma:

. M(x,y)ax+ N(x, yMy =0
Se entiende que la funciéon f (x.y) es homogénea en x y y de grado si ¢l efecto de
multipticar cada variable por cualquier numero ¢ es igual que multiplicar la funcién poi "

St ) =1"flx.y)

Por lo tanto una ecuacion diferencial homogénea de la forma:



dy dy [y]
= flx, y} se puede resar como = F
e £(x, ) se puede expresar com e g

Si M yN son funciones homogéneas de x y y de el mismo grado n, entonces la ecuacion
diferencial homogénea puede ser transformada a una de ecuacién diferencial de variables
separables por la sustitucion de y = vx. donde la ecuacién tomara la forma :

dav N dx =0

plv)
Con las variables separadas, se puede proponer la integral y obtener la solucién.

Ecuaciones Diferenciales lineales

la ecuacién diferencial lineal de primer orden es la siguiente:

dy
=~ +Py=
n =L

Donde P y @ son funciones de x solamente.

Escribiendo 1a que se denomina como la ecuacién homogénea de la ecuacion lineal tenemos
que:

dy
S+ Py=0
dx Y

Esta ecuacién es de variables separables por lo que se reduce a:

Y . pax=0
y

Donde sabemos que y = Ce'I . y C es una constante de integracion.

Si sustituimos y=veAIM en la ecuacion lineal donde C ha sido sustituida por v, como
funcion de x. Entonces tendremos la siguiente ecuacion:
ze‘jm =0
Arreglando obtenemos: v = erI "dr+C
entonces podemos expresar la solucion general de una ecuacion lineal de primer orden, de la

siguiente manera:
y= e-J'ﬂh[IQe}-P‘hdx . C:l

En la ecuacién anterior C es una constante de integracién, que nunca puede faltar en la
solucion general de una ecuacion diferencial lineal de primer orden. De esto se puede
generalizar que la solucion de cualquier ecuacién diferencial de orden mayor » tendrda »

constantes arbitrarias.



Es de gran importancia para la ingenieria quimica la correcta evaluacion de las constantes, esto
se debe a que sus valores junto con el método de evaluacion, reflejaran tas propiedades fisicas
del problema que se estudia. Por lo tanto el buen entendimiento del problema (propiedades,
limites, etc.) resultara en el mejor desarrollo de una solucion sencilia y util, que representa el
objetivo final de esta herramienta.

Tipos especiales de Ecuaciones Diferenciales de primer orden

Ecuacién de Bernoulli

.,ood n . oy
La ecuacion = + Py=0y" en donde Py Q son funcién solamente de x. Es una ecuacion

diferencial de primer orden conocida como la ecuacion de Bernoulli. Esta ecuacion se puede
hacer lineal a través de un cambio de variables en donde se define a z como:

=Yy
Sustituyendo z en la ecuacion anterior, esta se transforma en una ecuacion lineal del tipo:

ﬁ+(1—n)Pz=(1-n)Q

la cual tiene una solucién sencilla por ser lineal

Ecuacidn de Riccati

Es otro tipo de ecuacion no lineal de primer orden, que s¢ generaliza de la forma:
dy 52
+Py +Qy+R=0
T Oy

Dentro de la expresién P, ¢ y R son funciones de x. La ecuacién anterior se puede reducir a

una forma lineal cuando P =0. Pero cuando 7+ 0 la ecuacién puede ser transformada en una
fineal de segundo orden. Para lograrlo es necesario hacer la siguiente sustitucion:
_v
YT p

Lo que permite obtener la ecuacion:
v v +(Q— };)v+PR=0

]

definiendo a v como v=- vy sustituyéndola, obtenemos la ecuacion diferencial lineal de
u

segundo orden de la forma:




u'+(Q—I;))u'+PRu=O

La ecuacidn original de Riccati es de la forma:
¥ +ay’ =bx"
Endonde a y b son constantes. Esta ecuacion con las correspondientes sustituciones tendré la
forma:
u"—abx"u=20
Esta ecuacion se resuelve por los métodos conducentes para ecuaciones de 2° orden.

Solucién de Ecuaciones Diferenciales de primer orden del tipo de
factores integrantes

En ocasiones es posible llegar a la solucion de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales, pero
cuando éstas no pueden ser resueltas por los métodos anteriores, se tendra que usar el método
conocido como de Factores Integrantes. Este método se explica a continuacion, a partir de la

ecuacidn diferencial:

M(x, y)dx + Nlx, y)dy = 0
Un factor u(x, y),si existe, al ser introducido, convertira a la ecuacién en exacta. Este factor es
conocido como “Factor Integrante”. En general el factor se debe proponer analizando la
ecuacién, y debe ser derivado desde la solucién general; en muchos problemas de ingenieria la
solucion de la ecuacion proviene de su analisis, y no es conocida de antemano.
No hay una regla general que se pueda citar que nos ayude a encontrar el factor integrante.
Frecuentemente este puede ser propuesto por medio del andlisis de los términos que aparecen
en la ecuacién. Este analisis generalmente requiere el arreglo y agrupacion de los términos de
la ecuacion.
Es importante hacer notar que el factor integrante puede aplicarse a la Ecuacion Diferencial
lineal de primer orden:

b, Py=0

dx
que si de tal forma multiplicamos la ecuacion por eI " ¢sta puede convertirse en exacta y €s
integrada segin el método de ecuaciones diferenciales exactas. Pero la seleccion del factor
integrante en este caso no es tan sencilla.

Un arreglo comin de términos es:

ydx — xdy
Analizando los términos anteriores nos damos cuenta que los siguientes factores integrantes
pueden hacer esta ecuacion exacta.




1 :(ydx-z.rdy)z_d(y)

x’ X X

ll(ydx—xdy) [}')
gy =d| T
y Y x
1 :(ydx‘—xdy)=dlog(y)
xy xy X
. ! :.(yd.lx_..x.dy);d;an'l(yj=—dfaﬂ-](y)
(x’+y’) (x’+y1) x x
1 (yedx - xdy) _ 1 x-y
LI XVt ,
E ) o) T2 e

La ecuacion:
' (y’—x’y)dx+x3dy=0

Puede ser escrita de la siguiente manera con solo reagrupar:
yzdx—xz(ydx - xdy): 0

es un factor integrante, que at aplicarlo obtenemos:

dr _(yde—xdy}_ o
xl y!
de donde se obtiene la siguiente solucién:

I+ Cxy+y=0

Donde

xlyZ

Solucion de Ecuaciones Diferenciales de primer orden de grado mayor
que uno

El problema que corresponde a esta seccion, es la solucion de ecuaciones diferenciales del

tipo:
Slxy.y)=0
Donde f(x, y, y') es un polinomio de grado mayor que y', ¥ los coeficientes son racionales en

xXyy

En la bisqueda de la solucion para la ecuacion anterior hay tres métodos que scran mostrados
a continuacion.

Primer Método:



Este método hace una distincién entre ecuaciones reducibles y no reducibles. La ecuacion
anterior sera reducible solo si es factorizable, ya que cada término es racional en x y y. En el

caso en que no sea factorizable, se dice que es no reducible.

Ejemplo:
a) Solucidn de una ecuacién reducible:
F +(x+ )y +xy=0
Los factores de esta ecuacion son los siguientes:
(y'+x)=0y (y+y)=0
Y sus soluciones son respectivamente:
2y+x'=Cyy=Ce
Estas constituyen la solucion general de la ecuacién diferencial.
Otra forma de la solucién general es:
(2y+x*=C\y-Ce*)=0
b) Solucién de una ecuacion no reductible:
Y =1
Esta ecuacion es no reductible, pero puede ser cambiada por cualquiera de las dos ecuaciones
siguientes:

X

Y= 1=y y ¥y ==y
I.a solucion a la primera de estas es:
sen” y=x+C 6 y=sen(x+C)
Cuaiquiera de tas dos formas es solucién general de ecuacion, la solucion de la segunda

ecuacion es de la forma:
y= cos(x +K )

Que es la misma que y = sen{x + C) cuando K = [C - %J

Segundo Método:

Resolver para ' =p consiste en una ayuda frecuentemente empleada para derivar con
respecto a x, integrar y eliminar y'entre esta solucién y la ecuacién obtenida con la solucién
general. Entonces considerando la ecuacion:
y=/{xp)
Si resolvemos para y, y derivamos entonces obtendremos que:
A
o dpdx oOx dp



La ecuacion anterior puede ser integrada, para después eliminar p entre esta solucidén y
f (x, y,p)=0 que nos dar la solucién general.

Tercer Método:

Resolver para x, derivar con respecto a y, integrar y eliminar y'entre esta solucion y la
ecuacién obtenida con la solucidén general. Este método es, en esencia, el mismo que el
segundo método, en lo que difiere es que la solucion es obtenida por medio de:
x=f(r.p)

Si diferenciamos con respecto a y para obtener:

o _1_o ¥

dy p & Py
Si integramos esta ecuacion, entonces podremos obtener la solucién general al eliminar p
usando el resultado de la integral y la ecuacién diferencial dada.

La solucién general de ecuaciones diferenciales ordinarias de grado mayor que uno deben de
tener tantas constantes arbitrarias, como grado tenga la ecuacion diferencial.
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Problema |: Eficiencia de plato en una columna de destilacion

Un factor importante en la determinacion del nimero de platos requeridos para Hevar a cabo la
separacién de una burbuja de vapor en una columna de destitacion es la eficiencia de plato. En
la estimacion completa de un plato serd necesario tomar en cuenta no solamente la eficiencia
del contacto entre el liquido y el vapor en un punto del plato, sino también el efecto del
cambio gradual en la composicion del liquido en su flujo a través del plato. Todo el vapor que
se genera desde el fondo no tiene contacto con liquido enriquecido; debido a que cuando el
liquido empieza su descenso primero tiene contacto con vapor que ya fue generado, lo que
hace variar la composicion del liquido. En el momento en que se esla construyendo el
diagrama de McCabe-Thiele es necesario estar de acuerdo con la composicién de la mezcla
que abandona el plato relacionada con la composicién de la pequefia fraccion de vapor que se
forma en el plato. Es deseable que se calcule la relacion entre la eficiencia de un plato y la de
la toda la columna, asi como la variacién de la eficiencia total y la de cada plato con respecto a
los flujos de vapor y liquido.

SALIDA DEL
|~ VERTEDERO
—

AREA VAPOR

AR

o X, CONTENEDOR
= =

Liguig —1_, ;|5 "

Your VAPOR

Figura 1 Diagrama de una columna de destilacién

La figura anterior representa una seccion a través de una columna de destilacion donde ¢l
liquido fluye de izquierda a derecha, después cae al siguiente plato para continuar su viaje
hacia la izquierda donde volverd a caer hasta el siguiente plato. Considere una seccion del
plato. El balance de materia para esta seccion sera:

()"n - yn-t)dV = Ldx,

. . dv AP . . .
Por conveniencia definimos que v =dw, y también introducimos la relacién de reflujo

L . L ..
R= B lo que nos permite obtener la siguiente ecuacion:



dx

n

dw
Considerando que en todo el intervalo de composiciones (X,), y (X,), el equilibrio entre

yn—yn-l = R

liquido y vapor cumple con la ecuacion:
y. =mx, +b

y estableciendo que: Z = mLV = 1 se llega a la siguiente expresion:

oy,
()’n )nfl) _dw

La relacién del enriquecimiento del vapor con respecto al maximo enriquecimiento posible es
conocida como eficiencia de Murphree

E= y;: - yn_-_]

yn - yn—l
despejando y, vy sustituyéndola en la ecuacion anterior se ilega a que:
G~y Jp= o _(EM
n T Edw Edw

En este problema se supone que el vapor que entra a cada plato se ha mezclado y su

composici6n serd conslante, lo que significa que 2;' =0 entonces la ecuacion se reduce a la

siguiente forma:
a_'y” - Eﬂ'y n = _Eﬂ'y La
dw

Para obtener una solucion numérica a partir de la ecuacion diferencial anterior se requiere
(yn )pmm _yn-l

b= yun
construyendo una curva de E, vs A para una eficiencia de plato de £=07. Cubriendo el

definir a £, = como la eficiencia global. Es necesario expresar ¢l resultado

intervalo de A desde 0 a 2.
La composicion de la mezcla del vapor que deja el plato se puede calcular a través de la
siguiente ecuacion:

By = |2t

Solucién al Problema |

. L.ody
Analizando la ecuvacion ; - FAy, =~EAy,, nos damos cuenta de que es de la forma
aw

2: + Py = 0 que tiene una solucion del tipo y = e_IM[JQeP‘hdx + C} .




Resolviendo para este caso tenemos que:
¥, = elhm[ j-— E/lyn,,e-JMde+ C:|

la cual, integrada vy simplificada. resulta en:

y, =y, +Ce
Con el fin de conocer C es necesario aplicar las siguientes condiciones del problema. cuando
w=0, y, =(y,), entonces:

Eiw

C =y ) = Yo
Sustituyendo C, la solucién sera de la forma:

Yo=DVaa t [(yn )u = Vaa kuu

para determinar (y,) = se debe resolver:

prom
|
(yﬂ)pmm = Iyndw = '[{efl' [(yn)o - yn-l ]+ yn-l }d\'v
0
Integrando y simplificando resulta:

Ol = T h =0 o 0

sustituyendo en la férmula de la eficiencia global obtenemos:

?L' g R [(yn b~ Yo }

E -4 - - - =
’ (,V,,)o = Y-l EA

si recordamos gue:
( - yn-_l

_ s
E= (yn)o = Yaar

entonees la ecuacion se reduce a:

E=°
A
Con el fin de evaluar E, cuando A =0, habréd que determinar el lim E,
A+
iy
lim E, =lim
i 10 A

A0

Aplicando la regla del 1."Hopital, que nos dice que derivemos el numerador y el denominador

de forma independiente con respecto a 2 y que evaluemos el resultado cuando A = 0. Entonces
Ed _q
tim =lim Ee" =E
A0 i=0
Si E = 0.7, la siguiente tabla muestra los resultados de £, para valores de 4 dea 2.



0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0

1.000
1.150
1.323
1.522
1.751
2.014
2.316
2664
3.065
3525
4,053

0.700
0.751
0.808
0.870
0.938
1.014
1.097
1.189
1.291
1.403
1.528

i-
+
- +
r— i 1:1 T
- ' S e
2 1
= .
= ll
a2 - .
) . b .
[ -
£ .-
E * - - _— -
5 - ==
ot e e —m

-t ~—J—+ i

a1 Eficiencia de Murphree

Mezcla de vapor en cada plato

B

PP,

Figura 2 Relacion eficiencia de Murphree vs Eficiencia global

Nomenclatura del Problema I:

T eI m

It

Eficiencia de Murphree
Eficiencia global
Pendicate de la linea de equilibrio

Constante en la relacion de equilibrio

Flujo del liquido Lbmol/h

Fraccion del flujo de vapor que entra al plato con respecto a

la distancia a través del plato
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Fraccién mol de los componentes liquidos; fa () se refiere a
la composicién det plato n, (X, ), se refiere a la composicion
del liquido que deja ¢l plato y (X,), se refiere a la

composicion del liquido que entra al plato.

Fraccién mol de los componentes del vapor: la {y,) se
refiere al vapor que se genera en el platon y (y,.,) se refiere
al vapor que entra al plato

Fraccion mol de los componentes del vapor en equilibrio
con el liquido de composicién x.

Distancia a través del plato

Relacion de reflujo

L 4. . mV
Relacion dimensional v

Flujo del vapor en 1o -mol




Problema Il Calentamiento en un tanque agitado

Un material solido es suspendido en agua y calentado para la preparacion de una reaccion
quimica. Se desea que del tanque salga la mezcla caliente, el tanque esta equipado con un
agitador y un serpentin de calentamiento. El liquido frio y el solido seran agregados
continuamente, mientras que la suspension caliente saldra en la misma proporcion. El método
de operacién para iniciar el proceso consiste en llenar el tanque con el liquido y el material
solido en la proporcion requerida, después iniciamos la agitacién, introducimos agua y
material solido en la proporcion requerida, al mismo tiempo dejamos que la suspension
empicce a salir del tanque, y al final empezamos el calentamiento del tanque. para que el
efluente alcance una cierta temperatura.

A partir del balance de energia representado por la ecuacion diferencial lineal de primer orden.
dr [UA +GC, } _UAT +GC 1,

,,,,,+ [
do |\ wc, we,

Se desarrolla una funcién para el tiempo requerido, expresado como el tiempo en que el
contenido del tanque es desplazado por el flujo de entrada. El tiempo se expresa en forma
adimensional mediante la siguiente expresién:
Lb
_GO_ n
W Lb
Complementando con las siguientes ecuaciones adimensionales.
P e
n
_fh
T Iy
La ultima ecuacion representa el grado de acercamiento a la temperatura del vapor.

h

@

Calcutar el tiempo que se necesita para que el efluente alcance 80°C. Si el contenido inicial del
tanque y el flujo de entrada estan a 20°C, la temperatura del vapor es /20°C. La superficie de
transferencia de calor es de 23.97*. Y la capacidad calorifica es de 100 ;f'é;'z .

{+] "

El tanque contiene 6000 Lb y la relacion de las corrientes es de /22 Lb/h. En la proporcion del
problema, se puede asumir que el calor especifico de la suspension es | ﬁbc“;‘

C6mo se afecta al tiempo si el area Gtil de transferencia es duplicada? ;Por qué el tiempo para
el area mayor es menos que la mitad del tiempo obtenido con el drea menor?

16



Desarrollando el balance de energia para el problema llegamos a que:

d
GC o + UA(T ~1)=GC 1 = WC, d;

que también se puede expresar de la manera:
a ((As GC, Y _UAT +GC
de we, WwC,

Disponemos ademas de ta condicion inicial que establece 1=1p cuando 6=0.

Solucién al Problema 1

A partir de la ecuacion diferencial:
dt UA+GC, UAT+GC .,
+ - Fy=
do~  WC, we,
Que es de la forma: y'+Py=Q. Comparando las dos ecuaciones nos damos cuenta que,
pUAFGC, UAT+GCly

y . Esta es una ecuacién diferencial de primer orden lineal
we, we

r
que tiene una solucion del tipo: y = e'jm'[ IQeIP'bdx + C].

Entonces para el problema 2 la solucién correspondiente sera:

Sl AT +GC oty [ "0
(=e e, [j - Poe M dg+C
r
Resolviendo la ecuacion anterior llegamos a la siguiente exp;?esién:
-ltmecc,
_UAT +GC gy e M
UA+GC,
Aplicando las condiciones iniciales, donde =, cuando & = Oresulta:
| _UAT+GC,
*" uA+GC,
UA‘ (’ a _T)
GC
C= %
U4
-+l
oC

»
Sustituyende C la solucion de la ecuacion diferencial sera:




4 “
U4 U4 4y
T+t h=T) | w,?
GC,] 0 GC (0 ) r;:.r ]
{ = F + n e »
U4 Ud
oo+l +1
GC, GC,
Simplificando llegamos a la siguiente forma de Ja ecuacion:
UA
- i )
L P GC,, G:"I](w
=u |'7E
T4 +1
GC,
.. . . . - ‘e : U4 -1,
Si introducimos las ecuaciones adimenstonales a la ecuacidn anterior B = , Q= Y
GC, T-1,
Ga . ..
n= Llegamos a la siguiente ecuacion:
B HB+1)
= l-e
s B+1 [ ]
despejando n:
o Inl 1 _
"T B4l 1_3_*&_1
3 @
Sustituyendo los valores numéricos dados por el problema tenemos que:
_(100X23.9) _, 99166
(1200)1)
_80-20 _
P 120-207
B+l 199166-+1 () v _ 90125
B 1.99166
B+l
1-: =0.09875
B @
1
]l'l'l-B.'.l' —2315]6
B
231516
- lvalorde n= - =0.7738
Cntonces el v 1 99166 + 1
*
Si 9= n _ 0.7738* 6000 = 31.869K
G 1200

Cuando e) area de transferencia es duplicada B =3.983, entonces el valor de n= 0.27869 y
8=1.393
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El tiempo requerido con el doble de drea para transferencia de calor es menor que la mitad dcl
tiempo utilizando el 4rea original. Debido a que 80°C en el primer caso tendra una diferencia
menor entre el acercamiento y la temperatura maxima posible que es 86.7°C, con 239 /7 de
superficie de transferencia de calor, mientras que en el segundo caso la temperatura maxima
de 100°C, es posible con 47.8 /1.

Nomenclatura de] Problema II:

W = Contenido del tanque en peso Lb
G = Flujo de solido y liquido L6
T = Temperatura del vapor °C
{ = Temperatura del tanque, asumiendo que hay un mezclado perfecto
°C
tp = Temperatura del liquido-solido que se introduce en el tanque y la
temperatura inicial del contenido del tanque °C
U/ = Coeficiente de transferencia de calor B'c—'";
heCfi
A = Superficie de transferencia de calor fi’
C, = Calor especifico de la suspension f bc"uc
@ = Tiempo transcurrido desde el instante en que e! vapor empieza a
transferir calor al tanque A.
B = Relacion adimensional va
P
. {f—
o = Grado de acercamiento a la temperatura del vapor = T o
-

0
Las siguientes cantidades de calor estan involucradas en el problema:

GC t,pecu.
Entrada de calor a través de la mezcla fria oloP
UA(T - r)_p.c.u.
h
G(.'r,rp.c_._u.
h

Entrada de calor a través del serpentin con vapor

Salida de calor con la suspensidn que deja el tanque

a cu
pdgp. .

h

wC
Acumulacion de calor en el tanque



Problema lil: Calentamiento de un liquido en un tanque agitado, con nivel
variable

Considere un tanque equipado con un agitador que tiene la suficiente fuerza para mantener la
temperatura de todo el contenido de forma uniforme, y que la transferencia de calor se realiza
a través de un serpentin o una chaqueta arreglada de tal forma que ¢l rea disponible para la
transferencia de calor es proporcional a la cantidad de liquido en el tanque. Si el liquido es
introducido al tanque con un flujo constante, empezando con el tanque vacio. ;Cual serd la
temperatura del liquido dentro del tanque cuando este se llene?

El balance de energia para este problema es de la siguiente forma:
s d
GC 1, + U(T -tk = ” (wc,,!)

Ei area instantaneamente expuesta sera proporcional a la cantidad de liquido en ¢l tanque esto
quiere decir gue:

a=A[$V9J=Af ¥ w=G€=W((;f]=Wf

Donde / es {a fraccion Hena. Sustituyendo las igualdades anteriores y simplificando, el
balance de energia se reduce a:

dt _
faj+(Bf+l)r_Bﬂ‘+ro

En donde B es el grupo adimensional:

UA
B=
GC,
Introduciendo una variable nueva dependiente:
=y
Tr. f

Que representa ¢l acercamiento a la temperatura del vapor, se llega a la siguiente ecuacion

diferencial
do +(B + ! Jgo =58
df /

Solucion al Problema 111

La ecuacién anierior tiene una sotucion det tipo: y = e'jp‘b[ IQeIPJ'dx + C] que, aplicada a este

problema nos permite obtener:
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o= e'l””"[sjef“”df . C]
Donde P=B+ ! . Si sustituimos P llegamos a la expresion:

[Pdf =Bf +Inf
enpl:.f =ﬁ3w

La SOlUCif)l’] se reduce a:
s [ Bf 3 C]

1 e
=1-—+C—
5 f
La condici6n inicial de que la temperatura del liquido que entra al tanque #, debe ser expresada
de manera que =0 para f =0 en la ecuacién anterior. Esta condicion se satisface si la

constante de integracion C es igual a V.

Finalmente:
1-¢7¥
= 1 _—— -
p=l-p

Si graficamos ¢ contra el producto de Bf obtenemos una relacion donde intervienc la
temperatura en funcion de la fraccion del llenado del tanque.

Grafica adimencionalde Temperatura
vs Tiempo de llenado

Tiempo

BJ

Figura 3 Relacion adimensional de la Temperatura vs Tiempo de llenado
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Si la superficie de transferencia de calor consiste en un serpentin con 10 vueltas, de | pulgada
de diametro exterior. Cada vuelta del serpentin tiene 4 /i de diametro.

El flujo de alimentacion es 1200 Lbh, el coeficiente de transferencia de calor es de 100

B
Hfi'eF

el valor de B =2.74. Cuando el tanque esta lleno, el valor correspondiente de ¢ =10.659. Para
una temperatura de vapor de 105°C". y una temperatura inicial de 20°C, esto corresponde a una
temperatura final de 76°C.

Nomenclatura del Problema I11:

iy

S NS -~ x D

W T

°

Flujo del liquido L0,

pe.

Lb°C

Superficie de transferencia de calor expuesta al tiempo & en Ji?

Superficie de transferencia de calor expuesta cuando el tanque esta lleno S

Temperatura del liquido en el tanque al tiempo & en °C
Temperatura del liquido que se introduce en el tanque en °C
Temperatura del vapor °C

Calor especifico del liquido

pc.

heCA?

Contenido del tanque en peso al tiempo & en Lb

Contenido del tanque en peso cuando el tanque esta lieno en Lb
Fraccion de Henado

Coeficiente de transferencia de calor

Relacion adimensional U4
GC

. (-t
Grado de acercamiento a la temperatura del vapor = T ¢
—_ [0

Tiempo transcurrido en 4.




Problema IV: Flujo en canales abiertos

Aunque la mayoria de los problemas de flujo en ingenieria quimica corresponden a flujo en
tuberias (conductos cerrados), hay casos de flujo con superficie expuesta. Algunos de esos
son; flujo en una tuberia parcialmente llena, flujo a través de los platos de una columna de
destilacion 6 torres de absorcion, y flujo a través de canales.

Todos los problemas de flujo de canales abiertos son resueltos por métodos muy similares a
los usados en los de conductos cerrados. La solucién muchas veces se complica debido a la
interdependencia de ]a cabeza del liquido y la velocidad.

El siguiente desarrollo demuestra como se obtiene y resuelve una ecuacion diferencial de
primer orden con variables separables, al analizar un problema de flujo con superficie
expuesta.

Desarrolio de la Ecuacién Diferencial

Imaginemos un canal recto, con lados verticales, y una pendiente. Se puede asumir que la
pendiente es pequefia como para que la profundidad de la pelicula de agua sea constante a lo
largo del canal. La presion se supone que tiene una distribucion hidrostatica, variando de la
presion atmosférica en la superficie del liquido, a la presion atmosférica mds el peso de una
columna de liquido de una altura dada en el fondo del canal. Esta suposicién con respecto a la
distribucion de la presion es incorrecta si la profundidad del liquido varia rapidamente, como
resultado de la aceleracién en las particulas del liquido.

Aplicando el teorema de Bernoulli a una seccion diferencial en el plano vertical, separado una
distancia dx medida en el fondo del canal obtenemos:
2 2 2
& (z+y)+y— =5t [(z+y)+d(z+y)]+£ vdlvdF
. 28, & 2g. 28
Donde dF representa la pérdida en cabeza debido a la friccién del liquido en la seccion
diferencial. Esto procede de la suposicion de la distribucion de energia en la ecuacion antertor,
y es reproducible si el balance de energia describe al liquido que fluye en la superficie, en el
fondo del canal, 6 en cualquier punto intermedio. Por analogia con el flujo en tuberias decimos

que:
1
ar= T &
y2g,
Donde y es el radio hidraulico, en este caso es igual a la profundidad del liquido. Otra
expresion comun en hidraulica es la que involucra al coeficiente Chezy C.
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VI
dF = - dx
Cy
Varias ecuaciones empiricas son validas para estimar C en canales con diferentes
profundidades y rugosidades. Una de las mas simples es la de Manning, que resuelve para €

de la siguiente forma:
| t

a1
n

Aquin depcnde de la rugosidad del canal. De acuerdo con [Rouse 1938}, n varia de 0.007 -

0.009 fr“ para cobre (hidraulicamente liso) a 0.022 - 0.035 ft" para la grava.
El flujo volumétrico ¢ basado en el ancho del canal es independiente de la profundidad del
liquido, pero el calculo de la velocidad ¥ varia de acuerdo ai cambio de profundidad.
Utilizando

q="Vy

vire ) e ()
dx\2g, y'g \dx

Sustituyendo las dos ecuaciones anteriores, y la primera definicion de la friccion en la
ecuacion desarrollada con el teorema de Bernoulli, llegamos a la siguiente ecuacion:

dz  dy q’ ( ) fq__o
dx

Obtenemos:

de dx y'g, 2g,y’
Sustituyendo, (ﬂ'Z’ )la pendiente de! fondo del canal, que es igual a ~Sp, obtendremos que:
2
S, - Jq 3
dy 28y
dx q°
gy

Evidentemente la profundidad del liquido es constante (i] =0.

2
-y
28,y
Si la profundidad y, que satisface estd ecuacién es la profundidad del liquido tal que la
energia ganada en la caida a cierta distancia (¢z + dy) es exactamente disipada por ¢l trabajo de

friccién en la distancia dx.
La profundidad puede disminuir o aumentar si €l liquido fluye a través del canal dependiendo

si
Y* W
y entonces si
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? 2
q _ V >l
L <
8.y &
VZ
La relacion es conocida como el namero Froude y es de gran imporiancia en muchas
8.y

investigaciones de flujo en superficies abiertas. A partir de la velocidad de una ola solitaria en
un canal poco profundo puede mostrarse como, g, (alturadela ola) se puede conocer con el
calculo del nimero Froude la relacién de la velocidad real a la velocidad de la ola. Cuando la
velocidad excede la velocidad de la ola, cualquier ola que se forme sera acarreada pendiente
abajo. Cuando la velocidad es exactamente igual a ia velocidad de la ola, fa formacion de una
superficie de olas estacionaria es muy probable.

La profundidad a la cual el nimero de Froude es exactamente igual a | es conocida como la
profundidad critica y,. Los pardmetros y, y y, determinan la forma de la superficie del
liquido, como se veri mas tarde en este desarrollo. Introduciendo estos parametros en la
ecuacion:

2
So Ja R
dy _ _ 28,)

dx - q’

ErY

obtenemos:

dy o ¥ -
"Sn 1 3
dx I

Solucion de ia Ecuacion Diferencial

Separando {as variables en la ecuacién anterior obtenemos que:

T3
Y T dy = S

3

Y =W
Introduciende la variable adimensional = 5 -y estableciendo r= ;" Sustituyendo estas
o
expresiones llegamos a la siguiente ecuacion: o
3 3}
T dn= S

Ahora a partir de
'73 — 1=72
3 =1+
n -1 -1
y usando fracciones parciales liegamos a:
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T ¥ N SR A
-1 3n-1 p+n+l
Sustituyendo en la Gltima ecuacién tenemos que:

_ 3
R tall LR A dn=5,%
3 \n-1 7" +n+l Yo

La anterior es una ecuacién diferencial de primer orden de variables separables. La solucién
es:

n-(1-r)f(7)=S, f-Cl

En donde f(n) es dada por la integral indefinida:

Esta funcién es graficada a continuacién.

FUNCION USADA EN LA TEORIA DE CANALES ABIERTOS

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26
n

Figura 4 Grafica de la solucion de la integral de ./(7)
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Cilculo de los perfiles de la superficie

Este estudio se basa en la ecuacion: 77 - (I - r“)f(r]) =5, ; C,

a
Las formas de los perfiles de la superficie dependen de los valores del tiempo relativos de la
profundidad critica, la profundidad uniforme, y la profundidad instantanea. Algunas de las mas
interesantes olas se muestran de forma adimensional en la figura 5, la cual se basa en la
suposicién de que y, =2y,. La relaciéon de y, a y, depende tinicamente de la magnitud del
flujo, donde y, depende de la pendiente, el factor de friccion y la magnitud del flujo. La curva

superior con asintota horizontal representa el caso de la descarga de una corriente en un
depésito grande. Las dos curvas inferiores que estan cerca del lado de la interseccion con la
linea que representa y = y, son obtenidas cuando un valor instantaneo de y €s menor que y,.

El flujo en la linea inferior corresponde al flujo rapido de una corriente que €5 abierta en la
base de un dique o el flujo rapido proveniente de una corriente en un canal de paso con
pendiente dentro de un canal que sibitamente disminuya su pendiente. De acuerdo con las
curvas mostradas en la figura 5. La relacion de incremento de la profundidad se vuelve mas
répida cuando p se acerca a y,. Ln esta region, la aceleracion de las particulas del liquidoe se
vuelve tan rapida que la suposicion de la distribucién de la presion hidrostatica ya no es valida.
Realmente, ta profundidad aumenta abruptamente antes de que la curva alcance y,, este
fenémeno es llamado el “salto hidraulico”. La profundidad después del salto puede mentir
cuando se esta arriba de !a linea inferior o de la linea superior. La ubicacion de la posicion del
salto en el canal debe ser calculada por métodos analiticos suplementarios a los de las
relaciones de energia aqui presentadas.

El flujo a la profundidad critica corresponde a condiciones de energia total minima por unidad
masica de liquido. Si el flujo volumétrico es constante, y la profundidad es mayor que la
profundidad critica, el incremento en la profundidad causa un incremento en la cabeza del
liquido, de tal forma que excede el decremento en energia cinética, Cuando !a profundidad es
menor que la critica, el decremento en la profundidad incrementa la energia cinética mas
rapidamente que el decremento de la energia potencial. Estos factores explican la forma de las
curvas en la figura 3.
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Calculo de los perfiles de flujo tranquilo y rapido en
una pendiente suave

.- E—_— . — &+ - -

°
o e —
I

a L] L]

xy)’o

Figura 5 Grafica de perfiles del flujo

En la curva superior la velocidad es menor que la correspondiente al flujo uniforme. En esta
curva, por lo tanto, la profundidad se incrementa debido a que la energia no es consumida por
la friccion tan rapidamente como es creada.

En cada seccion de la curva inferior la energia es consumida més répido de lo que es creada
debido a la alta velocidad. De esta manera, en las secciones de esta curva, la profundidad
tiende hacia la profundidad critica donde la energia por unidad de masa es minima. Cerca de la
profundidad critica la energia cambia muy lentamente con la variacion de la profundidad. Por
lo tanto, en este punto la curva de profundidad tiene tangente vertical.
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Los cuatro regimenes del flujo en canales abiertos

Un flujo volumétrico en canales abiertos con una profundidad menor que la critica es conocido
como un flyjo rapido 6 torrencial. Cuando la profundidad es mayor que la critica, el flujo se
conoce como tranquilo. El flujo répido es identificado por que presenta saltos hidraulicos. El
flujo debe ser clasificado como turbulento é laminar, al igual que en el caso de tuberias. Este
sistema de clasificacion se discute en Robertson & Rouse, en donde se muestran fotografias de
las 4 clases diferentes de flujo.

El analisis presentado anteriormente estd basado en la suposicién de que el flujo sea
turbulento. El caso habitual es un flujo constante en canales de pendiente suave con
velocidades moderadas y profundidades mayores que una fraccidén de pulgada es tranquilo-
turbulento. El drenaje baja con una pendiente tai que forma una pelicula habitualmente
tanquila-laminar.

Desarrollo de la Ecuacion Diferencial para canales horizontales

Si la pendiente del canal se considera cero, la siguiente ecuacion:

_ 7
0 3
dy _ . 28
& | _ g
g:,yJ
se reduce a:
f
Y /2
3
T
Y

[)_’T_ldyz_fsfi
Y, Y. 2y,

cuando se integra esta ecuacion diferencial se obtiene:

(1)

En este problema el factor de friccion tendra que ser calculado. La constante se evalba a partir
de las profundidades en los extremos del canal, y, yy,. Entonces obtenemos la siguiente

GG -CTHEH)

ecuacién:
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Calculo de factor de friccion a partir de los datos experimentales.

Utilizando la ecuacién anterior, se calcula a continuacién el factor de friccion a partir de los
datos de Good, Huntchinson, y Rousseau. Todos los datos usados son basados en la velocidad

1
| 2
del aire dada por (velocidad del aire{densidad del aire): = 1.2[ ;: ]

Borde libre|Flujo del liquido | f/2 adimencional
| pulgadas gal/hr fi
500 6.2
3/8° 1000 3.4
1385 27
500 12.9
1000 7.2
16 1385 7.6
2365 5.9
3365 6.2
500 8.5
! 1000 38
1385 34
500 8.7
1000 3.8
1-3/4° 1385 3.8
2365 38
3365 3.5
500 6.0
6 1000 4.1
2-172 1385 43
2365 30

Para los datos anteriores el numero de hileras de capuchones es 12 y la distancia de
desplazamiento utilizada en los célculos de f es la distancia real de la linca central de la

primera hilera hasta la linea central de la Gltima hilera de capuchones.

El analisis de la tabla anterior muestra como el factor de friccion es casi independiente del
flujo del liquido, para todos los flujos excepto para el primero de cada borde libre, y €l factor
de friccion es independiente del borde libre, excepto para uno de los dos arreglos de datos
tomados con un borde libre de lin. Esto se debe emplear, por tanto, en ausencia de datos
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experimentales, la ultima ecuacién se usa para una prediccion burda del efecto del flujo,
profundidad del liquido, o nimero de hileras de capuchones en ¢l gradiente hidréulice.

En la aplicacién de la ecuacion anterior, por lo menos es necesario un dato experimental det
gradiente hidraulico, para la evaluacién del factor de friccion. La ecuacidén es muy atil para la
interpolacion y la extrapolacion de datos experimentales. La ecuacion nunca se debe emplear
cuando los datos experimentales son obtenidos en las condiciones deseables. Los errores
causados por el empleo de la teoria para flujo en canales sin obstrucciones es aplicada en este
caso. En ausencia de datos experimentales que cubran el intervalo de condiciones requerido, la
ecuacion presentada es adecuada para obtener aproximaciones iniciales.

Probablemente el error principal de esta ecuacion consiste en que la friccion del fluido se debe
al flujo a través de la superficie horizontal mas que el flujo alrededor y a través de los
capuchones de burbujeo y el paso de burbujas de vapor a través del liquido. En la ecuacién
usada para la cabeza de friccién, la profundidad estd en el denominador debido a que se
supone que la friccidn es originada en el fondo del canal. Realmente, cualesquiera que sean
sus caracteristicas, se debe utilizar ¢l didmetro de los capuchones de burbujeo debido a que la
friccién es mayor que la generada por estas obstrucciones. La segunda causa de friccién, la
creacion de burbujas de vapor, compensara algin error en el calculo de la friccion en los
capuchones. La friccién creada por las burbujas crece cuando el flujo de aire aumenta. Cuando
pase mas vapor a través de los capuchones, es correcto incluir de alguna manera en la ecuacion
usada para la cabeza de friccién una funcion inversa de la profundidad.

Nomenclatura del Problema IV:

¥ = Velocidad del fluido
Profundidad del canal

y =

z = Distancia del fondo del canal en el plano
horizontal

gr = Aceleracion local debida a la gravedad

g. = Factor de conversion gravitacional

F = Pérdida de la cabeza debido a la friccion

f = Factor de friccion

x = Distancia del canal

g = Flujo volumétrico basado en el ancho del

canal
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Problema V: Calculo de las trayectorias de particulas

Para ¢l conocimiento de las trayectorias descritas por las particulas de un s6lido o la caida de
un liquido proyectado a través de un medio fluido, es necesaria la estimacion del tamaiio del
equipo en donde las particulas serdn contenidas para caer libremente bajo la influencia de la
gravedad. Ejemplos de estos equipos incluyen enfriadores, secadores, y absorbedores por
aspersion, asi como equipo que maneje aire en diversas formas, como pueden ser los equipos
de clasificacion hidraulica. El problema del calculo de las trayectorias de las particulas de
diferentes tamaios en ¢l campo centrifugo presente en un ciclén separador de polvos es mas
complicado pero tiene solucién al menos de forma aproximada por métodos similares.

Si las particulas son lo suficientemente pesadas para no ser afectadas por la resistencia del
aire, tendran una trayectoria parabdlica. Como se muestra en cualquier libro de mecanica
elemental. Si las particutas son lo suficientemente pequefias y ligeras para ser afectadas por la
resistencia de! aire seguiran la ley de Stokes, las ecuaciones que gobiernan el movimiento son
un poco mas dificiles. Siempre para el flujo turbulento, donde la resistencia es proporcional al
cuadrado de la velocidad, el problema es relativamente simple desde el punto de vista
matemdtico si el movimiento es restringido Gnicamente en la direccion vertical. Cuando el
movimiento se presenta en ambas direcciones, horizontal y vertical, como es el caso frecuente,
el problema es un poco mas complicado matematicamente. En este caso el resultado debe ser
expresado en una forma qtil si la resistencia del fluido es proporcional al cuadrado de la
velocidad.

Desarrollo de la Ecuacion Diferencial

Considere una particula de masa pequefia m, con irea A cayendo libremente con una
velocidad v, como se muestra en la figura 6, la particula es afectada tanto por la fuerza de la

gravedad' mg, , como por la resistencia del fluido F dada por:

2
v

F=C,Ap; Zé

Aplicando Ia ley de movimiento de Newton respecto a la aceleracion de las particulas a lo
largo de los gjes de las x y y llegamos a:

m dv, =_F =_(—nA_f_7.r v cos@

g di 28,

I Cuando la densidad de la particula y el fluide alrededor son aproximadamente iguales, la aceleracion de la gravitacién
Pr— Pr

debe ser corregida multiplicandola por la refacién
P
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dv, )
m av, =~F + mg, _ _Cpdp, vising + mg,
g, g 2g, &
F E X
N
™ v,
F, N /
]
v
v Y, v

Figura6 Diagrama de fuerza para la trayectoria de una Particula

Para el calculo de las trayectorias, solo nos interesa la relacion funcional entre y y x y no su

dependencia, o la dependencia de los componentes de la velocidad, en ¢l tiempo. Entonces es

deseable eliminar el tiempo de las ecuaciones anteriores, desarrollando una ecuacidn

diferencial en la que la velocidad es la variable dependiente y alguna cantidad, como el dngulo

@, describiendo la direccion del movimiento, es la variable independiente. Entonces:
v,=vcos@ y v, =vsend

La primera ecuacidn es equivalente a:

cosB( dv) —vsen H( dG] =—kvlcosd
dt dt
dv da
sen 9( d[)+ vcosB( . ] =—kvisenf+g,

En donde:

k= Cpdpy

2g.m

Estas ecuaciones se simplifican si se muestran de la forma:
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. —kv' + g, senf
dr

dé
v =~ =g, cosd

dt ’
La primera de eslas ecuaciones se obtuvo multiplicando las dos ecuaciones anteriores por
cosf y sen@. respectivamente. ¥ sumandolas. La segunda ecuacion se obtuvo multiplicando
por send Y cos#, respectivamente y restando la primera de la segunda.
El tiempo puede ser eliminado de la ecuacion y sustituida por:

dv _av 'd9

di do
Utilizando el ultimo par de ecuaciones llegamos a:
3

cosf dv —vsend = -k v
de 8.

Una ecuacion diferencial de primer orden no-lineat en v y 8. El significado de la constante &

puede ser aclarado haciendo notar que cuando la particula cae verticalmente a velocidad

constante v, liamada veliocidad terminal, el miembro izquierdo de la siguiente ecuacion:

senﬁ[dv]+ vcos@(ng =-kv’send+g,
dt da ’

Se vuelve cero, entonces la velocidad y no la direccion del movimiento varia con el tiempo.
Bajo esas condiciones 4 =90° ¥
2
8. =kv,

Eliminando & por el significado de esta relacién, la ecuacién diferencial queda como:
k)

cosd dv ~vsenfd =— vz
do

v

Solucién de la Ecuacion Diferencial

La ultima ecuacion puede ser reducida a una donde las variables son separables si el
compenente horizontal de la velocidad es usado como la variable dependiente tanto como fa
velocidad misma. Entonces, al sustituir

v, =vcosl
llegamos a
dv v!
t=— Tcos’d
da v,
Después de que las variables son separadas obtenemos:
dv, dé
- =2 cos’ @
v! vl

La solucidn sera:
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I‘ 1 [sené’ “n (1+se:16?)]+C

vi 1vl|cos’d cosd

La constante C, puede ser evaluada en la condicion de que

v, = v, cosf, cuando 8 =6,
En el origen de la trayectoria. Con esta condicién, la ultima ecuacion se convierte en.
senf _senf, (1 +sen8)cos b, }

o1 !
,c08° 8= cos 16, + n
? V2 [cos 19 costd  (1+send,)cosd

V Vu
cuando resolvemos para v, se genera la solucion final para la velocidad de la particula
v=v,cosé, £(8.6,.v, 'v,) cosé

Donde la funcion en el numerador, que mas tarde es abreviada con f {6), esta dada por:

1)) 1 +[vq] cos? 90{ senf _senfy (1 +sen 9)cos€0}

(ro) v cos’d cosi@  (1+send,)cosé

1

Calculo de las trayectorias de las particulas en la region turbulenta

Las trayectorias recorridas por las particulas son obtenidas por medio del calculo de la

siguientes integrales.
x=£v,dz=£v[d']d9 T
g T cos®

=v°’cos G, J;i(fe))2 40

cos® &

L
dt ! v
= v dr= 6 = ¥
j:v_, ’ Ev’(dBJ g Ecosﬂda
_itaste, pU0) w0,

£ cos’ @
Similarmente el tiempo de caida es obtenido de la integral

d dg
’z'l:d!:f[ t)d - ] Ecvosa
vocose E f(ﬁ a9

cos’ @

Si 1a distancia y el tiempo son expresados de forma adimensional, el resultado final se presenta
como:

2
Vo

2
X=Xgr‘ =005290EU(91)) d9=F;[9,90,v']
cos G Vo
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- 2
y o Y8 _ os? Gof (1) sen9d0=F2(9,9n,v.]
. co v

2 3
Vs s 8 A

7="8t = cosg, J" (f(f)) do=rl66,"
vy . cos” 0 ' vy
Debido a la complicada forma de f(8). estas integrales deben ser evaluadas a través de
métodos numéricos & graficos.

Para un simple valor de la direccion inicial de movimiento, la ubicacion de las curvas X -Y

depende tGnicamente del valor de la relacion adimensional " que mas tarde es llamada R.
Vo
Entonces cuando se efectiia una representacion adimensional, se puede emptear una familia de
trayectorias construida con varios valores de R para encontrar las trayectorias descritas por las
particulas de cualquier tamafio proyectadas en la misma direccion @, a cualquier velocidad
inicial v. Si las curvas asi obtenidas son marcadas a intervalos apropiados con valores
adimensionales del tiempo de caida, esta misma carta puede ser usada para el tiempo real de
caida para cualquier posicion, sin tener en cuenta la velocidad inicial 6 la velocidad terminal.
Si la trayectoria ha sido calculada para un par de valores de la velocidad inicial y terminal, la
misma configuracion debe ser usada para otros tamafios de particulas si la velocidad de
proyeccion se ajusta haciendo que la relacion R sea conslante.

Las curvas construidas con el analisis anterior se restringen, por supuesto, para velocidades
necesariamente altas que permita que ¢l coeficiente de arrasire mantenga un valor constante

durante toda la trayectoria.

Trayectorias calculadas para velocidades en la regién de la ley de Stokes

S el fluido arrastrado obedece la ley de Stokes, a través de su trayectoria, las dos ecuaciones
diferenciales bésicas para los componentes horizontal y vertical se convierten :
dv, v,
Tialr g
v

dt ,

dv v
- 1- ¥
dt [ v, ]g,

Cuando se resuelven estas ecuaciones para el caso de una proyeccion inicial en la direccion
horizontal, ¢l resultado se puede expresar en la forma:
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_"
X=R(l-—e "J
;
Y:RZ[T -l+e "’]
R

En donde las cantidades adimensionales de X, ¥, T, y R tienen el mismo significado
descrito en parrafos anteriores.

Et resultado final para este caso es mucho mas simple que el de la seccion anterior, en donde
el coeficiente de arrastre se asume constante. Una carta del comportamiento descrito
anteriormente puede ser construida con menos esfuerzo, por consiguiente. Esa carla se muestra
en la siguiente figura.

Figura 7 Trayectorias de Particulas (Resistencia del fluido segin ley de Stokes)

Todas las trayectorias calculadas anteriormente estdn basadas en la suposicion de que el fluido
alrededor de la particula estd tranquilo. El resultado se explica precisamente cuando se
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proyecla una particula, o cuando la corriente de particulas es proyectada en conjunto, si las
particulas en la corriente estin lo suficientemente separadas. Las ecuaciones no pueden
producir resultados para una nube de particulas, debido a que ¢l fluido ha entrado con las
particulas y con el movimiento de {a nube.

Los movimientos de las particulas en la nube difieren de aquellos que se pueden predecir por
los métodos anteriores debido a las colisiones que se pueden generar enire el movimiento
rapido de las particulas pesadas y €l movimiento lento de las particulas ligeras. Si las
particulas son gotas liquidas, las colisiones seran acompafiadas por el efecto de coalescencia,
lo que resulta en que muchas de las particulas finas que son proyectadas en el momento en que
son liberadas seran barridas por las particulas pesadas.

Una corriente de particulas proyectadas desde un punto, se convierte pronto en un jet de
particulas junto con el fluido. E] momentum intercambiado entre el jet de particulas y el fluido
estacionario que se encuentra alrededor obliga a que el jet de particulas se expanda. Esta
expansion causa que las particulas ligeras sean perdidas por el jet de particulas pesadas que se
adelantan.

Nomenclatura del Problema V:

A = Areaproyectada de particula S
Cp = Coeficiente de arrastre

F = Fuerza de retardo de la resistencia del fluido lb
. i
g = Aceleracion de la gravedad sz
., . . b S
g. = Factor de conversion gravitatorio — s

Juerza

m = Masa de la particula /b,
v = Velocidad de la particula %/

v, = Velocidad ala que la particula es proyectada ﬁ-s
v, = Velocidad terminal de la particula J s
t = Tiempo en segundos
. . t
7 = Tiempo adimensional &
\'u
« = Distancia horizontal desde el punto de proyeccion fi
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: . . . . X
Distancia horizontal adimensional g,
Yo
Distancia vertical desde el punto de proyeccion descendente fi
1 ygl
2

Vo

Distancia vertical adimensiona

.y . B ¥
Relacion adimensional
Vv
L4
Direccion angular del movimiento de las particulas, positiva en
direccién de las manecillas del reloj
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Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Propiedades generales de las Ecuaciones Diferenciales lineales
Antes de discutir ¢! tema de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constanies,

hay que considerar algunas de las propiedades de la clase mas general de ecuaciones
diferenciales en donde los coeficientes son funcion de la variable independiente. La ecuacién

n-1

t:;:’:’ * al (x)zxn-;:’ + "‘+ au--l(x)cixy + an('x)y = f(‘x)

es una ecuacién diferencial lineal de y. v los coeficientes a,(x),a,(x}...,a,(x) asi como
también el del lado derecho de la igualdad f(x) son funciones de la variable independiente x.
Ya hemos discutido fas ecuaciones diferenciales de primer orden.

dy
+Py=
a e

y también hemos analizado la solucién general en términos de los coeficientes PyQ.
Desgraciadamente no es posible generar una solucién similar en el caso de una ecuacién con
coeficientes. Habrd que analizar las propiedades de las soluciones de esta ecuacion, algunas de
esas propiedades pueden ser inferidas de nuestro conocimiento de la solucién general de la
ecuacion lineal de primer orden:
y =e-IPdr J‘eJMde+ Ce-[mx
Esta solucién se puede ver como la suma de dos términos. Esto se representa como:
y=u+lv
Donde uyv son funciones de x determinadas por Py(Q,y C es laconstante arbitraria. Se ve
que u satisface la ecuacion de primer orden como también v y por lo tanto también Cv. Si Q
se hace cero, esta modificacion de la ecuacién de primer orden se llama la homogénea o
ccuacién reducida y Cv es llamada la funcién complementaria. La forma completa de la
ecuacién de primer orden es llamada ecuacién no homogénca y  es llamada la integral
particular. Resultados similares se encuentran en ecuacién diferencial con coeficientes que se
explica a continuacion:
1. Si y=y,(x) es una solucién de la ecuacion lineal homogenea
n n-l
Y vale)?
Entonces C,y, es también una solucion.
9. 8i dos funciones y,(x) y »,(x) son soluciones de la ecuacion lineal homogénea,
entonces cualquier combinacion lineal de y,(x) y y,(x), como por ejemplo
C,y,(x)+ Cyy,(x) donde ¢, y¥C, son constantes arbitrarias, también seran soluciones

+...+a"_,(x)g +a(x)y=0

de la ecuacién lineal homogénea.
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3. Si ¥,(x} es una solucién de la ecuacién no homogénea de la ecuacion diferencial
con coeficientes, y y,(x),y,{x}.... y.(x) son n soluciones linealmente independientes,
la solucién de ta ecuacion homogénea de la ecuacion diferencial con coeficientes de
la forma mas general es:

V= )',.(.\’)+ ¥ (x)
en donde Y, (x) denota la solucion complementaria
Y ()= Con (e Connx)+ o+ Coy)
Con el analisis de estas propiedades. el estudio de métodos para encontrar la
solucion de la ecuacion diferenciat con coeficientes es dividido en dos: 1) métodos
para encontrar la funcién complementaria y 2) métodos para obtener la integral

particular.
En la siguiente seccién vamos tratar con la forma simple de la ecuacion diferenciai

con coeficientes, en la cual los coeficientes a, (x) son constantes.

Ecuaciones Diferenciales lineales con coeficientes constantes

En la mayoria de los libros de Ingenieria se dedica un gran espacio a ecuaciones de este tipo.
Pensando que solamente un método puede damos la integral particular y la funcién
complementaria para la ecuacion diferencial con coeficientes constantes, y que muchos textos
proponen métodos alternativos para determinar cada parte de la solucion, En este trabajo se
escoge el método mas simple. Nunca se debe pensar que el método escogido para encontrar la
integral particular pueda fallar para cierta clase de ecuaciones, es creible que sera satisfactorio
para la mayoria de ecuaciones en problemas préacticos:

Determinacion de la solucion complementaria
Tratando de satisfacer la ecuacion general homogénea
Zlf +a, i:lf +...+a,, Z};+any=0
Por la solucién del tipo e™ que satisface fa ecuacion lineal de primer orden. Si estd solucién
es derivada y sustituida en la ecuacién anterior encontraremos que la siguiente identidad se
debe de satisfacer.
(" +am™ +. +a, m+ a,,)e"“ =0
dado que ™ no puede ser cero, los valores de m deben de satisfacer la ecuacion algebraica
m"ram™ +. +a,_ m+a, =0
llamada la ecuacion caracteristica, suponga que las n raices de ia ecuacién anterior son
m,,m,,...,m, la solucién complementaria sera:
Y. =Ce™ 4 Cye™ +...+ (g™
si las m, son diferentes, las soluciones en la ecuacion anterior son linealmente independientes,
y la ecuacion anterior representa totalmente la solucién complementaria.
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Nota: el caso cuando dos o mas de las raices son idénticas requicre tratamiento especial
Con el fin de analizar las propiedades de esta solucion, considere la siguiente €cuacion
diferencial homogénea de segundo orden.

d!

dx{+a[g+azy=0
la ecuacidn caracteristica en esle caso es:

m' +am+a, =0
y los dos valores de m son obtenidos por:
1 — v ——
m,,m, = i(—a, +.Ja] —4a1)

Los siguientes casos deben ser considerados por separado:
a) m,diferente a m,, ambas reales
b) m, igual a m,, real
c) m y m, complejas conjugadas
a) Este es el caso donde se aplica una ecuacion complementaria del tipo
Y. =Ce™ +Ce™ +.. +Ce™
pero por algunos problemas es més conveniente usar la forma equivalente:
Y, = e”[C, coshbx + C, senhbxm,,m, =ath
las dos ecuaciones anteriores son equivalentes debido a las siguientes definiciones
hiperbdlicas

senh x = -;(e' —-e")

coshx = -;(e' +e“)

Figura 8 Gréfica de funciones hiperbdlicas
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b) Cuando m, es igual a m, solo se obtiene una solucion. En este caso, si la funcion w es
vista como que we™ satisface la ecuacion diferencial, esto es verdad si w=x. La funcidn
complementaria cuando m, = m, €s:

Yo =(C + Cpx)e™

¢) Cuando las raices de la ecuacion caracteristica tienen partes imaginarias se utiliza las

siguienles relaciones:

] -
senx = _(e“—e")
I

cosx = ;(e" +e‘")

o la relacion equivalente
e” =cosx+isenx
usando estas relaciones la funcién complementaria gueda como:
Y, =e“(Asentx + Beostx)

donde m,,m, =stit.

Ejemplo:
d?
--9;—3dy+2y=3x2 —4x+2e’
dx
la ecuacion homogénea asociada es:

2

d Y3 Y 2y=0

dx dx

y la ecuacidn caracteristica es:
m -3m+2=0
Esta se satisface por m =12 lo que permite que la solucién complementaria se exprese de

la manera siguiente:
Y. =Ce' +Ce”

Determinacion de la Integral particular

De los diferentes métodos para determinar la integral particular de la ccuacion
no homogénea

n -]
d Yia d y+...+a"_|a?—

-dxn 1 tixn—l dx + any = f(x)

solo se describird el método de coeficientes indeterminados. Para mas métodos apiicables a
la ecuacion general con coeficientes constantes, como también a la ecuacion de
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coeficientes variables, se deberd hacer referencia a cualquicra de los textos de ecuaciones
ordinarias. El método aqui presentado solo se aplica a ecuaciones con coeficientes
constantes para los que f{x} es obtenida de combinaciones lineales de términos de los
siguientes tipos:

xPe™ cos fix, xPe™ sen fx

x"e™ cosh fx, x"e™ senh fx
El método puede ser descrito de la siguiente manera: “Escribe las partes de la variable del
termino en el miembro de la derecha f{(x) y las partes de cualquier otro, obtenido
derivando /(x). Juntando los términos que se €ncontraron €n grupos que se obtuvieron a
partir de f(x), apareceran en un solo grupo. Cualquier grupo que no aparezca como
términos de la ecuacién complementaria ¥, se dejaran intactos, pero si en cualquier grupo
un termino es de Y., entonces todo este grupo serd multiplicado por la menor potencia
positiva de la integral de x que los transformaré en diferentes formas de cada termino de
Y. Al multiplicar cada termino en todos tos grupos por la constante general, y hacer la
suma de las expresiones se obtiene Y, ” Las constantes son determinadas de igual manera

que en la ecuacion

n dn-l
c:ixf + al dxn-{,
y se satisface de la misma manera. El siguiente ejemplo se utiliza para mostrar el método:

+...+a"_,§z+any=f(x)

Ejemplo:
dZ
Y _3Y 9y =3 —dx e’
dx® ux
la funcién complementaria anteriormente encontrada es:
Y, =Ce' +Cpe”

la parte variable de f(x) y los términos que se originan de la diferenciacién de f: {x) son:
xl,xle
Los tres primeros términos no aparccen dentro de Y., pero el cuarto 1érmino si aparece por

lo tanto este debe de ser multiplicado por x, esto hace que todos los términos sean distintos
de los que hay en Y., Ahora hay que encontrar los valores de las constantes en Y, :

Y, = b’ +b,x+b, +bxe’
Diferenciando Y, y sustituyendo en la ecuacién diferencial tenemos que.
2b,x* + (26, - 6b, )x + (25, —3b, +2b,) - b,e” =3x" —dx+2¢
Segiim esta ecuacion para cumplir a identidad tenemos que:
2b, = 3,(2b, - 6, ) = -4,(2b, = 3b, + 2b,) = 0,~b, =2
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de las ecuaciones anteriores resulta que:
b,=3,b,=5,b‘=9,b4 =-2
27 2 4
La solucién completa es:

-

. .2 J
y=Cet+ Gt +

2 5 9 ¢
X+ x+ —2xe
2 4

Los valores de C, y (,se deben de determinar de las limitaciones fisicas del problema; por
ejemplo con las condiciones limite.

Propiedades de las funciones hiperbdlicas

Relacioén de funciones circulares

Las relaciones entre las funciones circulares trigonométricas y las funciones exponenciales
obtenidas por la expansion de series de potencias son:

X X
senx=x-__ 4+ -
3
x*oxt
cosx=x-_ 4+ -
2t 4
o =1+(fx)+(ix)2 _,_("x)! +("x)‘ +(fx)s .-
2! 3t 4 3
? -3 PR
=1+(ix)—x _ie X i
20 & 8

[ X ] [ < x J
=[1-" %" =+l x—-_+ =
204 K1Y

e¥ =¢cosx+isenx
por lo tanto
e " =cosx—-isenx
También
| -
senx = T(e" -e ")

£OsSX = ;(L +e )
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Las siguientes son relaciones entre i
senhx = : (e' —e")
2
1y,
coshx = 2 (e" + e“‘)

e* =coshx +senhx

dentidades trigonométricas y funciones exponenciales

comparando las ecuaciones llegamos a:
senx = ~isenhix,senhix =isenx

cos x = coshix

Identidades Fundamentales

Las siguientes relaciones entre funciones hiperbolicas se pueden verificar facilmente a partir

de las ultimas cinco identidades
cosh? x =1 +senh’ x

senh(x + y) = senh x cosh y £ cosh xsenh y
cosh(x £ y) = cosh x cosh y £ senh xsenh y

senh 2x = 2senh xcosh x
cosh 2x = cosh? x + senh’ x

2senh’ ; =coshx—1

2 cosh? ; =¢oshx+1

arcsenhx = ln(x+ xt4
arccoshx = ln(x + ox7 -
d(senh x) = cosh xdx
d{cosh x) = senh xdx

1
1
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Problema VI: Conduccién de calor

La temperatura de una corriente de gas es medida por medio de un termopar instalado dentro
de un termopozo de acero, como se muestra en la figura siguiente.

% Thermocoupls
1 A
1y L7t
P i)
1 Ay
- ; |
3 : J
|
}
—-—i
L ——
L
L,

Figura @ Diagrama del Termopozo, Termopar

El termopozo estd soldado a la pared de la tuberia, y la union estd soldada al extremo del
termopozo. E! gas estd a mayor temperatura que la pared de la tuberia y el flujo del gas es
turbulento por lo gue la temperatura del gas alrededor del termopozo es independiente de la
posicion a lo largo de la superficie. La conduccion de calor a través del termopozo y de la
pared de la tuberia indica una temperatura en el termopar menor que la temperatura real del

gas.

a) En el Desarrollo de una expresion para este error en términos de las temperaturas de la
corriente del gas y de la superficie de la tuberia, la conductividad del metal del termopozo,
el coeficiente de transferencia de calor desde el gas a la superficie del termopozo, ¢l area
transversal, el perimetro de superficie, y la longitud del termopozo, las siguientes
suposiciones son validas.

i. La temperatura del gas alrededor del termopozo en uniforme.

2. La temperatura en la base del termopozo es igual que en la pared de la tuberia, la
resistencia del calor transferida radialmente desde la base del termopozo hacia
dentro del tubo es insignificante comparada con la resistencia del termopozo por si

sola.
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3. La variacion de temperatura en Ja direccion radial del termopozo es insignificante
comparada con el gradiente de temperatura en la direccion paralela al eje del

termopozo.
4. La temperatura en el tapon usado para cerrar extremo del termopozo es uniforme. El

4rea del tapon y la parte final del termopozo que esta expuesto al fluido es 4,, el
coeficiente de transferencia de calor es h,. El tapon estd soldado al final del
termopozo.

5 La relacion de conduccion a lo largo de los cables del termopar es insignificante
comparada con ta que ocurre a lo largo del termopozo.

Desarrollar una ecuacion diferencial para la temperatura en varios puntos a lo largo del
termopozo que considere el balance de energia de la manera siguiente: el flujo de calor que
entra y sale (g, y g, respectivamente) de una seccidn diferencial del termopozo de longitud
dc y el calor ganado por la transferencia del gas alrededor del termopozo hasta la
superficie de una seccion diferencial. La ley bésica de conduccion de calor es la ley de

Fourier:
dt
= +kA
I (dx)

Las condiciones limite son obtenidas por la expresion matematica de las siguientes

condiciones:

En la base del tubo la temperatura es igual a la temperatura de la pared de la tuberia
La relacion de calor a lo largo del termopozo como en la punta es igual a la relacion de
calor que se transfiere del tapén hacia el gas.

b) Si el termopozo estd hecho a partir de 3 plg de longitud de ‘1 é plg de tberia de acero

estandar que tiene un drea de seccion transversal de 0.057plg? y un perimetro de 1.27plg,
;Cual es el error en la determinacion de la temperatura de una corriente de gas que tiene
una temperatura real de 300°C cuando la temperatura de la tuberia es de 200°C? La

pcufi

y ¢l coeficiente de transferencia de calor
hrfi’°C

conductividad térmica de la pared es 26

pcu.
hrft?eC
0.126plg* y el coeficiente de transferencia de calor para el final del tubo es también

(incluyendo radiacion del gas a la pared) es 56 . El area al final del tubo es

_pcu.
hrfi?oC -
o P Si

: para el termopozo, cual seria el error en fa medicion
hrfi’eC

¢} ¢Si se usara aluminio k =12

de la temperatura?
d) (Que error sc presenta en cada calculo si el final del termopozo se considera tan

insignificante que no hay transferencia de calor del gas al termopozo a través de esta drea?
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Solucién al problema de conduccion de calor

Parte A:
El siguiente procedimiento para el desarrollo de la ecuacion diferencial refaciona la
temperatura del termopozo con su distancia desde la base, considerando un balance diferencial
de energia sobre ¢l elemento de distancia dx, tomando en cuenta todo el flujo de calor que
entra y sale del elemento.

Calor entrante (x +dx) por conduccion, ¢,:

g, = +kd dr_+d(dr)dx
dx  dx\dx

Dado que el calor fluye en la direccion del decremento de x, el signo para la conductividad
térmica serd positivo, en este caso. En esta expresién el segundo término dentro de los

. . dt o
corchetes representa el cambio en el gradiente de temperatura, de en la direccion x,

multiplicado por la distancia dx a través de la cual se presenta este cambio. La expresion
dentro de los corchetes representa el gradiente de temperatura causado por el flujo de calor en
{x+dx)
Calor saliente en x, por conduccion, ¢, :
di
dx
Calor entrante por conveccion alrededor de la periferia, g,:
4= h(’" - )dA
g, = hlt, - 1)Pdx
Donde Pdx representa el drea diferencial expuesta al gas caliente.
El balance de energia con tres contribuciones definidas anteriormente es:

g, =kA

QT =g,
- u[-d_‘ 4 [f‘" )dx] whlt, ~)Pdx=ka @
dx  drxldx dx
lo que se reduce a.
i h, —P =0
dx? *

Esta ecuacion diferencial sc puede catalogar como una ccuacion diferencial lineal de segundo
orden, con coeficientes constantes. El término constante puede ser eliminado, transformando
la ecuacién homogénea al hacer la siguiente sustitucion:
4T d' e .
Propongamos que 7 =i, —¢ entonces =~ .. y la ecuacién diferencial se
d dx’

2
X

convierte a:

49




m T =0
v’
Que para expresar la ecuacion en su forma general. se divide entre kA resultando:
d"{‘ PPy
dv. kA

la cual tiene una solucién de la forma:
T - (1|enll,l + (lzeﬂlr‘

Donde m, y m, se determinan por la siguiente ecuacion caracteristica:

hP-:O

?
m -

P hP .
Y entonces m, y n, son YR respectivamente.

La solucién se escribe como:
T=Ce®+Ce™

donde B = hP

kA

Las condiciones limite para establecer C, y C, son las siguientes:
l. ax=0,¢=¢,T=t,~1, =T,

2. ax=L,q=h,AF(ru—t5)=+kA(dI] =h AT,
: A ae),

5ix=0
T, =C + G,
donde T =Ce™ +(T, -C ™
o también T =Cl(e"" —e'”‘)+ T,e "

s5ix=1
() ol o)A

combinando las dos dltimas, ienemos que:
_Mlcl (em _e M )+ T, e-mJ

Cl(e:ﬂ. +e-m,)_T"_e-m =

y C = Tu"(]—M)e-BL
IR +M(em' _e-m)
donde M = by A
kAB

entonces C, =T, - C,
T, {1+ M)e™
G = PPN M(e'”‘ _e-m,)

La solucion final es:
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Parte B:

Parte C:

Parte D:

{ =1 eB(n’.-tI +e-B(I‘.-:)+M eH(L—x)ke-H(Iﬂ])

(-1, = o™ e 4 Ml __e—m.)
_ cosh B{L —_J_c)+ M senh B(L - x)
cosh BL + M senh BL
k=26.4="07 p_ 127 4 _s6
144 12
2 (36X1:27X12) _ o7 p_04
(26X0.057) ‘
sL=(1) @
(12)
oo e (56X0.129)144) _ 53
AkB ~ (144)0.057X26)24)
Bl
cosh BL = senh BL = ej-r =201.7
fomh : =0.00411,¢, —¢, =(0.00411Y100) = 0.41°C

-1, {1.203¥201.7)

k=120.B=24. 26 24 2 11.2

120 461 215
,
BL=" ‘4 - 2.8 cosh BL = 8.25:senh BL = .19

S0
a =020 _ 00042
2.15

ote o b o _g0s
-1, 825+(0.094)8.19) 9.02

1 —1, =(0.1105)100)=11°C

a1 _0.00495,1

e
£ty

t, -1,

-1, =0495°C con termopozo de acero

- =0.1215,1

bt

-1, =12.15°C con termopozo de Aluminio
'rn - ’H
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Nomenclatura del Problema VI:

Area de la seccién transversal del termopozo /i’
Area expuesta del final del termopozo fi*
Coeficiente de transferencia de calor de la superficie expuesta del

termopozo, ped
hrft?°C
Coeficiente de transferencia de calor al final del
lermopozo, pLit.
hrfi*eC
Conductividad térmica del metal del termopozo, P '-C'I:'ﬁ
hrfis°C

Longitud total del termopozo, f#t
Perimetro de superficie expuesto al gas caliente, /i
H.

Flujo de calor, pe
hr

Temperatura en el termopozo, °C
Temperatura del gas alrededor del termopozo, °C

Temperatura en la base del termopozo,°C
Temperatura en ¢l tapén de! termopozo, °C
Distancia a lo largo del termopozo, fi
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Problemas propuestos

Probliema VI1: Torre empacada con absorcion y reaccion quimica simultanea

Una torre de absorcién empacada es usada para Hevar a cabo una reaccion en fase liquida entre
un material gaseoso, 4, y un material no volatil disuelto en agua. Las cantidades de reactivo
son tales que la reaccion es de primer orden y su relacion es gobernada por la siguiente

ecuacion:
dx

= kx
dt

La relacién de transferencia de A desde la fase gaseosa hacia el liquido a través de la torre

sigue la relacidn:
- Gdy = Kga(y' - y)dz
3 . ib.moles . . . .
Donde ¢ es el flujo de gas en it zes la distancia vertical a través de la torre, yes la
iy
fraccion mol de A en el vapor, y* es la fraccién mol en equilibrio con el liquido para la
lb.moles

3 . . La relacion de
hrfi’ fraccién — mol

composicién x,y K,a es el coeficiente de transferencia en

equilibrio entre p* y x se asume que es:

y' =mx
Desarrolle una ecuacion para el decremento en la fraccion mol de 4 en la corriente de gas,
expresada como funcién de la distancia a lo largo de la torre en términos del nimero de
unidades transferidas, y dos relaciones adimensionales.

mG kH(H),
A= = G
L Y A L
. Lo (b.moles, ..,
Donde H es la retencion de liquido por fi* de empague, y L= mhf;"’”' . Note que la
rft
relacion entre el namero de unidades transferidas y la distancia z es:
n= 2 =K. z
(H), * G
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Problema VIII: Estabilidad mecénica para un sistema de control automatico.

La conducta de cierto sistema de control automatico esta gobernado por la ecuacion
diferencial:

X"+ A, X"+ AX + A4 X =0
La variable .\ representa la posicion de una viga de balance usada para medir continuamente
el peso de una corriente de material solido que pasa a través de una banda transportadora. Los
coeficientes 4,,4,, y A, describen la respuesta de ciertos elementos del sistema de control

para fuerzas aplicadas. Las primas indican derivadas de x con respecto al tiempo.

Para que el equipo de control opere de manera estable es necesario que x varie de manera
oscilatoria cuando ocurra un incremento repentino. Discutir tas condiciones, en términos de
relaciones entre los coeficientes A4,,4,, 4, de forma tal que la variacion de x con el tiempo sea

oscilatoria.

Problema 1X: Medicion de las fluctuaciones de Presion en Manometro tipo U.

Un manémetro tipo U es usado para medir las fluctuaciones de presion dentro de un conducto
de gas. Para reducir las fluctuaciones en la lectura de! manometro, tanto la estimacion de la
presion diferencial calculada puede ser hecha a 0jo, se hace una reduccion en la parte baja del
tubo tipo U. La caida de presién causada por el flujo liquido en el manémetro a traveés de la
reduccién es proporcional a la primera potencia del flujo y es gobemada por la ley de
Poiseuille.

Derive una expresion para la variacion del nivel de liquido en el mandémetro con respecto al
tiempo. Tome en cuenta la inercia del liquido en los brazos del tubo. Suponga que la variacion
de la presion en el conducto de gas sigue la ecuacitn:

= 1+ascn(2m
P=D T

;A qué valor del periodo de la fluctuacion de la presién, T se obtendra la resonancia con
valores razonables de la longitud total de la columna de mercurio, y una longitud del
estrechamiento de lmm en el didmetro?
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Ecuaciones Diferenciales lineales con coeficientes variables

Se ha mostrado que la solucion de la ecuacion diferencial tineal del siguiente tipo:

d"y d"y dy

a,(x)" ° +alx)” 7 +...+a,,(x) +a,,(x)y=f(x)

dx dx dx
Puede ser expresada como la suma de la solucion de la ecuaciéon homogénea (solucion
complementaria), y una solucién particular de Ja ecuacién completa & no homogénea. Para el
caso en donde los coeficientes ay.a,a,.-+,a, S€an constantes, se¢ han citado métodos
generales de obtencion de la solucién complementaria e integral particular. Se ha mestrado
asimismo que el problema se reduce a la solucion de ecuaciones algebraicas.

En esta seccion se consideran los métodos para resolver la ecuacion diferencial lineal cuando
a,,a4,,a,,-a, son funciones de x. Si a. 4.4, 4, fuecran funciones de y, entonces la

ecuacién seria una ecuacion diferencial no lineal, que esta fuera del alcance de este estudio.

No hay un método general para la integracién de ecuaciones lineales con coeficientes variables
y de orden mayor que uno. Hay solo dos tipos especiales para los que métodos de integracion
han sido desarrollados. En todos los demas casos es generalmente necesario recurrir a la
integracion dc la ecuacion por medio de series infinitas, y el método de series es, por mucho,
el mas importante para las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables. Este
método requicre el entendimiento de las propiedades de las series infinitas.

Los dos tipos especiales de ecuacion para los que existe método de solucidn son los que a
continuacion se describen brevemente.

Ecuacioén lineat de Cauchy

Un tipo de ecuacion diferencial lineal que puede ser integrada es la ecuacion de Cauchy,
definida por la forma:

"

d'y o d7ly dy
< +ax +..+a_x o +ay=flx
dx" 1 dxn.l n-1 dx ny f( )

Donde las o's son constantes, y @, =1. Sustituyendo y=x" en la parte izquierda de la

ecuacion anterior, obtenemos:
A" + Ax" 4+ A, x + A4x
Donde A depende del valor de r. Dado que f(x) =0, la sustitucién anterior se expresa como:
(A, + A+ +4,)=0
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Jgualando el término entre paréntesis con cero, se oblienen los valores de » que satisfacen la
ecuacion reducida

Ejemptlo:
En la ecuacién
X’ dlf -3x dy ~5y=0
ex” dx
Sustituyendo y = x”, se obtiene que:
Jr’(r2 ~4r - 5)=0

Donde las raices del polinomio son r =5y r = -1 para la ecuacion:

rl—4r-5=0
Y la solucion para la ecuacion diferencial se propone como:

y=Cx + C—I

X

Cuando f(x)#0, la integral particular puede ser determinada por el método de variacion de
parametros, o de coeficientes indeterminados.

Ecuacién lineal Exacta

El otro tipo especial de ecuaciones lineales con coeficientes variables es la ecuacion lineal

exacta. A partir de la ecuacion diferencial lineal.

d" da d’ d

B YR T hn R e By = 00)

Que es exacta. Después de la primera integracién la ecuacién se transforma a:
dn-ly drr-?y dly

P "l g1
dx dx" dx

Con el fin de establecer si es o no una ecuacién diferencial lineal exacta, se debe cumplir Ja

siguiente condicion necesaria y suficiente.

P,“Pll+Rlz_ﬂ”-rs+'“+(—l)ﬂpﬂn=o

L -

R +..+R +Rn_2iy+R,,_,y=S(x)+C

cuando la ecuacién anterior se cumple, entonces la primera integracion de la ecuacion
diferencial lineal exacta se obtiene con las siguientes relaciones a partir de los coeficientes de
la ecuacion original:
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Ejemplo:

Considere la ecuacion diferencial lincal
(xz + l)y" +dxy +2y =2cosx - 2x
se aplica el criterio de exacta a la ecuacion anterior:
P-R+FR=2-4+2=10
Que significa que la ecuacion diferencial es exacta.
Por o tanto la primera integral se convierte en:
Ry +Ry= J(2cosx—2x)dr +C
Que a partir de las relaciones antes citadas se llega a que:
Ry =(x? +1)
R =4x-2x=2x
Sustituyendo nuestra ecuacion queda como:
(Jr2 +])2: +2xp=2senx—-x’ +(,

Que es una ecuacion de primer orden. Esta puede ser resuelta por el método desarrollado en
esta seccion o aplicando la férmula de la solucién general que se menciona dentro de
“Solucién general de las ecuaciones diferenciales de primer orden” del capitulo I para dar;

3
(x? +l)y=—2cosx—z +Cx+C,

En el caso donde la ecuacion diferencial lineal es de orden mayor que 2, no hay nada que
asegure que fa primera integracién de una ecuacién exacta serd por si misma ¢xacla. En
general todo lo que se puede esperar es que la ecuacién exacta sea remplazada por su primera
integracion, por Ia ecuacion lineal de orden inferior subsecuente.

Cuando la ecuacion lineal dada es exacta y de segundo orden, su primera integracion sera
lineal de primer orden, y entonces puede ser integrada si esta es exacta 6 no.
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Reduccion de orden

Otra herramienta que puede tener utilidad a la hora de resolver ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes variables cs el método de reduccién de orden. Esta herramienta
depende del conocimiento de una solucion particular o soluciones de reduccion de la ecuacion
homogénea. El hecho es que este método requiere conocet de antemano los limites de solucion
para que sea de utilidad. De cualquier manera es probable que en algunos casos la solucion de
la ecuacion homogénea pueda ser determinada por inspeccion. El método se expresa en
términos genetales a continuacion:

Si % soluciones lineales independientes de la ecuacion homogénea son conocidas, el
orden de la ecuacion diferencial puede ser reducido a partir de » hasta (n-k).

Tal que, si y = y,(x) es una solucién de la ecuacién homogénea, entonces la sustitucion
de y=uy, puede reducir la ecuacion lineal al siguiente orden inferior, en donde la variable

dependiente es v=1u'.

Ejemplo:

Considere la siguiente ecuacién
xy -2y =x'
La que al ser analizada permite observar que la solucién y = x’ satisface la ecuacién reducida.
x-2y'=0
Sustituyendo y =ux’ se obtiene:
*u+ 4’y = x*

Y si nombramos a v = &', llegamos a la ecuacion de primer orden.

v +axtv=x'

que se simplifica para llegar a la forma:

x C
+

tal que:

de la que se obtiene:
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que es solucion de la ecuacién dada. Esta es la solucién general debido a que contiene dos
constantes arbitrarias. Los valores de esas constantes dependen de las condiciones limite del
problema fisico que resuelve.

Integracion de Ecuaciones Diferenciales en series

En general las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes variables de
orden mayor que uno no pueden ser expresadas en términos de las llamadas funciones
elementales. Algunas de esas ecuaciones de orden superior lievan a series infinitas o integrales
definidas, que definen nuevas funciones, y en algunos casos, estas nuevas funciones se
encontraban de manera tan frecuente en problemas de ingenieria y fisica que justificaba su
tabulacién, similar a las tablas trigonométricas y logaritmicas. Por Jo tanto siempre que esas
nuevas funciones no sean tan comunes como las elementales, aun aquellas que no sean tan
diferentes, son sencitlas de usar cuando sus valores se presentan en tablas.

Algunas de las funciones mas familiares del tipo de las llamadas superiores, son
funciones de Bessel, polinomios Legendre o harménicas, polinomios de Hermite, etc.
Obviamente cualquier nueva serie infinita resultante de la solucién de una ecuacién diferencial
puede ser clasificada y nombrada como una nueva funcién.

El método de integracion por series sera utilizado para ecuaciones lineales. Es posible
usar el método de series para algunas ecuaciones no lineales de primer orden. De la misma
manera es aplicable a ecuaciones lineales de primer orden.

Un procedimiento en el desarrollo del método de series, considerando el ejemplo
especifico de una ecuacion lineal de segundo orden.

Py'+hy+Py=0
donde P, P,y P, son funciones de x.
Asume que la solucién de la ecuacion anterior es dada a través de la serie infinita

y=AUxm +Alxmu +A1x +”l+A‘xm+k| PR

e Xs

Para que la serie tenga la potencia que corresponda a la ecuacion dada, es necesario establecer
procedimientos para determinar m y s. Es posible determinar s asumiendo que £, R,y A
sean polinomios de x, y para sustituir y = x"en la ecuacién dada. Esto nos conduce a la
siguiente ecuacion.
mim —1)Px™? + mPx™" + Px" =0
Que también se expresa de la siguiente forma:
S(m)x + glmp' =0 para (s> 0)

Esta expresion permite suponer que hay solo dos distintas potencias de x resullantes de la
sustitucién de 3 = x". Debido a que la ecuacién a resolver es de segundo orden, f (m) 6 g(m)
deber ser de segundo grado en m . Asumiremos que f (m) sera de segundo grado. Es evidente
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que la expresion anterior ¢s necesaria para determinar el valor de s para la serie infinita.
Ahora solo falta mostrar cual es la manera de obtener m.
Al sustituir la serie en la ecuacién dada resulta:

Aﬂf(m)\" + Agg(mh™

+ A flm+ s+ Aglm+s)x
+ A, flm+ 25 + Azg(m + 25
.

+ A, flm+ ksl ot + A glm + 2} Ve

+ Sl (ko Yshe
+ A, glm+(k+ Hsfe e 4= 0
Para que la ecuacion diferencial se satisfaga, es decir, que la serie infinita sea solucion de la
ecuacion dada, es necesario y suficiente que los coeficientes para las distintas potencias de x
desaparezcan. Esto requiere que se satisfaga la siguiente relacion general.
flm}=0
Ag(m+ks)+ Ay, flm+(k+1)s)=0.(k =03,23,...)
La dltima ecuacion es llamada la ecuacién indicial y su solucion permite conocer los valores
requeridos de m para la serie infinita, por hipétesis / (m) es de segundo grado, por o que se
obtendran dos valores de m donde liegamos a que la ultima ecuacién se puede expresar como:
Ag(m, + ks)+ A, flm, +(k+ )s]=0.(=12)
De donde, una expresion de 4,,, puede ser expresada en términos de 4,, my s de la manera

re s

siguiente:
A M_Akg(m1+kg)_4“.
1 S, + (kv 1)s]
— i el g(’nl)g(ml + s)g(mf Tks) _
={- 1" 4
f(m, +5)f(m, +25)... flm, +(k +1)s]
Si m, y m, son distintas, la serie infinita tomara dos diferentes formas:
+ )= Ay,
¥y= Bu(x"" +bx"" + by +..,)=Bc,y2
segun como sean usadas a, y m, en la expresion de A,,,, por la linealidad de la ecuacion
dada, la solucion general es:
y=Ay + By, = Ao(x'"‘ +ax™" +a2x"'"3'

. LT .. ? 1
+ Bu(x"'~ w ™ b h™ +)

_ m Hy my+ls ey
y= Ao(x +ax" +d,x + ayx

myeds mﬁl.\

+bx

+ a]xm,+3| .. ')
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Hustracion del método:

En la ecuacién lineal de segundo orden
2
y"+xy'+[l - 2]}1:0
X
sustituyendo y = m" se obtiene:
(m2 —m---2}x""2 +(m+1)x" =0

Entonces para s =2 la solucion serd:

- m m+2 wr+d m+b .. m+2k
=A™ A AXTT AT+ AxTT 4+ A

que es sustituida en la ecuacion diferencial para dar:
Ao(m2 -m- 2)11'"'1 + [Ao(m +1)+ Afm? + Sm)].r"'
+ [Al(m +3)+ dy(m? +7m lO)lr"“z o
+A (m+ 2k + 1)+ A, (m o+ 2k m + 2k + 3)h 4000
Comparando la ecuacion anterior con el caso general mostrado anteriormente pedemos ver
que:
flm)=m*-m-2
g(m)=m+1

r=m-2
s=2

Donde la ecuacidn indicial es:
m-m-2=0
Que tiene como raicesa: m=2y m=-1
Para m =2, los coeficientes de las distintas potencias de x se obtienen como:
34, +(2-5)4, =0
54, +(4-7)4, =0
(3+2k)4, +(2+2k)S+2k)4,,, =0
que al despejar lenemos que:
P
(2-5)
o 5 (3:5)4,
T (4-7) (2-4)5-7)
(3264,
(24245 +2k)
La ultima ecuacion sirve para determinar cualquier coeficiente en la serie a partir de otro
previamente determinado. Entonces:

A=
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(B3+2:2)4, _ 74 (3-5-7)4,

A = = =
T 2+2.2)5+2:2) (6-9) (2-4-6)5-7-9)
Y la solucidn para m =2 es

‘,2_ 3 x4+ 3-5 Ib— 3-5-7 x8+...
.y T TRs)Y T (24507)  (2-4-6(5-7-9) Ay
0 +(_I),,.| 357(2”—‘) 1,,+”_ o

(2-4-6-..(an-2)5-7-9...(2n+1)"
Los coeficientes para m = -1 se encuentran ¢omo:

A0}+ 4(-2)=0,4, =0

24,+44, =0

kA, + 2k —1)2k +2)4,, =0
y es evidente que todos los coeficientes dependientes de 4, son cero, por lo tanto la solucidn
se reduce a:

y= on_l =4y,
y la solucion general se escribe ahora como:
y=A4y,+ B8y,

para considerar la convergencia de la solucién de una serie, se deben de tomar en cuenta los
tres siguientes casos:

a) Si f{(m) es de segundo grado (que se asume en capitulo pasado) y g(m) de grado
menor,

b) Si g{m} es de segundo grado. cuando cada seric es convergente para algin intervalo
definido de valores de x.y divergentes para los demds. Entonces se debe establecer
este intervalo.

¢) Si f(m) es de primer grado, entonces g(m) es de segundo grado, y solo una serie es
obtenida, la cual diverge para todos los valores de x mayores que cero. Cuando
dicha condicion ocurre se emplea, la siguiente modificacion.

Asuma la solucién:
Y= AT A" AETT e A

de donde se pueden establecer las ecuaciones para determinar los coeficientes, y la ecuacion
indicial es g{m)=0.
La discusién anterior se baso en la suposicion de que las raices de la ecuacién indicial eran
distintas. En el caso donde las raices son iguales, se requiere un tratamiento especial. En el
caso donde m, =m,, solo se obtiene una serie independiente, y se puede probar que una
segunda solucion independiente se puede encontrar a pariir de la siguiente relacion:

% =y,, param=a

om
Donde y, es la solucion encontrada por el método anterior. En la derivada parcial de y, con

respecto & m . €s necesario escribir los coeficientes de la serie en términos de m. Después de
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derivar, el valor de m obtenido de la ecuacién indicial se substituye en las series para obtener
la segunda solucion.
En algunos casos, el coeficiente de las series tiende a infinito. Esto ocurre cuando las raices de
la ecuacion indicial estan relacionadas por la ecuacion:
m, = m, +hs (hes un entero positivo)

de la ecuacion que desarrollamos anteriormente

- A, g{m+ ks)
P flmr k1))
Se puede apreciar que en el arreglo de los coeficientes en la serie correspondiente a m =m,, €l
denominador se convierte en f{m,). Por ejemplo cero para, k=h-1 el coeficiente
correspondiente 4, tender4 a infinito.
Esta dificultad es superada al proponer, A4, = a(m - m,) que es arbitraria. La serie se convertira

Ay (k=012..)

€n:

ax'"[(m—m,)*k(mﬂm‘)A' x -i-(m—m,)A2 £ +---+(m—m,)-A" x™ +]
AO AG AD
Dado que 4, es e} primer coeficiente que tiende a infinito a, m = m,, el primer termino 4 en la
serie tiende a cero cuando, m =m,, cuando el factor que hace que 4, sea infinito ha sido
removido. L.a solucién en serie se presenta de la forma:
y=ay = ax"'[C,,x"" +Cpy x4 I

Donde las C’s son constantes arregladas.
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Problema X: Solucién de la ecuacion de Bessel.

Resolver la siguiente ecuacién diferencial por el método de series.
Oy + xy’+(x’ —a:’)y: 0

Determine la solucién completa de la ecuacion en términos de a .

La ecuacton es equivalente a:
A (x)y" + A (x)y + Ay (x)y = 0
Donde sc evalua el coeficiente 4, alrededor de x, =0
Ay, ,—x =0 Esunpunto singular.

W=
Dividiendo la ecuacion original entre A, (x) tenemos:

I a’
y +xy +(l—x2]y=0

y+ plxly +q(x)y =0
Donde p(x)y g(x) se analizan para saber si el punto singular es regular
xp(x}y=1_, =1

Que es de la forma:

dex)=x'-a’ = -a’a#0
Como xp(x) y x’g(x) estan definidas, la ecuacién se resuelve por el método de Frobenius
proponiendo un polinomio de la forma:
y= Z A x™

na0
Sustituyendo el polinomio y sus derivadas en la ecuacion original tenemos la siguiente
ecuacion:

Sl rlnsr =)o brer)-a e + 3 A5 20
n=0

n=0
Desarrollando y reagrupando términos semejantes tenemos que:

(r’ —al)on’ +[(l+r)2 —az]/t,x'" . iﬂ(’“”)l -—az]A,, . A,,_,}x"” -0
]

del polinomio anterior resolvemos la ecuacién indicial
logl=0
que tiene raices

del polinomio encontramos que:

y la solucion general es:
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i+l xn-l xrAt;

X
Taa+2  (ta+ 2 8a+4) (bar 2 Ba+ 41 f12a 4 67)

y= reln

+ZE(— ( ’J§a+21)

n=d g=d

Transformadas de Laplace

La transformada de Laplace es una transformada integral de la forma:

F(s)= fK(s,!)f(t)dr
En donde la funcion f se transforma a otra funcion £, por medio de una integral. Se dice que
la funcién F es la transformada de £ y la funcién K se llama kernel de la transformacion. La
idea general es usar la transformada, para que un problema f se transforme en un problema
mis sencillo F. haciendo una seleccién apropiada del kerne! K 'y de los limites de integracion

ay B

La transformada de Laplace de f que se denota como L{f(1}} o por F{s)se define por medio
de la siguiente ecuacion:

L{f (= Fls)= [ e slar

esta transformacién hace uso de kernel K{s,r)=e™™ y estd asociada particularmente con las
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Es especialmente til en la
solucion de problemas con términos no homogéneos de naturaleza discontinua o impulsiva.

La integral sobre el intervalo no acotado se conoce como integral impropia, que se define
como un limite de integrales sobre intervalos finitos:

_r’f(r)dr = lim rf(r)d:
Donde 4 es un numero real positivo. Si la integral desde o hasta 4 existe para cada A>a, Yy
si existe el limite cuando A — o, entonces la integral impropia es convergente en este valor

limite.

Si la funcién / es seccionalmente continua sobre el intervalo 0<s<A para cualquier 4
positiva, ¥ #1t) < Ke* cuando 1 2 M. En esta desigualdad K, @ y M son constantes reales, K
y M  neccsariamente  positivas. Entonces la transformada de  Laplace

Lif()=Fls)= fe"’f(z)d: existe para 5> a.
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Ejemplo:

Considerando f(r)=senar. para /2 0. Entonces
Lisenat}= F(s)= [ e senlat )t
que se expresa de la siguiente manera:

F(s)=lim f e senfar)dr

A=r

que al integrarla por partes:

4
u ,
Fls)= lim _evcosal s fe.., cos{ar)di | = b L"e,u cos{ar )t
a a a
0

Ao a

y después de una segunda integracién por partes es:
2

2
Fis)= T 32 fe"' sen(at )t = L Sz F(s)
a a a 4a
Por lo tanto, despejando F(s), se llega a:

F(s)= “

s +a
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1 5>0
N &
ar I
o s>u
§—a
senal 2 “ ) >0
s +4a
.. n!
1", n =entero positivo el §>0
s
" p> -1 F(ﬂ:]) 50
§
. § 0
cosal ia? 5>
7
senh ar 1 1 §>a
5 —a
5
coshat 7 3 s>
¥y —d
b
e” senbi (s- a)2 o s>a
a 5 fﬂ
e cosht (s—a)2+b’ s>a
M
i"¢"  n = entero positive (s - a)" s>a
u (1) ¢ s>0
s
u‘(l)f(r—c) e F(s)
e £t} F(s—¢)
1 (s
g F
Fler) . [CJ ¢>0
(/- cJelrke Fls)als)
st -c) e
770) SRR 0 S0
-/l Fe)(s)

Tabla 10 Transformadas de Laplace
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Solucion de problemas con valores iniciales

Si f es continua y /' es seccionalmente continua en cualquier intervalo 0</< 4. donde
existen constantes K, a y M tales que f(tj<Ke™ para ¢>M. Entonces existe

L{f @)= sL{f(e)}- 7(0) para a, s> y.

Si f.f....f"" son continuas y f*' es seccionalmente continua en cualquier intervalo
0<t<A. Suponga, que existen las constantes K, a Y M, tales que f(r)s](e"’,

Sy Ke™,. .. f" M) < Ke” para +2 M. Entonces L{f‘"’(r)} existe, para s>a y esta dada

por:

L 0= 5Ll 05 10) == 70)- 1 0)

Ejemplo:

Consideremos la ecuacidn diferencial
Y-y -2y=0

y las condiciones iniciales

yoy=1,  y{0)=0.
tenemos que!

Liy'}-Liy}-2L{y}=0
donde, se escribe la transformada de una suma como la suma de las transformadas, para
expresar L{y’} y L{y’} en términos de L{y}. la ecuacion toma la forma:

(55~ 2)+ (1= 5)5{0)- 10)= 0
Al sustituir »(0) y »(0) en la ecuacién anterior, y despejando ¥(s), obtenemos:
s—1
Mo (s-2)s+1)

para llegar a la siguiente solucion:
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La integral de convolucion

En ocasiones es posible identificar una transformada de Laplace H(s) como el producto de
otras dos transformadas F(s) y Gls) que corresponden a las funciones conocidas / y g.
respectivamente. En este caso, podriamos anticipar que H{s) seria la transformada del
producto de /(1) y glr) Sin embargo, la transformada de Laplace no puede conmutarse con la
multiplicacién ordinaria. pero se puede definir un producto generalizado.

Si Fls)=L{f ()} y Gls)= L{g(r)} donde ambas existen para s >a 20, entonces
H(s)= F(s)Gls)= L{p)},  s>a
donde
Hi)= [£(e-o)glclar = [1(z)gle~ )
la funcién # se conoce como la convolucion de f y g; las integrales de la ultima ecuacion se
conocen come integrales de convolucion.

Ejemplo:

Si Fls)= [ slekie y G(s)= [[e el
Aplicando la convolucion:
F(s)6(s)= [[e flge [ e g lnlan

gracias a que el integrando de la primera integral no depende de la variable de integracion de
la segunda, podemos rearreglar la ecuacion y obtener:

F(s)6(s)= [ glnhdn [ e riehe

al introducir nuevas variables de integracién £=f-7, para una n fija. La expresion se
transforma a:

Fs)o(s)= [ elnkdn [ e (e -n
considerando que 77 = r la expresion sera:

F(s¥6(s)= [ glekr [« fle-oh
al invertirse el orden de la integracion obtenemos:

F(s)o(s)= fe"’dﬁ J:f(t - 7)glrMdr
que también es:

F(s)G(s)= [ e hlr)ar = LA(0)}

A
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Métodos Numéricos

Introduccién

Cuando se considera el modelamiento de problemas dinamicos, siempre aparecen ecuaciones
diferenciales que describen fenomenos transientes 6 espacialmente  distribuidos.
Frecuentemente estas ecuaciones resultan dificiles, o lo que es mas, imposibles de resolver
analiticamente; por lo que requieren ¢l empleo de algunas técnicas numericas, estableciendo
los algoritmos que nos permitan su adecuada implementacion.

Existen dos clases fundamentales de problemas con ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO’s). Problemas de valor inicial (PVI's), los cuales tratan con sistemas espacialmente
homogéneos que cambian con el tiempo y problemas con valores a la frontera (PVF’s) que
involucran sistemas en estado estacionario con gradientes internos. L.os sistemas que presentan
ambos tipos de problemas sc pueden describir mediante ecuaciones diferenciales parciales
cuyas soluciones son significativamente complejas y no sern discutidas en este trabajo.

Problemas Genéricos

Existen dos tipos de métodos numéricos para resolver EDOQ’s, métodos de un solo paso y
métodos multipaso. Ambos métodos estiman la solucion como una sucesion de valores a
intervalos especificos para generar una funcién que satisface la ecuacion diferencial. Los
métodos de un solo paso necesitan solamente un valor para estimar la solucién en cada
intervalo de tiempo, posteriormente esta estimacion se emplea para encontrar el valor de Ia
funcion en el intervalo de tiempo subsecuente. Los métodos multipaso estan basados en la
extrapolacién de ecuaciones en diferencias, regularmente combinados con algin método
iterativo de interpolacién para refinar la solucion (métodos predictor-corrector). Estos métodos
requieren de dos o mas valores de la funcion a un tiempo para obtener 1a siguiente estimacion.

Ambos métodos son igualmente exactos; sélo que los métodos multipaso ofrecen mejores
resultados cuando la funcién tiene un comportamiento “pobre” es decir, sus derivadas cambian
con rapidez extrema o es discontinua para ciertos valores de la variable independiente. Sin
embargo, estos métodos sufren la desventaja de requerir mas de un valor inicial. La mayoria de
PVI’s no disponen de valores iniciales maltiples, de manera que su solucién solamente puede
ser generada por métodos de un solo paso. Adicionaimente, dado que la ecuacion de
interpolacién es iterada muchas veces para reducir el error, los requerimientos
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computacionales de los métodos muitipaso pueden exceder a los que se requieren para los
métodos de un solo paso.

Problemas de Valor Inicial (PVI's)

En PVI's como el caso de un tangue agitado, los parametros especificos como temperatura o
concentracion. se suponen uniformes al interior del sistema y solamente varian con el tiempo.
Los modelos PVI’s de parametro fijo tienen amplia aplicacién en el disefio de reactores,
control de procesos y cinética quimica. Las restricciones matematicas sobre el sistema son los
valores de los parametros dados al tiempo cero.

Los PVI's estan definidos por una ecuacion diferencial, acompafiada de sus respectivas
condiciones iniciales, las cuales son los valores de las variables independientes, la funcion y su
derivada en ¢ = 0, donde ¢ es el tiempo. La mayoria de PVT’s son de primer orden.

PVI's de Primer orden

La forma general de los PVD’s de primer orden es:

x'= f(t,x)

x(0) = x,
El objetivo de la solucion es el de estimar x{t) o el valor de ¢ que corresponda al valor
conocido de x.

Problema XI: Conversion de Sacarosa a Glucosa en un reactor agitado

La glucoamilasa inmovilizada es una enzima que transforma sacarosa en glucosa. Un
problema con la glucoamilasa s¢ presenta a concentraciones altas de glucosa, en donde ocurre
una reaccién no deseada de sacarosa. Una via para reducir la formacién de este producto
secundario es limitando la concentracion de glucosa, lo que permite ¢l control de la conversion
de sacarosa.

Considere un reactor perfectamente mezclado que contiene una cantidad fija de glucoamilasa
inmovilizada. Suponga que la produccion de glucosa sigue una cinética de seudo-segundo
orden. la solucion de sacarosa es alimentada al reactor y, para controlar la concentracién de
glucosa, los productos se retiran a la misma velocidad, la velocidad de flujo se selecciona de
manera tal que el rendimiento de glucosa se mantenga en 50%. El reactor inicia con una
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solucién de sacarosa a la concentracién de alimentacién jcudnto tiempo tomara al reactor
alcanzar el 95% de la concentracion en equilibrio de glucosa? ¢,4 V

qu,u

ﬂ: q,4

Figura 11 Conversién de Sacarosa a Glucosa en un reactor bien agitado

El modelo diferencial es: [
dlal_qr 1 ap_9
Vil_ 4[] klal - 4 1)

Los parametros tienen los valores siguientes: g =100 gd: V' =10.000gu! [A,]=5 b ;
min gal
k =0.004 ( -‘?g)(lb)' Por simplicidad es conveniente escribir el problema en términos de
min
variables adimensionales, como:
g="1
v
vi[4, ]
q
[4]
S=r, "
[4,]

"~

Sustituyendo valores tenemos que: y =
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Las condiciones iniciales son cuando: 6 = 0.5(8) =1
Sustituyendo en la ecuacion original queda:
¢'=1-5-2¢" = f(6.¢)
dg
d6
E! valor asintotico de ¢ ocurre en el 50% de conversidn de sacarosa a glucosa, Cuanto

tiempo tomara para alcanzar et 95% del valor asintético? que es:

c=1-{0.95-0.5)=0525
Esta ecuacion tiene solucion analitica por el método de Riccati. Insertando los parametros del
ejemplo, la solucion especifica es:

donde ¢' =

_2e¥ 41

4e¥ -1
El 95% de conversion se encuentra cuando 8 = 0.90819, valor que corresponde a 1 = 90.819min.

Los métodos numéricos para PVI’s son equivalentes a las técnicas de integracion numérica. La
variable independiente {t)se subdivide en intervalos. Los puntos que definen cada intervalo se
conocen como puntos de maila. Empezando por ias condiciones iniciales, se efectia una
estimacion de x{r) en el siguiente punto de malla (el préximo paso en el tiempo) para generar
¢,. El nuevo valor se emplea para estimar el siguiente punto y asi sucesivamente. Estos son los
frecuentemente llamados procedimientos en marcha, dado que involucran estimaciones de x(r)
en pasos secuenciales. La solucién de este modelo también se puede obtener a partir de una
representacion funcional utilizando métodos de interpolacion, tales como splines ciibicos
[Tao,Bernard,1987].

Tal como sucede con todas las técnicas numéricas, la exactitud de los meétodos se puede
cuantificar. Con las soluciones en marcha, se emplea el error por truncamiento local (ETL),
que no es mas que fa cantidad de error introducida por la técnica de aproximacion sobre un
solo paso. El ETL depende de varios factores, entre los que se encuentran el tamafio de paso,
el método usado y el comportamiento del sistema.

Método de series de Taylor

[.a base matematica para el desarrollo de métodos numéricos adecuados a PVI's es la
expansion en series de Taylor. Esta expansion estima e} valor de una funcion, ubicado a una
pequefa distancia de un valor conocido. usando la derivada de la funcién.

Dada una funcién, g{f) con derivadas continuas en la region alrededor de /=a el valor de
gla+ k), donde h es pequeiia, es:
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o+ h)= sla)s hg'a)+ ) igla)e | W)+

Repitiendo estos calculos secuencialemente para valores de ¢, =a+nh, donde n=123,...
obtenemos una serie de estimaciones de g{r), si en cada calculo se incluye un nimero infinito
de términos se obtendra una solucién exacta. Sin embargo, el nimero de términos en la serie
pricticamente puede ser finito; por lo que se puede aceptar algin grado de error. El orden de
magnitud de este error por truncamiento esta definido por la potencia mds alta de los términos
incluidos. En otras palabras, si el ultimo término es de orden #*, el error en que se incurre por
el truncamiento de todos los términos de orden alto no es mayor de h®. De esta manera, un
método de enésimo orden, que incluye el término de la derivada de enésimo orden tiene un
ETL de (h") Asi, al incluir més términos en la ecuacién, se reduce el ETL.

Cuando se plantea un PVI, sc dispone de g(0) y g'{0} Tomando la derivada de g de més alto
orden y utilizando la expansion en series de Taylor, se obtiene una estimacion de g(#)
Desafortunadamente, la derivada de mas alto orden no siempre se encuentra de manera
sencilla; por lo que se necesitan métodos que pasen por alto este requerimiento.

Método de Euler

Este método parte de la base de que la primera derivada es conocida, por tanto ¢l camino

Iégico consiste en truncar los términos de alto orden y emplear tamafio de paso pequeiio. Esta

técnica se conoce coma el método de Euler, matematicamente este método se ve como:
gla+h)=gla)+ hg'(a)= gla)+ 1 (a, g)

En la ecuacion anterior, f(a, g) representa el valor de una funcion en el punto a y en el valor

de la funcion del tiempo g, para un punto a en el tiempo dado.

Se necesita un método para resolver la ecuacién anterior, iniciamos con un punto a Yy le
adicionamos una diferencia finita, # y repetimos este proceso hasta obtener un resultado

correcto. Esto se cumple con:
w,=a W,

el

= wn + hf(rn’wn)
donde w_ es la estimacion de glr,}n=1.23,...

Algoritmo del método de Euler

Dado el tamafio de paso k, la condicion inicial y(t,)= a,€l nimero de iteraciones (#irerac) y la

ecuacion diferencial y'(t)= f{r, y). de tal suerte que @, =a.
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Para i =1 hasta #iterac :
hd £"’ul =(t)‘ +hf('rr‘w|)
* =t +ih

o Salida=w

El método de Euler se interpreta geométricamente como una aproximacion a - (r) mediante el
empleo de la pendiente f'(t), en cada punto de la malla, para generar una funcion, w(t), que
aproxima f(t) Esto se muestra en la figura 13 Para propésitos de ilustracion, las dos funciones
se separan claramente; con ¢l método real las dos curvas podrian estar muy cercanas una de la
otra. El error total se incrementa generalmente en forma lineal con el incremento de +.El ETL
para este método es (h") y es proporcional al tamaiio de paso. La tabla 12 muestra los valores
que se obtienen para el ejemplo del reactor, utilizando #=0.1 y A=0.001. Dado que el
numero de calculos es inversamente proporcional al tamafio de paso, una solucién exacta
requiere de un gran numero de calculos. Por lo tanto, para este caso es deseable implementar
un método de error de alto orden, por ejemplo, uno en el cual el término de error sea
proporcional a la diferencia entre el valor real y el estimado elevado a una potencia mayor que
uno. En la figura 13. El error es linea! (la diferencia entre los valores de la funcién real y
estimado) para un error cuadratico, la diferencia es este valor se eleva a una potencia de cuarto
orden. Las potencias mds altas generan los errores mas pequeiios.

Valor de ¢
t,min Sol. Analitica Meétodos de Euler
(h=0.1) (#=0.01)
0 1 1 1
20 0.73853159 0.69200000 0.73480497
40 0.62214519 0.568569186 0.61889970
60 0.56465910 0.54027616 0.56232894
80 0.53480868 0.51935288 .53324380
100 0.51890546 0.50939418 0.51789120

Tabla 12 Solucion del ejemplo con el método de Euler
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Figura 13 Solucion del ejemplo con el método de Euler

Método de Runge-Kutta

Este método fue disefiado para reproducir los términos de la serie de Taylor sin diferenciacion
de la ecuacién original. El orden del método depende del niimero de términos reproducidos.
Aqui desarrollaremos un métode de segundo orden. Los métodos de orden mas alto pueden
deducirse de manera similar, si bien con una cantidad significativamente mayor de
manipulaciones algebraicas. La deduccion es basada sobre la expansién en series de Taylor
para dos variables.

f(r+h,x+k)=f+hf‘ +if,
I
+ e 2nif 10 )
+ ?:'(hlfm PV VSV M o R Tt

& /- o'f oS
di g

Ju= Bidf
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posteriormente, empleando una férmuta que involucra la evaluacion de f{t,x):
F, = hf(1.x)
Fy = Wf (t+ ch, <+ )
una combinacion lineal de F, y F, aproxima los términos de la serie de Taylor:
e+ h)=x{t)+ C R+ C,F,
= x{t)+ C\hf (1. x) + C, 4t + ah,x + BF})

Posteriormente se determinan las nuevas restricciones C,, C,, a y §, para compararlas con
los coeficientes de la serie de Taylor, como se delinea en las siguientes seis ecuaciones.

Expandiendo el altimo término y usando la expansion de Taylor para dos variables:
flt+ah,x+ PF )= f +aif, + fhff, + términos de alto orden
Sustituyendo ésta en la ecuacion anterior, y despreciando los términos de alto orden:
x(t+h)=x + Chf + Ch{f +ahf, + Brff,)
= x+ Chf + Chf +aCyhy f, + PCh ff,
de la serie de Taylor

xla+h)= x(a)+ hx'(a)+ 21! R x"(a)+ 3|! Wxm(a)+-

Reconociendo que: x'(1)= /{t,x)
=Eij_.(t’x)—g‘a[+a£a.x=f+ff

"ex =
/1) dr oot ox ot
Sustituyendo ésta en la serie de Taylor y eliminando los términos de alto orden.

xla+h)=x+hf + ;h’(f, + 1)

comparando esta ecuacion con la obtenida anteriormente:
x(t + h)= x + Chf + Cif +aCyy f, + BCR I,
tenemos que:

C+C =1
1

C2a=2
i

C2ﬁ=2

Este sistema de cuatro variables con tres incognitas tiene un grado de libertad; por lo tanto,
para determinar los valores de tres de ellas, se debe seleccionar el valor de una. Para efectuar
esta seleccion existen diversos métodos {Burden,1981]. Un conjunto de valores
cuidadosamente seleccionados es:

1
Cl = C‘2 = ,a = ﬁ = l
2
Lo que nos ofrece las ecuaciones de recursion:

W, =a
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mml =CU" + ;(‘F! +F2)
F‘I = hf(’n'wn)
FI = hf(rn + h’xn + ﬁ)
Dado que el ETL es (hz), se requiere el empleo de un método de Runge-Kutta de segundo
orden para obtener un resultado més exacto. El método de Runge-Kutta méis comunmente

empleado es de orden 4. El empleo de este método generard un resultado mucho mas exacto;
su algoritmo se presenta de la manera siguiente.

Algoritmo del Método de Runge-Kutta de 4° Orden

Dado el tamafio de paso k, la condicion inicial y(t,)=a, €l nimero de iteraciones (#iterac} y
la ecuacién diferencial y'(t)= f{r,»), de tal suerte que @, = a.

Para i =1 hasta #iterac repetir los pasos:

1. F=H{, )

3]
=
|
=
y
+
-
B
+

3.

4. F, =kt +ho +F

5. w,*,=m,+-:i-(F,+2Fz+2F3+ﬂ)
6, 1=1y+ih

7. Salida = w

Un planteamiento alternativo de finalizacion podria ser el de especificar un limite para ¢, en
lugar de fijar un nimero maximo de iteraciones.

La tabla 14 muestra los valores calculados para w, F, F, F ¥ Fi. usando el ejemplo del
rector con /r = 0.1, 1a tabla 15 compara estos valores con aquelios encontrados para h=001.

Dado que ¢l ETL es de orden (h‘), el error se reduce enormemente, comparado con el método

Euler; sin embargo, se¢ requieren cuatro evaluaciones por cada paso; asi que, la reduccion del
tamafto de paso incrementa el nimero de calculos Gill [Lapidus,1982] ha sugerido una
modificacion que reduce los requerimientos de computo.
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h=0.] | w(p)=1

8 w(@) F, F, A F,

0 1 -2 -1.520000 -1.631552 -1.237463
0.1 0.840891 -1.255521 -0.989450 -1.044520 -0.821517
0.2 0.738574 -0.829558 -0.668983 -0.699528 -0.562731
0.3 0.669752 -0.566889 -0.464216 -0.482574 -0.394007
0.4 0.622178 -0.396388 -0.328030 -0.339706 -0.280183
05 0.588644 -0.281647 -0.234803 -0.242539 -0.201462
0.8 0.564681 -0.202409 -0.169634 -0.174913 -0.146021
0.7 0.547388 -0.146657 | -0.123376 | -0.127057 | -0.106454
0.8 0.534822 -0.106892 | -0.090171 -0.092779 | -0.077938
0.9 0.525643 -0.078245 | -0.066138 | -0.068007 | -0.057238

1 0.518914 -0.057457 | -0.048638 | -0.049989 | -0.042132

Tabla 14 Calculos para el método de Runge-Kutta de 4°orden
Valor de ¢
t,min Sol.Analitica Meétodos de R-K 4°
(h=0.1) (h=0.01)
0 1 1 1
20 0.73853159 0.73857426 0.73853160
40 0.62214519 0.62217781 0.62214519
60 0.56465910 0.56468055 0.56465910
80 0.53480868 0.53482220 0.53480868
100 (.51890546 0.51891382 0.51890546

Tabla 15 Solucion del ejemplo con el método de Runge-Kutta 4° orden

Otra manera de reducir el nimero de célculos consiste en ajustar el lamafio de paso para
mantener un ETL especifico, con el avance de la solucidn. En las regiones de rapidez de
cambio lenta, el tamaiio de paso se podria incrementar, reduciendo el nimero de calculos. De
otra manera, en las regiones de alta rapidez de cambio, el tamafio de paso se podria reducir,
con lo que se mejora la exactitud del método y reduce el ETL. Aqui presentamos un esquema
revisado de ETL ampliamente usado, desarrollado por Fehlberg [Burden,1981].
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Meétodo de Runge-Kutta-Fehlberg

El método de Runge-Kutta-Fehlberg emplea una formula de ETL de 5° orden (h’] basado en
diversas elecciones para los coeficientes del método de 4° orden. La diferencia entre los
resultados con orden ( ‘) ¥y (h’) nos da una estimacion para el ETL. Se dispone de varias
estrategias para cambiar el tamafio de paso en respuesia a un cambio en ETL. Por simplicidad,
el algoritmo aqui empleado divide en dos o duplica el tamafio de paso. Fehlberg recomienda

una estrategia mas sofisticada, basada en la magnitud del error relativo.

Algoritmo del Método de Runge-Kutta-Fehlberg

Dado el tamafio de paso , la condicién inicial y{;,)= a, el nimero de iteraciones (#irerac), la
méxima tolerancia de error (Maxtol), }a minima tolerancia de error (Minitol} y la ecuacién

diferencial y'(}= f(t, ¥} cuando 1 <b,se hace:

1' }:] :hf(!ﬂ’wn)

2. F =hf{fﬂ+ ! h,w, + ! F})
2 4 4

3. Fx:hf(',:*’}h,wﬁ : S Fr y ]

32
4 F - hf(r +12h1 o, 1932FI_7200F2 7296 1
13 219 219 219
5 ﬁ:hf(r"+h,mn+ }2}?,—8[’21»36780!’,— 845 F,
216 513 4104
6. F, =hf[r,,+ b hw, - 2 F,+2F2—3544F3+--1-859 F-'lR
2 27 2565 7 4104 ° 40

7‘ wrr+l(4)=a)n+ 25 E+!4-08 2+2197F;h1 FS

216 2565 4104 5

16 6656 28561 9 2
£+

: + - - - =K+ F
135" 12825 % s6430 % s0 * 55 ¢

8‘ wml(s)= wrr +

Wy Y @y S€ refiere a las estimaciones de 4°y 5° orden, respectivamente.

9. Salida = wy,

Wiy~

10. Si OF 5 (Maxtol), entonces h =2h
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Wy — @
1.si . “ < (Minitol), entonces h =;

Debido al error por redondeo digital, la rutina de ajuste de error puede ser inestable; por este
motivo se recomienda emplear limites maximo y minimo en ¢l tamafio de paso. El control de
ETL emplea dos calculos funcionales adicionales por paso; para tamafio de paso pequeiio, €l
numero de calculos se puede reducir empleando periédicamente el centrol de error, en lugar de
hacerlo para todos los pasos.

Los métodos presentados solamente se pueden manipular en la solucion de ecuaciones
diferenciales de primer orden; los problemas précticos involucran frecuentemente ecuaciones
diferenciales de alto orden 6 sistemas de ecuaciones diferenciales. Extendamos ahora estos
métodos para solucién de ecuaciones diferenciales de primer orden a situaciones més

complejas.

Valor de ¢
t,min Sol.Analitica Meétodos de R-K-F
(hmax = 0.1) (hmin = 0. 1)
0 1 1
20 0.73853159 0.73853159
40 0.62214519 0.62214519
60 0.56465910 0.56465910
80 0.53480868 0.53480868
100 0.51890546 0.51890546

Tabla 16 Solucién del ejemplo con e! método Runge-Kutta-Fehlberg

Nomenclatura del Problema XI:

= Tiempo, min
= Volumétrico, gal ‘min
Volumen del reactor, gal
= Constante de velocidad de reaccion, gal (min)(b)

{incluye la cantidad de enzima presente]
Concentracion de sacarosa en el reactor, /b gal

T m -

[4]

4] Concentracion de sacarosa en la corriente de alimentacién, /b gal .
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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales ordinarias

Es frecuente, en los problemas fisicos, la presencia de varios sistemas interrelacionados, cuyo
modelamiento matemitico requiere del empleo de sistemas de ecuaciones diferenciales; por
ejemplo, considere la produccién en serie de compuestos secundarios en el reactor del
ejemplo:
A~ B

A+ B P

P+P-—HL0
Suponiendo que las reacciones son clementales, el proceso se modela como un sistema de
EDO’s:

d[A] q[A] g[A]- k[4]- k,[4]B])

_‘%3] - rl/ (- g[B] + &,[4] - k,[4TBD

d‘[:] ( g[P]+ k,[4]B)- &, [PT)
dc[f.] = 2 [ alr)eileF)

Los valores de las condiciones iniciales son al tiempo cero; [4]=|4, } [Bl=[P}=[0]=0

Los sistemas acoplados de EDO’s no lineales raramente tienen solucion analitica, sin embargo
estos sistemas se pueden resolver numéricamente a través de los métodos delineados para
PVI's en EDOQ’s sencillas. El primer paso consiste en adimensionalizar los valores de los

parémetros:
A
X = :
R S B

g=f‘l; £ = _; £ = klA g = k[AP
4 q q q

el sistema se convierte en:

&, =l x, — X, - £,5,X

d€ ] 1”1 27172

ax =X, + §X, — £,%,X

dg 1 [ | 2772

dxl:—x + £,X. X —81’2

d9 3 27172 33

d(; =&x) —x,

Siendo las condiciones iniciales: cuando 8 = 0 =L x=x=x=0
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Cada una de estas ecuaciones se resuelve individualmente para cada paso, empleando los
métodos delineados previamente. Al trabajar con un método de Runge-Kutta de 4° orden, cada
paso requiere 16 calculos funcionales, cuatro por ecuacion. Se presenta un algoritmo de
computo adecuado, en donde los sistemas de ecuaciones se pueden escribir en notacion

- . - - - . - I ' Pl
matricial, por conveniencia, es decir, se escribiran en la forma X = F (X ), en donde:

X, x, l—x, —&x, — £,%,X,
r
x x =Xy +EX —E;XX
2 b4 2 171 et et
X = x'="1 F(x)= ;
Xy X, — Xy + £3X Xy — £3X3
’ 1
x, x; £4%) — X,

Algoritmo de sistemas de Primer Orden

Dada la funcion matricial X' = F(X) con las condiciones iniciales X (0), el tamano de paso A,
y el limite 1 =4

Para ¢ < b, efectuar los pasos:
1. R{X)=F(X)

2. FXx)= F(X + hF,J
(

5. x{, +1)=x{)+ ;h(F, +2F, +2F, +F,)

Ecuaciones de Orden Superior

La solucién de PVD’s de alto orden es similar a la solucion de sistemas de EDQ’s. El truco
consiste en descomponer la ecuacion diferencial de enésimo orden en un sistema de »
ecuaciones de primer orden y pasando a la solucién del sistema a través del empleo de los
métodos delineados previamente, haciendo una sustitucién de variables para las derivadas de
Ja ecuacion. Por ejemplo, el siguiente PVI altamente no lineal con restricciones.

y™ =y cos(y’) + In y{tan@)
Siendo las condiciones iniciales: cuando & = 0; y(0)=a;  y@)=b  y0)=c
Las nuevas variables son: x, =6, X =¥ x, =y x, =y
Y diferenciando cada variable:
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x =1 Xy = Xy X3 = X3 x, = x, cos(x, )+ In x, {tanx, )
Ahora los valores iniciales son:
ro=a X =b x,=¢,5x=0
Reconociendo a X' = F(X) como un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales de primer
orden, este problema se resuclve usando los métodos descritos anteriormente ( para grandes
sistemas de ecuaciones, la retransformacién se simplifica a través de una tabla de
transformacion de variables).

Resumen de PVI's

Los métodos aqui presentados nos permiten conocer la solucién numérica de PVI's de primer
orden; empleandose también, por extension, para la soluciéon de EDO’s complejas y de
sistemas de EDO’s. La exactitud de los métodos o el nimero de cilculos involucrados de
puede establecer a través de la determinacion del tamaiio de paso. Existen dos formas para
efectuar esta toma de decisién: manualmente 6 a través del monitoreo del ETL.

La gran ventaja que ofrecen estos métodos es que podemos resolver ecuaciones diferenciales
altamente no lineales, sin emplear técnicas aproximadas de linearizacién u otro tipo de
simplificaciones de los sistemas. Sin embargo, la carga computacional se incrementa
severamente con el incremento de EDQ’s. Partiendo de la base de que estos sistemas
acoplados son frecuentemente propensos a singularidades y comportamiento oscilatorio, 1os
resultados deben ser cuidadosamente monitoreados para detectar errores.

No hemos mencionado una palabra alrededor de la exactitud de estos métodos, debido a que
los errores adicionales por truncamiento o por redondeo digital pueden jugar un papel
importante en el error total. Por ejemplo, dependiendo de que tan pequefio es el tamafio de
paso, pueden aparecer errores debidos a las divisiones o multiplicaciones que involucren 4. De
la misma manera, para sistemas que efectien comparaciones de términos exponenciales y no
exponenciales, la exactitud de los exponentes puede causar problemas también. La linea base
consiste siempre en analizar cuidadosamente la solucion suministrada por los métodos
numéricos para determinar si tiene o no sentido, Revisar si cualquier comportamiento al
interior del sistema podria causar errores extremos o invalidar la solucion; y finalmente, tratar
de emplear métodos diferentes para verificar tos resuitados, si esto es posible.
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Problemas con Valor a la Frontera (PVF’s)

Los PVF’s suponen la existencia de variaciones espaciales (los pardmetros se encueniran
distribuidos) dentro del sistema, mientras que €éste se encuentra es estado estable. Los modelos
de parametro distribuido se emplean en sistemas que involucran transporte de momentum
{cantidad de movimiento), calor o masa. En este caso, las restricciones matematicas son los
valores de los pardmetros en las fronteras del sistema, y debido a la geometria de los sistemas,
los PVF’s son de naturaleza mas compleja que los PVI’s. Los métodos numéricos para
solucion de PVF’s requieren el conocimiento de técnicas como diferencias finitas;
perturbacion (una funcion que produce un pequefio cambio en el valor de una funcién dada); o
intentos por ajustar una forma funcional a la solucion, basada en técnicas de colocacion
(mediante la comparacién de una funcién corriente con otra) las cuales reguieren un
antecedente matematico mas sofisticado. Sin embargo discutiremos un método para resolver
PVF’s, con base en una simple extension de tos procedimientos para la solucion de PVI's.

La mayoria de PVF's se¢ pueden ejemplificar a través de EDO’s de 2° orden, que poseen
restricciones especificas en las formas del sistema:

Y=y a)=a:  ¥b)=8
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Problema Xil: Generacién de calor en una resistencia eléctrica.

En el problema de generacion de calor a través de una resistencia eléctrica en un alambre con
temperatura cercana a su temperatura de superconductividad, la resistencia eléctrica, asi como
la produccién de calor resistivo, se incrementa con la temperatura. Para minimizar la
temperatura interna del alambre, se emplea un alambre anular a través del cual fluye liquido
enfriante, tanto por el interior como por el exterior jcual es la temperatura méxima, en estado
estacionario, al interior del alambre?

T mmp
Ry
Enfriante 1
T,
R,
T- ) )

Figura 17 Ejemplo de un problema con valores a la frontera

Si la conductividad térmica y el calor disipado son funciones de la temperatura, el modelo
diferencial de este sistema es:

;’r (_ rk(r)ddn =nTy

r=R,—»T=T,
r=R —»T=T.
En donde T, =temperatura del liquido enfriante.

Si T) y (T} son constantes o funciones simples de T, se puede construir la solucion
analitica de este problema [Bird,1960]; sin embargo, si # y k son complejas, no es posible
determinar tal solucion; por lo que se requiere de una selucién numérica. Desarrollando el
modelo diferencial:
rkT" + rk'T? + kT +rh=0
Reescribir el modelo para hacerlo adimensional:
' b4

6'+k T.8° + P
k k

£ T.
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de
Suponga que la conductividad térmica y la disipacion de calor tienen los siguientes
comportamientos:

k=k(1+6)
Y
h=a"
entonces:
W, 20 0 1, R} oo
9+(l+9’)9 +£9 +T(‘ku(]+92)e =0

Esta ecuacion es diferencia! de segundo orden ajtamente no lineal, cuya solucién analitica no
existe; sin embargo, es un PVF de dos puntos que se puede resolver mediante una extension de
los métodos previamente descritos para PVI's, llamado el método del disparo
l.as condiciones de frontera son:
£= R —8=0
RO
£=1-8=0

Método de Disparo

El método de disparo es una técnica de bisqueda similar a la determinacion de la raiz de una
funcién. Primero, reconoce que, si la restriccién inicial en la primera derivada fuera
especificada a cambio de una segunda condicién de frontera, e} problema se podria resolver
como un PVI. Dado que la funcién es continua, debe existir su primera derivada en la posicién
inicial; de esta manera, un método consiste en encontrar un valor para esa primera derivada,
que satisfaga la segunda condicion de frontera en la solucién numérica. El método de
biisqueda involuera la estimacion de trayectorias iniciales, de ahi su nombre.

Matematicamente
y = f(6.y.¥)
con y(a)=x y y(b)=n.

Dado un valor y'{a)=2z, w(b) se estima a través de los métodos de solucion numérica para
PVI's. Et valor de w(b) predicho deberia ser aceptablemente cercano a 7; si esto no ocuire, se
debe intentar la bisqueda de otro valor para y'(a) Suponga que alguna funcién g(z) describe
ta dependencia de w(b) en z. El truco consiste es buscar eficientemente un valor de z que
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corresponda a w(b) = i (Esto es como buscar raices de una funcion, excepto porque la funcion
es desconocida).

Las estrategias de bisqueda empleadas son las mismas que aquellas que permiten encontrar las
raices de una ecuacién [Tao,1988); una estrategia simple consiste en usar un modeto lineal
para g(z). Dadas dos suposiciones de ¢{z). la siguiente se estima por aproximacion lineal. Con
el uso de mas puntos, se puede evitar el uso de las estrategias de estimacién de alto orden
[Cheney,19807; el algoritmo que se emplea hace una basqueda lineal.

Algoritmo para el método de disparo

Dada la ecuacién diferencial con sus condiciones a la frontera

Y=flxyyk  da=a oy AB)=P
el tamafio de paso k, la suposicion inicial de y'(a) y (Maxtol}=tolerancia de error para la
solucién de Ia condicion a ta frontera y(b) '

Primero: se descompone el sistema en tres ecuaciones de primer orden, usando el método dado
para PV1's de alto orden:
x=1
X=X
X, = f(xt'xhx!)
Segundo: este sistema es resuelto usando el método para sistemas de ecuaciones de enésimo
orden. Inicialmente esto se realizara varias veces a diferentes valores de y'(a) para suministrar

los puntos iniciales de la busqueda.

Tercero: si x, = y(b) > (Maxtol), use la estrategia de busqueda para estimar un nuevo valor de
¥'(a) y repita el segundo paso. Repetir estos dos pasos hasta que x, - Wb} < (Maxtol)

Se dispone de varias técnicas de busqueda, en ¢l empleo de estas técnicas se deben observar
las mismas precauciones que se han comentado previamente, acerca de la estabilidad y la
rapidez de convergencia de estrategias de bisqueda de raices [Tao,1988}.

A pesar de que el método es teoricamente valido, ¢l valor de w(p). usualmente, es muy
sensitivo al valor exacto de z; por lo que la exactitud digital juega un papel muy importante en
la convergencia de este método. Para determinar si es esle el caso, €s prudente efectuar
algunas estimaciones preliminares acerca de la sensibilidad que presenta w(b) con z. previo a

emplear el método, para garantizar resultados altamente exactos.
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En el ejemplo a través de la sustitucion de las variables son: x, =& x, =6, x, =& =1y
x; = x, tenemos:
?
ch (l2+x;2) SR kalx:x?)eM
2 1 [t ] 2

Las condiciones a la frontera son:

v =¢gx, =0

x =hx, =0
suponga un valor para x, y resuelva para x, en x, =1; si x, no es ceroen x =1, intente con
otro valor para x,. Este procedimiento continua hasta obtener un valor aceptable para x,. la

Tabla 18 contiene los valores calculados a través del empleo de los siguientes valores para los

parametros: R =lem; T, =100K; y &k =0.1 Watt .. La estrategia estima x, y el perfil
em-s- K
resultante se muestra en la figura 19.
Tolerancia de error=0.00001 I N=10 Disparo 1.0
£ 8 g
0.50 0 0.429950
0.55 0.020484 0.390472
0.60 0.039106 0.353862
0.65 0.055551 0.294935
0.70 0.066584 0.122168
0.75 0.065370 -0.15511
0.80 0.054007 -0.271569
0.85 0.039923 -0.283761
0.90 0.025970 -0.273083
0.95 0.012653 -0.259582
1 0 -0.247716

Tabla 18 Solucidn del problema con valores a la frontera
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Figura 19 Perfil de temperatura en un alambre anular

Otros métodos empleados en la solucién de PVF’s [Lapidus,1982), involucran el uso de
técnicas de diferencias finitas y teoria de perturbacién; sin embargo, estos métodos son
absolutamente sensitivos a la linealidad del sistema de ecuaciones, de manera que no pueden
emplearse en sistemas altamente no lineales. La ventaja principal del método de disparo es que
permite a solucién de sistemas altamente no lineales, usando algunas técnicas ya establecidas
para la solucion de PVI’s.

Es posible extender los métodos numéricos a la solucién de problemas con valores a la
frontera de dos puntos, empleando técnicas de busqueda; mientras no se presente una garantia
de convergencia, los métodos son tedricamente validos y son capaces de manipular sistemnas
no lineales, usando métodos para PVI's.

En la medida en que se emplean sistemas mas sofisticados, se pierde la sensacion intuitiva
para la solucién, de tal manera que se torna critico el asegurar que la solucién numérica es
apropiada; por lo que los resultados siempre deben revisarse y compararse con las ecuaciones
originales para temer certeza en la exactitud. Estos resultados deben ser cuidadosamente
escrutados para poder decir que reflejan fieimente la realidad fisica. Se deben emplear trampas
para errores o monitorco progresivo de Ja solucién a fin de encontrar errores digitales o
singularidades numéricas.
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Finalmente; a pesar que estas técnicas constituyen herramientas poderosas para resolver
problemas especificos, no pueden ser sustitutos del analisis tedrico valido; dado que siempre
existiran sospechas debido a los errores digitales y de cémputo. Ademas, los métodos
numéricos solamente suministran soluciones especificas y no pueden predecir el
comportamiento general del sistema bajo diferentes condiciones. l.a comprension del
comportamiento del sistema solamente puede ser adquirida a través del analisis tedrico
fundamental.

Nomenclatura del Problema XI11:

=  temperatura
K(T)= conductividad térmica como funcion de la temperatura

HT)= disipacién de calor como funcion de la temperatura
r= distancia radial desde el centro del alambre
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Método de colocacion Ortogonal

Fl método de colocacion ortogonal es una técnica eficiente para resolver ecuaciones integrales
o diferenciales que describen problemas de transporte (transferencia de momento, calor ¥y
masa) ajustando una solucién prueba en puntos seleccionados. El método se visualiza como de
un proceso ¥ descrito por una ecuacién o un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales o
no-lineates.

L.y=0
Con condiciones frontera o iniciales S lineales o nolineales.

Liy=0
L,y L, definen el espacio y condiciones de la ecuacién diferencial o integral a resolver, y es
la variable dependiente. Para resolver el modelo del proceso L,y=0, [Villadsen y
Stewart,1967] propone una solucién ¥y, que aproxima a la solucién exacta, denominada

funcion prueba.
yu = yﬂ +zbrPn(x)

=]

La solucién de la funcién prueba es de orden de aproximacion n, con pardmetros b,
indeterminados y una combinacién lineal de funciones F, conocidas. Los parametros b, son
determinados en n puntos, donde se sabe que la funcién prueba satisface la ecuacién que
define el modelo de! proceso, las condiciones frontera y las condiciones iniciales. Loos puntos
seleccionados son las raices de una funcién, la cual es combinacion lineal de una familia de
funciones ortogonales. Estos puntos, denominados puntos de colocacién, minimizan el error de
aproximacion en la regién de interés.

Se han propuesto varios métodos para aproximar la solucion de este problema, los cuales
difieren entre si por los criterios para seleccionar las funciones ortogonales P, las condiciones

del modelo y los puntos donde se determinan los parametros b,. [Stewart,1984] clasifica los
métodos de aproximacion de la solucion de la manera siguiente:

A Meétodos de residuos pesados
Minimos cuadrados.
Métodos variacionales.
Colocacion ortogonal.
Elemento finito.

B Métodos de diferencias finitas
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De los métodos de aproximacion de la solucién referidos, el de diferencias finitas es mas facil
de automatizar. Sin embargo, el espaciamiento equivalente entre los puntos de la coordenada
independiente con frecuencia es una desventaja, ya que no representa adecuadamente a los
segmentos no lineales del proceso. Colocacion ortogonal es un poco mas dificil de
automatizar, utiliza un espaciamiento Optimo y representa mejor scgmentos no lineales.
Colocacion ortogonal se ubica cntre los métodos de residuos pesados, también conocidos
como métodos de distribucion del error. Discutiremos una de tas tres esirategias disponibles en
la colocacion ortogonal.

Colocacion interior.

Esta estrategia de colocacion orlogonal requiere que la solucién prueba ¥, satisfaga
idénticamente las condiciones frontera. La solucién debe cumplir con las condiciones L3, =0
y L.y, =0. Para resolver el modelo de un proceso representado por la ecuacion diferencial
L.y =0 es posible proponer una funcién prueba de la forma

Yo=ym+ (1 - XI)Zb.P.(xz)

=0
La funcién prueba y, satisface Jas condiciones frontera en =1

Las funciones P,(x’) son una familia de polinomios ortogonales; b, son los coeficientes de la
combinacion lineal de polinomios. Las raices del polinomio que resulta de la combinacion
lineal de los polinomios ortogonales P,(xl) nos proporcionan los puntos de colocacion o

puntos de cuadratura optima.

Figura 20 Sistemas geométricos simetricos.
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Sistemas geométricos simétricos.

Considere una region geométrica simétrica limitada x* =1 (figura 20). Es posible definir un
parametro a para identificar diferentes geometrias: a=1 para geometria rectangular, a=2
para geometria cilindrica y @ =3 para geometria esférica. Se puede aproximar un elemento
diferencial de volumen como una funcién de la coordenada independiente y el parametro de
geometria a.
dV = x"dx
Ademas, estos sistemas geométricos simétricos cumplen con las siguientes condiciones
B o
drﬁ:sn
f)=1(-x)
Por lo tanto, el perfil caracteristico de la coordenada independiente es de la forma mostrada en
la figura 21, lo cual justifica seleccionar la familia de polinomios ortogonales de la forma
P{x?}y no de la forma £,(x)

Figura 21 Perfil caracteristico de la coordenada independiente.

La experiencia ha demostrado que muchos modelos de importancia practica para ingenieria se
representan por ecuaciones diferenciales de segundo orden (Carnahan, 1969), por mencionar
algunas: ecuacion de conduccién de calor, ecuaci6n de transporte de vorticidad, ecuacion de
Poisson, ecuacién de onda, ecuacion de difusién, etc. La solucién a estas ecuaciones se
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simplifica cuando se definen condiciones a la frontera simélricas con geometria rectangular,
cilindrica o esférica.

Reduccion de la forma diferencial.

Una caracteristica importante de los polinomios ortogonales consiste en que, una combinacion
lineal de una familia de polinomios ortogonales
?n = y() + Zblpl(x)

=]

estd en correspondencia con un polinomio de grado » con coeficientes reales de la forma

P (x)= ie,x'

Si la funcién prueba es de la forma
-1
yn zy(l) +(l—x2)Zb,P,(x1)
r=0

entonces, una forma alternativa de escribir la funcidn prueba es la siguiente:

n+l

_ hi-1
yn - Zel'x
1=

Como podemos observar, la funcién prueba alternativa es un polinomio P, (x’) de la forma
P,z tex vex'+ore 1
Al evaluar la funcion prueba alternativa en cada punto de celocacion, obtenemos:

n+l

j’nj =Zerx2‘_2‘ ;j=]|"':n+i

121 N
o

La cual podemos expresar en forma matricial.

Donde
2 2
¥ g I x x"
2 2
’y _ j‘,v e = ez Q ; xz .).’zn
n - § P - -2 :
. X :
p :
] 2
yml em—l 1 xru] Tt xn:]

Un punto importante es que con los valores de las ordenadas y los puntos de colocacién
conocidos podemos resolver para € y obtener los coeficientes de la funcion prueba, esta
consideracion sera utilizada posteriormente para reducir las formas diferenciales.

De la ecuacion anterior oblenemos:
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e=Q'y,

Q es una matriz de dimension [#+1,7+1] y sus elementos se definen como: @, = x;’

-1

Forma reducida de la primera derivada.

Derivando la forma alternativa de la funcion prueba y evaluando en cada punto de colocacién
resulta:

el dx!r-l
-‘Z:’ =) e e si=Ll o+l
5, & x,

La cual podemos expresar en forma matricial de la siguiente forma:

a4, =Ce

t
Vo= e
Donde
» 0 2x - 2nx!
¥ 0 2x - 2mc)!
Yo=| 2} C=|. 77 §
S N ¢ Y] S
y:ul 0 zxml T 2)’!X:fl_l

C es una matriz de dimensidn [n +ln+ l] y sus elementos se definen como:
_ P -1
C,= (2i -2)x \

-I L I3 -
Substituyendo e=0Q Y. en la expresion de la primera derivada obtenemos la forma
reducida de la ecuacién diferencial

By _ ay
4]
dx
-1
A=CQ
A es una matriz de coeficientes reales de dimensién [n+1,n+1] obtenida a partir de los
valores de los puntos de colocacion. La siguiente expresion es la forma desarrollada de la

ecuacion

v, |
de:;A"?(x'), J=heentd

Como se observa, la ecuacion diferencial de primer orden es reducida a un sistema de
ecuaciones simultdneas. Los coeficientes A4, son valores conocidos, determinados por los

valores de los puntos de colocacion. La solucidn del sisterna de ecuaciones corresponde a ta
solucién de la ecuacidn diferencial en los puntos de colocacién determinados.
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Forma reducida de la segunda derivada.

En virtud de que la expresion de la segunda derivada depende del sistema coordenado
utilizado, es necesaria una expresion de trabajo donde se incluyan los tipos de sistemas de
coordenadas para las geometrias referidas.

4’3,
i’

y:=xl—u d x| = d x"m N a=2
dx dx de| dx
d {x'dy,
x‘de| dx

Para obtener la forma reducida de la segunda derivada se incluye el término que determina el

sistema coordenado.
n+l -1
_\,Ivu d xa-l dyn):xl-a d xa-lzef d-‘—
dx dx dx pr dx

Desarrollando la ecuacién, al evaluar en cada punto de colocacién obtenemos la siguiente
expresion.

3

o =”Zﬂe.(2f-2)[(2f-3)+(a—I)IX""‘, ii=l,n+l

=1

La cual podemos expresar en forma matricial de la siguiente forma:

xl-a;‘;x[xn-l ‘Z;:]= 'y: =De

. —0y! . .
Substituyendo €= Q7'Y, en la expresion de la segunda derivada, obtenemos la forma
reducida de ia ecuacion diferencial de segundo orden.

¥. =By,
B =DQ"
Donde
yl' 0 2a (40 + 8),\"z . (2” - 4X2n _ 2)",‘2"-4
yrf _ v | D- 0 2a (4a+8)x; (2n+a“4X2n_2)x22n-4
R A Lo : D, :
y;n 0 2¢a (40 + 8)"::+I PPN (zn +a-— 4X2n _ z)xj:nl-a

Lamatriz D es dimensién [n+1,n+1} y sus elementos se definen como:
D, =[(2i - 3)+ (a - 1)f2i — 2>

97



B de manera similar que A, es una matriz de coeficientes reales de dimensién [r+1,m41]

obtenida a partir de los valores de los puntos de colocacién. La forma desarrollada de la
ecuacion matricial es:

n+l

v =3 B3, j=lontl

=l

Como se observa, la ecuacién diferencial de segundo orden es reducida a un sistema de
ecuaciones simultdneas. Los coeficientes B, son valores conocidos, determinados por los

valores de los puntos de colocacion. La solucion del sistema de ecuaciones corresponde a la
solucién de la ecuacién diferencial en los puntos de colocacion determinados.

Obtencidn de los factores de peso W.

Cuando se requiere evaluar una integral, utilizamos la férmula de cuadratura
n+l
JrE)y =3 wr(x)
I r=1

Donde w,son los factores de peso.

Utilizando la aproximacion diferencial de un elemento de volumen (dV = x""dxl la férmula
de cuadratura se puede expresan de la siguiente manera:

[rtxav = ]f(x,)x“"dx

Recordando que la funcién prueba se puede expresar como sigue:

LEA

¥, = Z e,x

=

Observando la similitud entre la férmula de cuadratura y la funcién prueba.

F= Jf(x)dV =§w,.f(x,)=?" ="Z”:e,x2"2

21-2

=l Fe

Se derivan las siguientes expresiones.

e(x) = wlx})= x*"'
Integrando la ecuacién de cuadratura con aproximacion diferencial de un clemento de
volumen, se pueden conocer los valores de la ordenada en cada punto de colocacion, lo cual
nos proporciona un vector de valores ordenados.

; I
F = [k = [ =t

] o 0
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1
F = jx“’lx""dxz : sj=hentl
o 2j-2+a

Conocido el vector de ordenadas F,, la funcién prueba se puede expresar como sigue:

nel

F1 =?m :Zele‘-z j=1‘“"”+i

=l
Esta ecuacién se puede expresar en forma matricial, de manera similar como se hizo con las
ecuaciones de la primera y segunda derivadas.

F=0Qe
Pero, dado que € = W | entonces
F=QW
Por lo tanto, los factores de peso también se pueden obtener a partir de los valores de los
puntos de colocacion.
-1
W =FQ
Los factores de peso resultan Gtiles cuando se dispone de la ecuacion diferencial que
representa al modelo del proceso, pero se desean evaluar valores medios definidos como:

[y
Shy ="
!
La ecuacién integral se expresa de manera equivalente.

nsl

2w flx)
f(x) =" el

>ow

dv

1
=]

Procedimientos de calculo para los polinomios de Jacobi.

Obtencion de tos coeficientes de los términos de los polinomios de Jacobi.
Se calculan los coeficientes de los términos de los polinomios de Jacobi Pn(x’)= 0,de acuerdo

(—n{n+‘;+1j 2 (—n)(—rr+l)~-(—l(n+;+1)-~(n+ ‘2’ +nJ

€ A

con la funcion:

x}n
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Donde n es el grado del polinomio en x’y a corresponde con el tipo de geometria. La

ortogonalidad de los polinomios de Jacobi asegura que los ceros o raices de 7, (x2

reales, distintos y localizados en el intervalo abierto (0,1)

): 0 sean

Al obtener los coeficientes de los términos del polinomio de Jacobi, de acuerdo con ¢l grado
del polinomio y la geometria del sistema. Los resultados se muestran en la tabla 22,

an P"(xz) Pn(x)

1] A{s)=1-5¢2 Py(x)=1+0x - 5x?

2 Pz(.\'1) 1-14x? + 21x* P,(x)=1+0x -14x" +0x’ + 21x*

3 | Alx')=1-27x" +99x* -85x° P(x)=1+0x—27x7 +0x* +99x" + 0x’ - 85x°
2|1 | Alxt)=1-3x2 P (x)=1+0x-3x2

2 P)(\'I) 1--8x? +10x" P{x)=1+0x-8x" +0x’ +10x"

3 | Plxt)=1-15x +45x* -35x° P(x)=1+0x—15x" +0x" +45x* + 0x* ~35x°
301 J",(x’)z]—-ij2 Py(x)=1+0x-2.3x"

2 Pz(xz)zl 6x* +6x P(x}=1+0x-6x" +0x" +6x*

3 | B{x!)=1-11x +28.6x' —20.4x" | B, (x)=1+0x—11x" + 0x’ +28.6x* +0x’ - 204x°

Tabla 22 Términos de los polinomios de Jacobi.

Obtencion de las matrices Q,C, D y los factores de peso w.

Se construyen los elementos O, C,, D,. ¥

F como sigue:

I

1
' 2j4+a-2
22
Q,=x Lf =Lt
= 2!—2))()21_] i=1,n+l
=f(2i-2)+ (a-2)K2i - 22
por ejemplo, para =1y n =2 tenemos:
F= 1,',‘}
35
X x x 0 2x, 4x 0 2 12x
Q:xg x! x;;c=0 2x, 4x31 D=02l2x12
X i x 0 2x, 4x, 0 2 I2x]
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Las siguientes tablas muestran los resultados de las raices de los polinomios de Jacobi o
puntos de colocacion, las tablas muestran los elementos de las matrices 4, B, y el vector

factor de peso W,
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o AJ" BI' WJ
0.4472 1118 1.118 -2.5 25 0.8333
1 -25 25 -2.5 25 0.1667
02852 | -1.7530 25076 -0.7547 47399 56771 -0.9373 | 05549
0.7651 i -13706 -0.6535 2.0241 8.3229 —23.2601 14.9373 0.3785
1 1.7915  -8.7915 7 19.0719 -470719 28 0.0667
0.2093 | —23889 35135 —-1.7401 06155 | -81079 9.6033 -20343 05389 | 04125
0.5917 | —1.5027 -0.8450 33435 -09958 | 116116 -272946 193095 -36264 | 0.3411
0.8717 | 08178 —36741 —05736 34299 | -39822 312613 -770974 498183 | 0.2107
1| -1.4877 56276 -176399 13500 | -354326 1229363 -200 112500 | 0.0357

Tabla 23 Geometria rectangular (a=1)

X, AI" BJ" WJ
0.5774 -1.7321 1-7321 -6 6 0.375
1 -3 3 -6 6 0.125
0.3938 | -2.5396 3.8256 - 1.2860 ~9.0024 122097  -2.3973 0.1882
0.8031 | ~-1.3777 -1.2452  2.6229 9.0337  -32.7643  23.7306 0.2562

1 17155 -9.7155 8 22.7575 - 65.4241  42.6667 | 0.0556 |
02976 | —33508 52924 —3.1010 11684 | ~158814 196364 ~-52812 15262 | 0.1102
0.6399 | —13980 ~15628 43197 13589 { 111519 -344974 292357 -58902 | 0.194|
0.8875 | 06972 —36767 —1.1268 41062 | -3.5406 345121 -99.6212 686496 | 0.1644
I _12267 54011 —19.1744 1500 | -33870 1362497 -2523797 15000 | 0.0313
Tabla 24 Geometria cilindrica (a=2)

X, A, B, W,
(.6547 -2.2913 22913 -10.50 10.50 0.2333
1 -3.50 3.50 ~10.50 10.50 0.10
0.4688 | -3.1993 5.0152 —1.8158 ~15.6700  20.0349  -4.3649 0.0949
0.8302 | -1.4087 -1.8067 32154 9.9651  -44.3300 34.3649 0.1908
1 1.6968 ~10.6968  9.00 26.9329 -86.9329 60 0.04776
33631 | —4.1309 68819 _4.5475 17965 | -238531 305937 -9.7463 30057 | 0.0457
0.6772 | ~13389 -22150 52891 -1.7351 | 110999 -432377 408188 -86810 | 0.1259
0.8998 | 06257 -17406 —1.6671 47820 | -33228 383568 -1254093 503753 | 0.1340
1 —10727 53256 -2Q7528 1650 | 336756 1523752 -3111996 19250 | 0.0278

Tabla 25 Geometria esférica (a=3)
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Problema XlII; Flujo en un conducto circular

El flujo laminar en estado estacionario desarrollado por un fluido newioniano, condensidad p
y viscosidad u constantes en un conducto circular donde r << L. El movimiento puramente
axial cuya velocidad v, =v.(r) permite que la ecuacion de movimiento en coordenadas
cilindricas se describa por la siguiente ecuacién diferencial.

8 v, ) AP

B =0

ror\ or L

Con las condiciones frontera: en r = R, v, =0. Se requiere encontrar €l perfil de velocidades

v,.

IR

Figura 26 Perfil de Velocidad de un fluido Newtoniano.

Solucion:

Definiendo las variables adimensionales:

r v.Lu

F= - = 3

R R*AP
y sustituyendo las en la ecuacion de movimiento resulta la siguiente ecuacion adimensional

0 [F @ +1=0-

rap\ or
Con las condiciones fronterazen f=1; ¢=0.
Definiendo #(F)=19, y substituyendo la forma diferencial de segundo orden por la forma

matricial en la ecuacién de movimiento adimensional obtenemos:

Hib
> B0 +1=0; j=leon
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Con las condiciones fronterazen #,, =1, ¢, =0.

Desarrollo para un punto de colocacién interior.

De la tabla 24 obtenemos el valor del punto de colocacion (0.577) para geometria cilindrica.
La figura 27 muestra la ubicacion del punto de colocacién y los puntos extremos.
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Figura 28 Perfil de velocidades utilizando un punto de colocacion.

Tomando de la tabla valores de los factores de peso, podemos obtener la velocidad media.

n+l

oar 2.0
-2 BT oot g
f# 3w, S

i=l

Desarrollo para dos puntos de colocacion interior.

De manera similar que en el desarrollo para un punto, de la tabla 24 obtenemos los valores
para dos puntos de colocacion. La figura 29 muestra la ubicacién de los puntos de colocacion
y los puntos extremos.

—
0 039 080 1.0

Figura 29 Localizacion de dos puntos de colocacion interior.



El desarrollo de la ecuacién de movimiento adimensional para dos puntos de colocacion
interior nos proporciona el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas:
B, % +B,0, + B0, +1=0
B, + By, ?, + B8, +1=0
Substituyendo las condiciones fronteraen 4 =1, #, =0, obtenemos:
B9 + B9, =~
B, %, + Byt = -1
Tomando los valores de B, de la tabla 24 para geometria cilindrica y resolviendo el sistema de
ecuaciones simultaneas.
—9.9024-9, +12.2997 -9, = -1
9.0337-9, —32.7643.9, = -1
que al resolver se obtiene:
Dpozs) = 0:2112

p’(o 30) = 00881

La figura 30 muestra el perfil de velocidad cuando el desarrolio se hace para dos puntos de
colocacién.

Figura 30 Perfil de velocidad utilizando dos puntos de colocacion.

106



Problema XIV: Flujo en un conducto cuadrado

E! flujo laminar en estado estacionario desarrollado por un fluido newtoniano, con densidad p
y viscosidad 4 constantes en un conducto cuadrado donde L <<h. El movimiento puramente
axial con velocidad v, =v.(v,y) permite que la ecuacion de movimiento cn coordenadas
rectangulares se describa por la siguiente ecuacidn diferencial.

v, d'v.| 4P

pH{—F+ i+ — =0

x| L

La ecuacién de continuidad se reduce a la forma:
o) o
oz

.. x=th . .
Con las condiciones frontera en: +h}v: =0 Se requiere encontrar el perfil de velocidades
Y=z

A

N

Figura 31 Dimensiones de un conductor cuadrado.

Solucién:

Definiendo las variables adimensionales:

_x, Y. _v.LpAP
“Th Ty = war
y sustituyendo las en la ecuacién de movimiento resulta la siguiente ccuacion adimensional
al 2
- f + 0 f +1=0
as’  an
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Con las condiciones frontera: en £ =n7=1; $=0.
Por simetria del sistema se cumplen las identidades:
#&.m)= #(n.£)=#(-¢.n)
Como es indiferente cualquier pared para definirla como coordenada independiente, solamente
se requiere plantear la solucion en un cuadrante del conductor.

Figura 32 Cuadrante de solucion para el conductor rectangular.

Las siguientes ecuaciones son las formas desarrolladas de las variables adimensionales,
aplicadas a cada coordenada para un sistema geométrico rectangular.

a¢—i8y¢(§pr]‘} k=1,...n

—a_gT_ =l
61 nel )
5'7;?:;8!145(&”7711 ‘=1,...,H

Si definimos a ¢(§},r],,)=¢ﬁ y aplicando las ecuaciones anteriores a la ecuacion de

movimiento obtenemos:

atl nsl i=12,...,n
B +Y B d +1=0
Z WP ; o {k:l,?,...,n

=1
Con las condiciones de fronteraen: £=n=1; ¢,,=0

Desarrollo para un punto de colocacion interior.

De la tabla 23 obtenemos el valor del punto de colocacién (0.4472) para geometria
rectangular. La figura 33 muestra la ubicacién del punto de colocacion y los puntos extremos.
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# =0 #n =0 Q¢H=0
i . N
Paredes det ér
Conductor —
G0 # 0 $, =0 p ¢, =0
7= 04472 @— @)
Punto de /
Colocacion
P 2 0 $o#0 P =0
£ =04472

Por simetria ¢,, = ¢,,, y por las condiciones de fro
tabla 23 y resolviendo la ultima ecuacion para ¢, se obtiene la solucion en el punto de

colocacion £ =n=0.4472

n

Desarrollando la ultima ecuacién para un punto de colocacidn tenemos:
B||¢I| + Bll¢2l + B||¢i| + Bllasll +i=0

Figura 33 Localizacién de un punto de colocacion (0.4472) interior.

= = - e = 02
g 28, 2(-2.5)
=0 $,=0
F il
f L/ Q
Paredes del é
Conductor —
d,=02 J ¢, =0
n=04472 ’ AN
Punto de
Colocacion

£ =04472

Figura 34 Plano de solucion con un punto de colocacion (0.4472) interior

niera ¢, =0. Tomando el valor de B, de la
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O++-

005 -

Figura 35 Perfil de velocidad utilizando un punto de colocacion.

Desarrollo para dos puntos de colocacién interior.

De manera similar que en el desarrollo para un punto, de la tabla 23 obtenemos los valores
para dos puntos de colocacion. La figura 36 muestra la ubicacion de los puntos de colocacion

y los puntos extremos.
¢13 =0
/7 4/?

f 20 Pn =0 $; =0
/

17 = 0.765! @ '

=0
/\¢”
p—g

/

A
p—

g, 20 p ¢, =0
7=02852 @ @ )

£=02852 £ =0.7651

Figura 36 Localizacién de dos puntos de colocacion interior.
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El desarrollo de la ecuacion de movimiento adimensional para dos puntos de colocacion
interior nos proporciona el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas:

i l{k =1: B¢, + By, + Bty + B8y, + By, + By +1=0
k=2:B,d, + By, + By + Bpd,, + By + By, +1=0
i 2{/( =1:8,¢, + Byt + By, + By, + Bty + By +1=0
k=2:8,8), + Bty + Bpdy, + By, + Bpdyy + By +1=0
Por simetria ¢, = ,,. ¢,, =4, lo cual genera un sistema redundante. Y por las condiciones de
frontera, ¢, =¢,, = ¢, = ¢,, =0, se reduce al siguiente sistema de ecuaciones.
B¢, + By, + B¢, + B8, + B, +1=0
B #y + By + Biydy, + By + By +1=0

By, + Bun + Bpdy + Budy + By +1=0
Reagrupando los términos:
28,4, +2B,,4,+1=0

Bady + By, +(Bn +B, 8, +1=0

28,4, +28,8, +1=0
Tomando los valores de 8ji de la tabla 23, resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos la
solucién:

4, =0.2552
$, =0.125
$,, = 0.0662

iy =0 #n =0 #y =0
f'{ T4\ f)

¢y =0.0662 | 6, =0
7

, = 0.2552 #y, =0.125 # =0
7 =0.2852 . E

n=0.765)

.-_e. (
I
e
o
A
*—
N\
g

TN

£=02852 £=07651

Figura 37 Plano de solucion de dos puntos de colocacién interior.
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Problema XV: Flujo radial en un material poroso

Un estrato rocoso subterraneo de porosidad ¢ y permeabilidad « se encuentra saturado con
agua a una presién P, densidad p, y viscosidad g, constantes. Se quiere sellar el estrato
inyectando una lechada a presion constante Pw, a través de un tubo vertical. Se espera que ¢l
disefio de la boca del tubo, la porosidad del estrato y la presion Pw permitan una distribucién
radial de la lechada.

Figura 38 Distribucion radial de lechada en un estrato poroso

La lechada se prepara una sola vez y su viscosidad 4, se incrementa con el tiempo de acuerdo
con la relacion.

bl.
Hy=a, +
e, ~!
a, =lep
donde: b, =357
nn
c, = 14min

Suponiendo que la lechada y el agua son ligeramente compresibles y que obedecen a la misma
ecuacion de estado, el modelo del proceso se describe por el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales:
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Ecuacion de continuidad en coordenadas esféricas

_ dp 1 a(pr’v,)

& o
Ecuacién de Darcy

L L kap

! Hor
Ecuacién de estado
in £ =e(P-P)
o

El radio de la interfase lechada agua progresa describiendo una esfera, de acuerdo con:

‘_’:___L(.‘?.’TJ
at Ho e\ Or J .

donde r* indica que el gradiente de presién estd evaluado en el lado de la interfase
correspondiente al agua.

Solucion:

La ecuacitn de estado se puede expresar como:
P =o€
Al derivar la densidad con respecto al radio obtenemos:
dp _ l_(ap
dr p Er')
substituyendo la ecuacion de estado derivada y la ecuacién de Darcy en la ecuacion de
continuidad, obtenemos:

or-r)

ey dp_1 3fr'dp
x o rlorl or

con las condiciones iniciales, finales y de frontera:

Condiciones iniciales: para =0; r=0; 2=p,
Cendiciones finales: para (=oo; r=R
Condiciones frontera: en r=R p=p,

Definiendo las variables adimensionales

p: p_l f:—r-; = s
Po R R!SIJL
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Substituyendo las variables adimensionales en la ultima ecuacién de continuidad. Se tiene la
forma adimensional de la ecuacién de continuidad.

_19 p? dp
ar Plor or
Con las condiciones iniciales, finales y de frontera:

Condiciones iniciales: para 7=0; P=0 p=1
Condiciones finales: para T =oo; =1
Condiciones frontera: en F=1, 2 =1.00324

La ecuacién adimensional del radio de interfase lechada agua se expresa como

o (@)
dr D\OF J,.

Con las condiciones iniciales:en 7=0; #=0; p=1.00324

Aplicando el método de colocacidn ortogonal a la ecuacion de continuidad, tenemos:

dp! n+l
— = B i1 ‘=1,...,
1 gﬂa j n

Con las condiciones iniciales y de frontera

Condiciones iniciales: para t=0, p=1.00324
Condiciones frontera: en F=l Doy =1

Aplicando el método de colocacion ortogonal a la ecuacién adimensional que describe el
desarrollo del radio de la esfera, resulta:

dr_ 1
=—- YA
dT p,”' ; nolpr
Las condiciones iniciales de la ecuacion anterior son: en r=0; r=0, p =1.0032

Desarrollando las dos ultimas ecuaciones para un punto de colocacién {¢ = 0.6547), y tomando
de la tabla 25 los valores de los coeficientes 4, y B, de geometria esférica, obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

@EIMAHMQ

dr
dr_
N (-3.50,+3.50,)

Con las condiciones iniciales y de frontera.
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Condiciones iniciales: para =0, £, =1.00324
Condiciones frontera: A =1

El proceso subsecuente para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales consiste en aplicar

un método tradicional para resolver ecuaciones diferenciates ordinarias con problema de valor
inicial, por ejemplo Runge-Kutta.
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Conclusiones:

Ei documento presentado esta dividido en dos partes fundamentales que son; los métodos
analiticos, donde se presentan las ecuaciones diferenciales de primer orden, y las ecuaciones
diferenciales lincales de orden superier, cada parte con tos métodos de solucion mds usuales, y
la segunda parte que son los métodos numéricos que se dividen en problemas de valor inicial,
problemas de valor a la frontera, y €l método de colocacion ortogonal. Cada parte con sus
problemas resueitos que dan una idea general de la utilidad, y manejo de cada procedimiento,
para la solucion de problemas de ecuaciones diferenciales.

El aspecto més relevante y que constituye una aspiracion mayor de este trabajo es que,
alumnos y profesores lo usen revisen, corrijan y contribuyan al material aqui presentado, para
que facilite la ensefianza y aplicacion de las ecuaciones diferenciales en la facultad y en la vida
profesional.
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