
00305 
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA5 

DE MÉXIC.O 

T 

FACULTAD DE~Et.JCIAS 
'1 •• 

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRf,.Dó. 

FUNCIONES CARDINALES 
EN ESPACIOS COMPACTOS 

E s 

'•¡¡..: 1· 
' '•o...J 

,_, i V .. 

s 

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE 

MAESTRIA EN CIENCIAS (MATEMÁTICAS) 

P R E S E N T A 

ARMANDO MARTÍNEZ GARCÍA 

DIRECTOR D E TESIS 

DR. ANGEL TAMARÍZ MASCARÚA 

MÉXICO. D.F. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



DEDICATORIAS 

.. 
. . 

., . :: ¡ ... . 

A CARMEN: 
La niña que amo mucho. 

A MIS PAPAS: 
Siempre están conmigo. 

A MIS HERMANOS: 
Siempre juntos. 



Introducción 

Capítulo l. Preliminares 
l. Espacios Cp(X,Y) 
2. Principios Combinatorios 

Contenido 

3. Espacios Topológicos Compactos. 
4. Espacios Compactos y Funciones Continuas 

Capítulo 2. Funciones Cardinales Topológicas 
l. Definiciones básicas 
2. Funciones Cardinales en Cp(X) 
3. Funciones Cardinales y Funciones Continuas 
4. Funciones Cardinales en Productos 
5. Ejemplos 

Capítulo 3. Funciones Cardinales en Espacios Compactos 
l. Cardinalidad en Espacios Compactos 
2. Peso en Espacios (',0mpactos 
3. Estrechez en Espacios Compactos 
4. Densidad Hereditaria en Espacios Compactos 
5. Ejemplos 

Capítulo 4. Funciones Cardinalc.."i en Compactos Diádicos, de Eberlein. de 
Gul'ko y de Corson 

1. Funciones Cardinales en Compactos Diádicos 
2. Funcione.s Cardinales en Espacios Compactos de Ebcrlein 
3. Funciones Cardinales en Compactos de Gul 'ko 
4. Funciones Cardinales en Compactos de Corson 

Bibliografía 

Índice Analítico 

' . 
3 
G 
7 

JO 
11 

15 
15 
28 
32 
33 
35 

39 
:ig 

42 
.¡3 
47 
50 

57 
61 
65 
67 

71 

73 



¡¡ Contenido 



Introducción 

Eu este trabajo veremos el comportamiento de las Funciones Cardinales en Espacios 
Compactos, para lo cual daremos estos conceptps en los Capítulos 1 y 2. 

En el Capítulo 1 estableceremos la notación, terminología y resultados básicos 
que se usan a lo largo de esté trabajo. Algunos de ellos se enuncian sin demostración 
y en cada uno de ellos se da la refcrenia en donde pueden ser consultados. 

En el Capítulo 2 daremos la definición de Función Cardinal Topologica, como 
son peso, estrechez, densidad y otras mas. Se establecen algunas relaciones entre 
ella.si así como el comportamiento de éstas en Cp(X), bajo funciones continua.8 y 
en el producto topológico. 

En el Capítulo 3 estudiamos las Funciones Cardinales en Espacios Compactos, 
veremos que algunos resultados obtenidos en el Capitulo 2 son mejorados en este 
tipo espacios. 

En el Capítulo 4 daremos la definición de Compacto Diádico, de Eberlein, de 
Gul'ko y de Corson. Veremos por ejemplo que en los compactos Diádicos el peso es 
igual a la estrechez, igual al caracter y al seudocaracter, que en los compactos de 
Eberlein el peso es igual a la celularidad, que en los compactos de Gul 'ko el peso 
es igual a la densidad. 

Antes que nada quiero agradecer muy afectuosamente al Profesor y amigo Angel 
Tamariz Mascarúa por su apoyo y paciencia que me brindo, para poder llevar a buen 
tcnnino este trabajo. 

He de mencionar que dicho trabajo es uno de los frutos que ha dado el seminario 
de topología, que en conjunto se ha venido realizando entre los profesores Angel 
Tamariz, Fidel Casarrubias de la facultad de ciencias de la U.N.A.lvl y los profesores 
Manuel !barra, Juan Angoa, Agustín Contreras y el que ahora presenta este trabajo 
de la facultad de ciencias fisico matematicas de la U.A.P. 

Además que durante el tiempo en que lleve a cabo este trabajo, la U.A.P me 
concedio una descarga parcial de los cursos que imparto en la facultad de ciencias 
fisico matematicas de dicha universidad. 

Finalmente, deseo agradecer a los profesores Sylvia de Neymet Urbina, Richard 
G. Wilson, Sergey Antonyan, Oleg Okunev, Isabel Puga Espinosa y Agustín Con­
treras Carreto por haber revisado el material aquí tratado. 
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CAPITULO 1 

Preliminares 

Las siguientes notaciones serán utilizadas a lo largo de este trabajo. así como los 
siguientes resultados. Los números cardinales los denotaremos con las letras griegas 
r, K, A. Los números ordinales con las letras 0 1 /31 'Y, ó. Los números naturales 
con las letras i, n, m etc. Denotaremos con la letra w al menor cardinal y ordinal 
infinito, con la letra w1 al menor cardinal y ordinal no numerable, K+ es el menor 
cardinal mayor que "· Un número ordinal es el conjunto de todos los ordinales que 
lo preceden. Entonces las expresiones a < " y a E " significarán lo mismo. Un 
cardinal " es un cardinal sucesor si 1< = ,\ + para algún cardinal ,\_ Un cardinal que 
no es un cardinal sucesor es un cardinal límite. Entonces, K es un cardinal límite si 
,\ < " implica que ,\ + < 1<. Sea X un conjunto ordenado por :', y A un subconjunto 
de X. Diremos que A es cofinal en X si para cada x E X existe un a E A tal que 
x :', a. La cofinalidad de", que denotaremos como c/(1<), es el menor cardinal ,\ 
tal que " tiene un subconjunto cofinal de cardinalidad ,\. 

EJEMPLO 1.1. cf(w) = w y c/(1<+) ="+paro todo cardinal"~ w. 

Un cardinal 1<es regular si w :', "y c/(K) = "· Entonces w y todos los cardinales 
infinitos sucesores son regulares. 

Un cardinal regular " tiene la siguiente importante propiedad. 

LEMA 1.2. Sea " un cardinal regular y sea A <;; 1< de cardinalidad < 1<. En-
tonces el supre.mo de A es < K. 

Un cardinal infinito que no es regular es llamado un cardinal singular. 
Notemos que un cardinal singular es siempre un cardinal límite. 
Denotaremos con las letras mayúsculas, A, B, C, etc a los conjuntos1 con las 

letras mayúsculas, X, Y, Z, etc a los espacios topologicos, con las letras mayúsculas, 
U, V, W, etc a los conjuntos abiertos, con las letras caligráficas, A. B, C, P, a las 
familias de conjuntos. 

Sea A un conjunto y sea ,\ un número cardinal. Entonces 
i) La cardinalidad de A, la denotaremos como IAI. 
ii) Al conjunto potencia de A lo denotaremos como P(A). 
iii) A la familia de todos los subconjuntos de A de cardinalidad :', " la deno­

taremos como P,;,(A). 
iv) A la familia de todos los subconjuntos de A de cardinalidad " lo denotaremos 

como P,(A). 
v) A la familia de subconjuntos de A de cardinalidad < "la denotaremos como 

P<.(A). 
vi) Sea V una cubierta de A. Diremos que V es una cubierta mínima! de A, si 

para todo V E V la familia V' = V - {V} no es cubierta de A. 
vii) Un filtro :F en A es una familia no vacía de subconjuntos no vacíos de A 

tal que: a) Si F1 y F2 E :F entonces F1 n F2 E :F 

3 



4 l. PRELIMINARES 

b) Si FE :F y F C F' con F' e A entonces F' E :F 
viii) Un filtro :F en A es un ultrafiltro si no existe un filtro :F' en A tal que 

:F e :F' estrictamente. 
Se puede demostrar que IP<.(A)I = IAI" para todo conjunto A. 
Para p E X y A una cubiert~ de X denotaremos por ord(p, A) al número cardi­

nal del conjunto {A E A: p E A} y por st(p, A) al conjunto U {A: A E A y p E A}. 
Si A y B son conjuntos entonces A8 denota al conjunto de todas las funciones 

de Ben A. Recordemos que IA8 I = IAl181 . Si 1< es un cardinal y o y /3 son ordinales 
tales que /J < a :<; 1< y si f E 1<º, entonces f lf3E 1<13 y es la restricción de J a /3. 
Sean X un espacio topológico y U~ X. Denotaremos por clx(U) a la cerradura 
de U en X, y por intx (U) a la colección de puntos interiores de U en X. Si no hay 
posibilidad de error, escribiremos sólo cl(U), int(U). Sea U un conjunto abierto, 
diremos que U es un conjunto abierto regular si intcl(U) = U. Si A es cualquier 
subconjunto de X entonces intcl(A) es un conjunto abierto regular. La familia de 
todos los conjuntos abiertos regulares la denotaremos como RO(X). Es conocido 
que si X es un espacio regular entonces RO(X) es una base para X. 

DEFINICIÓN 1.3. Sean X un espacio topológico, A un subconjunto infinito de X 
y p E X. Diremos que pes un punto de acumulación completo de A si IV n Al = IAI 
para toda vecindad V del punto p. 

DEFINICIÓN 1.4. Sea X un espacio topológico. Una sucesión {x 0 : O:<; o < >.} 
en X es una sucesión libre de longitud .,\ si 

cl(x 0 : a < /3) n cl(x0 : /3 < a) = 0, para toda /3 < >. 

De la definición tenemos la siguiente afirmación. 

PROPOSICIÓN 1.5. Sea X un espacio topológico, y sea {x 0 : O:<; o<>.} una 
sucesión libre de longitud >.. Entonces { x 0 : O :<; o < >.} es un subconjunto discreto 
de X. 

DEMOSTRACIÓN: Sea /3 < >. entonces 

xµ E {x0 : /3 :<;o<>.}~ cl{x0 : /3 :<;a<>.} 

Por lo tanto 

xµ r/c cl{x .. : o< /3} 

Entonces existe un conjunto abierto U, tal que 

x13 E U, Un{x0 :a</3} =0y Un{x0 : /3:<;o < >.} f,0 

Si 

un ({xo: /3 :<;a<>.}- xµ) = 0 

ya terminamos. 
Si no, consideremos 

/Jo = inf {-y: x, E (Un {x 0 : o 2: /3}) - {xµ}} 

de donde se tiene que /3 < /Jo y 

((cl{x 0 :/Jo :<;a})°nU)n{x .. : o<>.} ={xµ} 

Por lo cual { x 0 } o<.>. es discreto. o 
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DEFINICIÓN 1.6. Una función f : X --> Y es un encaje si f : X --> f(X) es un 
homcomorfismo. 

DEFINICIÓN 1. 7. Una función f : X--> Y es una condensación si f es biyectiva 
y continua. 

Algunos espacios con los que trataremos en este trabajo son: 
i) La compactación de Stone -Cech de w que denotaremos como {3w (Ver [23]). Que 
es el conjunto de todos los ultrafiltros A• de w con la topología generada por la 
familia de los conjuntos del tipo z• = {p E {3w : Z E A•} como base para los 
conjuntos cerrados. 
ii) El 1<- cuho de Cantor que es el espacio formado al tomar el producto de 1< copias 
de D = {O, l} (aquí D tiene la topología discreta) con la topología producto. 
iii) La linea de Sorgenfrey, que denotaremos como Xs, que es el conjunto de los 
números reales R con la topología generada por la familia U= {[a,b): a,b E R} 
como base. 
iv) El cuadrado lexicográfico Xc = {(x,y): x,y E J} donde J = [O, l] con el orden 
usual, y Xc con la topología inducida por el siguícntc orden: dados (x1, y¡), (x2, y2) 
E X, entonces (x¡, y¡) < (x2, Y2) si X¡ < x2 6 X¡ = x2 y y¡ < Y2 en donde < es el 
orden usual en [O, 1]. 
v) El espacio discreto de cardinalidad ¡,, D (µ). 
vi) El espacio de ordinales [O, a) con la topología de su orden. 
vii) A(µ) La Compactación a un punto del discreto D(µ). 

DEFINICIÓN 1.8. Sean X un conjunto y 'P una propiedad relativa a subconjun­
tos de X. Se dice que 'P es de carácter finito si 0 satisface 'P y además A e X 
tiene la propiedad 'P si y sólo si cada subconjunto finito de A tiene esta propiedad. 

LEMA 1.9. (Teichmuller-Tukey) Sean X un conjunto y 'P una propiedad de 
subconjuntos de X. Si 'P es una propiedad de carácter finito entonces cualquier 
A C X con la propiedad 'P está contenido en un conjunto B C X el cual tiene la 
propiedad 'P y es maximal en la familia de subconjuntos de X que contienen a A y 

satisfacen 'P ordenada por C. 

Es de observar que este lema es equivalente al Axioma de Elección. 

DEFINICIÓN 1.10. Diremos que el espacio X es universal para todos los espa­
cios que tengan la propiedad topológica 'P si X tiene la propidad 'P y para todo 
espacio Y que tenga la propiedad 'P existe un encaje f de Y en X. 

DEFINICIÓN 1.11. Sean X un espacio topológico, {Y,} sES una familia de es­
pacios topológicos y :F = {fs} ,ES una familia de funciones continuas donde f, 
X--, Y,. 
i) Diremos que la familia :F separa puntos si para cualesquiera x, y E X existe una 
función f, E :F tal que f,(x) 'f' f,(y). 
ii} Diremos que la familia :F separa puntos de cerrados si para todo x E X y 
todo conjunto cerrado F e X tal que x ~ F existe una función fs E :F tal que 
f,(x) ~ cl(f,(F)). 

TEOREMA 1.12. (Teorema de la diagonal) Sean X un espacio topológico, {Y,} ,ES 

una familia de espacios topológicos y :F = {f,} •ES una familia de funciones con­
tinuas donde f, : X --> Y,. 
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i) Si la familia :F separo puntos de X entonces es inyectiva la función diagonal 

f = f),.sESÍ,: X - IT,EsY. 

Donde f(x) = (f,(x)),ES· 
ii} Si además F separo puntos de conjuntos cerrados entonces f es un encaje. 

l. Espacios Cp(X,Y) 

En esta sección veremos algunos resultados sobre espacios de funciones contin­
uas que nos serán de utilidad posteriormente. 

DEFINICIÓN 1.13. Sean X, Y espacios topológicos. Consideremos sobre el con­
junto 

yx = {f : X - Y : f es función} 

la topología producto. 

Al subconjunto 

C(X, Y) = {f: X - Y : f es función continua} 

con la topología relativa lo denotaremos como Cp(X, Y) y a la topología la llamare­
mos topología de la convergencia puntual. En caso de que Y = R, denotaremos 
Cp(X, Y) simplemente como Cp(X). 

Si consideramos los conjuntos de la forma 

W(x1, ... , xn; U1, ... , Un) = {f E C(X, Y) : f(x,) E U; para i = 1, ... , n} 

con n E w, {x1, ... xn} C X y U1, ... , Un conjuntos abiertos en Y, cntonces 1 de la 
definición de topología producto, tenemos que lafrunilia W = {W(x¡, ... xn; U¡, ... , Un) : 
n E w, {x1, ... ,xn} C X, y U1,.,.,Un conjuntos abiertos en Y} es una base para 
Cp(X, Y). 

En particular es suficiente considerar una base B en Y para que la familia 

W = {W(x¡, ... ,xn; U,, ... ,Un);n E w, {xI, ... xn} C X y {U1, ... ,Un} C B} 

sea una base de Cp(X, Y). De esta forma, si Y = R entonces, para cada conjunto 
finito {x¡ ... xn} C X y f E C(X), la frunilia de conjuntos 

W(f, X¡, ... ,xn;E) = {g E Cp(X); lg(x,) - f(x,)I < é para i = 1, ... , n} 

resulta ser una base de Cp(X). 

DEFINICIÓN 1.14. Sean X un conjunto y :F ~ Rx y x E X. 
i} La función evaluación en x, ex : F-+ R, está definida como 

ex(!)= f(x). 

ii) La función evaluación canónica 'P:F : X - R:F está definida como 

'P:F(x) = ex. 

TEOREMA 1.15. {!31]}. Sea X un espacio topológico y :F ~ Cp(X). Entonces 
i) Paro cada x E X, ex es continua. 
ii) 'P:F es una función continua. 
iii) La familia 'P:F(X) es una familia que separo puntos de :F. 
iv) Si la familia :F separo puntos de X entonces 'P:F : X - Cp(:F) es una conden­
sación sobre su imagen. 
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v) Si :F es una familia que separo puntos de X y puntos de cerrados entonces ,P:F 
es un encaje. 

TEOREMA 1.16. {[311). Sean X, Y, XQ y Y0 espacios topol6gicos y a E J. 
Entonces 
i} El espacio Cp(X,IIQeJYQ} es homeomorfo a IIQeJCp(X, Yn} 
ii} El espacio Cp(LQEJ XQ, Y) es homcoTMrfo a IIneJCp(XQ, Y) donde LQEJ Xo 
es la suma topológica ajena de los espacios Xa. 

PROPOSICIÓN 1.17. Sea q,: R - (-1, !} un homeomorfismo y h: Cp(Y} -
Cp(Y, (-!, !)) dada por h(J} = q,of para toda f E Cv(Y). Entonces hes un encaje 
y para cualquier conjunto A e Cp(Y) que separo puntos de Y, h(A} tambien separa 
puntos de Y. 

DEFINICIÓN l. 18. Sea f : X - Y una función se define 

f' : RY - Rx coTM f 1(h} = h o f. 

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades de JU. 
TEOREMA 1.19. Sea f : X - Y una función continua. Entonces se satisfacen 

las siguientes afirmaciones. (Ver [311). 

i) fU es continua. 
ii} Si f(X) = Y entonces fU es un homeomorfismo sobre el subcspaeio cerrado 

jU(Ry) de Rx. 
iii} fes una condensación si y solo si f 1(Cp(Y)) es denso en Cp(X). 

2. Principios Combinatorios 

Los principios combinatorios juegan un importante papel en la teoría de fun­
ciones cardinales en espacios topológicos. Daremos en esta sección los resultados 
combinatorios que serán usadoo en este trabajo. 

Los resultados presentados en esta sección los podemos encontrar en el articulo 
de R.Hodel [24]. 

TEOREMA 1.20. {Tarski} Sea E un ronjunto infinito. Existe una familia A de 
subconjuntos de E tal que IAI = IElw, IAI = w paro todo A E A y la intersección 
de cualesquiera dos elementos distintos de A es finita. 

DEMOSTRACIÓN: Si IEI = w podemos suponer que E = Q y considerar una 
biyección <p : w -> Q. Ahora para cada r E R - Q elijamos una sucesión cre­
ciente {rn}new C Q tal que rn-> r. Sea Ar= {'P-1 (r,): i < w}. 

Sean r, s E R - Q, con r -=fa s, entonces para las sucesiones estrictamente cre­
cientes {rn}, {sn}, respectivas Tn-> r y Sn-> s, lo que implica directamente que 
1 Ar n A, 1 < w. Por lo tanto, si consideramos la familia A = { Ar : r E R - Q}, 
tenemos que esta satisface las condiciones deseadas. 

Para probar el caso general es suficiente construir la familia deseada en el 
conjunto 'P <w(~)- Para cada función f : w -> E y n E w, sea f In la restricción 
de f al conjunto {O, ... n}. Es claro que el conjunto A(!) = {f In: n < w} tiene 
carclinalidad w. Además, si tomamos dos funciones f, g : w -> E con f # g, 
entonces existe un n E w tal que f(n) # g(n); por lo que f ln'F g In, y por lo tanto 
A(!) # A(g) . Si IA(J) n A(g)I = w, entonces para cada n E w podemos elegir 
un n; E w tal que f In,= g In,, de donde f In= g In para todo n E w, es decir 
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que f = g, que es una contradicción. Por lo tanto, la familia A= {A(f) : f E 2w} 
satisface las condiciones requeridas. O 

DEFINICIÓN 1.21. Sea E un conjunto. Una familia B de subconjuntos de E 
es llamada independiente si para cualquier familia finita A¡ , .. , A,, B ¡, ... , Bn de 
distintos elementos de la familia B tenemos que: 

A1 n A2 n ... n A, n (E - B1) n ... n (E - Bn) # 0. 
La prueba del siguiente teorema requiere la aplicación del teorema de Hewit­

Marczcwski-Pondiczcry que veremos más adelante. Por esta razón pospondremos 
la demostración de este teorema. 

TEOREMA 1.22. {Hausdorff) Sea A un cardinal infinito y sea E un conjunto 
tal que IEI = A. Entonces existe una familia independiente B de subconjuntos de E 
con IBI =2', 

Una aplicación directa del teorema de Hausdorff la tenemos en el siguiente 
resultado. 

COROLARJO 1.23. Sea A~ w. Entonces existen 22" ultrafiltros en D(A). 

DEMOSTRACIÓN: Sea A = { A., : 0 :S: u < 2'} una familia independiente en D(A) 
cuya existencia está asegurada por el teorema 1.22. Para cada función f : 22

' -> 2, 
consideremos el conjunto 

A¡ = {A(J,o):0:S:o<2'} con 

A(f, u) = A0 si f(u) = O y A(!, u)= D(A) - A0 si f(u) = l. 

Como A tiene la propiedad de la intersección finita, A¡ tiene la propiedad de la 
intersección finita, ya que si A(f, 01), ... , A(f, un) E A, y 

A(f,u1) = A0 ,, ... ,A(f,<>,) =A..., 
A(f, U;+¡) = D(A) -Aº'+>' ... , A(f; Un)= D(A) - Ann 

entonces tenemos que 

ne:1A(f,u,) = A.,, n ... n A.,, n (A -A;+1) n ... n (A -A0 .) fa 0 

ya que A es una familia independiente. De donde A¡ está contenida en un ultrafiltro 

P¡. Tomemos la familia B = {A¡ : f E 22'} • Es claro que IBI = 22'; además si 

f fa g, existe un u < A, tal que f(u) fa g(u), de donde P¡ # P9 , con lo cual 
obtenemos el resultado deseado. O 

LEMA 1.24. {Sanin)( !!.-sistema) Sea A un cardinal regular tal que w < A, y 
sea A una familia de conjuntos finitos tal que IAI = A. Entonces existe un conjunto 
F (posiblemente vacío) y una subfamilia A' ~ A, con IA' 1 = A tal que para todo 
A, BE A' distintos A n B = F. 

DEMOSTRACIÓN: Observemos que la familia A la podemos escribir como 

A= UnewAn, con An = {A E A: IAI = n}. 

Si IAnl < A para todo n E w, entonces suplAnl < A ya que A es regular. Por lo 
tanto 

IAI = IUnewAnl = ¿ IAnl :S: w.suplAnl < A. 
nEw 
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Así que existe un n E w tal que IA..I = ). y IAI = n para todo A E A. 
Por lo cual podemos suponer que IAI = n para todo E A. Por lo que de­

mostraremos el lema aplicando inducción sobre el número de elementos de los con­
juntos A E A. 

Si n = O, tomando F = 0, tenemos la propiedad deseada. 
Sea O < n y supongamos cierta la afirmación para ( n - 1). Sea A' ~ A una 

subfamilia tal que A' es maximal con respecto a la propiedad siguiente: para todo 
A, B E A', A n B = 0. La existencia de esta subfamilia A' con las propiedades 
deseadas la obtenemos de la siguiente forma. Sea 

A•= {B ~ A: para todo A,B E B, AnB =0}. 

Como B ={A} pertenece a A·, entonces A• j 0. Sea C ~ A• una cadena con 
respecto a la contcnsión 1 demostraremos que UC C A"', para lo cual es suficiente 
que para todo A, B E UC, A n B = 0. Sean A, B E UC como C es una cadena 
entonces A y B pertenecen ambos a algún elemento de C, por lo cual A n B = 0. 

Con lo cual obtenemos que UC es cota superior de A•. Aplicando el lema de 
Zom podemos concluir que ésta tiene un elemento maximal. 

Si IA'I = >., tomamos F = 0 y terminamos. Si IA'I < >., por la maximalidad de 
A' y la regularidad de >., existe un p E UA', tal que p está en A elementos de A. 

Para ver esto sea A C A tal que p E A para todo A E A . v- v 
Entonces A= UpEUA'A , ya que si existiese un A E A tal que A fe UpeuA'A v v 

para todo p E UA' con p E A, se sigue que {A} U A' es maximal contradiciendo la 
maximalidad de A'. 

Ahora si IA vi <>-para todo p implicarla que IA vi < >.. 
Sea A. = {A- {p}: A E A}. Es inmediato que para cada A - {p} E A., 

IA- {P}I = n - l. Por hipótesis de inducción, existe una subfamilia A •• ~A.y 
un conjunto F,.. 1 tales que 

para todo A, BE A •• , A n B = F. y IA •• I = >­

Tomamos 

la familia A ••• = {CU {p}: CE A •• } y el conjunto F •• = F, U {p} 

que claramente satisfacen las condiciones deseadas. o 

LEMA 1.25. (Miscenko) Sean A un cardinal infinito, E un conjunto y A una 
subfamilia de subconjuntos de E tal que ard(p, A) :-:; A para todo p E E. Entonces 
el número de cubiertas finitas minimales de E por elementos de A, es a lo más >.. 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que es falso el lema. Sea C = { Aa : O :-; a < ). +} 
una familia de distintas cubiertas finitas minimales de E por elementos de A. Por 
el lema 1.24 existe T ~ >-+, con ITI = >.+, y un subconjunto A' ~ A, tal que para 
todo a,/3 ET con a# /3, A.a nAp = A'. Si para todo a ET, A.a= A', entonces 
A,. = Ap, para todo o:, /3 E T , lo cual es una contradicción. Ahora, si para todo 
p E E tenemos que p E UA', entonces Aa no es mínima! ya que A' ~ Aa. Por lo 
cual existe un punto p E E tal que p 1/c UA'. Sea Aa E Aa tal que p E Aa, y sean 
a, f3 ET con a f, {3. Como p 1/c UA' y A.a n Ap = A' se sigue que Aa # Ap, y por 
tanto ard(p, A) = ). +, lo que es una contradicción. O 
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3. Espacios Topológicos Compactos. 

En está sección presentamos el material básico sobre espacios compactos que 
será utizado a lo largo de este trabajo. Este material está contenido en el libro [17] 
Iniciaremos está sección con la definición de espacio compacto y una caracterización 
de estos espacios. 

Veremos que la propiedad de compacidad es hereditaria bajo subconjuntos cer­
rados, y que todo espacio compacto es normal. 

DEFINICIÓN 1.26. Un espacio topowgicD X es compacto si es de Hausdorff y 
toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita. 

DEFINICIÓN 1.27. Diremos que una familia F = {F,Les tiene la propiedad 
de la interseccion finita si 
i) F i-0 y 
ii} F,, n ... n F,. fa 0 para cada conjunto finito { s¡ ... sk} e S. 

El siguiente resultado nos da una caracterización de los espacios compactos. 

TEOREMA 1.28. Un espacio Hausdorff es compacto si y sólo si cada familia de 
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita tiene inter­
seccion no vacía. 

DEMOSTRACIÓN: Sea X un espacio compacto y sea F = {F,},es una familia de 
subconjuntos cerrados de X tal que n,esF,es = 0. Como F, es un conjunto cerrado 
para cada s E S entonces U, = X - F, es un conjunto abierto para cada s E S. 
Además1 ya que 

U,esU, = U,es(X - F,) = X - n,esF, = X, 

entonces {U,} ,es es una cubierta abierta de X; de donde se desprende que existe 
un subconjunto finito { si. .. Sk} C S tal que {U,, .... U,,} es una subcubierta finita 
de X. Así que 

X= u,=1...kUs, = Ui=l. .. k(X - F,.) = X - n,=t...kF,,. 

Por lo tanto 

n,=t...kF,, = 0. 

Ahora, si X no es compacto entonces existe una cubierta abierta {U,},es que 
no tiene subcubiertas finitas, lo cual implica que 

X -U¡=t...kUa; ,f. 0 para todo subconjunto finito {•1---••} CS. 

Entonces, C = {X - U,},es resulta ser una familia de conjuntos cerrados con 
la propiedad de la interseccion finita y n C = 0. O 

COROLARIO 1.29. Sean X un espacio compacto y Y C X un subconjunto cer­
rado. Entonces Y es compacto. 

DEMOSTRACIÓN: Es suficiente observar que si F = { F,} ,es es una familia de 
conjuntos cerrados en Y, como Y es cerrado en X, entonces cada Fs es un conjunto 
cerrado en X, y del teorema 1.28 se sigue el resultado. O 
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TEOREMA 1.30. Sean X un espacio regular y Y un subespacio compacto de X. 
Entonces: 
(i) Pam cada subconjunto cermdo Z en X tal que Y n Z = 0, existen conjuntos 
abiertos U, V en X tales que Y e U, Z e V y Un V= 0. 
(ii} Si Z es un subespacio compacto de X, es suficiente que X sea Hausdorff para 
poder demostrar la afirmación análoga a (i). 

DEMOSTRACIÓN: i) Sea Y e X compacto y Z e X un subconjunto cerrado tal 
que Y n Z = 0. Como X es regular, para cada x E Y existen conjuntos abiertos Ux 
, Vx en X tales que, x E Ux , z e Vx y Ux n Vx = 0. Como Y e UxEYUx entonces 
existe un conjunto finito {x1....xk} C Y tal que Y C U;=1...kUx..· 

Sean U = Ui=1...kUx, y V= n,=1...k Vx, que claramente satisfacen lo requerido. 
ii) Se demuestra en forma análoga al caso i). O 

LEMA 1.31. Sean X un espacio topológico Ta, K un subconjunto compacto 
de X y p E X - K. Entonces, existen conjuntos cerrados G 6 A y B tales que 
pE A,K <;By AnB =0. 

DEMOSTRACIÓN: Es suficiente observar que si {Vn : n E w} es una sucesión de con­
juntos abiertos en X tales que d(Vn+1) <; Vn, entonces nn<wcl(Vn) = nn<w Vn es 
un conjunto cerrado G0 en X. O 

Del corolario 1.29 y del teorema 1.30 se obtiene el siguiente resultado. 

TEOREMA 1.32. Sea X un espacio compacto. Entonces X es normal. 

COROLARlO 1.33. Sea X un espacio Hausdorff y Y C X un subespacio com-
pacto. Entonces Y es un conjunto cermdo. 

DEMOSTRACIÓN: Sea Y C X compacto. Por teorema 1.30, para cada x E X - Y 
existe un conjunto abierto V en X tal que x E V y Y n V = 0; es decir X - Y es 
un conjunto abierto en X. O 

PROPOSICIÓN 1.34. Sea X un espacio compacto y A un subconjunto de X con 
IAI 2: w. Entonces A tiene un punto de acumulación completo. 

DEMOSTRACIÓN: Sea M el conjunto de puntos que no son de acumulación completo 
de A. Para cada x E M elijamos un abierto Ox tal que IA n Oxl < IAI, si M = X 
entonces la familia O = {Ox}xEM una cubierta abierta de X de donde podemos 
extraer una subcubierta finta O;i::¡ ,···1ºXn. de X es claro que A e ur=l (AnOxt)· De 
donde se sigue que IAI < sup IA n Ox, l lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto A tiene un punto de acumulación completo. O 

4. Espacios Compactos y Funciones Continuas 

En está sección veremos que la propiedad de compacidad se preserva bajo fun­
ciones continuas, que es una propiedad prcxluctiva, que toda función continua de 
un producto de espacios compactos en R depende solamente de w coordenadas y 
otros resultados que aplicaremos a lo largo de este trabajo. 

TEOREMA 1.35. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff, y f : 
X --+ Y una función continua y sobreyectiva entonces Y es compacto. 
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DEMOSTRACIÓN: Sea V = {V,} ,es una cubierta abierta del espacio Y. Como f 
es una función continua entonces ¡- 1(V.) es un conjunto abierto en X para cada 
s ES, y como fes sobreycctiva entonces {J-1(V.)} ,es es una cubierta abierta de 
X. De donde se obtiene que existe un conjunto finito {s1...s.} C S tal que 

¡-1(v.,J u r'(V.,l u ... u ¡-1 (v.,l = x 
con lo que obtenemos que Y = Vs 1 U ... U Vsk. o 

COROLARIO 1.36. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff, y f : 
X...., Y 1mafunción continua. Entoncescl(f(A)) = f(cl(A)) paro todo subconjunto 
AcX. 

DEMOSTRACIÓN: i) f(cl(A)) C cl(f(A)). Se sigue de la continuidad de f. 
ii) clf(A)) C f(cl(A)). Esta se sigue de los corolarios 1.29, 1.33, y el teorema 

1.35. O 

Del corolario 1.36 obtenemos los siguientes resultados. 

COROLARIO 1.37. Sean X un espacio compacto, Y un espacio T2 y f: X_, Y 
una a función continua. Entonces f es cerrada. 

COROLARIO 1.38. Sean X un espacio compacto, Y un espacio T2 y f : X --, Y 
una función continua biyectiva. Entonces J es un homeomorfismo. 

TEOREMA 1.39. Sean Z C X con cl(Z) = X, Y compacto y f : Z ...., Y 
continua. Entonces f tiene una extensión continua sobre X si y sólo si para cua­
lesquiera B 1, B 2 C Y subconjuntos cerrados de Y tales que B1 n B 2 = 0 se cumple 
que el( ¡-1(B1)) n cl(f-1(B2)) = 0. 

DEMOSTRACIÓN: Sean F: X...., Y una extension continua de f y B1,B2 conjuntos 
cerrados ajenos en Y. Entonces p-1(B1),F- 1(B2) son conjuntos cerrados ajenos 
en X . Como F es extensión de f tenemos que 

cl(¡-1(B,)) n cl(¡-1(B2)) C p-1(B1) n p-1(B2) 

de donde 

Ahora, para cada x E X, sea 

V(x) = {U e X: U es vecindad de x} y C(x) = {cl(f(Z n U): U E V(x)}. 

Observemos que se satisfacen las siguientes afirmaciones: 
a) 0 efa cl(f(ZnU1 ... nU,) \:::: cl(f(ZnU¡)n ... ncl(f(ZnU,)) para cualesquiera 

U1 .•• U, E V(x). Por lo cual C(x) tiene la propiedad de la interseccion finita. Por el 
teorema 1.28, nC(x) # 0 para cada x E X. 

Demostraremos ahora que nc(x) consta de un único punto, lo cual implicará 

en particul_ar que 
b) nC(x) = {f(x)} para cada x E Z. 
Supongamos que existen y¡, Y2 E nC(x) con Y1,'Y2- Entonces existen abiertos 

Vi, V2 ,tales que 

y¡ E 11¡, Y2 E V2 y cl(lf¡) n cl(V2) = 0 

de donde 
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x <f. cl(J-1(V¡)). Entonces 

X - cl(J- 1(V¡) E V(x) y y¡ E f"'C(x) C cl(J(Z -cl(¡-1(V¡)). 

Por otro lado, como 

V¡ n f(Z -cl(¡-1(V¡)) = 0, 

entonces 

y¡ <f. cl(J(Z -cl(J-1 (½))), 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto nc(X) consta de un solo punto. 
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Asignemos a cadax E X el único punto en nc(x), lo cual nos define una función 
F : X ...... Y, que por (b) es una extensión de f. Ahora demostraremos que F es 
continua. 

Sea V una vecindad de F(x) en Y. Como 

{F(x)} = nuEV(x¡cl(J(Z n U)) C V 

entonces existe una fanúlia finita {U1, ... , U.} C V(x) tal que: 
c) cl(f(Z n U1)) n ... n cl(f(Z n u.) e v. 

Como 

U1, U2, ... , Uk E V(x) si U= U1 n ... n U• 

entonces U E V(x), y aplicando (a) y (e) tenemos que 

F(x') E cl(J(Z n U) e V para todo x' E U 

de donde F es ccntinua. o 

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales de la topología 
general. 

TEOREMA 1.40. (Tychonoff) Sea {X,},es una familia de espacios con X, f, 0 
para todos E S. Entonces, IIsEsX., es compacto si y sólo si X., es compacto para 
todos E S. 

DEMOSTRACIÓN: Sea X = Il,EsX,. Si X es compacto, entonces los X, son Haus­
dorff, y como las proyecciones Ps : X -+ X., son continuas, los X., son compactos. 

Ahora si X, es compacto para todos E S, entonces X = II,esX ses Hausdorff. 
Sea !1 una fanúlia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la inter­

seccion finita. Como esta es una propiedad de caracter finito, entonces, por el lema 
1.9, la fanúlia !1 está contenida en una familia maximal !10 de subconjuntos de X 
que tiene la propiedad de la interseccion finita. 

Demostraremos que nn f, 0 para lo cual es suficiente demostrar que 
(a) existe un x E X tal que x E cl(A) para todo A E flo. 

En efecto, como f!o tiene la propiedad de la intersección finita tenemos que 
(h) si A1, A2, ... A. E !1o entonces A1 n A2 n ... n A• E f!o, 
y por la maximalidad de f!o se tiene que 
(e) si Ao e X es cerrado y Ao n A f, 0 para todo A E f!o, entonces Ao E f!o. 

Como f!o tiene la propiedad de la intersección finita, entonces la familia 
!1, = {cl(p,(A))}AEOo de subconjuntos cerrados de X., tienen esta propiedad para 
todo s E S. Por lo tanto, para todo s E S existe un punto 

x, E nAen,cl(p,(A)) e X,. 
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Sea W, un abierto tal que x, E W, e X,. Entonces W, np,(A) ,fa 0 para todo 
A E f!o, lo cual implica que p-1d(W,) n A ,fa 0 para cada A E f!o. De donde, por 
(c), se sigue que p- 1d(W,) E f!o, y de (b) se sigue que la cerradura de cualquier 
elemento de la base canónica de X que contiene al punto x = (x,),ES, pertenece a 
la familia !"!0 . Como !"!0 tiene la propiedad de la intersección finita, cada A E f!o 
intersccta a todo elemento de la base canónica de X que contiene al punto x; de 
donde tenemos que x E el (A) para cada A E f!o. D 

DEFINICIÓN 1.41. Sean {XsES},Es una familia de espacios topológicos com­
pactos, Y un espacio topológico y f : IT,EsXsES --, Y una función continua. Si 
existe un subconjunto So ~ S tal que paro todo x = {x,} ,Y= {y,} E Il,EsX,Es 
con x, = y, paro todos E So implica que f(x) = f(y), entonces diremos que f 
depende solamente de las coordenadas pertenecientes a So. 

Si f depende sólamente de las coordenadas de So y ISo 1 = µ., entonces diremos 
que f depende solamente de µ. coordenadas. 

TEOREMA 1.42. Sean, {X,Es},Es una familia de espacios topológicos com­
pactos y f : IlaESXaES -t- R una función continua. Entonces f depende solamente 
de w-coordenadas. 

DEMOSTRACIÓN: Sea 

e = {f : rr,EsX,Es --; R :f es continua y depende de w - coordenadas}. 

Para cada/ E C, sea S(f) ~ S con IS(f)I = w, tal que f depende solamente de las 
coodenadas que pertenecen a S(/). Dadas f,g E C entonces f + g y fg, dependen 
solamente de las coordenadas pertenecientes a S(f) U S(g), y que toda función 
/ : Il,EsX, --, R que es límite uniforme de una sucesión de funciones {/,} iEw' con 
/, E C para toda i E w, depende únicamente de las coordenadas pertenecientes al 
conjunto U~1 S(f,). 

Veamos altora la familia C contiene a todas las funciones constantes y que 
separa puntos de rr,EsX,ES· Sean, x,y E rr,EsX., con X 'f' y y X = {x.}, y = 
{y,}. Consideremos el conjunto K = {s ES: x, ,fay,} y elijamos un subconjunto 
K 0 ~ K tal que IKo\ = w. 

Definamos 

A= IT,EsA,, con A,= {x,} sis E Ko y A,= X, sis rt Ko 

Es claro que A es un conjunto cerrado en Il,EsX., x E A, y <t A y como IT,EsX, 
es completamente regular existe una función / E C tal que f(A) = O y f(y) = 1, 
que implica que f(x) ,fa f(y). 
Ahora el resultado se sigue del teorema de Stone-Weierstrass. D 

' 



CAPITULO 2 

Funciones Cardinales Topológicas 

l. Definiciones básicas 

En este capítulo daremos la definición de función cardinal topológica y estable­
ceremos algunas relaciones entre ellas. Estos resultados y relaciones los podemos 
encontrar en R. Hodel [24], en Juhasz l. [25], y en Arhangcl'skii [7). Algunas de 
estas relaciones nos servirán para poder obtener algunos resultados de los capítulos 
posteriores y otras serán mejoradas en los siguientes capítulos. 

DEFINICIÓN 2.1. Una función cardinal topológica es una función de clases q, 
que asigna a cada espacio topológico X en una clase C un número cardinal infinito 
q,(X), de tal forma que q,(X) = q,(Y) si X y Y son homeomorfos. 

Las definiciones y resultados que presentamos en esta sección los podemos en­
contrar en el articulo de R. Hodel [24]. 

A continuación definiremos algunas funciones cardinales que se basan en alguna 
propiedad topológica que da información global acerca del espacio. 

DEFINICIÓN 2.2. Sea X un espacio wpológiro. 

i) El peso de X, que denotaremos como w( X), es 

w(X) = mín{[B[ : Bes base de X}+ w. 

ii) O(X) es el número de abiertos de X más w. 
iii) La densidad de X, que denotaremos como d(X), es 

d(X) = mín{ISI : cl(S) = X} + w. 

iv) La amplitud de X, que denotaremos como s(X), es 

s(X) = sup{[D[ : D <:;; X y D es discreto} + w. 

v) El grado de Lindelof de X, que denotaremos como l(X), es el mínimo de los 
cardinales infinitos >, tal que toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta de 
cardinalidad :-:; >,. 

vi) La extensión de X que denotaremos como e( X) es 

e(X) = sup{[DI: Des cerrado y discreto}+ w. 

Para dar la definición de otras funciones cardinales se requiere la siguiente 
definición. 

DEFINICIÓN 2.3. Sean X y Y espacios topológicos. 

i) Una familia de conjuntos abiertos ajenos dos a dos en X es llamada una 
familia celular. 

ii) Una red en X es una familia f/ de subconjuntos no vacios de X tal que todo 
conjunto abierto de X es unión de elementos de N. 

15 
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iii) Una ,r-basc para X es wia fanúlia V de conjuntos abiertos no vacíos de X 
tal que si U es un conjunto abierto no vacío de X, entonces existe un V E V tal 
que V e U. 

iv} Una cubierta U de X es separan te si 

n{U: U EU,xEU} = {x} paracadax E X. 

DEFINICIÓN 2.4. Sea X un espacio topológico. 

i) La cclularidad de X, que denotaremos como c(X), es 

c(X) = sup{ICI : C es una familia celular en X} + w. 

ii} El peso red de X, que denotaremos como nw(X), es 

nw(X) = nún{IAfl : /ves una red de X}+ w. 

iii) El ,r- peso de X, que denotaremos como ,rw(X), es 

,rw(X) = nún{IVI : V es ,r - base de X} + w. 

iv) El peso puntual separante de X, que denotaremos como psw(X}, es el 
núnimo de los cardinales infinitos A tal que X tiene una cubierta abierta separante 
U con ard(p, U} S A para cada p E X. 

v) El i-peso de X, que denotaremos como iw(X), es 

iw(X) = nún{ w(Y) : existe una condensación f : X -+ Y}. 

vi) El grado diagonal de X, que denotaremos como ~(X), es el núnimo de los 
cardinales infinitos A tal que X tiene una fanúlia {Un : O S a < A} de cubiertas 
abiertas tales que 

n .. <~st(p,U .. ) = {p} para cada p E X. 

De las definiciones de estas funciones cardinales tenemos el siguiente resultado. 

TEOREMA 2.5. Sea X un espacio topológico. Entonces 
i} nw(X) S w(X) S O(X); 
ii} c(X) S d(X) S nw(X); 
iii} c(X) S s(X); 
iv} e(X) S s(X); 
v) e(X) S l(X) S nw(X); 
vi} d(X) $ 1rw(X) $ w(X); 
vii} psw(X} $ w(X}; 
viii} iw(X) $ w(X). 

PROPOSICIÓN 2.6. Sean X un espacio topológico y Y <;; X. Entonces 
i} w(Y} $ w(X). 
ii} s(Y} $ s(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) Es suficiente observar que si 6 = {U.} •ES es una base de X 
entonces 6' = {U. n Y} •ES es una base en Y. 

ii) Si E es un subespacio discreto en Y entonces E es discreto en X de donde 

sMSs~. D 

La proposición anterior nos lleva a dar la siguiente definición. 

DEFINICIÓN 2.7. Una función cardinal</> es monótona si </>(Y) $ </>(X) para 
todo subespacio Y de X. 
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El siguiente ejemplo nos permite ver que no todas las funciones cardinales son 
monótonas. 

EJEMPLO 2.8. Consideremos el espacio X = X, x X., con X, la linea de 
Soryenfrey y X con la topología producto. Es claro que Q x Q es denso en X, 
de donde d(X) = w. Consideremos el subespacio Y = {(x, -x) : x E I} con la 
topología inducida. Se tiene que Y es discreto, de donde d(Y) = 2w. Por lo cual 
d(X) < d(Y). 

DEFINICIÓN 2.9. Si </> es una función cardinal que no es monótona se define 
la función cardinal 

h<f,(X) = sup{<f,(Y): Y<;; X}. 

Dentro de las funciones cardinales monótonas tenemos el peso, el peso red, la 
cardinalidad y la amplitud, mientras que la densidad, la celularidad, el grado de 
Lindelof no lo son. 

COROLARIO 2.10. Sea X un espacio topológico. Entonces 
i} hd(X) :,; nw(X); 
ii} hl(X):,; nw(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) Sea Y <;; X. Del inciso (ii) del teorema 2.5 tenemos que d(Y) :,; 
nw(Y) :,; nw(X). De donde se sigue el resultado deseado. 
ii) Sea Y<;; X. Del inciso (v) del teorema 2.5 se tiene que l(Y):;; nw(Y) :;; nw(X). 
De donde se sigue el resultado. O 

Los siguientes resultados nos dan otras relaciones entre estas funciones. 

TEOREMA 2.11. Sea X un espacio topológico. Entonces 
i} w(X) :,; O(X) :,; 2IXI. 
ii} Si X es To, entonces IXI :', 2w(X) y IXI :', O(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) Se sigue del inciso (i) del teorema 2.5 y del inciso (iii) de la 
definición 2.2. 
ii) Sea B una base de X tal que IBI :;; w(X). Definamos 

</>:X-+ 'P(B) con <f,(p) ={BE B; p E B} 

Como X es To, dadosp,q E X conp ,faq, existe BE B tal que p E By q 1/:. B, lo 
que implica que </> es inyectiva; de donde IXI :;; ~(X). 

Para probar la segunda parte de (ii) definamos 

</>:X-+ O(X) con <f,(p) = X - cl(p). 

Argumentando en forma análoga a la primera parte de este inciso tenemos que </> 
es inyectiva, de donde IXI :;; O(X). O 

En el siguiente teorema obtenemos una cota superior de la cardinalidad de un 
espacio en términos de su densidad. 

TEOREMA 2.12. {Pospisil} Sw X un espacio topológico T2. Entonces 
,) IXI :;; 22•(X). 

2d(X) 

ii} w(X) $ O(X) :;; 22 
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DEMOSTRACIÓN: i) Sea d(X) = >. y s \::: x tal que cl(S) = x y 1s1 s >.. Como 
X es T2, dados p, q E X con p f, q, existe un conjunto abierto U tal que p E U 
y q 1/c cl(U). Como cl(S) = X entonces Un S f, 0. Sea A = Un S. Entonces A 
satisface las siguientes condiciones: 
a) A \;; S, lo cual se sigue de la definición de A. 
b) p E cl(A). Para comprobar esto, es suficiente observar que si V es un conjunto 
abierto tal que p E V, como p E U, se sigue que p E U n V, de donde 

V n A = V n (U n S) = (V n U) n S i 0. 
Entonces p E cl(A). 

c) q 1/c cl(A) . Esto se sigue de que A\;; U y q 1/c cl(U). 
Ahora, si definimos q, : X --, 'P'P ( ( S)l como 

<J,(p) ={A\;; S: p E cl(A)} 

obtenemos, por los incisos, a), b) y c), que q, es inyectiva; de donde 

IXI 5 22d(X). 

ii) Se sigue del inciso (i) del teorema 2.11 y del inciso (i) de este teorema. O 

En el siguiente teorema se mejora el inciso (ii) del teorema anterior si el espacio 
es regular. 

TEOREMA 2.13. ( De Groot) Sea X un espacio topológico. Entonces 
i} IRO(X)I 5 2d(X). 

ii} Si X es regular w(X) 5 2d(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) Sea d(X) = >., S \;; X con cl(S) = X y IS! 5 >.. Es suficiente 
demostrar que 

RO(X) \;; {int(cl(A)): A~ S}. 

Sea R un conjunto abierto en X tal que int(cl(R)) = R . Como cl(S) = X 
entonces 

Rn Si 0 y c/(Rn S) = c/(R). 

Si A= Rn S entonces c/(A) = cl(R), de donde int(cl(A)) = R. 
ii) Se sigue del inciso (i) de este teorema ya que en los espacios regulares RO(X) 

forma una base de la topología de X. O 

En los siguientes resultados veremos algunas relaciones del grado diagonal con 
otras funciones cardinales. 

TEOREMA 2.14. Sea X un espacio T3. Entonces 

t,.(X) 5 nw(X). 

DEMOSTRACIÓN: Para esto es suficiente observar que si N es una red de X y t,. es 
la diagonal de X x X, entonces 

t,. = n {(cl(N) X cl(M))': N, ME N y cl(N) n c/(M) = <J,}. 

En efecto si el ( N) n el ( M) = 0 entonces 

(x,x) 1/c cl(N) x cl(M) 

de donde 

(x,x) E (cl(N) x cl(M))< 
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por lo cual 

t.~ n {(cl(N) x cl(M))°: N, Me N y cl(N) n cl(M) = 0}. 

Ahora, sean x, y E X con x # y, cntonce.5 existen conjuntos abiertos Ox, Oy 
tales que x E O,, y E O, y O, n O, = 0. Además, como X es regular, existen 
abiertos Ux, Uy tales que 

x E U,~ cl(U,) ~ O, y y E U, ~ cl(Uy) ~ Oy, 

Por lo tanto, existen N,, N, E N tales que 

x EN,~ cl(U,) y y EN,~ cl(Uy) 

de donde se concluye que 

cl(N,) ncl(N,) =0 y (x,y) e cl(N,) x cl(Ny) 

Por lo tanto 

(x,y) ,t n{(cl(N) x cl(M))': N,M eN y cl(N) ncl(M) =0} 

de donde obtenemos que t.{X} $ nw(X). 

PROPOSICIÓN 2.15. Sea X un espacw topol6gicn. Entonces 

psw(X) $ l(X)t.(X). 

o 

DEMOSTRACIÓN: Sea A = l(X)t.(X). Entonces l(X) $ A y t.(X} < A. Sea 
{Va}a<A una familia de cubiertas abiertas de X, tal que 

na<>.st(p, Va)= {p} para cada p E X. 

Como l(X) $>.,para cada a<>. existe v: ~ Va tal que IV~I $Ay v: cubre a X. 
Además, 

Sea V = Ua<>. V~, entonces IVI $ A y V es una cubierta abierta separante de X ya 
que 

{p} ~ n{V E V: p E V}~ na:;vt(p, V.,)= {p}, 

lo que implica que psw(X) $ A. o 

Las definiciones de las siguientes funciones cardinales están basadas en propiedades 
topológicas locales. Para lo cual requerimos de las siguientes definiciones. 

DEFINICIÓN 2.16. Sean X un espacw topol6gico, V una familia de conjuntos 
abiertos y p E X. 
i} V es una 1r-base local para p en X si para cada abierto U tal que p E U existe 
un V E V tal que V~ U. 
ii) V es una base local para p en X si pam cada abierto U tal que p E U, existe un 
VeVtalquepEV~U. 
iii} V es una pseudobase de p en X si p E V para todo V E V y nvevV = {p}. 
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DEFINICIÓN 2.17. Sean X un espacio topológico y p E X 
i} El carácter de p en X que denotaremos como x(p, X} es 

x(p, X} = mín{IVI: V es base local paro p en X}. 

ii} El rr-carácter de p en X que dentaremos como rrx(p, X) es 

rrx(p, X}= mín{IVI: V es una ,r - base local para p en X}. 

iii} El pseudocarácter de p en X, que denotaremos como ,t,(p, X), es 

,t,(p, X} = mín {IVI : V es una seudobase para p en X} . 

iv) La estrechez de p en X, que denotaremos como t(p,X), es el mínimo de los Á 

tal que paro todo subconjunto Y\;; X con p E cl(Y}, existe un subconjunto A\;; Y 
tal que IAI S >. y p E cl(A). 

DEFINICIÓN 2.18. Sea X un espacio topológico. 
i} El carácter de X, que denotaremos como x(X), es 

x(X) = sup{x(P, X) : p E X} + w. 

ii} El rr-carácter de X, que denotaremos como rrx(X}, es 

rrx(X) = sup{rrx(p,X): p E X} +w. 
iii} El pseudocarácter de X, que denotaremos como ,/J(X), es 

,t,(X) = sup{ ,t,(p, X) : p E X} + w. 

iv} La estrechez de X que denotaremos como t(X), es 

t(X} = sup{t(p,X): p E X} +w. 

En el siguiente teorema damos algunas relaciones básicas entre las funciones 
cardinales recién definidas. 

TEOREMA 2.19. Sea X un espacio topológico. Entonces 
i} x(X) S w(X) S x(X) · IXI. 
ii} rrw(X) = d(X) · rrx(X). 
iii} t(X) S hd(X). 
iv) t(X) S hrrx(X). 

DEMOSTRACIÓN: i} x(X} S w(X). Esta desigualdad se sigue de las definiciones 2.2 
inciso (i) y 2.17 lllciso (i). Ahora sea x(X) · IXI = .>.. Entonces x(X} S >. y IXI S >., 
de donde se cumple que x(p, X} '.S Á para todo p E X. Sea Vp una base local de p 
en X tal que IVPI = x(p, X) para cada p E X. Consideremos V= U {Vp: p E X}. 
Es claro que IVI S >. y V es una base de X, de donde obtenemos que w(X) S IVI y 
por lo tanto w(X) S x(X) · ¡x¡. 

ii} a) d(X} -rrx(X} S rrw(X). Del inciso (vi) del teorema 2.5 y las definiciones 
2.4 inciso iii} y 2.18 inciso (ü) tenemos que d(X} S rrw(X) y rrx(X} S rrw(X}. De 

donde 

d(X) · rrx(X) S rrw(X) 

b} rrw(X} S d(X) - rrx(X). Ahora supongamos que d(X} · rrx(X) = .>.. Entonces 
d(X) S >. y rrx(X} S >.. Sea D \;; X tal que cl(D) = X y IDI = d(X). Para 
cada d E D sea Vd una rr - base de d en X tal que IV di = rrx(p, X). Sea V = 
U {Vd : d E D}, entonces IVI '.S Á y V es una rr-base de X, de donde concluimos que 

rrw(X) S !VI '.S ,\_ 
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iii) Sean p E X, y Y~ X, tal que p E Y. Si hd(X) =>.se sigue que d(Y) :S >., 
y por tanto podemos elegir un subconjunto Z ~ Y tal que d(Y) = \Z\ :S >. y 
cly(Z) = Y, por lo que p E cly(Z) ~ clx(Z) y por tanto t(p,X)::; >. de donde se 
sigue que t(X) S hd(X). 

iv) Sean p E X, y Y~ X, tal que p E cl(Y). Si hrrx(X) = >., se sigue que 
rrx(Y) S >., por lo que podemos elegir una ,r-basc V de p en Y tal que rrx(Y) = \V\. 
Para cada V E V, elijamos un av E V. Sea A= {av: V E V}. Es claro que A es 
denso en Y, y por lo tanto p E cly(A) ~ clx(A) además \A[ ::; [V\ S >.; de donde 
concluimos que t(p, X) S >., y por tanto t(X) S hrrx(X). D 

En los espacios T1 el seudocarácter es acotado superiormente tanto por hl, como 
por la cardinalidad como nos lo hace ver el siguiente resultado. 

TEOREMA 2.20. Si X es un espacio topológico T 1 . Entonces 
i} ,/J(X) S hl(X). 
ii} ,/J(X) S [X[. 

DEMOSTRACIÓN: i) Sean p E X, y Y= X -{p}. Entonces para cada q E Y existen 
abiertos u:, Vf, tales que p E UJ', q E Vf y u:nv¡ = 0. Consideremos las familias 
de abiertos V= {Vf} qEY y U= {U:} qEY" Es claro que V es una cubierta de Y, y 

U es una seudobasc de p. Si l(Y) = >., entonces existe una subcubierta V' de V con 
\V'\ S >.. Sea u' e U la familia inducida por v'. Entonces \U\ S >. y ru = {p }; de 
donde U es seudobase de p, con lo que obtenemos que ,/J(p, X) S [U[. Por lo tanto 
,/J(X) S hl(X). 

ii) Como X es T¡ para cada x E X el conjunto Ux = X - {x} es un con­
junto abierto, de donde podemos asegurar que para cada p E X la familia U = 
{Ux}xEX-{p} es una seudobasc de p con [U[ S \X\; con lo cual obtenemos que 
,µ(p, X) :S \X\. D 

En los siguientes teoremas se obtienen diversas cotas superiores para la cardi­
nalidad del espacio en términos de otras funciones cardinales. 

TEOREMA 2.21. Sea X un espacio topológico T1. Entonces 

[X\ S nw(X),¡,¡x¡ 

DEMOSTRACIÓN: Sean ,/J(X) = s:, /V una red de X con [/V\ = nw(X). Como 
,µ(p, X) S s:, para cada p E X podemos elegir /vp ,;; /v con [.N,\ S K: tal que nA!p = 
{p}. Como \P,s,(N)\ S \N\" :S nw(X)", obtenemos que \X\::; nw(X)"'(X)_ D 

De los teoremas 2.5, 2.13 y inciso (i) y 2.21 inciso (ii), obtenemos el siguiente 
resultado. 

TEOREMA 2.22. Sea X un espacio topológico T3. 

Entonces 
[XI :s 2d(X)·,/,(X) 

LEMA 2. 23. Sean >. un cardinal infinito y X un espacio topol6gú:D tales que: 
i} para cada p E X existe una Jamüia Vp de conjuntos abiertos tal que p E V para 
todo V E Vp, [Vp[ :S >. y n {cl(V) : V E Vp) = {p}; 
ii} existe 1m subconjunto S ~ X tal que X= U {cl(A): A~ S, \A[ S >.}. Entonces 

[XI :s [S[''. 
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DEMOSTRACIÓN: Por el inciso ii), para cada p E X existe un subconjunto Ap <;; S 
tal que p E cl(A,) y IA.I $ >,_ Por lo tanto, para cada V E Vp, V n A, # 0. 

Es claro que se satisfacen las siguientes afirmaciones. 
a) A, n V<;; S ya que A, n V <;; A,. 
b) IA, n VI $ >, (se sigue del inciso (i)). 
c) p E cl(A, n V). Esto se sigue del hecho de que si U es un conjunto abierto tal 
que p E U, entonces p E V n U, de donde A, n (V n U)# 0. 
d) n {cl(Ap n V): V E V,}= {p} ya que cl(A, n V)<;; cl(V). 

Definamos <l>: X...., P,(P,(S)) como 

\l>(p) = {A.nV: VE v.}. 
Por el inciso d), <l> es inyectiva, de donde IXI $ (ISI")" = IS( 

TEOREMA 2.24. (Pospiiíü) Sea X un espacio topológico T2. Entonces 

IXI $ d(x¡x(X) 

DEMOSTRACIÓN: Sea x(X) =>,y D <;; X denso con IDl=d(X). 

o 

Sea p E X como x(X) = >,, podemos elegir VP una base local de p en X, con 
IV,I $ .X. Entonces, para cada V E V, tenemos que V n D # 0, de donde podemos 
elegir un X E vn D. 

Sea A= {x E VnD: V E V,}, es claro que p E clA, A<;; D y IAI $ >,. De 
donde X = U {cl(A): A E IAI $ .X}, por lo cual aplicando el lema 2.23 obtenemos 
el resultado. D 

LEMA 2.25. Sean X un espacio topológico conx(X) $ >,, y{Hn: a<>,+} una 
sucesión creciente de conjuntos cerrados. Entonces H = Un<)..+Ho. es un conjunto 
cerrado. 

DEMOSTRACIÓN: Sean P E cl(H) y v. una base local de P en x, tal que 1v.1 s >,. 
Entonces, para cada V E V, tenemos que V n H # 0. Por lo tanto, existe un 
¡3v < >,+ tal que V n Hpv # 0. Consideremos f3 = sup{f3v : V E V,}. Como 
l{f3v: V E V,}I $ IV,I $ .X, se sigue que f3 < >,+. Ahora, por la definición de f3 
tenemos que para toda V E V,, VnHp # 0. de donde concluimos que p E cl(Hp) = 
Hp; con lo cual obtenemos que p E H. D 

TEOREMA 2.26. ( Arhangel'skii} Sea X un espacio topológico T2 . Entonces 

IXI $ 2'(X)x(X). 

DEMOSTRACIÓN: Sea l(X)x(X) = >,_ Entonces l(X) s >, y x(X) s >,, de donde 
concluimos que x(p, X) S >, para cada p en X. Sea V, una base de p en X tal que 
IV.I $ >,. Construiremos una sucesión creciente {Hn : O$ a<>,+} de conjuntos 
cerrados en X y una sucesión {Vn: O< o<>,+} de familas de conjuntos abiertos 
en X tales que 
i) IHnl $ 2" si O$ a<>,+, 
ii) Vn ={VE V,: p E Up<nHp} si O< a<>,+, y 
iii) si W es la unión de a lo más >, elementos de V n y W # X, entonces H n - W "f' 0. 

La construcción la haremos por inducción transfinita. Si a= O hacemos Ho = 
{p} que satisface lo requerido. Sea ahora O < a < >,. Supongamos que para f3 < a 
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tenemos construidos los Hp, Vp , con IVµI $ 2". Y así que por ii) podemos definir 
Vn tal que !Val $ 2" ya que 

!Val$ ¡upEUp<aHp v,1 $ L IV,I $ L .X$ .XL IHµI $ 2". 

Para cada conjunto W el cual es la unión de a lo más .X elementos de V,, y tal 
que X - W # 0, elegimos un punto Pw E X - W. Sea Aa el conjunto de estos 
puntos el cual satisface que IA.. 1 :,; 2", ya que 

IAal $ IP,\(Va)I $ !Val,\ :,; (2")" = 2". 

Definamos Ha = d(Aa U (Up<aHp)). Resulta que 

d(H,.) $ IAa U (Up<aHp)I­

Del teorema 2.24 tenemos que 

IHal:,; d(Ha)x(H.):,; IA.. U (Up<aHp)¡" $ (2" +2")" = 2". 

Lo cual termina la construcción. 
Sea H = Ua<,\+ Ha que por el lema 2.25 es cerrado. Si H = X obtenemos el 

resultado deseado. Supongamos que X # H, es decir que existe un q E X - H. 
Como X es T2 , para cada p E H podemos elegir una V, E V, tal que q i V,. De 
donde la familia {V,, : p E H} U { X - H} es una cubierta abierta de X. Por lo cual 
existe un subconjunto A<;; H con IAI :,; .X tal que {V,, : p E A} cubre a H. Ahora 
sea W = UpEAV,. Por la definición de W, H <;; W y q i W. 

Elijamos " < ,x+ tal que A <;; Up<aHp. Como W f X, por el inciso iii), 
tenemos que Ha - W # 0. Lo cual contradice que H <;; W. O 

En los resultados 2.27 hasta 2.32 se demuetran varias propiedades que involu­
cran a la amplitud de un espacio X. 

LEMA 2.27. (Sapirovskii} Sean X un espacio topológico con s(X) :,; "Y V una 
cubierta abierta de X. Entonces existe un subconjunto A de X con !Al:,;" y una 
subfamilia W de V con IWI :,; " tal que X= cl(A) U (UW). 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que es falsa la conclusión del lema. Entonces pode­
mos construir sucesiones {xa : O $" < K+} <;; X y {Va : O:,; " < "+} <;; V tales 
que Xo E Yo y Xa E Va - [(Up<n Vp)U (cl{xp: f3 < <>})]para O<"< K+. Entonces 
{ Xa : O :,; " < "+} es un conjunto discreto en X de cardinalidad "+ lo cual es una 
contradicción. O 

PROPOSICIÓN 2. 28. Sea X un espacio topológico T2. Entonces 

t/,(X) :,; 2•(X). 

DEMOSTRACIÓN: Sea s(X) = K y p E X. Para q # p existen conjuntos abiertos 
Uq, V. tales que 

p E Uq, q E Vq )' Uq n Vq = 0. 

De donde la familia {V.: q E X - {p}} es una cubierta abierta de X - {p}. Del 
lema 2.28, existen A C X - {p} y B C X - {p} tales que 

IAI $ ", IBI :,; "y X - {p} <;; d(A) u (UqEB V.)-
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Sean 

VA= {X - cl(C): e e Ay p et cl(C)} y VB = {X - cl(V.): q E B}. 

Definamos V= VA U V8 . Se asegura que V es una seudobasc para p con IVI :S 2". 
Sea r # p. Sir E UqEBVq, se sigue que r E Vq' para algún q' E B, de donde 

r et X - cl(V.) por lo cual r et nV8 . 

Sir E cl(A), corno r E cl(V,.) y p et cl(V,.) se sigue que r E cl(A) n cl(V,.). De 
donde r et X - cl(A n V,.) y p E X - cl(A n V,.). Por lo cual r et nv A· Ahora corno 
IVAI :S 2", IVBI :S 2" entonces IVI :S 2". De donde se sigue el resultado. O 

PROPOSICIÓN 2.29. Sea X un espacio topológico T2, con s(X) S 1<. Entonces 
existe un subconjunto S de X con ISI :S 2" tal que 

x = u{cl(A): Aes y IAI::; 1<}. 

DEMOSTRACIÓN: Sea p E X. Del corolario 2.28 existe una pseudobasc de p, V,, 
con IV,I :S 2". Construiremos una sucesión {Sa: O :S a< 1<+} de subconjuntos de 
X y una sucesión {Va}o<a<•+ de familias de abiertos de X tales que: 
i) ISal :S 2", O :SO<< I<+. 
ii) Va= {V E V,: p E U¡3<aSµ}, O< a< 1<+. 
iii) Si A\;; (Uµ<aSµ) tal que IAJ :S 1< y si W es la unión de a lo más 1< elementos 
de Va y cl(A) U W # X, entonces Sa - (cl(A) U W) # 0. 

Para a= O, sea So= {p}. 
Para a = 1, sea V1 = V,. Si A \;; So y W es la unión de a lo más 1< elementos 

de V, y cl(A) U W # X, sean Pw E X - (cl(A) - W) y S1 = {Pw}- Entonces 

JSd :s IP.(V,)I :s 1v,1· :s (2")" = 2<, 

y por construcción se satisface (iii). 
Sea O < a < 1<+. Supongamos que Sµ y Vµ han sido definidos para /3 < a. Por 

(ii) la familia Va la tenemos definida y 

IVal :s ¡u,Eu,<.s, v,1 :s I: IV,I :SI<+· 2• · 2· = 2•. 
pEUfJ<aS/J 

Corno 

JP.(Uµ<aSµ}I :S IUµ<aSµI :S 2", 

entonces la cardinalidad de la familia de los conjuntos W considerados en el inciso 
(iii) es a lo más 

JP.(Va}I :S IVnl" :S 2". 

Para cada A y W que satisfagan el inciso (iii) elijamos PA,W E X -(cl(A)- W). 
Consideremos Sa = {PA,W : A y W satisfacen el inciso (iii)}. 
Definamos 

ISnl ::;2• -2•. 

De donde (iii) se satisface por construcción. Con lo cual terminamos la construcción. 
Sea S = Ua«+Sn- Si para todo q E X existe A \;; S tal que IAI :S I< y 

q E el (A), entonces ya terminamos. 
Supongamos que existe un q E X tal que q et cl(A) para todo A \;; S con 

ISI ::; 1<. Corno q et cl(A) entonces q et S. Para cada p E S sea V, E V, tal que 
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q '/e v •. Aplicando el lema 2.27 a S y {Vv : p E S}, podemos asegurar que existen 
A Y B C S con IAI :S 1<, IBI :S 1< y tal que S <; cl(A) U W, con W = UpEB V,,­

Entonces q '/e cl(A), elijamos a < 1<+ tal que (A U B) <; UfJ<aSp. Del inciso 
(iii) Sa - (cl(A) U W) i 0 lo cual contradice que S <; (cl(A) U W). O 

PROPOSICIÓN 2.30. (Bapirovskii} Sea X un espacio topológico, con s(X) :S 1<. 

Entonces X tie,ne un subconjunto denso Y con hl(Y) :S 1<. 

DEMOSTRACIÓN: Si d(X) :S 1<, entonces existe un subconjunto S C X tal que 
cl(S) = X y ISI :S 1<. Demostraremos que hl(S) :S 1<. Sea A C S y U= {Va : a E 
J} una cubierta abierta de A con los Va conjuntos abiertos en A; lo cual implica 
que existen conjuntos abiertos Va en X tales que Va = Van A para cada a E J. 
Como S es denso en X se sigue que S n Va i 0 para cada a E J. Elijamos un 
Xn E S n Va para cada a E J. Como ISI :S 1< podemos tomar K C J con IKI :S 1< 

)' UaEKV a = A, de donde se sigue el resultado deseado. 
Supongamos ahora que d(X) = A 2: 1<+. Sea S = {x0 : O :S a < A} un 

subconjunto denso de X. Construiremos un subconjunto Y = {x0 , : O :S /3 < A} 
de S tal que para cada /3 < A, ap sea el menor ordinal < A tal que 

Xa6 't cl({xa,: O :S 'Y< /3}. 

Sea <>o E S. Como el(S) = X y ISI 2: 1<+, S -el( {xa,}) i 0; entonces existe a< A 
tal que Xn ES - el( {xa,} ). Sea 

<>1 = nún{a <A: Xn E S-el({xa,})} 

Ju cual implica que 

Xa, '/e el({xo}). 

Sea /3 < A y supongamos que para toda ó < /3 tenemos definido el xa, tal que 

Xa6 '/e cl({xa,: O :S 'Y< ó}). 

Como ó < /3 < A, entonces 

S-cl({xa, :0<-y<ó})i0 

de donde existe a < A tal que 

Xa E S-el({xa,: O< 'Y< ó}). 

Sea 

<>p = nún{a <A: Xa E S-el({x.,,: O <-y< ó})}, 

con Jo cual tenemos que 

Xa6 ,t cl({xa,: O< Ó < /3}). 

Observemos que ap 2: /3 para todo /3 < A. En efecto, O :S <>o y supongamos 
que 'Y :S a, para todo 'Y < {3. Sea 'Y < /3 arbitrario, entonces 

{xa, : 7) < 'Y} e {xa, : 7) < /3}, 

de donde 

el({xa,,: 7) < 'Y} e el({xa, : 7) < /3}, 

y como xa, '/e el ( { x.,, : 7) < /3}, entonces 

X 00 't cl({x0 ,: 7) < -y}); 
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de donde -y :<; a, < ap . Por lo cual -y < ap para todo -y < {3. Por lo tanto 
/3 :S "fJ· Lo cual nos pemúte afirmar que cl(Y) = S, Que aunado hal hecho de 
que cl(S) = X, de donde se sigue que cl(Y) = X. Por construcción Y tiene la 
propiedad que si Z C Y con IZI = K+ entonces Z tiene un subconjunto A tal que 
d(A) = K+. 

Ahora demostraremos que hl(Y) :S >.. Supongamos que esto es falso, entonces 
existen una familia {G0 : O :S a< K+} de conjuntos abiertos en Y y un subconjunto 
Z = {Yo : O :S a < é} de Y tal que Yo E (Go - UfJ<oG/3) para todo<> < K+. 
Sea A C Z con d(A) = K+. Ahora para cada "' < é sea V0 = {Y/3 : /3 < a}. Es 
claro que V0 = Z n UfJ<oG/3, de donde resulta que V0 es un conjunto abierto en 
Z y IV0 I :S K. Entonces, la familia {V0 : O :S a < K+} cubre a A. Aplicando el 
lema 2.27 podemos elegir un subconjunto B C A con IBI :S K y un <>o < K+ tal que 
A e cl(B) u V0 ,. Como cl(B U (V0 , n A))= A y IB U (V., n A)I :S K, se sigue que 
d(A) :S K, lo cual es una contradicción. Por lo tanto hl(Y) :S K. O 

PROPOSICIÓN 2.31. Sean X un espacio T3 Y ~ X con hl(Y) :<,; >. y A ~ Y. 
Entonces existe una familia U de conjuntos abiertos en X tal que 
i} IUI :S >. 
ii} cl(A) ~ nu 
iii) Y n cl(A) = Y n (nu). 

DEMOSTRACIÓN: Si Y = cl(A) entonces tomamos U = {X}. Supongamos que 
Y - cl(A) f, 0. Sea Z = Y - cl(A). Para cada x E Z tenemos que x E Y y 
x f/c cl(A). Como X es regular, podemos asegurar que existen conjuntos abiertos 
U, V tales que x E U, cl(A) ~ V y Un V = 0. De nuevo, como X es T3, existe 
un conjunto abierto R., tal que x E R,, ~ cl(R,) ~ U. Así que cl(R,,) n cl(A) = 0. 
Consideremos W = {R,,: x E Z}. Resulta que W es una cubierta abierta de Z. 
Como Z ~ Y y hl(Y) :S >., entonces existe un subconjunto E ~ Z tal que IEI :S >. 
y W' ={R.: x E E} cubre a Z. 

Sea U= {X - cl(R,,) : x E E}. U es una familia de conjuntos abiertos tal que 
IUI :S >., y como cl(R,) n cl(A) = 0 para cada x E E, entonces cl(A) ~ X - cl(R,) 
para todo x E E. Por lo cual cl(A) ~ nu. Por lo tanto Y n cl(A) ~ Y n (nu). 

Además, si y E Y n (nu), entonces y E cl(A) ya que si y 1/c cl(A) entonces 
y E Z; de donde se infiere que y E UxeERz, por lo que y 1/c X - cl(R,,) para algún 
x E E. Por lo tanto, y f/c nu, lo cual es una contradicción. O 

En los últimos teoremas que presentamos en esta sección se demuestra que en 
espacios regulares el irx(X)<(X) es una cota superior del peso y la densidad. 

PROPOSICIÓN 2.32. Sea X un espacio T3. Entonces 

nw(X) :S 2s(X) 

DEMOSTRACIÓN: Sea s(X) = K. De la proposición 2.29 existe un subconjunto S de 
X con 1s1 :S 2· y X= U{cl(A): A~ S, IAI :S K}. Entonces N = {cl(N): N ~ s, 
INI :S K} es una red de cardinalidad :S 2'. Para ver esto sea p E X y R un conjunto 
abierto tal que p E R. Sea V un abierto tal que p E V ~ cl(V) ~ R, sea A un 
subconjunto de S con p E cl(A) y IAI :S " y N = A n V. Entonces cl(N) EN y 
p E cl(N) ~ R. O 
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TEOREMA 2.33. Sean S un conjunto denso en X. Entonces se satisfacen las 
siguientes afirmaciones. 
i) d(X) $ d(S) ::; d(X)t(X); 
ii) rrw(S)::; rrw(X); 
iii) rrx(p, S) ::; rrx(p, X), paro cada p E S. 

DEMOSTRACIÓN: i) Sea D <;:; X tal que cl(D) = X y IDI ::; d(X). Para cada d E D, 
d E cl(S), de donde podemos asegurar que existe A.i <;:; S tal que d E cl(A.J) y 
IA.il ::; t(d, X). Sea So = UdeDAd, Es claro que So <;:; S y además como cl(S) =X, 
UnS f, 0 para todo conjunto abierto U de X. Como So<;:; S, (UnS)nS0 = Un So. 
Además, como cl(D) = X, Un D f, 0. Sea d' E Un D. Como d' E cl(Ad, ), implica 
que Un A.J, f, </>, de donde se sigue que Un So f, 0 y por lo tanto cl(So) = S. Lo 
cual nos da que 

d(S) ::; ISol ::; ¿ IAdl ::; ¿ t(p, X) :5 IDI t(X) ::; d(X)t(X). 
dED dED 

ii} Sea U una ,r - base de X. Entonces, Un S f, 0 para todo U E U. Si 
U'= {Un S: U E U}, entonces U' es una ,r - base de S, de donde concluimos que 
rrw(S) :5 rrw(X). 

iii) Razonando en forma analoga al inciso ( ii) obtenemos el resultado. O 

PROPOSICIÓN 2.34. Sea X un espacio topológico con c(X) = " y sea V una 
familia de conjuntos abiertos en X. Entonces existe una subfamilia W de V tal que 
IWI s" y uv <;:;cl(UW). 

DEMOSTRACIÓN: Sea 9 la familia de conjuntos abiertos en X que son subconjuntos 
de algun elemento de V. Aplicando el Lema de Zorn obtenemos una familia maximal 
celular 9' <;:; g, Entonces 19'1 S c(X) =" y UV <;:; cl(U9') por la maximalidad de 
9'. Utili2ando 9' obtenemos el resultado deseado. O 

TEOREMA 2.35. (Efimov) Sea X un espacio topológico. Entonces 

IRO(X)I ::; rrw(x¡c(X) 

DEMOSTRACIÓN: Sean c(X} = " y V una rr-basc para X con IVI s rrw(X). Sea 
9 = {int(cl(G)) : G es la unión de a lo más " elementos de V}. Es suficiente 
probar que RO(X) <;:; 9, de donde IRO(X)I S rrw(Xj<(X)_ Sea R un conjunto 
abierto regular. Ahora sea Vn = {V E V : V <;:; R}. Por la proposición 2.34 existe 
una subfamilia W de Vn con IWI :5 " y UVn <;:; cl{UW}. Sea G = UW. Ahora, 
como Res abierto y V es una rr-base para X se sigue que R <;:; cl(UVn). De donde 
cl(R) = cl(G) y por lo tanto R = int(cl(G)). Con lo cual obtenemos el resultado 
deseado. O 

TEOREMA 2.36. Sea X un espacio regular. Entonces 

d(X) :5 irx(x¡c<xi 

DEMOSTRACIÓN: Sea c(X) = "· Para cada p E X elijamos una rr-base V, para p 
con IV,1 :5 rrx(X}. Construiremos una sucesión {A,,: Os a < 1<+} de subconjuntos 
de X y una sucesión {Vn : O < a < 1<+} de familias de conjuntos abiertos en X 
tales que 
i) IAnl s rrx(X)" para O :5 a<"+ 
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ii) Vn ={VE V,: p E Up<nAp} para O< a< K+; 
iii) Si W es la union de a lo rnas " elementos de Vn y cl(W) f, X entonces A0 -

cl(W) f, 0. 
Construcción: Para a= O. Sea p E X y Ao = {p }. 
Para o = 1, V1 = Vp- Para cada W, unión de a lo más K elementos de V1, 

corno X f, cl(W), sea Pw E X - cl(W), y A1 el conjunto de puntos asf elegidos. 
Observemos que IA1I S IP.(V1)I S IV1I" S rr(X)". 

Supongamos que ya construimos Ap, Vp para todo fJ < a. Por (ii) tenemos 
definido V O • Ahora para cada W, unión de a lo más 1< elementos de V O, tal que 
X f, cl(W), sea pw E X - cl(W) y sea An el conjunto de puntos asf elegidos. 

Observemos que 

IV ni= ¡upEU•<•A• v,1 s L 1v,1 s L rrx(X) s (rrx(X))" 

de donde 

IAnl s IP.(Vn)I s IVal" s rr(X)", 
y (iii) se satisface por construcción con lo que terminamos la construcción. 

· Sea S = U0 <,+An, entonces ISI S rrx(x)". Si cl(S) = X obtenemos el resul­
tado deseado. 

Supongamos que cl(S) f, X y sea R un conjunto abierto en X con cl(R)nS = 0. 
Sea g ={VE V,: p ES y V n R = 0}, y sea G = ug. Se sigue que Se:; cl(G) y 
cl(G) n R = 0. Por la propocisión 2.34 existe una subfamilia W e g con IWI S " 
tal que G e:; d(UW). Sea W = UW. Notemos que S e:; cl(W) y cl(W) n R = 0. 
Elijamos a < "+ tal que W e:; Vn- Por el inciso (iii) An - cl(W) f, 0 que es una 
contradicción a que Se:; cl(W). O 

TEOREMA 2.37. Sea X un espacio regular. Entonces 

w(X) S IRO(X)I :5 rrx(X)'(Xl. 

DEMOSTRACIÓN: i) Aplicando el hecho de que RO(X) es una base para X, y los 
teoremas 2.19, 2.35 y 2.36 obtenernos el resultado deseado. O 

2. Funciones Cardinales en C,(X) 

En esta sección calcularcrnos algunas de las funciones cardinales en espacios de 
funciones continuas, en términos de funciones cardinales aplicadas a los espacios 
dominio y codorninio. Nos centramos en resultados que nos serán útiles en los 
capitulos posteriores. Todos los espacios considerados en esta sección son Tychonoff. 

Los resultados presentados en esta sección los podelllOS encontrar en el libro de 
Arhangel'skii [2]. 

TEOREMA 2.38. Sean X, Y espacios topológicos. Entonces 

w(C,(X, Y)) S IXI · w(Y) y x(C,(X, Y)) :5 IXI · x(Y) 

DEMOSTRACIÓN: Sea B una base de Y tal que IBI S w(Y). Entonces, dado que 

W = {W(x¡, ... ,Xn; B1, ... ,Bn : n E w, {x¡, ... ,xn} e:; X y {B¡, ... , Bn} e:; B} 

es una base para C,(X, Y) y 

IWI S l{F e:; X: IFI < w}l · l{B¡ e:; B: IB¡I < w}I S IXI · w(Y), 



2. FUNCIONES CARDINALES EN Cp(X) 29 

se tiene que 

w(C.(X, Y)) $ IXI · w(Y). 

Ahora consideremos f E Cp(X, Y) y una base local By(y) para y con IBy(y)I = 
x(y,Y). Entonces W' = {W(x¡, ... ,xn;B¡, ... ,Bn): n E w, {x¡, ... ,xn} ~ X y 
B, E By (f(x,)) para cada i = 1, ... , n} es una base local para f y 

JW'I $ l{F ~X: Fes finito}l · l{J' ~ UxexBy(f(x)): IFI < w}I­

Por lo tanto xu,c.(X, Y))$ IXI. x(Y) de donde 

x(C.(X, Y)) $ IXI · x(Y). 

TEOREMA 2.39. Sea X un espacio topológico y X infinito. Entonces 

IXI = w(C.(X)) = x(C.(X)) 

DEMOSTRACIÓN: De 2.19 y 2.38 tenemos que 

o 

x(C.(X)) $ w(C.(X)) $ IXI · w(R) = JXI · w = JXI, 

entoncesessuficientcdemostrarque IXJ $ x(C.(X)). Supongamosquex(C.(X)) < 
JXJ y consideremos B(O) una base local de O en Cp(X} con IB(O}I < JXJ. Sin 
pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de B(O) son de la forma 
W(ll, x I , ... ,xn;e) con {x¡, ... xn} ~ X y e> O. Para cada W(O, x¡, ... ,xn,e) E B(O) 
sea K(W) = {xi, ... ,xn} y definamos Y = U{K(W) : W E B(O)}. Entonces 
IYJ < JXJ y por lo tanto se puede elegir x• E X - Y y considerar la vecindad 
de O en Cp(X}, W(O,x•,1). Sea W = W(O,x¡, ... ,xn,e) un elemento arbitrario 
de B(O); entonces x• 'F x; para todo i = 1, ... , n como X es Tychonoff existe una 
función g E Cp(X) tal que g(x,) = O para todo i = 1, ... n y g(x•) = l. Por lo tanto 
g E W - W(O,x•, 1} de donde W 't W(O,x•, 1) lo cual es una contradicción al 
hecho que B(O) es una base local de O en Cp(X). Por lo tanto IXJ $ x(C.(X)). O 

TEOREMA 2.40. Sea X un espacio topológico. Entonces 

nw(X) = nw(C.(X)) 

DEMOSTRACIÓN: i) nw(C.(X)) $ nw(X) SeaN una red en X con INI $ nw(X) y 
B una base numerable en R. Para cada par de fantllias S1, ... , Sk EN y U1, ... , Uk E 
B fijemos 

Sea 

W(S1, ... sk, U1, ... , Uk) = {f E c.(x) : f(S;) Cu,, i = 1, ... , k). 

W = {W(S1, ... , Sk, U1, ... , Uk) : k E w, S1, .. sk, EN, U1, ... , uk E B} 

Entonces 

JWI $ IP<w(N)I IP<w(B)I = JNI .w = INI. 

Es suficiente demostrar que W es una red en Cp(X). Sea f E c.(X) y 
W(f,xI , ... , xk, <) una vecindad de f en c.(X}. Sin perdida de generalidad pode­
mos suponer que x; 'F x; si i 'F j. Elijamos U1, ... ,Uk E B tales que f(x;) E U, C 
(f(x;) - &, f(x,) + e) para i = 1, .. , k. Como fes continua, existen S1, ... , Sk EN 
tales que x, ES, y f(S;) CU, para i = 1, ... , k. Ahora f E W(S1, .. ,fü, U1, ... , Uk) 
ya que f(S,) C U;. Sea g E W(S1, ... Sk. U1, ... , Uk), como x; E S;, g(x,) E U; 
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de donde lo(x,)-f(x;)I < e para i = l, ... ,k. De donde g E W(f,x¡, ... ,xk,e). 
Además IWI :::; !NI, por lo cual 

nw(Cp(X)) :::; nw(X). 

ii) nw(X) :::; nw(Cp(X)) 
Del teorema 1.15 se sigue que X e CpCp(X), aunado a la desigualdad anterior 

obtenemos que 

nw(X) :::; nw(CpCp(X) :::; nw(Cp(X)), 

de donde nw(X) = nw(Cp(X)). 

TEOREMA 2.41. Sea X un espacio topológico. Entonces 

d(X) = iw(Cp(X)) = ,t,(Cp(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) ,t,(Cp(X)):::; iw(Cp(X)) 

o 

Para probar esto baremos ver que iw(Cp(X)) es una cota superior del conjunto 
{,¡,(!, c.(X)) : / E c.(x)}. Para probarlo sean Y un espacio topológico, g : 
Cp(X) -, Y hiyectiva y continua y B una hase de Y tal que IBI :::; iw(Cp(X)). 
Veremos que para f E c.(X), 

R = {g-1(B): / E g-'(B) yB E B} 

es una pseudobase para/ en Cp(X) y, por lo tanto 

,f;(J, c.(X)) :::; IRI :::; IB\ :::; iw(C.(X)). 

Primero obsérvese que 

n{B E B: g(f) E B} = {g(f)}. 

Entonces si h E nR obtenemos que g(h) E B para todo BE B con f E g-1(B) 
Jo cual implica que g(h) = g(f) y como g es biyectiva entonces h = f, es decir, 
nR = {/} y por Jo tanto Res una pseudohase para/ en Cp(X). 

ii) iw(Cp(X)) :::; d(X). 
Sean T = d(X) y Y~ X denso en X con IY\ :::; T. La función restricción 

rry: Cp(X)-, Z ~ Cp(Y) con rry(/) = fz 
es una condensación de Cp(X) sobre Z = rry(C.(X)) ~ Cp(Y), y por Jo tanto 

w(Z):::; w(Cp(Y)) = IYI:::; T 

y esto implica que 

iw(Cp(X)) :::; w(Z) :::; r = d(X). 

iii) d(X) :::; ,t,(Cp(X)) 
Sea B una pseudohase formada por vecindades básicas canónicas de li en Cp(X) 

con IBI :::;,¡,(Cp(X)). Para cada W(li,x¡, ... ,.Xk,<=) EBsea K(W) = {x¡, ... ,xk} y 
definase 

Y= u{K(W): WEB}~ X. 

Entonces IYI :::; IBI y d(Y) = X. En efecto 

IYI :::; ¿ K(W) :::; IBI · w = IBI 
1VEl3 
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y si existiera x• E X - cl(Y) entonces existiría g E Cp(X) tal que g(x•) = 1 y 

g(cl(Y)) = {O}. Entonces para tod!) x E Y se tendria que g(x) - O(x) = O y esto 
· implicarla que g E nB, pero g f, O lo cual seria una contradicción. Por lo tanto 

cl(Y) = X. De donde se sigue que 

d(X) $ IYI $ IBI $ ,t,(C.(X)). 

Ahora (i}, (ii) y (iii) prueban el teorema. 

TEOREMA 2.42. Sea X un espacio topológico. Entonces 

iw(X) = d(C.(X)). 

i) iw(X) $ d(Cp(X)). 
Como X e c.(C.(X)) entonces 

o 

iw(X) $ iw(Cp(Cp(X)) = d(Cp(X)). 

ii) d(Cp(X)) $ iw(X). 
Sea Y un espacio topológico y / : X -+ Y una condensación tal que w(Y) $ 

iw(X). Entonces de los teoremas 2.40 y 2.5 tenemos que nw(Cp(Y)) = nw(Y) $ 
w(Y) y del teorema 1.19 tenemos que nw(Cp(Y)) = nw(Ji(Cp(Y)) donde ¡i : 
RY--, Rx está dada por Ji(h) = hof, entonces se tiene que nw(Jl(Cp(Y)) $ w(Y). 
Una vez mas del teorema 1.19, como/ es una condensación si y solo si Ji(Cp(Y)) 
es denso en Cp(X) se sigue que 

d(Cp(X)) $ d(Ji(Cp(Y)) $ nw(Jl(C.(Y)) $ w(Y) $ iw(X) 

de donde d(Cp(X)) $ iw(X). Ahora de (i) y (ii) se sigue el teorema. O 

TEOREMA 2.43. (Asanov){Ver [2]) Sea X un espacio topológico. Entonces 

t(X) $ l(Cp(X)). 

DEMOSTRACIÓN: Sean r = l(Cp(X)) y x E X. Sea A C X y supongamos que 
x E cl(A). Como x E cl(A) entonces Un A f, 0 para todo abierto U tal que x E U. 
Además es claro que X E cl(An U). 

Sean A' = A n U y <I> = e;1({1}} donde ex : c.(X) -, Res la función 
evaluación en x. Entonces <I> es cerrado en Cp(X) y <I> ={/E Cp(X): /(x) = l}. 
Como l(Cp(X)) = r y <I> es cerrado en Cp(X) se sigue que 1(<1>) :,:: r. Ahora para 
cada y E A' sea Vy = {g E Cp(X): g(y) > O}. 

Veremos que <I> C UyeA'Vy. Sean/ E <I> y,:> O tal que (1-e,l +e) e R+, 
como f es continua en x y f ( x) = 1 se sigue que existe V abierto en X tal que x E V 
y f(V) ~ (1-,:, 1 +e). Como x E cl(A') y x E V entonces existe y E A'n V. Por lo 
tanto /(y) E (1 - e, 1 +e)~ R+, es decir, f E Vy y por consiguiente <I> ~ UyEA' V,,. 
Ahora como 1(<1>) $ r se tiene que existe B ~ A', IBI $ r y <I> ~ UyeBVy. 

Ahora probaremos que x E cl(B}. Supongamos que x !f. cl(B) entonces existe 
un abierto W en X tal que x E W y W n B = 0 y sea U' = U n W. Como X 
es fychonoff existe / E c.(X) tal que f(x) = 1 y /(X - U') = {O}. De donde 
/ E <I> ~ UyenV,, asi que/ E V, para algún y E B, lo cual implica que /(y)> O 
por lo cual y E U'. 

Por lo tanto y E U'nB ~ WnB lo cual es una contradicción. De donde se sigue 
que x E cl(B}. Por lo cual tenemos que t(x,X) $ r, es decir t(X) $ l(Cp(X)). O 
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TEOREMA 2.44. (Arkhangel'skií-Pytkeev). Sea X un espacio topológico. En­
tonces 

t(Cp(X)) ::; l(X). 

DEMOSTRACIÓN: Sea l(X)::; T. Sean f E Cp(X) y A e Cp(X) tales que f E cl(A). 
Para cada x E X existe Yx E A tal que I Yx(x) - f(x) I< e para e > O. Como Yx 
y f son continuas existe un abierto en X, Vx tal que x E Vx Y Jgx(Y) - f(y)J < e 

para todo y E V •. 
Consideremos la familia V = {Vx : x E X} la cual resulta ser una cubierta 

abierta de X, como l(X) ::; T existe Y C X con JYI ::; T tal que V' = {Vx: x E Y} 
es una cubierta abierta de X. 

Sea B = {Yx: Vx E V'}. Es claro que B C A, IBI $ T y f E cl(B). De donde 
t(x, X) ::; T y por lo tanto t(X) ::; T D 

PROPOSICIÓN 2.45. Sea X un espacio topológico. Si X contiene una famüia 
celular U= {Un: a E M} con IMI = T. Entonces Cp(X) contiene un subespacio 
homeomorfo al espacio compacto A( T). 

DEMOSTRACIÓN: Para cada a E M elijamos / 0 E Cp(X) tal que I E /a(U0 ) y 
f 0 (X - U0 ) = {O}. Sea B = {fa : a E M}. Como 1 E fa(Ua) existe Xa E 
Un tal que / 0 (x0 ) = l. Consideremos el conjunto abierto W = W(f0 ,x0 , 1/2), 
entonces W n B = {10 ) por lo cual B es un subespacio discreto de Cp(X). Sea 
g( x) = O para todo x E X. Consideremos el conjunto F = B U {g} e Cp (X), y 
observemos que si tomamos el conjunto abierto W' = W'(g, Y1,Y2, ···Yk,e), entonces 
l{a E M: Un n {Yl,···,Yk} ;la 0}1 < w. De donde l{a E M: fn ~ W}I < w. Por lo 
tanto Fes homeomorfo a A(r). D 

PROPOSICIÓN 2.46. Sea X un espacio topológico. Entonces 

c(X)::; sup{w(F): F C Cp(X) y F compacto} 

DEMOSTRACIÓN: Sea c(X) = T y,\ =sup{w(F) : Fe Cp(X) y F compacto}. Sea 
V una familia celular en X con IVI = µ. Por la proposición 2.45, Cp(X) contiene 
un subconjunto homeomorfo a A(µ) y como w(A(µ)) =µse sigue que r::; ,\. D 

3. Funciones Cardinales y Funciones Continuas 

Los resultados presentados en esta sección los podemos encontrar en el libro de 
Engelking [17]. 

PROPOSICIÓN 2.47. Sean, X y Y espacios topológicos y f : X -, Y una 
función continua y sobreyectiva. Entonces 
i} c(Y) ::; c(X) 
ii} s(Y) ::; s(X) 

DEMOSTRACIÓN: i) Sea V una familia celular en Y. Como f es continua se sigue 
que ¡-1 (V) es un conjunto abierto en X para cada V E V. Consideremos la familia 
u= u-1(V): V E V}. Es claro que IVI::; ¡u¡. Además u es una familia celular en 
X ya que si existierán V, V' E V con V ;la V' tal que ¡-1 (V) n¡-1 (V') f 0, existiria 
x E ¡-1(V) n¡-1(V'). Tendríamos entonces que f(x) E V y f(x) E V', que es una 
contradicción. Por lo tanto IUI ::; c(X), de donde se sigue que c(Y) ::; c(X). 
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ii) Sea D un conjunto discreto en Y. Como f es una función sobreyectiva, para 
cada y E D elijamos un unico x• E X tal que f(x.) = y. Consideremos el conjunto 
A= {xy E X: y E B}, es claro que \B\ ::; \A\. Como Bes un conjunto discreto en 
Y, para cada y E B existe un conjunto abierto Vy en Y tal que Vy n B = {y}. Y 
como f es una función continua, para cada x 11 E A existe un conjunto abierto Ux11 

en X tal que Xy E Ux, y f(Ux,) ~ Vy, 
Ahora es claro que para cada xy E A se satisface que Ux, n A= {xy}, por lo 

que se sigue que A es un conjunto discreto en X. Lo que implica que IAI ::; s(X). 
De donde se sigue que s(Y) ::; s(X). D 

PROPOSICIÓN 2.48. Sean, X y Y espacios topológicos con X un espacio T1 , y 
f: X-, Y una función continua y sobreyectiva. Entonces e(Y) ::; e(X). 

DEMOSTRACIÓN: Sea B un conjunto cerrado y discreto en Y. Como f es una 
función sobreyectiva, para cada y E B elijamos un unico xy E X tal que f(xy) = y. 
Sea A= {xy E X: y}, por el inciso (ii) del lema 2.47, tenemos que A es un conjunto 
discreto en X, aplicando el hecho de que X es un espacio T1 , tenemos que x• = clxy 
para cada xy E A de donde clA = cl(U{x.})yEa=UyeBcl{x}=UyeB{x}=A por lo 
tanto tenemos que A cerrado y discreto en X, por lo cual \Al ::; e(X), lo cual nos 
permite concluir que e(Y) ::; e(X). D 

TEOREMA 2.49. Sean, X,Y espacios topológicos con Y un espacio compacto y 
f: X-, Y una función continua y sobreyectiva. Entonces w(Y):,; w(X). 

DEMOSTRACIÓN: Es suficiente observar que dada una base U de X, entonces la 
familia N = {!(U): U E U} es una red en Y, de donde obtenemos que nw(Y) ::; 
w(X), y como Y es compacto se sigue que w(Y) S w(X). (Ver 3.7) D 

4. Funciones Cardinales en Productos 

Veremos el comportamiento de algunas funciones cardinales en el producto de 
espacios topologicos. 

DEFINICIÓN 2.50. Sea X = IIaeM Xa. Diremos que un conjunto U C X es un 
abierto canónico de X, si U = Ilo:eMUa en donde Ua es un abierto no vac{o en 
X

0 
para cada a E M, y el conjunto K(U) = {o E M: U0 'f' X0 } es finito. 

TEOREMA 2.51. Siw(X,) S µ paro todos E 8 y \S\ S µ. Entoncesw(IT,esX,):,; 

µ. 

DEMOSTRACIÓN: Sea B, una base de X, con \B,\ S µ. Como la familia de conjun­
tos {II,es W, : W, E B, y W, # X, para un número finito de s E S} es una base 
de II,esX, se sigue el resultado deseado. D 

TEOREMA 2.52. /P. es universal con respecto a la clase de espacios topológicos 
'l'ychonoff de peso S µ. 

DEMOSTRACIÓN: Como I es un espacio de TYchonoff es claro que /P. es un espacio 
de fychonoff y por el teorema 2.51 obtenemos que w(/1') S µ. 

Ahora veremos que todo espacio fychonoff X de peso S µ es encajable en ¡µ_ 
Como X es un espacio de fychonoff tenemos que la familia de conjuntos conulos 

es una base de X y como w(X) = µ podemos elegir una base de conulos V = 
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{U,},es de X con ISI = µ. Para cadas ES consideremos una función continua 
f: X-> I tal que U,= J; 1((0, 1)). Resulta que la familia :F = {!,},es separa 
puntos y puntos de cerrados. Como X es en particular To, se sigue del teorema 
1.12 de la diagonal que t;.,esf, es un encaje de X en¡µ_ D 

Los siguientes corolarios son consecuencia de los teoremas 2.52 y 1.40. 

COROLARJO 2.53. ¡µ es universal para todo espacio topológico compacto de 
pesoµ. 

COROLARJO 2.54. Un espacio topológico X es Tychonoff si y sólo si existe un 
espacio compacto Hausdorff Y y un encaje f de X en Y. 

Sea F = {O, 1} con la topologÍa formada por 0, {O} y F. 

DEFINICIÓN 2.55. El cubo de Alexandroff de peso µ 2': w es el espacio pµ = 
II,esF, con F, = F para todos ES y ISI = µ. Es claro que este es un espacio To. 

Aplicando el teorema de la diagonal y el hecho de que para todo conjunto 
abierto U de un espacio To X, la función f : X -> F dada por 

f(x) = O si x E U y f(x) = 1 si x E X - U 

define una función continua, tenemos la siguiente afirmación. 

TEOREMA 2.56. Sea µ 2': w. El cubo de Alcxandroff de peso µ es universal 
para todo espacio To de peso menor o igual aµ. 

LEMA 2.57. Seo T un conjunto tal que ITI :5 2". Entonces existe una cubierta 
A del conjunto T, tal que se satisfacen las siguientes condiciones: 

i} IAI ::; r.; 
ii} si t¡, ... , tn son distintos elementos de T, existe una subfamilia ajena {A¡, ... , An} 
de A tal que t, E A;, para 1 :5 i :5 n. 

DEMOSTRACIÓN: Es suficiente construir tal cubierta en el Cubo de Cantor D", 
que por el teorema 1.40 (TYchonoff) es un espacio compacto. Como D" es T2 
concluimos que cualquier base de D" satisface el inciso (ii). Como D" tiene una base 
de cardinalidad r., también se satisface el inciso (i). (Para justificar la existencia 
de dicha base ver el ejemplo D" en la sección 5 de este capitulo). O 

TEOREMA 2.58. (Hewitt-Marczewski-Pondiczery (H-M-P)) Sea X = II,erX, 
con ITI :5 2" y tal que d(X,) :5 1< para todo t E T. Entonces d(X) ::; 1<. En 
particular, el producto de a lo más 2w espacios separables es separable. 

DEMOSTRACIÓN: Sea A una cubierta de T que satisfaga las condiciones del lema 
anterior. Para cada t ET, sea {x(t,a): O :5 ar< r.} un subconjunto denso en X,. 
Para cada n < w, para cada n-nupla ordenada r = (A1, ... , An) de elementos 
ajenos en A, y para cada n-nupla ordenada t;. = ({3¡, ... , f3n) de ordinales < 1<, 

definamos un elemento de X como sigue: 

f(n,r,t;.)(t) =x(t,{3;) si t E A,, y f(n,r,t;.)(t) =x(t,O) si t r/,. u¡;,,1A,. 

Consideremos el conjunto S de todos los elementos de X definidos de esta fonna. 
Claramente ISI :5 K. Veremos que Ses denso en X. Para esto, sea V= IT,erV. 
un abierto canónico en X con coordenadas restringidas t¡ < t2 <, ... , < tn, y sea 
r = (A1, •.• , An) en donde {A1, ... , An}, es una fanúlia de conjuntos ajenos en A tal 



5. EJEMPLOS 35 

que t, E A; para 1 S i S n. Para 1 S i S n, sea x(t;, /3;) E V., y ~ = (/31, ... , /J»l· 
Entonces/(n,r,~)ESnV. D 

COROLARIO 2.59. Sea X = IT,eTXt, con d(X,) S " paro cualquier t E T. 
Entonces c(X) S "· 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que la afirmación del corolario es falsa. 
Sea {Vn : OS a<,;.+} una familia celular en X. Supongamos que cada V0 es un 

conjunto abierto canónico, y sea F0 el conjunto finito de coordenadas restringidas 
de V0 • Sea A = Un<•+Fn y sea Y = IIteAX,. Entonces IAI S 2' Y d(Y) S 2'. 
Ahora si v; es la proyección de V» sobre Y, entonces la familia {V; : OS a<"+} 
es una familia celular en Y de cardinalidad "+ lo cual es una contradicción. O 

Como una aplicación del teorema de (H-M-P) podemos dar la demostración del 
teorema de Hausdorff que ya mencionamos en el teorema 1.22. 

TEOREMA 2.60. (Hausdo,ff}[24] Sea >. un cardinal infinito y sea E un con­
junto tal que IEI = >.. Entonces existe una familia independiente E de subconjuntos 
de E tal que IEI = 2". 

DEMOSTRACIÓN: Consideremos el cubo de Cantor X = D2
', que por el teorema 

2.58 (H-M-P) cumple d(X) S >.. Sea E~ X, tal que E es denso en X y IEI = >.. 
Como E es denso en X, 

En1r;;-1({0}) ,p 0 para todo OS a< 2". 

Consideremos la familia 

E= {En1r;;-1 {(O)}: OS a< 2"}. 

Es claro que IEI = 2". Además si 

En1r;;-,'({O}), ... ,En1r;;-f({O}) EE 

tenemos que 

En (n}=11r;;-/ {(O)}) n (ni=H11r;;-}({l})) ,¡, 0. 

Por lo tanto, E es la familia deseada. o 

5. Ejemplos 

En esta sección calcularemos en espacios típicos algunas de las funciones car­
dinales definidas en este capítulo. Se podrá apreciar que no es posible mejorar 
mucltas de las relaciones establecidas a lo largo del capítulo. 
Iniciaremos esta sección con un lema que nos será de utilidad. 

LEMA 2.61. Sea R con la topología usual. Entonces R es hereaitariamente 
Lindelof. 
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5.1. La recta Euclidiana R. Consideremos X = R con la topología que 
esta generada por la familia C = {(a, b) : a, b E R}. Como es sabido esta topologÍa 
coincide con la topologÍa generada por la metrica usual: d(x,y) = lx -yJ. En 
adelante denotaremos este espacio como X,. 
i) Es conocido que JX,I = ?'. En efecto podemos asociar a cada número real r 
una única sucesión de racionales r n que converge a r, de tal manera que si r =/; s 
entonces r n =/:- Sn. 

ii) w(X,) = w, ya que la familia B de intervalos abiertos con centro racional y 
extremos racionales es una base de X con IBI = w. 
iii) d(X,) = w. Se sigue del hecho de que el conjunto de números racionales Q es 
denso en X, y IQI = w. 
iv) c(X,) = w. Se sigue del hecho que c(X,) :5 d(X,). 
v) e(X,) = s(X,) = l(X,) = hl(X,) = hd(X,) = w. Se sigue del inciso (ii). 
viii) x(X,) = ,p(X,) = w. Para verificar esto es suficiente observar que para cada 
x E X., la familia 1) = {Vi¡.(x) : n E w} (Donde Vi¡n(O) es la bola abierta con 
centro en O y radio 1/n) es una base para x en X, con IVI = w. 
ix) Es claro que JX,I = 2x(X,)l(X,). Este ejemplo muestra que es posible obtener 
las igualdades en el corolario 2.10, teorema 2.14, proposción 2.15, teoremas 2.21, 
2.22, 2.24 y 2.26. Una afirmación que contempla este ejemplo como caso particular 
es la siguiente. 

5.2. Espacio Métrico X. 

TEOREMA 2.62. Sea X un espacio métrico y X infinito. Entonces 

i) w(X) :5 IXJ. 
ii) ,/J(X) = t(X) = 1rx(X) = x(X) = psw(X) = ~(X) = w. 
iii) w(X) = nw(X) = ,rw(X) = c(X) = e(X). 
iv) O(X) = zw(X). 

La demostración de estas afirmaciones se pueden encontrar en [24]. 

5.3. La Linea de Sorgenfrey Xs. Sea X = R con la topología r generada 
por la familia B = {[a, b) : a, b E R}. A (X, r) lo denotaremos como Xs y es 
llamado la linea de Sorgenfrey. 
i) IXsl = 2"'. 
ii) w(Xs) = ?': Es suficiente observar que si B' es una base de Xc, para cada 
a E R podemos elegir un B. E B' tal que a E B0 C [a,a + 1). Es claro que la 
función de R en B' definida por a -+ B. es inyectiva. En efecto para cada a E R, 
a es el primer elemento de B., y un subconjunto de R no puede tener más de un 
primer elemento. 
iii) d(Xs) = w. En efecto, A es denso en X, si sólo si A es denso en Xs. Si A 
no es denso en Xs, existen a,b E R, a < b, tales que A n [a, b) = 0. Por tanto 
An (a, b) = 0 y A tampoco es denso en X,. Ahora si A no es denso en X., existen 
a,b E R, a < b, tales que A n (a, b) = 0. Por tanto A n [(a+ b)/2, b) = 0 y A 
tampoco es denso Xs, 
iv) c(Xs) = w. Se sigue de c(Xs) :5 d(Xs) 
v) hl(Xs) = w Esto se sigue del lema 2.62. 
vi) s(Xs) = e(Xs) = l(Xs) =w. Es inmediato del inciso (v). 

5.4. El Erizo no metrizable de Cardinalidad w x•. Sea X la unión de w 
copias ajenas del intervalo cerrado de racionales [O, l] n Q. Denotamos la n-esima 
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copia de [O, l] n Q como In = [O., ln]- Demosle a X la topologia suma. Ahora 
consideremos la siguiente relación de equivalencia~ en X: para X E X - {On}nEw, 
x ~ y si solo si x = y y si x = On para algún n E w x ~ Om para todo m E w. 
Entonces, si [X] es el conjunto de clases de equivalencia de X bajo ~, definimos 
p : X --, [X] tal que p(x) = x donde x es la clase de equivalencia tal que x Ex. 
Ahora a [X] le damos la siguiente topología: A ~ [X] es abierto si solo si p- 1 (A) es 
abierto en X. En adelante nos referiremos a este espacio como el No-eriw racional 
que denotaremos como Xº. Resulta que: 
i) 1x·1 = w 
ii) ,j,(Xº) = w. Esto se sigue del hecho de que la familia {B1¡n(O)}nEw donde 

B1¡n es la bola abierta que contiene a O y de radio 1/n, es una familia tal que 

nnewB1¡.(0) = {O}. 
iii) x(O, Xº) > w. Ya que si :F = { Cm}mEw es una familia numerable de abiertos tal 
que nmewCm = {O} tenemos lo siguiente: para cada m E w existe Xm E w tal que 
Üm E [Om,Xm) ~ Imnp-1(Cm); sea Ym E (Om, Xm); entonces si A= Um<w[Om,Ym), 
p(A) es un abierto en Xº cociente tal que para toda m E w, Cm n p(A)< fa 0 es 
decir, {Cm}mEw no es base local de¡¡ en x·. 
iv) w(Xº) > w. 
v) nw( Xº)= w. Para esto es suficiente observar que [Xº[= w 

5.5. El espacio Discreto de Cardinalidad µ D(µ). Si consideramos X= 
D (µ) se sigue que 

IXI < 2'(X)x(X). 

5.6. X Numerable. Sea X un conjunto numerable y consideramos en él la 
topología discreta. Es claro que 

a)[X[ = w y que 
b)O(X) =~,de donde 
c)[X[ < O(X). 
d) Ahora si X lo consideramos con la topología cofinita (los abiertos son de la 

forma U = X - F con [F[ < w ) entonces 
d)[XI = O(X). 

5. 7. Espacios Linealmente Ordenados. Sea X un conjunto con un orden 
total. Consideremos en X la topologia generada por esté orden. En adelante 
denotaremos esté espacio como X e,. 

Las siguientes afirmaciones son válidas (Ver [13), (14), (26]). 
i) x(X,:) ::; c(Xc). 
ii) hl(X,:) = c(Xc). 
iii) hd(Xc) = d(X"). 
iv) x(X,:) = ,j,(Xc). 
v) t(X,:) = x(Xc). 
vi) w(X,c) = nw(X.c). 
vii) w(X,c) = d(X,:) + g(X,:) donde g(X,:) es el número de saltos de xc. 

1) Observemos que del ejemplo 5.4 el scudocaractcr del espacio en cuestión es 
menor que el caracter del espacio. 

2) Del ejemplo 5.1 tenemos que el peso del espacio que ahí consideramos es 
menor que la cardinalidad del espacio. 
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3) Del ejemplo 5.4 tenemos que la cardinalidad del espacio en cuestión es menor 
que el peso del espacio. 
De (2) y (3) odemos concluir que ni la cardinalidad es cota superior del peso del 
espacio ni el peso es cota superior de la cardinalidad. 

4) Del ejemplo 5.4 tenemos que el peso red del espacio en cuestión es menor 
que el peso del espacio. 
En el siguiente capítulo veremos que estos resultados (Ver teoremas 3.1, 3.5 y 3. 7) 
así como otros son mejorados si suponemos que el espacio que consideramos es 
compacto. 

5) Si consideramos el espacio X = {Jw, la compactación de Stone--Cech de w, 
entonces I X I= 22'<x>, dcmostrandose así que se puede obtener la igualdad en el 
teorema 2.12. (Vease el ejemplo 5.3 en el capítulo 3). 

6) Consideremos el espacio X = [O, 1] x [O, 1], con la topología del orden lexi­
cografico. Sea Y= {(x, O): x E [O, ll}U{(x, 1) : x E [O, 1]} con la topología inducida 
de X. 

Se puede demostrar que iw(Y) = w(Y) = 2'". (Vease el ejemplo 5.3 de esta 
sección y la propocisión 3.6 del capitulo 3). Además rrx(Cp(Y)) = x(Cp(Y)) =I 
Y I= 2'" y c(Cp(Y)) = w. Por lo tanto, la igualdad del teorema 2.36 se obtiene, 
cuando aplicamos las funciones involucradas al espacio Cp(Y). 



CAPITULO 3 

Funciones Cardinales en Espacios Compactos 

En este capítulo, estudiaremos el comportamiento de las funciones cardinales topo­
logicas en espacios compactos Hausdorff. Veremos que algunas desigualdades que 
tcnenemos en el capítulo anterior se convierten en igualdades, y otras pueden ser 
mejoradas suponiendo que el espacio en cuestión es un espacio compacto. 

l. Cardinalidad en Espacios Compactos 

Los resultados presentados en esta sección los podemos encontrar en el articulo 
de R. Hodel (24]. 

De las definición 2.18 incisoo (i), (iii) tenemos que ,j,(X) $ x(X) para todo 
espacio X. El primer resultado de este capítulo nos permite mejorar esta afirmación 
para espacios compactos. 

TEOREMA 3.1. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

,J;(X) = x(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) ,j,(X) $ x(X). Se sigue de la definición 2.18 incisos (i) y (iii). 
ii) x(X) $ ,j,(X). Sean p E X y V una seudobase local de p tal que !VI $ ,j,(p, X). 
Como X es compacto, en particular es regular, de donde para cada V E V existe 
un conjunto abierto wv tal que p E wv ~ cl(Wv) ~ V. Consideremos Vo = 
{Wv : V E V}. Tenemos que !Vol $ !VI $ ,j,(p, X), y Vo es una seudobase de p. 

Además, como n {cl(Wv): V E V}= {p}, entonces, dado q # p, existe w. E 
Vo tal que q ~ cl(W.). Por lo cual existe un abierto Uq tal que q E u. y u.nw. = 0. 
Esto nos permite asegurar que W = {Wq} q;'p es una seudobase de p, y como 

W ~ Vo, IWI $ ,j,(p,X). 
Sea Wo la familia de todas las intersecciones finitas de elementos en W. Ob­

servemos que IWI = IWol- Sea O un conjunto abierto tal que p E O; entonces 
U= {Uq}q,.p U {O} es una cubierta abierta de X, de donde, como X es compacto 
existen q1, q2 ... , .qn tales que {U • .}~=l U { O} es una subcubierta finita de X. Afir­
mamos que n~1 Wq

1 
~ O. En efecto, sea z E nr=l Wq,, es decir que z E Wq, para 

i = 1, ... , n. Por lo cual z ~ u • ., de donde se tiene que z E O. Por lo tanto W0 es 
una base local de p en X. Con lo cual obtenemos que x(p, X) $ ,j,(p, X), y por lo 
tanto ,j,(X) = x(X). O 

Es claro que si X un espacio topológico compacto. Entonces 

l(X) = w. 

En los dos siguientes resultados obtenemos, primero una cota superior para la 
cardinalidad del espacio en términos del pseudocaracter del espacio y segundo, una 
cota inferior de la cardinalidad del espacio en terminos del caracter del espacio. 

39 
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Recordemos que si X es T2, el teorema 2.26 ( Arkhangel'skii) nos a.segura que 
JXJ :,; 21(X)x(X). En particular, si X es compacto este resultado queda como. 

TEOREMA 3.2. Sea X un espacio topológiro compacto. Entonces 

IXI S 2,¡,(X), 

En particular si ,/;(X) = w, tenemos que JXJ S 2"'. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 3.1 y 2.26 o 

TEOREMA 3.3. (écch-Pospisil). Sea X un espacio compacto infinito tal que 
x(p, X) 2'. A paro todo p E X. Entonces 

JXI 2'. 2' 

DEMOSTRACIÓN: Para cada o < A construiremos una familia de conjuntos cerrados 
no vacíos {K¡: f E 2°} en X tal que 

i) Si f E 2° y /3 < a entonces K¡ <;; Ku1,>· 
ii) Si f,g E 2° y/ ;6gentonces K¡nK9 = 0. 
Supongamos por un momento que tenemos construida la familia { K ¡ : / E 2°} 

para cada o < A tal que se satisfacen i) y ii). 
Para cada f E 2> seaK¡ = n.<.xK¡¡ •. Por el inciso (i), la familia { K¡¡. : o< A} 

es una sucesión decreciente de cerrados no vacíos en X, y por compacidad K ¡ ;6 0. 
Por el inciso (ii), si/, g E 2° y f ;6 g entonces K¡ f K 9 y como J2'J = 2', entonces 

JXI 2'. 2'. 
Construyamos ahora la familia de conjuntos { K ¡ : / E 2º}. Esta construcción 

la haremos en dos casos. 
1) Si A = w. Para este caso agregaremos la condición 

iii) Para cada/ E 2°, int(K¡) ;6 0. 
Para o= O, 2° = {0} y tomamos K0 = X. 

Sea O < o < w, y supongamos que para /3 < a tenemos construida la familia 
de conjuntos cerrados {K¡: / E 2P}, que satisface los incisos ( i), (ii), (iii). 

Sean o = 'Y+ 1 , g E 2' y fo, /¡ E 2º tales que fo I,= /¡ 1,, /o('Y) = O Y 
/1(-r)=l. 

Construyamos K¡0 ,K¡,. Por el inciso (iii) int(K9 ) t, 0 y como x(p,X) 2'. A, 
para todo p E X, entonces X no tiene puntos aislados. Sean x,y E int(K9 ) con 
x ;6 y. Entonces existen abiertos Ux, Uy tales que x E Ux <;; K 9 , y E Uy <;; K 9 • 

Además, como X es T2, existen abiertos Wx, Wy tales que x E Wx, y E Wy 
y Wx n Wy = 0, de donde concluimos que x E Ux n Wx, y E Uy n Wy. Por la 
regularidad de X, existen abiertos Vx, Vy tales que :x E Vx <;; cl(Vx) <;; Ux n Wx, 
y E V,, <;; cl(V,,) <;; Uy n w •. Por lo tanto cl(Vx) U cl(Vy) <;; K 9 y cl(Vx)n cl(V,,) = 0. 

Si definimos K¡, = cl(Vi) y K¡, = cl(V2), entonces por construcción se satis­
facen las propiedades deseadas. 

2) A> w. Para este caso pediremos también la siguiente condición 
iii) K¡ sea la intersección de a lo más JoJ +w conjuntos abiertos para cada/ E 2°. 

Sea O< o <Ay supongamos que para todo /3 <ala familia { K¡.: f E 2P}, 
esta bién construida y satisface las propiedades deseadas. Para un ordinal limite o 
definamos K¡ = nµ< 0 K¡¡, para cada/ E 2º. De la definición de K¡ éste satisface 
los incisos ( i) y ( iii). Ahora sean/, g E 2º con K¡ = nµ< 0 K¡¡,, K 9 = nµ< 0 K 91,· 
Si K¡ nK9 f 0 entonces existe /3 <atal que K¡¡, nK91, t, 0 Io cual no es posible 
por hipotesis de inducción. Por lo tanto también se satisface ii). 
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Si a es un ordinal sucesor, sea: C< = '/ + 1, g E 2° y fo, Ji E 2" tales que: 
fo l,=fi 1,=g Y Job) =Oy Ji(,-)= l. 
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Constrnyamos K¡,, K¡,. Como para cada p E X. x(p,X) 2: ,\ y [(9 es la 
intersección de menos de ,,\ conjuntos abiertos entonces J( 9 debe de tener más ele 
un punto. ya que si K 9 = {p} y tambien K 9 = ni<>.½ entonces {p} = ni<>.½ por 
lo cual el conjunto {½L<>. seria una scudobasc de p. Como X es compacto. esta 

propiedad induciría una base local {V(} de p. de donde x.(P, X) < ,\ lo cual es 
•<-" 

una contradicción. 
Aplicando el teorema podemos encontrar conjuntos cerrados Go.G1 ajenos Gó 

tales que: Go n [(9 # 0, G1 n K 9 cfa 0. Por lo tanto si definimos K¡, = G1 n K 9 , 

K¡0 = Go n K 9 i estos satisfacen por construcción las propiedades deseadas. 
Asi terminamos la constn1cción de la familia {K¡: f Eª 2} i de conjuntos cer­

rados no vacíos de X. 
Por la obsCrvación inicial tenemos el resultado deseado. D 

TEOREMA 3.4. Sea X un espacio compacto infinito con x(X) = w. Entonces 

IXI = W Ó IXI = 2w 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que IXI > w. Del teorema 3.2 tenemos que IXI :e; 
2w. Sea .4 = {p E X: toda vecindad de p tiene cardinalidad > w}. El conjunto 
A satisface las siguientes afirmaciones: 
i) A i:, 0. En efecto si A= 0, entonces cada punto p E X tiene una vecindad VP tal 
que IVPI :e; w, de donde la familia {Vp} pO'. es una cubierta abierta de X. Por lo 
tanto existen p¡, i, Pn E X tales que X = Uf= 1 Vµ,. Por lo cual 

n 

IXI = IU,=1 Vp, 1 S ¿ IVP, I = nw = w. 
i=l 

ii) A es cerrado. Sea p E cl(.4) entonces para toda vecindad abierta VP tal que 
p E Vp tenemos que VP n .4 cfa 0. Por lo tanto podemos elegir un x E V,; n .4, lo cual 
implica que x E Vp, y x E .4, de donde IVvl > w y por lo tanto p E .4. 
iii) Ningún punto de A es aislado en .4. Afirmación que podemos comprobar de la 
siguiente forma. Sean p E .4 y V un abierto de X que contiene a p. Como X es 
regular podemos construir una base local V= {Vn}nEw de p tal que cl(Vo) C V y 
cl(Vn+i) <;; Vn para cada n E w. Además podemos observar que 

Va - {p} = Un<w(Vn - Vn-1) 

Es claro que Un<w(Vn - Vn-1) <;; Vo - {p}. Tomemos ahora q E Vo-{p}. Entonces 
q cfa p, de donde existe un minimo no tal que q !/c. Vn,, y como q E Vo entonces 
q E Vn.-1, de donde q E Un<w(Vn - Vn_¡). 

Entonces existe un i < w tal que IV. - V.-11 > w, y como X es compacto por 
la proposición 1.34 el conjunto ½ - ½-1 tiene un punto de acumulación completo 
r, de donde r E Vo - {p}. Por lo que r E V y IVI > w. Por lo tanto r E V n .4 
( r cfa p). Entonces p no es aislado en .4. 

Por lo tanto A es un compacto tal que para cada p E .4, x(P, A) es infinito 
numerable. Por el teorema 3.3 resulta que l.41 2: zw con lo que obtenemos que 
IXI 2: ~. De donde obtenemos el resultado deseado. D 
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2. Peso en Espacios Compactos 

Los resultados presentados en esta sección los podemos encontrar en el articulo 
de R. Hodel [24]. 

En el capitulo anterior observamos que w(X) S IXI, o IXI S w(X). En caso 
de que X sea un espacio compacto, podemos asegurar que w(X) S IXI como nos 
lo hace ver el siguiente resultado. 

TEOREMA 3.5. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

w(X) S IXI. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 2.19 inciso (i), 2.20, y 3.1 inciso (ii). O 

De los teoremas 2.5 tenemos que iw(X) ~ w(X), nw(X) S w(X), psw(X) ~ 
w(X), 2.14 tenemos que ó(X) S nw(X) y de 2.15 psw(X) S l(X)ó(X). Si X es 
compacto todos estos resultados son mejorados como nos lo hacén ver los siguientes 
5 rsultados. 

PROPOSICIÓN 3.6. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

iw(X) = w(X). 

DEMOSTRACIÓN: Sea f : X -> Y una condensación. Como X es compacto, del 
corolario 1.38 resulta que f es un homeomorfismo, de donde se sigue el resultado 
deseado. O 

TEOREMA 3. 7. Sea X un espacio topowgico compacto. Entonces 

w(X) = nw(X). 

DEMOSTRACIÓN: i) nw(X) S w(X). Se sigue del teorema 2.5 inciso (i). 
ü) w(X) S nw(X). Sea N una red de X tal que 1-NI = nw(X) = >.. Consideremos 
la familia 

A ={(N1,N2) EN xN: N1 nN2 =0}. 

Sea B la familia de parejas (½, V2 ) de conjuntos abiertos tales que existe un 
elemento (N1,N2) E A con N1 <;; V¡,N2 <;; V2. Observemos que la familia B 
satisface que si p, q E X y p 'f' q, existe (V,, Vq) E B, tal que p E V,, q E v;, y 
V,, n v;, = 0. Esto se sigue del hecho de que X es T2, ya que si p, q E X con 
p ,f q existen conjuntos abiertos V,(q), v;,(p), tales que p E V,(q), q E v;,(p) y 
V,(q) n v;,(p) = 0. Como N es una red existén N,, Nq EN tales que, 

p EN, <;; V,,(q), q E Nq <;; Vq(p) 

por lo cual N, n Nq = 0 y por tanto (N,, Nq) E A. De donde (V,,(q), Vq(p)) E B. 
Ahora, para cada (N1, N2) E A elijamos una y sólo una pareja(½, V2) E B tal que 
N1 <;; V¡ y N2 <;; Vz. Sea Bo la famlia de estas parejas de subconjuntos abiertos asi 
elegidos. Sea W la familia de intersecciones de subfamilias finitas de elementos de 
rr1(Bo)- Se sigue que IWI S IBol S INI- W genera una topología de Hausdorff en 
X y puesto que X es compacto W es una base. De donde w(X) S nw(X). O 

TEOREMA 3.8. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

psw(X) = nw(X). 
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DEMOSTRACIÓN: i) psw(X) <::; nw(X). Se sigue del teorema 2.5 inciso (vii). 
ii) nw(X) <::; psw(X). Sea psw(X) = ,X y V una cubierta abierta scparante de X con 
ard(p, V) <::; ,X para todo p E X. La compacidad de X implica que !VI <::; A . Para 
ver esto, sea {V a : O <::; a < ,X} la familia de todas las cubiertas finitas minimales 
de X por elementos de V, la cual la podemos indicar por ,X aplicando el lema 1.25 
(de Miscenko). Entonces V e;; Ua<>Ya ya que si Vo E V y p E Vo para cada q e/ p 
podemos elegir un elemento de V que contenga a q pero no a p. Esta familia de 
conjuntos junto con Vo cubren a X, de donde existe una subfamilia finit~ roiniroal 
que cubre a X, digamos V O, asi que Vo E Va .. Además 

IVI :'Ó IUa<>. Val :'Ó ¿ IV al = WA = A. 
o<> 

Ahora sea N la familia de todos los subconjuntos de X de la forma X - W 
donde W es la unión de una subfamilia finita de V. Afirmamos que N es una 
red de X con !NI <::; A. En efecto sea p E X y sea U un abierto que contiene a 
p. Como V es una cubierta separante entonces para cada q E X - U existe un 
V., E V tal que p ft v;,. Resulta entonces que {U} U {Vq : q E X - U} es una 
cubierta de abierta de X. Como X es compacto, existen q1, ••• , qn E X - U tales 
que {U} U {V.,,: 1 <::; i <::; n} cubre a X. Resulta ahora que 

p E X - uf=! v;,. e u y X - U?=! v;,, EN. 

De los teoremas 3. 7 y 3.8 se sigue el siguiente resultado. 

TEOREMA 3.9. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

w(X) =psw(X). 

D 

También, del teorema 2.14, la proposición 2.15, y de los teoremas 3.7 y 3.8 
obtenemos el siguiente resultado. 

COROLARIO 3.10. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

t..(X) = w(X). 

COROLARIO 3.1 l. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

w(X) <::; IRO(X)I <::; 2•(X). 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de las definiciones 2.2 inciso (i), 2.4 inciso (iii), del teo­
rema 2.35 y 3. 7 y la proposición 2.32. D 

3. Estrechez en Espacios Compactos 

En esta sección veremos la relación que existe entre la estrechez y la longitud 
de sucesiones libres en espacios compactos. Además se determinan otras relaciones 
entre la estrcchez 1 el peso y la amplitud. 

TEOREMA 3.12. Sea X un espacio topológico compacto tal que t(X) <::; A. En­
tonces X no tiene una sucesión libre de longitud ,X+. 
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DEMOSTRACIÓN: Supongamos que X tiene una sucesión libre {x0 }
0

<-'+ de lon­
gitud >.+. Por la proposición 1.34, {x0 }o<H tiene un punto de acumulacion 
completo p. Entonces p E cl({x0 }

0
<H)- Como t(X) $ >. existe un subcon­

junto A <;; {x0 } 0 <-'+ tal que IAI :;; >. y p E cl(A). Sean A = {x.,},<, y 
/3 =sup{a,: x 0 , E A}. Entonces f3 <>.+,de donde 

cl({x0 : a< /3+ 1}) ncl({x0 : /3+ 1:;; a})= 0. 
Como A <;; {x0 : a< f3 + 1}, p E cl({x0 : a< f3 + 1}). Además, si V = 

(cl({x0 : <>2:/3+1}))' tenemos que V es un conjunto abierto tal que p E V y 
V n { x 0 : a < /3 + 1} tiene a lo más l/31 puntos de la sucesión. Como 1/31 < >. +, 
entonces p no es un punto de acumulación completo de {x0 }

0
<.s+, lo cual es una 

contradicción. D 

TEOREMA 3.13. Sea X un espacio compacto con>. < h1rx(X). Entonces X 
tiene una sucesión libre de longitud >. +. 

DEMOSTRACIÓN: Como 1rx(Y) :;; 1rx(cl(Y)), es suficiente probar el resultado si 
1rx(X) > >.. Sea p E X tal que 1rx(p,X) e: >.+. Consideremos la famila g de 
conjuntos cerrados e, en X. Entonces 9 tiene la siguiente propiedad: 
( •) Si 'H. <;; 9 y IHI $ >., entonces existe una vecindad abierta R de p tal que H - R 
,j, <f, para todo H E 1{. 

Afirmación que podemos verificar, de la siguiente forma:. 
Como 'H.<;; g tenemos que para todo HE 'H., HE 9. De donde H = nnewG:f, con 
los G;{ conjuntos abiertos para todo n E w y (clG!!+i) C G!! para todo n < w. 
Además, ya que 

i{G[!: n E w, HE 'H.}I S w.>. = >. 

se sigue que { G[! : n E w, H E 'H.} no es ,r- base local de p en X. Por lo cual existe 
un conjunto abierto R con p E R, tal que G[! - R ,j, 0 para todo n E w, y para 
todo HE 'H.. Para cada HE 'H., {(clG[!) n (X - R): n < w} es una colección de 
conjuntos cerrados con la propiedad de la intersección finita. 

Como X - R es compacto existe 

xo E nn<w(clG;;) n (X -R) = H n (X - R). 

Construiremos ahora subfamilias {A0 : O$ a<>.+} y {B0 : O:;; a<>.+} de g 
tales que: 

i) p E A0 y A. n B.= 0 si O$ a<>.+. 
ii) Si Hes intersección de una subfamilia finita no vacía de 

{ Ap : O S /3 < a} U { Bp : O $ /3 < a} , 

entonces H n B,. ,j, 0, si O< a<>.+. 
La contrucción la haremos por inducción transfinita. 
Sea p E X y sea U un conjunto abierto tal que p E U, entonces p $. X - U, y 

como X - U es compacto, por el lema 1.31 existén conjuntos cerrados G6 , Ao y Bo 
tales que p E Ao y Ao n Bo = 0. 

Supongamos que para a tal que O < a < >. + tenemos construidos las familias 
{Ap: /3 < a} y {Bp: /3 < a} satisfaciendo (i) y (ü). Sea 1{ la familia de todas 
las intersecciones de subfamilias finitas no Yacías de {Ap: /3 < a} U {Bp: /3 < a}. 
Entonces tenemos que 1i <;; 9 y l'H.I $>.,por lo cual 1i satisface(•)- Por lo tanto 
existe un conjunto abierto R tal que p E R y H - R ,j, 0 para todo H E 'H.. Por 
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el lema 1.3.1 existen A0 , B 0 E 9 tal que p E A0 , (X - R) e;; B 0 y A0 n B 0 = 0. 
Ahora como H - R. ,¡f 0, tenemos que H n B0 ,¡f 0, por lo cual se satisfacen los 
incisos (i) y (ii). 

Sea ahora a fijo con O :5 a < .>. +. Entonces cualquier intersección de una 
subfamilia finita de {A11: /3 :5 a} U {B11: /3 > a} es distinta del vacío. Como X es 
compacto existe un 

Xo E (n11:;aA11) n (n11>aB11), 

Entonces la sucesión { x 0 : O :5 a < .>. +} es libre de longitud .>. + en X, ya que 
para todo /3 < ). + tenemos que 

cl({xa: a< /3}) e;; B11, cl({xu;a 2: /3}) e;; A11 y A11 nB11 = 0. 

D 

Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos. 

COROLARJO 3.14. Sea X un espacio topológico compacto con t(X) > .>.. En­
tonces X tiene una sucesión libre de longitud .>. +. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 2.19 inciso (iv) y 3.13. 

De donde, sintetizando este corolario con el teorema tenemos que. 

TEOREMA 3.15. Sea X un espacio topológico compacto y definamos: 
F(X) =sup{.>.: X tiene una sucesión libre de longitud.>.} +w. Entonces 

t(X) = F(X) 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 3.12 y corolario 3.14. 

D 

D 

Sabemos que por el teorema 2.19 inciso (iv) t(X) :5 hrrx(X) para cualquier 
espacio topologico X. Si X es compacto se obtiene la igualdad. 

TEOREMA 3.16. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

hrrx(X) = t(X) 

En particular todo subespacio Y de X con t(Y) = w tiene rr-carácter numerable. 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que t(X) = .>.. Si hrrx(X) > \ entonoes, por el teo­
rema 3.13, X tendría una sucesión libre de longitud .>. +, contradiciendo el teorema 
a1a o 

TEOREMA 3.17. [12] Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

w(X) '.', t(Xj<(X) 

DEMOSTRACIÓN: Como el rrx(X) :5 hrrx(X), de los teoremas 2.37 y 3.16 obten­
emos el resultado deseado. O 

TEOREMA 3. 18. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

t(X) :5 s(X) 

En particular si s(X) = w entonces t(X) = w. 
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DEMOSTRACIÓN: Supongamos que s(X) = A. Si t(X) > A entonces, por el corolario 
3.14 X tiene una sucesión libre de longitud A+; pero esta sucesión es un conjunto 
discreto, lo que contradice que s(X) = A. O 

LEMA 3.19. [2] Sea X un espacio topológico compacto tal que t(X) = w, y sea 
U un conjunto abierto no vacio de X. Entonces existe un conjunto cerrado P G, 
en X y un subamjumo numerable A e X tales que P C cl(A) n U. 

DEFINICIÓN 3.20. [29] Un espacio topológico X es monolitico si d(Y) = nw(Y) 
para todo Y e;; X. 

COROLARJO 3.21. [29] Sea X un espacio topológico. Entonces X es monolitico 
si y sólo si para todo r y para todo A C X con IAI '., r entonces nw(cl(A)) '., T. 

TEOREMA 3.22. Sea X un espacio topológico compacto monolítico con t(X) = 
w. Entonces existe un subconjunto denso F C X, tal que el x(x, X) = w para todo 
xE F. 

DEMOSTRACIÓN: Sea U un conjunto abierto no vacío de X. Por el lema 3.19 existe 
un conjunto numerable A e X, y un conjunto cerrado F(U) e X de tipo G, en 
X tal que F(U) C cl(A) n U. Como X es monolítico y IAI = w, nw(cl(A)) = w 
y como cl(A) es compacto w(cl(A) = nw(cl(A)), por lo tanto w(cl(A)) = w. De 
donde F(U) es compacto con w(F(U)) = w, por lo cual x(x,F(U)) = w para todo 
x E F(U). Con lo que obtenemos que para todo x E F(U), x es de tipo G, en 
F(U), y como F(U) es de tipo G6 en X entonces x es de tipo G6 en X para todo 
x E F(U). Entonces ,t,(x, X) = w para todo x E F(U), y como X es compacto 
x(x, X) = w para todo x E F(U). Sea 

F = U{F(U) : U e X es abierto}, 

entonces F es el conjunto deseado. o 

TEOREMA 3.23. Sea X un espacio topológico compacto monolítico con t(X) = 
w. Entonces X es un espacio de Frechet-Urysohn. 

DEMOSTRACIÓN: Sea y E X, A e X, con y E cl(A). Como t(X) = w, existe 
un subconjunto numerable B C A tal que y E cl(B). Como X es mono!Ítico 
nw(cl(B)) = w, y como cl(B) es compacto tenemos que w(cl(B)) = w. Entonces 
existe una sucesión de puntos en B C A, que converge a y. O 

DEFINICIÓN 3.24. [29] Un espacio topológico X es estable si iw(Y) = nw(Y) 
para todo Y que sea imagen continua de X. 

PROPOSICIÓN 3.25. Sea X un espacio compacto. Entonces X es estable. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de la proposición 3.6. o 

PROPOSICIÓN 3.26. [2] Sea X un espacio estable. Entonces Cp(X) es monolítico. 
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4. Densidad Hereditaria en Espacios Compactos 

El resultado principal de esta sección es ver que la densidad hereritaria es menor 
ó igual al sucesor de la amplitud. 

TEOREMA 3.27. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces 

h.-w(X) = hd(X). 

En particular, todo subespacio Y de X hercditariamente sepamble tiene una .- - base 
numerable. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 3.16 y 2.18 inciso (ii). o 

TEOREMA 3.28. Sean X un espacio compacto con t(X) :S >-, y Y e;; X tal que 
hl(Y) :S A. Entonces 

d(Y) :S >,+. 

DEMOSTRACIÓN: Construiremos una sucesión creciente { Aa : O :S a < A+} de sub­
conjuntos de Y y una sucesion {Va: O :S a<>,+} de fanúlias de abiertos de X tales 
que para todo O :S a < >-+ se satisfaga: 

i) IAal :S A Y IVal :S A. 
ii) cl(Aa) e;; nVa y Y n cl(Aa) = Y n (nVa)-
iii) Si Ges unión de una colección finita de elementos de Up<a Va y Y - G f 0, 

entonces Aa n (Y - G) f 0. 
Para a = O sea y E Y y Ao = {y}. Por la proposición 2.31 existe una familia 

Vo de abiertos de X que satisface (i) y (ii) para a= O. 
Ahora sea O < a < >, + y supongamos que para todo {3 < a, Ap y V p han 

sido definidos. Por el inciso (iii), si G es unión finita de elementos de U,<P V, y 
Y - G f 0, elijamos un Xa,G E Y - G y definamos 

Aa = Ap U {xa,G : Ges unión finita de elementos de U,<P V, y Y - G f 0} 

de donde claramente tenemos que 

Aa n (Y-G) f 0, Aa e;; Y y IAal :S >-, 
y por la proposición 2.31 tenemos que existe una familia Va de abiertos de X tal 
que 

IV al :S >-, cl(Aa) e;; nVa y Y n cl(Aa) = Y n (nVa)-

Dc esta forma la construcción inductiva de tales fanúlias está garantizada. 
Ahora observemos que como t(X) :S A y {d(Aa): O :S a<>,+} es una sucesión 

creciente de conjuntos cerrados en X, entonces Ua<A+d(Aa) es cerrado. En efecto 
si x E cl(Ua<A+(d(Aa)), entonces existe un subconjunto Le;; Ua<A+d(Aa) tal que 
ILI :S A y x E d(L). Si L <;; Aa para todo a<>,+ entonces existe un subconjunto 
cofinal J en A+ y para a E J existe x 0 E L - Aa con todos los Xa distintos, 
de donde concluimos que el conjunto { Xa : a < J} tiene cardinalidad >, +, lo cual 
es una contradicción. De donde podemos garantizar que existe a 0 < .), + tal que 
Le;; Aa, y como x E d(L} entonces x E cl(Aa0 ). Por lo tanto x E Ua<A+cl(Aa)-

Sca S = Ua<>.+An. Entonces 

cl(S) = Ua<vd(Aa)- 151 :S >,+ y Se;; Y. 

Si Y rf= cl(S), sea q E Y -cl(S). Se tiene que q ~ cl(A0 ) para todo a<>,+. Por la 
segunda parte del inciso ( ii) existe Va E Va tal que q E Va, y por la primera parte 
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de (ii) {V0 : O :S a<,>.+} es una cubierta abierta de cl(S). Por lo tanto existen 
/J¡ < (3, < ... < ¡J,. tales que {Vµ, ... Vµ.} cubre a cl(S). 

Si G = U?-i Vµ, y ¡J < a, entonces Y - G # </> y A0 n (Y - G) = 0, lo cual es 
una contradiccion al inciso (iii). De aquÍ se obtiene que Y e;; cl(S) y por lo tanto 
d(Y) :S ISI de donde d(Y) :S >. +. D 

TEOREMA 3.29. (Sapirovskii). Sea X un espacio compacto. Entonces 

hd(X) :S s(X)+ 

DEMOSTRACIÓN: Sea X un espacio compacto y supongamos que s(X) :S ,\. Por el 
teorema 3.18, t(X) :S >.. Si Z e;; X, del inciso (i) del teorema 2.33 tenemos 

d(Z) :S d(cl(Z))t(cl(Z)) 

y como t(cl(Z)) :S t(X), entonces es suficiente demostrar que d(cl(Z)) :S >,+. 
Ahora, como cl(Z) e;; X y s(X) :S >., entonces s(cl(Z)) :S >.. Por la proposición 

2.30 existe un subconjunto Y e;; cl(Z) denso en cl(Z) tal que hl(Y) :S ,\. Como Y 
es denso en cl(Z), entonces d(cl(Z)) :S d(Y). Ahora del teorema 3.28 tenemos el 
resultado deseado. O 

PROPOSICIÓN 3.30. Todo espacio compacto y perfectamente normal X tiene 
una ,r-base de cardinalidad a lo más w¡. 

DEMOSTRACIÓN: Como 

1rw(X) :S h1rw(X) :S hd(X) :S s(X)+ 

que se sigue del teorema 3.29, entonces es suficiente demostrar que s(X) :S w. 
Supongamos que s(X) > w, entonces existe un subconjunto A e;; X discreto tal 
que IAI > w. Por lo cual podemos elegir un subconjunto De;; A tal que IDI = w¡. 
Como Des discreto, entonces para cada x E D existe un abierto Vx tal que x E Vx y 
Vx n D = {x}. Sea V= UxevV,. Como X es perfectamente normal, V= Un<wFn 
donde Fn es cerrado para cada n < w. Además es claro que D = Un<w(Fn n D). 

Consideremos Hn = Fn n D para cada n < w. Como IDI :S ¿n<w IHnl, existe 
un n' E w tal que IHn' 1 = W¡. 

Afirmamos que para cada n < w, Hn no tiene puntos de acumulación. 
En efecto si x E X es un punto de acumulación de H "º para algún no < w, 

entonces x es punto de acumulación de F no, de donde x E F no. Como F no e;; 
Un<wF n = UxeD Vx, entonces existe un y E D tal que x E Vy donde Vy es una 
vecindad de y tal que Vy n D = {y}. Por lo tanto IVY n Hn, 1 :S l. Por lo tanto 
cada Hn es cerrado y discreto. En particular Hn' es un cerrado de cardinalidad W¡ 

y sin puntos de acumulación, lo cual no puede pasar ya que X es compacto. Por lo 
tanto s(X) :S w. O 

DEFINICIÓN 3.31. [7] Un cardinal T es un calibre del espacio X si cada familia 
F de mnjuntos abiertos en X con IFI = T tiene una subfamilia F' con IF' 1 = r y 

la nF # 0. 

TEOREMA 3.32. [7] Sea X un espacio compacto. Sean T un calibre de X y Y 
un subconjunto denso de X. Entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones. 
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a) d(Y) < T 

b) Existe x E X y A e Y con [A[ = cj(T) y x E cl{A) tales que si B C A y 
[B[ < T entonces x r/. cl(B). 
DEMOSTRACIÓN: Supongamos que d(Y) 2: T' = cf(T). Entonces podemos con­
struir por inducción transfinita una familia M = { Mn : a < T'} de subconjuntos 
de Y y una familia de conjuntos abiertos V = {V0 : a < T'} tales que para cada 
a < T', se satifagan las siguientes condiciones; 
i) [Mn[ < T'. 
ii) cl(M0 ) n cl(V0 ) = 0. 
iii) Si a,, .. ,ak <ay Vn, n ... n Vn, ,f 0, entonces Mn n (Vn, n ... n Vn,) ,f 0. 
iv) Si a'< a", entonces MnC Mo."· 

Sea A= U{Mn : a < T'}. Como T' es también un calibro de X, existe un 
L C T' tal que la familia V' = {V0 : a E L} tiene la propiedad de la intersección 
finita y [L[ = T'. Del inciso (iii) se sigue que la familia 

V"= {cl(A) n cl{V0 ): a EL} 

también tiene la propiedad de la intersección finita. De donde nV" ,f 0. por lo cual 
podemos considerar un X E nv". 

Es claro que [A[ = T' y que x E cl(A). Sea B C A con [B[ < T. Como 
[L[ = T' y T' es regular existe a• EL tal que B C U{M0 : a< a*}. De donde 
cl(B) C cl(Mn• ), y por el inciso (ii) cl(Mn•) ncl(V0 °) = 0 y x E cl(V0 .) por lo cual 
x r/. cl(B). Por lo tanto A es el conjunto deseado. O 

COROLARIO 3.33. Sea X un espacio compacto con calibre T y t(X) < T. En­
tonces 

d(X) < T. 

DEMOSTRACIÓN: Como t(X) < T entonces no se cumple el inciso (b) del teorema 
3.32 de donde d(X) < T. O 

Usando algunos resultados anteriores vamos ahora a obtener algunos impor­
tantes resultados que involucran espacios compactos, espacios de funciones, su den­
sidad y su estrechez. 

PROPOSICIÓN 3.34. Sea X un espacio compacto. Entonces 

nw(C,(X)) = d(C,(X)). 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de la proposición 3.6 y los teoremas 3.7 y 2.40y 2.41. O 

TEOREMA 3.35. Sea X compacto, entonces t(Cp(X)) = w. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 2.44. o 

TEOREMA 3.36. Si C,(X) es compacto, entonces t(X) = w. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de 2.43. o 

TEOREMA 3.37. [2] Sea Y un espacio compacto y Z un subespacio compacto 
del espacio Cp(Y). Entonces existe un subconjunto denso M en Z de tipo G6 tal 
que en M la topología generada en Z por la metrica p ( de la convergencia uniforme) 
coincide con la topología generada en Z por C,(Y). (Ver [2]). 
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5. Ejemplos 

En esta sección calcularemos las funciones cardinales en algunos espacios com­
pactos con la ayuda de los resultados de esté capitulo. 

5.1. 1=[0,1]. J = [O, 1] con la topología inducida de R. 
De lo ejemplos 2.3.1 y 2.3.2 tenemos que: 

i) IJI = 2w. 
ii) ,t,(J) = x(I) = t(I) = 1rx(I) = psw(I) = !l(I) = w. 
iii) w(I) = nw(I) = ,rw(I) = hd(I) = hl(I) = s(I) = c(I) = e(I) = w. 
iv) O(J) = 2w. 

5.2. El Cubo de Cantor Dµ. 

DEFINICIÓN 3.38. Sea µ 2'. w y considerercmos D = {O, 1 }con la topología 
discreta. El cubo de Cantor de peso µ es el espacio Dµ con la topología producto 
con Dµ = rr,EsD, ' s E s ' D. = D paro todo s E s y ISI = µ. 

Del teorema 1.40 tenemos que Dµ es un espacio compacto, de donde se sigue 
la siguiente afirmación. 
i) IDµI = 2µ. 
ii) l(Dµ) = w. 
iii) e(Dµ) = w. 

Del teorema 2.51 tenemos que w(Dµ) s; µ, lo cual implica que x(Dµ) s; µ, de 
donde x(x, Dµ) s; µ para todo x E Dµ. Afirmamos que 

TEOREMA 3.39. x(x,Dµ) =µ para todo x E Dµ. 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que existe x E Dµ tal que x(x, Dµ) = 1/ < µ. Como 
x(x, Dµ) = 1/, sea V(x) una base de x en Dµ tal que IV(x)I = r¡. Sin pérdida 
de generalidad podemos suponer que para todo u E V(x) u = rr,ES w,ES con 
IK(U)I < w, donde K(U) = {s ES: W, # D,}, (K(U) es llamado el soporte de 
U). Como Dµ es denso en sÍ mismo todo abierto en él tiene más de un punto, y 
como nV(x) = {x} entonces r¡ 2: w, ya que sir¡< w entonces nV(x) = {x} es un 
abierto con un unico punto, lo cual es una contradicción. Por lo tanto r¡ 2: w. 

Sea Ko = UuEV(x)K(U). Como IKol < µ y Ko C S, existe un so E S - Ko, tal 
que P,-;;'(P,,(x)) =Ves un abierto tal que x E V y U s; V para todo U E V(x) lo 

que implicarla que V(x) no es base local de x. Por lo tanto x(x, Dµ) =µpara todo 
xEDµ. O 

iv) x(Dµ) = w(Dµ) = µ. 
DEMOSTRACIÓN: Del teorema anterior tenemos que x(Dµ} =µ,de donde w(Dµ) = 

~ o 
v) nw(Dµ) = D.(Dµ) = psw(Dµ) = iw(Dµ) = µ. 

DEMOSTRACIÓN: Es consecuencia de los teoremas 3. 7, 3.9, la proposición 3.6 y el 
corolario 3.10. O 

vi) s(Dµ) = µ. 
DEMOSTRACIÓN: De la definición 2.2 incisos (i) y (v) tenemos que s(Dµ) s; w(Dµ) 
de donde s(Dµ) s; µ. 
Ahora para toda a < µ definimos : 
(i) /Q(/3)=0 si (J #ay /Q(/3)=1 si f3=a 
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(ii) Oo = I10 EµW¡1 con Wµ = D si f3 # o y Wµ = {l} si /3 = a. 
Y consideramos A = {f O : a < /3}. Para demostrar que A es discreto en Dµ es 
suficiente observar que An 0 0 = {!0 }. Como IAI =µentonces µ :S s(Dµ). De 
donde obtenemos el resultado deseado. O 

En forma analoga tenemos la siguiente afirmación. 

TEOREMA 3.40. 1rx(x, Dµ) 2:: µ paro todo x E Dµ. 

DEMOSTRACIÓN: Sea x E Dµ y supongamos que x tiene una ,r base local V con­
sistente de conjuntos abiertos canonicos y tal que IVI < µ. Para cada V E V, sea 
K(V) el soporte de V. Como IVI < µ, existe o <µtal que a i K(V) para toda 
V E V. Es claro que 1r.:;-1({x(o)}), es una vecindad abierta de x tal que 

V-rr.:;- 1({x(a)}) #0 para toda VE V. 

o 

vü) 1rx(Dµ) 2:: µ. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema anterior. o 

viii) rrx(Dµ) = hrrx(Dµ) = hrrw(Dµ) = µ,. 
DEMOSTRACIÓN: Como 1rx(Dµ) :s hrrx(Dµ) :s h,rw(Dµ) 
torrees el resultado. 

:S w(Dµ) se sigue en­
O 

ix) t(Dµ) = µ. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 3.16. o 

x) hl(Dµ) = hd(Dµ) = µ. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 3.27, el corolario 2.10 inciso (ii) y el inciso 
(v) de este ejemplo. O 

Además como d(D) :S w, aplicando el colorario 2.59, tenemos que. 
xi) c(Dµ) = w. 

5.3. La Compactación de Stone-Cech de w, (3w. Sea (3w la compactación 
de Stone-Cech. de w. 

i) l(f3w) =e(f3w) =w 
ii) d(f3w) =w. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del hecho de que w es denso en (3w. O 

iii) c(f3w) = w. 
iv) ,rw(f3w) =w. 

DEMOSTRACIÓN: Es suficiente observar que { { n} : n E w} es una ,r - base de (3w. 
o 

v) rrx(f3w) = w. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 2.19. o 

El siguiente rcsutado nos permitirá calcular algunas más de las funciones car­
dinales en (3w. 

PROPOSICIÓN 3.41. (3w -w tiene una familia celular de cardinalidad Z". 
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DEMOSTRACIÓN: Sea <p : w ---+ Q una función biyectiva.(Q es el conjunto de nu­
meros racinales). Para cada r E (R - Q) elijamos una única sucesión creciente 
{rn}nEw <;; Q tal que Tn converja ar. Ahora para cada sucesión Tn que converja a 
r definimos E,. = { <p- 1(r;) : i E w}. (Er <;; w ) Er- Sea ( = {Er: r E (R - Q) }. 
Es claro que 1(1 = IR- QI = ZW. De donde para cualesquiera Er,E, E ( tenemos 
que: clpw(Er n E,) = clpwEr n clpwE,. Además para cualesquiera Er,E, E ~ si 
IEr n E,I = w entonces r = s de donde IEr n E,I < w, y como [3w es T2 implica 
que Er n E, es un conjunto cerrado en [3w. 

Como cada Er E ( es un subconjunto de w entonces Er es un subconjunto 
abierto y cerrado en w lo cual implica que cl3wEr es un conjunto abierto y cerrado 
en /3w para cada Er E (. 

Con lo cual obtenemos que clpw(Er n E,) = E,. n E, para cualesquiera Er, 
E, E(. 

Ahora para cada E,. E ( definamos E; = clpwEr - w. Sea(' = {E; : Er E O 
es claro que i('I = l(lde donde 1€'1 = ZW. 

Como E; n E~ = (clpwEr n clpwE,) - w = (Er n E,) - w = 0. Además como 
E;= clpwE,.-w = clpwE,.n([3w -w) lo cual implica que E; es un conjunto abierto 
y cerrado en [3w - w. De donde(' es una familia celular en [3w - w con cardinalidad 
Wl=ZW. o 

vi) s(/3w) 2: ZW. 
DEMOSTRACIÓN: s(f3w) 2: s(/Jw -w) 2: c(3w -w) 2: 2w. 0 

vii) w(f3w) = ZW. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue del inciso (vi) O 

viii) ll(f3w) = nw(f3w) = psw(f3w) = 2"'. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 3.7, 3.8 y el corolario 3.10. O 

ix) s(/3w) = 2w. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los incisos (,i) y (vii). o 

x) hl(/3w) = 2w. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue de que s(f3w) :::: hl(/3w) '.::'. w(f3w). o 

xi) hd(f3w) = 2w. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue de que s(/3w) ::; hd(/3w) '.::'. w(f3w). O 

xii) h,rw(f3w) = 2w. 
DEMOSTRACIÓN: Es inmediato del teorema 3.27 y el inciso (xi). O 

xiii) 1/Jwl = 22
". 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del colorario 1.23, teorema 3.2. O 

xiv) 0([3w) = 22" . 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del corolario 1.23. O 

xv) Todo subconjunto infinito cerrado . .\ C {Jw satisface IAI = 22". 

DEMOSTRACIÓN: Sea A un subconjunto infinito cerrado de [3w. Como [3w es regular 
y A es infinito existe una familia de abiertos {Vn: n E w} talque cl(Vn)ncl(Vm) = 0 
para todo n ,f m y An Vn ,f 0 para cada n E w. 
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Para cada n E w elijamos un Un E A n Vn y consideremos el conjunto Ao = 
{ un : Un E A n Vn} el cual es un conjunto discreto,por lo cual Ao es homeomorfo 
a w. Con lo cual obtenemos que /3.Ao es homeomorfo a {Jw. Sean Y un espacio 
compacto, f : Ao --+ Y una función continua, y y0 E Y . Definamos g : w --+ Y 
como g(x) = /(un) si x E Vn n w y g(x) = Yo si x E w - UVn. Como g es una 
función continua ésta tiene una extensión continua G : {3w --+ Y. Además como w 

es denso en {Jw tenemos que cl(Vn) = cl(Vn nw) de donde Un E cl(Vn)- De donde 
G(un) E G(cl(Vn n w)) <; cl(G(Vn n w)) = cl(g(Vn n w)) = /(un)- Por lo cual 
G(un) = /(un)- Con lo cual obtenemos que Ao es e·- encajado en /Jw por lo cual 
cl¡3wAo = /3.Ao- Como l/3Aol = 22" y cl¡3wAo C A, entonces IAI = 22

". O 

xvi) Existe un p E /Jw tal que x(p, f3w) = ZW. 
DEMOSTRACIÓN: Es suficiente observar que del (xv) se sigue que si p E {Jw - w, 
p no puede tener una base local numerable. De donde aplicando el inciso ( vii) 
obtenemos el resultado deseado. O 

xvii) x(/Jw) = ZW. 
DEMOSTRACIÓN: Del inciso (xvi) tenemos que ZW:::; x(f3w) :::; w(f3w). o 

xviii) ,J,({Jw) = ZW. 
DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 3.1. o 

5.4. El Cuadrado Lexicografico Xc. Consideremos el espacio X = Xc el 
cuadrado lexicografico (Vease preliminares y el inciso 6 en 5.8 del capítulo 2}. 
i} Es claro que IXi:I = zw. 
ii) Sea Y C X con Y = { ( x, y) : y = ½}. Démosle a Y la topológia inducida. Se 
sigue que Y es un espacio discreto de donde !(Y)= 2w. Por lo tanto hl(Xc) = ZW. 
iii) En forma analoga al inciso (iv) obtenemos que d(Y} = ZW de donde se sigue que 
hd(Xc) =ZW. 
iv) Ahora como hd(Xc) :::; nw(X,:) :::; IXcl obtenemos que nw(Xc) = 2w. 
v) Del inciso (iv) y teorema 3.7 tenemos que w(Xc) = 2w_ 
vi) Observemos que la familiaC = {((x,y-¾), (x,y+¾)): O< x < l y O< y<!} 
resulta ser una familia celular de Xc con ICI = ZW de donde c(Xc} 2: ZW. Por otro 
lado como c(Xc} :,; hd(Xc) tenemos que c(Xc} = ZW. 
vii) De los incisos (iii) y (vii) tenemos que d(Xc) = ZW. 
vii) También podemos observar que x(Xc) = w. 
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CAPITULO 4 

Funciones Cardinales en Compactos Diádicos, de 
Eberlein, de Gul'ko y de Corson 

En este capítulo definiremos lo que es un compacto Diádico, un compacto de Eber­
lein, un compacto de Gul'ko y un, compacto de Corson. Veremos que algunos de 
los resultados obtenidos en el capitulo anterior son mejorados en cada una de estas 
clases de espacios. 

Los resultados presentados en esta sección los podemos encontrar en el articulo 
de Arhangcl'skil [8]. Iniciaremos este capítulo dando el Lema de Factorización de 
Arhangel'skil que nos será de gran utilidad. 

Antes de dar el Lema de Factorización de Arhangel'skii estableceremos la sigu­
iente notación. Sea {Xn}nEM una familia de espacios topológicos, y X= IInEMXn 
el producto topológico de los Xn. Si L C M es un subconjunto de índices, deno­
taremos como XL, a la L-ésima cara de X= IlnEMXa y como PL a la proyección 
natural de X en XL, es decir PL(f) = f IL para cada f E X. 

Para presentar el Lema de Factorización de Arhangcl'skii necesitaremos las 
siguientes definiciones. 

DEFINICIÓN 4.1. Sean, X, Y espacios topológicos y f : X -> Y una función 
continua. UnafamilaU de subconjuntos abiertos no vacíos de X es una,r-base de f 
en x, si para cada abierto W en Y tal que f(x) E W, x E d(U{U E U : f(U) C W} ). 

DEFINICIÓN 4.2. Sean X, Y espacios topológicos, f : X --+ Y una función 
continua y x E X. El ,r-caracter de f en x, el cual denotaremos como 1rx(f,x) es 

1rx(f,x) = mín{IUI: U es una ,r - base de f en x}. 

DEFINICIÓN 4.3. Sean, X, Y espacios topologicos y f : X --+ Y una función 
continua, el ,r-caracter de f en X el cual denotaremos como 1rx(f), es 

1rx(f) = sup{,rx(f,x): x E X} 

DEFINICIÓN 4.4. Sean X, Y espacios topológicos, f : X --+ Y una función 
continua y x E X. Una familia U de conjuntos abiertos no vacíos de X es una 
base de f en x, si x E ru y para cada abierto W en Y tal que f(x) E W, existe un 
abierto U E U tal que f(U) C W. 

DEFINICIÓN 4.5. Sean X, Y espacios topológicos, f : X --+ Y una función 
continua y x E X. El carácter de f en x, el cual denotaremos como x(f, x), es 

x(f,x) = mín{IUI: U es base de f en x}. 

DEFINICIÓN 4.6. Sean X, Y espacios topológicos y f : X --+ Y una función 
continua. El carácter de f el cual denotaremos como x(f), es 

xU) = sup{x(f,x): x E X} 

55 
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Con respecto a las definiciones anteriores prc.5Cntamos a continuación algunas 
relaciones importantes. 

TEOREMA 4.7. Sea f: X--, Y una función cnntinua. Entonces se satisfacen 
las siguientes afinnaciones. 
i} x(f,x) S x(f(x), Y) para cadax E X. 
ii} Si c(X) S 1<, Bes una 1r-base de X, y 1rx(f, x) S 1<, entonces existe una familia 
U C B, cnn IUI S 1<, tal que U es una 1r-base de f en x. 

DEMOSTRACIÓN: i) Es suficiente observar que si V es una base local de f(x) en Y, 
entonces la familia U= {f- 1(V): V E V} es una base de f en x. 
ii) Sea U una ,r-basc de f en x con IUI S 1rx(f,x). Para cada U E U, fijemos 
Uu, una subfamilia de B ajena ma.ximal de tal manera que l.Uu C U. Observemos 
que las familias Uu satisfacen que U C cl(L.Uu )(Ya que de lo contrario podemos 
elegir un B E B de tal forma que B C U - cl(L.Uu ). De donde resulta que Uu está 
contenido en forma propia en Uu U {B}, lo cual contradice la maximalidad de Uu ). 

Ahora como c(X) S 1<, se sigue que IUul S 1< para cada U E U. Consideremos 
ahora la familia W = UuEuUu. Es claro que IWI S 1<, y que W es una ,r-base de 
f en x. Para ver esto, sea W un abierto en Y tal que f(x) E W, y sea G un abierto 
en X tal que x E G. Como U es una ,r-base de f en x, 

X E cl(u{U EU: f(U) e W}). 

Entonces, existe un V E U tal que f(V) e W y Gn V;" 0. Como V e cl(L.Uv) 
y V n G ¡, 0, G n (UUv) ¡, 0. De donde concluimos que existe U e Uv e W tal 
que G n U¡, 0. Observe ahora que como Uv C V, f(U) C W. Así que 

G n {U E W: f(U) e W} ;" 0. 

Por lo tanto 

x E cl(U{U E W: f(U) C W}). 

D 

Ahora daremos el Lema de Factorización de Arkhagel'skil, del cual omitiremos 
su demostración. (Ver [8]). 

LEMA 4.8. ( De Factorización de Arkhangel'skii} {L.F.A) Sean Y un espacio 
T3 , X= IIoEMXo, D C X un subcnnjunto denso, f: D--, Y una función cnntinua 
y w S 1<. Supongamos que para todo L C M, tal que ILI S 1< se satisface que 
hd(pL(D)) S 1<. Entonces existen 
i) L* e M 
ii} E C PL- (D) cerrado en PL- (D) 
iii} F e D cerrado en D y 
iv J una función cnntinua <f, : E __, Y tales que 

1J IL*I s I< 

2} PL·(F) = E 
9} f(x) = <fi(PL· (x)) para todo x E F 
4) Z e F, donde Z = {d E D: 1rx(f,d) S 1<} 
En particular si Z es denso en D entonces F = D y f = <fi(pL- lo) 



l. FUNCIONES CARDINALES EN COMPACTOS DIÁDICOS 57 

l. Funciones Cardinales en Compactos Diádicos 

Veremos en esta sección cómo en la clase de los compactos diádicos la amplitud, 
el caractcr, el peso, el ,r caractcr y la estrechez coinciden. Además se demostrará 
que todo compacto metrizable es diádico. 

DEFINICIÓN 4.9. Diremos que un espacio compacto X es un Espacio Compacto 
Diádico si existe un cardinal µ 2: w, tal que X es la imagen continua del Cubo de 
Cantor Dµ. 

Recordemos que Dµ es el espacio topológico con la topología producto, donde 
Dµ = IT•ES D, con D, = { O, 1} con la topología discreta, para todo s E S y IS 1 = µ. 
Del ejemplo 5.2 inciso (x) tenemos el sigmente resultado. 

LEMA 4.10. Sea L C S tal que ILI = 1J < µ. Entonces 
i) pL(Dµ) = D" 
ii) hd(pL(Dµ)) = 1J 

PROPOSICIÓN 4.11. Sea X un espacio compacto diádico. Entonces 
i) c(X) = w. 
ii) e(X) =w 

DEMOSTRACIÓN: i) Como X es un espacio compacto diádico, existe una función 
continua y sobreyectiva J : D" _, X, para algun 7) 2: w. Del ejemplo 5.2 tenemos 
que c(D") = w. Aplicando la proposición 2.47 inciso (i) obtenemos que c(X) = w. 
ii) Del ejempo 5.2 tenemos que e(D") = w, aplicando la proposición 2.48 obtenemos 
el resultado deseado. O 

TEOREMA 4.12. (Sanin}[18] Sea X un espacio compacto diádico con w(X) = 
µ. Entonces exi.ste una función continua del µ-cubo de Cantor D" sobre X. 

DEMOSTRACIÓN: Como X es un espacio compacto diádico, existe un cardinal 7) 2: w 

y una función continua y sobrcycctiva f : D" _, X. Como f es sobreyectiva, por el 
teorema 2.47, tenemos que w(X) :S: w(D"); de donde 7) 2: µ. 

Ahora, por el lema anterior tenemos que para todo L C 1J tal que ILI = µ, 
hd(.pL(D")) = µ. Entonces por el lema 4.8 (L.F.A), existe una función continua 
g: D" _, D", tal que f = YoPL· 

Es claro que 

X= J(D") = (YoPL)(D") = g(.pL(D")) = g(Dµ) 

con lo cual obtenemos que g(D") = X. o 

Compárense los siguientes resultados con aquellos dados en la sección 2 del 
capitulo anterior. 

TEOREMA 4.13. (Esenin-Volpin) [16] Sea X un espacio compacto diádico. En­
tonces 

w(X) =x(X) 

DEMOSTRACIÓN: i) x(X) :S: w(X). Se sigue de las definiciones 2.2 inciso (i) y 2.18 
inciso (i). 
ii) w(X) :S: x(X). Como X es un espacio compacto diádico, existe una función 
continua y sobreyectiva J : D" _, X, para algún 7) ::0: µ, y supongamos que x(X) = 
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"- Por el lema 4.8 L.F.A, existe un subconjunto L C r¡ con JLJ = 1<, y una función 
continua g : DK -+ X tal que f = goPL· Ahora como X y D'", son espacios 
001:D-pactos y g es una función continua y sobreyectiva se sigue 

w(X) :s; w(D") :s; "= x(X) 

Por lo tanto w(X) :s; x(X). De donde w(X) = x(X). o 

Ahora es claro que: 

COROLARIO 4.14. Sea X un espacio compacto diádico con x(X) = w. En­
tonces 

w(X) =w, 
o sea que X es metrizable. 

COROLARIO 4.15. Sea X un espacio compacto diádico. Entonces 

,j;(X) = w(X). 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los !c'Orcmas 3.1 y 4.13 (Escnin -Volpin). O 

TEOREMA 4.16. [8] Sea X un espacio compacto diádico. Sea 

X 0 = {x E X: 1rx(x, X) :s; 1<}. 

Si cl(Xo) = X entonces 

w(X) :,; "· 

DEMOSTRACIÓN: Como X es un espacio compacto diádico, existe una función con­
tinua f : D" -> X para algun r¡ 2: w. Es claro que f es una función perfecta y por 
el L.F.A. existen: 
i) L e r¡ con ILI :s; ", 
ii) E e D" cerrado, 
iii) F e D" cerrado y 
iv) una función continua g : E-> X tales que: 
a) PL(F) = E, 
b) para cada a E F, f(a) = g(pL(a)) y 
c) Z = {a E D": 1rx(f, a) :s; 1<} e F. 
Como 

{zx: x E Xo} e {a E D": 1rx(f,a) :s; 1<} e F 

se satisface que 

f({zx: x E Xo}) C f(F) C X. 

Como J({zx: x E Xo}) = Z, y J(F) es compacto entonces f(F) = cl(Z); de donde 
f(F) = X, lo cual implica que g(E) = X. 

Por lo tanto 

w(X) :,; w(E) :s; "· 
Por lo que w(X) :s; "· 

COROLARIO 4.17. Sea X un espacio compacto diádico. Entonces 

w(X) = 1rx(X) = t(X). 

o 

1 • •• 
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DEMOSTRACIÓN: i) ,rx(X) :S t(X). Se sigue del teorema 3.16. 
ii) w(X) :S t(X). Sea ,rx(X) = "- Entonces {x E X: ,rx(x,X) :S 1<} = X, 

de donde, por el teorema 4.16, w(X) :S "· Con Jo cual obtenemos el resultado 
deseado. O 

Del corolario anterior obtenemos el siguiente resultado: 

COROLARlO 4.18. Sea X un espacio compacto diádico con t(X) = w. Entonces 

w(X) = w, 

o sea que X es metrizable. 

Del teorema 4.16 se obtiene el siguiente resultado. 

COROLARlO 4.19. (Efimov) Sea X un espacio compacto diádico. Si existe un 
subconjunto Xo C X, tal que cl(Xo) = X, y x(x, X) = " paro todo x E Xo. 
Entonces 

x(X) = w(X) = "· 
COROLARlO 4.20. Sea X un espacio compacto diádico. Entonces 

s(X) = t(X). 

DEMOSTRACIÓN: Del teorema 3.18 tenemos que t(X) :S s(X), y del corolario 4.17 
tenemos que t(X) = w(X), de donde t(X) = s(X). O 

COROLARlO 4.21. Sea X un espacio compacto diádico con s(X) = w. En­
tonces 

w(X) =w, 
o sea que X es metrizable. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los corolarios 4.17 y 4.20. or:a 
Ahora veremos la relación entre el peso y la cardinalidad de un compacto 5 1: 

diádico. Compárese este resultado con el teorema 3.5. 

•e1 
1;:-

CoROLARlO 4.22. Sea X un espacio compacto diádico con w(X) = ,¡, con 
,¡ 2: w. Entonces 

IXI =2". 

DEMOSTRACIÓN ·. S . d I teo 4 13 3 1 3 2 1 3 3 O --- :!! es1gue eos remas.,.,. ya.. -... 
e: 

TEOREMA 4.23. Todo espacio compacto Y, con w(Y) = ,¡, es imagen continua !!! M 
de un subespacio cerrado del Cubo de Cantor D". E .. 
DEMOSTRACIÓN: Sea Y un espacio compacto con w(Y) = ,¡. Del teorema 2.56 (del 
cubo de Alexandeoff) se sigue que Y es homeomorfo a un subespacio del cubo de 
Alexandroff F". Por simplicidad supondremos que Y C F". Como F" y D" son 
los mismos como conjuntos, y todo elemento de la base canónica B de F" es un 
abierto y cerrado en D", entonces la función identidad h : D" ---, F" es continua 

Veremos que las hipótesis del teorema 1.39 se satisfacen si tomamos 

A=h-1(Y),X=cl(A) e D" y f =h!A; A---> Y 
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Sean B 1, B2 , dos subconjuntos cerrados ajenos en Y. Entonces existen subcon­
juntos cerrados K 1, K2 , en F", tales que B; = Y n K;, para i = !, 2. Dacio que 
B1nB2 = 0, se sigue que Y e F"-(K1nK2 ), y como F"-(K1nK2), es un conjunto 
abierto, para todox E Y, existe un abierto Ux E 8, tal que x E Ux C F"-(K1nK2)­
Ahora como Y es compacto, existe x1, ... 1 x 0 E Y tales que 

Y e U,, U ... U Ux. e F" - (I(, n K2)-

Sea U = Ux, U ... U Ux •. Resulta que U es un abierto y cerrado en D" tal que 

A CU y X= cl(A) CU CD" - (K, n K2)-

Como 

c1(!-1 (B,)) = cl(A n K;) e cl(A) n K, para i = 1, 2 

se sigue que: 

d(J-1(B1)) n d(¡-1(B2)) e cl(A) n K, n K2 e (D" - (K, n K2)) n K, n K2 = 0, 
que es la hipotesis del tc'Orcma 1.39. Por lo cual existe una extensión continua 
F : X -+ Y, de la función f. Como Y = f(A) C F(X), el espacio Y es imagen 
continua del subcspacio cerrado X de D•. O 

TEOREMA 4.24. Sea C = D"', el conjunto de Cantor. Entonces todo subcon­
junto cerrado A de C es un retrocto de C. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de la afirmación siguiente. Sea X un espacio metrico, 
compacto y totalmente disconexo y A un subconjunto cerrado de X. Entonces A 
es un retracto de X (Ver [19]). O 

Como una consecuencia inmediata de los dos últimos teoremas tenemos que. 

TEOREMA 4.25. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces X es un espa­
cio compacto diádico. 

TEOREMA 4.26. Sea X un espacio compacto linealmente ordenado diádico. 
Entonces 

w(X) =w, 
o sea X es metrizable. 

DEMOSTRACIÓN: Sea X un espacio compacto linealmente ordenado diádico. Como 
X es linealmente ordenado x(X) :5 c(X) (Ver [27]). De donde, de la proposición 
4.11 y del teorema 4.13 tenemos el resultado deseado. O 

TEOREMA 4.27. Sea X un espacio compacto diádico, con l(Cp(X)) = w. En­
tonces 

w(X) =w. 

DEMOSTRACIÓN: Como l(C.(X)) = w del teorema 2.43 (de Asanov) tenemos que 
t(X) = w y del corolario 4.17 obtenemos el resultado descaclo. O 

Recordemos que w no es pscudocompacto y del ejemplo 5.3 incisos ( v) y ( vii) 
del capitulo anterior junto con el corolario 4.17 de este capítulo tenemos que (3w no 
es diádico. 
Lo cual nos permite afirmar que si (JX es diádico entonces X es pseudocompacto. 
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Observemos que tanto w como R no son pseudocompactos y si X es homoomorfo 
a R entonce X nocspseudocompacto y {3X es homoomorfo a {3R. lo cual nos permite 
dar la siguiente afirmación. 

PROPOSICIÓN 4.28. Sea X un espacio metrizable. Entonces {3X es compacto 
diádico si y sólo si {JX es metrizable. 

DEMOSTRACIÓN: Si {3X es compacto diádico, entonces X es pseudocompacto y 
como X es metrizable entonces este es compacto. De donde {3X = X, por lo cual 
{3X es metrizable. 

Ahora si {JX es mctrizablc 1 del t<..>orema 4.25 tenemos que /3X es compacto 
diádico. D 

Aplicando el teorema 4.13 (Escnin-Volpinj y el ejemplo 5.4 nos permite afirmar 
que X e, no es compacto diádico. 

En forma analoga siµ> w aplicando el lema 4.11 inciso (i) podemos concluir 
que A(µ) no es diádico. 

2. Funciones Cardinales en Espacios Compactos de Eberlein 

En las siguientes secciones analizaremos algunas funciones cardinales en subc­
spacios compactos de algunos subconjuntos densos importantes en espacios produc­
tos, espacios de funciones y ~ productos. 

Empezaremos con los espacios compactos de Eberlein que tienen relevancia en 
analisis funcional. Demostraremos que todo compacto de Eberlein homogeneo es 
primero numerable, que la intersección de los compactos de Eberlein y los compactos 
diádicos son los compactos metrizablcs, y que la celularidad y el peso coinciden 
cuando se trata de compactos de Eberlein. 

DEFINICIÓN 4.29. Sea Y un espacio compacto. Y es llamado un espacio com­
pacto de Ebcrlein si existe un espacio compacto X tal, que Y es homeomorfo a un 
subespacio de Cp( X). 

TEOREMA 4.30. Sea X un espacio a-compacto. Entonces existe un espacio 
compacto Y tal que Cp(X) es homeomorfo a un subespacio de Cp(Y). 

DEMOSTRACIÓN: Sea Y = Cp(X), y sea Z la imagen de X bajo la función canónica 
'Px : X --+ CpCp(X). Entonces Z es homeomorfo a X. Sea h : Cp(Y) --+ 

Cv(Y, (-1, 1)) el homeomorfismo definido en la proposición 2.38. Tenemos que 
h(Z) es un subespacio a-compacto de Cp(Y). Sea h(Z) = U{ F, : i E w} con los 
F, compactos. Entonces los 4'¡ = { ¾ f : f E F,} también son compactos, para todo 
i E w; además si g E 4'¡, entonces lg(Y)I < ¾ para todo i E w. Sea go(Y) = O para 
todo y E Y, entonces el subespacio 4> =U{\!>¡: i E w} U foo} también es compacto. 
Es claro que la familia de funciones 4' también generan la topologja de Y. De donde 
la función canónica ,j,y : Y--+ Cp(<I>) es un homeomorfismo del espacio Y= C,(X) 
sobre un subespacio de Cp(<I>). O 

TEOREMA 4.31. Sea X un espacio compacto con w(X) = w. Entonces 

X es un compacto de Eberlein. 
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DEMOSTRACIÓN: Del teorema 2.40 se tiene que nw(X) = nw(Cp(X)), y del teo­
rema 3.7 sabemos que nw(X) = w(X) = w, de donde Cp(X) es separable. Sea 
Y C Cp(X) un subconjunto denso numerable. Como Y separa los puntos de X y 
éste es compacto, la función canónica ,j, : X --> Cp(Y) manda a X homcomorfa­
mcnte sobre ,j,(X). Ahora como Y es a-compacto, por el teorema 4.30 existe un 
compacto Z tal que Cp(Y) es homcomorfo a un subcspacio de Cp(Z). De donde 
,j,(X) y por lo tanto X son espacios compactos de Ebcrlein. O 

Del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado. 

COROLARIO 4.32. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces 

X es un compacto de Eberlein 

PROPOSICIÓN 4.33. Para todo cardinal -r, A(-r) es un espacio compacto de 
Eberlein. (A(-r) es la compactación a un punto del discreto D(-r) de cardinalidad 
,,. ). 
DEMOSTRACIÓN: De la proposición 2.'15 tenemos el resultado deseado. O 

TEOREMA 4.34. Sea X un espacio compacto de Eberlein. Entonces X es un 
espacio monolítico, Fréchet-Urysohn y existe un subconjunto denso Y en X con 
x(x,X) =w para todo x E Y. 

DEMOSTRACIÓN: Sea X un compacto de Eberlein. Entonce X e Cp(F) para 
algún compacto F. De donde t(X) :<ó t(C.(F)), y del teorema 2.45 tenemos que 
t(Cp(F)) :-:; l(F) :-e; w. De las proposiciones 3.25 y 3.26 Cp(F) es monolítico. Por 
lo cual X es un compacto monolítico (ya que el ser monolítico es una propiedad 
hereditaria) con t(X) = w. De donde el resultado se sigue de los teoremas 3.25 y 
3W. O 

DEFINICIÓN 4.35. Un espacio topológico X es homogeneo si para cualesquiera 
x,y E X existe un homeomorftsmo h de X en sí mismo tal que h(x) = y. 

Como una consecuencia del teorema 4.34 tenemos el siguiente resultado. 

COROLARIO 4.36. Sea X un compacto de Eberlein homogeneo. Entonces 

x(X) =w 

COROLARIO 4.37. Sea X un compacto de Eberlein homogeneo. Entonces 

IXI :-:; 2'" 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del corolario 4.36 y los teoremas 3.1, 3.2. 

Del teorema 3.37 se obtiene el siguiente resultado. 

o 

PROPOSICIÓN 4.38. Sea X un es¡¡acio compacto de Eberlein. Entonces X con­
tiene un subespacio denso metrizable. 

Veamos ahora uno de los resultados centrales de esta sección. 

TEOREMA 4.39. Sea X un espacio compacto de Eberlein. Entonces 

c(X) = w(X) 
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DEMOSTRACIÓN: i) c(X) :S w(X). Se sigue de los teoremas 2.5, incisos (i),(ii) y 
3.7. 
ii) w(X) :S c(X). De la proposición anterior X contiene un subespacio denso 
mctrizable Y. Del ejemplo 2.3.2, como Y es metrizable, d(X) :S d(Y) = c(Y) = 
c(X), y del teorema 4.34 tenemos que X es monolítico por lo cual nw(X) :S d(X). 
Del teorema 3.7, w(X) = nw(X), por lo cual w(X) :S c(X). De donde c(X) = 
w~)- O 

COROLARIO 4.40. Sea X un es¡,acio compacto de Ebcrlcin Diádico. Entonces 

w(X) =w 

DEMOSTRACIÓN: Del teorema 4.39 tenemos que c(X) = w(X) y de la proposición 
4.11 , tenemos que c(X) = w de donde w(X) = w y por Jo tanto X es metrizable. O 

TEOREMA 4.41. Sea X nn espacio compacto. Entonces 

c(X) = sup{w(F): Fe Cp(X), con F compacto} 

DEMOSTRACIÓN: Sea c(X) = T y,\ =sup{w(F): F C Cp(X) y F compacto}. 
i) T :S ,\. Se sigue de la proposición 2.46 . 
ii) ,\ :S T. Ahora sea Fe Cp(X) con F compacto. La imagen del compacto X 

bajo la función canónica 1/; : X --> Cv(F) es un compacto cj, que separa los puntos 
de F. Además como 1/; es una función continua se sigue qne c(cj,) :S c(X) :S T. 

Como Fes homeomorfo a nn subespacio de Cp(X), y como F y cj, son compactos 
tenemos que 

w(F) = nw(F) :S nw(C.(q,)) = nw(cj,) = w(cj,); 

y como cj, es un cumpacto de Eberlein, del teorema 4.39 tenemos que w(cj,) = c(cj,), 
de donde w(F) :S T, y por lo tanto,\ :S T. O 

COROLARIO 4.42. Sean X un espacio compacto y Y un espacio topológico tal 
que Cp(X) es homeomorfo a Cv(Y). Entonces 

c(Y) :S c(X) 

DEMOSTRACIÓN: Por la proposición 2.46 tenemos que c(Y) :Ssup{ w(F) F C 
Cp(Y) con F compacto}, y como X es compacto, por el teorema 4.41 

c(X) = sup{ w(F) : F e Cp(X) con F compacto}. 

De donde obtenemos el resultado deseado. O 

COROLARIO 4.43. Sean X, Y espacios compactos tales que Cp(X) es homco­
morfo a C,(Y). Entonces 

c(X) = c(Y) 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del corolario 4.42. o 
En el capítulo anterior vimos que ::ü X es un espacio métrico compacto, entonces 

X es un compacto Diádico, y en este capitulo tenemos que si X es un métrico 
compacto, entonces X es un compacto de Eberlein, y si X es un compacto de 
Eberlein Diádico, entonces X es metrizable lo cual nos da el siguiente resultado. 
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TEOREMA 4.44. La intersección de la clase de los compactos Diádicos con la 
clase. de los compactos de Ebcrlein es fo clase de los métricos compactos. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de la observación anterior. D 

COROLARJO 4.45. Sea X un espacio compacto con c(X) = w. Entonces todo 
subcspacio compacto F C C,(X) es mctr-izable. 

DEMOSTRACIÓN: Del teorema 4.41 w(F) S c(X) = w, para todo subespacio com­
pacto F C C,(X). De donde w(F) = w. D 

TEOREMA 4.46. Sea X un espacio compacto. Las siguientes afirmaciones son 
equivalentes. 
i} X es un compacto de Eberlein. 
ii} Existe un compacto F C C,(X) que sepam los puntos de X. 
iii} Existe un subespacio Y C C,(X) rr-compacto que separa los puntos de X. 

DEMOSTRACIÓN: (i) implica (ii). Como X es un compacto de Eberlein, X C C,(Y) 
para algún compacto Y. Sea,µ : Y -+ Cp(X) la evaluación canónica, y sea F = 
,µ(Y). 

Entonces F es compacto y separa puntos de X. 
(ii) implica (iii). Es inmediato. 
(iii) implica (i). Sea,µ: X-+ Cp(Y). Como,µ distingue puntos de X y Y es 

a-compacto, entonces X es homeomurfo a 0(X). Ahora como Y es a-compacto, 
por el teorema 4.30, existe un compacto F tal que C,(Y) es homeomorfo a un 
subespacio de C,(F), de donde se sigue que ,/J(X) es un compacto de Ebcrlein y 
por lo tanto X también lo cs. D 

Ahora daremos las signientes definiciones que nos serán de gran utilidad. 

DEFINICIÓN 4.47. Sea X un espacio topológico. X es un espacio¿ de Lindelof 
si existen un espacio metrizable Y, un espacio compacto K 1 un conjunto cerrado 
F C Y x K, y una función continua f : Y x K-+ X tal que f(F) =X. 

DEFINICIÓN 4.48. Sea X un espacio topológico. Denotaremos por E(X) a la 
familia {Y : existe un compacto K y una función continua y sobreyectiva f : X x 
K-+ Y}. 

DEFINICIÓN 4.49. Una clase P de espacios topológicos es llamada k-dir-igida 
si 
i} Si X, Y E P entonces XxY E P. 
ii} Si X E P entonces E(X) C P. 

DEFINICIÓN 4.50. Sea X un espacio topológico. X es del tipo Ka6 en un 
espacio ambiente Y si es la intersección de una familia numerable de espacios 
a-compactos. 

DEFINICIÓN 4.51. Sea P una clase de espacios. 

Pa6 ={X: X= niEwXi tal que X;= uiEwY. con Y¡ E P} 

TEOREMA 4.52. [2] Sea X un espacio compacto y P una clase k-dir-igida de 
espacios. Si existe Y C C,(X), tal que Y E P y Y separo puntos de X, entonces 

C,,(X) E Pa6-
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TEOREMA 4.53. Sea X un compacto de Eberlein. Entonces Cp(X) es un es­
pacio de tipo Ka6-

DEMOSTRACIÓN: Por el teorema 4.46 existe un compacto F C Cp(X) que separa 
los puntos de X. Como la clase K. <le los espacios compactos es k-dirigida del 
teorema anterior Cp(X) E K.ao· O sea que Cp(X) es un espacio Ka6· O 

PROPOSICIÓN 4.54. [2) Sea X un espacio Kao. Entonces X es un espacio ¿ 
de Lindclo f. 

CoROLARJO 4.55. Sea X un compacto de Eberlein. Entonces Cp(X) es un 
espacio ¿ de Lindel o f 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del teorema 4.53 y la proposición 4.54. O 

Recordemos que en el ejemplo 5.3 tenemos que c(/3w) = w y w(/3w) =2w lo 
cual nos permite afirmar que {3w no es un compacto de Eberlein ya que en caso 
contrario, del teorema 4.39, tendríamos que c(/3w) = w(/3w). 

También del ejemplo 5.2 tenemos que c(Dµ) = µ y w(Dµ) = µ de donde si 
µ > w entonces Dµ no es un compacto de Eberlein por el teorema 4.39. 

3. Funciones Cardinales en Compactos de Gul'ko 

DEFINICIÓN 4.56. Sea X un espacio cnmpacto. X es un compacto de Gul'ko 
si Cp(X) es un espacio ¿ de Lindclof. 

PROPOSICIÓN 4.57. Sea X un compacto de Eberl.ein. Entonces X es un com­
pacto de Gvl'ko. 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue del corolario 4.55. o 

La siguiente definición y el siguiente resultado nos permitirán dar un ejemplo 
de un espacio compacto de Gul'ko que no es compacto de Eberlein. 

DEFINICIÓN 4.58. Sea T un conjunto no vacio. Una familia A de subconjuntos 
de T es llamada adecuada si se satisfacen las siguientes condiciones. 
i) Si A E A y B e A entonces B E A. 
ii} Para todo t E T, { t} E A. 
iii} Si A C T, y todo subconjunto finito de A está en A entonces A E A. 

Si A es una familia adecuada de T definimos 

K=KA = {xA; AEA} C {0,l}T 

en donde XA es la función característica en A. Es claro que K es un subconjunto 
cerrado de {O, l}T, de donde [( es compacto. 

Sea A una familia adecuada de T. Consideremos T· = TU { oo}, y definamos 
la siguiente topologia en r• de la siguiente foima: Todo elemento de T es aislado; 
una subbase para oo es la familia { { x) u (T - A): A E A}. 

PROPOSICIÓN 4.59. (Ver [2)) Sea A una familia adecuada de T. Entonces 
i} K.A es un compacto de Eberlein si y sólo si T· es a-compacto. 
ii) Sir• es K analítico entonces C,,(I<A) es un espacio¿ de Lindelof. 
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El siguiente ejemplo, (Ver [11) nos permite afirmar que existe un compacto de 
Gul'ko el cual no es un compacto de Eberlein. 

Sea I: = w" el espacio de Ilaire el cual identificamos con J el conjunto de 
numeros irracionales en el [O, l]; sea,],: I:- J un homeomorfismo y {a,:,< 2"'} 
un buen orden de L- Denotc1nos por Pm : ww __. wm la proyección natural; es decir 
Pm(n1, ... , nm, ... ) = (n1, ... , nm)-

Un conjunto finito {,1 < ... < ,,,} C 2" es '1> admisible si se satisfacen las 
siguientes condiciones. 
a) 1-t>(a,.) - <l>(a,,) 1 :5 ¾ para 1 :5 i < .7 :5 n. 
b) Existe un k < w tal que P¡.(a,,) = Pk(a,,) y Pk+1(a,.) 1' Pk+1(a,,) para 
l'.5i<j'.5n. 

Sea A = {A e I: : todo subconjunto finito de {, < 2" : a, E A} es '1> 
admisible}. Es claro que A es una familia admisible. 

Consideremos el espacio 

K=J(A e {o,l}E 

1) Afirmamos que el espacio K no es un compacto de Eberlein. Para demostrar 
esto es suficiente observar que el espacio¿;· = I;U{ oo} noes a compacto, de donde 
por el inciso (i) de la proposición anterior K no es compacto de Eberlein. 

2) Afirmamos que el espacio K es un compacto de Gul'ko. Para demostrar esto 
consideremos el siguiente espacio 

t, = [O, l]x{O, l} 

con la siguiente topologÍa: los puntos de [O, 1 ]x{l} son aislados; y una base para los 
puntos de la forma (x,O) E [O, l]x{O} es de la forma 

{Vx{O, l} - {(x, l)}: V E B} 

donde B es una base de x en la topologia usual del [O, l]. 
Sea 

X =Jx{O,l} e t. 
el cual resulta ser un KuD en .6., de donde es un espacio K analítico. 

Sea 

F: X - ¿ dada por F(t,O) = oc si t E J, F(t, 1) = .i,-1 (t) si t E J 

la cual resulta ser una función continua y sobreyectiva. De donde¿;• es K analítico, 
del inciso (il) de la proposición anterior tenemos que Cp(K) es un espacio I; de 
Lindelof, por lo cual K es un compacto de Gul'ko. 

PROPOSICIÓN 4.60. (Ver [2]) Sea X un espacio I; de Lindelof. Entonces X 
es estable. 

Veamos ahora el teorema fundamental de esta sección. 

TEOREMA 4.61. (Ver [10]} Sea X un compacto de Gul'ko. Entonces 

d(X) = w(X). 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 2.40, 2.41, 3.7 y la proposición 4.59. O 

Recordemos que en el ejemplo 3.5.3 tenemos que d(f3w) =w y w({Jw) =2"', lo 
cual nos permite afirmar que {3w no es un compacto de Gul'ko ya que en caso 
contrario tendríamos que d({Jw) = w(/3w). lo cual no es cierto. 
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4. Funciones Cardinales en Compactos de Corson 

Iniciaremos esta sección dando la. siguiente definición. 

67 

DEFINICIÓN 4.62. Sea X= rlaeMXa, s E X, y L C X, con L = {x E X: 
[a E M: Xa ,f s0 [ :S w}. En caso par1.icular que Xa = R, I:=I;R'. 

DEFINICIÓN 4.63. Un espacio compacto X es un compacto de Corson si X es 
homeomorfo a un subespacio compacto de Z: R,,., para algun cardinal T. 

TEOREMA 4.64. Sea X un compacto de Gul'ko. Entonces X es un cnmpacto 
de Corson. (Ver [l]) 

El siguiente ejemplo, (Ver [l]J nus pennitc afirmar que existe un compacto de 
Corson el cual no es un compacto de Gul'ko, para lo cual requerimos las siguientes 
definicionc.5 y el siguiente resultado. 

Sea P el espacio de los números irracionales el cual identificamos con ww. Con 
S denotaremos el conjunto de las sucesiones finitas de números naturales. Para 
cadas E S denotaremos por [si el número de elementos de s al cual llamaremos 
la longitud de s. Para s, t E S escribiremos s --< t si s es igual a los primeros [s[ 
tenninos de la la sucesión t. Si " E P y n E w a [n denota la sucesión finita de 
los primeros n tenninos de a. Si s E S, y n < w s, - n denota la sucesión finita de 
longitud [si + 1, cuyos primeros [si términos es s y último ténnino es n. 

PROPOSICIÓN 4.65. (Ver [l]} Sea X un espacio I: de Lindelóf. Entonces ex­
iste una familia { A, : s E S} de snbcomjuntos de X tal que 
i} A0 = X, Uk<wA,,-k para cada s E S, 
ii) para cada x E X existe un a E I: tal que 
a) X E nk<wA.,¡, 
b} si Xk E Aa¡,para k < w entonces la sucesión {xk} tiene un punto limite en X. 

Construiremos un subconjunto compacto K de {O, 1 }w+ el cual es un compacto 
de Corson y no es un compacto de Gul'ko. 

Por el teorema de T,uski podemos considerar una familia infinita { N{ : E < w+} 
de subconjuntos de w tal que la intersección de cualesquiera dos es finita. 

Definamos <I> : w+x w+ --+ w dada pur <I>(E, () = [N~ n N(i. Diremos que un 
subconjunto L C w+ es <I> admisible si para todo E, (EL, con E< ( 

[{r¡ EL E< r¡ < (}[ :S <l>(E, (}. 
Sea A = { L C w+ : L es un conjunto <!> admisible}. Resulta que la familia A es 

una familia adecuada de subconjuntos de w+. Consideremos el conjunto K = KA, 
Observemos que si x E K entonces x = XL para L E A. De donde K es un 

compacto de Corson. 
qSupongamos que K es un compacto de Gul'ko. Por la proposición anterior 

existe una familia {K,: s ES} ele subconjm1tos de w+ tal que 

K0 = w+, Uk<. Ks,-k = J{, para cadas ES 

y para cada € < w+: existe un a E P tal que € E nk<wKali.:. y si €k E K.,.¡"' para 
k < w entonces el conjunto { {k : i. < .; } no es ,¡, admisible. 

Sea L = U{Ks : Ks no es llll couj11nto estacionario de w+}. Entonces w+ - L 
contiene un subconjunto cerrado 110 acotado de w+, de donde si Ges un subconjunto 
estacionario de w+ entonces [G - L[ = w+. 
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Para cada s E S, tal que 1•1 = k y K, i L definamos 

f,: K, -w+ dada por /,(0 = max{(t, ... , (n < {. 

Del teorema de Fodor [22], existe un L, C K, con L, estacionario, y {, < w+ 
tal que /,(O={, para {EL,. Elijamos { < w+, tal que {EL y€ >sop{{,: s ES, 
K, e L}. 

De las propiedades de la fanúlia { K, : s E S} existe un a E P tal que { E 
nk<wK,¡, y si {k E K,¡, entonces el { {k : k < w} no es <I> admisible. Elijamos 
(o > {, (1 E L., e inductivamente (,- > (k-1, con (k E L,,. Aseguramos que 
{ (k : k < w} es <I> admisible. En realidad si k < n entonces <I>((k, (n) ~ n, ya que en 
la enumeración de de (n = { (1" : k < w} (k aparece despues de la n esima posición: 
de donde !Ne, nNc.l = <I>((k,(n) ~n= I{(: k < l <n}I =n-k. Lo cuales una 
contradicción. 

TEOREMA 4.66. Sea X= TineMXn con w(X0 ) = w paro todo a E M, s E X, 
y I; C X, con I; = {x E X: la E M: x. ,j, s0 I :S: w}. Entonces I; es monolitico. 

DEMOSTRACIÓN: Sea I: = {x E X : I<> E M: Xa 'F •ni s w }. Sea e e I: con 
ICI S T. Para cada a E M consideremos la proyección Pa : X - X 0 y p0 (C) = C0 • 

Definamos Me= {a E M: C0 ,f {s0 }} y F0 = cl(C0 ); es claro que IM0 I S T, 

y que w(F0 ) = w para cada a. Si u 'l. Me sea F. = {s0 } y consideremos F = 
IloeM F0 entonces F satisface las siguientes afirmaciones: 
i) e e F. 
ii) F es homeomorfo a TinEMcFa. 
iii) w(TiaEMcFa) S IMcl S T. 

iv} cl(C) e Fe I:-
De los incisos (ii) y (iii) se sigue que w(F) Sr, y del teorema 2.5 nw(F) S T 

de donde nw(cl(C)) :S: T. De donde, por el corolario 3.21 I; es monolítico. O 

COROLARIO 4.67. Sea X 1111 compacto de Corson. Entonces 

d(X) = w(X) 

DEMOSTRACIÓN: Se sigue de los teoremas 3.7 y 4.66. o 

TEOREMA 4.68. (Ver [11} Sra X 11n compacto de Gvl 'ko con c(X) = w. En­
tonces 

w(X) =w 

DEMOSTRACIÓN: Supongamos que w(X) > w. Sin perdida de generalidad podemos 
suponer que w(X) = w1• Por el primer teorema de esta sección X es un compacto 
de Corson, de donde entonces K C [O, l]w'. Además sin perdida de generalidad, 
podemos suponer que para cada { < w¡ existé 0, con O < 0 < 1 tal que 

¼ = (rre 11,)-1(0, 1] ,f 0 para { < w1. 

Sea Y C Cp(X) con Y= {f E Cv(X): 11!11 s l}. Como Cp(X) es un espacio 
I; de Lindelof, Y también lo es, de donde por la proposición anterior existe una 
familia {A, : s E S} de subconjuntos de Y. que satisface los incisos (i) y (ii) de 
dicha afiunación. 

Seali={rre: { <w1} C Y =A~,_,· B, = {€ <w,: rre EA,} para cadas E S. 
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Para cadas, t E S, con Jsl = Jtl definiremos x;, {;, V;, C; tales que se satisfagan 
las siguientes condiciones 
i) Para m < w 

Up<wV;;::::, sea denso en la U{½ n \/;: { E C; n B,,-m}­

ii) V; sea abierto en X, 

v;: e V; para t --< t', s --< s' y x; E \/; si V: i 0. 

iii) C; e B., e;nsop(x;) = 0, 

e;: e C! para t-< t', s--< s'1 e: =w1, 

uc!::::!;, :J C; -U{sop(x;'.): Jt'I = Js'l :<ó ltl + l}, 

y si E E C;, entonces ½ n V; f, 0. 
iv) Si x E V; entonces rre, (x) > 0. 

v) {;::::!;, E C; n B,,-m si C; n B,,-m f, 0. 
Supongamos que paran< w y para cadas, t ES, con Jsl = ltl :<ó n, x;, {;, V;, 

C; están bien definidas y satisfacen las propiedades deseadas. Sean s, t E S, con 
ltl = 1s1 = n. ,-

Como c(X) = w existe{,:-!;, E C; n B,,-m para p < w y m < w tales que 

Uµ<w(Ve:;:::;, n \/;) 

es denso en U{½ n V;' : E E C; n B,,-m}-
Sea 

S. v.•,-v _,_ 0 1 · ,,-P 
1 s,---m -,- , e egnnos x.,,--m v.,,-P ( t 1 . ,,-P X E 8 ,---m en o ro caso e egunos X 8 ,---m E 

arbitrario). 
Para p 1 m < w sea 

e;::::!;,= {E E C; n B,,-m - sop(x;·_::_':,,): V;,C:!:, n Ve f, 0}. 
,-

Notemos que si x E V.1 ,'---l:i. entonces 
,-rre,::• (x) > 0 ya que V.:-! e¼•-::, . 

1, m 1, m 

Con lo cual concluimos la construcción que satisface las propiedades deseadas. 
Elijamos E E w¡ - U{sop(x;::::':n) : t, s E S y lsl = JtJ}. Por las condiciones 

de la proposición anterior aplicada a la familia { A, : s E S}, existe u E P tal que 
rre E nk<wA,¡,, y si Ík E A,¡, para k < w la sucesión {Ík} tiene un punto limite en 
Y. Por (iii) podemos elegir números naturales to, ... , tk ... para k < w, tales que 

{ E C!%i::'~•(k) para k < '"· 

Hagamos r ={to, ... , tk ... } E E con lo cual tenemos que { E nk<wC:/> 
De (iii) tenemos que V'1

1• f, 0 para k < w de donde por (ii) x"l
1• E v•

1
1• para 

ak Uk Uk 

n < w. Como X es un compacto de Corson la sucesión (x:\:) tiene una subsuccsión 
convergente ( que ,ün perdida de generalidad la seguiremos denotando de la núsma 
forma) a un punto x E X. 
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Por (v) "e''• E A,¡, para k < w. En forma análoga la sucesión (,re''•) tiene 
<"lle ... ¡,. 

una subsucesión convergente ( que por comodida denotaremos de la núsma forma) 
a un punto g E Y. De (iv) 

rr,,i, (x'11•) > 0 para todo 1 > k, 
.... ,1 O le 

de donde g( x:\:) ::O: 0 para k < w lo cual implica que g(x) ::O: 0 > O. 
Ahora de (iii) y (v) tenemos que 

rr,.,, (x'11•) = O para todo 1 < k . 
..... 11 o le 

lo cual implica que ,re''' (x) = O para todo 1 < w, de donde g(x) = O lo cual es una .,, 
contradicción. O 
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