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Introduccion

En este trabajo veremos e] comportamiento de las Funciones Cardinales en Espacios
Compactos, para lo cual daremos estos conceptos en los Capitulos 1 y 2.

En ¢l Capitulo 1 estableceremos la notacidén, terminologia y resultados basicos
que se usan a lo largo de esté trabajo. Algunos de cllos se enuncian sin demostracién
v en cada uno de ellos se da la referenia en donde pueden ser consultados.

En ¢! Capitulo 2 daremos la definicidén de Funcién Cardinal Topologica, como
son peso, estrechez, densidad y otras mas. Se establecen algunas relaciones entre
cllas, asi como el comportamiento de éstas en Cp(X), bajo funciones continuas y
en el producto topoldgico.

En ¢l Capitulo 3 estudiamos las Funciones Cardinales cn Espacios Compactos,
veremos que algunos resultados obtenidos en cl Capitulo 2 son mejorados en este
tipo espacios.

En el Capitulo 4 daremos la definicién de Compacto Diddico, de Eberlein, de
Gul’ko y de Corson. Veremos por ejemplo que en los compactos Diddicos el peso es
igual a la estrechez, igual al caracter y al seudocaracter, que en los compactos de
Eberlein el peso es igual a la celularidad, que en los compactos de Gul ko el peso
cs igual a la densidad.

Antes que nada quiero agradecer muy afectuosamente al Profesor y amigo Angel
Tamariz Mascaria por su apoyo y paciencia que me brindo, para poder llevar a buen
termino este trabajo.

He de mencionar que dicho trabajo es uno de los frutos que ha dado el seminario
de topologia, que en conjunto se ha venido realizando entre los profesores Angel
Tamariz, Fidel Casarrubias de la facultad de ciencias de 1a U.N.A.M y los profesores
Manuel Ibarra, Juan Angoa, Agustin Contreras y el que ahora presenta este trabajo
de la facultad de ciencias fisico matematicas de la U.A.P.

Ademads que durante el tiempo en que lleve a cabo este trabajo, la U.A.P me
concedio una descarga parcial de los cursos que imparto en la facultad de ciencias
fisico matematicas de dicha universidad.

Finalmente, desco agradecer a los profesores Sylvia de Neymet Urbina, Richard
G. Wilson, Sergey Antonyan, Oleg Okunev, Isabel Puga Espinosa y Agustin Con-
treras Carreto por haber revisado el material aqui tratado.
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CAPITULO 1

Preliminares

Las siguientes notaciones seran utilizadas a lo largo de este trabajo. asi como los
siguicntes resultados. Los ndmeros cardinales los denotaremos con las letras gricegas
7, K, A. Los nimeros ordinales con las letras o, 3, v, 6. Los nlmeros naturales
con las letras 4, n, m etc. Denotaremos con la letra w al menor cardinal y ordinal
infinito, con la letra wy al menor cardinal y ordinal no numerable, s%1 es el menor
cardinal mayor que . Un mimero ordinal es ¢l conjunto de todos los ordinales que
lo preceden. Entonces las expresiones o < & y a € & significardn lo mismo. Un
cardinal & es un cardinal sucesor si &k = AT para algin cardinal A. Un cardinal que
no es un cardinal sucesor es un cardinal limite. Entonces, & es un cardinal limite si
A < & implica que At < &. Sea X un conjunto ordenado por < y A un subconjunto
de X. Diremos que A es cofinal en X si para cada z € X existc un a € A tal que
z < a. La cofinalidad de x, que denotaremos como cf (), es el menor cardinal A
tal que  tiene un subconjunto cofinal de cardinalidad A.

EJEMPLO 1.1. ef(w) =w y cf(k+) =« para todo cardinal x > w.

Un cardinal & es regular siw < k y cf(x) = k. Entonces w y todos los cardinales
infinitos sucesores son regulares.
Un cardinal regular « tiene la siguiente importante propiedad.

LEMA 1.2. Sea k un cardinal regular y sca A C k de cardinalidad < k. En-
tonces el supremo de A es < k.

Un cardinal infinito que no es regular es llamado un cardinal singular.

Notemos que un cardinal singular s siempre un cardinal limite.

Denotaremos con las letras maytseculas, A, B, C, etc a los conjuntos, con las
letras maytsculas, X, Y, Z, etc a los espacios topologicos, con las letras maytisculas,
U,V,W, etc a los conjuntos abiertos, con las letras caligraficas, A. B,C,P, a las
familias de conjuntos.

Sea A un conjunto y sea A un niimero cardinal. Entonces

i) La cardinalidad de A, la denotaremos como |Al.

ii) Al conjunto potencia de A lo denotaremos como P(A).

iii) A la familia de todos los subconjuntos de A de cardinalidad < « la deno-
taremos como Py (A).

iv) A la familia de todos los subconjuntos de A de cardinalidad  lo denotaremos
como P« (A).

v) A la familia de subconjuntos de A de cardinalidad < « la denotaremos como
PerlA)

< fn) Sea V una cubierta de A. Diremos que V es una cubierta minimal de A, si
para todo V € V la familia V' =V — {V} no es cubierta de A.

vii) Un filtro F en A es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de A

tal que: a) Si Fy y F> € F entonces RnkeF

3




4 1. PRELIMINARES

b)Si FeFy FCF con F' C Aentonces F' € F

viii} Un filtro F en A es un ultrafiltro si no existe un filtro 7 cn A tal que
F C F’ cstrictamente.

Se puede demostrar que [P<.(A)| = |A|" para todo conjunto A.

Para p € X y A una cubierta de X denotaremos por ord(p, A) al nimero cardi-
nal del conjunto {A € A : p € A} y por st(p, A) al conjuntoU{A: A€ Ayp€ A}

Si Ay B son conjuntos entonces AZ denota al conjunto de todas las funciones
de B en A. Recordemos que [AZ| = |A'®!. Si & es un cardinal y & y 3 son ordinales
tales que 3 < o < k y si f € k%, entonces f {g€ #? y es la restriccién de f a 8.
Sean X un espacio topoldgico y U € X. Denotaremos por clx (U) a la cerradura
de U en X, y por intx(U) a la coleccién de puntos interiores de U en X. Si no hay
posibilidad de error, escribiremos sélo ¢/(U), int(U). Sea U un conjunto abierto,
diremos que U es un conjunto abierto regular si intcl(U) = U. Si A es cualquier
subconjunto de X entonces intc/(A) es un conjunto abierto regular. La familia de
todos los conjuntos abiertos regulares la denotaremos como RO(X). Es conocido
que si X es un cspacio regular entonces RO(X) es una base para X.

DEFINICION 1.3. Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto infinito de X
yp € X. Diremos que p es un punto de acumulacién completo de A si |V 0 Al = |A]
pare toda vecindad V' del punto p.

DEFINICION 1.4. Sea X un espacio topoldgico. Una sucesion {xq : 0 € a <A}
en X es una sucesion libre de longitud A st

lza:a<B)Nc(za: f<a)=0, para tode § < X
De la definicién tenemos la siguiente afirmacion.

PROPOSICION 1.5. Sea X un espacio topoldgico, y sea {zqo:0 < a <A} una
sucesion libre de longitud X. Entonces {zq : 0 < o < A} es un subconjunto discreto
de X.

DEMOSTRACIGN: Sea 3 < A entonces
zg €E{Ta:fSa <A} Cel{za: f < a<A}
Por lo tanto
zg ¢ cl{za: a < B}
Entonces existe un conjunto abierto U, tal que
23U, UN{za:a<B}=0yUNn{z,: F<a<A}t#0
Si
UN({za:f<a< A} —zg) =0

ya terminamos.
Si no, consideremos

fo=infly:my €(UN{za:a>BY) ~{ea)} .
de donde se tiene que F< fFy y
((c {zo:Bo S a})*NU)N{za: a < A} = {zp}
Por lo cual {4}, es discreto. 0
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DEFINICION 1.6, Una funcidn f : X > Y es un encaje si f : X — f(X) es un
homeomorfismeo.

DEFINICION 1.7. Una funcidn f : X — Y es una condensacion si f es biyectiva
y continua.

Algunos espacios con los que trataremos en este trabajo son:
i) La compactacién de Stone -Céch de w que denotaremos como fw (Ver [23]). Que
es el conjunto de todos los ultrafiltros A? de w con la topologia generada por la
familia de los conjuntos del tipo Z* = {p € fw : Z € AP} como base para los
conjuntos cerrados.
ii} El x— cubo de Cantor que es ¢l espacio formado al tomar el producto de « copias
de D = {0,1} (aqui D tiene la topologia discreta) con la topologia producto.
iil) La linea de Sorgenfrey, que denotaremos como Xg, que es el conjunto de los
nimeros reales R con la topologia gencrada por la familia W = {[a,8) : a,b € R}
como base, ‘
iv) El cuadrado lexicogrifico X = {(z,y) : =,y € I} donde I = {0,1] con ¢l orden
usual, y X, con la topologfa inducida por el siguiente orden: dados (1, ¥1). (22, y2)
€ X, entonces (z1,11) < (x2,¥2) sizy <22 6 &1 =z2 ¥y 1 < y2 en donde < es el
orden usual en [0, 1].
v) El espacio discreto de cardinalidad g, D(p).
vi} El espacio de ordinales {0, @) con la topologia de su orden.
vii) A(u) La Compactacién a un punto del discreto D{u).

DEFINICION 1.8. Sean X un conjunto y P una propiedad relativa o subconjun-
tos de X. Se dice que P es de cardcter finito si @ satisface P y edemds A C X
tiene la propiedad P st y solo s1 cada subcongunto finito de A tiene esta propiedad.

LEMA 1.9. (Teichmuller-Tukey) Sean X un conjunto y P una propiedad de
subconjuntos de X. Si P es una propiedad de cardcter finito entonces cualquier
A C X con la propiedad P estd contenido en un conjunto B C X el cual tiene la
propiedad P y es mazimal en la familia de subconjuntos de X que contienen a A y
satisfacen P ordenada por C.

Es de observar que este lema es equivalente al Axioma de Eleccitn.

DEFINICION 1.10. Diremos que el espacio X es universal para todos los espa-
cips que tengan la propiedad topoldgica P si X tiene lo propidad P y para todo
espacio Y que tenga la propieded P existe un encaje f de Y en X.

DEFINICION 1.11. Sean X un espacio topoldgico, {Ys},.s una familia de es-
pacios topoldgicos y F = {fa},es una familia de funciones continuas donde f, :
X -Y,.

t) Diremos que la familia F separe puntos si para cualesquiera x, y € X existe una
funcion f, € F tal que fo(x) # fsly)-

1) Diremos que la familia F separa puntos de cerrados si para todo = € X y
todo conjunto cerrade F C X tal que x ¢ F existe una funcidn f; € F tal que

fa(z) & cl(fo(F)).

TEOREMA 1.12. (Teorema de la diagonal} Sean X un espacio topoldgico, {Ys} e
una familie de espacios topoldgicos y F = {fs},cc una familic de funciones con-
tinuas donde f,: X — Y,.
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i) Si la familia F separa puntos de X entonces es inyectiva la funcidn diagonal
f =Au€.5'fa i X — IeesYs
Donde f(x) = (fs(2))ses-

ii) Si ademds F separa puntos de conjuntos cerrados entonces f es un encage.

1. Espacios C,(X,Y)

En esta seccién veremos algunos resultados sobre espacios de funciones contin-
uas que nos seran de utilidad posteriormente.

DEFINICION 1.13. Sean X, Y espacios topoldgicos. Consideremos sobre el con-
junio
YX={f:X —>Y:f es funcidn}
la topolagia producto.

Al subconjunto
C(X,Y)= {f: X —Y: f cs funcién continua}

con la topologfa relativa lo denotaremos como Cp( X, Y) y a la topologia la lamare-
mos topologia de la convergencia puntual. En caso de que Y = R, denotaremos
Cp(X,Y) simplemente como Cp(X).

Si consideramos los conjuntos de la forma

W(Z1, .o, Tn; Uty s Un) = {f € C(X,Y): f(z:} €U parai=1,...,n}

con n € w, {Z1,..Zn} C X ¥y U1,...,Un conjuntos abiertos en Y, entonces, de la
definicién de topologia producto, tenemos que la familia W = {W(z1, ..zn: U, ..., Uy :
n € w, {1, 2n} C X, ¥ Ui,...,Un conjuntos abiertos en Y} es una base para
Co(X,Y).

En particular es suficiente considerar una base B en Y para que la familia

W = {W(z1, ..y Tn; U1, -, Un)im € w, {@1, . xa} € X y {U1,...,Un} C B}
sea una base de Cp(X,Y). De esta forma, si Y = R cntonces, para cada conjunto
finito {r;..z,} C X y f € C(X), la familia de conjuntos
W(f, 21,y Tni€) = {9 € Cp(X); lgls) — Fz:)] <e parai=1,..,n}
resulta ser una base de Cp(X).

DEFINICION 1.14. Sean X un conjuntoy F CRX yz € X.
i} La funcién evaluacién en z, ez : F — R, estd definida como

ex(f) = f(z).-
i) La funcidn evaluacidn candnica Pr : X — R7 estd definida como

¢J»‘(33) =€g.

TEOREMA 1.15. ([31]). Sea X un espacio topolégico y F C C,(X). Entonces
i) Pare cada x € X, e, es continua.
i) Yr es una funcién continua.
iii) La familia 7(X ) es una femilia que separa puntos de F.
tv) Si la familia F separa punlos de X entonces YF : X — Cp(F) es una conden-
sacion sobre su imagen.

e
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v) St F es una familia que separa puntos de X y puntos de cerrados entonces ¥r
€s un encaje.

TEOREMA 1.16. ([31]). Sean X, Y, X, y Y, espacios topoldgicos y o € J.
Entonces
i) El espacio Cp(X,MaesYa) es homeomorfo a llae Cu(X, Ya)
i1} El espacio Cp(} ey Xa» Y) €3 homeomorfo a NaesCp(Xa,Y) donde 3, ; Xa
es la suma topoldgica ajena de los espacios X,.

PROPOSICION 1.17. Sea ¢ : R — (—1,1) un homeomorfismo y h : Co(Y) —
Cu(Y,(—1,1)) dada por h(f) = ¢of para toda f € Cp(Y). Entonces h es un enceje
y para cualquier conjunto A C Cp(Y) que separa puntos de Y, h{A) tambien separa
punios de Y.

DEFINICION 1.18. Sea f: X — Y una funcidn se define
f4: RY —+ R* como f*(h)=hof.
El siguiente teorema enuncia algunas propicdades de f1.

TEOREMA 1.19. Sea f: X — Y una funcidn continua. Entonces se satisfacen
las siguientes afirmaciones. (Ver [31]).

i) f* es continua.

ii) Si f{X) =Y entonces f* cs un homeomorfismo sobre el subespacio cerrado
fYRY) de RX.

iil) f es una condensacién si y solo si f*(Cp(Y)) es denso en Cp(X).

2. Principios Combinatorios

Los principios combinatorios juegan un importante papel en la teoria de fun-
ciones cardinales cn espacios topoldgicos. Daremos en esta seccion los resultados
combinatorios que serdn usados en este trabajo.

Los resultados presentacos en esta seccidn los podemos encontrar en el articulo
de R.Hodel [24].

TeoREMA 1.20. (Tarski) Sea E un conjunto infinito. Eviste una farnilia A de
subconjuntos de E tal que |A| = |E|“, |4] = w para todo A € A y la interseccion
de cualesquiera dos elementos distintos de A es finita.

DEMOSTRACION: Si |[E| = w podemos suponer que E = Q y considerar una
biyeccién ¢ : w — Q. Ahora para cada r € R — Q elijamos una sucesién cre-
ciente {Tn} e, C Q tal que 7 — 7. Sea A, = {9 7!(r;) : i <w}.

Sean r,s € R~ Q, con r # s, entonces para las sucesiones estrictamente cre-
cientes {r,}, {sn}, respectivas r, — r y sp — 5, lo que implica directamente que
|A,. N A,| < w. Por lo tanto, si consideramos la familia A = {A.:r € R - Q},
tenemos que esta satisface las condiciones deseadas.

Para probar el caso general es suficiente construir la familia deseada en el
conjunto P (E“). Para cada funcién f :w — E y n € w, sea f |, la restriccion
de f al conjunto {0,..n}. Es claro que el conjunto A{f) = {f |.:n < w} tiene
cardinalidad «. Ademds, si tomamos dos funciones f,g : w — E con f # g,
entonces existe un n € w tal que f(n) # g(n); por lo que f |.# ¢ |, ¥ por lo tanto
A(f) # Alg) - Si |A(f) N A(g)] = w, entonces para cada n € w podemos eclegir
un n; € w tal que f o= g In., de donde f |[n= g |, para todo n € w, es decir
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que f = g, que es una contradiccién. Por lo tanto, la familia 4 = {A(f) : f € 2}
satisface las condiciones requeridas. O

DEFINICION 1.21. Sea E un conjunto. Una familia B de subconjuntos de E
es llamada independiente si para cualquier familia finita A, .., Ay, By,..., B, de
distintos elementos de la familie B tenemos que:

A1ﬂAzﬂ...nA,'n(E—Bj,)n...ﬂ(E—Bn) #9.

La prueba del siguicnte teorema requiere la aplicacion del teorema de Hewit-
Marczewski-Pondiczery que veremos mds adelante. Por esta razon pospondremos
la demostracién de este teorema.

TeoOREMA 1.22. (Hausdorff) Sea A un cardinal infinito y sea E un congunio
tal que |Ej = A. Entonces exisie una familia independiente B de subconjuntos de E
con |B| =2* .

Una aplicacién directa del teorema de Hausdorff la tenemos en el siguicnte
resultado.
COROLARIO 1.23. Sea A > w. Entonces existen 92* ultrafiltros en D(A).

DEMOSTRAGION: Sea A = {A, : 0 < @ < 2*} una familia independiente en D(A)

cuya existencia estd asegurada por el teorema 1.22. Para cada funcién f : 22" 2,
consideremos el conjunto

A = {A(f,e):0<a <2} con
A(f,e) = A sl fla)=0y A(f,a) = D(X) — A, si fla)=1.
Como A tiene la propiedad de la interseccién finita, Ay tiene la propiedad de la
interseccion finita, ya que si A(f,oq), ..., A(f,opn) €A, ¥
Alf,oq) = Aayyen A(f,0q) = Aay,
A(f,aip1) = DA) = Aapyys e Alf50m) = D(A) — Aq,
entonces tenemos que
N A(fr0q) = Ay NN A, N(A— Ai) N N{(A = Ag ) # 0
ya que A es una familia independiente. De donde Ay estd contenida en un ultrafiltro
Py. Tomemos la familia B = {..Af = 22A}. Es claro que |B| = 22°; ademss si

f # g, existe un o < A, tal que f(a) # g(a), de donde Py # P,, con lo cual
obtenemos el resultado deseado. O

LEMA 1.24, (Sanin){ A—sistema) Sea A un cardinal regular tal que w < A, ¥y
sea A una familia de conjuntos finitos tal que |A| = A. Entonces existe un conjunto
F (posiblemente vacio) y una subfamilia A C A, con Al = A tal que para todo
A,B e A distintos ANB=F.

DEMOSTRACION: Observemos que la familia .4 la podemos escribir como
A=Useodn, con A, ={A€ A: |4 =n}.

Si |An| < A para todo n € w, entonces sup|A,| < A ya que A es regular. Por lo

tanto

M| = [UnewAn| = D [4n| < w.sup|4n| < A

new
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Asi que existe un n € w tal que A, = Ay |[Al = n para todo A € A

Por lo cual podemos suponer que |A| = n para todo € A. Por lo que de-
mostraremoas ¢l lema aplicando induccion sobre ¢l nimero de elementos de los con-
juntos 4 € A. :

Sin =0, tomando F = @, tenemos la propiedad deseada.

Sea 0 < n y supongamos cierta la afirmacién para (n —1). Sea A C Auna
subfamilia tal que A’ es maximal con respecto a la propiedad siguiente: para todo
A,B e A, ANB = (. La existencia de esta subfamilia A’ con las propiedades
descadas la obtenemos de la siguiente forma. Sea

A" ={BC A:paratodo A,Be B, ANB =0}.

Como B = { A} pertenece a A*, entonces A* # @. Sea C C A" una cadena con
respecto a la contensién, demostraremos que UC C A, para lo cual es suficiente
que para todo A,B € UC, ANB = 0. Sean A4, B € UC como C ¢s una cadena
entonces A y B pertenecen ambos a algiin elemento de C, por lo cual AN B = .

Con lo cual obtenemos que UC es cota superior de A*. Aplicando el lema de
Zorn podemos concluir que ésta tiene un elemento maximal.

Si |A'| = A, tomamos F = y terminamos. Si [A'| < A, por la maximalidad de
A’ y la regularidad de A, existe un p € UA', tal que p estd en A elementos de A.

Para ver esto sea .A\/Q.AtalquepeApara todo Ac A .

Entonces A = Upeu A:A\/, ya que si existiese un A € A tal que A ¢ Upey A:A‘/
para todo p € UA’ con p € A, se sigue que {A} U A’ es maximal contradiciendo la
maximalidad dc A’

Ahora si A\/ < A para todo p implicaria que A\/\ < A

Sea A, = {A—{p}: A€ A} Es inmediato que para cada A — {p} € A.,
|A— {p}| =n — 1. Por hipGtesis de induccién, existe una subfamilia A.. C A. v
un conjunto F,, tales que

para todo A, B € A,., ANB=F, 5 |Au| =X

Tomamos
la familia A,., = {CU{p}: C € A..} vy el conjunto F,, = F, U {p}
que claramente satisfacen las condiciones deseadas. 0

LEMA 1.25. (Miscenko) Sean A un cardinal infinito, E un conjunto y A una
subfamilia de subconjunios de E tal que ord(p, A) < X para todo p € E. Entonces
el niimero de cubiertas finitas minimales de E por elementos de A, es a lo mds ).

DEMOSTRACION: Supongamos que es falso el lema. Sea € = {A,:0<a< At}
una familia de distintas cubiertas finitas minimales de E por elementos de 4. Por
el lema 1.24 existc T C At, con |T| = At, y un subconjunto A’ C A, tal que para
todo o, € T con a # 3, AuNAz = A'. Si para todo o € T, A, = A, entonces
A, = Ag, para todo o, f € T', lo cual es una contradiccién. Ahora, si para todo
p € E tenemos que p € UA’, entonces A, no es minimal ya que A’ C A,. Por lo
cual existe un punto p € E tal que p ¢ UA'. Sea A, € A, tal que p € A,, ¥ sean
a,f €T cone#f ComopgUAy A, NAg = A se sigue que Aa # Ag, y por
tanto ord(p, A} = A*, lo que es una contradiccion. |
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3. Espacios Topolégicos Compactos.

En esta seccién presentamos el material bisico sobre espacios compactos que
ser4. utizado a lo largo de este trabajo. Este material esta contenido en el libro [17)
Iniciaremos est4 seccién con la definicién de espacio compacto y una caracterizacion
de estos espacios.

Veremos que la propiedad de compacidad es hereditaria bajo subconjuntos cer-
rados, y que todo espacio compacto es normal.

DEFINICION 1.26. Un espacio topolégico X es compacto si es de Hausdorff y
toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

DEFINICION 1.27. Diremos que una familia £ = {Fs},cs tiene la propiedad
de la interseccion finite si
P F#£by
i) F,, N...NF,_#® para cada conjunto finito {s1...5x} C S.

El siguiente resultado nos da una caracterizacién de los espacios compactos.

TEOREMA 1.28. Un espacio Hausdorff es compacto st y sélo si cada familia de
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita tiene inter-
seccion no vecia.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto y sea £ = {Fs}, .5 una familia de
subconjuntos cerrados de X tal que NgesFoes = #. Como Fj es un conjunto cerrado
para cada s € S entonces U, = X — F, es un conjunto abierto para cada s € S.
Ademds, ya que

UJESUB = UsES'(X - Fs) =X- naESFs = X:

entonces {U,},cs €5 una cubierta abierta de X; de donde se desprende que existe
un subconjunto finito {sy.. sk} C S tal que {U,,....Us, } es una subcubierta finita
de X. Asi que

X =Uicy kUs, =VUim1 k(X = Fo) = X = N1k Fy
Por lo tanto
ni=l...kFa¢ = ﬂ

Ahora, si X no es compacto entonces existe una cubierta abierta {Us},. ¢ que
no tiene subcubiertas finitas, lo cual implica que

X — Uy, 1Us, # 0 para todo subconjunto finito {s1...sx} C S.

Entonces, C = {X — U,}, resulta ser una familia de conjuntos cerrados con
la propiedad de la interseccion finita y N € = 9. O

COROLARIO 1.29. Sean X un espacio compacto y Y C X un subconjunto cer-
rade. Entonces Y es compaclo.

DEMOSTRACION: Es suficiente observar que si /' = {Fy},cs €s una familia de
conjuntos cerrados en Y, como Y e¢s cerrado en X, entonces cada F, es un conjunto
cerrado en X, y del teorema 1.28 se sigue el resultado. (]
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TEOREMA 1.30. Sean X un espacio regular y Y un subespacio compacto de X.
Entonces:
(i) Pare cada subconjunto cerrado Z en X tal que Y N Z = B, ewisten conjuntos
abiertos U,V en X tales queY CU,ZCcVyUNV =0
(i) Si Z es un subespacio compacto de X, es suficiente que X sea Hausdorff para
poder demostrar la afirmacidn andloge a ().

DEMOSTRACION: i)} Sea Y C X compacto y Z C X un subconjunto cerrado tal
que YNZ =0. Como X es regular, para cada = € Y existen conjuntos abiertos U,
,Veen X talesque, z €Uz ,ZC Vo y U, NV, =0 Como Y C UzeyU, entonces
existe un conjunto finito {z1.. zx} C Y tal que Y C Ui=1..&kUz, .
Sean U = U, xUz, ¥ V = Niz1...x Vs, que claramente satisfacen lo requerido.
ii) Se demuestra en forma ansloga al caso i). a

LEMA 1.31. Sean X un espacio topolégico T3, K un subconjunto compacto
de X yp € X -~ K. Entonces, existen conjuntos cerrados Gs A y B tales que
pcAKCByANB=40.

DEMOSTRACION: Es suficiente observar que si {V;, : n € w} es una sucesién de con-
juntos abiertos en X tales que cl(Vi41) € Va, entonces Nuewcl{(Vn) = NpcwVa es
un conjunto cerrado G en X. O

Del corolario 1.29 y del teorema 1.30 se obtiene el siguiente resultado.
TEOREMA 1.32. Sea X un espacio compacto. Entonces X es normal,

COROLARIO 1.33. Sez X un espacio Hausdorff y Y C X un subespacio com-
pacto. Entonces Y es un conjunio cerrado.

DEMOSTRACION: Sca Y € X compacto. Por teorema 1.30, paracada z € X -V
existe un conjunto abierto Ven X talquez € Vy YNV =§; es decir X — Y es
un conjunto abicrto en X. O

PROPOSICION 1.34. Sea X un espacio compacto y A un subconjunto de X con
|4| > w. Entonces A tiene un punto de acumulacion completo.

DEMOSTRACION: Sea M el conjunto de puntos que no son de acumulacién completo
de A. Para cada z € M elijamos un abierto O, tal que [AN O < |A], st M =X
entonces la familia O = {0z}, una cubierta abierta de X de donde podemos
extraer una subcubierta finta O, ,...,0, de X es claro que A C UL, (ANO,,. De
donde se sigue que |A] < sup|AN Og,| lo cual es una contradiccitn.

Por lo tanto A tiene un punto de acumulacién completo. O

4. Espacios Compactos y Funciones Continuas

En estd seccién veremos que la propiedad de compacidad se preserva bajo fun-
ciones continuas, que es una propiedad productiva, que toda funcién continua de
un producto de espacios compactos en R, depende solamente de w coordenadas y
otros resultados que aplicaremos a lo largo de este trabajo.

TEOREMA 1.35. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Heusdorff, y f :
X — Y una funcidn continua y sobreyectiva entonces Y es compacto.

et
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DEMOSTRACION: Sea V = {V,},c¢ una cubierta abierta del espacio Y. Como f
¢s una funcién continua entonces f~!(V,) es un conjunto abierto en X para cada
5 € 8,y como f es sobreyectiva entonces { f~1(V,)},. s ©s una cubierta abierta de
X. De donde se obtiene que existe un conjunto finito {s;._ sx} C S tal que

FAVa) U V) U U T (Vo) = X
con lo que obtenemos que Y =V, U...UV,,. U

COROLARIO 1.36. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff, y f :
X — Y una funcién continua. Entonces cl(f(A)) = f(cl(A)) para todo subconjunto
AcCcX.

DEMOSTRACION: i) f{cl(A)) C cl(f(A)). Se sigue de la continuidad de f.
ii) clf(A)) C f(cl(A)). Esta se sigue de los corolarios 1.29, 1.33, y el teorema
1.35. O

Del corolaric 1.36 obtenemos los siguientes resultados.

COROLARIO 1.37. Sean X un espacio compacto, Y unespacioToy f: X — Y
una a funcion continua. Entonces f es cerrada.

COROLARIO 1.38. Sean X un espacio compacto, Y unespacioTo y f: X =Y
una funcién continue biyectiva. Entonces f es un homeomorfismo.

TEOREMA 1.39. Sean Z C X concl(8) = X, Y compacto y f : £ = Y
continua. Entonces f tiene una extensidn continua sobre X si y sdlo si para cua-
lesquiera By, By C Y subconjuntos cerrados de Y tales que B; N By =0 se cumple

que cl( f~N(B1))Nel(f~(Bz2)) = 0.
DEMOSTRACION: Sean F: X — Y una extension continua de f y B,,Bz conjuntos
cerrados ajencs en Y. Entonces F~1(B), F~1(B;) son conjuntos cerrados ajenos
en X . Como F es extension de f tenemos que
ed(f7H(B)) Nel(f~1(Ba)) C F~H(B1) N F~{(By)
de donde
d(fTH(B))N(f T (B2)) =0

Ahora, para cada x € X, sea

V(z) = {U C X : U es vecindad de z} y C(z) = {d(f(ZNU): U € V(z}}.
Observemos que se satisfacen las siguientes afirmaciones:

a)} @ # cl(f(ZNU1...NTx) C e(f(ZnUh)N...Ncl(f(Z2NUk)) para cualesquiera
Uy...Ux € V(z). Por lo cual C(z) tiene la propiedad de la interseccion finita. Por el
teorema 1.28, NC(z) # 0 para cada z € X.

Demostraremos ahora que NC(x) consta de un tnico punto, lo cual implicard
en particular que

b) NC(z) = {f(z)} paracada z € Z.

Supongamos que existen y;,¥2 € NC(z) con y1.y2. Entonces existen abiertos
W, Va,tales que

n €V, € Vayd(Wi)nc(Vz) =90
de donde

d(f7H (V) Ne(f 1 (V2)) = 0.

e s
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z ¢ cl(f~'(V4)). Entonces
X —cl(f " Y(V1) € V(z) y 31 € NC(z) C cl(f(Z —e{f 1 (V1))-
Por otro lado, como
Vinf(z—d(f~'(n)) =9,

entonces

i ¢ cl(f(Z - d(fT (V1))

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto NC(X) consta de un solo punto.
Asignemos a cada = € X el tnico punto en NC(zz), lo cual nos define una funcién
F: X — Y, que por (b) es una extensién de f. Ahora demostraremos que F es
centinua.
Sea V una vecindad de F(z) en Y. Como

{F(z)} = Npevned{f(ZNU)) CV

entonces existe una familia finita {U1, ...,Ux} C V(z) tal que:
o cd(f(ZnU))n..Nnd(f(ZNUx}C V.

Como
Uy, Us, o, Us € V(&) 81 U = U N... N Uy
entonces U € V(z), y aplicando (e) y (c) tenemos que
F(@')ed(f(ZnU)CV para todoz’ €U

de donde F es continua. |

El siguiente teorema es uno de los resultados fundamentales de la topologia
general.

TEOREMA 1.40. (Tychonoff) Sea {X,}, o5 una familia de espacios con X, # 0
para todo s € S. Entonces, TlaesX, es compacto si y sélo si X, es compacto para
todo s € S.

DEMOSTRACION: Sea X = Il,c5X,. Si X es compacto, entonces los X, son Haus-
dorff, y como las proyecciones p, : X — X, son continuas, los X, son compactos.
Ahora si X, es compacto para todo s € 9, entonces X = Il,esX , es Hausdorfl.
Sea £ una familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la inter-
seccion finita. Como esta es una propiedad de caracter finito, entonces, por el lema
1.9, la familia § est4 contenida en una familia maximal g de subconjuntos de X
que tiene la propiedad de la interseccion finita.
Demostraremos que N # # para lo cual es suficiente demostrar que
(a) existe un = € X tal que z € cl(A) para todo A € .
En efecto, como §y tiene la propiedad de la interseccidn finita tenemos que
(b) si Ai, Az, ...Ax € Qo entonces A1NAxn.. N Ag €y,
y por la maximalidad de Qg se tiene que
(c) si Ag C X escerrado y AgN A # @ para todo A € 2, entonces Ag € (.
Como g tiene la propiedad de la interseccidn finita, entonces la familia
Q, = {cl(Ps(A))} aeq, de subconjuntos cerrados de X, tienen esta propiedad para
todo s € S. Por lo tanto, para todo s € S existe un punto

Ta € Naeagcl{ps(A)) C X,.
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Sea W, un abierto tal que z, € W, C X, . Entonces W,Np,(A) # 0 para todo
A € Q, lo cual implica que p~'cl(W,) N A # @ para cada A € §y. De donde, por
{c), se sigue que p~lcl(W,) € O, y dec (b) se sigue que la cerradura de cualquier
clemento de la base canénica de X que contiene al punto = = (x,)ses, pertenece a
la familia £25. Como £ tienc la propiedad de la interseccién finita, cada A € Qg
intersccta a todo elemento de la base candnica de X que contiene al punto z; de
donde tenemos que z € cl(A) para cada A € Q. O

DEFINICION 1.41. Sean {X,es},cg una familia de espacios topoldgicos com-
pactos, Y un espacio topoldgico y [ : NeesXses — Y una funcidn continua. Si
existe un subconjunto Sy C 8 tal que para todo © = {x,},¥ = {¢.} € eesXscs
con x, = y, para todo 5 € Sp implica que f(x) = f(y), entonces diremos que f
depende solamente de las coordenadas pertenecientes a Sp.

Si f depende sdélamente de las coordenadas de Sp y |So| = u, entonces diremos
que f depende solamente de p coordenadas.

TEOREMA 1.42. Sean, {Xses},cs una familie de espacios topoldgicos com-
pactos y f : [lye5Xees — R une funcidn continua. Entonces f depende solamente
de w-coordenadas.

DEMOSTRACION: Sea
C = {f : MyesXses — R :f es continua y depende de w — coordenadas} .

Para cada f € C, sea S(f) C S con |S(f)| = w, tal que f depende solamente de las
coodenadas que pertenecen a S(f). Dadas f,g € C entonces f + ¢ ¥ fg, dependen
solamente de las coordenadas pertenecientes a S(f) U S(g), ¥ que toda funcién
f : M,esX. — R que es limite uniforme de una sucesién de funciones {f;},.,,. con
Ji € C para toda ¢ € w, depende tinicamente de las coordenadas pertenecientes al
conjunto U2, S(f;).

Veamos ahora la familia C conticne a todas las funciones constantes y que
separa puntos de [,csX,cs5. Sean, z,y € iesXo, conz £y vy x = {2,}, ¥y =
{ys}. Consideremos el conjunto K = {s € §: z, #y.} y elijamos un subconjunto
Kg C K tal que |Kol =w.

Definamos

A=TlesAs,con A, ={z,} sis€ Kpy A, =X,s15¢ Kp
Es claro que A es un conjunto cerrado en ,egX,, 2 € A, y ¢ Ay como [, 5X,
es completamente regular existe una funcién f € C tal que f(A) =0y f(y) =1,

que implica que f(z) # f(y).
Ahora el resultado se sigue del teorema de Stone-Weierstrass. O




CAPITULO 2

Funciones Cardinales Topoldgicas

1. Definiciones bdsicas

En este capitulo daremos la definicién de funcién cardinal topoldgica y estable-
ceremos algunas relaciones entre ellas. Estos resultados y relaciones los podemos
encontrar en R. Hodel [24], en Juhasz L. [25], y en Arhangel'skii [7]. Algunas de
estas relaciones nos serviran para poder obtener algunos resultados de los capitulos
posteriores y otras serdn mejoradas en los siguientes capitulos.

DEFINICION 2.1. Una funcidn cardinal topoldgica es una funcidn de clases ¢
que asigna a cada espacio topoldgico X en una clase C un mimero cardinal infinito
#(X), de tal forma que ¢(X) =¢(Y) si X y Y son homeomorfos.

Las definiciones y resultados que presentamos en esta seccién los podemos en-
contrar en el articulo de R. Hodel [24].

A continuacién definiremos algunas funciones cardinales que sc basan en alguna
propiedad topoldgica que da informacién global acerca del espacio.

DEFINICION 2.2. Sea X un espacio topoldgico.
i) El peso de X, que denotaremos como w(X), es
w(X) = min{|B| : B es base de X} +w.

ii) O(X) es el niimero de abiertos de X mads w.

iit) La densidad de X, que denotaremos como d(X), es

d(X)} = min{|S] : el(S) = X} + w.
iv) La amplitud de X, que denotaremos como s{X), es
s(X) =sup{|D|: D C X y D es discreto} + w.

v) El grado de Lindelof de X, que denotaremos como /(X), es el minimo de los
cardinales infinitos X tal que toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta de
cardinalidad < A.

vi) La extensién de X que denotarcmos como e(X) es

e(X) =sup{|D]: D es cerrado y discreto} + w.
Para dar la definicién de otras funciones cardinales se requiere la siguiente
definicién.
DEFINIGION 2.3. Sean X y Y espacios topoldgicos.

i) Una familia de conjuntos abiertos ajenos dos a dos en X es llamada una
familia celular.

ii) Una red en X es una familia A de subconjuntos no vacios de X tal que todo
conjunto abierto de X es unién de elementos de V.

15
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iii) Una m-basc para X es una familia V de conjuntos abiertos no vacios de X
tal que si I/ es un conjunto abierto no vacio de X, entonces existe un V € V tal
que V CU.

iv) Una cubierta If de X es separante si

MNU:U elUd, z €U} = {z} para cada x € X.
DEFINICION 2.4. Sea X un espacio topoldgico.

i) La celularidad de X, que denotaremos como ¢{X), es
¢(X) = sup{|C| : € es una familia celular ecn X'} + w.
ii) El peso red de X, que denotaremos como nw(X), es
nw(X) = min{|N| : N es una red de X} +w.
iii) El m— peso de X, que denotaremos como 7w(X), es
mw(X) = min{]V|: V es 7 — base de X} +w.
iv) El peso puntual separante de X, que denotaremos como psw(X), es el
minimo de los cardinales infinitos A tal que X tiene una cubierta abicrta separante

U con ord(p,l{) < Aparacadap € X.
v) El i—peso de X, que denotaremos como iw(X), es

iw(X) = min{w(Y’) : existe una condensacién f: X — Y}

vi) El grado diagonal de X, que denotaremos como A(X), es el minimo de los
cardinales infinitos A tal que X tiene una familia {U, : 0 < a < A} de cubiertas
abiertas tales que

Na<ast(p,Ua) = {p} para cada p € X.
De las definiciones de estas funciones cardinales tenemos ¢l siguiente resultado.

TEOREMA 2.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
i) muw(X) < w(X) < O(X);
i) ¢(X} < d(X) < nw(X);
i#) ¢(X) < 8(X);
) e{X) < s(X),
) e(X) < H(X) < mo(X);
) d(X) < Tw(X) < w(X);
vii) psw(X) < w(X);
viii) iw(X) < w(X).
PROPOSICION 2.6. Sean X un espacio topoldgico y Y C X. Entonces
i} w(¥) < w(X).
i) s(Y) < s(X).
DEMOSTRACION: i) Es suficiente observar que si B = {U,},.s es una base de X
entonces B’ = {U,NY}, s es una baseen Y.

ii) Si E es un subespacio discreto en Y entonces E es discreto en X de donde
s(Y) < s(X). O

La proposicién anterior nos ileva a dar la siguiente definicién.

DEFINICION 2.7. Una funcidn cardinal ¢ es monétona si ¢(Y) < ¢(X) para
todo subespacio Y de X.

e
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El siguiente ejemplo nos permite ver que no todas las funciones cardinales son
monétonas.

EJEMPLO 2.8. Consideremos el espacio X = X, x X,, con X, la linca de
Sorgenfrey y X con la topologia producto. Es claro que Q x Q es denso en X,
de donde d(X) = w. Consideremos el subespacio Y = {(z,—z) : z € I} con la
topologia inducida. Se tiene que Y es discreto, de donde d(Y) = 2¥. Por lo cual
d(X) <d(Y).

DEFINICION 2.9. Si ¢ es una funcidn cardinal que no es mondtona se define
la funcidn cardinal

he(X) = sup{9(Y) : ¥ € X}.

Dentro de las funciones cardinales monétonas tencmos el peso, el peso red, la
cardinalidad y la amplitud, mientras que la densidad, la celularidad, cl grado de
Lindelof no lo son.

COROLARIO 2.10. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
i} hd(X) < nw(X);
#) RI(X) < nw(X).
DEMOSTRAGION: 1) Sea Y C X. Del inciso (i) del teorema 2.5 tenemos que d(Y) <
nw(Y) < nw(X). De donde se sigue el resultado deseado.
i) Sea ¥ C X. Del inciso (v} del teorema 2.5 se tiene que {(Y) < nw(Y) < nw(X).
De donde se sigue el resultado. O

Los siguientes resultados nos dan otras relaciones entre estas funciones.

TEOREMA 2.11. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
i) w(X) < O(X) < 2X1.
i) §i X es To, entonces |X| <2vX) y | X} < O(X).

DEMOSTRACION: i) Se sigue del inciso (i} del teorema 2.5 y del inciso (iii) de la
definicion 2.2,
i) Sea B una base de X tal que [B] < w(X). Definamos

¢: X — P(B) con ¢(p) = {BE€ B; pe B}

Como X es Ty, dados p,g € X conp # q, existe Be Btalquepe By g¢ B, lo
que implica que ¢ es inyectiva; de donde |X| < 2¢X),
Para probar la segunda parte de (ii) definamos
¢: X = O(X) con ¢(p) =X —cl(p).

Argumentando en forma aniloga a la primera parte de este inciso tenemos que ¢
es inyectiva, de donde |X| < O(X). ]

En el siguiente teorema obtenemos una cota superior de la cardinalidad de un
espacio en términos de su densidad.

TEOREMA 2.12. (Pospisil) Sca X un espacio topologico T;. Entonces
g
o (X
i) w(X) <O(X)< 2@ .

o
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DEMOSTRACION: i) Sea d(X) = Ay S C X tal que cl(§) = X y |S] < A Como
X es T3, dados p,q € X con p # ¢, existe un conjunto abierto U tal que p € U
y ¢ € cl{U). Como ¢(S) = X entonces UNS # 0. Sea A=UNS. Entonces A
satisface las signientes condiciones:

a) A C S, lo cual se siguc de la definicién de A,

b) p € ci(A). Para comprobar esto, cs suficiente observar que si V' es un conjunto
abierto tal que p € V, como p € U, se sigue que p € U NV, de donde

VNA=VNUNS)=VnNU)NS#0.

Entonces p € ci(A).

c) g ¢ cl(A) . Estosesiguede que ACU y g ¢ cl(U).

Ahora, si definimos ¢ : X — PP({S)) como

¢(p)={ACS:peci(A)}
obtenemos, por los inciscs, a), b) y ¢}, que ¢ es inyectiva; de donde
|X| < 22%.

ii) Se sigue del inciso (i) del teorema 2.11 y del inciso (i) de este teorema. O

En el siguiente teorema se mejora el inciso (ii} del teorema anterior si el espacio
es regular.

TeEOREMA 2.13. { De Groot) Sea X un espacio topoldgico. Entonces
i) |RO(X)| < 2¢1X).
i) 81 X es regulor w(X) < 24X),
DEMOSTRAGION: i) Sea d(X) = A, § € X con ¢l(S) = X y |S| < A Es suficiente
demostrar que
RO(X) C {int(cl(A4)): AC 5}.
Sea R un conjunto abierto en X tal que int(cl(R)) = R . Como cl(S5) = X
entonces
RNS#£By d(RNS) =cl(R).

Si A= RN S entonces cl{A) = cl( R), de donde int{cI(A)) = R.
ii) Se sigue del inciso (i) de este teorema ya que en los espacios regulares RO(X)
forma una base de la topologia de X. O

En los siguientes resultados veremos algunas relaciones del grado diagonal con
otras funciones cardinales.

TEOREMA 2.14. Sea X un espacio T3. Entonces

A(X) < nw{X).
DEMOSTRACION: Para esto es suficiente observar que si A es unared de X y A es
la diagonal de X x X, entonces
A=N{(N)xcl(M))*: NM eNycd(N}nc(M) =¢}.
En efecto si cl(N) N cl(M) =0 entonces
(z,z) ¢ (N} x cl(M)
de donde
(z,z) € (cl(N) x cdl(M))*
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por lo cual
ACn{(el(N)xe(M):NMeNyd(Nync(M)=>0}.

Ahora, sean x,y € X con z # y, entonces existen conjuntos abiertos Oz, O,
tales que z € O,y € Oy vy O, N0y = 8. Ademis, como X es regular, existen
abiertos U_, U, tales que

zeU, Ccd(U;) CO, yy €Uy Ccl(Uy) CO,.

Por lo tanto, existen N, N, € N tales que
T € Ny Ccl(Uz) yy € Ny Cel(Uy)

de donde sc concluye que

cl(Nz) Nel(Ny) =0y (z,y) € cl(Ne) x cl(N,)
Por lo tanto

(z,9) € N{({c(N) x (M)} : N, M e Ny el(N)Nel(M) =9}

de donde obtenemos que A{X) < nw(X). O

PROPOSICION 2.15. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
psw(X) < IX)A(X).
DEMOSTRACION: Sea A = I(X)A(X). Entonces I(X) < Ay A(X) £ A Sea
{Va}acy una familia de cubiertas abiertas de X, tal que
Na<cast(p,Va) = {p} para cadap € X.

Como [(X) < A, para cada & < X existe V), C V, tal que |V, | < Ay V., cubre a X.
Ademis,

nﬁSAs‘t(p: v;) = {P}

Sea V = Ua<a Vs, entonces |V| €< Ay V es una cubierta abierta separante de X ya
que

{p EN{V eV:peV}LCNacrst(p V,) = {p},
lo que implica que psw(X) < A |}

Las definiciones de las siguientes funciones cardinales estdn basadas en propiedades
topoldgicas locales. Para lo cual requerimos de las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.16. Sean X un espacio topoldgico, V une familia de conjuntos
abiertos yp€ X.
i) V es una m—base local para p en X si para cade abierto U tal que p € U existe
unVeVtaqueVCU.
i) V es una base local para p en X si para cada abierto U tal que p € U, existe un
VeVtdgquepeV CU
ii1) V es une pseudobase dep en X sip€ V para todo V €V y NyeyV = {p}.
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DEFINIGION 2.17. Sean X un espacio topoldgico y p € X
i} El cardcter de p en X que denotaremos como Xx(p, X) es

x(p, X) = min{|V}: V es base local para p en X}.
#) El m—cardcter de p en X que dentaremos como wx(p, X) es
wx(p, X) = min{{V|: V cs una 7 — base local para p en X} .

i#1) El pseudocardcter de p en X, que denotaremos como ¥(p, X}, es

P(p, X) =min{|V]: V es una seudobase para p en X}.
iv) La estrechez de p en X, que denotaremos como t(p, X), es el minimo de los A
tal que para todo subconjunto Y C X con p € el(Y), eriste un subconjunto ACY
tal que |[A| < A yp € cl(A).

DEFINICION 2.18. Sea X un espacio topoldgico.
i) El cardcter de X, que denotaremos como x(X), es

x(X) = sup{x(p, X) : p € X} + w.
i) El w—cardcter de X, que denotaremos como wx(X), es
x(X) = sup{nx(p, X) : p € X} +w.
ii1) El pseudocardcter de X, que denotaremos como ¥(X), es

Y(X) = sup{9(p, X) : p € X} + .
iv) La estrechez de X que denotaremos como t(X), es

t(X) = sup{t(p, X) :p€ X} +w.

En el siguiente teorema damos algunas relaciones basicas entre las funciones
cardinales recién definidas.

TEOREMA 2.19. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
i) x(X) £ w(X) < x(X}-1X].
i) mw(X) = d(X) - 7x(X).
1) ¢(X) < hd(X).
w) t(X) < hrx(X).

DEMOSTRACION: i) x(X) < w(X). Esta desigualdad se sigue de las definiciones 2.2
inciso (i) y 2.17 inciso (i). Ahora sea x(X)-|X| = A. Entonces x(X) < Ay [X| <A,
de donde se cumple que x(p, X) < A para todo p € X. Sea V, una base local de p
en X tal que |Vp| = x(p, X) para cada p € X. Consideremos V =U{V,:p € X}.
Es claro que [V| < Ay V es una base de X, de donde obtenemos que w(X) < V] ¥
por lo tanto w(X) < x(X)-|X|.

i) a) d(X)-mx(X) < mw(X). Del inciso (vi) del teorema 2.5 y las definiciones
2.4 inciso iii) y 2.18 inciso (i) tenemos que d{X) < mw(X) y mx(X) < 7w(X). De
donde

d(X) - mx(X) < mw(X)

b) mw(X) € d(X ) - mx(X). Abora supongamos que d(X) - mx(X) = A. Entonces
d(X) <Ay mx(X) £ A Sea D C X tal que cl(D) = X y |D] = d(X). Para
cada d € D sea V; una m — base de d en X tal que |Vy| = mx(p,X). Sea V =
U{Vq : d € D}, entonces [V| <Ay V es una w-base de X, de donde concluimos que
Tw(X) < V<A
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iii)Seanp € X,y Y C X, tal que p € Y. Si hd(X) = X se siguc que d(Y) < A,
y por tanto podemos elegir un subconjunto Z C Y tal que d(Y) = |Z]| €< Ay
cly(Z) =Y, por lo que p € dy(Z) C clx(Z) y por tanto t(p, X) < A de donde se
sigue que t(X) < hd(X).

iv)Sean pe X,y Y C X, tal que p € cl(Y). Si hax(X)} = A, se sigue que
7x(Y) < X, por lo que podemos clegir una 1—base VdepenY talque mx(Y) = |V|.
Para cada V € V, elijamos un ey € V. Sea A = {ay : V € V}. Esclaroque Aes
denso en Y, y por lo tanto p € cly (A) € clx(A) ademds |A4| < |V| £ A; de donde
concluimos que t{p, X) € A, y por tanto t(X) < hrx(X). a

En los espacios T el seudocaricter es acotado superiormente tanto por ki, como
por la cardinalidad como nos lo hace ver el siguiente resultado.

TECREMA 2.20. St X es un espacio topoldgico Ty. Entonces
) P(X) < hi(X).
i6) $(X) < |XI.
DEMOSTRACION: i} Scanp € X,y Y = X —{p}. Entonces para cada ¢ € Y existen
abiertos UP, V7, tales que p € UP, g € VP y U N VP = . Considercmos las familias
de abiertos V = {V‘?p}qu ylU = {Ug}qu' Es claro que V es una cubiertade Y, y
U es una seudobase de p. Si [(Y) = A, entonces existe una subcubierta V'’ de V con
V| € A Seald’ C U la familia inducida por V'. Entonces [i{| < Ay N4 = {p}; de
donde U cs seudobase de p, con lo que obtenemos que %(p, X) < [U4|. Por lo tanto
$(X) < hI(X).

ii} Como X es Ty para cada = € X el conjunto U; = X — {z} es un con-
junto abierto, de donde podemos asegurar que para cada p € X la familia & =
{U=}zeX-{p} es una seudobase de p con Y| € |X|; con lo cual obtenemos que

¥(p, X) < [X]. O

En los siguientes teoremas se obtienen diversas cotas superiores para la cardi-
nalidad del espacio en términos de otras funciones cardinales.

TEOREMA 2.21. Sea X un espacio topoldgico T1. Entonces
1X| < nw(X)"’(X)

DEMOSTRAGION: Sean ¢(X) = &, N una red de X con |N| = nw({X). Como
¥(p, X) < k, para cada p € X podemos elegir A, C N con || < « tal que N, =
{p}. Como |P<,(N)| < INT® < nw(X)*, obtenemos que |X| < nw(X)¥*). |

De los teoremas 2.5, 2.13 y ineiso (i) ¥ 2.21 inciso (ii}, obtenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 2.22. Sea X un espacio topoldgico T3.
Entonces
1x| < 9d(X)-¥(X)

LEMA 2.23. Sean A\ un cardinal infinito y X un espacio topoldgico tales que:
i) para cada p € X eriste una fomilia V, de conjuntos abiertos tal que p € V para
todo VeV, Vol <A yn{d(V): Vel,}={p},
i) eziste un subconjunto § C X tal que X =U{cl(A): AC S, |A| < A}. Entonces

1X| <15
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DEMOSTRACION: Por cl inciso ii), para cada p € X existe un subconjunto A, C S
tal que p € cl(Ap} y |4 € A Por lo tanto, para cada V €V, VN A, # 0.
Es claro que sc satisfacen las siguientes afirmacioncs.
) ApNV C Syaque A,NV C A,
) 1A N V| < X (se sigue del inciso (i)).
) P € cl(A, NV). Esto sc sigue del hecho de que si U ¢s un conjunto abierto tal
que p € U, entonces p € VN U, de donde A,n(V NU)} # 4.
d) N{cl(A,NV):V € V,} = {p} ya que cl(A, N V) C cl(V).
Definamos @ : X — P, (Px(5)) como
P(p) ={A,NV:VEV,}.

Por el inciso d), & es inyectiva, de donde |X] < (JSI*)* =151 O

o &

C

TEOREMA 2.24. (Pospisil) Sea X un espacio topoldgico To. Entonces
X < (X0

DEMOSTRACION: Sea x{X) =Xy D C X denso con |D|=d(X).

Sea p € X como x(X) = A, podemos elegir V,, una base local de p en X, con
|Vp| < A. Entonces, para cada V € V, tenemos que V N D # @, de donde podemos
clegirun z € VN D.

Sea A={zeVND:VeV,}, esclaroquep €cld, ACDy|A <A De
donde X =uU{cl(A): A € |A| £ A}, por lo cual aplicando el lema 2.23 obtenemos
¢l resultado. ‘ O

LEMA 2.25. Sean X un espacio topoldgico con x(X) € A, y {Ha : @ < A%} una
sucesidn creciente de confuntos cerrados. Entonces H = U, a+H, es un congunto
cerrado.

DEMOSTRACION: Sean p € cl(H) y V, una base local de p en X, tal que [Vp| < A
Entonces, para cada V € V, tenemos que VN H # §. Por lo tanto, existe un
BY < A* tal que VN Hgv # 0. Consideremos 8 = sup{8" : V €V,}. Como
HBY : V eV}| < IV,| < A se sigue que § < A%, Ahora, por la definicién de 8
tenemos que para toda V € V,,, VN Hg # 0. de donde concluimos que p € cl(Hg) =
Hp; con lo cual obtenemos que p € fi. O

TEOREMA 2.26. (Arhangel’skii) Sea X un espacio topaldgico Tp. Entonces
1X] < 2/ XX

DEMOSTRACION: Sea (X )x(X) = A. Entonces {{X) < Ay x(X) < A, de donde

concluimos que x(p, X} < A para cada p en X. Sea V, una base de p en X tal que

[Vo| € A. Construiremos una sucesién creciente {H, : 0 < a < A*} de conjuntos

cerrados en X y una sucesion {V, : 0 < a < At} de familas de conjuntos abiertos

en X tales que

i) |Hal € 22 si0 < a < A¥,

i) Va={VEVy pe€Upcatip}sil<ax Aty

iii) si W es la unién de a lo més A elementos de Vo, y W # X, entonces H, —W # @.
La construccién la haremos por induccién transfinita. Si ¢ = 0 hacemos Hy =

{p} que satisface lo requerido. Sea ahora 0 < @ < A. Supongamos que para § < «
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tenemos construidos los Hg, Vs , con }Va| < 2*. Y asi que por ii) podemos definir
Va tal que [Va| < 2* ya que

Val < [UpeupaattaVol € 3 Vel 30 A<Ad jHp 2™
PEUp<a fig PEUsca Hp B<u

Para cada conjunto W el cual es la unidn de a lo mids ) elementos de V, y tal
que X — W # ), elegimos un punto pyr € X — W. Sea A, ¢l conjunto de estos
puntos el cual satisface que |Aa| < 2*, ya que

[al < Pa(Va)l < Val* < (1) =22
Definamos H, = cl(Aa U (Ug<aHp)). Resulta que
d(Ha) < [Aa U(Up<atp)|-
Del teorema 2.24 tenemos que
|Hal < d{Ha o) < |40 U (UpcaHp) < (22 +20)2 =22

Lo cual termina la construccién.

Seca H = Uger+ Ha que por el lema 2.25 es cerrado. Si H = X obtenemos el
resultado deseado. Supongamos que X # H, es decir que existe un ¢ € X — H.
Como X es T», para cada p € H podemos elegir una V, € V,, tal que ¢ ¢ V,,. De
donde la familia {V, : p € H}U{X — H} ¢s una cubierta abierta de X. Por lo cual
existe un subconjunto A C H con |A} < X tal que {V}, : p € A} cubre a H. Ahora
sea W =UpecaV,. Por la definicibSn de W, HC W yqg¢ W.

Elijamos o < At tal que A C Ug.oHg. Como W # X, por el inciso iii),
tenemos que H, — W # §. Lo cual contradice que H C W. O

En los resultados 2.27 hasta 2.32 se demuetran varias propiedades que involu-
cran a la amplitud de un espacio X.

LEMA 2.27. (Sapirouskii) Sean X un espacio topoldgico con 5(X) < ky V una
cubterta abierta de X. Entonces existe un subconjunto A de X con |A| € k y una
subfamilia W de V con |W| < k tal que X = cl(A) U (UW).

DEMOSTRACION: Supongamos que es falsa la conclusion del lema. Entonces pode-
mos construir sucesiones {0 < a < Kt} C X y {VL:0< a < k¥} CV tales
que Zg € Vo ¥ %o € Vo — [(Up<aVa)U (cl{zp : B < a})] para 0 < a < k*. Entonces
{zq : 0 € & < k*} es un conjunto discreto en X de cardinalidad % lo cual es una
contradiccion. O

PROPOSICION 2.28. Sea X un espacio topoldgico Ty. Entonces
P(X) <220,

DEMOSTRACION: Sea s(X) =k y p € X. Para g # p existen conjuntos abiertos
Ug, V; tales que
pEU,, qeVeyU,nV, =0

De donde la familia {V, : ¢ € X — {p}} es una cubierta abierta de X — {p}. Del
lema 2.28, existen A C X — {p} y B C X — {p} tales que

AL < &, IBI <k y X = {p} C cl(A) U(UpesV)).
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Sean
Va={X—-¢ellC):CCAyp&cC)}yVe={X—-cl(Vq)}:q€ B}.

Definamos ¥V = V4 U V5. Se asegura que V ¢s una seudobase para p con [V| < 2%,
Sear # p. Sir € UyepVy, se sigue que 7 € Vr para algiin ¢’ € B, de donde
r & X — (V) por lo cual r ¢ NVp.
Sir e c(A), comor € (V) y p & cl(V;) se sigue que r € cl(A) N cl(V,). De
donde r ¢ X —cl{ANV.)y pe X —el(ANV,}). Por lo cual 7 ¢ NV,4. Ahora como
[Val < 2%, |Vg| < 2* entonces |V| < 2*. De donde se sigue el resultado. O

PROPOSICION 2.29. Sea X un espacio topoldgico T, con s(X) < k. Entonces
existe un subconjunto S de X con |S| <2 tal que

X =U{d(A): AC Sy |A <k}

DEMOSTRACION: Sea p € X. Del corolario 2.28 existe una pseudobasc de p, Vp,
con |V,| < 2%. Construiremos una sucesién {S, : 0 £ a < x*} de subconjuntos de
X y una sucesién {Va }ocacnt de familias de abiertos de X tales que:
1) |Sal €25, 0< a < kt.
ii} Vo = {V €V, p€UgcaSa}, 0 < <kt
iii} Si A C (Ug<oSp) tal que |A] < k y si W es la unién de a lo mis < clementos
de Vo y cl(A)UW # X, entonces S, — (cl(A)UW) # 0.

Para o =0, sea Sp = {p}.

Para a =1,sea V; = V,. 51 A C So ¥y W es la unién de a lo mis « clementos
de V, y cl(A)UW # X, sean pw € X — (cl(A) — W) vy 81 = {pw}. Entonces

[81] € Pe(Vpdt < Vpl® < (27)° = 2%,

y por construccién se satisface (iii).

Sea 0 < a < k. Supongamos que Sg y Vg han sido definidos para 3 < o. Por
(ii) la familia V, la tenemos definida y

|va| S lUPEUa<nS,svp| 5 Z IvPl S K'+ ) 2" ¢ 2‘.( = 2,‘-
pEU‘g(aSg
Como
[Pr(Up<aSp)l < |Up<aSp| < 2%,
entonces la cardinalidad de la familia de los conjuntos W considerados en el inciso
(ili) es a lo mds
Pe(Va)l < [Vo|® <27,

Para cada A y W que satisfagan el inciso (iii) elijamos pq w € X —(cl(A)-W).
Consideremos S, = {paw : Ay W satisfacen el inciso (iii}}.
Definamos

|Sa] < 2% - 2%.

De donde (iii} se satisface por construccién. Con lo cual terminamos la construccién.
Sea § = UpextSa. Si para todo g € X existe A C Stalque |[A| < k¥
g € cl(A), entonces ya terminamos.
Supongamos que existe un ¢ € X tal que ¢ ¢ cl(A) para todo A C S con
|S] € k. Como g ¢ cl(A) entonces ¢ ¢ S. Para cada p € S sea V, € V, tal que
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g & V,. Aplicando el lema 2.27 a S y {V; : p € S}, podemos asegurar que existen

AyBCScon|Al <k, |Bj<kytalque S Ccl(A)UW, con W =UpepY,.
Entonces g ¢ cl(A), elijamos & < «* tal que (AU B) C UgcaSs. Del inciso

(ili) Sa ~ (cl(A) UW) 5 @ lo cual contradice que S C (cl{A) U W). 0O

PROPOSICION 2.30. (Sapirouskii) Sea X un espacio topoldgico, con s(X) < .
Entonces X tiene un subconjunto denso Y con hi(Y) < k.

DEMOSTRACION: Si d(X) < k, entonces existe un subconjunto § C X tal que
cl(S) = X y |S] € k. Demostraremos que Al(S) < k. Sea ACSyU={U,: e €
J} una cubierta abierta de A con los U, conjuntos abiertos en A; lo cual implica
que existen conjuntos abiertos V, en X tales que U, = V, M A para cada o € J.
Como S es denso en X se sigue que SNV, # P para cada o € J. Elijamos un
To € SNV, para cada a € J. Como |S| € k podemos tomar K C J con K| < &
¥ UaerUax = A, de donde se sigue ¢l resultado deseado.

Supongamos ahora que d(X) = A > k*. Sea § = {25 : 0 < a < A} un
subconjunto denso de X. Construiremos un subconjunto Y = {z,, : 0 < § < A}
de S tal que para cada § < A, ag sea el menor ordinal < A tal que

Loy ¢ cl({:rﬂ=1 0 <y < B}

Sea ag € 5. Como cl(S5} = X y |S]| >k, S —cl({%ao}) # 8; entonces existe ¢ < A
tal que o, € S — ¢l({Zao}). Sea

o =min{a < X:zq €85 —cd({za, 1)}
lo cual implica que
ZTa, € cl{{zo}).

Sea # < Ay supongamos que para toda § < § tenemos definido el z,, tal que

Toys & cl({Ta, : 0 <y < 8}).
Como § < § < A, entonces

S—cl({Za;:0<y<é})#0
de donde existe & < A tal que

Ta €S —cl{{za, : 0 < v < 8}).
Sea
ag =min{a <A:x, € §—cl({ra, : 0< v <P},

con lo cual tenemos que

Tag & cl({Za; : 0 <8 < B}).

Observemos que ag > J para todo § < A En efecto, 0 € ¢ y supongamos
que v < a., para todo v < 8. Sea 7y <  arbitrario, entonces

{Zay 11 <7} C{za, : n < B},
de donde
cl({Za, : 7 <7} C ci({2a, : 1 < B},
y como T, & cl({Za, : 7 < B}, entonces

Tay £ cl{{Za, 17 <7});
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de donde v < o, < ag. Por lo cual v < ag para todo v < . Por lo tanto
8 < ag. Lo cual nos permite afirmar que cl(Y) = S, Que aunado hal hecho de
que cl(S) = X, de donde se sigue que cl(Y) = X. Por construccién Y tiene la
propiedad que si Z C Y con |Z]| = k% entonces Z tiene un subconjunto A tal que
d(A) = k*. ,

Ahora demostraremos que hI(Y) < A. Supongamos que esto cs falso, entonces
existen una familia {G : 0 € @ < ¥} de conjuntos abiertos en ¥ y un subconjunto
Z={ya:0<a<kt}deY tal que y, € (Ga — UgcaGp) para todo & < x™.
Sea A C Z con d(A) = k*. Ahora para cada o« < x* sea V, = {yp: § < a}. Es
claro que V, = Z NUgcaGyg, de donde resulta que V, es un conjunto abierto en
Z y |Va| € . Entonces, la familia {V, : 0 < & < k*} cubre a A. Aplicando el
lema 2.27 podemos elegir un subconjunto B C A con |B| < & y un ag < x* tal que
AC cl(B)U V,,. Como cl(BU (Va, NA)) = Ay |BU (Va, N A)} < &, se sigue que
d(A) < &, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto hl(Y) < k. O

PROPOSICION 2.31. Sean X unespacio T3 Y C X con hl(Y) <Ay ACY.
Entonces existe una familia l{ de conguntos abiertos en X tal que
i) [U] < A
i) el(A) € Nl
#i) Y Ned(A) =Y n(n).

DEMOSTRACION: Si Y = cl(A) entonces tomamos U = {X}. Supongamos que
Y—cl(A) #£ 0 Sea Z =Y —cl(A). Paracadaz € Z tenemosque z € Y y
z ¢ cl{A). Como X es regular, podemos asegurar que existen conjuntos abiertos
UV talesque z € U, cd(A) CV y UNV = . De nuevo, como X es T3, existe
un conjunto abierto R, tal que z € R, C cl(R;) C U. Asf que ¢l(R;)Ncl(A) =40
Consideremos W = {R, : z € Z}. Resulta que W es una cubicrta abierta de Z.
Como Z C Y y hl(Y) < ), entonces existe un subconjunto E C Z tal que |E| < A
yW ={R.:z€E}cubrea Z.

Sea U = {X —cl(R;) : x € E}. U es una familia de conjuntos abiertos tal que
| < A, y como cl{ R;) Nel(A) = 0 para cada = € E, entonces cl(A} C X — cl(R.)
para todo z € E. Por lo cual cl{A) C Ni{. Por lo tanto Y Nei(A) C Y N (NU).

Ademds, si y € Y N {NL), entonces y € cl{A) ya que si y ¢ cl(A) entonces
y € Z; de donde se infiere que y € UzegR<, por lo que y ¢ X — cl(R;) para algin
z € E. Por lo tanto, y ¢ NI, lo cual es una contradiceion. O

En los dltimos teoremas que presentamos en esta seccién se demuestra que en
espacios regulares el 7x(X)**) es una cota superior del peso y la densidad.

PROPOSICION 2.32. Sea X un espacio Ty. Entonces
nw(X) < 22X

DEMOSTRACION: Sea 5(X) = &. De la proposicién 2.29 existe un subconjunto S de
X con |S§]£2°y X =U{cd(A): AC S, |A| € «}. Entonces N = {cl(N}: N C S,
| V| € £} es una red de cardinalidad < 2. Para ver esto sea p € X y R un conjunto
abierto tal que p € R. Sea V un abierto tal que p € V C ¢l(V) C R, sea A un
subconjunto de 5 con p € cl{A) y |Af <k ¥y N = ANYV. Entonces cl(N} e Ny
pec(N)CR. a
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TEOREMA 2.33. Sean S un congunto denso en X. Entonces se satisfacen las
siguientes afirmaciones.
i) d(X) < d(8) < d(X)X);
) mw(S) < Tw(X);
i) mx(p, S) < mx(p, X), para cada p€ S.

DEMOSTRACION: i) Sea D C X tal quecl(D} = Xy |D} £ d(X). Paracadad € D,
d € ¢l(5), de donde podemos asegurar que existe Ay € § tal que d € cl{A4) ¥
|Agl < t(d, X). Sea Sy = UgepAq. Es claroque Sy € S y ademds como cl(S) = X,
UNS # @ para todo conjunto abjerto U/ de X. Como Sy C S, (VNSNS = UNSp.
Ademss, como cf(D) =X, UND #0. Sead € UND. Como &’ € cl(Ay ), implica
que U N Ay # ¢, de donde se siguc que U N Sy # @ y por lo tanto cl(Sp) == §. Lo
cual nos da que

d(S) <180t £ ) 1Adl € D tp, X) £ [DJE(X) < d(X)t(X).
deD deD
ii) Sea U una m — base de X. Entonces, UNS # @ para todo U € U. Si
U ={UNS:U €U}, entonces U’ cs una 7 — base de S, de donde concluimos que
aw(S) < mw(X).
iii) Razonando en forma analoga al inciso ( ii) obtenemos el resultado. O

PROPOSICION 2.34. Sea X un espacio topoldgico con c({X)} = k y sea V una
Jamilia de conjuntes abiertos en X. Entonces existe une subfomilia W de V tal que
IW| < & y UV Cd(UW).

DEMOSTRACION: Sea G la familia de conjuntoes abiertos en X que son subconjuntos
de algun elemento de V. Aplicando el Lema de Zorn obtencmos una familia maximal
celular ¢’ C G. Entonces |G'| < ¢(X) =k y UV C €l(UG') por la maximalidad de
G'. Utilizando G’ obtenemos el resultado deseado. (]

TEOREMA 2.35. (Efimov} Sea X un espacio topoldgico. Entonces
|RO(X)| < mw(X)*X)

DEMOSTRACION: Sean ¢(X) = x y V una n-base para X con |V| < mw(X). Sea
G = {int{cl(G)) : G es la unién de a lo mds x elementos de V}. Es suficiente
probar que RO(X) C G, de donde |RO(X)| € mw(X)*™*X). Sea R un conjunto
abierto regular. Ahora sea Vg ={V € V: V C R}. Por la proposicién 2.34 existe
una subfamilia W de Vg con |[W| < & ¥y UVr € cd(UW). Sea G = UW. Ahora,
como R es abierto y V es una 7-base para X se sigue que R € cl(UVg). De donde
cl(R) = cl(G) y por lo tanto R = int(cl(G)). Con lo cual obtenemos el resultado
deseado. B

TEOREMA 2.36. Sea X un espacio regular. Entonces
d(X) < mx(X)*X)

DEMOSTRACION: Sea ¢(X) = . Para cada p € X elijamos una 7—base V, para p
con {V,| £ mx(X). Construiremos una sucesién { A, : 0 < a < £} de subconjuntos
de X y una sucesién {V, : 0 < e < k*} de familias de conjuntos abiertos en X
tales que

i) |Aa| € TX(X)" para 0 < <kt
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ii) Vo = {V €V,: p€Upcadp} para 0 <o < k™,
iii) Si W es la union de a lo mas & elementos de V, y cl{(W) % X entonces A, —
(W) #£0.

Construccién: Para a=0. Scap € X y Ap = {p}-

Para o = 1, Vi = V,. Para cada W, unién de a lo més « elementos de V4,
como X # cl(W), sca pw € X — (W}, y A1 el conjunto de puntos asi clegidos.
Observemos que |A;| < [Pe(V1)| < W1|* < w(X)*.

Supongamos que ya construimos Ag, Vg para todo 8 < a. Por (ii) tenemos
definido V,. Ahora para cada W, unién de a lo més & elementos de V,, tal que
X # cl(W), sca pw € X —cl(W) y sca A, el conjunto de puntos asi elegidos.

Observemos que

Vol = [UpeuscataVol € D Wl D0 mx(X) < (nx( X))
PEUs<aAp PEUg<aAp
de donde
|Aal < [Pe(Va)| < Val® < m(X)",
y (iii) se satisface por construccién con lo que terminamos la construccién.
"Sea § = U, cc+Aq, entonces |S| < mx(z)*. Si cl(S) = X obtenemos el resul-
tado deseado.

Supongamos que cl(S) # X y sca R un conjunto abierto en X con cl(R)NS = @.
SeaG={VeV,:peSyVNR=0}, ysea G=UG. Sesigue que S C (G} y
cd(GYN R = 0. Por la propocisidn 2.34 existe una subfamilia W C G con |W| < &
tal que G C cl(UW). Sea W = UW. Notemos que S C (W) y d(WINR = @.
Elijamos & < x* tal que W C V,. Por el inciso (iii) A, — cl(W) # 0 que es una
contradiccién a que S C c(W). O

TEOREMA 2.37. Sea X un espacio regular. Entonces
w(X) < |RO(X)| < mx(X)*X).

DEMOSTRACION: i) Aplicando ¢l hecho de que RO(X) es una base para X, y los
teoremas 2.19, 2.35 y 2.36 obteremos el resultado deseado. 0

2. Funciones Cardinales en C,(X)

En esta seccién calcularemos algunas de las funciones cardinales en espacios de
funciones continuas, en términos de funciones cardinales aplicadas a los espacios
dominio y codominio. Nos centramos en resultados que nos serdn iitiles en los
capitulos posteriores. Todos los espacios considerados en esta seccién son Tychonoff.

Los resultados presentados en esta secci6n los podemos encontrar en el libro de
Arhangel’skii (2].

TEOREMA 2.38. Sean X, Y espacios topoldgicos. Entonces

w(Cp(X,Y)) < |X]-w(Y) y x{Co(X, Y)) < | X]- x(Y)
DEMOSTRACION: Sea I3 una base de Y tal que |B| < w(Y). Entonces, dado que

W = {W(zi, ..., Tn; Bry. Bn i n €w, {z1,...,2,} C X y {By,..., B} C B}

es una base para Cp(X,Y) y
W< {F CX:[F| <w}l-{Bs CB: |By| <w}| < |X]|- w(Y),
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se tiene que
w(Cp(X,Y)) < |X]|- w(Y).

Ahora consideremos f € Cp(X,Y) y una base local By (y) para y con |By (y)| =
x(%,Y). Entonces W = {W(zy,....Zn; B1,...,. Bn) 1 1 € w, {Z1,.,2a} T X ¥
B; € By (f(z;)) paracada i = 1, ...,n} es una base local para f y

W < [{F € X : F cs finito}| - [{F € UsexBr (f(2)) : |F] <w}.
Por lo tanto x(f, Co(X,Y)) <|X|- x(Y) de donde
x(Cp(X,Y)) < |X]- x(Y).

TEOREMA 2.39. Sea X un espacio topolégico y X infinito. Entonces
| X = w(Cp(X)) = x(Cp(X))
DEMOSTRACION: De 2.19 y 2.38 tenemos que
x(Cp(X)) £ w(Cp(X)) < | X|- w(R) =|X| - w ={X],

entonces es suficiente demostrar que | X| < x(Cp(X)). Supongamos que x(Cp(X)) <
|X| ¥ consideremos B(0) una base local de 0 en Cp(X) con |B(0)| < |X|. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de B(0) son de la forma
W(0,z1,...,xn;€) con {z},..T.} € X y £ > 0. Para cada W(0, x1,...,Zn, &) € B(D)
sea K(W) = {z1,...,z,} y definamos ¥ = U{K(W) : W € B(0)}. Entonces
Y] < |X]| ¥ por lo tanto se puede elegir z° € X — Y y considerar la vecindad
de 0 en Cp(X), W(0,2%,1). Sea W = W(0,z1,...,Zp,€) un elemento arbitrario
de B(0); entonces z* # z; para todo i = 1,...,n como X es Tychonoff existe una
funcién g € Cp(X) tal que g(z;}) =0 para todo i =1,..n y g{z*) = 1. Por lo tanto
g € W—-W(0,z*,1) dec donde W ¢ W(0,%",1) lo cual es una contradiccién al
hecho que B(D)} es una base local de 0 en Cp{X). Por lo tanto [X] < x(Cp(X)). D

TEOREMA 2.40. Sea X un espacio topolégico. Entonces
nw(X) = nw(Cp(X))
DEMOSTRACION: i) nw(Cy(X)) < nw(X) Sea M unared en X con [N| < nw(X)y

B una base numerable en R. Para cada par de familias 53,...,Sx e Ny Us,...,Ux €
B fijemos
W(51,...Sk, U, .. . Uk) = {f € Co(X) : F(Si) CUsyi=1,...,k).
Sea
W= {W(Sl, ey g, U, ...,Uk) rke W, Sl, ..Sk, < N, U,. U € B}
Entonces
W < [Pew V)| [P<w (B)l = W|.w = [N].

Es suficiente demostrar que W es una red en C,(X). Sea f € Cp(X) ¥
W(f,z1,. Tk,€) una vecindad de f en Cyp(X). Sin perdida de generalidad pode-
mos suponer que ; # z; si ¢ # j. Elijamos Uy, ...,Ux € B tales que f{z;) € U; C
(f(z:) — €, f(z;) +€) parai=1,. k. Como f es continua, existen 3y, ..., S; € A/
tales que z; € S; y f(5;) C U; parai=1,...,k. Ahora f € W(5y,.., Sk, U, ..., Uk)
ya que f(S:) C Ui Sea g € W(S1,...5.Ut,...,Ux), como z; € S, g(x:) € Us




30 2. FUNCIONES CARDINALES TOPOLOGICAS
de donde [g(z;} — f(zi)] < e para i = 1,...,k. Dc dondec g € W(f,z1,..., T, €).
Ademis [W| < [N, por lo cual
m(Cy(X)) < mw(X),
i} nw(X) < nw(Cp(X))

Del teorema 1.15 se sigue que X C C,Cp(X), aunado a la desigualdad anterior
obtenemos que

nw(X) < nw(CyCp(X) < nw(Cp(X)),
de donde nw(X) = nw(Cp(X)). O

TEOREMA 2.41. Sea X un espacio topoldgico. Fntonces
d(X) = iw(Cp(X)) = B(Cp(X).
DEMOSTRACION: i) (Cp(X)) € 1w(Cp(X))

Para probar esto haremos ver que iw(Cp( X)) es una cota superior del conjunto
{¥(f,Cp(X)) : f € Cp{X)}. Para probarlo sean Y un espacio topolégico, g :
Cp(X) — Y biyectiva y continua y B una base de Y tal que |B] < 1w(Cp(X)).
Veremos que para f € Cp(X),

R={¢"(B): feg™(B) yB € B}
es una pseudobase para f en Cp(X) y, por lo tanto
Y(f, Cp(X)) < R £ |B] < iw(Cp(X)).
Primero obsérvese que

N{B €B:g(f) € B} = {g(f)}-
Entonces si A € NR obtenemos que g(h) € B para todo B € Beon f € g~Y(B)
lo cual implica que g(h) = g(f) y como g es biyectiva entonces h = f, es decir,
NR = {f} y por lo tanto R es una pseudobase para f en Cp(X).
ii} 1w (Cp(X)) < d(X).
Sean 7 =d(X) y Y C X denso en X con [Y| < r. La funcién restriccién
Ty : CP(X) - ZC CP(Y) con my(f) = fz
es una condensacién de Cp(X) sobre Z =7y (Cp(X)) € C,(Y), ¥ por lo tanto
w(Z) Sw(Cp(Y)) =Y|<7
y esto implica que
w(Cp(X)) < w(2) <7 = d(X).

iii) d(X} < $(Cp(X)) _

Sea B una pseudobase formada por vecindades bésicas canénicas de 0 en Cp(X)
con |B| < %(Cp(X)). Para cada W(0,x1, ...,.zk, €) € B sea K(W) = {21, .., 2%} ¥
definase

Y=Uu{K(W):WeB}CX.
Entonces |Y| < |B| y ¢l(Y) = X. En efecto
Yi< S KW) <1Bl-w =8|
wes
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y si existiera z* € X — cl(Y) entonces existiria g € Cp(X) tal que g(z*) =1y
g{c!(Y)) = {0}. Entonces para todo z € Y se tendria que g(z) — O(z) = 0 y esto
" implicaria que g € NB, pero g # 0 lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto
cl(Y) = X. Dc donde se sigue que
d(X) < |Y] < |Bf < (Cp(X))-
Abora (i}, (ii) y (iii) prucban el tcorema. |

TEOREMA 2.42. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
w(X) = d(Cy(X)).

i) iw(X) < d(Cp(X)).
Como X C Cp(Cp(X)) entonces
w(X) < 1(Cy(Cpl(X)) = d(Cp(X)).

ii) d(Cp(X)) < tw(X).

Sca Y un espacio topolégico y f : X — Y una condensacién tal que w(Y)
iw(X). Entonces de los tcorcmas 2.40 y 2.5 tenemos que nw(Cp(Y)) = nw(Y)
w(Y) y del teorema 1.19 tenemos que nw(Cp(Y)) = nw(fH(Cp(Y)) donde iR
RY — RX estd dada por f!(h) = hof, entonces se tiene que nw(fH(Cp(Y)) < w(Y).
Una vez mas del teorema 1.19, como f es una condensaci6n si y solo si fH{Cy(Y))
es denso en Cp(X) se sigue que

d(Cp(X)) < d(fHCo(Y)) < nw(fHCR(Y)) < w(Y) < iw(X)
de donde d(Cp(X)) < iw(X). Ahora de (i) y (ii) se sigue el teorema. ]

<
<

TEOREMA 2.43. (Asanov)(Ver [2]) Sea X un espacio topoldgico. Entonces
HX) <UCp(X)).

DEMOSTRACION: Sean 7 = {(Cp(X)) y £ € X. Sea A C X y supongamos que
z € cl{A). Como z € ¢l(A) entonces U N A # @ para todo abierto U tal que z € U.
Ademss es claro que z € cl(ANU).

Sean A’ = ANU y & = e;1({1}) donde e; : Cp(X)} — R es la funcién
evaluacin en z. Entonces @ es cerrado en Cp(X) y @ = {f € Cp(X) : f(z} =1}
Como I(Cy(X)) =7 y & es cerrado en Cp(X) se sigue que {(P) < 7. Ahora para
caday € A’ sea V, = {g € Cp(X) : o(y) > O}.

Veremos que ® C Uyea'Vy. Scan f €  y e > 0 tal que (1 —¢,1+¢) C RY,
como f es continnaen z y f(x) = 1 se sigue que existe V abierto en Xtalquex eV
y f(V) S (1—¢,1+¢). Comoz € cl(A') y = € V entonces existey € A'NV. Por lo
tanto f(y) € (1 —¢,1+¢€) C R*, es decir, f € V, y por consiguiente & C UyearVy.
Ahora como I{®) < 7 se tiene que existe BC A', |B| <7y ® C Uyeply-

Ahora probaremos que = € c/(B). Supongames que = ¢ cl{B) entonces existe
un abjerto Wen X talquez e Wy WnNnB=0yseaU' =UNW. Como X
es Tychonoff existe f € Cp(X) tal que f(z) = 1y f(X —U’) = {0}. De donde
f € & C UyepV,, asi que f € V; para algin y € B, lo cual implica que fly)y >0
por locualy € U'.

Por lo tantoy € U'NB € WNB lo cual es una contradiccién. De donde se sigue
que z € ¢l(B). Por lo cual tenemos que t(z, X) < 7, es decir (X) <UCp(X)). O
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TEOREMA 2.44. (Arkhangel’skii-Pytkeeu). Sea X un espacio topoldgico. En-
tonces

H(Cp(X)) S UX)-

DEMOSTRACION: Sea l(X) < 7. Sean f € Cp(X) y A C Cp(X) tales que f € cl(A4).
Para cada z € X existe gz € A tal que | gz(z) — f(z) |< € para € > 0. Como g
y f son continuas existe un abierto en X, Vy tal que z € Vo y |g2(y) ~ f(¥)f < ¢
para todo y € V.

Consideremos la familia ¥V = {V, : £ € X} la cual resulta ser una cubierta
abierta de X, como {(X) <7t existeY C X con [Y| <7 talque V ={V;:z €Y}
es una cubierta abierta de X.

Sca B={g,: Ve €V'}. Esclaroque B C A, |[B{< 7y f € cl(B). De donde
t(z,X) <7 yporlotanto t(X) <7 g

PROPOSICION 2.45. Sea X un espacio topoldgico. Si X contiene una familia
cellar U = {Uy : @ € M} con |M| = 7. Entonces Cp(X) contiene un subespacio
homeomorfo al espacio compacto A(T).

DEMOSTRACION: Para cada a € M elijamos fo € Cp(X) tal que 1 € fo(Ua) ¥
fa(X —Us) = {0}. Sea B = {fa : @ € M}. Como 1 € fua(Ua) existe 2o €
U, tal que fa(zo) = 1. Consideremos el conjunto abierto W = W( fasTay 1/2),
cntonces W N B = {f.) por lo cual B es un subespacio discreto de Cp(X). Sea
g(z) = 0 para todo « € X. Consideremos el conjunto F = BU {g} C Cp(X}), ¥
observemos que si tomamos el conjunto abierto W’ = W'(g, 41,2, ...Ux, £), entonces
{o € M : U N {31, .-, ¥} #0}| < w. Dedonde |{{a € M: fo ¢ W} <w. Por lo
tanto F' es homeomorfo a A(7}. |

PROPOSICION 2.46. Sea X un espacio topoldgico. Entonces
e(X) < sup{w(F): F C Cp(X) y F compacto}

DEMOSTRACION: Sea ¢(X) =7 y A =sup{w(F) : F C Cp(X) y F compacto}. Sea
V una familia celular en X con |V| = u. Por la proposicién 2.45, Cp(X) contiene
un subconjunto homeomorfo a A(g) y como w(A(p)) = p sesippeque 7 <A. U

3. Funciones Cardinales y Funciones Continuas

Los resultados presentados en esta seccién los podemos encontrar en el libro de
Engelking [17].

PROPOSICION 2.47. Sean, X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcidn continua y sobreyectiva. Entonces
i} oY) < o(X)
i) s(Y) < 8(X)

DEMOSTRACION: i) Sea V una familia celular en Y. Como f es continua se sigue
que f~1(V) es un conjunto abierto en X para cada V € V. Consideremas la familia
U={fY(V):Ve V}. Esclaro que [V| < |U|. Ademés U es una familia celular en
X ya que si existierdn V, V' € Veon V # V' tal que f~1(V)NF~1 (V') #4, existiria
TE f‘l(V)ﬂf‘l(V’). Tendriamos entonces que f(z) € V'y f(z) € V', que es una
contradiccién. Por lo tanto [U]| < ¢{X), de donde se sigue que c(Y) < ¢{X).

e
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ii) Sea B un conjunto discreto en Y. Como f es una funcién sobreyectiva, para
cada y € B elijamos un unico z, € X tal que f(z,) =y. Consideremos el conjunto
A={z, € X:y € B}, es claro que |B| £ |A]. Como B es un conjunto discreto en
Y, para cada y € B cxiste un conjunto abierto V, en Y tal que ¥, N B = {y}. Y
como f ¢s una funcién continua, para cada x, € A existe un conjunto abierto U.,
en X tal que z, € Uz, y f(Uz,) C V-

Ahora es claro que para cada z,, € A se satisface que Uz, N A = {z,}, por lo
que sc sigue que A es un conjunto discreto en X. Lo que implica que |A| < s(X).
De donde se sigue que s(Y) < s(X). d

PROPOSICION 2.48. Sean, X y Y espacios topoldgicos con X un espacio Th, y
f: X = Y una funcidn continua y sobreyectiva. Entonees e(Y) < e(X).

DEMOSTRACION: Sea B un conjunto cerrado y discreto en Y. Como f es una
funcién sobreyectiva, para cada y € B elijamos un unico z, € X tal que f(z,) =y.
Sea A = {z, € X :y}, porel inciso (ii) del lema 2.47, tenemos que A cs un conjunto
discreto en X, aplicando el hecho de que X es un espacio 77, tenemos que xy, = oy,
para cada x, € A de donde clA4 = cl(U{zy})yen =yepcl{z}=Uyecp{z}=A por lo
tanto tenemos que A cerrado y discreto en X, por lo cual |A| < e(X), lo cual nos
permite concluir que e(Y) < e(X). (]

TEOREMA 2.49, Sean, XY espacios topoldgicos conY un espacio compacto y
f: X — Y una funcidn continua y sobreyectiva. Entonces w(Y') < w(X).

DEMOSTRACION: Es suficiente observar que dada una base U de X, entonces la
familia AN’ = {f(U): U € U} es una red en Y, de donde obtenemos que nw(Y) <
w(X), y como Y es compacto se sigue que w(Y) < w(X). (Ver 3.7) a

4. Funciones Cardinales en Productos

Veremos ¢l comportamiento de algunas funciones cardinales en el producto de
espacios topologicos.

DEFINICION 2.50. Sea X = NaearXa. Diremos que un conjunto U C X es un
abierto candnico de X, si U = IlaepmUa en donde Uy es un abierto no vacio en
X, para cada a € M, y el conjunto K(U) = {oc € M : U, # Xa} es finito.

TEOREMA 2.51. Siw(X,) < p para tode s € S y|S| < p. Entonces w(IlsesXs)
it
DEMOSTRACION: Sea B, una base de X, con |B,] < jz. Como la familia de conjun-

tos {[LesWs: W, € B y W, # X, para un niimero finito de s € S} es una base
de M,e5X,s se sigue el resultado deseado. O

TEOREMA 2.52. I* es universal con respecto a la clase de espacios topoldgicos
Tychonoff de peso < p.

DEMOSTRACION: Como [ es un espacio de Tychonoff es claro que /# es un espacio
de Tychonoff y por el teorema 2.51 obtenemos que w(I*) < p.
Ahora veremos que todo espacio Tychonoff X de peso < p es encajable en J#.
Como X es un espacio de Tychonoff tenemos que la familia de conjuntos conulos
es una base de X y como w(X) = p podemos elegir una base de conulos V =

<
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{Us},es de X con |S| = p. Para cada s € S consideremos una funcién continua
f: X — Ital que U, = f71((0,1)). Resulta que la familia 7 = {f,},.s separa
puntos y puntos de cerrados. Como X e¢s en particular Tp, se sigue del teorema
1.12 de la diagonal que A,csf, ¢s un encaje de X en I*. a

Los siguientes corolarios son consecuencia de los teoremas 2.52 y 1.40.

COROLARIO 2.53. I* es universal para todo espacio topoldgico compacto de
peso p.

COROLARIO 2.54. Un espacio topoldgico X es Tychonoff si y solo si existe un
espacio compacto Housdorff Y y un encaje f de X en Y.

Sea F' = {0, 1} con la topologia formada por @, {0} y F.

DEFINICION 2.55. El cubo de Alezandroff de peso p > w es el espacio F* =
H,egFy con Fy = F para todo s € S y |S| = . Es claro que este es un espacio Tp.

Aplicando el teorema de la diagonal y cl hecho de que para todo conjunto
abierto U de un espacio Ty X, la funcién f : X -+ F dada por

fz)=0sizeUy flz)=1size€ X -U
define una funcién continua, tenemos la siguiente afirmacion.

TEOREMA 2.56. Sea pu > w. El cubo de Alexandroff de peso p1 es universal
para todo espacio Tp de peso menor o igual a p.

LEMA 2.57. Sea T' un conjunto tal que |T| < 2. Entonces eriste una cubicrta
A del conjunto T, tal que se satisfacen las siguientes condiciones:
) 1Al < k;
i) sity, ..., son distintos elementos de T, existe una subfamilia ajena { Ay, ..., An}
de Atal quet; € A;, paral <i<n.

DEMOSTRACION: Es suficiente construir tal cubierta en el Cubo de Cantor D®,
que por ¢l teorema 1.40 (Tychonoff} es un espacio compacto. Como D* es 13
concluimos que cualquier base de D* satisface el inciso (ii). Como D* ticne una base
de cardinalidad «, también se satisface €l inciso (i). (Para justificar la existencia
de dicha base ver el ejemplo D* en la seccién 5 de este capitulo). ]

TEOREMA 2.58. (Hewntt-Marczewski-Pondiczery (H-M-P)) Sea X = et X
con |T| € 2% y tal que d(X;) < & para todo t € T. Entonces d(X) < k. En
particular, el producto de a lo mds 2¥ cspacios separables es separable.

DEMOSTRACION: Sea A una cubierta de T que satisfaga las condiciones del lema
anterior. Para cada t € T, sea {z(t,a) : 0 < a < £} un subconjunto denso en X;.
Para cada n < w, para cada n—nupla ordenada I' = (4,,...,A,;) de elementos
ajenos en A, y para cada n-nupla ordenada A = (8, ..., f,) de ordinales < «,
definamos un elemento de X como sigue:

f(n, T, A)(¢t) ==(t, 8:) sit € Ai, y f(n,T, A)(t) = =(£,0) si t ¢ Ui A;.
Consideremos el conjunto § de todos los elementos de X definidos de esta forma.
Claramente |S| € . Veremos que S es denso en X. Para esto, sea V = IlierVs

un abierto candnico en X con coordepadas restringidas ¢ < 2 <,..., < n, y sca
[ = (A1, .., An) en donde {A1,..., A}, es una familia de conjuntos ajenos en A tal
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quet; € A; paral <i<n. Paral <i<n, scaz(ty,f) €V, y A= (b,....0n)
Entonces f(n,I,A) € SNV. (W

COROLARIO 2.59. Sea X = Ilier Xy, con d(X:) < & para cualquier t € T.
Entonces ¢(X) < k.

DEMOSTRACION: Supongamos que la afirmacién del corolario es falsa.

Sea {V, : 0 € & < k*} una familia celular en X. Supongamos que cada V, es un
conjunto abierto canénico, y sea F, ¢l conjunto finito de coordenadas restringidas
de V,. Sea A = U,cp+Fa ¥y sea Y = Il;c4X;. Entonces [A| < 2% y d(Y) < 2%,
Ahora si V7 es la proyecci6n de V;, sobre Y, entonces la familia {V;} : 0 < o < x*}
¢s una familia celular en ¥ de cardinalidad &% lo cual es una contradiccion. O

Como una aplicacién del teorema de (H-M-P) podemos dar la demostracién del
teorema de Hausdorff que ya mencionamos en el teorema 1.22.

TEOREMA 2.60. (Hausdorff)[24] Sea X un cardinal infinito y sea E un con-
junto tal que |E| = A. Entonces existe una familia independiente £ de subconjuntos
de E tal que || = 2*.

DEMOSTRACION: Consideremos el cubo de Cantor X = Dgx, que por el teorema
2.58 (H-M-P) cumple d(X) < A Sea EC X, tal que Eesdensoen X y |E] = A
Como E es denso en X,

Enu;'({0}) # 0 para todo 0 < & < 2*.
Consideremos la familia
E={Ena} {(0}:0<a <2},
Es claro que |£] = 2*. Ademis si
Enrl{oh), .. Ena} ({0 € €

tenemos que
En (Nioyma, {00} N (Mfospama, ({11) # 0.
Por lo tanto, £ es la familia deseada. (|

5. Ejemplos

En esta seccién calcularemos en espacios tipicos algunas de las funciones car-
dinales definidas en este capitulo. Se podrd apreciar que no es posible mejorar
muchas de las relaciones establecidas a lo largo del capitulo.

Iniciaremos esta seccién con un lema que nos serd de utilidad.

LEMA 2.61. Sea R con la topologia usual. Entonces R es hereditariamente
Lindeldf.
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5.1. La recta Euclidiana R. Consideremos X = R con la topologia que
esta generada por la familia € = {(e,b) : a,b € R}. Como es sabido esta topologia
coincide con la topologia generada por la metrica usual: d(z,y) = |z —y|. En
adelante denotaremos este espacio como X,.

i} Es conocido que |{X;| = 2. En efecto podemos asociar a cada nimero real r
una vinica sucesién de racionales r,, que converge a r, dc tal manera que si 7 # s
entonces r,, # 8p.

ii) w(X;) = w, ya que la familia B de intervalos abiertos con centro racional y
extremos racionales es una base de X con |B| = w.

iii) d(X;) = w. Se sigue del hecho de que el conjunto de mimeros racionales Q es
denso en X, y |Q| = w.

iv) ¢(X,) = w. Se sigue del hecho que ¢(X,) < d(X;).

v) e(X:) = s( Xy} = 1(X;) = h{X;) = hd(X;) = w. Se sigue del inciso (ii).

viii) x{(X;) = ¥(X;) = w. Para verificar esto es suficiente observar que para cada
z € X,, la familia D = {Vyu(z) : n € w} (Donde Vj,,(0} es la bola abierta con
centro en 0 y radio 1/n) es una base para z en X; con |D| = w.

ix) Es claro que | X,| = 2x(XX:) Este ejemplo muestra que es posible obtener
las igualdades en el corolario 2.10, teorema 2.14, proposcién 2.15, teoremas 2.21,
2.22, 2.24 y 2.26. Una afirmacién que contempla este ejemplo como caso particular
es la siguiente.

5.2. Espacio Métrico X.
TreOREMA 2.62. Sea X un espacio métrico y X infinito. Entonces

i) w(X) < }X]|.

ii) P(X) =t(X) = mx(X) = x(X) = psw(X) = A(X) =

iii) w(X) = nw(X) = rw(X) = c(X) = e(X).

iv) O(X) = 2wlX),

La demostracién de estas afirmaciones se pueden encontrar en [24].

5.3. La Linea de Sorgenfrey Xs. Sea X = R con la topologia T generada
por la familia B = {[a,b) : ¢,b € R}. A (X,7) lo denotaremos como Xs y es
llamado la linea de Sorgenfrey.

i) [Xs|=2%

ii) w(Xs) = 2“: Es suficiente observar que si B’ es una base de X¢, para cada
a € R podemos elegir un B, € B tal que a € B, C [g,a + 1). Es claro que la
funcién de R en B’ definida por a — B, es inyectiva. En efecto para cada ¢ € R,
@ es el primer elemento de B,, y un subconjunto de R no puede tener méds de un
primer elemento.

iii) d(Xs) = w. En efecto, A es denso en X, si sSlo si A es denso en Xs. Si A
no es denso en Xs, existen a,b € R, a < b, tales que AN [a,b) = §. Por tanto
AN(a,b) =0y A tampoco es denso en X,. Ahora si A no es denso en X, existen
ab € R, a < b, tales que AN(a,b) = 9. Por tanto AN[(a+b)/2,0) =0y A
tampoco es denso X,

iv) ¢(Xs) = w. Se sigue de ¢(X5) < d(X5s)

v) hi(Xs) = w Esto se siguc del lema 2.62.

vi) 5(Xs) = e(Xs) = l(Xs) =w. Es inmediato del inciso (v).

5.4. El Erizo no metrizable de Cardinalidad w X*. Sea X la unién de w
copias ajenas del intervalo cerrado de racionales [0, 1] N Q. Denotamos la n-esima
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copia de [0,1} N Q como I, = [0y,1,]. Demosle a X la topologia suma. Ahora
consideremos la siguiente relacién de equivalencia ~ en X: para z € X ~ {On}new,
x ~ysisolosiz =y ysiz =0, para algin n € w £ ~ 0, para todo m € w.
Entonces, si [X] es el conjunto de clases de equivalencia de X bajo ~, definimos
p: X — [X] tal que p(z) = Z donde % es la clase de cquivalencia tal que z € Z.
Ahora a [X] le damos la siguiente topologia: A C [X] es abierto si solo si p~1(A) es
abierto en X. En adelante nos referiremos a este espacio como el Rg—erizo racional
que denotaremos como X". Resulta que:

i) [ X =w

i) $(X*) = w. Esto se sigue del becho de que la familia {B)/n(0)}new donde
Bj/n es la bola abierta que conticne a 0 y de radio 1/n, es una familia tal que

nnEw?l/n(O) = {0}

iii) x(0, X*) > w. Yaquesi F = {Cp, }imew s una familia numerable de abiertos tal
que NpeyCrm = {fj} tenemos lo siguiente: para cada m € w existe x,, € w tal que
O € [Om»Zm) € InNp~HCp); 562 Ym € (Om, Tm); entonces si A = U<y [0m, ¥m),
p(A) es un abierto en X* cociente tal que para toda m € w, Crn Np(A)° # 0 es
decir, {Cpm }mew D0 es base local de 0 en X*.

iv) w(X*) > w.

v) nw( X*) =w. Para esto es suficiente observar que | X*} = w

5.5. El espacio Discreto de Cardinalidad p D(u). Si consideramos X =

D(js) se sigue que
| X < 2HXx(X),

5.6. X Numerable. Sea X un conjunto numerable y consideramos en él la
topologia discreta. Es claro que

a)|X| =wy que

b)O{X) = 2¥, de donde

c)|X| < O(X).

d) Ahora si X lo consideramos con la topologia cofinita (los abiertos son de la
forma I/ = X — F con |F| < w } entonces

d)| X| = O(X).

5.7. Espacios Linealmente Ordenados. Sea X un conjunto con un orden
total. Consideremos en X la topologia generada por esté orden. En adelante
denotaremos esté espacio como X <.

Las siguientes afirmaciones son vilidas (Ver [13], [14], {26]).

i) %(X°) < e(X5).

i) RI(XZ) = c(X5).

jit) hd(X %) = d(X*).

iv) x(X©) = $(X5).

v) t(X4) = x(XF).

vi) w(X*) = nw(X*).

vii) w(X %) = d(XE) + g(X*) donde g(X~) es el niimero de saltos de X~

1) Observemos que del ejemplo 5.4 el scudocaracter del espacio en cuestion es
menor que el caracter del espacio.

2) Del ejemplo 5.1 tenemos que el peso del espacio que ahi consideramos es
menor que la cardinalidad del espacio.
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3) Del ejemplo 5.4 tenemos que la cardinalidad del espacio en cuestién es menor
que el peso del espacio.

De (2) ¥ (3) odemos concluir que ni la cardinalidad es cota superior del peso del
cspacio ni el peso es cota superior de la cardinalidad.

4) Del ejemplo 5.4 tenemos que el peso red del espacio en cuestién es menor
quec el peso del espacio.

En el siguiente capitulo veremos que estos resultados (Ver teoremas 3.1, 3.5 y 3.7)
asi como otros son mejorados si suponemos que el espacio que consideramos es
compacto.

5) Si consideramos el espacio X = fw, la compactacién de Stone-Cech de w,
entonces | X |= 22" demostrandose asi que se puede obtener la igualdad en el
teorema 2.12. (Vease el ejemplo 5.3 en el capitulo 3).

6} Considercmos el espacio X = (0,1} x [0, 1}, con la topologia del orden lexi-
cografico. Sea Y = {(z,0) : = € [0,1]}U{(z, 1) : = € [0, 1]} con la topologia inducida
de X.

Se puede demostrar que w(Y) = w(Y) = 2¥. (Vease el ¢jemplo 5.3 de esta
seccién y la propocisién 3.6 del capitulo 3). Ademés mx(Cp(Y)) = x(Cp(Y)) =
Y |=2¢y ¢(Cp(Y)) = w. Por lo tanto, la igualdad del teorema 2.36 se obtiene,
cuando aplicamos tas funciones involucradas al espacio Cp(Y).




CAPITULO 3

Funciones Cardinales en Espacios Compactos

En este capitulo, estudiaremos el comportamiento de las funciones cardinales topo-

logicas en espacios compactos Hausdorff. Veremos que algunas desigualdades que
tenenemos cn el capitulo anterior se convierten en igualdades, y otras pueden ser
mejoradas suponiendo que el espacio en cuestién es un espacio compacto.

1. Cardinalidad en Espacios Compactos

Los resultados presentados en esta seccién los podemos encontrar en el articulo
de R. Hodel [24].

De las definicién 2.18 incisos (i), (iii) tenemos que ¥(X) < x(X) para todo
espacio X. El primer resultado de este capitulo nos permite mejorar esta afirmacién
para espacios compactos.

TEOREMA 3.1. Sea X un espacic topoldgico compacto. Entonces
Y(X) = x(X)-

DEMOSTRACION: i) %(X) < x(X). Se sigue de la definicién 2.18 incisos (i) y (iii).
i) x(X) < 9(X). Sean p € X y V una seudobase local de p tal que [V| <+(p, X}.
Como X es compacto, en particular es regular, de donde para cada V € V existe
un conjunto abierto WV tal que p € WY C cl(WVY) C V. Consideremos Vy =
{WV : V € V}. Tenemos que Vy| < [V| < #(p, X), y Vo es una seudobase de p.
Ademss, como N {cl(WY): V € V} = {p}, entonces, dado g # p, existe W, €
Wy tal que ¢ ¢ cl(W,). Por lo cual existe un abierto U, tal que ¢ € Uy y UNW, = @.
Esto nos permite asegurar que W = {W,} tp €S UDA seudobase de p, ¥ como
Sea W) la familia de todas las intersecciones finitas de elementos en W. Ob-
servemos que |[W] = |Wgl. Sea O un conjunto abierto tal que p € O; entonces
U = {Uqg} 2, Y {O} es una cubierta abierta de X, de donde, como X es compacto
existen q1,qz..., -qn tales que {Uy,};_; U{O} es una subcubierta finita de X. Afir-
mamos que N2, Wy, C O. En efecto, sea z € N Wy,, es decir que z € W, para
i=1,...,n. Porlocual z ¢ U, de donde se tiene que z € O. Por lo tanto Wy es
una base local de p en X. Con lo cual obtenemos que x(p, X) < ¢¥(p, X), y por lo
tanto ¥(X) = x(X}. a

Es claro que si X un espacio topologice compacto. Entonces
X)) =w.

En los dos siguientes resultados obtenemos, primero una cota superior para la
cardinalidad del espacio en términos del psendocaracter del espacio ¥ segundo, una
cota inferior de la cardinalidad del espacic en terminos del caracter del espacio.

39
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Recordemos que si X es Ty, el teorema 2.26 ( Arkhangel’skil) nos asegura que
1X| € 2{Xx(X) En particular, si X es compacto este resultado queda como.

TEOREMA 3.2. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
IX] < ¥ (X)
En particular si ¥(X) = w, tenemos que | X| < 2¥.

DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 3.1 y 2.26 ]

TEOREMA 3.3. (Cech-Pospisil). Sea X un espacio compacto infinito tal que
x(p, X) > A para todo p € X. Entonces

[X] >2*

DEMOSTRACION: Paracada a < A construiremos una familia de conjuntos cerrados
no vacios {Ky: f € 2%} en X tal que

i}Si fe2*y § < aentonces Ky C K(flﬂ)'

i) Si f,g€2*y f # g entonces Ky N Ky =0.

Supongamos por un momento que tenemos construida la familia {Ky : f € 2*}
para cada o < X tal que se satisfacen i) y ii).

Paracada f € 2* sea Ky = Na<x K7y, . Porelinciso (i), la familia {Kg,:a< A}
es una sucesién decreciente de cerrados no vacios en X, y por compacidad Ky # 0.
Por el inciso (i), si f,g € 2%y f # g entonces K5 # K, y como |2*| =2*, entonces
|X| > 2>

Construyamos ahora la familia de conjuntos {Ky : f € 2*}. Esta construccion
la haremos en dos casos.

1) Si A = w. Para este caso agregaremos la condicién
iii) Para cada f € 2%, int(Kj) # .
Para o =0, 2* = {0} y tomamos Kp = X.

Sea 0 < o < w, y supongamos que para 3 < a tenemos construida la familia
de conjuntos cerrados {K : f € 27}, que satisface los incisos ( i), (ii), (iii).
A ?eanla =y+1,g€27y fo, i €2* tales que fo |,= f1 |y, fol7) =0y

1wy =4

Construyamos Ky,, Ky,. Por el inciso (iii} int(Ky) # 0 y como x(p, X) > A,
para todo p € X, entonces X no tiene puntos aislados. Sean z,y € int(K;) con
x #y. Entonces existen abiertos Uz, Uy, tales que x € U, C K,, y € Uy, € K.

Ademés, como X es Ty, existen abiertos W, W, talesque z € W, y € W,
y WeNW, = 0, de donde concluimos que =z € U, NW,, y € U, NW,. Porla
regularidad de X, existen abiertos V;, V, tales que :x € V; C cl(V:) C U. N W,
y € V, C cl(V,) C U, NW,. Por lo tanto cl(Vz) Ucl(V) C K, y cl(Va)Nel(V,) = 0.

Si definimos Ky, = (Vi) v Ky, = cl(V2)}, entonces por construccién se satis-
facen las propiedades deseadas.

2) A > w. Para este caso pediremos también la siguiente condicién
iii) K sea la interseccion de a lo més |o] +w conjuntos abiertos para cada f € 2*.

Sea } < a < A y supongamos que para todo 8 < « la familia {K;.: f € 2%},
esta bién construida y satisface las propiedades deseadas. Para un ordinal limite
definamos Ky =Ngca Ky, paracada f € 2*. De la definicién de Ky éste satisface
los incisos ( i) y ( iii). Ahora sean f,g € 2% con Ky =NgcaKy),, Ky = Nacaky)s-
Si K;N K, # § entonces existe 8 < « tal que Ky, N Ky, # 0 lo cual no es posible
por hipotesis de induccién. Por lo tanto también se satisface ii).
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St o es un ordinal sucesor, sca: @ =v+1, g €27 y fo, f1 € 2® tales que:

fola=fily=g¥ fol7) =0y fi(y) = L.

Construyamos Ky, Ky. Como para eada p € X. x(p,X) 2 Ay Ky esla
interseccion de menos de A conjuntos abicrtos cntonces K, debe de tener més de
un punto. ya que si K, = {p} v tambien K, = N;<aVi entonces {p} = NicaV; por
lo cual ¢l conjunto {V;};., scria una scudobase de p. Como X s compacto, esta

propiedad induciria una base local {V;} de p. de donde x(p, X) < A lo cual cs
<A

una contradiccidn.

Aplicando el teorema podemos encontrar conjuntos cerrados Gg G ajenos G
tales que: Go N K, # 0, Gy N K, #% 8. Por lo tanto si definimos Ky, = G N Ky,
Ky, = GoN K, estos satisfacen por construccién las propiedades deseadas.

Asi terminamos la construceidn de la familia {Ky: f €® 2}, de conjuntos cer-
rados no vacios de X.

Por la observacidén inicial tenemos el resultado deseado. O

TEOREMA 3.4. Sea X un espacio compacto infinite con x(X) =w. Entonces
X|=wid |X|=2¥

DEMOSTRACION: Supongamos que |.X| > w. Del teorema 3.2 tencmos que |X| <
2¢. Sea A = {p€ X : toda vecindad de p tiene cardinalidad > w}. El conjunto
A satisface las siguientes afirmaciones:

i} A+ 0. En efecto si A = §), entonces cada punto p € X tiene una vecindad V, tal
que [V;| € w, de donde la familia {Vp} .y cs una cubierta abierta de X. Por lo
tanto existen p1,,,pn € X tales que X =UI_,V},. Por lo cual

n
X = Ui Ve €D 1V, =nw=w.

i=]

ii) A es cerrado. Sca p € cl(A) entonces para toda vecindad abierta ¥} tal que
p €V, tenemos que V, N A # . Por lo tanto podemos elegir un = € V3N A, lo cual
implica que z € V},, y = € A, de donde V| > w y por lo tanto p € A.

iii) Ningiin punto de A es aislado en A. Afirmacién que podemos comprobar de la
siguiente forma. Sean p € A y V' un abierto de X que contiene a p. Como X es
regular podemos construir una base local V = {V,}, ., de p tal que cl(Vp) C V' y
cl(Viy1) € Vi para cada n € w. Ademds podemos observar que

% - {P} = Un(w(vn - Vn—l)

Es claro que Up<w (Va — Va—1) € Vo — {p} . Tomemos ahora ¢ £ V; — {p}. Entonces
g # p, de donde existe un minimo ng tal que ¢ ¢ Vi, y como ¢ € V; entonces
g € Vp,—1, de donde ¢ € Unc(Vi — Vim1).

Entonces existe un ¢ < w tal que |V; — Vi_3| > w, y como X es compacto por
la proposicién 1.34 el conjunto V; — Vi_; tiene un punto de acumulacién completo
r.dedonder € Yy —{p}. Porloquer € Vy|V|>w Porlotantor ¢ VNA
{(r # p). Entonces p no es aislado en A.

Por lo tanto A ¢s un corapacto tai que para cada p € A, x(p, A) es infinito
numerable. Por el teorema 3.3 resulta que |4| > 2¢ con lo que obtenemos que
|X] > 2¢. De donde obtenemos el resultado deseado. a
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2. Peso en Espacios Compactos

Los resultados presentados en esta seccién los podemos encontrar en el articulo
de R. Hodel [24].

En el capitulo anterior observamos que w(X) < jX|, o |X| < w(X). En caso
de que X sca un espacio compacto, podemos asegurar que w(X) < [X| como nos
lo hace ver el siguiente resultado.

TEOREMA 3.5. Sea X un espacio topoldgico compacte. Entonces
w(X) < |X].
DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 2.19 inciso (i), 2.20, y 3.1 inciso (ii}. O

De los teoremas 2.5 tenemos que iw(X) < w(X), nw(X) < w(X), psw(X) <
w(X), 2.14 tenemos que A(X) < nw(X) y de 2.15 psw(X) < {X)A(X). Si X es
compacto todos estos resultados son mejorados como nos lo hacén ver los siguientes
5 rsultados.

PrOPOSICION 3.6. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
w(X) = w(X).

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una condensacién. Como X es compacto, del

corolario 1.38 resulta que f es un homeomorfismo, de donde se sigue el resultado
deseado. 0

TEOREMA 3.7. Sea X un espacio topolégico compacto. Entonces
w(X} =nw(X}.

DEMOSTRACION: 1) nw({X) < w(X). Se sigue del teorema 2.5 inciso (i).
ii) w(X) € nw(X). Sea N una red de X tal que |V| = nw(X) = A. Consideremos
la familia

.A={(N1,N2) ENxN: NiNnN; =@}

Sea B la familia de parejas (V], V2) de conjuntos abiertos tales que existe un
elemento (N1, N2) € A con Ny € Vj,N; € Vo, Observemos que la familia B
satisface que si p,g € X y p # q, existe (Vp,, V) € B, tal que p € V,,g € V5 ¥
V, NV, = @. Esto se siguc del hecho de que X es T3, ya que si p,g € X con
p # ¢ existen conjuntos abiertos Vi(q), V4(p), tales que p € Vi(q), ¢ € Vo(p) ¥
V,(g) N V,(p) = 0. Como N es una red existén Ny, Ny € N tales que,

p €Ny C Vo(q), g € No € Vql(p)
por lo cual N, N N, = @ y por tanto (N, N;) € A. De donde (V,(q), V,(p)) € B.
Ahora, para cada (N, N2) € A elijamos una y s6lo una pareja (V4, V2) € B tal que
Ny C Vi ¥y N C Va. Sea By la famlia de estas parejas de subconjuntos abijertos asi
elegidos. Sea W la familia de intersecciones de subfamilias finitas de elementos de

m1(By). Se sigue que |[W} < |Bo] < || W genera una topologia de Hausdorff en
X y puesto que X es compacto W es una base. De donde w(X) < nw(X). O

TEOREMA 3.8. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
psw(X)} = nw(X).
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DEMOSTRACION: i) psw(X) < nw(X). Sc sigue del tecorema 2.5 inciso (vii}.

if) nw(X) < psw(X). Sea psw(X) = Ay V una cubierta abierta separante dc X con
ord(p,V) < X para todo p € X. La compacidad de X implica que {V| < A . Para
ver esto, sea {Va:0 < a < A} la familia de todas las cubicrtas finitas minimales
de X por elementos de V, la cual la podemos indicar por A aplicando el lema 1.25
(de Miscenko). Entonces V C UgcaVa yaquesi Vg€ Vyp e Vpparacadag# p
podemos elegir un elemento de V que contenga a g pero no a p. Esta familia de
conjuntos junto con ¥y cubren a X, de donde existe una subfamilia finita minimal
que cubre a X, digamos V,, asi que Vg € V,.. Ademas

VI < MacaVal £ 3 Vol =wA = A
[T

Ahora sea A la familia de todos los subconjuntos de X de la forma X ~ W
donde W es la unién de una subfamilia finita de V. Afirmamos que A es una
red de X con |NM| € A. En efecto sea p € X y sca U/ un abierto que contiene a
p- Como V es una cubierta separante entonces para cada ¢ € X ~ U existe un
Vz € V tal que p ¢ V,. Resulta entonces que {U}U{V; : g € X — U} es una
cubierta de abierta de X. Como X es compacto, existen q,...,q, € X — I/ tales
que {U}U{V,, : 1 <4< n} cubre a X. Resulta ahora que

pEX ULV, CUy X —-UL V,, eEN.

De los teoremas 3.7 ¥ 3.8 se sigue el siguiente resultado.
TEOREMA 3.9. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
w(X) = psw(X).

También, del teorema 2.14, la proposicién 2.15, y de los teoremas 3.7 y 3.8
obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 3.10). Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
A(X) = w(X).
COROLARIO 3.11. Sea X un espacio topoldgice compacto. Entonces
w(X) < |RO(X)| < 22,

DEMOSTRACION: Se sigue de las definiciones 2.2 inciso (i), 2.4 inciso (iii), del teo-
rema 2.35 ¥ 3.7 y la proposicion 2.32.

3. Estrechez en Espacios Compactos

En esta seccion veremos la relacién que existe entre la estrechez y la longitud
de sucesiones libres cn espacios compactos. Ademas se determinan otras relaciones
entre la estrechez, el peso v la amplitud.

TEOREMA 3.12. Sea X un espacio topoldgico compacto tal que t(X) < A, En-
tonces X no tiene una sucesion libre de longitud Xt.
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DEMOSTRACION: Supongamos que X tiene una sucesién libre {za}, ,+ de lon-
gitud A*. Por la proposicién 1.34, {z,}sca+ ticne un punto de acumulacion
completo p. Entonces p € cl({Za}ocns). Como ¢(X) < A existe un subcon-
junto A € {Za}ecr+ tal que [A] < Ay p € cl(A). Sean A = {za}sey ¥
B =sup{ay : T, € A}. Entonces g < A%, de donde

d{za:a<f+1)Ncd({za: f+1<a})=0.

Como A C {za:a<f+1}, p € c{{Xa:a<f+1}). Ademis, si V =
(cl({za : @ > B+ 1}))° tenemos que V cs un conjunto abierto tal que p € V y
VN {za:a<f+1} tienc a lo mis |B| puntos de la sucesién. Como |§] < AT,
entonces p no es un punto de acumulacién completo de {xa}, 5+, lo cual es una
contradiccién. O

TEOREMA 3.13. Sea X un espacio compacto con A < hwx(X). Entonces X
tiene una sucesion libre de longitud At.

DEMOSTRACION: Como 7x(Y) < wx(cl(Y)), es suficiente probar el resultado si
mx(X) > A Sea p € X tal que mx(p,X) > A*+. Consideremos la famila G de
conjuntos cerrados G5 en X. Entonces G tiene la siguiente propiedad:
(x) Si H € G ¥ |H| < ), entonces existe una vecindad abierta R de p tal que H — R
# ¢ para todo H € H.

Afirmacién que podemos verificar, de la siguiente forma:.
Como H C G tenemos que para todo H € H, H € G. De donde H = Npe,GH, con
los G¥ conjuntos abicrtos para todo n € wy (e!GH, ) C G¥ para todo n < w.
Aclemas ya que

HGH inew, HeH}| cwAr= A

se sigue que {G¥ :n € w, H € H} no es - base local de p en X. Por lo cual existe
un conjunto abierto R con p € R, tal que G7 — R # § para todo n € w, y para
todo H € H. Para cada H € H, {{c!/G)N(X — R) : n < w} es una coleccién de
conjuntos cerrades con la propiedad de la interseccién finita.

Como X — R es compacto existe

Tp € N (dGEFYN(X -R)= HN(X - R).

Construiremos ahora subfamilias {4, : 0 < a < AT}y {Ba:0<a <At} deg
tales que :
i) p€ Aay AaNBa = =Psi0<a< it
ii} Si H es interseccién de una subfamilia finita no vacia de

{Ag:0<B<a}U{Bs:0< B <al,

entonces HNBa #£0, 510 < a < AT,

La contruccion la haremos por induccién transfinita.

Sea p € X y sea U un conjunto abierto tal que p € U, entonces p ¢ X — U, y
como X — U es compacto, por el lema 1.31 existén conjuntos cerrados Gg, 4¢ y Bo
tales que p € Ag y AgN By = 0.

Supongamos que para o tal que 0 < @ < At tenemos construidos las familias
{Ag: B <a}y {Bg: B <a} satisfaciendo (i) y (ii). Sea H la familia de todas
las intersecciones de subfamilias finitas no vacias de {Ag: S <o} U {Bs: 8 < a}.
Entonces tenemos qué H C G y [H| < A, por lo cual H satisface (*}. Por lo tanto
existe un conjunto abierto R tal que p € Ry H — R # 0 para todo H € H. Por
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cllema 1.3.1 existen A,, Bo € G talquep € A, (X —R) C Bo y As N By =0.
Ahora como H — R # @, tenemos que H N B, # @, por lo cual se satisfacen los
incisos (i) y (ii).

Sca ahora « fijo con 0 < a < A*. Entonces cualquicr interseccién de una
subfamilia finita de {Ag: 8 < a} U {Bg: 3 > a} es distinta del vacio. Como X es
compacto existe un

Za € (Ng<aAg) N(NgsaBs).

Entonces la sucesién {z, : 0 < a < A+} es Libre de longitud At en X, ya que
para todo 8 < A+ tenemos que

Cl({xa o <ﬂ}) c B,G! CI({.’L‘Q;O: 2:6}) c Aﬁ y AﬁnB.@ =0

Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos.

COROLARIO 3.14. Sea X un espacio topoldgico compacte con t(X) > A. En-
tonces X tiene una sucesion libre de longitud A,

DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 2.19 inciso (iv) y 3.13. O

De donde, sintetizando este corolario con el teorema tenemos que.

TEOREMA 3.15. Sea X un espacio topoldgico compacto y definamos:
F(X) =sup{X : X tiene una sucesidn libre de longitud A} + w. Entonces

tH(X) = F(X)
IDEMOSTRACION: Se sigue del teorema 3.12 y corolario 3.14. O
Sabemos que por el teorema 2.19 inciso (iv) t(X)} < hrx(X) para cualquier
espacio topologico X. Si X es compacto se obtiene la igualdad.
TEOREMA 3.16. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
hrx(X) = ¢(X)
En particular todo subespacio Y de X con t(Y) = w tiene w-cardcter numerable.

DEMOSTRACION: Supongamos que t(X) = A. Si hrx(X) > A, entonces, por el teo-
rema 3.13, X tendria una sucesién libre de longitud A*, contradiciendo el teorema
3.12. 0

TEOREMA 3.17. [12] Sea X un espacio topolégico compacto. Entonces
w(X) < (X))

DEMOSTRACION: Como el 7x(X) < hry(X), de los teoremas 2.37 y 3.16 obten-
emos el resultado deseado. ]

TEOREMA 3.18. Sea X un espacio topoldgico compacto. Entonces
H{X) < s(X)

En particular si 8(X) = w entonces t{X) = w.
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DEMOSTRACION: Supongamos que s(X} = A. Si £(X) > A entonces, por el corolario
3.14 X tienc una suecesién libre de longitud A1, pero esta sucesion es un conjunto
disereto, lo que contradice que s(X) = A 0

LEMA 3.19. [2] Sea X un espacio topoldgico compacto tal que t(X) = w, y sea
U un conjunto abierto no vacto de X. Entonces existe un conjunto cerrado P G;
en X y un subconjunto numerable A C X teles que P C cl(AYNT.

DEFINIGION 3.20. [29] Un espacio topoldgico X es monolitico std(Y) = nw(Y)
para todo Y C X.

COROLARIC 3.21. [29] Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es monolitico
51y sélo si para todo T y para tode A C X con |A| < 7 entonces nw(cl(A)) < 7.

TEOREMA 3.22. Sea X un espacio topoldgico compacto monelitico con t(X) =
w. Entonces existe un subconjunto denso F C X, tal que el x(z, X) = w para todo
z€F.

DEMOSTRACION: Sea U un conjunto abierto no vacio de X. Por el lema 3.19 existe
un conjunto numerable A C X, y un copjunto cerrado F(U) C X de tipo G5 en
X tal que F(U) C d(A)NU. Como X es monolitico y |A] = w, nw(cl(A4)) = w
y como cl(A) es compacto w(cl(A) = nw(cl(A4)), por lo tanto w(cl(A)) = w. De
donde F(U) es compacto con w{F{U)} = w, por lo cual x(x, F(U)) = w para todo
z € F(U). Con lo que obtenemos que para todo z € F(U), = es de tipo G5 en
F(U), y como F(U) es de tipo G5 en X entonces x es de tipo G5 en X para todo
z € F(U). Entonces ¥(z, X) = w para todo z € F(U), y como X es compacto
x{z, X) =w para todo = € F(U). Sea

F=U{F({U):U C X es abierto},

entonces I es el conjunto deseado. O

TEOREMA 3.23. Sea X un espacio topoldgico compacto monolitico con t(X) =
w. Entonces X es un espacio de Frechet-Urysohn.

DEMOSTRACION: Sea y € X, A C X, con y € c{A). Como t(X) = w, existe
un subconjunto numerable B C A tal que y € ¢/(B). Como X es monolitico
nw(cl(B)) = w, y como ¢l(B) es compacto tenemos que w(cl(B)) = w. Entonces
existe una sucesion de puntos en B C A, que converge a y. 0

DEFINICION 3.24. [29] Un espacio topoldgico X es estable si iw(Y) = nw(Y)
para todo Y que sea imagen continua de X.

PROPOSICION 3.25. Sea X un espacio compacto. Entonces X es estable.

DEMOSTRACION: Se sigue de la proposicion 3.6. O

PROPOSICION 3.26. [2] Sea X un espacio estable. Entonces Cp(X) es monaolitico.
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4. Densidad Hereditaria en Espacios Compactos

El resultado principal de esta seccidn es ver que la densidad hereritaria es menor
6 igual al sucesor de la amplitud.

TEOREMA 3.27. Sea X un espacio topoldgice compacto. Entonces
hrw(X) = hd(X).

En particular, todo subespacio Y de X hereditariamente separable tiene una m—base
numerable,

DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 3.16 y 2.18 inciso (ii). o

TEOREMA 3.28. Sean X un espacio compacto cont(X) < X, y Y C X tal que
RI(Y) € ). Entonces

d(Y) < A%,

DEMOSTRAGION: Construirémos una sucesién creciente {A, : 0 < a < At} de sub-
conjuntos de Y y una sucesion {V, : 0 < a < A1} de familias de abiertos de X tales
que para todo 0 < o < At se satisfaga:

D) el S Ay Val S A

ii) c{Aa) SNV, vy Y Oed(Aq) =Y N (NVL).

iif) Si G es unién de una coleccién finita de clementos de UgcaVa y Y = G # 0,
entonces A, N(Y — G} #0.

Paraa =0seay € Y y Ap = {y}. Por la proposicién 2.31 existe una familia
Vy de abiertos de X que satisface (i) y (ii) para o = 0.

Abora sea 0 < a < At y supongamos que para todo 8 < &, Ag vy Vg han
sido definidos. Por el inciso (iii), si G es unién finita de elementos de U,<gV, ¥
Y — G # @, elijamos un z, 6 € Y — G y definamos

Aq = AgU {z4,c : G cs unién finita de elementos de U,cg V. y Y — G # 8}
de donde claramente tenemos que
A (Y =G) #0, A CY ¥ [Aa] <2,

y por la proposicién 2.31 tenemos que existe una familia V, de abiertos de X tal
que

Val € Acl(Aa) COWa ¥ Y Nel(Ag) =Y 0 (V).

De esta forma la construccién inductiva de tales familias est4 garantizada.

Ahora observemos que como #{ X} < A v {cl(A4.) : 0 € & < At} es una sucesién
creciente de conjuntos cerrados en X, entonces U, y+¢l(A,) es cerrado. En efecto
si z € cl{Upca+(cl(Aq)), entonces existe un subconjunto L € Uy a+el(A,) tal que
|L| £ Ay z €c(L). Si L G A, para todo a < AT entonces existe un subconjunto
cofinal J en At y para o € J existe z, € L — A, con todos los z, distintos,
de donde concluimos que el conjunto {z, : a < J} tiene cardinalidad A*, lo cual
es una contradiccion. De donde podemos garantizar que existe ag < At tal que
L C An, y como x € cl{L} entonces z € cl(Aq,). Por lo tanto z € U, y+cl(Aa).

Sea § = Upent+ Aa. Entonees

cl(S) = Uaarrcl(Aa). IS S Ay SCY.

SiY ¢ cl(S),sea q €Y —cl(S). Se tiene que g ¢ cl(A,) para todo o < A*. Porla
segunda parte del inciso ( ii) existe V,, € V, tal que g € V,,, y por la primera parte
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de (ii) {V,:0 < a < A*} cs una cubierta abierta de ¢l(S). Por lo tanto existen
Br < B2 <... < (B, tales que {V3,...Va, } cubre a cl(S).

SiG=Ul,Vag, yB<a,entonces Y —G# ¢y AuN(Y —=G) =0, locual es
una contradiccion al inciso (iii). De aqui se obtienc que Y C ¢l(S) y por lo tanto
d(Y’) <|5| de donde d(Y} < A+, O

TEOREMA 3.29. (Sapirouskii). Sea X un espacio compacto. Entonces
hd(X) < s(X)*

DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto y supongamos que s{(X) < A. Porel
teorema 3.18, t(X) € A. S5i Z C X, del inciso (i) del teorema 2.33 tenemos

d(Z) < d(el(2))t{cl(2))

y como t{cl(Z)) < t(X), entonces cs suficiente demostrar que d(cl{ Z)) < AT,
Ahora, como cl{Z) C X y s(X) £ A, entonces s(cl(Z)} < A. Por la proposicién
2.30 existe un subconjunto Y C cl{Z) denso cn cl{Z) tal que Al(Y) £ A, Como Y
es denso en cl(Z), entonces d(el(Z)) < d(Y). Ahora del teorema 3.28 tenemos el
resultado deseado. 0

PROPOSICION 3.30. Todo espacio compacto y perfectamente nor-mal X tiene
una m—base de cardinalidad a lo mds wy.

DEMOSTRACION: Como
aw(X) < hrw(X) < hd(X) < s(X)*

que se sigue del teorema 3.29, entonces es suficiente demostrar que s(X) < w.
Supongamos que s(X) > w, entonces existe un subconjunto A C X discreto tal
que |A| > w. Por lo cual podemos elegir un subconjunto D C A tal que |D| = wy.
Como D es discreto, entonces para cada z € D existe un abierto Vy talquez € V, ¥
VeN D ={z}. Sea V =U,epVz. Como X es perfectamente normal, V = Upc, Fp
donde F;, es cerrado para cada n < w. Ademds ¢s claro que D = U, (F, N D).

Consideremos H,, = F,, N D para cada n < w. Como |D| <3 . |H,|, existe
un 7’ € w tal que |H /| = w;.

Afirmamos que para cada n < w, Hy, no tiene puntos de acumulacién.

En efecto si £ € X es un punto de acumulacién de H,,, para algin ng < w,
entonees = es punto de acumnulacién de F,,, de donde 2z € F,,. Como F,, C
Un<wFn = UzepVz, entonces existe un y € D tal que z € V,, donde V, es una
vecindad de y tal que V, N D = {y}. Por lo tanto |V, N H,,| < 1. Por 10 tanto
cada H,, es cerrado y dlscreto En particular H, : es un cerrado de cardinalidad w;
y sin puntos de acumulacién, lo cual no puede pasar ya que X es compacto. Por lo
tanto 3(X) < w. (W)

n<luw

DEFINICION 3.31. [7] Un cardinal T es un calibre del espacio X si cada familia
F de conjuntos abiertos en X con |F| =7 tiene una subfamilia F* con |F*| =71y

la NF* # 0.

TEOREMA 3.32. (7] Sea X un espacio compacto. Sean T un calibre de X y Y
un subconfunio denso de X. Entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones.
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a)d(Y) <7

b)Existcz € Xy AC Y con |A] =cf(T) y z € cl(A) talesquesi B C Ay
|B| < T entonces z ¢ cl(B).
DEMOSTRACGION: Supongamos que d(Y) > 7/ = ¢f(7). Entonces podemos con-
struir por induccién transfinita una familia M = {M, : o < 7'} de subconjuntos
de Y y una familia de conjuntos abiertos V = {V, : a < 7'} tales que para cada
a < 7', se satifagan las siguicntes condiciones;
i) [Ma| < 7.
ii) cl(M,) Nel(V,) = 0.
iii) Si o, . €@y Va, N... NV, # 0, entonces M, N (Vy, NNV, ) #0.
iv) 8i o' < ", entonces My C My».

Sea A = U{M, : a < 7'}, Como 7’ es también un calibre de X, existe un
L C 7' tal que la familia V' = {V, : a € L} tiene la propiedad de la interseccién
finita y |L| =7'. Del inciso (jii) se sigue que la familia

V' ={cl(A)Ncl(Va): a € L}

también ticne la propiedad de la interseccién finita. De donde NV # 8. por lo cual
podemos considerar un z € NV".

Es claro que |[4] = 7" y que = € cl(A). Sea B C A con |B| < 7. Como
IL{ = ' y 1’ es regular cxiste @* € L tal que B C U{M, : & < ¢"}. De donde
cl(B) C cd{M,-), y por el inciso {ii) cd(Ma-)Ncl(Vae) =0y x € cl(V,-) por lo cual
z ¢ cl(B). Por lo tanto A es ¢l conjunto deseado. a

COROLARIC 3.33. Sea X un espacio compacto con calibre v y t(X) < . En-
tonces

d(X) <

DEMOSTRACION: Como t(X) < 7 entonces no se cumple el inciso (b) del tecrema
3.32 de donde d(X) < 7. 0

Usando algunos resultados anteriores vamos ahora a obtener algunos impor-
tantes resultados que involucran espacios compactos, espacios de funciones, su den-
sidad y su estrechez.

PROPOSICION 3.34. Sea X un espacio compacte. Entonces
nw(Cp(X)) = d(Cp( X))
DEMOSTRACION: Se sigue de la proposicién 3.6 y los teoremas 3.7y 2.40y 2.41. O

TEOREMA 3.35. Sea X compacto, entonces t(Cp(X)) = w.
DEMOSTRACION: Se sigue del teorema 2.44. [}

TEOREMA 3.36. Si Cp(X) es compacto, entonces t{X) = w.
DEMOSTRACION: Se sigue de 2.43, O

TEOREMA 3.37. (2] Sea Y un espacio compacto y Z un subespacio compacto
del espacio Cp(Y). Entonces existe un subconjunto denso M en Z de tipo G5 tal
que en M la topologia generada en Z por la metrica p (de la convergencia uniforme)
coincide con la topologia generada en Z por C,(Y). (Ver [2]).
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5. Ejemplos

En esta seccion calcularemos las funcicnes cardinales ¢n algunos espacios com-
pactos con la ayuda de los resultados de esté capitulo.

5.1. I=[0,1]). 7 =1{0,1] con la topologia inducida de R.
De lo ¢jemplos 2.3.1 ¥ 2.3.2 tenemos que:
i) |1] = 2¢.
i) $(I) = x(I) = (1) = x(1) = psw(]) = AI) = w.
iit) w(I} = nw(l) = mw(I) = hd(l) = hl(I} = s(I) = c{I) = e(I) = w.
iv) O(I) =2~.

5.2. El Cubo de Cantor D*,

DEFINICION 3.38. Sea p > w y considereremos D = {0,1}con la topologia
disereta. El cubo de Cantor de peso p es el espacio D* con la topologia producto
con D* =TlesD, ,8€8, Dy =D paratodo s € S y |S] = pu.

Del teorcma 1.40 tenemos que D es un espacio compacto, de donde se sigue
la siguiente afirmacién.
i) [D# = 2#4.
i) {(DH) = w.
iii) e(D*) = w.

Del tecrema 2.51 tenemos que w{D*#) < u, lo cual implica que x(D*) < u, de
donde x({z, D#) < p para todo z € D¥. Afirmamos que

TEOREMA 3.39. x(z, D) = p para todo = € D*.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe x € D* tal que x(z, D*) =7 < p. Como
x{z, D*) = 7, sea V(z) una base de z en D* tal que [V(z)| = 7. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que para todo U € V(z) U = I,esWies con
|K(U)] < w, donde K(U)} = {s € S : W, # D,}, (K(U} cs llamado el soporte de
U). Como D* es denso en si mismo todo abierto en él ticne més de un punto, y
como NY(z) = {z} entonces 1 > w, ya que si 7 < w entonces NV(z) = {x} es un
abierto con un unico punto, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto n > w.

Sea Ko = Ugev(x) K (U). Como |Kof <y Ko C S, existe un sg € § — Kp, tal
que P} (P,y(z)) =V es un abierto tal quez € Vy U ¢ V para todo U € V(z) lo
que implicaria que V(z) no es base local de z. Por lo tanto x(z, D*) = p para todo
x € D¥. O

iv) x(D*) = w(D¥) = p.
DEMOSTRACION: Del teorema anterior tenemos que x{D*) = p, de donde w({D#) =
I O

v) nw(D#*) = ADH) = psw(D") = iw(D*) = p.
DEMOSTRACION: Es consecuencia de los teoremas 3.7, 3.9, la proposicidn 3.6 y €l
corolario 3.10.

vi) s{D*) = p.
DEMOSTRACION: De la definicién 2.2 incisos (i) y (v) tenemos que s(D#) < w(D#)
de donde s(D*) < p.
Ahora para toda a < g definimos :
(1) fa(B)=0 sif#ay fa(ﬁ)=1 si B=cx

s
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(1) O =Mae Wpcon Wy =Dsif#ay Wg={1}sif=c.

Y consideramos A = {f, : a < #}. Para demostrar que A es discreto en D* es
suficiente observar que AN Oy = {f,}. Como {A| = pu cntonces u < s(D#). De
donde obtenemos el resultado deseado. (

En forma analoga tenemos la siguiente afirmacion.

TEOREMA 3.40. wx{z, D¥) > p para tode x € D#.

DEMOSTRACION: Sca z € D* y supongamos quc % tienc una 7 base local V con-
sistente de conjuntos abiertos canonicos y tal que [V| < p. Paracada V €V, sea
K(V) el soporte de V. Como |V| < u, existe a < u tal que o ¢ K(V) para toda
V € V. Es claro que 77} ({z{a)}), es una vecindad abierta de x tal que

V —n1({z(a)}) # 0 para toda V € V.

De donde wx(z, D*) > p. O

vii) mx(D¥) 2 p.
DEMOSTRACION: Se sigue del teorema anterior. a

viili) wx(D#) = hrx(D*) = hrw(D¥*) = p.
DEMOSTRACION: Como wx(D*) < hrx(D#) < hmw(D*) < w(D*) se sigue en-

toneces el resuitado, ]
ix) t(DH*) = p.
DEMOSTRACIGN: Se sigue del teorema 3.16. ]

x) hl(D*) = hd(D*) = p.
DEMOSTRAGION: Se sigue del teorema 3.27, el corolario 2.10 inciso (ii) y el inciso
(v) de este ejemplo. (]

Ademds como d(D) < w, aplicando el colorario 2.59, tenemos que.
xd) e{ D) = w.

5.3. La Compactacién de Stone-Cech de w, fw. Sea Sw la compactacién
de Stone-Cech. de w.
i) UBw) = e(fw) =w

ii) d{fw) = w.
DEMOSTRACION: Se sigue del hecho de que w es denso en fw. O
iii) ¢(fw) = w.

iv) rw(fw) = w.
DEMOSTRACION: Es suficiente observar que {{n} : n € w} es una = — base de fuw.
0O

v) mx(fw) = w.
DEMOSTRAGION: Se sigue del teorema 2.19, O

El siguicnte resutado nos permitird calcular algunas mas de las funciones car-
dinales en fw.

PROPOSICION 3.41. Bw —w tienc una familia celular de cardinalidad 2¢.
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DEMOSTRACION: Sea ¢ : w — @ una funcién biyectiva.(€? es ¢l conjunto de nu-
meros racinales). Para cada » € (R — @) clijamos una iniea sucesidn crecientc
{ra}nco C Q tal que r,, converja a 7. Abora para cada sucesién r,, que converja a
7 definimos E. = {¢~!(r;) : i €w}. (E, Cw ) E,. Seal{ ={E,:re€(R-Q) }.
Es claro que |£| = |R — Q} = 2¥. De donde para cualesquiera E, E, € £ tenemos
que: cg (E.NE,) = clg,E, Nelg,Es. Ademds para cualesquiera E,,E, € £ si
|Er N E,] = w entonces r = s de donde |E- N E,] < w, y como fw cs Tp implica
que E, M E, es un conjunto cerrado en fuw.

Como cada E,. € £ es un subconjunto de w entonces E, es un subconjunto
abierto y cerrado en w lo cual implica que ¢!z, E, es un conjunto abierto y cerrado
en Sw para cada E, € £,

Con lo cual obtenemos que clg, (E. N E;) = E, N E, para cualesquicra E,,
E,e¢

Ahora para cada E, € £ definamos E| = elg,Er —w. Sea ¢’ = {El: E, €£}
es claro que |¢'| = |€|de donde |£'] = 2~.

Como E! N E, = (clgu,Er Nelg,Fy) —w = (E. NE,;) —w = . Ademés como
E] =dg,E, —w = g, E- N(fw — w) lo cual implica que E s un conjunto abierto
y cerrado en Sw — w. De donde £ es una familia celular en Sw — w con cardinalidad

€] = 2~. 0
vi) 8(fw) > 2¢.

DEMOSTRACION: s(fw) 2 s{fw —w) = ¢(Iw —w) > 2¢. a
vii) w(fw) =2¢.

DEMOSTRACION: Se sigue del inciso {vi) O
viii} A(Bw) = nw(fw) = psw(fw) = 2.

DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 3.7, 3.8 y el corolario 3.10. O
ix) s(fw) = 2*.

DEMOSTRACION: Se sigue de los incisos (vi) y (vii). O
x) hl(fw) = 2¢.

DEMOSTRACION: Se sigue de que s(fw) < hi(fw) < w(fw). O
xi) hd(fw) =2%.

DEMOSTRACION: Se sigue de que s(fw) < hd(fw) < w(fw). O

xii} hrw(fw) = 2.
DEMOSTRACION: Es inmediato del teorema 3.27 y el inciso (xi). O

xiii) |Bw| = 2.
DEMOSTRACION: Se sigue del colorario 1.23, teorema. 3.2. ]

xiv) O(Bw) = 2% .
DEMOSTRACION: Se sigue del corolario 1.23. O

xv) Todo subconjunto infinito cerrado 4 C fw satisface |A| = 2%,
DEMOSTRACION: Sea A un subconjunto infinito cerrado de Gw. Como Bw es regular
y A es infinito existe una familia de abiertos {V4, : n € w} talque iV, )Ncl(V,,) = @
paratodo n #my ANV, # 0 para cada n € w.
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Para cada n € w elijamos un @, € ANV, y consideremos el conjunto Ag =
{an 1 a, € ANV,} el cual cs un conjunto discreto,por lo cual Ag es homeomorfo
a w. Con lo cual obtenemos que SAg es homeomorfo a fw. Sean Y un espacio
compacto, f : Ay — Y una funcién continua, y yg € ¥ . Definamos g : w ~» Y
como g{z) = flap) siz € VaNw y g(x) =yo si £ € w—UV,,. Como g es una
funcién continua ésta ticne una extensién continua G : fw — Y. Ademis como w
cs denso en Bw teremos que c(V,) = c/(V, Nw) de donde a, € ¢l(V,,). De donde
Glan) € G(c(Vy Nw)) C d(G(V, N w)) = cl(g(Va Nw)) = f(an). Por lo cual
G(a.) = f(ap)- Con lo cual obtenemos que Ag es C*- encajado en fw por lo cual
clp,Ag = BAy. Como |BAg| =22 y el Ap C A, entonces |A| =277, a

xvi) Existe un p € Suw tal que x(p, fw) = 2%,
DEMOSTRACION: Es suficiente observar que del (xv} se sigue que si p € fw — w,
p no puede tener una base local numerable. De donde aplicando el inciso (vii)

obtenemos el resultado descado. a
xvii) x(fBw) = 2¥.

DEMOSTRACGION: Del inciso (xvi) tenemos que 2¢ < x(fw) < w(fw). a
seviil) (Bw) = 2°.

DEMOSTRACION: Se sigue del teorema 3.1. a

5.4. El Cuadrado Lexicografico X,;. Consideremos el espacio X = Xz el
cuadrado lexicografico (Vease preliminares y el inciso 6 en 5.8 del capitulo 2).
i} Es claro que [Xg| =2%.
i) Sea Y C X con Y = {(z,%) : y = 3}. Démosle a Y la topoldgia inducida. Se
sigue que Y es un espacio discreto de donde (Y} = 2“. Por lo tanto hl{X ) = 2¢.
ili) En forma analoga al inciso (iv) obtenemos que d(Y) = 2 de donde se sigue que
hd(X ) = 2¢.
iv) Abora como hd(X ) < nw(X,) < | X | obteremos que nw(Xz) =2v.
v} Del inciso (iv} y teorema 3.7 tenemos que w(X ) = 2¢.
vi) Observemos que la familia € = {((z,y—%),(z,y+%)) O<z<lyl<y<l}
resulta ser una familia celular de X con [C| = 2% de donde ¢(X .} > 2. Por otro
lado como ¢(X ) < hd(X ) tenemos que c(Xp) = 2¥.
vii) De los incisos (iii) y (vii) tenemos que d(Xz) = 2.
vii) También podemos observar que x(X,) = w.
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CAPITULO 4

Funciones Cardinales en Compactos Diadicos, de
Eberlein, de Gul’ko y de Corson

En este capitulo definiremos lo que es un compacto Diddico, un compacto de Eber-
lein, un compacto de Gul’ko y un, compacto de Corson. Veremos que algunos de
los resultados obtenidos en el capitulo anterior son mejorados en cada una de estas
clases de espacios.

Los resultados presentados en esta seccidn los podemos encontrar en el articulo
de Arhangel’skii [8]. Iniciaremos este capitulo dando el Lema de Factorizacidn de
Arhangel’skii que nos serd de gran utilidad.

Antes de dar el Lema de Factorizacion de Arhangel’skii estableceremos la sigu-
iente notacién. Sea {Xa},ps una familia de espacios topolégicos, y X =IaeprXa
el producto topolégico de los X,. Si L C M es un subconjunto de indices, deno-
taremos como X, a la L—ésima cara de X = Il cpr X ¥ como py, a la proyeccién
natural de X en Xy, es decir pp(f) = f |z paracada f € X.

Para presentar el Lema de Factorizacidon de Arhangel’skii necesitaremos las
siguientes definiciones.

DEFINICION 4.1. Sean, X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién
continua. Una familalf de subconjuntos abiertos no vacios de X es una m—base de f
enz, si pare cada abierto W enY talque f(z) e W,z € d(U{U €U : f(U) C W}).

DEFINICION 4.2. Sean X,Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién
continua y * € X. El m—caracter de f en z, el cual denotaremos como wx(f,x) es

wx(f,x) = min{|U| : U es una ™ — base de f en z}.
DEFINICION 4.3. Sean, X,Y espacios topologicos y f 1+ X — Y une funcién
continua, el m—caracter de f en X el cual denotaremos como wx(f), es
mx(f) = sup {wx(f,z) : v € X}

DEFINICION 4.4, Seen X,Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcidn
continua ¥y £ € X. Una familia U de conguntos abiertos no vacios de X es una
base de f en z, sixz € N y para cada abierto W en Y tal que f(z) € W, existe un
abierto U € U tal que f(U) C W,

DEFINICION 4.5. Sean X,Y espacios topoldgicos, f - X — Y una funcion
continua y £ € X. El cardcter de f en z, el cual denotaremos como x(f,x), es

x(f,z) = min{|{| : U es base de f en z}.

DEFINICION 4.6. Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X = Y una funcidn
continua. El cardcter de f el cual denotaremos como x(f). es

x{f) = sup {x(f.z) : x € X}
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Con respecto a las definiciones anteriores presentamos a continuacién algunas
relaciones importantes.

TEOREMA 4.7. Sea f : X — Y una funcién continua. Entonces se satisfacen
las sigquientes afirmaciones.
i) x(f,z) < x(f(z),Y) para cadaz € X.
i) Sic(X) < k, B es una n—base de X, y nx(f, ) < K, entonces cxiste una familia
U C B, con |U| <k, tal que U es una T—base de f en x.

DEMOSTRACION: i) Es suficiente observar que si V es una base local de f(z)}en Y,
entonces la familia & = {f~'(V}: V € V} es una basc de f en z.
ii} Sea U una m—base de f en z con [U| < mx(f,z). Para cada U € U, fijemos
Uy, una subfamilia de B ajena maximal de tal manera que Uy C U. Observemos
que las familias Iy satisfacen que U C cl(Ulfy)(Ya que de lo contrario podemos
elegir un B € B de tal forma que B C U — cl(Uly;). De donde resulta que Uy estd
contenido en forma propia en Uy U {B}, lo cual contradice la maximalidad de Uy ).
Ahora como ¢(X) < «, sc sigue que |{y| < « para cada U € Y. Consideremos
ahora la familia W = Uyedy. Es claro que [W| < &, y que W cs una 7—base de
fen . Para ver csto, sea W un abierto en Y tal que f(z) € W, y sea G un abierto
en X tal que z € G. Como U es una m—base de f en z,

zedU{Uel: f(U)C W}).

Entonces, existe un V € U talque f(V) CW y GNV # 0. Como V C ol (Uldy)
¥y VNG #£B, Gn (Ul ) £ B. De donde concluimos que existe UV C Uy € W tal
que G NI #@. Observe ahora que como Uy C V, f(U) C W. Asi que

Gn{UeW: f(U)c W} #£8.
Por lo tanto
zedU{U eW: f(U)Cc W}).
|

Ahora daremos el Lema de Factorizacién de Arkhagel’skii, del cual omitiremos
su demostracién. (Ver [8]).

LEMA 4.8. ( De Factorizacion de Arkhangel’skif} (L.F.A) Sean Y un espacio
Ts, X = Hperps X, D C X un subconjunto denso, f: D — Y una funcidn continue
v w < k. Supongamos que pare todo L C M, tal que [L| < & se satisface que
hd(p; (D)) £ k. Entonces existen
g IL*CcM
#) E C pr- (D) cerrado en pr- (D)
i) F C D cerradoen D y
iv) una funcién continua ¢ : E — Y tales que
1) 17 < &
2) pr-(F)=E
8) f(x) = ¢(pL-(x)) para todo z € F
4) ZCF,donde Z={de D:nmx(f,d) <x}
En particular si Z es denso en D entonces F =D y f = ¢(pr- |p)
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1. Funciones Cardinales en Compactos Diddicos

Vercmos en esta seccién cémo en la clase de los compactos diddicos la amplitud,
el caracter, el peso, el = caracter y la estrechez coinciden. Ademds se demostrard
que todo compacto metrizable es diddico.

DEFINICION 4.9. Diremos que un espacio compacto X es un Espacio Compacto
Diddico si cxiste un cardinal p > w, tal que X es la imagen continua del Cubo de
Centor D*,

Recordemos que D* es el espacio topoldgico con la topologia producto, donde
Dt =Tl,e5D, con D, = {0,1} con la topologia discreta, para todo s € Sy |S| = p.
Del ejemplo 5.2 inciso (x) tenemos el siguiente resultado.

LEMA 4.10. Sea L C S tal que |L| = n < . Entonces
i) pL{D*) = D"
i) hd(pL(D")) =7
PROPOSICION 4.11. Sea X un espacio compacto diddico. Entonces
i) o(X) = w.
) e(X)=w

DEMOSTRACION: i} Como X es un espacio compacto diddico, existe una funcién
continua y sobreyectiva f : D7 — X, para algun 1 > w. Del ejemplo 5.2 tenemos
que ¢(D") = w. Aplicando la proposicién 2.47 inciso (i) obtenemos que ¢(X) = w.
ii) Del ejempo 5.2 tenemos que e( D7) = w, aplicando la proposicién 2.48 obtenemos
el resultado deseado. 0

TEOREMA 4.12. (Sinin)[18] Sea X un espacio compacto diddico con w(X) =
. Entonces eriste una funcidn continua del u—cubo de Cantor D* sobre X,

DEMOSTRACION: Como X es un espacio compacto diddico, existe un cardinal n > w
y una funcién continua y sobreyectiva f : D7 — X. Como [ es sobreyectiva, por el
teorema 2.47, tenemos que w{X) < w(D"); de donde > 4.

Ahora, por el lema anterior tenemos que para todo L C 7 tal que |L| = g,
hd(pr(D™)) = . Entonces por el lema 4.8 (L.F.A), existe una funcién continua
g:D"— DH talque f =g.pr-

Es claro que

X = f(D") = (g0pL)(D") = 9(pL(D")) = g(D*)
con lo cual obtenemos que g{ D#*) = X. O

Compdrense los siguientes resultados con aquellos dados en la seccién 2 del
capitulo anterior.

TEOREMA 4.13. (Esenin-Voipin) [16] Sea X un espacio compacto diddico. En-
tonces

w(X) = x(X)

DEMOSTRACION: i} x(X) < w(X). Se sigue de las definiciones 2.2 inciso (i) y 2.18
inciso (i).

i) w(X) € x(X). Como X es un espacio compacto diddico, existe una funcién
continua y sobreyectiva f : D" — X, para algiin 7 > g, ¥ supongamos que x(X) =



58 FUNCIONES CARDINALES EN COMPACTOS DIADICOS, DE EBERLEIN, DE GUL’KO Y DE CORSON

. Por el lema 4.8 L.F.A, existe un subconjunto L C  con |L| = «, y una funcién
continua g : D* — X tal que f = gopr. Ahora como X y D, son espacios
compactos y g es una funcién continua y sobreyectiva se sigue

w(X) £ w(D") < k= x(X)
Por lo tanto w(X) € x(X). De donde w(X) = x(X). ||

Ahora es claro que:

COROLARIO 4.14. Sea X un espacio compacto diddico con x(X) = w. En-
tonces
w(X) =w,
o sea que X es metrizable.

COROLARIO 4.15. Sea X un espacio compacto diddico. Entonces
W(X) = w(X).
DEMOSTRACION: Se sigue de los teorcmas 3.1 y 4.13 (Esenin -Volpin). O

TEOREMA 4.16. [8] Sea X un espacio compacto diddico. Sea
Xo={z € X :7x{z, X) <k}.
Si cl(Xg) = X entonces
w(X) < k.
DEMOSTRACION: Como X es un espacio compacto diddico, existe una funcién con-
tinua f : D" — X para algun 7 > w. Es claro que f es una funcién perfecta y por
el L.F.A. existen:
i) L € peon |L| €&,
ity E C D* cerrado,
iii) ¥ C D" cerrado y
iv) una funcién continua g : £ — X tales que:
a’) pL(F) = E:
b) para cada a € F, f(a) = g(pr(a)) ¥
c) Z={aeD":7x(f,a) <k} CF.
Como
{z.:z€ Xo} C{ae D" :7x(f,a) <K} CF
se satisface que 1
f{zz:ze Xo}) C f(F) C X.
Como f({zz: = € Xo}) = Z, y f(F) es compacto entonces f(F) = ¢l(Z); de donde
f(F) = X, lo cual implica que g(E) = X.
Por lo tanto
w(X) <w(E) < k.

Por lo que w(X) € . 0O

COROLARIO 4.17. Sea X un cspacio compacto diddico. Entonces
w(X) = mx(X) = t{X).
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DEMOSTRACION: i} mx(X) < £(X). Se sigue del tcorema 3.16.

i) w(X) < t(X). Sca mx(X) = . Entonces {x € X : mx(z, X} < k} = X,
de donde, por el tcorema 4.16, w(X) < «. Con lo cual obtenemos cl resultado
deseado. a

Del corolario anterior obtenemos el siguicnte resultado:

COROLARIO 4.18. Sea X un espacio compacto diddico cont(X) = w. Entonces

w(X) =w,
o sca que X es metrizable.

Del teorema 4.16 se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 4.19. (Efimou) Sea X un espacio compacto diddico. Si existe un
subconjunto Xo C X, tal que cl(Xo) = X, v x(z,X) = & para todo z € Xo.
Entonces

x(X) =w(X) ==&,
COROLARIO 4.20. Sea X un espacio compacto diddico. Entonces
s(X) = t(X).

DEMOSTRACION: Del teorema 3.18 tenemos que t(X) < s(X), y del corolario 4.17
tenemos que £{X) = w(X), de donde ¢(X) = s(X). 0

COROLARIO 4.21. Sea X un espacio compacto diddico con s(X) = w. En-
tonces

w(X) =w,
o sea que X es metrizable.

DEMOSTRAGCION: Se sigue de los corolarios 4.17 y 4.20. O

Ahora veremos la relacion entre el peso y la cardinalidad de un compacto
diddico. Comparese cste resultado con el teorema 3.5.

COROLARIC 4.22. Sea X un espacio compacto diddico con w(X) = 7, con
1 > w. Entonces

Ea
®y

L~
|IX|=2"
DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 4.13, 3.1, 3.2 y la 3.3. O 5:93

de un subespacio cerrado del Cubo de Cantor D".

[ 2]
| oo
TEOREMA 4.23. Todo espacio compacto Y, con w(Y) =5, es tmagen continue a g

DEMOSTRACION: Sea Y un espacio compacto con w(Y') = 5. Del teorema 2.56 (del

cubo de Alexandeoff) se sigue que Y es homeomorfo a un subespacio del cubo de

Alexandroff F". Por simplicidad supondremos que ¥ € F?. Como F7 y D7 son

los mismos como conjuntos, y todo clemento de la base candnica B de FM es un

abierto y cerrado en D", entonces la funcién identidad h : D" — F7 es continua
Veremos que las hipStesis del teorema 1.39 se satisfacen si tomamos

A= YY), X=d(A)CD"y f=hl|s A=Y

R T s
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Sean B, Bz, dos subconjuntos cerrados ajenos en Y. Entonces existen subcon-
juntos cerrados Ki, K2, en F7, tales que B; = Y N K;, para i = 1,2. Dado que
Bi\NBy =9, sesigueque Y C F1—{K;NK,), y como F?"—(K,NK?2), cs un conjunto
abierto, para todox € Y, cxiste un abicrto U, € B, talquez € U, C F"—(K1NKy).
Ahora como Y ¢s compacto, existe xy, ..., t, € Y tales que

Y CUg U...UUL, CF"—(K;NKy).
Sea U = Uz, U...UU,,. Resulta que U cs un abierto y cerrado en D7 tal que
ACUy X =cd(A)CUCD"-(KiNKy).
Como
d(f1(B)) =c{ANK;) C cl(A)NK; parai=1,2
se sigue que:
d(F~HB)) Nel(f1(B2)) C{A)N K1 N Ky C (D" = (K1 NKy))NK1NKy =8,

que es la hipotesis del tcorema 1.39. Por lo cual existe una extensién continua
F:X =Y, dcla funcién f. Como ¥ = f(A) C F(X), el espacic Y es imagen
continua del subespacio cerrado X de D7, O

TEOREMA 4.24. Sea C = D", el conjunto de Cantor. Entonces todo subcon-
junto cerrado A de C es un retracto de C.

DEMOSTRACION: Se sigue de la afirmacién signicnte. Sea X un espacio metrico,
compacto y totalmente disconexo y A un subconjunto cerrado de X. Entonces A
es un retracto de X (Ver [19]). O

Como una consecuencia inmediata de los dos ultimos teoremas tenemios que.

TEOREMA 4.25. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces X es un espa-
cio compacto diddico.

TEOREMA 4.26. Sea X un espacio compacto linealmente ordenado diddico.
FEntonces
w(X) = w,
o sea X es metrizable.
DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto linealmente ordenado diddico. Como

X es linealmente ordenado x(X) £ ¢(X) (Ver [27]). De donde, de la proposicion
4.11 y del teorema 4.13 tenemos el resultado deseado. 0

TEOREMA 4.27. Sea X un espacio compacto diddico, con I(Cp(X)) = w. En-
tonces

w(X) = w.
DEMOSTRACION: Como I(Cp(X)) = w del teorema 2.43 (de Asanov) tenemos que
t(X) = w y del corolario 4.17 obtenemos el resultado deseado. ]

Recordemos que w no es pseudocompacto y del ejemplo 5.3 incisos (v) y {vii)
del capitulo anterior junto con el corolario 4.17 de este capitulo tenemos que Bw no
es diddico.

Lo cual nos permite afirmar que si 83X es diddico entonces X es pseudocompacto.
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Observemos que tanto w como 2 no son pseudocompactes y si X es homeomorfo
a It entonee X no es pseudocompacto y X es homeomorfo a R lo cual nos permite
dar la siguiente afirmacién.

PRrROPOSICION 4.28. Sea X un espacio metrizable. Entonces §X es compacto
diddico si y sélo si fX es metrizable.

DEMOSTRACION: Si BX es compacto diddico, entonces X es pseudocompacto y
como X es metrizable entonces este cs compacto. De donde 83X = X, por lo cual
BX es metrizable.

Abhora si X es metrizabie, del teorema 4.25 tenemos que X es compacto
diadico. &

Aplicando el teorema 4.13 {Escnin-Volpin) y el ejemplo 5.4 nos permite afirmar
que X, no es compacto diddico.

En forma analoga si x4 > w aplicando el lema 4.11 inciso (i) podemeos concluir
que A(u) no es diddico.

2. Funciones Cardinales en Espacios Compactos de Eberlein

En las siguientes secciones analizaremos algunas funciones cardinales en sube-
spacios compactos de algunos subconjuntos densos importantes en espacios produc-
tos, espacios de funciones y I productos.

Empezaremos con los espacios compactos de Eberlein que tienen relevancia en
analisis funcional. Demostraremos que todo compacto de Eberlein homogeneo es
primero numerable, que la interseccién de los compactos de Eberlein y los compactos
diddicos son los compactos metrizables, y que la celularidad y el peso coinciden
cuando se trata de compactos de Eberlein.

DEFINICION 4.29. Sea Y un espacio compacto. Y es llamade un espacio com-
pacto de Eberiein si existe un espacio compacto X tal que Y es homeomorfo a un
subespacio de Cp(X).

TEOREMA 4.30. Sea X un espacie o—compacto. Entonces exisic un espacio
compacto Y tal que Cp(X) es homeomorfo a un subespacio de Cp(Y').

DEMOSTRACGION: Sea Y = C,(X), y sea Z la imagen de X bajo la funcién canénica
Px : X — CpCp(X). Entonces Z es homeomorfo a X. Sea h : Cy(Y) —
Cp(Y,(~1,1)) el homeomorfismo definido en la proposicién 2.38. Tenemos que
h{Z) es un subespacio o—compacto de C,(¥). Sea h(Z) = U{F; : i € w} con los
F; compactos. Entonces los ®; = {1/ : f € F;} también son compactes, para todo
i € w; ademés si g € ¥, entonces |g(Y)| < } para todo i € w. Sea go(y) = O para
todo y € Y, entonces ¢l subespacio & = U{®; : ¢ € w} U {go} también es compacto.
Es claro que la familia de funciones ¢ también generan la topologia de Y. De donde
la funcién canénica ¥y : Y — C,(®) es un homeomorfismo del espacio Y = Cp(X)
sobre un subespacio de Cp($). O

TEOREMA 4.31. Sea X un espacio compacto con w(X) =w. Entonces

X es un compacto de Eberlein,
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DEMOSTRACION: Del teorema 2.40 sc ticne que nw(X) = nw(Cp(X)), y del teo-
rema 3.7 sabemos que nw(X) = w(X) = w, de donde Cp(X) es separable. Sea
Y C C,(X) un subconjunto denso nunerable. Como Y separa los puntos de X y
éste es compacto, la funcién canénica ¢ : X — Co(Y) manda a X homeomorfa-
mente sobre 1(X). Ahora como Y es o —compacto, por ¢l teorema 4.30 existe un
compacto Z tal que Cp(Y'} es homeomorfo a un subespacio de Cp(Z). De donde
%(X) y por lo tanto X son espacios compactos de Eberlein, O

Del teorema anterior obtenemos ¢l siguiente resultado.

COROLARIO 4.32. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces

X es un compacto de Eberlein

PROPOSICION 4.33. Para todo cardinel 7, A(T) es un espacio compacto de
Eberlein. (A(T) es la compactacién a un punto del discreto D(7) de cardinalidad

7).

DEMOSTRACION: De la proposicion 2.45 tenemos el resultado deseado. ]

TEOREMA 4.34. Sea X un espacio compacto de Eberlein. Entonces X es un
espacio monolitico, Fréchet-Urysohn y existe un subconjunto dense Y en X con
x{z,X)=w para todoz €Y.

DEMOSTRACION: Sea X un compacto de Eberlein. Entonce X C Cp(F) para
algin compacto F. De donde t{X) < t{C,(F)), y del teorema 2.45 tenemos que
t(Cp(F)) £ I(F) < w. De las proposiciones 3.25 y 3.26 C,(F') es monolitico. Por
lo cual X es un compacto monolitico (ya que el ser monolitico es una propiedad
hereditaria) con ¢(X) = w. De donde el resultado se sigue de los teoremas 3.25 y
3.26 . O

DEFINICION 4.35. Un espacto fopeldgico X es homogenes si para cualesquiera
z,y € X existe un homeomorfismo h de X en si mismo tal que h(z) =y.

Como una consecuencia del teorema 4.34 tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 4.36. Sea X un compacto de Eberlein homogeneo. Entonces

X(X}=w
COROLARIO 4.37. Sea X un compacto de Eberlein homogeneo. Entonces
|X| <2
DEMOSTRACION: Se sigue del corolario 4.36 y los teoremas 3.1, 3.2. a

Del teorema 3.37 se obticne el siguiente resultado,

PRroPOSICION 4.38. Sea X un espacio compacto de Eberlein. Entonces X corn-
tiene un subespacio denso metrizable.

Veamos ahora uno de los resultados centrales de esta seccién.

TEOREMA 4.39. Sea X un espacio compacto de Eberlein. Entonces
(X)) = w(X)
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DEMOSTRACION: 1) ¢{X) < w(X). Sc sigue de los teoremas 2.5, incisos (i),(ii} y
3.7,

ii} w(X) < ¢(X). De la proposicion anterior X contiene un subespacio denso
metrizable ¥. Del ejemplo 2.3.2, como Y es metrizable, d(X) < d(Y) = ¢(Y) =
c(X), y del teorema 4.34 tencmos que X es monolitico por lo cual nw(X) < d(X).
De! teorema 3.7, w{X) = nw({X), por lo cual w(X) < ¢(X). De donde c(X) =
w(X). a

CoRroLARIO 4.40. Sea X un espacio compacto de Eberlein Diddico. Entonces
wX)=w

DEMOSTRACION: Del teorema 4.39 tenemos que ¢ X) = w(X) y de la proposicién
4.11, tenemos que €(X) = w de donde w(X) = wy porlo tanto X es metrizable.

TEOREMA 4.41. Sea X un espacio compacto. Entonces
e(X) = sup{w(F) : I C Cp(X), con F compacto}
DEMOSTRACION: Sea c¢(X) =7 y A =sup{w(F): F C Cpo(X) y F compacto}.

i) 7 < A. Se sigue de la proposicién 2.46 .

i) A < 7. Ahora sca F C Cp(X) con F compacto. La imagen de} compacto X
bajo la funcién canénica 9 : X — C,,(F) es un compacto $ que scpara los puntos
de F. Ademds como 1 es una funcidn continua se sigue que ¢(®) < ¢X) < 7.
Como F es homeomorfo a un subespacio de C,(X), y como F y @ son compactos
tenemos que

w(F) = m(F) < nw(G,(®)) = mao(®) = w(®);

y como & es un cumpacto de Eberlein, del teorema 4.39 tenemos que w(®) = ¢(®),
de donde w(F) < 7, y por lo tanto A < 7.

COROLARIO 4.42, Sean X un espacio compacto y Y un espacio topoldgico tal
que C,(X) es homeomorfo a Cy(Y). Entonces

oY) < e(X)
DEMOSTRACION: Por la proposicién 2.46 tenemos que ¢(Y) <sup{w(F) : F C
C,(Y) con F compacto}, y como X cs compacto, por el teorema 4.41
e(X) = sup{w(F) : F ¢ Cp(X) con F compacto}.
De donde obtenemos ¢l resultado descado. O

COROLARIO 4.43. Sean X, Y espacios compactos tales que Cp(X) es homeo-
morfo a Cp(Y). Entonces

o X)y=c(Y)
DEMOSTRACION: Se sigue del corolario 4.42. O
En ¢l capitulo anterior vinos que si X' es un espacio métrico compacto, entonces
X es un compacto Diddico, ¥ en este capitulo tenemos que si X es un métrico

compacto, cntonces X es un compacto de Eberlein, y si X es un compacto de
Eberlein Diddico, entonces X es metrizable lo cual nos da el siguiente resultado.
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TEOREMA 4.44. La intcrseccidn de la clase de los compactos Diddicos con la
clase de los compactos de Eberlein es la clase de los métricos compactos.

DEMOSTRACION: Se siguc de la obscrvacidn anterior. O

CoOROLARIO 4.45. Sea X un espacio compacto con c(X)} = w. Entonces todo
subespacio compacto I C Cp(X) es metrizable.

DEMOSTRACION: Del teorema 4.41 w(F) < ¢{X) = w, para todo subespacio com-
pacto F' C Cp(X). De donde w(F) = w. O

TEOREMA 4.46. Sea X un espacio compacto. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes,
i) X es un compacto de Eberlein.
i) Existe un compacto F C Cp(X) gue separa los puntos de X.
i41) Existe un subespacio Y C Co(X) o-compacto que separa los puntos de X.

DEMOSTRACION: (i) implica (ii). Como X es un compacto de Eberlein, X C Cp(Y)
para algin compacto Y. Sea 1 : ¥ — C,(X) la evaluacién canénica, y sea F =
$(Y).

Entonces F' es compacto y separa puntos de X.

(ii) implica (iii). Es inmediato.

(i1i} implica (i). Sea ¢ : X — C,(Y). Como % distingue puntos de X y Y es
ag-compacto, entonces X es homeomorfo a ¥{X). Ahora como Y es o-compacto,
por el teorema 4.30, existe un compacto F tal que Cp(Y) es homeomorfo a un
subespacio de Cp(F), de donde se sigue que 9(X) es un compacto de Eberlein y
por lo tanto X también lo es. |

Ahora daremos las siguientes definiciones que nos seran de gran utilidad.

DEFINICION 4.47. Sea X un espacio topoldgico. X es un espacio 3 de Lindelof
st existen un espacio metrizable Y, un espacio compacto K, un conjunio cerredo
FCY x K, yuna funcidn continua f : Y x K — X tal que f(F)=X.

DEFINICION 4.48. Sea X un espacio topoldgico. Denotaremos por £(X) a la
familia {Y : existe un compacto K y una funcién continua y sobreyectiva f : X x
K—-Y}.

DEFINICION 4.49. Una clase P dc espacios topoldgicos es llamada k—dirigida
st
i) S5t X, Y € P entonces XaY € P.

ii) 5i X € P entonces £(X) CP.

DEFINICION 4.50. Sea X un espacio topeldgico. X es del tipo K,5 en un
espacio ambiente Y si es la interseccidn de une familia numerable de espacios
o—compactos.

DEFINICION 4.51. Sea P una clase de espacios.

Prs = {X X =Nig, X; tal que X; =W, Y; conY; € 'P}

TEOREMA 4.52. [2| Sea X un espacio compacto y P una clase k—dirigida de

espacios. Siexiste Y C Cp(X), tal que Y € P y Y separa puntos de X, entonces
Cp(X) € Pgs.
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TEOREMA 4.53. Sea X un compacto de Eberlein. Entonces Cp(X) es un es-
pacio de tipo K,g.

DEMOSTRACION: Por el teorema 4.46 existe un compacto F' C Cp(X) que separa
los puntos de X. Como la clasc K dec los cspacios compactos es k—dirigida del
teorema anterior Cp(X) € K. O sca que C,(X) es un espacio Kqs. d

PROPOSICION 4.54. (2] Sea X un espacio K,s. Entonces X es un espacio ),
de Lindelif,

COROLARIO 4.55. Sea X un compacto de Eberlein. Entonces Cp(X) es un
espacio Y, de Lindelsf.

DEMOSTRACION: Se sigue del teorcma 4.53 y la proposicién 4.54. 0

Recordemos que en el ejemple 3.3 tenemos que ¢(fw) = w y w(fw) =2 lo
cual nos permite afirmar que fw no es un compacto de Eberlein ya que en caso
contrario, del teorema 4.39, tendriamos que o fw) = w(fw).

También del ejemplo 5.2 tenemos que ¢fD#) = p y w(D*) = u de donde si
¢ > w entonces ¥ no es un compacto de Eberlein por el teorema 4.39.

3. Funciones Cardinales en Compactos de Gul’ko

DEFINICION 4.56. Sea X un espacio compacto. X es un compacto de Gul’ko
si Cp(X) es un espacio 3, de Lindelof.

PROPOSICION 4.57. Sea X un compacte de Eberlein. Entonces X es un com-
pacto de Gul’ko.

DEMOSTRACION: Se sigue del corolario 4.55. |

La siguicnte definicion y el siguicnte resultado nos permitirdn dar un ejemplo
de un espacio compacto de Gul’ko que no es compacto de Eberlein.

DEFINICION 4.58. SeaT un conjunto no vacio. Una femilic A de subconjuntos
de T es llamada adecuade si se satisfacen las siguientes condiciones.
1) SiA€ Ay B C A entonces B € A.
i) Para todot € T, {t} € A.
ti1) St AC T, y todo subconjunto finito de A estd en A entonces A € A,

Si .A es una familia adecuada de T definimos
K=Ki={xa:Ac A} c{0,1}7

en donde y 4 es la funcién caracteristica en A. Es claro que K es un subconjunto
cerrado de {0, 1}%, de donde K cs compacto.

Sea A una familia adecuada de¢ T. Consideremos T* = T U {00}, y definamos
la siguiente topologia en T* de la siguiente forma: Todo elemento de T es aislado;
una subbase para oo es la familia {{=c} U (T — A): A € A}.

PROPOSICION 4.59. (Ver [2]) Sca A una familia adecuada de T. Entonces
i) K4 es un compacto de Eberlcin si y sélo si T es o-compacto.
i) Si T* es K analftico entonces Cp(K4) es un espacio Y de Lindelsf.
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El siguicnte ejemplo, (Ver [1}) nos permite afirmar que existe un compacto de
Gul’ko el cual no es un compacto de Eberlein. .

Sca y = w* el espacio de Bairc cl cual identificamos con J el conjunto de
numeros irracionales en el {0,1]; sca ¢ : }~ — J un homeomorfismo y {o, : ¢ < 2¥}
un buen orden de } . Denotemos por Py, : w“ — w™ la proyeccion natural; es decir
Pm(ﬂl, wey Tmy ) = (nl, . ﬂ.m).

Un conjunto finito {t; < ... < .} C 2% es d admisible si se satisfacen las
siguientes condiciones,

a) |®(0,,) — Plo,)| < dparal <i<j<n
b) Existc un k < w tal que Pi(o,,) = Pi(o,,) ¥ Pis1lon,) # Pisalo,,) para
1<i<j<n.

Seca A = {A C Y : todo subconjunto finito de {¢ < 2% : 0, € A} es @
admisible}. Es claro que A es upa fanilia admisible,

Consideremos el espacio

K =K4c{0,1}X

1) Afirmamos que el espacio K no ¢s un compacto de Eberlein. Para demostrar
esto es suficiente observar que el espacio Y7 = 3 U{co} no es ¢ compacto, de donde
por el inciso (1) de la propoesicién anterior K no es compacto de Eberlein.

2} Afirmamos que el espacio K es un compacto de Gul’ko. Para demostrar esto
consideremos el siguiente espacio

A = [0,1)x{0,1}

con la siguiente topologia: los puntos de [0, 1]x{1} son aislados; y una base para los
puntos de la forma (z,0) € [0, 1]x{0} c¢s de la forma

{Vx{0,1} = {(z, 1)} : V € B}
donde B cs una base de z en la topologia usual del [0, 1].
Sea
X=Ix{0,1} Cc A

el cual resulta ser un K, en A, de doude s un espacio K analitico.
Sea

F:X - dadapor F(t,0) =ocsit€J, F(t,1) =2 '(t)sit ]
la cual resulta ser una funcidén continua y sobreyectiva. De donde ¥~ es K analitico,

del inciso (ii) de la proposicién anterior tenemos que Cp(K) es un espacio Y, de
Lindel6f, por lo cual K es un compacto de Gul’ko.

PROPOSICION 4.60. (Ver [2]) Sea X un espacio Y, de Lindelof. Entonces X
es estable.

Veamos ahora el teorema fundamental de esta seccién.
TEOREMA 4.61. (Ver [10]) Sca X un compacto de Gul’ko. Entonces
d{X) = w(X).
DEMOSTRACION: Se sigue de los teoremas 2.40, 2.41, 3.7 y la proposicién 4.59. O

Recordemos que en el ejemplo 3.5.3 tenemos que d(fw) =w y w(fw) =2, lo
cual nos permite afirmar que fw no ¢s un compacto de Gul'’ko ya que en caso
contrario tendriamos que d(fw) = w(fHw). lo cual no es cierto.
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4. Funciones Cardinales en Compactos de Corson
Iniciaremos esta seccidn dando la siguiente definicidn.

DEFINICION 4.62. Sea X = llagniXo, SEX, y 2. C X, con) ={z € X:
o € M : z4 # 54| Sw}. En caso particular que Xo =R, 3 =5 RT.

DEFINICION 4.63. Un espacio compacto X es un compacto de Corson si X es
homeomorfo a un subespacio compacto de _R™, pare algun cardinal 7.

TEOREMA 4.64. Sea X un compacto de Gul’ko. Entonces X es un compacto
de Corson. (Ver [1])

El siguiente ejemplo, (Ver [1]) nos permite afirmar que existe un compacto de
Corson ¢l cual no ¢s un compacto de Gul’ko. para lo cual requerimos las siguientes
definiciones y el siguiente resultado.

Sea P el espacio de los nimeros irnracionales el cual identificamos con w®. Con
S denotaremos ¢l conjunto de las sucesiones finitas de nimeros naturales. Para
cada s € S denotaremos por }s| ¢l miunero de elementos de s al cual llamaremos
la longitud de s. Para s,t € S escribiremos s < t si s es igual a los primeros |s)
terminos de la la sucesién ¢t. Si o € Py n € w o |, denota la sucesion finita de
los primeros n terminos de ¢. Si s € 5. y n <w s, n dencta la sucesién finita de
longitud |s| + 1, cuyos primeros |s| términos cs s y dltimo término es =.

PROPOSICION 4.65. (Ver [1]) Sca X un espacio Y, de Lindelof. Entonces ex-
iste une femilic {A; : s € S} de subcomgjuntos de X tal que
i) Ag = X, Ugeow A~k para cada s € S,
i) pare cade x € X existe un o € Y tal que
a) S nk<wAa|k
b} si z € Ay, para k < w entonces la sucesion {zx} tiene un punto limite en X.

Construiremos un subconjunto compacto K de {0, 1}“’*+ ¢l cual cs un compacto
de Corson y no es un compacto de Gul’ke.

Por el teorema de Tarski podemos considerar una familia infinita {Ng : £ <w™}
de subconjuntos de w tal que la inierseccidon de cualesquiera dos es finita.

Definamos @ : w*x w* — w dada por $(£,{) = |Ne N N¢|. Diremos que un
subconjunto L C wt es & admisible si para todo £,{ € L, con £ < ¢

HnelL:¢<n<(} <P

Sea A= {L Cw' : L esun conjunto ¢ admisible}. Resulia que la familia 4 es
una familia adecuada de subconjuntos de w¥. Consideremos el conjunto K = K 4.

Observemos que si € K cutonces z = xp para L € A. De donde K es un
compacto de Corson.

gSupongamos que K es un compacto de Gul’ko. Por la proposicién anterior
existe una familia {K, : s € S} du subconjuntos de w tal que

Kp=w?, Upe  Ks~p =K, paracada s € S

y para cada § < w¥, existe un 0 £ I tal que £ € NkcwKy, . ¥ 8l §x € K|, para
k < w entonces el conjunto {£; : /i < w} no cs ¢ admisible.

Sea L = U{K, : K, no es un: conjunto estacionario de w*}. Entonces wt — L
contiene un subconjunto cerrado no acotado de w¥, de donde si G es un subconjunto
estacionario de w¥ entonces |G — L| = wt.
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Para cada s € S, tal que |s| =k y K, € L definamos
fo: Ky — w* dada por f,(€) = max{({, ... {{} <&

Del teorema de Fodor [22), existe wn L, C K, con L, estacionario, y £, < w™
tal que f,(¢) = ¢, para ¢ € L,. Elijamos § <w*,talque{ € Ly £ >sop{é,:s€ S,
K, CL}.

De las propiedades de la familia {K, : s € S} existe un ¢ € P tal que £ €
MkcwKoyy, ¥ si €k € Ky, entonces el {£ : k& < w} no es ¢ admisible. Elijamos
o > £ (G € L,, e inductivamente ¢ > (x_1, con {x € L, . Aseguramos que
{¢k : k < w} es & admisible. En rcalidad si & < n entonces ®({x, () = n, yaque en
la enumeracién de de ¢, = {{;" : k¥ < w} (4 aparece despues de la n esima posicién:
de donde |Ng, NN, | = ®((k,6n) 2n= |{{: k<! <n}| =n—k. Lo cual cs una
contradiccidn.

TEOREMA 4.66. Sea X =TIl cprXo conw(X,) =w para todoa € M, s € X,
y S CX,conS ={x€X:|o€M:z, #s.] <w}. Entonces ¥ es monolitico.

DEMOSTRACION: Sea Y. = {z € X : l[aeM: 2, # 8. <w}. Sea C C 3 con
|C| € 7. Para cada o € M caonsideremos la prayeccidn py 1 X — X, ¥ Pa(C) = Ca.
Definamos Mg = {a € M : Ca # {5a}} ¥ Fa = c(Ca); es claro que |M,| < 7,
y que w(F,) = w para cada a. Si o ¢ Mg sca F, = {sq} y consideremos F =
aenmF, entonces F' satisface las siguicntes afirmaciones:
i) CCF.
ii) F' es homeomorfo a Myepse Fa-
l]l) w(HnEMcFa) < lMC'l <7
v)d{(CycFcCy..
De los incisos (ii} ¥ (iii) se siguc que w(F) < 7, y del teorema 2.5 nw(F) < T
de donde nw(cl(C)) <. De donde, por el corolario 3.21 3~ es monolitico. O

COROLARIO 4.67. Sea X un compacto de Corson. Entonces
d(X)} = w(X)

DEMOSTRACION: Se sigue de los teorcmas 3.7 y 4.66. a

TEOREMA 4.68. (Ver [1]) Sca X un compacto de Gul ko con ¢(X) = w. En-
tonces

w(X)=w

DEMOSTRACION: Supongamos que w{X) > w. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que w(X) = wy. Por el primer teorema de esta seccién X es un compacto
de Corson, de donde entonces K C {0,1]*. Ademis sin perdida de generalidad,
podemos suponer que para cada { < wy exdsté 0, con 0 < § < 1 tal que
Ve = (¢ |x)71(6,1] # @ para £ < w;.

Sea Y C Cp(X) con Y ={f € C,(X) : ||If|| <1}. Como Cp{X) es un espacio
3 de Lindelof, Y también lo es. de donde por la proposicién anterior existe una
familia {A, : 8 € S} de subconjuntos de ¥, que satisface los incisos (i) v (i) de
dicha afirmacion.

Seali={me: £ <w}CY=A4p yB;={f <wj:m¢ € A;} paracadas e S.
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Para cada s, ¢ € S, con |s| = |t| definiremos zt, €&, VE, C? tales que se satisfagan
las siguientes condiciones
i) Para m < w

U,,<wV:,':,’,’, seadensoen la U{ViNVI: £ €CiNBy~m}
il) V¥ sea abierto en X,
VY cViparat<t,s~<s yxt € VisiVi#£0.
ili) Ct C B,, Cinsop(zt) =6,
Cz: C C: pa‘rat%t’a 5= 3"! Cg =u,
UCL=E, D Ct—Ufsop(al) : [E] = s’ < [t} + 1},

y si £ € C}, cntonces Ve NVE # 0.
iv) Si = € V} entonces g (z) > 6.
V) €:',"}r,n € C: n Bo,"‘m si C: n Bs,"m :/'1" 0.

Supongamos que para n < w v para cacla s, t € 5, con || = |t| < n, =}, £, V7,
C? estan bien definidas y satisfacen las propiedades deseadas. Sean s, t € S, con
[t] = |s| = n. .

Como ¢(X) = w existe {5 ~F, € CEN By~ para p < wy m < w tales que

Up<w(vgjv:fn n V:)

esdensoen U{V;NVE: £ € CiN By~ }-
Sea
Vi =Vin VE:',:E’n para m, p < w.
Si V;l':,’,’., # B, elegimos a:i":’,’n € V_.fl':,’,f, ( en otro caso clegimos :vi“:',’u eX
arbitraric).
Para p, m < w sea

Combe = {€ € CoN By mm — sop(at ~5n) : Vih 0 Ve # 0}
Notemos que si z € 1@‘{’:,’," entonces

Ttz (2) > 6 ya que VELE ¢ Verze -

Con lo cual concluimos la construccién que satisface las propiedades deseadas.

Elijamos € € w; — U{sop(zy~m) : t, s € Sy |s| = |t|}. Por las condiciones

de la proposicién anterior aplicada a la familia {4, : s € §}, existe ¢ € P tal que

Te € Nk<wAolr ¥ 81 fx € Ay, para k <w la sucesion {fi} tiene un punto limite en
Y. Por (iii} podemos elegir niimeros naturales £g, ..., fx...para k < w, tales que

€ C:D('(ii::tfg(k) para k < w.

Hagamos 7 = {to, ..., tk...} € 3, con lo cual tenemos que £ € ﬂk<wC:l:.
De (iii) tenemos que V:IL" # 0 para k < w de donde por (ii) z7]* € V' para

olx Glx
n < w. Como X es un compacto de Corson la sucesién (a:jl:) tiene una subsucesion
convergente (que sin perdida de generalidad la seguiremos denotando de la misma
forma} a un punto 2 € X,
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Por (v) = €l € A, para k < w. En forma andloga la sucesién (7 £f:,‘) tiene
“lk Tl
una subsucesién convergente (que por comodida denotaremos de Ja misma forma)

aun punto g € Y. De (jiv)
Terl (:::;lt) > @ para todo ! > k,
|t
de donde g( x:‘l:) > @ para k < w lo cual implica que g(z) > 6 > 0.
Ahora de (iii) y (v) tenemos que

7r£::= (-’L‘;ll:) = () para todo | < k.

lo cual implica que el (z) = 0 para todo ! < w, de donde g(z} = 0 lo cual es una
ot

contradiccién. a




Bibliografia

[1] Argyros 5. and 5. Negrepontis, On Weakly K-countably determined spaces of continues func-
tion,Proc. Amer. Math. Soc., 87:4 (1983), 731-736.
{2] A.V. Arkhangel'skii, Topological Spaces Functions, Kluwer Academic Publishers., 1989,
[3) A.V. Arkhangel'skil, Continuous mappings, factorization theorems, and function spaces,
Trans. Moscow Math. Soc (1985).
[4] A.V. Arkhangel'skil, Approzimation of the theory of dyadic bicompacta, Soviet. Math. Dokl.,
Vol 10 (1969) N 1, pp. 151-154.
[6] A.V. Arkhangel'skil, On some topological spaces that ocurr in functional anlysis., Russian.
Mtah. Surveys., 31:5 (1976), pp 14-30.
[6] A.V. Arkhangel'skii, On mappings of everywhere dense subsets of topological products, Soviet,
Math. Dokl.,, Vol 12 (1971} N 2, pp. 524-526.
[7] A.V. Arkbangel'skil, Structure and classfication of topological spaces and cerdinel inveriants,
Russian. Math. Surveys. 33:6 {1982) 1 pp 177-181.
[8) A.V. Arkhangel’skil,Factorizalion theovems and function spaces stability and menolithic-
ity,Soviet. Math, Dokl. 26(1982) 1 pp 177-181.
(9] A.V. Arkhapgel'skil, Function spaces in the topology of pointwise convergence, and compact
sets, Russia. Math. Surveys. 39:5(1984) pp 9-56.
{10] A.V. Arkhangel'skii, Cp-theory recent progress in general topology, M. Huser y J. Van Mill
editores (1992) Elsevier Science Publishers B.V pp 1-56.
{11] A.V. Arkhangel'skii and V. L. Ponomarev, On dyadic bicompacts Soviet. Math. [okl. Vol
9(1968) N 5 pp 1220-1224,
[12] A.V. Arkhangel'skii and V. V. Uspenski, On the cardinality of Lindeléf subspaces of function
spaces, Commentationes Mathematica. E. Universitatis Caroline. 27, 4{1986) pp 673-676.
{13] Bennett, H.R. A note on point-countability in linearly ordered spaces. Proc. A.M.Svol28n
2 (1971) pp 598-606.
{14] Bennett, H.R y Lutzer, D.J-Scparability, the countable chain condition and the Lindelsf
property in linearly orderable spaces, Proc. A.M.5 23 (1962) pp 664-667.
{15] B. Efimov and R. Engelking, Remarks on dyadic spaces II. Colloquium Mathematicum. Vel
13 (1965) Fasc 2 pp 181-197.
(16] R. Engelking, Functidn defined on cartesian products, Fundamenta Mathematicae {1936).
{17] R. Engelking, General Topology,Heldermann Verlag,Berlin (1989).
(18] R. Engelking and Pelczyniski Remarks on dyadic spaces Colloquium Mathematicum vel X1
fasc 1 (1963).
[19] A.Garcfa Méynez y A.Tamariz, Topologia General, Porraa México,
[20] S.P. Gul'ke, On propiertes of subset of E-produets, Soviet Math. Dokl, 18 {1977} pp 1438-
1442.
(21} 8.P. Gul'ko, On Structure of spaces of continuous, and their complete paracompaciness.
Russian. Math. Surveys 34:6 (1979) pp 36-44.
(22] K.Kunen. Set theory an introducction to independence procfs. North-Holland.
[23} Leonard Gillman Mayer Jerison, Rings of conlinuous function., Springer Verlag.
[24] R. Hodel, Curdinal function Handbook of set theoretic topology. Elservier Science Publishers
B. V. (1984) pp 1-61.
[25] Juhasz, 1,Cardinal Functions in Topology. Math Centre Tracts 34, Math. Centrum, Amster-
dam, 1971.
[26] Lyon, .LL-Linearly orderahle spaces. Tran: A.M.5 113 (1964} pp 189-218.

~1

iy



72 BIBLIOCRAF[A

[27) Mardedi ¢, Papi ¢ Continous images of ordered compacta the Suslin property and diadic
compacta Glasnik mat 17 (1962 3-25).

{28] Okunev, Lindelsf subspaces of Cp( X} manuscrito.

[29] Okunev, Monolithicity and Stability manuscrito.

[30} Okunev, Cp on Compact spaves manuscrito.

[31] A. Tamariz, F. Casarrubias, F. Hernandes, Notas sobre espacios de Funciones Continues.

[32] Willard,S., General Topology, Addison-Wesley Publishing Company, (1970).




Indice Analitico

m-base, 21

m-base de f en z, 56

7w-base local, 19

m-caracter de f, 55
w-caracter de f en x, 55
m-caracter de p en X, 19
w-caracter de un espacio, 27
m-peso de un espacio, 16, 21

Abijerto candnico, 32
Amplitud de un espacio, 15, 24, 32

Base de f en r, 55

Calibre de un espacio, 48
Caracter de f, 55
Caracter de f en z, 55
Caracter de un espacio, 21, 22, 35
Cardinal, 3
Regular, 3
Sucesor, 3
Cardinalidad de un espacio, 17, 21, 22, 59
Celularidad de un espacio, 15, 62, 68
Compactacién de Stone -Céch de w, fw, 5,
60
Conrdensacién, 5, 16
Corslario de Efimov, 59
Cubierta separante, 16
Cubo de Alexandroff, 33
Cubo de Cantor, 50, 56, 59

Densidad de un espacio, 15, 17, 18, 21, 31,
65, 68

Eacaje, 5
Erizo no metrizabie, 3§
. Espacio Topolégice, 9

Cp{X), 6, 61
Cp(X,Y), 6, 7,30
3" de Lindelaff, 64
Compacto, 9, 11, 13, 39
de Corson, 67
de Eberlein, 61
de Gul’ko, 65
Diadico, 56
Estable, 46
Estrechez de p em X, 19
Estrechez de un espacio, 21, 44
Extensién de un espacio, 15, 32

Familia, 5, 8, 15
Celular, 15
Independiente, 8
Separadora de puntos, 5
Separadora de puntos de cerrados, b
Filtro, 3
Ultrafiltro, 4
Funcién, 6, 15
7
Cardinal, 15
Evaluacién, 6
Canénica, 6
Monotona, 16

Grado de Lindeloff de un espacio, 16, 31
Grado diagonal de un espacio, 16, 18, 43

Homogeneo, 62
i-peso de un espacio, 16, 31, 42

Lema Sanin, 8
Lema de Sapirovskii, 24




74 4. INDICE ANALITICO

Lema De Factorizacién de Arkhangel’skii)
(L.F.A), 56

Linea de Sorgenfrey, 5

Linealmente ordenado, 37

Monolitico, 46, 62

Peso de un espacio, 15, 17, 33, 42, 62, 66, 68
Peso puntual separante de un espacio, 16, 43
Peso red de un espacio, 16, 21, 26, 42
Propiedad de la interseccibn finita, 10
Punto de acumulacién completo, 4

Recta euclidiana, 35
Red, 15

Seudobase, 19

Seudocaracter de pen X, 19
Seudocaracter de un espacio, 19, 21, 22, 40
Sucesién libre, 4, 44

Teorema Arkhangel’skii, 22, 39
Teorema de Cech-Pospisil, 40
Teorema de Arkhangel’skii-Pytkeev, 31
Teorema de Asanov, 31, 60
Teorema de Efimov, 27
Teorema de Esenin-Volpin, 87
Teorema De Groot, 18
Teorema de Pospiiil, 17
Teorema de Sénin, 57
Teorema Tarski, 7

Teorema Tychonof, 13




	Portada 
	Contenido
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares 
	Capítulo 2. Funciones Cardinales Topológicas
	Capítulo 3. Funciones Cardinales en Espacios Compactos
	Capítulo 4. Funciones Cardinales en Compactos Diádicos, de Eberlein. de

Gul'ko y de Corson


	Bibliografía
	Índice Analítico



