0306 |

UNIVERSIDAD ~ NACIONAL ~ AUTUNOMA
DE"“MEXICO .

P4 ) -
i3 T F

UNIDAD ACADEMICA DE LOS CICLOS PROFESIONAL Y DE
POSGRADO DEL COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES

PROCESOS DE LEVY EN R

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN ESTADISTICA E
INVESTIGACION DE  OPERACIONES
P R E § E N T A

E L A CTUARTIDO
ALBERTO MOLINA ESCOBAR

2. 1156

MEXICO, D. F. MARZO 2000



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Procesos de Lévy en R

W

Alberto Molina Escobar




Agradezco al Instituto de Matematicas la beca de lugar que me otorgd pa-
ra realizar !a tesis, al IIMAS el apoyo y las facilidades que me otorgaron du-
rante los estudios de maestria, y a CONACyT su apoyo econdmico durante
los 2 aiios de maestria.

A Maria Emilia, por su apoye durante toda mi carrera y que sin duda es
et pilar mas importante en ella.

A Jean Bertoin, por los magnificos cursos de procesos de Lévy que im-
pattio ¥ que hicieron que este trabajo llegara a su fin.

A Rail, Begofia, Ana y Angel por su minuciosa revisién de la tesis ¥ sus
valiosos comentarios.

A mis amigos de siempre, Yorch, Jorgito, Cucodrilo y Catlangas por
acompanarme durante los aios que me llevd llegar hasta aqui.

A todos aquellos que de una manera directa o indirecta han contribuido
a alcanzar esta meta.

GRACIAS




A Rosalia, mi amiga mds cercana, mi anor.
Sin ti esta tesis no habria sido esta tesis.

A mis hermanos, Alejandra, Edgar, Alda. Victor, Jestis, Martha y Elena,
(uienes con su cariiio y forma de ser se ha colmado de alegria mi vida,

Y finalmente, pero e todo corazén, a mis padres porque me dieron y me
siguen dande vida, educacion y cariiio.

Ubwets Wotiv



CONTENIDO

Abreviaciones ¥ Simbolos ix
Introduccidn xi
Procesos de Lévy 1
1.1 Notacidn . . . . . . .. 0 e e 1
§1.2 Definiciones y primeras propiedades . . . . . ... ... ... 2
§1.3 Ejemplos . . . ... . 8
§1.3.1 ProcesoPoisson, . . . ... .. .., ... .. ... B
§1.3.2 Movimiento Browniane .. ... ... ... .. ... .. 17
§1.3.3 Proceso Poissoh compuesto . . . ... ... ...... 20
§1.3.4 Procesosestables . . . . .. . ... L L. 22
§1.4 Construccién deun Procesode Lévy . . . . . ... ... ... 24
Procesos de Lévy como Procesos de Markov 29
§2.1 Propiedad de Markov y funciones de transicién . . . .. ... 29
§2.2 Operador resclvente . . . . .. .. . ... ... ... ... . 42
Subordinadores 47
§3.1 Definiciones . . . ... .. ... . .. ... 47
832 Ejemplos . .. ... . .. 49
§3.21 Proceso Poisson. . . . ... ............... 50
§3.2.2 Proceso H¥ para un movimiento Browniano . . . . . . 50
§3.2.3 Proceso Gamma . .. . .. ... ... .. 52
§3.2.1 Procesosestables . .. ... .. ... . ........ 52
§3.3 Medida derenovacién . . ... .. ... L. L., 53
§3.4 Tasasdecrecimiento . .. ... .. ... ... ......... 58
Generalizacion del Teoreimna del Limite Central 67
§4.1 Distribuciones Estables. . . . . .. ... ..., . ....... i
§4.2 Propiedades de las distribuciones estables . . . . ..., ... Tl

§4.3 Teorema del Limite Central . . . . . ... .. ... ... ... T



ABREVIACIONES Y SIMBOLOS

cadlag

C.5
DA(a)
(id.)
{p.p-d.)
(p-p-p-)
(p.p.o-d.)
VR(8)

2= 180

Py + Py
d

P:()
Px()
Salr.8,7)
Ng, 0%
ol

ColE)

Le

(Qr :F! (fi)t;m [P)

D{0, o)
E()
Ex()
&()
w()

funciones continuas por la derecha con limite por
la izquierda

casi seguramente

dominic de atraccidn

infinitamente divisible

proceso puntual discreto

proceso Poisson puntual

proceso puntual g-discreto

funciones de variacion regular con indice 4
f=gsiexistency é>0talesquecf € g < éf
f—gsilim{f/fg}=1

X 2 Y siexiste ¢ > 0 tal que X =c¥

coeficiente gaussiano

convergencia en distribucién

convolucién de IPy v [Py

derivada o drift

distribucién de un proceso de Lévy que inicia en z
distribucién de X

distribucion estable de idice o

distribucién normal con media u y varianza o?

equivalencia en distribucién

espacio de funciones continuas en E que se anulan
en infinito

espacio de funciones p integrable

espacio de probabilidad filtrado

espacio de trayectorias cadlag

esperanza con respecto a [P

esperanza con respecto a P,

exponente caracteristico

exponente de Laplace para subordinadores



Simbolos y Abreviaciones

(Ft)eza
o
Px (')

U
Py, Py
L1a()
8z(-)
()

wit}

filtracién candnica completada con respecto a IP
final de demostracion

funcién caracteristica de X

funcion de

funcién de renovacién

funcién de transicién

funcién indicadora de A

funcién masa de z

integral cola

inversa de un subordinador

medida cola de Lévy

medida de Lévy

medida de probabilidad

medida potencial

medida de renovacién

norma euclidiana

norma del supremo

nicleo del resolvente

nameros complejos, nimeros naturales
nimeros reales, niimeros reales no negativos
operador resclvente

operador de translacién

pardmetro de positividad de un proceso estable
parte imaginaria de un ndmero complejo
punto cementerio

a-algebra cola

o-dlgebra de borel

o-dlgebra generada por la unién infinita de F
completada con respecto a IP

tercia generadora,

transformada de Fourier

transformacla de Laplace

trayectoria del proceso



INTRODUCCION

En este trabajose estudian los procesos de Lévy que constituyen una rama de
la teoria moderna de probabilidad que ha tomaclo auge en aiios recientes. Los
procesos de Lévy son procesos estocdsticos con incrementos independientes v
estacionarios los cuales incluyen al movimiento Browniano, al proceso Poisson
¥ a los procesos estables, entre otros. La importancia de estudiar los procesos
de Lévy es que en los dltimos afos se han tenido numerosas aplicaciones en
dreas como matematicas financieras, fisica, teorfa de colas, estimacion de
riesgo, etc.

Dado ¢ue se cuenta con poco inaterial bibliografico sobre este tema, el
objetivo de este trabajo es presentar de wmanera accesible la teoria de los pro-
cesos de Lévy para gente con conocimientos bisicos de procesos estocisticos
y deseen iniciar un estudio en alguna de sus aplicaciones o desarrollar su
teoria.

Ademds de presentar los conceptos bisicos de procesos de Lévy se gene-
raliza el Teorema del Limite Central para el caso mds sencillo de procesos de
Lévy que son las caminatas aleatorias. Estos resultados son nuevos y gene-
ralizan los expuestos en el articulo de José Villaseror [21].

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el capitule uno se re-
cuerdan los conceptos de distribuciones infinitamente divisibles asi como la
férmula de Lévy-Khintchine para la construccién de los procesos de Lévy,
dando en el camino algunos ejemplos de este tipo de procesos para enten-
der mejor la construccién. En el capitulo dos se dd una mejor descripcion
de los procesos de Lévy al asociar estos con los procesos de Markov. Esta
relacidn se aprovecha para desarrollar un caso particular de procesos de Lévy
Uamados Subordinadores, que no son mis que procesos de Lévy no decre-
ciente, los cuales se presentan en el capitulo tres. Al final de ese capitulo
se hace un estudio del comportamiento asintético de las trayectorias de los
Subordinadores, el cual lleva al desarrollo del tltimo capitulo en donde se
generaliza el Teorema del Limite Central dando previamente los conceptos
de Distribuciones Cstables y Dominio de Atraccién.



CaAPiTULO 1

Procesos de Lévy

El objetivo de este capitulo es presentar un panorama detallado de los pro-
cesos de Lévy en R recordandoe el concepto de distribuciones infinitamente
divisibles, asi como la fdrmula de Lévy-Khintchine que caracteriza a este tipo
de distribuciones. El resultado mds importante del capitulo se presenta en la
(ltima seccion en donde se da una construecién cxplicita de los procesos de
Lévy. dando previamente algunos ejemplos, que ayudardn a entender mejor

dicha construccion.

§1.1 Notacidén

Se denota por (§2, F, [P} a un espacio de probabilidad y a {Xt}ipo un proceso
estocdstico real definido en éste.

Se considera a A como el punto cementerio y a D0, 00) como el espacio
de todas las trayectorias cadlug (continuas por la derecha con limite por
fa izquierda}. Se clefine la filtracion candnica asociada al proceso (Xy)ip0 ¥
completada con respecto a [P comno Fy, = (N, : s € t) para toda t 2 0. La
notacién Fo, se entiende como la complecién de o (UrzoF;).

De aquf en adelante A = oo y se considera a @ = D{0, o0} vy serd un
espacio de probabilidad filtrado (2, F, (Fi)eyp, [P).

Se escribe X Z ¥ si las variables aleatorias X y ¥ tienen la misma
distribucidn. La distribucién de X se denota por Py v como Py + [Py a
fa convolucion de Py y Py, 14 es la funcidn indicadora del conjunto A y
d,{y) es la funcién masa de r. es decir, vale Lsiy =2 y 0si y # x. o,.())
denota a la funcién caracteristica de Y.
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§1.2 Definiciones y primeras propiedades

Definicién 1.1. Sea X = (.X:):»0 un proceso estocdstico real definido en
(9, F, (Fidryo. P). Se dice que (X,);30 es un proceso de Lévy si cumple:

i) Paracualquier n 2 1y 0 S tp < £ < --- < [, las variables aleatorias
¥i=X;, - X,_, (j=12,....n}son independientes,

i) Xo=0c¢s.

iii) Para toda 0 < ¢, s la distribucién de X4, — X depende de & pero no
de t, es decir, Xrys — Xt 2= X,.

A estos procesos también se les Hama procesos con incrementos inde-
pendientes y estacionarios. Se puede pensar a los procesos de Lévy como
caminatas aleatorias continuas en el tiempo.

Los procesos de Lévy tienen relacién con las distribuciones infinitamente
divisibles. Se recuerda lo que significa que la distribucién de una variable
aleatoria sea infinitamente clivisible y algunas caracteristicas de éstas.

Definicion 1.2. Una variable aleatoria Y, con distribucién Py v funcién
caracteristica ., se dice que es infinitamente divisible (i.d.} si para todo
it € N existe una sucesién (n3);_, de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas tal que Y tiene la misma distribucién que la
suma de éstas (¥ z M+ -+ 1s) o de manera equivalente si . = {25,)" 0
Py =P, +--«IP,,.

Lema 1.1. §iY es (id.) entonces ¢.{A) # 0 para tode X y existe una dnica
Juncidn continua U(A) : R ~ C tal que o, (A) = exp{—V{A)}} con ¥(0) = 0.

A la funcion ¥ se le llaina el exponente caracteristico ya que si dos varia-
bles aleatorias tienen el mismo exponente, tienen la misma distribucién.

La forma general para funciones caracteristicas que son {i.d.) queda de-
terminada por el teorena de representacidn de Lévy-Ishintchine,

Teorema 1.1 {Lévy-Khintchine). Una funcién ¥ : B — C ¢s ¢l exponente
caracieristico de una distribucidon (i.d.) si y sélo si existen d e R. g ¢ RT ¢



§1.2 Definicioues y priweras propiedades

unta medidu 1 en R — {0} con f(1 A 22)[{dx) < oc tales que

242 R
(1.1) w(x}=£da+lzi+f (1= ™ 4 idalgacyy) T(de).

£-{0}
A la constante d se le Hama deviva o “drift™; a la medida T, medida de Lévy

¥ @ ¢ el coeficiente gaussiano.

La distribucién de los procesos de Lévy v las distribuciones (i.d.) tienen

la siguiente refacidn,

Teorema 1.2. 5i (X)ip0 €5 un proceso de Lévy. enionces lu distribucidn de
Xy es infinitamente divisible para toda t y si Fx (A)y=exp{—-¥(A)} entonces
2y, (A) = exp{~-1¥(A)}.
DEMOSTRACION. Xy es (#.4.) va que dado t > 0
Ne=Xg 4 (X - Xg) 4o (X Nipo )
(1.2) n >
=2V con (¥5=(Xu - Xpmu) Exy) j=12m,
J=1 " n n
es decir, X, es la suma de n variables independicntes e idénticamente distri-
Itidas.
En particular, para t =1 y por el lema 1.1

ex (M= (ef-‘x-) =exp{-¥(}}} (A€R).

De (1.2} se tiene

ox,(A) = E (exp {M 5 (.\'ﬁ - .X'L;_.) })

| fl
—— -
B -

— H
.S /"r;"‘\

4

T -
Der —t—

i >

= in

e o
g e—



Procesos de Lévy

esto ¢s, px (A) = [E (eux#) =exp {-1¥(A}}.

Siguiendo el mismo razonamiento pero ahora para !l = = con m,n € N

Xn=3 (X, - X.m1),

i=1 n n

EXE]

entonces

B (%) = I B (o {inx,})
{exp {—%‘I’(M })m
exp {~2¥(N)}.

Para t 2 0 existe una sucesidn (¢a)np1 de racionales tales que ¢, | t. Por
ser X un proceso continuo por la derecha, la funcién exponencial continua y
| €% | 1 se tiene, por un lado, que

i, 1 () = B (fiy )
_E (ei.\ Jim ,\'.,,,)
=F ( e.’.\_\'.)
y por otro
Jim, B () = exp{ - fin su¥ 0}
= exp {—t¥({N)},
entonces v (A} = [E (e} = exp {—t¥(A)} para toda t > 0. X

E1 reciproco del teorema anterior, que cualquier distribucion (i.d.} puede
verse como la distribucion de Xy, donde (X}),yq ©s algiin proceso de Lévy.
P
se sigue del siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sid € R, ¢ 2 0, 11 una medida definida en R — {0} tal que
f(l A 2?) TI{dx) < 00 y pura toda A € R,

252 i
(13)  W(A) = idA+ f’-é-— * e (1 ey i/\:vll{i_r|<l}) n{dz),

entonces existe un cspacio de probabilidad (2, F,P) y un proceso X bajo

éste, tal que X es un procese de Léey con exponente caracteristico W.



$1.2 Definiciones y primeras propicdades

o

La representacién de ¥ dada por la teecia (d, ¢,I1) es dnica, por eso a
(¢, 4,18} se le llama la fercia generadora.

Los primteros dos sumandos cle (1.3} representan la parte continua o Brow-
niana del proceso y el Gltimo la parte de los saltos. Al final de este capitulo se
hace la demostracion de este teorema en donde se da una idea mas detallada

de cada componente.

Definicién 1.3. Dada w € @, la tragectoria del proceso (Xi)izo os la aplica-
cién { ~ Xy(w) que se suele denotar como w(t) = X {w).

Definicién 1.4. Un proceso (X(w))rp0 tiene cariacidn acotada {trayectorias
de variacién acotada) si las trayectorias w(t) son de variacién acotada para

casi toda w.

Observacion 1.1. Un proceso de Lévy (Xi)ipo tiene variacidn acotada si
vsolosig=0y fn—{o)(l Aef){dx) < oo, ¥ en este caso el exponente
caracteristico tiene la siguiente expresidn

{1.4) T(A) = —MA+[

)

(1 - e"-‘f) n{dx).

Este hecho se aclara en la seccion §1.4.

Como se sabe. la funcidn caracteristica determina de manera (nica a la
distribucion, de aqui que si se conoce a W{A) se conoce la distribucidn de X;
para toda t. En el caso de los procesos de Lévy, si se conocen las distribu-
ciones unicdimensionales, por independencia y estacionalidad, se conocen las
distribuciones finito dimensionales y por lo tanto la distribucién del proceso.
Por eso la importancia de estudiar al exponente caracteristico.

Se analizan ahora algunas propiedades asintéticas del exponente carac-
teristico.

Teorema 1.4. Con la misma nofacién del teorema (1.3} se liene

- 2
ij lhm 19-! =%,

[RYET-S

it) Si.X tiene variacién acotada, entonces lim ﬂ\\l = —id.
BY TN
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DEMOSTRACION.

(i} Basta con demostrar que
lim A~? (1 — ey if\:cll“,.kl}) =0

RIS TS

,\"2}/ |1 - €+ ixatyen)| N(da) < oo,
r-{0)
ya que por el teorema de convergencia dominada

i A7 B-{0) (1= €™ idat ey ) Mz} =0,

con lo que se llega al resultado.

Para demostrar que la integral es acotada, se demuestra que para A

suficientemente grande
A1 - 4 :'/\n:l{irl(,}l <k(1nazY),

donde k es una constante, va que f(u}‘ (1A2?) [I{de) < oc.

Se toma |A| > 1 ¥ se hacen clos casos, {2] < 1y f2| 2 1. Usando las

desigualdades
[1-cos(a)] € 2{1Alal®) y Ja—-sen{a)] <2{[a|Ala]),
{ver [L.1]} =, se tiene que si fz| < 1,

ATP =™ 4 iz | € AT?(|1 - cos(Az)] + | Az — sen(Az)])
< 201 A 2%) + A7 Ax — sen(Az)).

Como
|Az — sen{Az)| € 2 (|Az] A [Az]?) € 2A%(1 A 2F)
entonces

AT - ™M idz € 4(1 A Y.

*La notacion [X.n] se refiere al n-ésimo enunciado del apéndice X.
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Con respecto al limite

lim A2 (1= e 4 ixa) < fim A2+ =0
A=t

M —no
Para el caso [2] 2 1.
A2 1= €™ | € A7) = cos(Ax)]| + [sen{Az)|)
A2 (1A (Ar)?) +2)
g 2(1Aa% 42018 Y)
= 4{1A2?)

lim A~? (1 - e‘"’) € lim 2272 =0.
A==

|A]= e

(ii} Por la ohservacién 1.1 un proceso de Lévy tiene variacidn acotada si
fl?.'—{o} (1 Az} M{dz) < 20y ¢ =0, de donde

Y(A) = —irb\+]

- (1 - e‘"’) M (dx)

entonces
. -1 = i A_l 3 [ _ pldr -
Jim AT = i ( A+ o (1 e )ﬂ(dz))

= —id H -1 AT »
id+ lim A /1‘--{0}(1 ¢ )n((l,l.].

Ahora, siguiendo con la misma técnica de (i) y usando [1.1]

lm A~ (1 - e"‘\”) £ lim 2Aa7'=0

[RVESEN) {A oo
¥
I [ 1= | < AN (| 1= cos(Az) | + | sen(Az) |)
S IAT 200A ) + AT 2(1 A | Az])
€ I A el),

se obticne el resultado. X
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§1.3 Ejemplos

En esta seccién se dan algunos ejemplos de procesos de Lévy como son el
proceso Poisson, el proceso Poisson compuesto y el movimiento Browniano

asi como los procesos estables,

§1.3.1 Proceso Poisson

De los procesos més importantes de Lévy estd el proceso Poisson; se da su
definict6n, existencia ¥ algunas martingalas asociadas al proceso.

Definicién 1.5. Sea {Q,F, (Fi}i30,P) un espacio de probabilidad filtrado.
Un proceso Poisson (l\’f)‘?u con intensidad a > 0 es un procesc que cumple:

i) Para0 <t < -+ <ty losincrementos Ny, Noy =Ny o0 Ny — Ny
son independientes,

iii) Paratoda 0 gs<tyheN

_ (aft = st emetr=)
- k!

PN -N,=4)

Nétese que bajo estas coudiciones se tiene que un proceso Poisson es un

proceso con incrementos independientes y estacionarios.

Construccién. Sean X, ..., X, variables aleatorias independlientes con dis-
tribucién exponencial con pardmetro a, es decir, P(X; > ;) = exp{—ax;}
conx; 20,i=1,...,mn

Se puede ver a (.Y ),y como una sucesién de tiempos de llegada, esto es,
X1 es el tiempo en que ocurre el primer evento y X, s el tiempo de llegada
entre el {n — 1)-ésimo y n-ésimo evento, Vistas asi, la variable aleatoria
8w = 2.0y Xi representa el tiempo de ocurrencia del n-ésimo evento, Se
cdefine Sy = 0.



§1.3 Ejewnplos

Como [E(e¥) = 2 paratodak=1,...,n

M

E(e) = E (e.\'p {r‘t :é X;..})
= E (kf;‘[l exp {ir.\'k})

i

(s24)"

la cual representa a la funcién caracterfstica de una variable aleatoria con

distribucién Gamma(n, a), esto es,

I
Ps_(z) = P(S, € 2) =fo !-'(Jn—"l—”—!loe"a"du para toda z 2 0.
St se define
Ni=max{ne N: S, <},

Ny representa ¢l ndnlero de eventos que ocurren en el intervale de tiempo
[0, 4]

Figura 1: Proceso Poisson

al Ay=3
21 Ne=2
Ne=i
1l !
Ny= . |
Se=0 S1=X| SH=X1+X2 S3=N1+X4+Xs ¢

Como consecuencia de esta definicién se tiene que Ny = 0si t < 8§y, en

pacticular Ng = 0. Ademds

(1.5) {20} = {S. <1},
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de donde
(16) {N.-n}—{.S,. t<5n+1}

entonces

P(Ne=n) =P (5. <! < Spp)
=P (Sn -<. t:-'\-n-{—l >t- Sn)

=[ P{Xn41 >t —2)Pg, (dr)
{rgt)

= /;rg:} e [ (“ 1 'e_ar] dx

_ (at)Pe=ot

nl

1

es decir, Ny tiene una distribucidén Poisson con pardmetro at.
Se afirma que el proceso {NV,),5, es un proceso Poisson con intensidad a.
-
Ya se demostro (i), se verd que se cumplen (i) ¥ (iii).

Sea t fija ¥ considérense los eventos que pasan después de {. El primer
tiempo de llegada después de t es Syq1 =t ya que Sy, €t < Syqq; o
tiempo de llegada entre el primero y e segundo después de ¢ es Xy, 42, etc.
Entonces, los tiempos de llegada después de ¢ son

- -{6) e . - .
(17) X7 =Swa -6 X = Xvaae o X0 = Xygns
Alora, si s > 0y m € N por (1.5)
{N!+3 - Nrt 2 m} = {Nt+, 2 A’rg + m}
= {SN;-i-m S t 4 3}

= (SN + Xnga+ o+ Xnam S 1+ 8)
= {5+ x4 x0 <)

entonces

(1.8) Ny, - Ny = ma\{me N:X1m+'--+.¥,(,:)s.¢}
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{Niyo = Ny =m} = {X{‘l +- X,(,.:’ £8< .-\'{” +-04 \,(,:l_l} .

La idea ahora es demostrar que las variables aleatorias (1.7) son indepen-
dientes v exponenciales condicionadas al evento {N; = n}.
Sean y 2 0 v [Pg, la distribucién de 8,, como Xp4q tiene distribucién

exponencial

P (N* =m -'\-{” > y) =[P (5, €t < Sty Snpr — 2> y)
= [p(srl S fn Sn+l >t+y)
=P (Sn S t| -Yn+1 >t+ y- Sn}

134 (.Y“.H >t+y- .27) ]PS,. ((L!‘)
{1}

f el (da)
{r<t)

It

= e—oy] I g (-k.n+1 >t—1x) [PS"(([.I')
{rgt}
=P (N, =n)e™¥.
Ahora, como las variables X, son independientes
P (!\rf =n, ,\'f” 2 T .Y}” > Uj)

=P (S, €t < Saar-Sutt =~ 2>y, N2 > 2., Xogj > 1))
=P (Sn S f, Sn+1 -t> yl)‘-’-uw - 'c—nyJ

= [P (N =n)e™oW 70070l
5i se toma H = (1,00} X -+ x (yj,00) entonces
(19} P (N =, (X[, X1 € ) = PN = )P (X1, X)) € H)

v por el teorema de extensién se sigue para H € B(R/).

El evento {,, = m;}i_, se puede escribir en términos de {{X),.... X;)e H).

con j=my+ 1y H el conjunto de &+ € R? para los cuales 1) + -+ + &y, €

<o+t rmg, 1€ig 0
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Asf, por (1.8) {(_.\'{”, . .,_x'j.”) € H} = (Npgs, - Nr=mi 1S i U}y
por la observacién anterior y (1.9)

PN =nNyy,, - Ny=m.1€igu)=P(N,=n)-
PN, =m,igigu).

De aqui por induccidn sobre b, si 0 =tg <ty < --- <1y
. k
P (Nt,' i f\r3'_l = n,‘,l g t S A} = n P (Ar!,_f.-_' = ﬂ,‘) N
=1

s L A Y [ar)"e“" X
que demuestra (i} y como IP (N, = £} = “=p— se cumple (iii}.

Otra forma de justificar la existencia de un proceso Poisson es en hase a
los siguientes resultados.
La funcién caracteristica de una distribucién Poissen es infinitamente

divisible, pues

e (A) = exp {—c\! (1 - ei")} = (exp {-_;—" (l - Ci'\)})“,

para toda n € N.
Usando ¢l teorema de extension de Kolmogorov y el teorema 1.5 (ver [5,
pag. 304]), se garantiza la existencia del proceso Poisson.

Teorema 1.5. Dada la funcién carecteristice 3{A) de una distribueién infini-

tamente divisible, existe un proceso (N't)yyg con incrementos independientes
2

g estucionarios con Ny = 0, tal que @, (A} = {p{A)).

Una vez que se vié que un proceso Poisson es un proceso de Lévy, se
calcula su exponente caracteristico.

Como g (A) = exp{—t(a — ac*)} entonces ¥(A) = o (1 — ™). En este
caso la tercia {d, ¢, I1) estd dada por d =0, g = 0 y [I{dz) = ad, (dz).

Algunas martingalas asociadas al proceso Poisson se mencionan en el
siguiente teorema.

Teorema 1.6. Seq (N, wit proceso de Poisson con pardmetro e, entonces
120 I I

i) (‘”’)r;u cont My = (N7 - at) es martingala.
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ii) (.'\-!,),;0 si My = M} — at es martingala.

i) Si(Z:hizo €8 un proceso real predecible y [E (fot |Z,|ds) < 00 para loda

t 2 0 endonces (Il_fg),;o es martingala con

f f
M, = ] ZydX, - af Z,ds.
o o

tv) 57 (Z,)ip0 €5 como en (iii) y edemds IE (f(: Zfds) < o0 y es acotada,

entonces (Mi)ipo es martingala con

i 1
M, = exp {f ZdN, +af {1- ez‘)ds} .
o 0

Tanto en (iil) y (iv), la integral f; Zyd N se entiende como una integral real
de Stieljes, ya que N {w) es no decreciente en s para toda w € Q.

DEMOSTIRACION,
(1) Sea s < t. Se sabe que [E (N, — as/F,} = N, — as, entonces

E(N,~at - (N,—as) /F,)=E(N - Ny/F) —alt -3)
= [E (N} - N,) - a{t - 5)

=af{t—-s)—a(t-s)=0.
(ii) Basta con demostrar
E (M} = M2/F,) = aft - 5).
Nétese que

MP = M} = Nl +a®t? - 2atN, - (N2 + a%s® - 2asN,)
= (NZ - N3) = 20t (N, — N,) - 2atN,

+2asN, + o (1? - §7)

Ny (N = Ny) + A (N = Ny) = 208 (N, — N,)

— Ny(2at - 2as) + a(l - s){at + as),

f
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enfonces

E (M} - M}/F,)
=B (N; (Nt — N,) [Fs) + NJE (Ny — N,/ F,) — 2at -
[E{N; - N,/F,) — N,(2at - 2a5) 4+ ol - s){at + as)
= [E{N; (N; - N} /F)+ Nt — s) — 2at{at — as)
= 20¢N, + 2asN, + aft — s){at + as)
= B (N {N; - N} /F,) — atN, + asN, — 2at{at — asg)
+ off — s)(at + as)
= [E (N (N} — N,) [Fs) — aN(t = 8) + ot - s){—at + as)
= [E{N; (N, = N} [ Fo) = [E(N, (Ny = N [ Fo) -~ a2t - &)?
= B ((¥ - N)° /F,) - a?(t - sf?
= aft - s) + a®(t - 5)2 - a¥{t — 5)*

= a—(! - S)

va que

B (N - N, /7,)

o0
= 3 KIP (N, - N, = k/F,)
k=0

- § 2. n"'g:—a)"e_n(f..,)e_o(f_.) i’: ko*{t-a)%
= T = {23

i O btk =1 apk=1 K=y, k-l
= g-oll ’)a'(f—s) El ((l. ”a(k—lt;! s) + & (.{t-l’)! )]

Mg

- E—a“_’)ﬂ'{ﬁ _ S) k=1)a®—1{t—5)%=1 + ﬂn(t—a)]

=y

—alios [ L PRy T
= e~ *=a(t - 5) {alt - 5) ’gz u“i_ﬁ!_] a(t —s)

= a®(t - s)* + a(t — s).

r
E
]
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{iif) Recuérdese que un proceso clemental (Z},3¢ se define como

(1.10) Zi(w) = Golwie) () + fizlc;(wl Ly ()

con §; Fy-medible, 0 =wp < 4y g < Luy < -e parai=1,..

ym*=tAa(m-~1).
En el caso de que (Z;);30 sea elemental

=1

/de..—afzma—')":[c. et = Nao) = G (i1 = 1)

entonces

(1.11) B (/: ZydN, - n-/or Z,,du/.‘F,)

m*

= B( 3 (6 (M = M) = G (1101 = )] /7).

Existe jy tal que ujy < s € wjpsr. de aqui (1.11) es
(Z [C: u,“ -‘\;u.) - O'CE(UH—I - ui)] +

Z [CI u,+| - f\ru,) - agi (g — “i}] /}-l)

=41

3 L]
=/ ZudNu—a] Zydu+

Z [IE C‘ Ny = N ) /Fs) = aGi (i = UE)]

i=jo+1

y 3
z/ Zud!\"u—a‘f Zudu +

E Gi [[E( ua+1 - Nu.)/fa) — o (41 — “:‘)] l

i=jo+1

a L
=f Z,dN, —a-/ Zodu+
(1] V]

% Cl'[a (“l'+1 - "l') -« (ui-H - II,'}]

i=jp+1

:/ Z,,rlNu—n/ Zudu.
0 0
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Usande el hecho de que todo procese predecible es limite creciente de una
sucesidn de procesos elementales se llega al resultado.

(iv) Hay que demostrar que

E (exp {/Ot Z.dN, + c/0!(1 - ez")du} /}‘,)
= exp {/' Z.dN, + c/.(l - ez")du}
0 1]

lo que equivale a demostrar que

) (exp {f! Z,dN, + c[(l — ez“)du} /.'F',) =1

Supéngase que {Zy)3p es un proceso elemental v esti definido como (1.10)
entonces

E (exp {mil Gi{Nuyy — Nu) + (1 — e9) aigy - u.-)} /f,)

t=Jy

i=jg

=E (mI'&I1 exp {C; (i\’.,,+1 ~Ny)+elt- €4 (i — u.')} /F,)
=E|E (’_ﬁlexp {C.- (Nuiyy = Nu)4e(1 - e<-‘)(u.‘+1-u.')} /fu,,,_l) /fa)

m~2
=B (n exp {C.' (Nuigo = No ) +e(1 - ec")(u,-H—u,-)} .

E (exp {Cm_1 (Num = Nup_y ) 4e(l = e':'"")(um-!tm—l)} /fu,,,_.) /-7‘_3)-

Ahora se denota por ¥y, = Ny, — N,,,_,. Como () es F,,,_, medible e
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independiente de Y,

E (exp {Cm_l (N =Ny ) + el — €)1, - um-l)} /fu,,.-.)

= exp {c(l — et ) (g — u,,,_.l)} E {exp {Gm-1(Nupm — Nuppr) } / Fumy)
= ex {e(1 = ) um = tmor)} [ [ esp {2} P ()P, )

= exp {c(l — et ity — lfm—l)} :

LIE sv e = 7,.)] P an

= exp {c(l - ec'“")(“m - um—l)} :

jl; Léexp {2k} exp {~c(tp ~ tm-1)} (—c(mﬂ-’“;'u:] P, (dz)
= exp {—cec"""(um - um._l)}jl; Li) L—L——p-——“J """.'_""‘"”*] P, (dz)

= exp {—cec"'-‘(um - um_l)} f exp {ce (tm — 1)} Pe,,_, (dz} =1
R
v asf por induccién se llega al resultado. X

$§1.3.2 Movimiento Browniano

El movimiento Browniano, también conocido como el proceso de Wiener, es
parte fundamental para la construccion de los procesos de Lévy, de hecho
éste representa la parte continua de un proceso de Lévy,

Definicion 1.6. Un proceso estocdstico real (By)ipo es un movimiento Brow-
niane estdndar en el espacio filtrado (2, F, {Fi)z0. [P) si cumple las siguien-
tes propiedades:

i) Bp="0cs.
i) La funcién t ~ Bi(w) es una funcién continua para toda t € R c.s.

iii) Para toda t.ft 2 0, By — By es independiente de (B,)ipuze v tiene
distribucion normal con media 0 y varianza /.
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Se sabe que la funcién caracteristica de By es
. T
©o, (A) = exp{— %1}

por lo que &(A) = A2/2. En este caso la tercia {d, g, T1) esta dada con g = 1
yll=d=0.

Como consecuencia inmediata de la definicién de {By)rpo se ticnen las
siguiente propiedades.

Proposicién 1.1. Si (Bi)130 €5 un movimiento Browniano entonces
i) (simetria) el proceso (= Bi)iyo es un movimienlo Browniano,

it} {escala) el proceso (¢Bi.~2) con ¢ > 0 es un movimiento Browniano,
en particular si0 < s < t yc = V1 entonces (\/EB,.)I;QQ con = st™!
es un movimiento Brounianoe, y

iii) (invarianza bajo translaciones) pare i > 0 (Biys — Bi)izo €5 un
mouimtento Browniano,

Otras propiedaces que se emplearan a lo largo de este trabajo v cuva
demostracién se puede consultar en [15] son las siguientes.

Proposicidén 1.2. Seq (Bi)ipo €5 un movimiento Browniang enlonces
i) (reflexién) IP (DS;:]‘) {B: > a}) =2[P (B, > a) =P (|Bs]| > a),
ii) (propiedad de Markov) pera T un tiempo de pare finito ol proceso
Bry-Br, t20
s independiente de Fr, y

i) (variacion) las trayectorias de un mocimiente Browniane son de ca-
riacién ¢nfinita sobre intervalos, es decir, para todo s € t

sup 3. |By, - By_,| =00 cs.

donde el supremo se toma sobre todas las particiones s<t < -+ <1y, <1
del intervalo (s,t).
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Algunas martingalas asociadas con el movimiento Browniano se mencio-

nan a continuacion.

Proposicion 1.3. Sea (Bi)eyo €5 un movimiente Browniano entonces (Xi)izo

es marlingala si
) X, =B,
i) Xe=Bl-ty
iii) Ay =exp {cB, - %c?r} conceC.
DEMOSTRACION.

(i) Usando el hecho de que el movimiento Browniano tiene incrementos
independientes y estacionatios se tiene que para s <t

E(B:/F,) IE(B, +(B: - B,)/F,)
IE(B,/F,) + (Bt — B,/ F.)
Bl + [E(Bi - Ba)

= B,.

(ii) Come B, — B, tiene media 0 y varianza { — s

E(8}/F)

[E(B] + sB,(B; - B,) + (B, = B,)*/F,)
BE + '-)B:IE(Br - Ba/}-a) + lE((Bf - BJ)Z/-FA)
Bl4+04 (-39

1

(iii) Igualmente que {i) v (i)

E(exp{cB:} /F,) exp {¢B,} Elexp {c{B; — B,}} /F,)

exp {eB;}exp {‘:2 (@)}

ya que la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria \
con distribucién normal con media 0 y varianza t es exp {ftj2}. X
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§1.3.3 Proceso Poisson compuesto

Otro ejemplo importante de procesos de Lévy son los procesos Poisson com-
puestos ya que son parte funcdamental para construir un procese de Lévy,

Definicion 1.7. Sean Y7, Y3,... variables aleatorias independientes, las va-
riables Y, tlenen distribucidn comuin [Py y sea (V;)ypo un proceso Poisson
con pardmetro o indépendicnte de (¥,),-y- El proceso {(X¢)ipo se dice que
es un proceso Poisson compuesto siparatodat 20

- ‘\" 3
=Y Y

=1

Se verd que es infinitamente divisible y se encontrard su exponente ca-
racteristico.

I
)2

‘l’x,(’\) [E (ei‘\’\" /Ny = n) IP(N, =n)

o
[}
[=]

N

IE ( r\(!’1+-~+i-'..)) el on)"
[E

n!
i B oa—at at)?
() =

u["]8 ﬁ["]?

Si - (A) es la funcién caracteristica de ¥)

> ¢ (e

n=0

= e—ﬂf § !U)'(‘\“).l‘:'”)"

n=0
= exp{at(p,-(A) - 1)}
{exp { 2w, (A) - 1)})"

©x, (Al

]

por tante la distribucién de X, es infinitamente divisible v de aqui que sea
un praceso de Lévy. Su exponente caracteristico es U[A) = a1l — p,.(A)).

Como un proceso Poisson compuesto es de variacién acotada, ¥(A) se
expresa conto en {1.4), de dounde la tercia (d, ¢, 1) estd dada pord =0, =0
y H(dz) = alPy(dz).
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Otra manera de escribir a ¥ es la siguiente:

f (1 - e“") alPy (dz)

(o}

_m/; o Aty Pr(ds) + —/;o} (1= +1a0n)) Py (de)
0 < <

—'u+f 1— e g, alPy (dz
I1( {o}ﬂ( i {i 1<:}) v (dz)

w(A)

sid= -r(B]‘ -T-'1{|:|<1}au:l"(dl')-

Esta dltima expresidn, que es un caso particular de la férmula de Lévy-
Khintchine, sugiere la posibilidad de aproximar una distribucion {i.d.) usando
una sucesion de procesos Poisson compuestos.

Si se define el proceso puntual

_JYy siN-<n=N,
= ] en otro caso
entonces
Ne
Xi=2 Y= ¥ e
i=i o<t
En este caso se tiene que (er)rpo €3 un (p.p.p.) con medida caracteristica
v = alPy (ver apéndice II). Su exponente caracteristico, dado por la férmula
exponencial {I1.5}, es

(1.12) ‘1’(1\):/l;_{n}(l—ei'\”)u(rlx)=[R {D}(l-e‘-‘f)a-[p,.-(dg-).

Figura 2: Proceso Poisson Compuesto

Xy

"
? _ V415
Rl ekt BN
¥ ———s
N V1432433
€ ery ey e tery tey ..“_..,
1 N

4 +
ety ey +er e teppy ey
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Observacién 1.2. Como caso particular de un proceso Poisson compuesto, si
v(dr}
T

se toma [Py {dz) = §;(dx), se tiene el proceso Poisson; igualmente si
{z)"'em%, se tienen los procesos Gamma(a,t). Este hecho se demuestra
en §3.2.4.

§1.3.4 Procesos estables

Definicion 1.8. Se dice que un proceso de Lévy {X )30 es un proceso estable

con indice a si para cualquier ¢ > 0,

. D o v
(1.13) (Xardizo = (0 X )30
con o € {0,2].

Observacion 1.3, Se llaman procesos a-estables a los procesos estables con
indice . Si se hace el cambio de variable @ = t=!, la condicién (1.13) seria

(fl/a.Yl )g;o 2 (-X’I)I?O'

La propiedad de ser un proceso a-estable queda dado, en términes del
exponente caracteristico, como

YAy = 00() & W(kA) = ATE(N),

conk=t/"yt»0.

La familia de procesos a-estables se caracteriza porque el exponente ca-
racteristico tiene la siguiente representacién

T(A) = c|A]® (1 - B o.-}) ,
donde 0 < & € 2,8| € 1, ¢ una contante positiva, A/[A|=0si A=0y
tan (& sia#1
(Ma)=4 ", (%) )
~2In|Al sia=1.

En la seccién §4.1 se dard una jdea mas detallada de esta representacién.
Como ejemplos de procesos estables estdn e} inovimiento Browniano que
se obtiene con a = 2, de donde

() = eAl.
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En este caso, la tercia (d, ¢, [1) esti dada con [{dz) =d =0y ¢ = Ve
Si o = 1 se tiene un proceso de Cauchy con deriva, ya que

w03 = o\ {1+ i3 = e\ + ipd,

con ¢ =cpInfAl. Paraeste casod = s, =0y n ‘i” = L

Si ademas de a = 1 se toma ¢ = 1 v 3 = 0 se tiene un proceso de Cauchy
simétrico, para el cual

(A} = |A|
vd=¢=0y E%‘i‘—" = (n-a;"')'l. Nétese que procesos simétricos se obtienen

cuando § = 0 va que W(A) es real v por tanto la funcion caracteristica
@x, (A) = exp{=fT(A}} cambién.

La representacién general de ¥(A) para procesos a-estables, con o # 2.
en términos de la tercia {d, ¢, 1) es la siguiente

1
= [ 2Tde) = 2. =0 v
id= /:l.zl'l(d.z)._. T—a m, q 0 A

DGR = o™ [ 4 BV 0y + 3(1 = DLreoy) srtirars

o
(l—a]l:os(T) )

Observacién 1.4. La restriccién sobre el indice o se debe a que la medida
de Lévy debe cumplir

[ (1A 2HTI{dz) < oo.
F.-{0}

En este caso

] (1 Axh(dr) = f (1 A 2Bz~ 0dr
E-{0} F—{0)

=f i:r['l'“fla:-l-j |:e:|1_°d.r < oo
{iel<1} {iz]21}

siysolosi2—a >0y ~a <0, es decir, o € (0, 2). Notese que el casoa =2
es e} movimiento Browniano.
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§1.4 Construccién de un Proceso de Lévy

Basicamente se demostrard el teorema 1.3 y se hardn algunas observaciones
sobre esta construccién. Para hacerlo mds claro, se reescribe el exponente

caracteristico de la siguiente manera

(1.14) .

\1-(,\)=idx+ﬂ°1;—‘°+]

{|r|;l}(1 =) ) +[{|.—|<|}(1 =€ ids ) N(da).

La intencién ahora es construir un proceso de Lévy (X()i30 como
X =x+xP4x®  @xo0

en donde (X}')},;o, i = 1,2.3. son procesos de Lévy independientes con
exponente caracteristico ¥ (X}, i = 1,2, 3, respectivamente.
Por la independencia entre estos tres procesos se tendria que

Ekp{—iql(A)} = (Pe\-r(’\) = 59‘\"[1](/\) . 59“.‘(2)(/\) . (pX.[.n(/\)
= exp{~t{T () + TA(\) + ¥ (2)}},
de donde ¥{A) = ${A) + T2A) + PBI(A).

Como se sabe, si Y es una variable aleatoria con distribucién N (m, ¢?),
entonces

- (A) = B lexp{iAY}) = 9"\'[){!1\1;1_ ,\22,2 } .

Secan (By)izo un movimiento Browniane y 4 > 0, entonces si se define
.\',m = ¢B; — dt, se tiene que IE{X,“)) = —dty Var(X,“)) = 4%, de aqui que

Sﬂx:n[/\) = exp{—t(ird + %Azqﬁ)}

¥ por fo tanto WV () = iad + 1a2¢2.
Sea (er}rpo un proceso Poisson puntual, independiente de (Bi)igo con
medida caracteristica I1. Se define

JAv o Jer sile] 21,
;=
0 en otro caso.
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Entonces (e}ﬂ),;o es un {p.p.p.) con medida caracteristica
AN dz) = N(dz N {J«| 2 1}

(ver apéndice II).
Nétese que

IO(R) = RN {J] > 1}) = f

M(dr) € f(1 AcYli(dr) < o0
{ilz1} B

v por lo tanto e}z' es cliscreto.

Se considera para ! 2 0 un nuevo proceso

- {2} b
PYCINE )
e
el cual es un proceso Poisson compueste ¥ por lo tanto un proceso de Lévy
(ver §1.3.3). Por la férmula exponencial [[1.5] o por {1.12)

2y _ — T (d) = AT ).
o ]ﬁ(l e T (dr) /{MBI}(I e {dx)

Por 1iltimo se define

€(3J e si IC‘fl <1,
¢ 0 el otro caso.

LZste nuevo proceso resulta ser un {p.p.p.) con medida caracteristica
NBYde) = N{dzn {|z] < 1}),

. . 2 .
independliente de (ef '):;o, pues ambos son procesos Poisson puntual que no
tienen saltos en comin. -

gt
simplemente otro proceso Poisson contpuesto, por eso se considera para cada

3); . , .
En este caso se puede tener ¥ ]eg ’I = 0o, si no fuera asi se tendria

¢ > 0 que la suma es infinita y se define ¢l proceso de sumas compensadas
(3} _ 3 -
(118) X = Tl - th ey llde) (€3 0),

el cual resulta ser un proceso de Lévy, pues es suna de dos procesos de Lévy

independientes.
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¥  Observacién 1.5. El primer sumande de (1.15) corresponde a un proce-
so Poisson compueste con parametro [T{de N {e¢ < |¢] < 1}) ¥ tiene como
exponente caracteristico a la expresién

[0 e ).

Hecha esta chservacion, se encuentra el exponente caracteristico de X f’ )

i (L‘X|) { t')._-‘{l(c's'})

[E(exp{i,\,)s:l11{«'43,[0}43)}) -exp{—iA(l)fo]l{KM(l}ﬂ(d.r)}
exp{-j;(l - e""")l{K’,l(l}ﬂ(rlx)} -exp{—/pi/\.r]l{,_quﬂ}ﬂ(d.r)}

exp{— (/;(1 _ Ei-\-l')]]_{((lﬂ(l}n((f.‘r) +/; i/\.‘l:]].{(<|:|<l}n(d.r))}

exp {— (/;(1 -4 ia\.l‘)]l{(q,l(.}ﬂ(d;r)) } ,

por lo tanto

It

¥ = [ (1= 6 4 N e ().
E

-{e.3) . . R . .
Por ser {X;"");30 un proceso de Lévy tiene incrementos independientes v
R o v - ~{e3 Ae,3
por la fdrnnila exponencial, [E(_Xf )) = @, por lo que (.‘L,[r ]},20 €5 una
martingala.

Por la desigualdad maximal de Doab [1.5]
rE(s;ylA’ﬁ*” ~ x}“’l*) <4 fp |2*E (< el<e) THl)
< 4/;(1;’\:1:2)11((13:) < 0.
entonces si &, ¢ = 0% se tiene que

[E(sup |.-\"£”':” - Xg"a}lz) — 0.
e
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-{¢.3}
t

A3 . 2 . . .
Por lo tanto, X — .X,( ) uniformemente en L si e — 0%, Asi, el exponente

caracteristico de .-\',m es
v (A) =/ (1 — ™ + iz} I(dz).
{lrl<1}

Con lo que se obtiene la igualdad (1.14).

Observacién 1.6. El proceso (.k',m),;o cs una trasformacidn lineal de un
movimiento Browniano con deriva, €l cual representa la parte continua de un
proceso de Lévy. (X,m),;o es un proceso Poisson compueste que tiene Onica-
mente saltos ne menores que uno y por tltimo (.Y,(a'h;o es una martingala
que tiene saltos menores que uno.

Un proceso de Lévy es continuo si v sélo si 1 = 0 ¥ es un proceso de
saltos si v sdlo si g = 0.

Si se denota por ¢ X, el salto de X en el tiempo t, estoes eX; = X; - X,-.
entonces E." |eX,| representa la serie parcial de los saltos de (X{);30. De
la férmula exponencial se tiene que

TleXs <o & {(t A2 l{dz) < s0.
agt

Sabiendo esto ¥ que un movimiento Brownianeo no tiene variacidn acotada se
deduce que un proceso de Lévy (Xi)spo tiene variacidn acotada si v sélo si
g=0y {1 Alz[)I{dx) < oo. En este caso

(1.16) Xe=dt+ T e  (t>0),
og gt

donde (es);30 es un (p.p.p.) con medida caracteristica IT. El exponente ca-
racteristicio de {X,),39 es por tanto

¥(A) = ~m,\+/(1 — ) (dx).
E

Claro esti que si en (1.16) d = 0 entonces (Xi}3o0 es un procesos Poisson
compuesto.




CAPIiTULO 2

Procesos de Lévy como Procesos
de Markov

En este capitulo se dan algunas propiedades de los procesos de Markov que
satisfacen los procesos de Lévy, ya que los procesos de Lévy cumplen la
propiedad de Markov. Se aprovecha esta relacion para asociar algunos ope-
raclores lineales, de la teoria de Markov, a los proctesos de Lévy dando una
mejor descripcién de éstos tdltimos.

§2.1 Propiedad de Markov y funciones de transi-
cién

En esta seccién se dan algunas propiedades de los procesos de Lévy en térmi-
nos de procesos de Markov.

Definicion 2.1. Sea (X!)n,»u un proceso estocastico definido en el espacio
filtrado {Q, F, (Fi)ezo, IP) con valores en (E, £). Se dice que {Xi)iyo es un
proceso de Markov sipara0 € s < Ly A € £ cumple la propiedad de Markov,

es decir,
P (X, € A/F,) =P (X, € A/o(X,)).
Esto es cquivalente a decir que
E(f(X))/Fs) = E(f (X} /e (X)),

para toda f : E ~ R acotada y E-medible.
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Un resultado importante que relaciona a los procesos de Lévy y los pro-
cesos de Markov estd dado por el siguiente lema.

Lema 2.1. Si(X;);5o €5 #n proceso con incrementos independientes y esta-
cionarios entonces tiene la propiedud de Murkov.

DEMOSTRACION. Patav < u < r, X, - X, ¥ Xu — X, son independientes y
para A; € £,

P{{X; - X, }eEA i=12,...n)=P(Xy_r, €A;, i=1,2,...,n)

cont; >r,i=172,...,n
Sean 5,1 2 0, si

X= 'XH-I - .k.h Y = ){g, g= }'-:, ¥ Aef

de [1.6] se obtiene el resultado. i
Ahora, ya se sabe que un proceso de Lévy (Xt)ipo es efectivamente de
Markov.
Una propiedad de la filtracién (F)ize que se empleara a lo largo del
trabajo es la siguiente.

Proposicién 2.1. La filtracidn {Ftlizo es continua por la derecha, es decir,
Fe=()F  parctodat: 0.
E -3
DEMOSTRACION. Primero hay que demostrar que Fg = M,54.5,. Se denota
pot T al espacio de trayectorias de (X}ip0.
Para cada n € N se define X : (¥ ~ T como

X = (X, e = Xy 1 0K LS

Por tener (X})¢30 incrementos independientes, (X(“’)nEN s una sucesion
de variables independiente. Las trayectorias {X; : 0 € t € 27"} se pueden
recuperar de X ("t1 X120y que =

o~

U{;Yt (e [2,-;_11..'1 2-%-']}

i=t

Ay .
U {X("+ Xﬁ} )

i=n+l

M

{X,:0€t g2}

"Por continuidad por la derecha de (.Xy), en &l cero se toma el limite.
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Si F es la a-dlgebra generada por X X+ [ la cual es una
o-dlgebra cola, entonces FI*H) = ¥, v por la ley 0 — 1 de Kolmogorov

}'("-\3’2 n f-(nl = n}-.n = nff:foi“
neld nefH >0

es decir, Fy+ es la o-dlgebra trivial.
Parat 2 0,scan ¢ > 0y Foye = Fy v Fl endonde (F; V F! = a(F U Fl))

Fl=o(X,:0£uge
=0(Xipu - X :0€uge)
=a(Xi-Xi:t€e€i+e)

v Fi=a(X,:5< ¢t} Porlo tante
Fipe=0o(X,:s ) Vo(X, - Xyt v t+e),

de aqui que F; sea independieate de F/. Como (Xihpo ¥ (X)) upo sou indis-
tinguibles F, = #,. De todo esto

ﬂftﬂ:n(-’ﬁvﬂ)=}}\/(n}})=ﬁ\/fo+=-7:.v- X

>0 >0 >0

Se dén algunas definiciones que serdn de utilidad para trabajar con los
procesos de Markov.

Definicién 2.2. Para t 2 0 sc define ¢l operador de translacién como la
funcion

B~ talque (fw)(s)=w(t+s),s20
donde win) = X, {w).

£l clecto de 8, sobre la trayectoria de » es que corta la parte anterior a
t de ésta y mueve el origen a ¢.
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Figura 3: Operador de translacién

#w

% Definicién 2.3. Sea (E,£) un espacio medible. Se dice que una funcién
N(x,4): Ex £ — R* es una probabilided de transicién si

i} Nz, )} es una medida en £ para toda z € F,
it} N{-. A) es £-medible para.cada A€ £,
iit) N(x,E)=1I paratodaz € F.

Una probabilidad de transicién N da el mecanismo para el movimiento
aleatorio sobre el espacio E.

% Definicién 2.4. Una funcidn de transicién sobre un espacio medible (E, &)
es una familia (P,_,)bs20 de probabilidades de transicién sobre { £, £) tal que
cumple la propiedad de Chapman-Kolniogoroe, esto es, para cada s < u < 1,
relFvael

Puoke, )= [ Puute, ) Pudy, ).
E
Se dice que una funcidn de fransicidn es homegénea si P,; depende sélo de
la diferencia (t — &), es decir, P,y = Pas_y, en este caso se denota 1% = Py,

¥y la propiedad de Chapman-Kolimogorov toma la forma

Prys(r. 4) = [E Pa dg)Pily, 3) (0K s.0).
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ya que
IJH-;(a:y A) = Pw.u+t+s(xv 4)
./;-.‘ Pyus (2, dyIPopsusare (4, A)

[E Po.o(.dy) Pos(y. A)

[ Py(z, dy) Py, A).
E

para s, ¢,u > 0.
Definicién 2.5. Se dice que una funcién de transicién Fi4(z, A) estd asocia-
da a un proceso de Markov (Xf)r;o siparatodot >s20v A€ef
Poulz, 4) =P (X, € 4/X, = 2)
con x € E, o cde manera equivalente, si
{2.1) Po(X, A)=IP (X € A/X)),
o
B (50 /%) = [ S0)PX )
para toda f: E ~ R acotada y £-medible.
Proposicién 2.2. Sea (Xit)rpo un proceso de Markoe. Si se define Py, como
en (2.1) enionces (P,‘,)D‘,?0 €s una funcion de transicion.
DEMOSTRACION. Paratodat>u>sy Aeé
Pa.t (-k—u A) =P (.‘-f € .4/.¥,)

=1IP(X; € 4/F,)

= ]E(IP(\-I € A/fu)/}-s)

= E(P{X; € A/X,)/F,)

= [E (Pu,l(-x'cn 4)/}-5)

= / Pn.l(y' "l)Ps.u(-Xav dy)

E

- f Pru(Xoody) Puly, 4)
E
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y se puede concluir que P, {X,, 4) es una funcién de transicién. ‘X
Asociada una funcidn de transicién a un proceso de Markov, la definicion
{2.1) se expresa de la siguiente manera.

Definicién 2.6. Un proceso (X)}»0 es un proceso de Markov cont funcién de
transicion Py, si para toda funcién f: E ~ R acotada y &-medible y para
t>s20

E(f(X)/Fs) = Py {Xs, ),

donde Py s (X, f} = Py f(X,) = [ fW) Py X, dy). De manera equivalente,
siparacada A€ £

(2.2) P (X; € 4/F,) = Pou( X, A).
La medida de probabilidad v dada por +(4) = P {Xy € A) se llama

distribucion inicial.

Observacion 2.1, Si un proceso de Markov es homogéneo, las condiciones
anteriores quedan dadas como

E(f(X)/F)=P-f(Xs) vy P(X,€A/F,)= P (X, 4)
respectivamente,
Una descripcion de la propiedad de Markov es la siguiente:

Teorema 2.1. {/n proceso (X()ipo €8 un proceso de Markor con respecto o
{Fe)ipo con funcion de transicidn (Pathisno ¥ distribucion inicial v si y sdlo
siparatoda 0=ty < t) < - <l ¥ (f,-)f."__,o funciones acotadas y £-medibles

3
. IE(IIUL- (X;..)) = fE o(do) folzo) [E 1(61) Pos, (20, dzy) -
2 i=
f [i(28) Poy_y (22, ).
] E

(se considers Pyg(x,-) = 3:(-)).
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DEMOSTRACION. Supdngase que (X¢)rpo es un proceso de Markov, es claro
que para k = 0 se cumple (2.3). Supéngase vilido para & = n — 1 entonces
para k=n

B (;Ij, I (x,,.)) - E (gﬂ‘ (X E (fo (x,..)/f:n_.))

B (1 Fi(X0) Pt (X1 ))

EI(E[E I (.\',,)) .

donde fi = fiparai=1,2,....n =2y fi_ | = faci1 P, _, .tn fn, entonces

E ("_'f’_- (_\'h)) = Lu(rlm’o)fJ(Io)/Eff(‘vlfl)Pu,n(ro-d-Ul)

i=0

/fr:-l(ﬂfn-l)ﬂ,.-,.r,,_.(tl'n—z,(h'n-l)

F

- f v{dzo) fo(zo) ] f1(20) Pay (z0. din) - -
E E

'/;fn—ltl'ol-ljpt,.-:.#,._. (-L'n-h fh'n—l)Pr.._..r.:fn (In-l)
v como
Bovytndn (o) = fE Jo () Pony 1 (s i)

se llega al resultado.
Para demostrar que (X¢)rpo o5 un proceso de Markov si se supone (2.3)
es suficiente, por el teorema de clases mondtonas [1.7). con demostrar que

2 (AN ) = (115X Prag (x2)

conl=f < <t << €vy (f,-}f;o, acotadas v £-medibles.
Por (2.3)
k
B (Al_'L FitXe)y (.-\1.)) = fE Jo (2o} v (dao) [E Je (k) Pro_y iy (2m1, )

[ 0(5) Pr (21, )
E

y como Prog (X0} = fpg(2,) P (2, dr.) entonces (2.4) es cierla. X
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¥ QObservacion 2.2, Este iltimo teorema dice que la distribucién inicial y la

funcién de transicién determinan de manera inica a la distribucién de un
proceso de Markov. Como ejemplos tenemos al movimiento Browniano con
funcién de transicién en (R, B) dada por

X - u
= L -l
P,(:r,A)_.j;me T dy

v al proceso Poisson con funcién de transicion

e~ {et)”

Pi(z,{x 4+ na}) = o

s ¢c>0,a#0, n=0,1,2....

Como caso particular de {2.3), considerando procesos homogéneos y fun-
ciones indicadoras, se tiene

P, (Xt € do,---, Xo, € Ar) =/ f Piomty_, (Timy,dag) -
Ao Ax

Pyt {t1,dza) By o (20, dir Yo (dg) .

(2.5)

entonces para cada rg se tiene una medida de probabilidad P que se
denota por [P y por [E, la esperanza con respecto a IP.. Es claro que para
procesos homogéneos tenemos la igualdad

P, (Xi€cA)y=Fz,A),

es decir, la probabilidad de que el proceso que inicié en z esté en 4 en el
tiempo ¢, estd dado por el valor de la probabilidad de transicién I {x, 4). De
esto se tiene que z ~ IP; (X, € A) es medible. De manera general se tiene
el siguiente lema.

Lema 2.2. SiY es F,-medible y acotada, la funcién
r—~E,(V):(E{)-~R

es medible y

E.(Y) =/;:]Ex(}")u(d:r}.
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DEMOSTRACION, Por el teorema de clases mondtonas es suficiente con de-
mostrarlo para

V=14 con A={X, €4...X,€4.}. 0<hi < <ty
En este caso
E.(¥) = P+(4)
= ./ Fou, (x.day)-- f Bt (g dity)
Ay An

= [ ] Lo (za) - a, (en) Proytn (Bnenyday) o Poy, (0o dieyg)
E JE .

la cual es medible en r.
Por otro lado

E,(Y) =P.(4)

=/ rh)/ Poy, (2,dxy) - ] Fro_ta (a1, dzn)
= [otan [ [ a0t )

Pn,t, (-’lfo,ﬂ'll) e 'Pr,._h:,, (ﬂin—l' dr,)
=/ lPA.-l)t'(dJ:]:/ E, (Y}v(dz). X
E E

Ahora se da la propiedad de Markov en Lérminos del operador de trans-
lacién.

Teorema 2.2. SiY es F-medible y acotada entonces parat > 0 y distribu-
cion fnicinl v

(2.6) E.(Yo8/F)=Ey,(¥) [P.cs.

donde el lado derecho de (2.6) es la variable aleatoria gue se tiene al componer

las funciones w ~ X (w) y o~ E; (V).

DEMOSTRACION. Por la definicién de esperanza condicional, lo que hay que
demostrar cs que para cualquier Z acotada y Fy-medlible

IEL’ {}. DGr * Z) = [Eli ([EX: (}') ) Z) *
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Por el teorema de clases mondtonas es suficiente con demostrario para

=

Z=111f(Xy) y Y=

=1 b

lﬂ'j (XtJ) ’

donde {f,-}f:1 v {9; ;=l son funciones acotadas’y £-medibles con ¢; € ¢ para
toda 1.
Aplicando simplemente (2.3) se tiene el resultado. X

Observacién 2.3. Como caso particular de (2.6) si se toma ¥ = L1y ¢4 se
tiene

P, (Xt4a € A/F) =Px, (X, € 4) = B (X, 1),
que coincide con (2.2).

Ahora, se da la conexién entre los semigrupos de operadores y los procesos
de Markov. Sea Cy(E) el espacio ce funciones continuas f tales que se anulan
en infinito con norma | f{z)}}.. = sup|f(z)|.

xr

Definicion 2.7. Un semigrupo de Feller en Co( E) es una familia T}, ¢ 2 0,
de operadores lineales positivos en Co{ E) tal que

i} Tof € Co(E), para toda f € Co{E).
i) SifeCo(Byy0g f<lentonces 0T f K 1.
iti) To =1 (la identidad en Co{E}) ¥ Trys = Ty o T, para s, t 2 0.
iv) Para toda f € Cp(E), |’11I}JI 1T f — fla=0.
La importancia de.esta definicién es la siguiente

Proposicién 2.3. §i (Ti)iyo es un semigrupo de Feller entonces existe una

funcidn de transicién Pz, A), t 2 0. en (E, &) tal que

T f(2) = B f(a)

para toda f € Co(E) yr € E.
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DEMOSTRACION. Para tada 2 € E la aplicacién f ~ T f(z) es lineal y no
negativa. Por el tcorema de Riesz (ver [1.8]) existe una medida Fy(z,) en £
tal que

Tif(z) = j £(5) Prlz. dy)

para cada f € Cp(E).

Como P f € CylE) para cada f € Cy(E) se tiene que F;f es medible
¥ por el teorema de clases mondtonas resulta que Fi(zx, A) es medible en
x para cada 4 € £. Las demds propiedades de funcidn e transicién son
consecuencia de las propiedades de semigrupo de T. b §

Definicién 2.8. Una funcién de transicién asociada a un semigrupo de Feller
se le lama funcidn de transicién de Feller.

Sea X = (X¢)i30 un proceso de Lévy. Se define para cada = € £,a P,
como la distribucion de X 4 2, es decir, P, es la distribucién del proceso de
Lévy que empieza en 2 (P,(Xp = 2) = 1).

Se define para t 2 0 un operador sobre Cg(E) como

{2.7) B f(z) = E- {f{X})).

Observacién 2.4. El aperador de (2.7} tiene la siguiente expresién
Pf)=E (JIX))=E(f(X: +2)) = /;: flx +y)IPx, (dy).

Proposicién 2.4. La familia (P)ize €5 un semigrupo de Feller.
DEMOSTRACION.
{i) Usando el hecho de que f es acotada
Jim Pef(2) = lim B(f(z + X)) = B(fim_f(x + X0) =0.

Sean f € Co(E) ¥ (2n)nen tal que ¥, — 7, entonces por convergencia
LA 2-9
dominacda

P ) = Pl = | [ (T +) = 0 +0)) P, ()

(e

o

< /';I(f{:c,l+y)—..f'(.r+y))|0o IPx. (dy) — 0.
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(i) Si0 < f < Lentonces 0 € P f(z) = By (F (X)) € 1.

(i) Para la primera parte Paf(z) = B, (f{Xo)) = E (f(z + Xo)) = f(2).
Pata 5,t > 0

Piasf(z) = Ex (f(Xeys))

P (P f(x)) = P(E: (f(XJ)))
= E.(Ex, (J(X,)))
= E: (E: (f(X,) 0 8:/F)))
= E:(E: (f(Xiga)/F2))
= E; (f(Xi11,)).

(iv) Para toda z € E v para f € Cy(E), por ser X, cadlag

1P () = f(@)las = [Be (S1XD) = f2)]
= [B= (f(X1)) = B {/(Xo))lo
< B |f(X0) = (X0, — 0

entonces sup | P, f(x) — f(z)| —3 0. X
r 1=

Se refuerza la propiedad de Markov mostrando que los tiempos fijos t se
pucden cambiar por liempos aleatorios.

% Definicién 2.9.

i} Se dice que T es un tienmpo de pare si {T <t} € F, para toda t 3 0.

ii) Bajo un tiempo de paro, el operador de translacién se define como
Orw(s) = bpw(s) =wit+s) ¥s20 y (T <o)
iii) Se define la o-dlgebra parada en T como

Fr={4:4n{T gt} € F paratodat > 0}.
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A la siguiente propiedad se le Hama propiedad fuerte de Markou.

Teorema 2.3. Sean Z acolada y Fo.-medible y T un tiempo de paro, entonces

pere cualguier distribucion inicial v
E, (Z ofr - ]]-{T(o::}/}-?‘) = [E,\'T(Z) IP.-cs.
solve el conjunto { X1 # A}.

DEMOSTRACGION. Supdngase que T toma valores sobre un conjunto numera-
ble D= {t; <t3 <..-}.5ea 4 € Fr, entonces

AnN{T=t)}=(AN{T <t} ) - (AN{T < thr}) € Fu,.
Alora aplicando (2.6)
E,(Zobr:dAn{T <o}) =Y. E, (Z08,;ANn{T=1})
= % Ex,, (Z;An{T=1.})
= I:El:_xr (Z).

Para un resultado general se define

21T + 1

H =
es decir,
To=(m+ 127" si m2™ T < (m+1)27"

Si ¢ € (5, 2 entonces {7, < t} = {T < m2™"} € F, por lo tanto T, es
tiempo de paroy T, | T si n = o0.

Sean A € Fry Z =T, filX4,) donde las f;’s son acotadas y continuas.
Como T < T, entonces 4 € Fr,.
Obsérvese que {T, < 00} = {T < oo} y aplicando el caso anterior para T,

E,{(Zobr,:;AN{T, <oo}) = [E, (]f[l filXy)olr,; AN (T, < oo})

E, (;1:‘[1 filXe)obr; AN (T < oc})

Eyx,, (Iljl ff(:\’:.)) .
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Por el teorema de convergencia dominada By, (TTi, fi(X;)) es continua ¥
acotada. Ahora por el teorema de convergencia acotada y las observaciones
anteriores

Zobr, — Zobr v B, (Z) — Ex,(2),

llegando al resultado. X

§2.2 Operador resolvente

Otro operador lineal importante asociado a los procesos de Lévy es el ope
rador resolvente.

Definicién 2.10. Para ¢ > 0 y » € E se define ¢l operador resolvente de
orden g asociado al semigrupo {Fi}rp0 como

g~
Uif(z)=E, (j e“‘f‘f(,\})dt) (f € Co).
o
Por comodidad se le Hamard a {7 el operador resolvente.

Observacién 2.5. ste nuevo operador no es mas que la transformada de
Laplace del semigrupo {F)syo definido en {2.7), yva que usando Fubini

Uz} = jﬂ " eV, (J(X0) de

00
= ] e7# P, f(z)de.
0
Proposicion 2.5. El operador resolvente tiene las siguientes propicdades.

i) Cumple la ecuacidn rcsolvente, esto es
Utfle) - UPfla) + (¢ - p)UUPf(2) =0 (q,p>0).

it} si z(g) es una variable aleatoria exponencial con pardmetro ¢ indepen-
diente de un procesos de Lévy (X, )0 entonces '

(2.8) E: (f{Xyq)) = qU*f(2);
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iii) q'il‘o‘o Ui fle) = f(z);
iv) hm U fla) =

I-OOO

v) &i se define D=U9(Cy) entonces D no depende de g, es decir, le imagen
de Cy bajo U9 no depende de q.

DEMOSTRACION.

(i) Si g = pesobvio, supéngase que ¢ # p. Usando Fubini ¥ las propledades
de semigrupo de Feller de (P )30

UPU f(z) = UP ('[ﬁc'q'ﬂf{r]dt)
[

- /0: PP, (/Uic""l’,f(.r)dr) ds
=/D.e-v°13,. UG e‘q'P,f(.-‘(',)dr) ds
= [T ([T evmmiona) o
e[ emnnvie)

= [ [T emernnxaas

haciendo un cambio de variable T(s,t) = (u,t)con u = s+t yv =1
de donde T (u,v) = {(u — v,v) ¥ el jacohiano Jir-1y = 1. De aqu{

LPUY flo [ f emPlu=el—yr p Sz )dvdu

- —v{g-pl-uy |

/[; /0 e P, f(r)dvdu

= L— e P, flr) (./0 e"'(p_q’dv) du

iy

= —l——/ (e~ P, flz) - ¢ P, f(x)) du
0

(r—q}

oy U1 = UP S ().
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(ii) Si #(p) tiene distribucién exponencial entences [P, (dr) = ge™¥'dl
por lo que

E, {f{X:o))) = Bx (B (/(Xsqp))/=(0)))

=E, (f: qe""'f(.\',)dt)

= gl (z).
{(iii} Usando el hecho de que F, f(x) Ea) flx) v laigualdad (2.8)
qll:];;, gl f(x) = qli{.';c, E, (f(-k-z[q‘l)) = qlil';o P:'lq)f(r) = flr).

(iv) Se sabe que |[e“" P, f(x)] € e y que €' s integrable. Asf, por
convergencia dominada

R "]
lim U9f(r)= lim [ VP flr)dt = f e lim P fir)dt =0,
[EXETEN x|~ Jo 0 Jrj=roc

(v} Por la condicién {iv) y por como csté definido el operador resolvente
es claro que si P, f € Cy entonces U9 f € (.

Sea f € Cp entonces por (i)
UVif=UPf+(p-q)U% /.
Si se define g = U9 ¥ usando que cl resolvente es un operador lineal
Uf=UPf+(p—q)UPg = UP(f+ (p - ¢)g) = UPh.

donde h = f+ (p — q)g € Cp. Esto es, dado f € Cq existe h € Cy tal
que U f = UPh, por lo tanto U9(Cy) C U¥(Cy) para toda r, ¢. de donde
U4(Ca) = UP(Cq). X

Proposicidon 2.6. St se denota la transformada de Fourier de una funcién
g€ L' por

Fa)§) = ] glaide EER,

®



§2.2 Operador resolvente

entonices para lode [ € LY L™ se eumplen

F(PSE) =exp{-t¥(-)}F(NHE) >0

FUHE = +U-EN'TUNE)  ¢>0

DEMOSTRACION. Sean £ € R ¥ f € L1 L. Para la primer igualdad

FPN O = [ SR (X+2)

= [eer( [ e+ s an) da

f i £(2)dz IE (exp {i(~£) X,})
= F(f)(E) exp {~U(=E)} .

Para la segunda igualdad se usa Fubini y el resultado de la primer igualdad

s = [ oo (f Ne-v*m(z)df) da

= [[erwEneow
N [m e-q‘e_fw(—f)dt :}-(f)(f)
)

e—ttbi~gh [,

= -S| Fne

Fse)
¥ (=€)

llegando al resultado. b ¢

&  QObservacion 2.6. Como consecuencia de la ecuacién resolvente se tiene que

F{U = UV N ) = s FUE

Se caractleriza al operador resolvente de otra manera. Usando Fubini

Uif(z) = fnw“"“"E:(f{.xu))dt

= /;N e (/; FPL(Xe € ‘[U)) dt
=/I;U"(:r,dy)
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donde U9(z, dy) = [y~ e~ " Po(X; € dy)dt.

La familia ([/%(z, -))zer asociada al operador resolvente es una familia de
medidas, va que P.{X; € -} lo es. A esta familia se le conoce como nicleo
del resolvente y se puede escribir como

Ud(z, A) = f: e YE; (14( X)) dt.

Definicién 2.11. La medida polencial U(x, ) carresponde a la medida resol-
vente con ¢ = 0. es decir,

gl (= =]
Uz, 4) =/; P.(X: € A)dt =E, (/; n{,\-,e,ﬂdt).

En el siguiente capitulo se trabaja con un caso particular de esta nueva
medida. ’



CapriTULO 3

Subordinadores

En este capitulo se desarrolla lo visto en los dos capitulos anteriores pero para
procesos de Lévy con valores en R*. A estos procesos se les conoce como
subordinadores. Se da un estudio detallado del comportamiento asintético
-tante en infinito como en cero~ de las trayectorias de los subordinadores,
lo que permite dar teoremas como la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros
(LGN

§3.1 Definiciones

Definicién 3.1. Se considera a (2, F, (Fi);p0, IP) como un espacio filtrado.
Uin proceso estocdstico (@ }ipo es un subordinador si es no decreciente y tiene

incrementos independientes y estacionarios con [P{og = 0) = 1.

Ohservacién 3.1, Un subordinador no es mas que un proceso de Lévy con
valores en R*. Esto se debe a la propiedad de incrementos independientes y
estacionarios. Nétese que por ser no decreciente o = {0y),30 no tiene saltos

negativos y tiene variacion acotada.

Como ¢ : @ ~ R* se puede hablar de la trasformada de Lapluce, esto es,
de [E(e7).

Al igual que se hizo en §1.2 para asociar a los procesos <e Lévy con el
exponente caracteristico, se hace para subordinadores, Por ser oy {#.d.) ¥ que

sit transformada de Laplace nunca se anula

E(e™") = exp{—1®(N)}
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donde & : Rt ~~ R, A ®(A) sc le Nlama exponente de Laplace para subordi-
nadores que por comodidad sélo se le llamard erponente de Laplace.

Por las observacién (1.1) y {3.1) el exponente caracteristico de un subor-
dinador esta dado por

(A) = qu_/k (1 - e"-‘*) N{dz) {»eR)

con la condicién f(1 A )M1(dz) < co.

Ahora, se encontrard la relacién que existe entre el exponente de Laplace
¥ el exponente caracteristico.

Se puede extender a las funciones A ~ V{A) ¥ A ~ () de manera
analitica en A > 0, de aqui que ®(A) = ¥(iA) por lo tanto

(3.1) B(A) = dA +f:° (1 - e"\”) M(dz) (A€RY).

A esta Gltima expresion se le llama representacién de Lévy-Khintchine para
subordinadores. Ahora la pareja (d, I1) es la que caracteriza a un subordinador
¥a que ¢ siempre es cero para esta clase de procesos.

Teorema 3.1. E! ezxponente de Laplace pare subordinadores es concavo y
cumple la desigualdad

B(X) < kO (3)

pare tode A >0y k> L.
DEMOSTRACION. Las funciones 1 —exp{—Xz} y £ exp{-Az} estén acotadas
superiormente por (1Az),con Az 0yz >0, Por lo que paratoda r 2 0
) o
(A) = d+ / (xe~ )T{dx)
0
= N = f (=22~ )Ti(dz) < 0
o
demostrando-que &{A) es concava. (A} satisface

DA+ (1= mAg) 2 9®(A) + (1 — ) ®(Aa)

can Ay, A2 € RY v € (0,1). Si en particular se toma Ay =0y = ;1; se tiene
la desigualdad. X

Otra manera de expresar a @ es por medio de la medida cola e Lévy.
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Definicién 3.2. La medida cola de Lévy se defline como
o
(3.2) T(2) = {(z,00)) = [ M{dz).
xr
Por simplicidad simplemente se le llama a TT medida cola.

Proposicion 3.1. En términos de la medida cola, el exponente de Laplace

estd dado por
o ——
S(A) = dr+ f Ae~MTT(t)dt
0

con jol Ti(t)dt < oo.

DenosTRACION. Usando Fubini y (3.2) se tiene

fen) L=~
dh + f / e~ MI{dz)dt
Q Fd

(o] T

=di+ [ [ re MdtT{dz)
0 a
(=]

=¢u+f' -e--‘f|’n(d.1-)
0 0

° -—
dA+ f e MTT(t)dt
0

=d\+ /N(l - M) (dz) = B(A).
0

Saolo falta ver que se cumple la condicion sobre la medida cola

1_ 1 o
[ IT{t)dt = / [ MM{dz)dt
0 o J
1 r» xorl
= / j dtTl{dx) +/ f diTl{dz}
o Jo it Jo
1 Es oo
= / M {dz) +f H{dz) = f (1 A2} E{dz) < oo,
[ 1 0
con lo que se concluye la proposicién. X
§3.2 Ejemplos

Entre los ejemplos que ya se vieron en la seccién §1.3 y que resultan ser
subordinadores estan el proceso de Poisson y los procesos estables con indice
a € (0,1).
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§3.2.1 Proceso Poisson

El exponente caracteristico de un proceso Poisson es ¥(A} = a(l - &}
Como ya se vio, ®{A) = ¥(iA) entonces (A} = a(l — ¢~*}, de donde (d, 1)
queda determinada con d =0 y (dz) = ad;{dr).

§3.2.2 Proceso H* para un movimiento Browniano

Sea (Bi)iyo la trayectoria de un movimiento Browniano en R que inicia en
cero. Se define parat 2 0

HYt =H}t =inf{s > 0: B, >t}.

Se sabe que IP({3s > 0: B, > t}) =1, por lo tanto H;" es finito para toda
t € R*. Por construccién (H;F);30 es un proceso con valores en R¥.

r 1

Figura 4: Proceso H* de un Browniano
B,

¥

opf— i

Para s € R¥ se define

B = Bs+H,+ —t= Ba+H;" - BH,h

entonces se tiene que (B} ),3o es un movimiento Browniano que inicia en cero,

es decir, [P(B; = 0) = 1. Ademds, este proceso resulta ser independiente de

F H Porque el movimiento Browniano cunmiple la propiedad fuerte de Markov.
Se toma H\, =inf{r > 0: B, >t + s} y sea r € R tal que

B.>t+s & r>HY & r—H >0.
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Si se define « = » — H} entonces
HY, =inf{ut+ HY u>0: B iut > t+ s}
= H,’"+inf{u>0:Bu+Ht+ >4 8}
= Hf +inf{u>0:8,,,4~t>s}
= Hf +inf{u > 0:B, y+ — By > s}
por lo tanto
Hiy, = HF =inf{u>0: B] > s} L Fpy+,

es deciv, H,, — H} L H} y como HY,, - H] sélo depencle de (B}),30 se
puede concluir que H1 tiene incrementos independientes v estacionarios, de
aqui que M1 sea un subordinador.

Para t 2 0 se tiene {H] <t} = sup {B, > 1}, entonces por las proposi-
05Kt

ciontes 1.1 y 1.2

P(Ht<t) =1P (sup {B, > 1})
0gigt

=P (sup {\/I_Br > 1})
gL
- 1
=7 (o> 4})
=2P (B, > %)
= '2/oo Lemt/2g
= 2 75 T,
haciendo el cambio de variable, & = 0='/2, dz = —u=32qy
0
—7-2?;/; Ly 2=l ulyy

!
- 4 fo u=2e=1/ (20 gy

P} <)

entoices [E{e"\”r) =exp{~®(A)} con
$(A) = /W (1 - e“'\‘r(:?ﬁ;r:"')_lﬂ) dz = V2
0

por lo tanto d = 0 y Tk = (97,3)-172,
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§3.2.3 Proceso Gamma

Una variable aleatoria T tiene distribucién Gamma con pardmetros (o, t) si
su densidad es

(ol =ax ¢ .
f(:l,} _ L—TTTQ_ slr 2 0,
0 siz <0,

La distribucién Gamma es (i.d.) ya que

en(V) = E (e-."r._\)
/ e—iTA r-;) gt e

= l‘g(ﬁfo e_(ﬂ+l'\)z([.t.

Integrando (# — 2) veces por partes

(Pr!('\) = (ETU,'T)I _ ((E%m)f/n)n

Si {Tt)tp0 es un proceso Gamma, es decir, T} tiene distribucién Gamma(a, t)
para toda ¢ € R y sabiendo que -—f“‘ —p~ldr = log(n) entonces

t o0
(A = [E (e"\T‘) = (ﬁ;) = exp {—t] (t- e_'\r)ﬂ.'_lc—ﬂrf[l'}
0
yporlotantod =0y E%? =g~ legmox,

§3.2.4 Procesos estables

Antes de ver que bajo ciertas condiciones algunos de los procesos estables
son subordinadores, se dan nuevas caracteristicas de éstos.

Definicién 3.3, Sea (X,)ipu un proceso a-estable. Se llama pardmetro de
positividad a

(3.3) p=1P(X, 2 0).
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Este pardmetro no dependle de ¢ pues por la ebservacion 1.3
p=P(X,20) =P X, > 0)=P(X, 2 0).
Para o € {0, 1}U (1, 2) se puede expresar {3.3) en términos de 3 como
p =41+ L arctan(Btan ()

(ver (18]).

Si o € {0,1) entonces tan(5*) > 0, si ademds 3 = 1 se tiene que p =1
por lo que X; 2> 0 para toda ¢ 2 0. Ahora, si g = -1 y a € {0,1) sc tiene
p =0, es decir, —X; 2 0 para toda t {ver figuras de §4.1).

Hecho esto, los procesos a-estables (X)iz0 con o € (0,1) y 3 = 1 son
subordinadores. Al igual que {~Xi}lizo con g = —1, pues son procesos de
Lévy no negativos.

En este caso, la pareja {d, [T} queda de la siguiente manera

= 1 ol . M{dr) _ ac -l-o
d= I-o F(l—o)cos(T'-) ¥ r l"(i—n)cos(T)x

(ver §1.3.3).

§3.3 Medida de renovacién

En esta seccidn se trabaja con un caso particular de la medida potencial vista

en §2.2.

Definicion 3.4. En ¢l caso en que se tome » = 0 en la medida potencial se
tiene la medida de renocacion

(o =ty
U(0.4) = E ([ n{a,e,ﬂdr) = / (o € A)dt
1] 1]

la cual se denota por U7{A).

Definicién 3.5. La funcién de distribucién de la medida de renovacién se
denota y se define para toda o 2 0 como

u(l) = U([O, z}) =IE (n‘{ﬂ'rsf}d[’)

y se le conoce como la funcidn de renovacion.
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Ahora, se encontrard una relacion entre 1a funcién de renovacion, la me-
dida cola y el exponente de Laplace.

Teorema 3.2. S: L denota la transformada de Laplace, enlonces

LWN =g ¢ LMK =2t-a

DEMOSTRACION. Siguiendo la definicién ¥ usando el teorema de cambio de
variable

LIUYA) = / f e"MIP (o € dx) dt
oo
—_ =gy
_]o IE( )dr
N
= TNy = Lo
fo (N

Para la segunda igualdad

LM = fo Y oA T () e

= f " f &e"\‘"ﬂ(dy)dx
/ f e daTl(dy)
=x]n (1= ) nay)

= L(®(A) - dA). x
Con este resultado se tiene que la funcién de renovacién v la medida cola

I

caracterizan a ¢ y por lo tanto a la distribucién del subordinador.
Si se define la inverse de un subordinador {ore)ize como

(3.4) v Ley=sup{t20:q Ca}=inf{t 20:0; > x}
para x 2 0. ésta cumple con ser continua y no decreciente.
Teorema 3.3. Definida L, come en {3.4) cnlonces

Ux) = B(L;).




(<

&
[ 5

§3.3 Medida de renovacidu

DEMOSTRACION. Nétese que por definicidn de L, se tiene gue

mgr & t£L,.

Uz) = E (/'” ]LMQ}(H)
0
. L.
=IE [
(")

= [E(L,). x

IZn base a esto

Proposicion 3.2. La funcién de rencvacion es subaditiva, es decir,
Uz +y) U+ Uy

DEMosTRACION. Teniendo en mente que L, = inf {t : &, > &} entonces

o0
U(.i'+y)—U{1')=f Plr<agr+y)dt
o

e
=E (‘[0 1{r<0:$l‘+y}dr‘)

B
= [E (IE (./L ]1{,.<msz.+y}([f/f[,:)) .

Alora. st op, 2 x entonces gy —x 2oy —op,.por loquesio —x €y
entonces o, — . £ ¥ vy usando la propiedad de Aarkov se tiene que

~
Uz +y) - Ulx) € |E([E (/ 1{“:-#’:.,&9‘}(“/}-5:))
L,

E ([ l{msy}df)
JO

U y). X

N

Observacidn 3.2. De este resultado se concluyve también que
E{Lr4y) € E(L;) + E(L,).

Ahora, se dan unas estimaciones de la medida de renovacion en términos
del exponente cle Laplace, [Esto se sigue del hecho de que la transformada
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de Laplace de las medidas U v TI tienen una expresién sencilla en términos
del exponente de Laplace. Para este fin, se usard la notacién f = g para
entender que existen constantes ¢ y & positivas tales que ¢f € ¢ € ¢f, donde
f ¥ ¢ son funciones no negativas.

Proposicién 3.3. Para todi ¥ = O se cumplen

U(J:)x—li—- y ﬂ”ﬂxl(%)-t-d,

o(z)
donde I denota la integral cola de la medida cola, es decir, [(z) = Jlor TI(tyde.

DEMOSTRACION. Primero se demuestra que

(3.5) ﬁ = ./0 e VU (’(—) dy.

Para esto se utiliza el teorema 3.2 e integrando por partes se Hega a que

—(13—] _fo e U(dx)
= e""U(a:)!m-i-f U{z)he dr
¢ 0

fa v
j U (1) vy,
0

Para encontrar la cota inferior de la primera relacién se usa el hiecho de que
U es creciente, entonces para toda A, k>0vy 2 &

= [ W
/kmu(f()e"”dy

o0
2ulh) [ ey
k
k
A

Su(d)et,

W

pot lo tanio, eligiendo k =1y A= 1

_Tll— = e MU ).

(z)
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-1

[ 4]

Para la cota superior
(=]
f %)p-vdﬁf U (k) e¥dy

[ ¢ "dJ+[ (%) e vdy
)+[ U (k) e vdy,

tomando como caso particular de la cota inferior encontracda arriba a & = 4

U

/IH

< U

b k]

yai= —;— se Liene que

(= v
i U+ ¢_(1§ [ evenligy

=U(f)+ —("'__r)—e"”
S UR) + gfyge™ 2

En la ltima cesigualdad se usé el resultado del teorema 3.1. Si en particular
se toma = 2 2log 8, entonces 4¢=¥/2 g 1y por lo tanto

1 v z

1A <2 (T) :

Para la segunda relacién se demuestra primero gue
ap A
(36) ®= [T +a).
Como

B[ T o_nT

A d+/ e~ MTI(1)dt,

4]

todo se reduce a demostrar, tomando y = At en (3.6), que

o
/ e~ M)t =/ Ae~MI{tdt
0 0

lo que resulta cierto, ya que integrando por partes

j; - AeTMI(N)dt = I(t) (e-"')‘:' + [0 ~ e MII(t)dt

= / e ATt .
V]
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Usando la misma técnica aplicada para la primer equivalencia se tiene

para toda Ak > 0 que

22 > f {({) +d} dy

(7 (k )+rl)[ e~vdy
(T(5) +d)e

W

H

por lo tanto si se toma A = y £ =1 se tiene

a5 (1 (Ly+d)et

r

Igualmente se encuentra la cota inlerior, pues

B (@) +a) [y [Tev
<) +d) + f e~V (I (4} + d) dy
SUE) +d)+ 3 [T ety
= (1) +d) + B o

-rf2 <

v si 2 2log 4 entonces 2e % de donde

2718 (L) +a).

§3.4 Tasas de crecimiento

+d) dy

En esta seccidn se estuclian las tasas de ¢recimiento asintStico de las trayec-

torias de los subordinadores, tanto en tiempos pequenos como grandes. El

mismo arguniento gue se da para el otigen sirve para el infinito, asi que sélo

se dan las demostraciones para el origen y de manera andloga se sigue para

¢l infinito.



§3.4 Tasas de crecimiento

Proposicion 3.4. Sean (0:)ez0 un subordinador y el coeficiente deriva d 2 0,
entonces

1'1m+ & =d .5
t=—0

DesosTRACION. Sin pérdida de generalidad supéngase que ¢ = 0. Como se
recuerda, pot ¢l teotema (1.4-i1)

lim 1‘\1! =0

A ]

entonces para toda A 2 0

lim —V! lll'l]. t'Il(;-) = hm t<I>(7\) 0.

RYEEN

Alora. usando la desigualdad de Markov [1.2], con A{2) =1 — ™% y a = e,
para toda ¢ > 0

0KP (%> < (1-e ) E (1~ exp{-La})
$1- 0‘(1){ 1 (5}

Asl que (t'la,)lm converge en probabilidad a cero. Para cdemostrar que
2

la convergencia se da c.5. se demuestra que {i~'a;) _  es una martingala

20
reversible y aplicando el teorema de convergencia para martingalas (ver [1.4]),
se tendria el resultado.

Por fa propiedad de Markov s6lo es necesario verificar que para toda

0L Aya<t
E ((% - %) exp-A%) = 0.

Esto es cierto ya que
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((§~%)asevp{—*a.}exp -3o - )}

—IE (4 (o) - au)exp {~3 (01— 0,) } exp { - 20, })
(f"%)E(Usexl){—%o,})exp{-(r-—s)¢(5)}
-iE ((a, a,yexp {~3 (o1 = a,) }) exp { ~s® (3
= (3= st (D) exp{-s2(3) }ew{—(f—ﬂ)@(r‘

—Ht - 9)d (P exp {—{t — )@ (2)}exp {-s® (3)}

—— St

}
y

Teorema 3.4. Se¢ (ar,),;o un subordinador con deriva d = Q y medida de
Lévy M. Supdngase que h : {0, 00) — {0,00) es una funcidn creciente tal que
t -~ t7Y(t) también sea creciente entonces lus siguientes afirmaciones son

equivalentes

1) limsup (ﬁ:—,) =00 C.8.;

-0t

ii) [o 1 M(h(H)dt = co

i) [ ~ (i) @ () Jat = oo
Y si alguna de estas afirmaciones no es cierta entonces
i I ) = 5.
g, () =0 s

DeMosTrACION. (il) = (i) Sean ¢ > 1 y ¢ > 0. Usando el hecho de que
tLA{t) es creciente se tiene que

Ml o MO o (et) > ch(t)
pot lo que

(C"l(f)) TI(A(ct))
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gracias a que Tf es no creciente. Ahora bien,
4 €
j T{(ch{t))dt ;/ T{h(et))dt = oo.
[ o :

Como ya se vio, el proceso e saltos de (01) 130 Gue se denota por (cor};5o
es un (p.p.p.) con medida caracteristica I1. Entonces si n € (0, €), la variable
aleatoria

#{t € n,e): eor > ch{t)}

tiene distribucion Poisson con pardmetro f; T{ch(t))dt. De aqui se deduce
que existen una infinidad de puntos s € (0. €) tales que e, > ch(s} de donde
se sigue necesariamcente que a, > eh(s) por lo que

lim sup (ﬁh) zc

1=+

¥ como ¢ s arbitraria se llega al resultado.
{i) =+ (ii) Supbngase cue fol M(h(t))dt < o0, Como la Funcidn h es creciente
existe su inversa, |a cual se denata por k. El proceso (fi(ea,)),;o es un (p.p.p.)
con medida caracteristica Il que cumple f][!,oc) = TI[h(t), o0).

Ahora bien

/0' fi[t, oc)dt = [01 [» N{dz)dt
=folf:drﬁ(d.r)+/:°°f0ldzﬂ(dm}

= /w(le)ﬂ(d;c)
0
y como T[f, 00) = IT[A(t), 00) = TT{A{1}) entonces
/m(l Ax}ﬂ(d:r) < o5,
o

Asi que [I se puede pensar como la medida de Lévy de un subordinaclor.
Para toda t 2 0 sea

a= 3y fz{ccr_,),

Qgegr
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el subordinader con deriva @ = 0 ¥ medida de Lévy Il. Por ser 1=Vh()
creciente, se cumple para toda a,b > 0 que i{a + b) 2 h(a) + (b} de donde

h(&,):h( b fz(ea,)) > ¥ eo,=o

gt 0g gt
Esta tittima igualdad se debe a la ohservacién 1.6 tomando un subordinador.

Por la proposicién 3.4 se tiene que Iun t7'é, = 0 c.s. entonces para € > 0
ot

v I pequena & € € ¢.s. de donde
0< & < h() < Alet) < eh(f)
siempre v cuando 0 < ¢ < 1. De aquf que
i AL =
r’_l:(])l+ G 0 cs.

(ii) & (iit) Como $(A) = A [ e~ VTI(t)dt entonces

(A} = fo e~ MTI(1)edt — A /: te M)t

/:{d:»(ﬁ) (%) 'r'— dt = f/ -:e--'—/"“)n( ddt
// _‘/"'mﬂ{m) d!
// e TT(xhit)}dzdt.

Mh(t)) < Tzh(n) < Ti(h(=)

Il

Por ser IT no creciente se tiene

si0 <x <1y 0<t. Concluyendo que las integrales en (i) ¥ (iii) convergen
o divergen simultineamente. !

Como ejemplo de este teorema, se tiene que si (0¢)¢y0 o5 un subordinador
estable con indice a € (0, 1) entonces

limsup(”,]) 2 6 0 cs,
=0+
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dependliendlo de si la integral fol h{t})~dt diverge o converge, ya que

1_ 1 poc 1 poo
[ l'[(h(t))dt:[ H(d:c)dt:f [ 271 7%dzdt,
0 o Jain o Jagny

La condicién de que t ~ t~'h(t) sea creciente puede ser restrictiva ya que
frecuentemente falla para una trayectoria tipica de un proceso creciente. Esta
condicién se puede debilitar si la integral cola tiene incrementos positives, es

decir,
fim inf 225 5 g,
Ut
Proposicidén 3.5. Sea h :{0,00) ~ {0, 00) une funcién crecientc y supongase

que [{x) tiene incrementos positivos enlonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

1) limsup (—”1—) =00 CS.0
=04+ ki)

i) ]u.] TT(h(t))dt = oo;

1
. l _
it} / @ (;‘-md{) = 00,
0
St alguna de estas afirmaciones ne es cierta entonces

im S —
rl_l'lal‘{_ ) =0 cas.

DEMOSTRACION. Como IT es no creciente
o
Iz)= / T(t)dt 2 2I0(x).
o
Mas adn
2 _ -
{22y = [{z) + Iyt € 1{z) + 2IT(22) € f{2) + 210 (z)

r

de donde

oo H{2x) P ( .rﬁ(x)
1<l¥56|lf 7] Slirﬂ,!_.'.},f 1+ )
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es decir, Iim‘i)nf I{x)~YzTT(z)) > 0 lo que significa que [(r) x +Tl{x). Por la
TG4

proposicién 3.3, se tiene que x® (1) x /(2) por lo que
®(2) = M)

y de aqui que (i) v (i) resulten ser equivalentes,
, 1= .
Supdngase que fo [TI{A{¢)}d! = oo entonces por los mismas argumentos
vistos en el teorema 3.4 se llega a que

limsup 2 21 cs,
t—+04 k—[h z

51 se sustituye h{t) por ch(t) con¢c > len (3.5—i1’|).'])or ser @ concava. se

tiene que

/;@(;,b;):-x

de conde

lim sup (
t—0+

£ =0 .5

Por otra parte, usando la desigualdad de Markov con fi{x) = 1 —¢7F (ver

12)
P(o: 2 ) £ (1-—6‘ l) [E{l-exp{~La})
<

L= ey (1- exp {0 (H)])

¥ en particular sif = 27" y ¢ = h(277) se tiene que

P (o9-a41 2 1(27")} < (I —e“)" (1 —exp{ 2ty (Mz- ,)})
<2(1-e )7 e (k) -
La dltima igualdad se debe al hecho de que | — €™ < x.

Como t ~ @ (h{t)~!) es decreciente, se tiene que

zz‘“«i’(h“_,,))<oo o fd) hm)dr<>_

n=0
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entonces por el lema de Borel-Cantell
ag-ne1 € W {27")  para toda n suficientemente grande c.s.
¥ por un argumento de monotonia se sigue que
a < h(t) para toda t suficientemente pequena c.s.

Si se sigue suponiendo que fol O (M(t)~1) dt < oc se puede remplazar it por

€h con ¢ € (0,1} y se llega a que

lim 75 =0 cs. iz

t=04

Teorema 3.5 (Ley Fuerte de los Grandes NGmeros). (LFGN) Sen (01)ep0
un subordinador con [B(e)) < oo entonces

fim £& == [E(my).
tooo ! E{a)
DEMOSTRACION. Sea {Ya)ap1 una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con la misma distribucién y IE(Y]) < co entonces por la (LFGN)
Sy G, .
= =5 [B(}).
Si se define Yy, = o4 — a4, entonces para toda k 2 1
E“l) = lE(tTk - C’f.-_l) = IE(H] - 0’0) = IE(O‘])
¥ como
"
.5,. = Z };- =dy,,
k=1
se Liene que
g, €5,
—'f- — E(O’l),
Ahora, por ser (o¢)r3g no decreclente ysi n t < n 1
g 1 g nsl fntl
2 (J) < % < St (mtt)
entonces

fim St = [E({oy). ) 3

=0



CAPITULO 4

Generalizacion del Teorema del
Limite Central

En este capitulo se generaliza el Teorema del Limite Central para transfor-
maciones cle caminatas aleatorias con dominio de atraccidon una distribucidn
estable. Para esto se dan las definiciones de distribuciones estables y dominio

de atraccién asi como algunas de sus propiedacdes basicas.

§4.1 Distribuciones Estables

Definicion 4.1. Sea T una variable aleatoria. Se denota por P su distribu-
cién y su funcién caracteristica por 2. Se dice que cs esteble si para cualquier
n € N existen contantes a,, > 0, b, € R v variables aleatorias independientes
£1,&2..+ ., &4, con la misma distribucién de T tales que

(4.1) anT +bn 2 &+ + 6

o equivalentemente

(4.2) Pr (iff"') =Pr+. +« Pp{x)
o bien
(4.3} (@A) = (planA)) ™,

Observacion 4.1. Si X es tal que [P(X = m) = | para m constante, se dice
que X es degenerada. En este caso, ¢, (M) = €™ v claramente X os estable.

pues si se toma a, > 0y by = (11— aq)m se tiene (4.3).
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Una caracteristica especial de esta clase de distribuciones es la siguiente.
Teorema 4.1. Cualquier distribucidn estable es infinitumente divisible.

DEMOSTRACION, Por (4.3}

wlA)" = (p{an/\)eﬂ'"'\) & (A e = p(a,A)
S ¢ (ﬁ)n exp {—{*‘1} = p(t)

por lo tanto

wlt) = (~; (ﬁ) exp {—}I’-’:f})n b &
Si se define S, =&, + -+ -+ £q. por (4.1)

{4.4) Sazby 2

an

[.a pregunta gue surge es ;qué tipo de distribucién se obtiene en el limnite
en (4.4)7

Como respuesta parcial, se tiene por ejemplo que si las variables aleatorias
{€;)2-, cumplen con que a? = Var(€y) € oo y si se definen o, = ay/n'y
b, = nlE(£]), entonces por el teorema del limite central se tiene que

Su-nlEl£;) D
HEA L Mo,
Ahora, si & tiene densidad Cauchy, es decir,
N 8
I{J)_W con >0

: — o — (v LERAN
¥ sabiendo que g, (¢) = exp{—08]{|} se llega a que @5, (t) = [exp{ —=; .
n

Porloquesia,=nvbd,=0

a LA

n !
w—— Cauchy(#}.
s
El teorema siguiente da condiciones sobre T para que (4.4} se cumpla.

Teorema 4.2. Una condicicn necesaria y suficiente para que une variable
alcatoria T sea el limite cn distribucidn de la variable aleatoria a"f‘l. t, >0
y by €R. es que T sca estuble.
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DEMoSTRACION. Si T es estable, por (4.1)

T n-b,

con S, =& + -+ &,, de donde

Sazta P,
Sn n—+oo

Sea (£n)np1 tna sucesidn de variables aleatorias inclependientes e idéntica-
mente distribuidas y supéngase que —-“—41 T conay >0y b, € R.Se
demostrard que T es estable.

Sea k 2 1y se define

SV=& 4 +£,..., 50 = ipetindt + o A Sk

(1} X L&)
T = Slobe e sty

l.as variables aleatorias T,gl), .. .,T,(.k) tienen la misma distribucién y
T _:”? T (i=12,...,k).
St se dlefine
Ukl = 70 (k)

cntonices por un lado

{4.5) Uk _:12;, TM 4. g h

donde T 2 1 parai=1,2,...,k y por otro

Ky _ st_p, | i S8 _y
U:(1 b= ..n.a.;.._n. + _nﬂ_'l. +t _u?“_u.
L"+S£”+---+>$,“—kb..
Gn
— StErtotEn—kbn
an
min SRt b=t | bun ks
Gn + Gkn an

oV + 69,
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donde
oM =t gl _ bakbe oy GbGectbakobe

an ! f:t kn T
De todo esto se tiene que

3 (h)_glkd
(4.6) Vin = L-’n?gu— — T

n—oo

Ahora, aplicando el resultado del lema 4.1 existen constantes a'*! > 0 ¥
™) € R tales que al! = at®) y g9 5 gtk po; {4.5) ¥ (4.6) se concluye
que

T D ik gt
T a

lo que afirma que T es estable.

Lema 4.1. Sean &, z £,a0,>0 yb, € R constantes tales que
ann +bn o €,

entonces existen constantes a > 0 y b € R tales que

lima,=a, limb,=b y E=uaf+0b

n—o0

La demostracidn de este lema se puede consultar en [6).

Dado que las distribuciones estables son (i.d.) y éstas se caracterizan
por la formula de Lévy-Khintchine, las distribuciones estables se pueden
determinar por medio del exponente caracteristico que es un caso particular
de Lévy-Khintchine,

Teorema 4.3 (Representacion Espectral). Una variable alcatoria T tiene

distribucion estable si y sélo si su funcidn caracteristica estd dada por . () =
exp{—¥(A)} con

(4.7) W(A) = ipA+ £]A[ {1 -BRa)], AeR

donde v es una constante real, k 2 0, a € (0,2], f & [~1,1]. [%I =0s8iA=0
Y
tan () sia# L,
Hh a) = 2(2) . #
-Zin{A} sta=1.
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Observacién 4.2. Como una distribucién estable se caracteriza por los para-
metros a, v, & ¥ J se denota a una distribucién estable por S4(x, 3,7) ¥ para
indicar que una variable aleatoria X tiene distribucién estable, se escribe

X~ So(s, B, 7)-

La idea de la demostracién del teorema 4.3 es usar (4.4) y obtener una
representacién de Lévy-Khinchine de la funcién caracteristica, la cual seria
©r{A) = exp{-¥(A)} con

W) = iMA 4 kA2 sia =2,

TV iMA+ PO ) Hs+Q [0 00 D) sie<2.
Aqui M eR, K 2 0, Py Q son nitmeros no negativos y
D0, z) = 1— ™ 4 idal e (z)-

En particuiar, para o < 2 ¥y X no-degenerada P+ @ > 0. Mds atin, se tiene
que

f = Pax {i+83)an (1-Blax
M (l—-t:)l"(l—r:)coa(l—z")1 P= 2T (1-a) cos| —) Y Q r(1- u)cos(‘"-)

P , . -
de donde 7 = PTS’ Lo que restaria es evaluar las integrales para llegar a (4.7)
y encontrar cue

A=) = s Lioey(%) + Eﬁﬁl(-mm(l‘),

que coincide con lo visto en §1.3.4. Una demostracién detallaca se puede
consultar en [6).

§4.2 Propiedades de las distribuciones estables

Algunas de las propiedades basicas de las distribuciones estables se mencio-
nan y se analizan en esta seccién, asi como la interpretacién de los parimetros
o, K, ¥y

Proposicion &.1. Sean X| y X, variables aleatorias independientes donde
X~ 8ol 851 h J = 1,2, entonces Xy + Xo ~ S4(x, 3,7) con

K=rytrg, f=dmde oy oy
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DEMOSTRACION. Para oo # 1

I (¢x,0x,(A) = In {10, (0) + 10 (10, (1)

i +7)A+ (k1 + &2)|A° +d|A]° mtaﬂ (Z2) (Bakr + Baka)
i+ A+ (4 k) A 1 - i85t & can (22)]

TR

Para ¢ = 1 es similar. 4

Proposicién 4.2. Si X ~ S,(x, 8,7) v, b € R entonces aX +6 ~ Sa(%, 5,7%)

con

. ia 3 na . jar+b sia#l;
=kla]®, B=P0p ¥ T—{ay-}-b-—%ﬁﬂﬂlﬂlﬂl sia=1.

DEMOSTRACION. Para a #1

I (PaxslM)

iy(Aa) + k| Aal® [1 - :,8 tan (‘")] + iAb

i(ra+ 02+ wlal’ A7 [1 - B2y tan (1)

[

e igualmente se hace para a = 1. ) §

Proposicion 4.3. Para cualquier o < 2,
X~ Sk, 8,0)0 ~X ~ 8,(s,-0,0)

DEMOSTRACION. Es claro de la proposicidn 4.2 tomado a = ~1 y 6= 0. X

Por las proposiciones 4.1, 4.2 y 4.3 los parametros «, x, # determinan la
naturaleza de la distribucién. En cambio, la constante v es sélo un pardmetro
de localizacién. El pardmetro & es una constante de escala, el pardmetro
describe la asimetria de ka distribucién y el parimetro a refleja €l compor-
tamiento de la distribucién en infinito.

Aunque las distribuciones estables son absolutamente continuas sus den-
sicades se expresan por funciones muy complicadas, sélo en algunos casos se
expresan por funciones elemeniales. Por ejemplo, el caso 5,(0,58,v) corres-
ponde a la distribucion de una variable aleatoria degenerada. Para S»(k, 0, v}
se ticne p{A) = exp{ivA — kA?}, la cual corresponde a una distribucidn
N(0,2x), aquf el valor de § es irrelevante v suele tomarse como = 0.
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Figura 5: Sa(1,8.0) con & = 1.5, o = | y a = 0.5 respectivamente
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Para el caso en que 3 = 0 se tiene una funcidn caracteristica real, por
lo que si § = 0 la distribucién estable es simétrica alredecor de . Como
caso particular para Sy (~,0,0) se tiene la clistribucién de Cauchy(x) y para
Sy 2k, 1, 7) surge la distribucién de Lévy, euya funcion de densidad es

x1/2 5
f@)=A(F) gr_-l,)all exp {_2(r—ﬂ}

¥ se concentra en {y,0¢). Si X ~ §)5(x. 1,0}, entonces para x > 0

E’X(x)=2(l—fb(\/';‘_)).

donde ¢ es la funcidn de distribucion de uua N {0, 1).
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Figura 6: S,(1,0,0) variando «
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St g=1ya < 1lavariable T es positiva, ysi = -1 v o < 1 es
negativa. Para el caso en que |3} < 1 y o # 1 la variable aleatoria T tiene
como soporte al eje real (ver figuras 5 y 6).

§4.3 Teorema del Limite Central

En §4.1 se discutié sobre las caracteristicas que T debia satisfacer para que

Sazby T,
Gn koo !

en donde (Xy)ap) es una sucesidn de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas v S, la suma parcial de las primeras n de éstas.
llegando a la conclusidn de que T ~ S.(x, 3, 7).

Los siguientes resultados definen y caracterizan a las variables aleatorias
{Xalup1 v a las constantes a,, > 0 v &, € R tales que

lim [P (“—q“;_“—t"'- < 1) = So{#, 5,7)

=00
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Definicién 4.2. Sea (Xp)npt una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con la misma distribucidn [Py, . Se dice que X, 6 [Py, pertenece al
dominio de atraccidn de S,{x, 3. 7) si existen constantes a,, > 0¥ b, € R
tales que
e D, o . LI
fazhh o 5.(k.A.7).  Su=31 Xi
- =l

Esto se denota como X € DA(a) 6 PPy, € DA(a) y se dice que {Xa}np:
cumple el Teorema del Limite Central con limite S, (~. 3, 7).

Recordando la teoria de [unciones de variacion regular (ver apéndice I11),
se tiene la signiente caracterizacidn del dominio de atraccidn.

Teorema 4.4. Supdngase que X1 € DA{a) cona € (0,2] y jr = [E{\).
i) SiIE(X?) < oo entonces

s,.-:m,\’, 2, N(D.1).

n Hop 0O
i) SiIB(X?) =00 ya=2 4 si o <2 enlonces

Sacbs Dy 5 (x,8,0)

an
donde
np sia€ (L2,
by= (0 sia € (0.1),
0 stao=1y Py, simétrica

g ttn = n'/9L{n) con L una funeién apropiada de variacién lenta L]

La demostracidn de este teorema se puede consultar en [11).

Ahora, si se considera una transformacién h(S,) con ciertas propiedades,
surge la interrogante de si existen sucesiones a, > 0¥ b, € R tales que se
siga cumpliendo

(4.8) MSaboby T, 5 (k,5,0).

an LIRS S

La solucién para el caso S2(1/2, 0.0}, es decie, para el case en que el dominio
de atraccion sea una distribucién normal estdndar se da en [21].
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El nuevo resultado que se explica en esta seccion y que extiende el encon-
trado para la normal estindar, es para S,{k, 3,0} con a € (1,2]. Quedando
como un caso particular lo encontrado en [21].

La demostracién de esta generalizacion sigue la misma técnica empleada

en el caso de la distribucién normal estandar.

A continuacién, se dan condiciones sobre H = ™! para que se cumpla
{4.8). Las siguientes condiciones sobre H se toman como ciertas en toda la
seccidn. H(x) es una funcién positiva en (zg, oo) para algiin zg > 0 y cumple
que lim H(z) = co.

Lema 4.2. Sea H una funcién diferenciable en {zg,00) pare elgtin zo > 0.

i) Si

4, im £Ao)
(4.9) rlﬂ]o]o G-=6>0

entonces H € VR(4).

i) Si H'(z) es una funcién mondtona y H & VR{8) entonces (4.9) se
cumple.

DEMOSTRACION. (i} Sea t > 1 entonces parae >0y z > 0

Hix Tt ]
H(;)) = exp {log H (2t) — log H(z))} = exp {[r %r‘;”-)ldy} .
Por hipdtesis, para 2 > 2gy € > 0
d—¢ H‘(l‘ S4e
< <
xt ot r!
& (6-5)[ i}g[ %{:—))dys(5+f)f %.
I x T
de donde

rJ—z S H!C:‘) s tJ-i-z_

De la misma manera se procede para ¢ € {0, 1) legando a que

(5te < 1;1’{((-1:)) < e
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por lo que se concluye que

lim f#”?” = r“,

o= ( )
es decir, I € VR(d).
{it) Sin pérdida de generalidad se considera a H'{x) no creciente, Parat > |
yuo>0

Hixt) _ Hn-H) _ [EH Wy W) _
Tm = TEE = o S T -1

v como [ € VR{§},

5 C el ()
(4.10) £l 51'}*_’,';3“71%-
Ahora, sit ] 1 queda

” (2]
IHry -

|||1| lnf
[=nalmente se hace para t € (0,1) y + > 0 obtenlendo en este caso

'
8 > tim sup 22
T rm T

concluyendo que I (x) cumple (4.9). X

Teorema 4.5. Sea H{z) una funcidn diferencieble en {xg,00) para algin
ry > 0, 57 se cumple

hm %’--_ d>0

citonces para h(x) = H~Yz)} y o € (1, 2] se tiene que

lim IP (ﬂs—:i—i < .1') = 5,(x.5,0)

n—tods

donde b, = h{np) y @, = h{np)fount =1,
DEMOSTRACION. La funcidn /=" existe va que JI'(x) > 0 en (20, 00). Como

tin [P (M g ;1!)

n—=od n

lim P (S, € H{apr + b))

b i e

.|—I'Jl Hiuy bnl—
= lim [P( n g Hldnribn) "")

n—on nila
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sélo hay que demostrar que

(+.11) lim Hleatbnlone _ o

n=$0o

Como H(b,) = np y si se define 2, = apz + b,

Hirn)=H{ba) _ __ 0 H{zn)-H{bn}
ntl= — nplfo-l]2 \/H'(b,.]

Hixn)=v/H{bn) H{ixrw)
\/ﬁ( alla— ) (1+ I?(;")) "
Primero se demuestra que lim H(r,)/H({b,} = 1, para esto se hace notar
n—3o0
que

lim (e+1) =1
va que ay /by = 1/{8n!=Y*) = 0 si n —+ 20 entonces para ¢ > 0
ba(l — €) < by (#‘H 1) < bn(l+¢)

Aoy o B (3241)) | p,een
S THE S TOHRy S T Hb

¥ como H € VR{d) se llega a que

. Hirn
li =1,
a ) = 1

Ahora bien,
Hiza)~/Hlba) et VHW
St ——f—mfb Ty ) Y
pot el lema {4.2-i) para n grande y 0 < ¢ < §

(5=c) / o \/Hm,ly < YHE)-/HE)
y YR
bn

ntla=-1f7 nlfe~1]2

Tn
{$+ v H{w
€ nl?o_—(lh £ Ty dy

ya qgue nlﬂg_} by = o0. Porser /H(y) no decreciente

{5-—() H(bn) H(zn —\/H bu)
—gn—:/‘g log (%;‘:L' + 1) £ (,f: v
(§4+€)/H (z0) .
< S g (e +1).
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Multiplicando y dividiendo por «./b, las desigualdades de arriba, sc llega a
que

- T bu/“n . Eﬂ.
%ﬂ;‘.‘.l '3.-1”2 log (%:E + 1) = ﬁiﬁl (1- 3) log (1 + 2/(ba/an))"

v

b by
g BH/ T tog (3m2 41)*" = o (14 §) /B tog (14 i) ™"

Por otra parte

lim \/%L(i';—',l =1 Jim_log (1+5)" =2

H—F

asi que

{1- :'g) (5-\}-.7) x & liminf ( H(:;']u__, f(b"')

N0

< limsup ( ”‘:’;'ln-_l f(bn})

<043 (2)

por lo que
. H{xrn)=y/Hlba)
lim (!:—£nl —Y ) = 7.;”

llegando a demostrar (4.11). X

Teorema &4.6. Sca H(2) una funcidn diferenciable en (xg.o0) para algin
o >0 Sl

- H'{x o
Jyy iy =6 >0
para algin v > —1 enlonces
im [P (fi:'_-:.‘:h £ .r) = S, (r.4.0)
n—rao "

donde by = hinp) y @, = 1/(b%ount=1")

ST TESIS W
WLR BE (A mu%;,
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Generalizacidu del Teovema del Limite Central

DEMosTRACION. Por las wisma razones expuestas en el teorema 4.5, lo que

se tiene que demostrar es que

H{agr4b,)—npu
L

fim 7=

=

=&.

Sea x, = a,r + b, entonces

(4.12) H_!xr;)l—i!(bn) = punt-Ye (H((::) _ 1).

Notese que
105 H(bu [

asi que para ngrandey 0 < e < ¢

- Tn " . H(z‘” R L v
(4.13) (4 e)/b ydy < log (m-}) < (6 H)fs,. y¥dy

Obsérvese que
Tn
Yoy — L o+ +1
-L ydy-p—;,-(a,, _b: )
"

_ bt (ranfen 1) -1 gy
= T ( wlatil =) fee
1 runfbatijett -1 x
T vt ran/by Sunt=17a

ya que a, /by = 1/{biF unt~1/4}, Usando el hecho de que
4.14 im = : TR A L il =
w1y e

se liega. a

alY . i Hizn} _
“lli“ log (_(TT) =0 & nll{“ Ba) = Lt
Como

. f—1
m =L =
i!]-u log(!) L,

si se elige t = H{x,)/H (ba) se tiene para ngrande y 0 < e < 1

(1~¢) log(f,{;'_'))) < (%ﬁ - ) < (1+€)|0g(|’[(in)).
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L'n

Usando {4.13), et desarrollo de b, Udy ¥ (4.14} se tiene

(1= §) (1 - Pz < Hoeloflld < 14 5) (14 02
concluyendo que

lim HreloHite) - o X

=

Observacidn 4.3, En todos los casos si se considera a = 2 se tiene lo ex-
pusesto en [21].

Quedaria como un trabajo a seguir encontrar las constantes e, v b, pa-
ra el caso en que a € (0,1]. Igualmente se plantea el hacer un Teorema
del Limite Central generalizado para procesos de Lévy, no sélo para casos
particulares, como son las caminatas aleatorias.



CONCLUCIONES

En este trabajo se desarrolld la teoria bdsica de los procesos de Lévyv. Se
hizé enfisis en los procesos de Markov ya que estos constituyen una carac-
teristica importante de los procesos de Lévy.

Ademds, se estudiaron los subordinadores que son un caso particular de
los procesos de Lévy dando un tratamiento detallado del comportamiento
asintdtico de las trayectorias de los subordinadores.

Con esta idea se generaliza el Teorema del Limite Central donde se en-
cuentran constantes adecuadas que hacen que una transformacién de una
caminata aleatoria, S,, converga a una distribucién estable con indice entre
1 y 2. De esta forma se extiende el resultado de José Villaseior, ¢l cual sdlo
considera como dominio de atraccién a distribuciones estables con indice 2,
es decir, la distribucién normal estandar. Esta generalizacién aplica la misma
técnica empleada por Villasefior para demostrar los resultados.

Como continuactdén de este trabajo puede quedar el andlisis paraa € {0, 1]
asi como trabajar con procesos de Lévy de forma general en vez de considerar
s6lo canminatas aleatorias.



APENDICE I

Fundamentos

En esté apéndice se dan algunos resultaclos importantes que se empleardn a
lo largo de todo este trabajo.

Desigualdades
L1. fas siguientes desigueldades se cumplen para todv a € R
i) 1 - cos(a)] €2 (1A 1al?) € 2(1 Aa])
i) fo = sen(a) < 2 (jel Alaf®) 5 lsen(@)} € 2(1A o)
DEMOSTRACION

(i-2) Para || 2 T es obvio, pues 2(1 A fa|*) = 2(1 A [«]). Si |a| < 1 también
se cumple la desigualdad ya que

lal < 1 < jo|? < |af
{i-1) Como |1 — cos{a)f = 1 — cos(a} hay que demostrar que
1 - cos{a) € 2(1 Aal?)
Para el caso 0 < a < | se tiene que

cos{a) €4 [ cos(z)dr £ -lj da
0 o

< sen(a) £ o

= ]sen(a')d;rs-l[ rda
0 (i

< 1 -cos(a) € 2d%.
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Fundamentos

(ii-1)

(ii-2)

Si =1 < a < Qentonces 0 < —a < 1y aplicando el resultado anterior
se tiene que

1w cos(—a) € 2H{—e)® & 1 ~ cos(a) € 24°.
En el caso |a] > 1 es claro, pues cos(a) € 1 v entonces 1 - cos{a) € 2.
Parael caso ¢ 2 1
a—sen(e) € 2¢ & 1 - cosa) 2.
Si @ € —1 entonces —a 2 1 y aplicando la igualdad anterior se llega a
—a - sen'(-—a) £ 2{-e) & —a +senfa) € 2(—a)
por lo tanto |¢ — sen{a)| € 2]a]. Si 0 < & < 1 entonces

cosje) £ 12 & sen{a) € 12¢
< 1-cos(a} € 6a®

& a—senfe) € 2¢°

vy para el caso —1 € @ < 0 se tiene que 0 € —a < 1 v por el resultado
anterior

—a - sen(—a) € 2(—a)® & —a + sen{—a)’
pot lo que |a - sen(a)} < 2|af>.
Es claro que si a 2 1 se cumple la desigualdad. Para 0 < ¢ < 1
cos{a) < 1 & sen{a) € a

¥ por ser la funcién valor absoluto par se tiene que para -1 < ¢ < 0
también se cumple. ) §

1.2 (Desigualdad de Markov). Sea ¥ una varicble alcatoria con 'Y € L

g sea h 2 [0,00) — [0,00) wne funcién creciente. Sia > 0 y 0 < ha) € 20
entonces

P (Y12 a) < 7y B (hY])-
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Martingalas

L3. Un proceso estocdstico (Ml definido en (Q, F, {Fi}izo, IP) €5 una
martingela si para toda t 2 0, My es Fy-medible y

E (ﬂl’[;/}-‘,) = .‘\‘!,.

L4. Sean {Gi)rpo une a-dlgebra deereciente y (Yi)izo un proceso adaptado a

{Gi)ipo. Se dice que (Yr)ipo es una martingala reversible si para tode s < ¢
E(},/G) =Y.
St (Yi)rzo €5 una martingala reversible entonces
5y, y Sy

I.5 (Desigualdad Maximal de Dooh). Sea (0, F, (Fi)izo, P) un espa-

cio filtrada. 57 (M)iso s una martingala cntonce para toda t > 0 se ticne

E (sup ]M,Iz) SHE (AL .
(I T4

En particular, si [ una funcidn borel sobre EU{AY} con f(A) =0, entonces

para cualquier T > 0 fija
2
[E( SUp { }) < -le Jx) ().
0gigT E
Propiedad de Markov

T fle) -t f J(z)du(z)

[T

1.6. Scan X y Y dos variables aleatorias definidus en (Q, F,IP) y G wna
sub-o-dlgebra de F tales que ¥ es G-medible y X es independiente de ¢
(X L a(Y)) entonces en particular para b 1 R — R tal que sea boveliana,
MX, Y Ye LA FIP)yh=f-g con fog: R — R borelianas

E(h({X,¥)/G) = E({X,Y)/a(Y}).
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Fundamentos

DEMOSTRACION. Sean f,g: R ~ R borelianas y sea h = f . g entonces por
un lado

E(f(X)-9(Y)/G) = g(Y}E{f{X}/G) = g(Y)E(f(X))
¥ por otro
E(f(X)-g(Y)/a(Y)) = g(Y)E(f(X)/a(Y)) = giY)E(f(X)).
llegando al resultado. Como caso particular si h(X,Y) = Lix4yea) se tiene

P(X+Y€d4/G)=P(X+Y € A/a(Y)).

Teovema de Clases Mondtonas

L.7. Sea A un m-sistema y sea M un espacio vectorial de funciones reales
definidas en Q. Si cumplen

1) stAe A, LieH;
i) s$i0€ fa€H y fut f. una funcidn acotada, entonces f € H.

Entonces H contiene a todas las funciones acotadus en ) que son medibles
con respecto o o{A4).

Teorema de Riesz

I.8. Sea p una funcional lineal no negativa continue en Cy( E) entonces existe
ure iinica medida p finita no negativa en £ tal que para todo f € Co(F).

) = [E Flu)uldy).



APENDICE Il

Procesos Puntuales

Sean (E, ) un espacio medible y (2, F, (F1)i30, [P} un espacio de probabi-
lidad filtrado. Se considera a £ = £FU {A} donde A es el punto cementerio,
Sea € = (e;)spp un proceso adaptado a F,.

Proceso Puntual Discreto

IL1. ¢ dice que {€r)ip0. €: S X RY « [ €5 wn proceso puntucl discreto o
Jivito ~i ol conjunto D, = {t € RY 1 e,{w) 3£ A} es finito cs.

Se abrevia esta cluse de procesos cone [pp.d.).

Proceso Puntual o-Discreto

I1.2. Se Hama al procese ()30 un proceso puntual o-discreto (p.p.o-d.) si
existe wuna sucesion (Ey)uen tal que B, T E y {te)igo restringido a Ey ex un
{p-pp.d.).

IProceso Poisson Puntual

I1.3. Scan B ¢ £ y NP = #{s €1 : ¢, € B}. Sc dice que (er)rpo €x un
proceso Poisson puntual (p.p.p.) si{e )iz e un (p.p.o-d.) casi scguramente
¥ (NP)iz0 es un proceso Poisson con pardmetro v(B).

Definida asi v(-) resulta ser une medida, yo que si By, By € £ ujenos
entonees N,B‘ v 1\’,‘82 son dos procesos Poisson sin sallos en comdn y por
lo tanto independientes, asf v(By + B;) = ¢(8,) + v(B;:). Para una familia
numerable se procede de igual manera.

A la medida ¢(-} se le conoce como ta medida caracteristion del (p.p.p.)
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Férmula de Compensacién

IL.4. Sea (i = {(i}izu un proceso predecible, positive definido en Rx Q x £
tal que pare toda t g, G(I,w, A) =0 enlonces

IE(‘E G(sow,y e,(w)}) =[E (j; dsLG(s,w. u)r(du)).

DEnosTRACION. Por el teorema de clases mondtonas [1.6] es suliciente pro-
har la igualdad para G/(s,w, 4} = K(s,w)lg{u} donde K es un proceso pre-
decible en R¥* x Q@ v B € £. Como
L lples(w)) =#{s St:e,€ B} = NP
0gegt

v por el teorema (1.6-iii) con s = 0

[E (/or K{s,w)dN{w) — v(B) ./or K(s.w)ds) =0

E (/‘ I\'(s,.u)dz\-’_,(.d;))
0
t
= [E|[uv(B N{s,w)ds
(t( )/0 V(8w )
i
= [E(‘/‘E‘lﬂ(u)v(du}vfo I\'(s.w')ds)
t
= [E (/u dsLK{s,.-.:)]Lé(u}v(du))

¥ si t = oc se cumple la igualdad. X

entonces

IE( > K= u:)lla(fs(w)))

agage

Férmula Exponencial

IL.5. Si f2F ~ C es una funcién tal que f(A)=0y fox' [V — e/ e(du) <oc
entonces para toda t 2 0

]E(cxp { .,E.;.f“"”}) =exp {—r /‘;(1 - L"ﬂ"])l‘(du)} .



DEMOSTRACION. Supéngase que f(u) =1g{«). Usando el tcorema {1.6-iv)
con s=0y H = [ seticne

E (exp{/l LgdN,+ v(B) /r(l _ elu),gs}) =1
0 o

o de manera eqnivalente
E (exp {NP}) =exp {-t(l - c)u{B)}.
Por lo tanio

exp {-{{l - e)v(B)}

exp {—tL(l - e""["’)v(rlu)}.

Siguiendo asi para f stmple, [ positiva y sablendo que cuaiquier funcidén f

es limite de simples se llega al resultado. I



APENDICE III

Variacion Regular

Las demostraciones de todo este apéndice se pueden consultar en [L3].
Funciones de Variacién Regular

IIT.1. Sea H : (0,00) ~ (0,00} wna funcidn medible. Se dice que H{x) es

de variacion regular con indice § € R si parat > 0

. Hitr) _ ,$
J, e =1

y se deneola como H € VR(8).

Se puede habler de variacidn vegular en: cere con un simple cambio. H(r)
es de variacidn regular en infinito si y sélo si H(x™') es de variacidn regular
er cero,

Si 8 = 0 se dice que I es de variacién lenta. Las funciones de variacién
lenta sc suelen denotar come L. 5i H € VR(8) entonces H(x)/2% € VR(0)
y si sc define L(x) = H(x)/a® se concluge que toda funcin H € VR(4) s¢
puede escribir como H(z) = 28 L{x).

Representacién para Funciones de Variacién Regular

IIL.2. H{z) € VR(8) si y sdlo si

H(z) = exp {c(.r) + fx %du}

para alguna 2 > 0 tal que © > : y donde las funciones ¢ y s son medibles
lales quc c{z) a5 c € R ye(e) = § cuando x — 0.
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Variacién Regular

Teorema de Densidad Mondétona

II1.3. Sea H(z) = for h{y)dy donde h es mondtona en (z,00) para alguna
s> 0.5

Hix) -~ c.r‘;L(n:} rax
conec>0,8eR y L€ VR(0) entonces
R(z) -~ ez’ L{x)

€ incersamente si H(z) = [ hy)dy y h € VR(6 - 1) con & > 0 entonces
H e VR(8) y

H(x)~ ed™'zh(z)

Teoremas Tauberianos de Karamata

I11.4. Sea H urna funcién no decreciente, continua por la derecha definida
en R*. 5i L € VR{0), ¢ > 0 y § 2 0 entonces lus siguientes afirmaciones
son equivalentes

0 OH(2) e eaSL{x)/T(L 4 8) s & -+ 00!
i) LOHYA)~eA=SL(1/A) & AlO.

Come consecuencie se tiene que si H € VR(8) con 8 > 0 entonces su inversa
H e VR(s™Y).
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