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INTRODUCCION.

Una de las tendencias al hacer matematicas es retomar algo que estudiaron algunos, buscar
ligaduras y en el mejor de los casos crear una nueva teoria a partir de esto.

En este trabajo se pretende precisamente retomar algunos trabajos que incluyen desde
matemdtica del siglo XIX a resultados relativamente recientes de la década de los ochen-
tas.

En concreto se trata de estudiar la geometria de las Grassmanianas y relacionarlas con otros
objetos matemdticos. Las Grassmanianas son ciertas variedades algebraicas que pueden
pensarse como una generalizacién de los espacios proyectivos. Los otros objetos en cuestién
son poliedros convexos y geometrias combinatorias o matroides.

Todos estos abjetos han surgido como generalizaciones de otros més simples. De hecho
podemos decir que, en parte, nacieron de la Geometria enumerativa, que trata con pro-
blemas de conteo de puntos, lineas, planos, etc., que cumplen con ciertas propiedades.

En nuestro primer acercamiento con las Grassmanianas, se abordara un poco el tipo de prob-
lemas que se planteé H. Schubert, que después despertd interds en varios matematicos ¥ que
después de varios afios dio como fruto el desarrollo de importantes herramientas matemdticas.
Los otros objetos, nacieron de forma similar, por ejemplo las Geometrias combinatorias y
matroides, nacieron de considerar ciertas configuraciones provectivas, es decir, conjuntos de
puntos, lineas, etc., en un espacio proyectivo. Después originaron preguntas como . Cudndo
esas configuraciones proyectivas son o no representables? Por el otro lado, los poliedros, tam-
bién fueron estudiados a fondo cuando se obtuvieron algunos resultados de tipo topoldgico,
combinatorio,

Después de estudiar un poco estos objetos y las relaciones que existen entre ellos, los cual
es central en esta tesis, se abordard un problema mds como ejemplo de utilidad de esta
herramienta. Este problema es el del dilogaritmo y la generalizacién a polilogaritmos.
También se incluyen algunos problemas abiertos, trabajos relacionados y algunas referencias
para los lectores interesados.
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Capitulo 1

MATROIDES Y GEOMETRIAS
COMBINATORIAS.

En este capitulo se pretende introducir las definiciones axiométicas basicas de la teoria
de matrices, que serdn utilizadas en esta tesis. También se estudiaran algunos ejemplos
ilustrativos en la seccién ( 1.2).

1.1 Definiciones.

Definicidn 1.1.1. Una familia B de subconjuntos de un conjunto finito £ es llamada una
familia de bases para E si los siguientes axiomas se cumplen:

bl B #0. (No trivialidad)
b2 B es una familia incomparable en E. (Incomparabilidad)

b3 Para cualesquiera dos subconjuntos X,Y C E, X C V, si existen B, B, € B tales
que X € By y B, C Y, entonces existe B; & ‘B tal que X C B3 CY. (Axioma de base
media).

Definicién 1.1.2. Por una familia incomparable en E nos referimos a una familia de sub-
conjuntos de E tal que si dos subconjuntos X, Y estdn en dicha familia ¥y X CY entonces
X=Y.

Denotaremos con B(E) a la coleccién de todas las familias de bases para E.
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Definicién 1.1.3. Una matroide finita M (E) en un conjunto finite F es un par (E,B),
donde B € B(E).

Ejemplo 1.1.4. Consideremos un espacto vectorial V' de dimensién finita y sea £ un con-
junto finito arbitrario de vectores en V. Entonces si ‘B es tomado como la familia de todos
los subconjuntos maximales de E que son linealmente independientes en V', los axiomas an-

teriores pueden ser verificados ficilmente para B; asi tenemos una matroide My (E)}. Dicha
matroide es una matroide vectorial.

Definicién 1.1.5. Una matroide M (E) serd coordinatizable si esta es isomorfa a una matriz
vectorial.
1.1.1 Familias de subconjuntos.

Definicién 1.1.6. Una familia descendente en E es una familia A tal que para cualesquiera
XYCE si XCYyY € Aentonces X € A, Dualmente una familia ascendente en E'es
una familia A tal que para cualesquiera X, Y C E,siY C X v Y € A entonces X € A.

Definicién 1.1.7. Para cualquier familia de subconjuntos de E definimos €l cono superior,

el cono inferfor, 1a familia maxima, la familia minima y familia opuesta de A como sigue:_‘
¢ cono superior = 8{A}:={X CE|3Ac A, AC X}
s cono inferior :=J(A):={X CE[3A €A, X C A}
o familia maxima = MA(A) ;= {4 € A|3 A es maximal en A}
o familia minima := MJI(A) := {4 € A|F A es minimal en A}

o familia opuesta = OP(A) = {X C E

X ¢ A}

Los conos superior e inferior de A son siempre familias ascendentes y descendentes respecti-
vamente. La familia mdxima y la minima de A son ambas familias incomparables en E. Y
la familia opuesta de A es una familia descendente si A es ascendente.

Ahora, sea M(F) := (E, B) una matroide finita.

Definicién 1.1.8. Un subconjunto X C E es independiente en M(E)si X € J:=1(B) y
es generador si X € & := §(B). Denotamos como I{F) a la coleccidn de todas las familias

J v como S(E) a la coleccién de todas las familias &.



1.1 Definiciones.

Definicién 1.1.9. Un subconjunto X € E es dependiente en M(E)si X € D := OP3(B))
y es no-generador si X € M := OP(§(B)). Denotamos como D{E) a la coleccién de todas
las familias D y como N{E) a la coleccién de todas las familias .

Definicién 1.1.10. Unsubconjunto X C E es un circuito en M(E)siX g€ € := MJOP(I(B)))

y es un hiperplano en M(E) si X € % := MA(OP(J(B))). Denotamos como C(E) a la colec-
cion de todas las familias € y como H(E) a la coleccién de todas las familias §.

Estos conceptos son familiares en los ejemplos de matroides coordinatizables. En una ma-
troide coordinatizable My (E), los subconjuntos independientes y dependientes de E son
subconjuntos linealmente dependientes y linealmente independientes de E. Los subconjuntos
generadores son bases del espacio vectorial V, y finalmente los hiperplanos son hiperplanos
de V' intersectados con E, si tal interseccién genera el hiperplano en cuestién.

Para cada matroide A{{E) la familia de circuitos e hiperplanos son familias incomparables,
las familias de conjuntos dependientes y generadores son familias ascendentes, y las familias
de conjuntos independientes y no generadoras son familias descendentes.

Las siguientes proposiciones son probadas en [Whi86] y caracterizan a las coleceiones antes
definidas.

Proposicién 1.1.11. Una familia & pertenece a I(E), esto es, es la familia de todos los
conjuntos independientes para una matroide M(E), si y s6lo si las siguientes condiciones se -
cumplen:

i1 3#4.
i2 J es una familia descendente.
13 Para toda Iy, 12 € 3, si [Ii] < |I5], entonces existe x € I; ~ I, tal que [ Ux € J.

Dualmente, una familia & pertenece a S(E), esto es, es la familia de todos los conjuntos
generadores para una matroide M(E), si y sélo si las siguientes condiciones se cumplen:

s1 G#£D.
52 J es una familia ascendente.
83 Para toda 5,,5; € G, si 151] > |52/, entonces existe € 5, - S, tal que S, -z € &.

Nos referiremos a (i1), (i2), y (i3} como axiomas de independencia y (s1), {s2), y (s3) como
axiomas de generacidn.
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Proposicién 1.1.12. Una familia © pertenece a D(E), esto es, es la familia de todos los

conjuntos dependientes para una matroide M(E), si y s6lo si las siguientes condiciones se
cumplen:

dl1 8¢ 2.
d2 @ es una familia ascendente.
d3 Para toda Dy, Ds € D, si DN D, € D, entonces para toda z € E,(DyUD;)—z€D.

Dualmente, una familia 9 pertenece a N{E), esto es, s la familia de todos los conjuntos
no-generadores para una matroide M (E), si y sdlo si las siguientes condiciones se cumplen:

nl Fgot
n2 M es una familia descendente.
n3 Para toda Ny, Ny € M, si N U N, € 91, entonces para todaze E, (MUN)Uz €9

Nos referiremos a (d1), (d2), y (d3) como axiomas de dependencia y (n1), (n2), y (n3) como
axiomas de no-generacidn.

Refiriéndonos a circuitos e hiperplanos tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 1.1.13. Una familia ¢ ;pertenece a C(E), esto es, es la familia de todos los
circuitos para una matroide M(E), si y sdlo si las siguientes condiciones se cumplen:

a1 dge.
¢2 € es una familia incomparable.

¢3 Para toda Cy,Cy € €, tal que C) # Ca, y para toda z € E, entonces existe C3 € € tal
que C'3 _C_ (Cl UCQ) - I

Dualmente, una familia §) pertenece a H(E), esto es, es la familia de todos los hiperplanos
para una matroide M(E), si y s6lo si las siguientes condiciones se cumplen:

hl B¢ 8.
h2 § es una familia incomparable.

h3 Para toda Hy, Ha € 9, tal que Hy # Hy, v para toda x € E, entonces existe 3 €

tal que (1 T Hz) U € Hs.
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Nos referiremos a (c1), (¢2), ¥ (¢3) como axiomas para circuitos v (h1), (h2}, ¥ (h3) como
axiomas para hiperplanocs.
Ahora, definamos el operador cerradura y el rango para una matroide,

Definicién 1.1.14. Un operador cerradura sobre e} conjunto finito E es un operador
cl : P(E) = P(E) que satisface los siguientes:

cll Para toda X C F, X C cl(X)
cl2 Para toda X,Y C E, si X C Y entonces cf(X) € l(Y),
cI3 Para toda X C F, cl[cl(X)] = e(X)

cl3 Para toda X € E y para toda y,z € E, sl y € cl(X Uz) — c(X), entonces z €
(X Uy) —el(X)

Definicién 1.1.15. Una funcién rungo sobre E es una funcién r: P(E) — N que satisface
los siguientes:

rl r(®) =0.
12 Para toda X,Y C E, si X C Y entonees r{X) < r(}).
3 Paratoda X, Y CE, r(XUY)+r(XNY) <r{X)+r(Y).

Ahora estableceremos las condiciones que se tienen que aumentar para extender nuestros
sistemas de axiomas a geomettias combinatorias. Las geometrizs combinatorias son tuna
restriccién natural de la coleccién de matroides. Sobre las matroides vectoriales, ellas con-
stituyen la clase en la cual en ningiin par de vectores uno es muliplo escalar del otro, y en
donde el vector cero es excluido.

Si entonces, pasamos del espacio vectorial al correspondiente espacis proyectivo con el proce-
so usual de identificacién de miiltiples escalares, los elementos de u-a geometria combinatoria
permanecen distintos. En general, las geometrias combinatorias son frecuentemente visual-
izadas como configuraciones geométricas.

Definicién 1.1.16. Una matroide M(E) := (E,B) con B € B(E - es una geometria combi-
natoria si satisface cualquiera de las condiciones equivalentes pars la siguiente proposicién.
En tal caso M(F) usualmente se denota como G(E).
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Proposicién 1.1.17. Sea M(E) := (E, B) con B € B(E), una matroide sobre E, y sean €,
D, 7, 6, M, y 5 sus familias de circuitos, conjuntes dependientes, conjuntos independientes,
conjuntos generadores, conjuntos no-generadores, e hiperplanos respectivamente. Y sean cy
r el operador cerradura y la funcién rango de M(E). Entonces los siguientes son equivalentes:

cd Si € &€ ¢ entonces [C] 2 3.

d4 Si D € D entonces |} > 3.

i4 Para toda 1,y € E, {z,y} € 3.

b4 Para toda x,y € E, existe B € B tal que {z.y} € B.

s4 Para toda z,y € E, existe § € MJ(J) tal que {z,y} C 5.

n4 Para toda z,y € F, ¢ # y existe N € MA(M) tal quez € N,y g N.
h4 Paratoda z,y € B, r £ yexiste HEc Htalquez € Hyd H.

cld cl(@D) =0@ycllx) =z paratodaz € E.

r4 Paratoda X C F,si | X

< 2, entonces r{X} = |X].

Hasta ahora sélo hemos considerado matroides finitas en las cuales el conjunto E es finito.
Si ahora permitimos que E sea infinito, nuestra teoria permanece précticamente ignal si
insistimos que las bases sean finitas.

1.2 Ejemplos.

1.2.1 Subconjuntos de espacios proyectivos.

El ejemplo més bdsico de una geometria combinatoria es la estructura de un conjunto arbi-
trario de puntos de un espacio proyectivo de dimensién finita.

Para comenzar, el espacio proyective tiene una estructura de planos, llamemosles puntos,
lineas, planos, etcétera, y las relaciones de incidencia entre ellos. Cada n-plane (o sim-
plemente plano cuando no haya confusién) tiene un rango igual a su dimension proyectiva
mas uno; puntos tienen rango 1, lineas tienen rango 2 y asi sucesivamente. El rango de
cualquier plano es entonces igual al nimero de puntos necesarios para determinar tal plano.
Nuestra tarea inmediata es ver cémo esta estructura de planos puede ser inducida sobre un

Subcomgunto del comjunto de puntos del espacio.
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Ejemplo 1.2.1. Sea E C S un subconjunto del conjunto S de puntos en un espacio proyec-
tivo. Cada plano proyectivo por si mismo consiste de un conjunto de puntos cuya interseccidn
con E llamaremos un plano de la geometria combinatoria G(E) inducida en el conjunto E.
{Cémo deberiamos asignar un rango a dicho plano? Digamos que un subconjunto 4 C E es
la interseccion de algiin plano proyectivo con E. Entonces existe unc de esos planos proyec-
tivos que es el menor tal que su interseccién con E es 4, y éste tiene un rango r{A4) que le
asignaremos al plano A en la geometria G(E). En la figura { 1.1) tenemos un esquema de

g
i
[
toy
hY
\
\
\\
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X
[0
|
i “‘.
! i
Ce k
: ey .
N
| 3
' e
i A \“*-.
h~ \‘,
\ -
3 .
i & T
i \ ‘\-'-. v
| \ .
C * =

Figura 1.1: Una geometria de seis puntos.

una geometria combinatoria de seis puntos. Los planos y sus relaciones de incidencia estin
indicados en la latiz de la figura { 1.2). Lineas rectas en el esquema indican aquellas lineas
de la geometria que contienen mds de 2 puntos, pero pares como dg también son lineas de
la geometria combinatoria, y tienen rango 2.

Esta geometria es ficilmente vista como la geometria inducida sobre un conjunto de seis
puntos en el plano proyectivo real (configuracién proyectiva). En la figura ( 1.3) indicamos
una eleccidn de seis puntos. Aquf por ejemplo, ia colinearidad de los puntos g, 1, f es probada
mediante el cdlculo
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contiene a A.
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(b)

Figura 1.2:

_g+30=-1(0,6,1)+3(2,2,1) = (6,0,2) = (3,0,1) = f
como las coordenadas difieren solamente por un comin miltiplo escalar entonces nos referi-
mos al mismo punto proyectivo.

La latiz de planos de una geometria combinatoria, tal como en la figura ( 1.2) es una latiz
geométrica. La unidn de dos planos es el menor plano que los contiene; la interseccidn de
dos planos, es simplemente su interseccién como conjunios.

Las propiedades principales de las latices geométricas estdn resumidas en el siguiente enun-
ciado: Si un plano A estd contenido en un plano B, entonces tienen rangos consecutivos si
v s6lo si existe un punto p ¢ A tal que Ap = B.

Puesto de otra forma, el conjunto de puntos que no estdn en un plano fijo A estd particionado

por inclusion en aquellos puntos que estin en los planos de €l proximo rango superior, que

Entonces, en una geometria combinatoria de rango> 3, ios puntos que no estdn en una linea
dada estdn particionados por inclusién en los planos que pasan por tal linea.

TjEmMpIo 1.272 En €l cubo proyective de Jahigura { T.4], el comjunto abeefh de puntos que
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no estan en la linea dg est4 particionado en (af) (b} {ch) (e} por inclusién en los planos adf g,
bdg, edgh vy deg , respectivamente.

Hay diferencias significativas entre geometrias combinatorias en general y la geometria proyec-
tiva que conocemos. En cualquier geometria combinatoria, lineas concurrentes deben ser
coplanares, ¥ planos que se intersectan en una linea deben ser coespaciales. En geometria
proyectiva, también sabemos que lineas coplanares son concurrentes, y que planos coespa-
ciales deben intersectarse en una linea. Esto no es cierto para geometrias combinatorias en
general. Por ejemplo, las lineas coplanares ¢f y el no se intersectan en la geometria combi-
natoria de la figura ( 1.1}. Si la figura ( 1.4} es construida como una geometria combinatoria,
los planos coespaciales aceg y bdfh no se intersectan nunca. Una ligera modificacién de la
geometria de un conjunto de puntos en un espacio proyectivo puede producir una
geometrfa que no puede ser realizada en un espacio proyectivo. Consideremos la figura ( 1.5),
en donde se intenta sugerir un cubo proyectivo con seis caras planas y en donde el conjunto
diagonal de los cuatro puntos aceg es coplanar, pero el conjunto diagonal no es coplanar. Si
los echo puntes estuvieran de esta manera en siete planos de cuatro puntos encontrados en
un espacio proyectivo tendriamos la siguiente contradiecion: Los planos bafe, aceg y chgf
se intersectarian en algin punto p, un punto que entonces estaria sobre las tres lineas de
interseccion ae, c¢g y bf de dichos planos.
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Figura 1.4: Un cubo proyectivo

Simi!arménte, las lineas ae, cg y dh serian concurrentes y se intersectarfan solamente en el
mismo punto p. Entonces bf y dh serian concurrentes en p y tendrian que ser coplanares.
El dibujo est4 disefiado para que parezca razonable que las lineas bf y dh no son coplanares.
De hecho, en cualquier realizacién tridimensional de este particular dibujo plano, las lineas
ac y eg tampoco son coplanares, y ninguno de los conjuntos diagonales aceg y bdfh son
coplanares. Si el conjunto aceg fuera coplanar, las lineas ac y eg deberian intersectarse en
la linea L, para tener un punto de interseccién para el plano aceg con los planos de arriba y
de abajo abed, efgh del cubo proyectivo.

De la discusién anterior podemos ver que hay un teorema de geometria proyectiva que dice
que si uno de estos conjuntos diagonales es coplanar, también lo es el otro. Sin embargo, un
conjunto de ocho puntos de rango 4, con ningunos 3 colineales, formando 7 planos de cuatro
puntos abed, abef, aceg, adeh, befg, cdgh, efgh y 28 planos de tres puntos forman una
geometria combinatoria. Digamos que la geometria no es proyectivamente coordinatizable.

No todos los conuntos finitos de puntos de un espacio proyectivo de dimensién dos o tres

pucden 5T 1ustrados con dibujos como [0s de Jas figuras anteriores. Cuando los puntos son
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Figura 1.5: Una geometria no coordinatizable

escogidos de espacios proyectivos sobre campos finitos, frecuentemente nos vemos forzados

a representar las lineas como curvas o los planes con cierta curvatura.

Ejemplo 1.2.3. La figura ( 1.7) muestra el plano proyectivo sobre Z;. Para probar esta
afirmacidn, asignemos coordendas a cada uno de los puntos en una base, digamos a = {0,0,1},
b=1(0,1,0),d = (1,0,0),e = (1,1,1). Como el punto i estd también en la linea bd, la eleccion
correcta es (1,1, 0}, y los cuatro puntos sobre esas dos lineas, lamémosles { y m, deben ser
{1,1,2} ¥ (1,2, 0), respectivamente. Continuando de esta forma, podemos calcular fécilmente
un conjunto completo de coordenadas para la geometria y entonces se verifica el isomorfismo
al plano proyectivo establecido. En este caso, £ = (0,1,1), ¢ = 0,2,1), f = (2,1,1),
i={1,0,1),9=1(1,0,2), y h=(1,2,1).

Si seleccionamos un hiperplano en un espacio proyectivo como el hiperplano al infinito, los
puntos que no estdn en dicho hiperplano (un mimero finito) forman un espacio afin, una
subgeometria de el espacio proyectivo. La figura ( 1.8) muestra que dicho espacio afin,
obtenido quitando la iinea j&im del espacio proyectivo en la figura ( 1.7).

La geometria en la figura ( 1.6) es también una subgeometria de el plano proyectivo sobre
Z3. La eleccion de las letras como etiguetas para estos puntos fue hecha de tal forma que se
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Figura 1.6: Una geometria de seis puntos

muestre ¢l encaje siguiente:

Observemos que ¢l rango de cualquiera de los subconjuntosde el conjunto cdefgl de puntos
es el mismo si se mide en la subgeometria o en el espacio proyectivo completo ab...m.

La latiz de los planos del plano proyectivo sobre Z; de la figura ( 1.9) tiene una propiedad
que no tienen todas las latices geométricas. La latiz de orden inverso también es una latiz
geométrica. Asi, dos planos de rango k tienen una unidn de rango £ + 1, su interseccién
tentra rango k—1. En particular, cualquiera dos hiperplanos distintos cubren su interseccion.
Dichas latices geométricas son modulares. Las subgeometrias {tomando un subconjunto de
puntos v todas las uniones entre ellos) de geometrias modulares no necesariamente son
modulares. Por ejemplo, las lineas le v cf se intersectan en el punto ¢ de la figura { 1.9)
6 ( 1.7), pero no tienen ningin punto en comin en la subgeometria. Las lineas paralelas ae
y dh de la configuracién afin de la figura ( 1.8) se intersectan en el punto I de la linea al
infinito seleccionada en la figura ( 1.7).

La operacién de proyeccidn central en la teoria de geometria proyectiva, envuelve dos opera-

| ciones de latiz. Siuna geometria G se proyecta de un centzo C sobra-Syusamos-la-operacicn———
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Figura 1.7: El plano provectivo sobre Z*

de latiz unir para crear de cada plano 4 de G el plano AV C y ademds usar la operacién
intersectar para encontrar la imagen {4 v C) A S. La primera de estas dos operaciones es
una operacién natural de latices geométricas, y crea una estructura cociente cuyos planos
son ciertos planos de G. De hecho, si la subgeometria de la figura ( 1.6} es proyectada desde
el punto j en el plano proyectivo, las distintas uniones de planos de G y Jj son exactamente
J» 1as cuatro lineas por 7, y el plano proyectivo. Los conjuntos de puntos de 7 que estdn en
estos planos son el conjunto vacio, I, cf, e, dg, y el conjunto completo. Este es el conjunto
de planos que forma el cociente de G asociado con esta proyeccién. Geométricamente, esta
es una linea de cuatro puntos en la cual dos de los puntos estdn representados por pafes de
elementos,

Esta es la diferencia principal entre matroides y geometrias combinatorias, la estructura
cociente que se hereda de una proyeccién, no es un geometria. La geometria cociente en este
caso estd basada en conjuntos de puntos de cuatro elementos o bien introduce un concepto
en el que se admiten puntos miltiples e inclusive puntos vacios, es decir puntos que estdn en
la cerradura geométrica del conjunto vacio. Dicho concepto es el de matroide. La matroide
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Figura 1.8: El plano afin sobre Z3

cociente de la proyeccién en discusién no tiene puntos vacios pero si proyectamos la misma
subgeometria desde uno de sus propios puntos, tal punto resulta ser un punto vacio 6 loop
de la matroide cociente.

Ahora en una primera aproximacién a relacionar matroides y Grassmanianas, mencionemos
que durante el siglo diecinueve, Pliicker y Grassman mostraron cémo dar las coordenadas de
planos de un espacio proyectivo y asi comenzaron el estudio de familias lineales de dichos
plancs.

Ejemplo 1.2.4. La idea fue representar cada plano de rango k que estd en un espacio de
rango n por medio de una matriz k x n cuyos renglones son vectores que representan un
conjunto independiente de puntos sobre un plano en cuestion. Después se puede observar

n . . . .
que el conjunto de L determinantes de k x k submatrices de esta matriz dependiente,

salvo un miiltiplo escalar comiin, sdlo en el plano, no en el conjunto independiente de puntos

escogidos para representar. De esta for - i i
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Figura 1.9: La latiz de planos de! plano provective sobre Z3

. . n . .
s representado como un punto en un espacio proyectivo de rango k] Esto serd precisado

mas adelante,

Como un ejemplo podemos ver la figura { 1.10) para calcular las coordenadas de lineas en
un espacio proyectivo real de dimensién 3. De hecho, la linea con ecuaciones z — y = 3,
z + z = 1 continen puntos finitos a = (4,1,-3), b = (2, -1, -1), con coordendas proyec-
tivas (4,1, 3,1}, y (2,-1,-1,1). La matriz 2 x 4 de coordenadas da seis coordenadas de
Phicker {dis,dos,...) = (2,2, -2, -4, -2, -6) & (1,1,-1,-2,-1,-3). Las primeras tres
coordenadas de Pliicker dan un vector a — b sobre la linea; las tiltimas tres forman un vector
a x b perpendicular al plano que contiene ambos, la linea y el origen. Las seis coordenadas
de Pliicker de cualquier linea satisfacen la relacién cuadratica siguiente

thadys + dygdz + daydiz =0 .

porque (a — b){a x b) = 0, entonces ¢l conjunto de lineas con coordenadas forma una sub-
geometria del espacio proyectivo de dimensién 5 (rango 6) que consiste de todos los puntos
sobre una superficie cuddrica en tal espacio.
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Figura 1.10: Coordenadas de Pliicker

La geometria de lineas en un espacio de dimensién 3 tiene algunas otras notables propiedades.

Un conjunto de tres lneas distintas es dependiente si y solo si las lineas son coplanares y

tienen un punto en comin. Cuatro lineas son dependientes si y sdlo si estdn en una familia

de generadoras de una superficie cuddrica reglada.




Capitulo 2

GRASSMANIANAS Y
VARIEDADES RELACIONADAS.

2.1 Grassmanianas.

Las Grassmanianas son objetos fundamentales en geometria algebraica, éstas son simultanea-
mente objetos de interés por si mismas y objetos basicos en la construceién y estudio de otras
variedades.

Como ya sabemos, un subespacio de dimensién n de C"™™ es la misma cosa que un

(n —1)-plano en el correspondiente espacio proyectivo Prrm-1 . entonces podemos pensar a
Gy como el conjunto de dichos (n = 1)-planos.

En muchos contextos las Grassmanianas son definidas inicialmente via coordenadas o como
cocientes de grupos; entonces es observado que ellas pueden ser encajados en un espacio
proyectivo. Esto es directo: Si W C U es el subespacio lineal de dimension n generado por
los vectores u,, ..., u, , podemos asociar a 1V el multivector

A=u1/\---/\un€/\(V)

A estd determinada salvo escalares por W: si escogemos una base diferente, el correspondiente
vector A seria simplemente multiplicado por el determinante de la matriz de cambio de base.
Entonces hemos definido un mapeo bien definido de conjuntos

¥ G U) — P(/ﬂ\ U)

De hecho, ésta es una inclusién: para cualquier [w] = ¥ [I¥] en la imagen, podemos recuperar
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el correspondiente subespacio 1 como el espacio de vectores v € V tal que v Aw =0 €
AT V. Esta inclusién es llamado el Encaje de Pliicker de G (U).

Las coordenadas homogéneas en PV = P{A" U) son llamadas Coordenadas de Plicker en
GM(U). Explicitamente, si tomamos la identificacién U 22 K™ podemos representar el
plano W por la matriz n x n +m M, cuyas columnas son los vectores U;: la matriz M.,
es determinada salvo multiplicacién por la izquierda por una matriz invertible n x n. Las
coordenadas de Pliicker son entonces los menores maximales de 1a matriz M,,.

Hemos descrito la Grassmaniana G como un subconjunto de P(A" U); deberfamos verificar
ahora que ésta es de verdad una subvariedad. Esto es, caracterizar al subconjunto de vectores
totalmente descomponibles w € A"V, esto es, productos w = v A- - Avy, de factores lineales.
Comenzamos con una observacién bdsica: dado un multivector w € A™ U y un vector u € U,
el vector u divide a w- es decir, w se puede expresar como U A ¢ para alguna @ € /\"_1 V-si
s6lo si el producto w A v = 0. Més aun, un multivector w serd totalmente descomponible
si s6l0 si e} espacio de vectores v que lo dividen es de dimensién n. Asi, [w] estard en la
grasmaniana si y sélo si el rango del mapeo

wlw) V—>n/\V

v = wAv
es m. Como el range de ¢ (1) nunca es estrictamente menor que m, podemos decir que
[w] € GR(U) & rank{p (w)) S m

Ahora el mapeo A" U — Hom (U, \**' U} que mandaw a p(w) es lineal, esto es, las
entradas de la matriz o (w) € Hom (U, A®*' U) son coordenadas homogéneas en P( AT UY;
podemos decir que G (U) C P(A"U) es la subvariedad definida por el anulamiento de los
{m+ 1) x (m + 1)-menores de esta matriz.

Esta es la manera més simple de ver que GP(U) es una subvariedad de P(A"U) , pero
los polinomios que obtenemos de esta forma estan muy lejos de su forma maés simple, en
particular, éstos no generan el ideal homogéneo de G7'(U). Para encontrar realmente los
generadores del ideal, necesitamos invocar también la natural identificacién de AU con

la potencia exterior A™ U* del espacio dual U* (esto es natural s6lo salvo escalares, pero

estd bien para nuestros propdsitos), En particular, un elempento w € f\" correspondiente a
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w* € A" V* da lugar en esta forma el mapeo
n+1
T(w) : Vo AV
o= vt AW
por el mismo argumento w sera totalmente descomponible si y sélo si el mapeo ¥ (w) tiene
rango a lo més n. Lo que es mds, si w es totalmente descomponible, el nicleo del mapeo
¥ (w) -El subespacio 1" por si mismo serd exactamente el anulador del nicleo de {w) ;
equivalentemente, las imdgenes de los mapeos transpuestos
n+l
" (w) : /\ u-—ur
m41

“U(w): A\U-U

se anulan uno al otro. En sintesis, entonces, vemos que [w] € G™(U) si sélo si para todo
para € A"T'U* y ge A™ U, la contraccidn

Zaplw) = (T (w){a),' ¥ (2)(8)) =0

Las =, 3(w) son entonces polinomios cuadraticos cuyo lugar de ceros comtin es la Grassma-
niana GT* . :

Estas son llamadas las Relaciones de Plicker, y en realidad generan el ideal homogéneo de
Gy, cosa que no probaremos aqui.

Observemos en particular que la primera Grassmaniana no trivial - la primera que no es un
espacio proyectivo- es G3(U) y ésta es una hipersuperficie cuddrica en P(AZK!) = P°,
Podemos obtener otra vista de las Grassmanianas mirando a ciertos subconjuntos abiertos
afines. Para describirlos primero intrinsecamente. sea ' € V un subespacio de dimensién m,
que corresponde a un muitivector w € A™ U = A” U*.Podemos pensar a w como una forma
lineal homogénea sobre P{A" V); sea U C P(A"U) el abierto afin donde w # 0. Entonces
la interseccién de G(K,U) con U es simplemente el conjunto de subespacios A CUde
dimensién n complementarios a I". Cualquiera de dichos espacios puede ser visto como la
grafica de un mapeo de V/T' a T y viceversa, de tal forma que obtenemos una identificacién

GR(V)NU &= Hom (V/T' T} = C™

Para ver esto en coordenadas, identifiquemos V con C**™ y digamos que el subespacio
[" es generado por lo ultimos m vectores epyy, ..., enem € C*™. Entonces Un G™ es el
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subconjunto de subespacios A\ tal que la matriz n x n + m Mp cuyo primer n x n menor

es distinto de cero. Se sigue que cualquier A € GP{I/)NU es representade como el espacio
de renglones de una inica matriz de la forma

10 06 -- 0 ap a2 - Qim
10 -+ 0 ay @2 - Gm
00 - 0 1 aunem Gr2 " Gam

v viceversa. Las entradas g, ; de esta matriz entonces dan una biyeccidn de U N G (U) con
Colm)

Notemos que las coordenadas afines de el conjunto abierto afin de G7H{{/) son justamente
los n X n menores de esta matriz, los cuales son los menores de todos los tamafios de la
matriz n x m (a;;} . En particular, la expansién de cualquiera de estos determinantes a lo
largo de cualquier renglén o columna da lugar a una relacién cuadrdtica para cada uno de
estos menores; asi por ejemplo

. a1 12
;3022 — 41202y =

Q2,1 Q22

es una relacién para las coordenadas afines en P(A" C**™)  restringidas a G77(U}. De esta
forma, podelinos escribir todas las Relaciones de Pliicker explicitamente en coordenadas.
Hay finalmente, otra forma de describir las coordenadas afines de los subconjuntos abiertos
UNGMU) den -planos A complementarios a un (m) -plano dado A: tomamos vectores
T,--- Un € K**™ que, junto con [ generen todo C**™ y tomamos

n () = AN+ ).

Los vectores entonces dan una base para A, para toda A\ € U ; y la n -ada de vectores
v; (A) — v € T da una identificacién de U NG (U) con '™,

2.2 Subvariedades de Grassmanianas

Para empezar, una inclusién de espacios vectoriales 17" — V induce una inclusién de
Grassmanianas G(W) < GT(V) ; asimismo, un mapeo V — V/U  al cociente de V
por un subespacio U de dimensién [ induce una inclusion G2-{(V/U) = G(U). Mis
generalmente, si U ¢ W C V, tenemos una inclusién G273/ (W/V) — GRH(V).
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Las imégenes de dichos mapeos se llaman subGrassmanianas y son subvariedades de Gr(U)
(en términos del encaje de Pliicker G (U) < P(A" V), éstas no son més que la interseccién
de G7{U)  con subespacios lineales en P(A" V).

Si vemos a las Grassmanianas como el conjunto de subespacios lineales en un espacio provec-
tivo PV, las subGrassmanianas son simplemente los subconjuntos de planos contenides en
un subespacio fijo y/o que contienen a un subespacio fijo. También podemos considerar el
subconjunto L (A) C G'(PV) (vista como conjunto de n -planos de PV} de n -planos que
intersectan a un subespacio lineal dado A € PV de dimensién m, o més generalmente el
subconjunto E; (A} de n -planos que intersectan a un A dado en un subespacio de dimension
al menos [. Estas son nuevamente subvariedades de la grasmaniana; T, (A) puede ser descrita
como el lugar

) (/\) = {[w]:w/\m/\---/\vm_,H =0 Vo, ... Vet E/\}

de donde vemos en particular que éste, como las subGrassmanianas, es la interseccién de la
Grassmaniana con un subespacio lineal de (A" V'}. Estas son casos especiales de una clase
de subvariedades de G (PU) llamadas Ciclos de Schubert.

También hay analogos para Grassmanianas de mapeos proyeccién sobre espacios proyectivgs.
Especificamente, supongamos que W € V es un subespacio de codimensién ! en el subespacio
vectorial V de dimensién n+m. Para n <! tenemos un mapeo 7 : U G (U/W) definido
en el abierto U C G7(U) de n -planos que intersectan a W sélo en el (0) simplemente
tomando la imagen; para n > 1 tenemos un mapeo n: U’ — G™}(W) definido en el abierto
U ¢ GPU) de planos transversales a 1 tomando interseccién. Notemos que ambos
mapeos pueden ser realizados, via los encajes de Pliicker de ambos dominio y codominio,
por una proyeccién lineal sobre el espacio proyectivo ambiente P(A™U) -por ejemplo, el
mapeo 7 es la restriccion de GR{(U) del mapeo lineal P(A" V} — P(A" (U/W)) inducido
por la proyeccién V — U/W.

2.3 Un analogo del mapeo de Veronese

Existe un anilogo del mapeo de Veronese para Grassmanianas. Sea S = ClZy,... Zpim)
el anillo de coordenadas homogéneas del espacio proyectivo P*™ v denotemos por Sy a
la d-ésima parte graduada de S, esto es, el espacio vectorial de polinomios homogéneos de
grado d en Zo, ... Znym. Ahora, para cualquier n-plano A C P™*™, sea 7(A) su ideal
homogéneo, y sea 7 (/\); C Sy su d-ésitna parte graduada. Entonces [ (A}, es un subespacio
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. Yy n+d
de codimensién d en Sz, y entonces obtenemos un mapeo regular

U; @GP -G

(n+m) —n’

donde (n+m),=(n+1;+d) v n,z(n+1:+d)_ (n;—d)

0 dualmente un mapeo

donde n" = (n+d)
d

2.4 Variedades de Fano

Ug: G 5 G™

(n+m)' -n"

Un tipo fundamental de subvariedad de la grasmaniana G (n,n + m) es la variedad de Fano
asociada a una variedad y € P"*™. Esto es simplemente la variedad de n -planos contenidos
en x, esto es,

Fn(x)={/\:/\cx}CGII‘

Para ver que F;, (x) es en realidad una variedad, observemos primero que es suficiente hacer
esto en el caso de que y es la hipersuperficie dada por el polinomio G (Z): en ;genera], la
Variedad de Fano F, {x) serd la interseccién en G de las Variedades de Fano asociadas a
las hipersuperficies que la contienen.

Para mostrar esto en este caso, trabajaremos localmente; restringiremos nuestra atencién al
abierto afin U C GE::::Z 11)(ayyy 48 (n+1) planos A € K¥mF ! complementarios a un (m)-
plano dade A, y exhibiremos explicitamente ecuaciones para Fy, (x) NUC U = Cln+1i(m),
Comenzaremos escogiendo una base vy (A) ,-- . ,vn {A) para cada A € U tomando vectores

g,... ,vn €V que, junto con Ay, generan todo V, y tomando

() = An ()

como vimos en la discusién de Grassmanianas, la coordenadas de estos vectores son funciones

regulares en U. Ahora, podemos ver el polinomio homogéneo G como un elemento de
d)” c e - , .

Sym® (CHm+1)* ¢ ((t[:"“""‘“‘)® ) , y tomando, para cada multi-indice / = {i1,.. .14},

(N =60 (N e (A)
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(visto de otra forma, las a; son los coeficientes de la restriccidn de G a A\, escritos en términos
de la base para A dual ala base {vy (A),..., 2. (A)}). Las a; {A\) entonces dan un sistema
de polinomios que trazan a F, (x) en U.

Para una versién intrinseca de este argumento, recordemos del ejemplo { 2.3) que el mapeo
que manda un n -plano A € P*™*™ a su d -ésima parte graduada J {A)y de su ideal, vista
como un subespacio del espacioc Sy de polinomios homogéneos de grado d, es un mapeo
regular

LI ot/ {
Vi@l — Gy,

donde N = n+m+d = n-+m+d [ n+d
d d d

Ahora, el subconjunto & C G' _, del planos en S; que contienen al polinomio homogéneo
G € 8y, es una subvariedad, y podemos escribir

F(x)= U7 (@)

entonces F, (x) es realmente una subvariedad de G [Har92).




Capitulo 3

GEOMETRIA EN
GRASSMANIANAS.

3.1 Estratos Grassmanianos y geometrias combinato-

rias.

En este capitulo exploraremos una notable conexién entre la geometria de las Células de
Schubert de Grassmanianas, la teoria de poliedros convexos y la teoria de geometrias com-
bina:orias. Los resultados de esta parte fueron obtenidos simultdneamente e independiente-
men:e en Mosci por Gelfand y Serganova, y en Paris por Goresky v MacPherson.
Corsideremos la Grassmaniana G de todos los subespacios de dimensién n de C**™, Fi-
jando una base estdndar en C"*™ obtenemos una accién del toro H = (C*)™*™ sobre G
que <3 inducida por alargamiento de los ejes de coordenadas en C**™, Asi estudiaremos una
interesante estratificacién de las Grassmanianas.

Si eztendemos la geometria de los estratos y el espacio caciente de dicha accién, podemos
despaés abordar situaciones muy interesantes.

Una de éstas es entender el dilogaritmo y polilogaritmos y sus ecuaciones funcionales
(prodlema que serd tratado en esta tesis).

Por supuesto hay otras cosas que podrian ser tratadas como: Funciones hipergeométricas
generalizadas y la funcién de la particién de Kostant; geometrias combinatorias asociadas
a gripos de Lie y subgrupos parabdlices; construcciones de clases de Chern y Pontrjagin
comb>inatéricas; (GGL75, Mac77[; representabilidad de matroides; y estudio de K-Teorias
algebraicas. Sin emabrgo, estos problemas no son abordados en esta tesis.

33
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Como veremos més adelante, las trayectorias de la accién de H sobre la Grassmaniana G7°
corresponden a configuraciones proyectivas de n + m puntos en cprm-l

La accién del toro da lugar a un mapeo momento p : Gy — RT™ con la propiedad de que
cada trayectoria es un poliedro convexo.

Entonces un punto central es que las siguientes tres descomposiciones de Grassmanianas
coinciden:

1. E! conjunto de puntos en G tal que corresponde a una configuracién proyectiva rep-
resenta una geometria combinatoria fija.

2. La unién de orbitas de H = (C7)"™™ cuya proyeccién bajo g es un poliedro convexo
fijo.

3. Una multinterseccién de trasladadas de Células de Schubert que son obtenidas por
permutacién de los ejes de coordenadas.

La equivalencia de (1} v (2) establece una correspondencia uno a uno entre geometrias
combinatorias representables sobre C ¥ ciertos poliedros convexos.

De hecho en la seccién 3.4 se mostrard que la correspondencia puede extenderse a todas
las matroides y ciertos poliedros con restricciones sobre sus caras de dimensién 1. Dicha

caracterizacion es equivalente a lo que se conoce como Axioma de Cambio de Steiner.

3.1.1 Definiciones.

Definicién 3.1.1. Para este documento fijaremos vectores unitarios estindar ey, ez, ... ; €nim

de O™ v sea G la variedad Grassmaniana de subespacios de C**™ de dimension (r).
Para cada plano P € G7 la proyeccion
Tp cn+m - Cn+m/P

determina n + m vectores {(algunos de los cuales pueden ser 0), rple)), mp(e2), ..., Te(entm)
en el cociente C**"™ /P = (™,

De esta forma obtenemos una matroide {o geometria combinatoria) representable sobre C
de rango m en el conjunto {1,2,...,n+ m}, es decir, una “funcién rango” definida en
subconjuntos J C {1,2,...,n+m} que estd dada por

tk(J) = dimg(span{7p(e;) | j € J})

y que satisface los siguientes axiomas de matroides:
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L k(@) =0
2. 1C J = k() <tk(J)
3. tk(I U J) + k(I N J) < tk(I) + rk({J)

Nota 3.1.2. Dado cualquier espacio vectorial complejo V de dimensién m ¥ cualesquiera
7t + m vectores Ui, ¥z, ..., Unym Que generen a V, existe un plano P € G™ y un isomorfismo
F:CWm /P =V tal que F(rp(e;)) = v; parai =1,2,... ,n. De hecho, F estd inducido
por el morfismo suprayectivo F': C*t™ — V que est4 definido por F(e;) = v;.

3.1.2 Estratos Grassmanianos.

Definicién 3.1.3. Dos puntos Py, P; € G™, se dicen estar en el mismo estrato Grassmaniano
[' de G’ si estos dan lugar a la misma matroide, es decir, si para cada subconjunto J C
{1.2,...,n + m} tenemos:

dime span{rp {e;) |j € J} = dimg span{rg,{e,) |j € J}

3.1.3 Accién de un toro.

Definicién 3.1.4. El toro algebraico H = (C')"*™ actiia sobre C**™ expandiendo los ejes
de coordenadas, es decir, st A = (A}, As,. .. vAnym) € H y st x € C*"™ entonces A\ =
(MZ1, AoZ2, - .., ApsmTnem).La accién de cada A € H es lineal, por tanto manda subespacios
a subespacios ¥ por lo tanto induce una accién sobre 7. Los puntos fijos de esta accién son
ficilmente descritos: Para cada subconjunto de m elementos J ¢ {1,2,...,n+ m} existen
planos coordenados de dimensién m y n respectivamente:

Ry = span{e; |j € J}; R = span{e; 1j & J}

Es facil ver que los puntos fijos de la accion de H en G7 son precisamente los (n)-planos
coordenados R (para arbitrarios subconjuntos J de m elementos.)

Nota 3.1.5. La cerradura (en G7') de una érbita de H es una subvariedad algebraica normal
de G} la cual es H-estable y consiste de un ndmero finito de H-érbitas , es decir, es una
variedad térica.

Lema 3.1.6. [D*85] Fijemos un punto P € G y sea ¢ la matroide correspondiente. De-
notemos con H - P a la cerradura (en G™) de la érbita de H que contiene a P. Entonces los



‘36

Andrés Molina

puntos fijos de H que estdn en H - P son precisamente aquellos (n)-planocs coordenados R}
tales que J es una base (es decir, un subconjunto independiente maximal} de ®.

Demostracidn. Primero supongamos que J es una base de ®. Esto quiere decir que

{rple;) |j € J} son linealmente independientes en C**™ /P, es decir, que PN Ry = {0}
donde

R; =spane; |j € J}
Entonces el plano P puede ser visto como la grifica de una transformacién lineal
fiRj =Ry

en el espacio producto C**™ = R} €D R;. Ahora consideremos la accién de C* < H sobre

la Grassmaniana G™, que es inducida por la siguiente accién sobre C"+™:

e sijgJ.
Se sigue que para cualquier plano P € GT la accién inducida satisface A- P = graph(Af), ¥
por lo tanto

,\-e,-={ Aej sij € J;

lim(A - P) = graph(0) = Ry,

es decir, el plano coordenado R} estd en la cerradura de H - P.
Por otra parte, supongamos que J no es una base de @, pero supongamos que existe una
sucesién A; € H tal que A;- P — Rj. Entonces para i suficientemente grande tenemos

M-PNnR;=0

como cualquier {n)-plano que esté suficientemente cerca de R} serd necesariamente transver-
sal a R;. Sin embargo, esto implica que J debe ser un conjunto independiente de &, porque
si éste fuera dependiente entonces {mp{e;) |j € J} serfa linealmente dependiente, lo cual
querria decir que P N R, # 0. y por tanto lo mismo seria cierto para A- PN R, O

3.1.4 Notas sobre configuraciones proyectivas.

Para toda r > m, denotemos como CPt™{P™"1) al conjunto de mapeos ¢: § — P! de un
subconjunto de 7 elementos S C {1,2,... ,n+m} a P™!, cuya imagen ¢(S5) genera Pl
(As, un elemento de C**™(P™"') son r puntos, no necesariamente distintos, y etiquetados
por ciertos enteros entre 1y n+m). el grupo PGLy(C) actita sobre el espacio G+ (Pm-1).
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Definicién 3.1.7. Una configuracidn proyectiva es un elemento del espacio cociente
Crm (P™ 1)/ PGIL{C).

Fijemos un plano P € G y denotemos con r al nimero de vectores distintos de cero en la
coleccién {7p(e;) |1 < i < n+m} ¢ C*+™/P. Asi obtenemos una configuracién A(P) de
r puntos ordenados (que han sido etiquetados por r enteros entre 1y 1 + m) en el espacio
proyectivo P(C"*™ /P) = P™~!. La siguiente proposicién indica que podemos transformar
las preguntas que envuelven la accién de PGL,,(C) en el espacio de radas ordenadas de
puntos en P! en preguntas que envuelven la accién de el toro H = (C*)**™ sobre Gm:

Proposicién 3.1.8. La asociacién A induce una correspondencia uno a uno entre los espa-
clos factor

Gr/H y (Ui2mCr+™(P™))/ PGLn(C)
Nota 3.1.9. Existe una topologfa natural (no Hausdorff) en cada uno de estos espacios,

Demostracidn. Repetiremos la idea esencial que hay detrds de la prueba en (ID82]. Esco-
jamos un subconjunto de r elementos J C {1,2,... ,n+m},ysea G, = {P € G |mple;) =
0+ j € J}. Es suficiente probar que A induce una biyeccién

Ay :GylH = Cy(P™ )/ PGLL(C),

donde Cy(P™~1} € Cr+™(P™') denota el conjunto de r-adas de puntos en P™"~! que generan
P™! v son etiquetados por los enteros en el conjunto J.

Cualquier elemento P € G es el micleo de un mapeo lineal suprayectivo 7 : C**™ — C™ que
estd unicamente determinado salvo composicién con elementos de G L., (C} porque el mapeo
inducido C**™/P — C™ es un isomorfismo. Asi P determina una tnica GLn-clase de
equivalencia de r vectores distintos de cero en C™. La accién de A extiende estos vectores
pero no cambia sus direcciones, entonces los puntos correspondientes en P™-! estdn bien
definidos {médulo PGL,equivalencia). Asi, A; estd bien definida ¥ y& hemos notado en
la seccién ( 3.1.1) que esta es suprayectiva. Para ver que Ajes inyectiva, supongamos que
Py, P, € G son miicleos de morfismos suprayectivos m,m5 : C**™ — C" y que 51(135} =
A 7{P»), es decir, que existe una transformacién lineal invertible F : C™ — C™ tal que para
cada j € J existe A, € € con Frmy(e;) = Ajma(e;). Si A: CH™ 5 C™ estd dada por la
matriz diagonal

Aﬁ= z\,' Sl]EJ.,
1 sijéJ
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entonces el signiente diagrama conmuta

¥ por lo tanto A{R)) = A O

3.2 Mapeo Momento

Asociado a la accién del toro H en la Grassmaniana G7 { 3.1.3}, existe un mapeo momento
p: GP 5 R

el cual fue definido primero {en el caso de Grassmanianas) en (Mac77] y en [ID82], y poste-
riormente para acciones de grupo arbitrarias sobre variedades simplécticas.
En esta seccidén daremos una expresién explicita para el mapeo momento.

Un plano P € G™ puede ser visto como el nicleo de un morfismo suprayectivo

F:CM™ s C™
que corresponde a una matriz M con n+m columnas y m renglones. Para cualquier subcon-
junta J C {1,2,... ,n+ m} de cardinalidad m, obtenemos una matriz M(J) de dimensidn

.y n+ .
m x m que consiste de las columnas de M a las cnales J les da indice. Hay ( mm) dichos

subconjuntos.

Proposicién 3.2.1. Las coordenadas y; : GT — R del mapeo momento estan dadas por
jJ.(P) — ZiEJ | det "“‘I('])l‘2
! S | det M(J)?
donde la suma en el numerador es sobre todos los subconjuntos J de m elementos que
contienen al indice ¢, y donde la suma del denominador es sobre todos los subconjuntos J

de m-elementos.

Demostracidn. La asociacién P — {|det M {J)|} donde J varia sobre los subconjuntos de m
elementos de {1,2,...,n+ m} da lugar al encaje de Pliicker

(n-i—m)
Gr P\

sobre el cual el mapeo momento es calculado como en [Kir84]. o}
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3.2.1 EIl Hipersimplejo.

Para cada P € G tenemos 0 < y4(P) < 1y T77" ;(P) = m. Entonces la imagen del
mapeo momento 4 es el hipersimplejo A7 de [GGL73] y [ID82], es decir, el conjunto de
todos los puntos z € R**™ tales que 0 < z; < 1y 37" z; = m. El hipersimplejo AT es

. n+m e
la cerradura convexa del complejo de Jos ) vectores e(J}) € R*™™ cuyos indices son
m

designados por los subconjuntos de m elementos J € {1,2,... ,n + m} y estdn dados por
1 sijelt,
(=4 7
0 sij&ed

3.2.2 Teorema de convexidad

Teorema 3.2.2. Denotemos con H - P la cerradura en G™ de la 6rbita del punto P bajo la
acciénde H = (C*). Entonces laimagen u(H - P) es la cerradura convexa de los puntos u(Q)
donde Q varia sobre los puntos fijos en la cerradura H - P. (En otras palabras, u(F - P) es
la cerradura convexa de un cierto subconjunto de vértices del hipersimplejo.)

Lema 3.2.3. La preimagen de cada vértice del hipersimplejo es el punto H-fijo
w(e(J)) = Ry

Demostracidn. Por [Ati82] la preimagen pu~!(e(J)) de cualquier vértice de AT consiste de
un sélo punto fijo. Sin embargo el n-plano coordenado Rt puede ser representado come el
nicleo de la matriz Af : C**™ — C™ tal que el menor M (J) es la identidad ¥ las columnas
restantes de Af son todas cero,

Por lo tanto, para cada subconjunto K C {1,2,... ,n+ m} de m elementos tenemos
1 siK=
det M(K) = k=,
0 siK#J
¥ asi
1 siteJ
(RY = ’
wlRy) {0 siigJ

lo que muestra que u(R7) = e(J). O
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3.2.3 Segunda definicidén de estratificacion.

Diremos que dos puntos P,@ € G estdn en el mismo estrato de la segunda estratificacion
de G si la imagen bajo el mapeo momento de la cerradura de la H-trayectoria de P coincide
con la imagen bajo el mapeo momento de la cerradura de la H-trayectoria de @, es decir,

Wl P)=uH-Q)

Teorema 3.2.4. La segunda estratificacién de G™ coincide con la primera estratificacién
de G™ gue fue definida en la seccién ( 3.1.2).

Corolario 3.2.5. Hemos asignado a cada geometria combinatoria representable @, un 1inico
poliedro convexo

A(®)} = cerradura {¢(T))

donde I' es el estrato en G™ que corresponde a ®. Mds aun, por el lema ( 3.1.6) y el
el { 3.2.3) el poliedro A(®) tiene la descripcién simple como la cerradura convexa de los
vectores {e(J) | J es una base de ®}.

Demostracidn del teorema. Si dos puntos P,Q € G™ estan en el mismo estrato I' (definido
como en la seccién ( 3.1.2)), entonces determinan la misma matroide y por el lema ( 3.1.6)
v el Teorema de Convexidad estos tienen las mismas bases, por tanto u(H - P) y u(H-Q)
tienen la misma cerradura convexa de la misma coleccién de vectores, por lo tanto coinciden.
Por otro lado, supongamos que P y @ tienen la propiedad de que u(H - P) = p(H - Q).
Entonces las matroides correspondientes a P y @ estdn en el mismo estrato I de G ]

3.3 Células de Schubert y estratos en las Grassmani-

anas.

3.3.1 Células de Schubert.

El orden estandar {e1,e,... ,€nsm} de la base estdndar de C**™ da lugar a las banderas
estdndares

Fl CFQC“‘Fn+m=C’1+m

donde F* = span{ey,eq,... ,&i}.
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3.3 Células de Schubert y estratos en las Grassmanianas.

Definicién 3.3.1. Un Simbolo de Schubert es una sucesién de m nimeros 1 <4 < <
-ty € 1y determina la Célula de Schubert

Qliyiy - im] = {P € G | dim(P N FY%-1) < j, dim(P N F¥) = 5},

es decir, los niimeros {; etiquetan los subespacios para los cuales la dimensién de la intersec-
cidn con P aumenta.

Las Células de Schubert forman una descomposicién de las Grassmanianas en células de
dimensidn par.

Ahora, sea ¢ € ¥, una permutacién en {1,2,...,n+ m} v consideremos el nuevo orden
{ea(l), €o(2)s- -+ »€o(n+m)} de los vectores base de C**™. Esto da lugar a una bandera

F;CF:C-'-F:+m=C"+m

donde F; = Span{e,(”, Co(2yr~v - s eo.;,-)}.
Entonces obtenemos una nueva descomposicién de la Grassmaniana en células de Schubert,

Q[iyig -« - i)

reemplazando F* con F} en la definicién anterior.

3.3.2 La tercera estratificacién de las Grassmanianas.

Definimos la tercera estratificacién de la Grassmaniana como el comin refinamiento de las
n! descomposiciones en Células de Schubert §7[4;is - - - im] donde o puede variar sobre todas
las permutaciones y ;i3 - - 4, puede variar sobre todos los Simbolos de Schubert.

Teorema 3.3.2. La tercera descomposicién de las Grassmanianas coincide con la descom-
posicion de G} en los estratos de la seccidn ( 3.1.2).

Demostracidn. Si P € Q°[iri; - -+ i) entonces la funcién rango r de la matroide correspon-
diente satisface

r(e(1),0(2).... ,a(m)) =m -3,
donde j estd wWnicamente determinada por

S m<ijn
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porque dim(F™/F* NP} = m—dim(F*NP) = m—j. En otras palabras, tal funcién rango
no estd completamente determinada, sin embargo, su valor en los subconjuntos particulares

{a()},{o(),a(D)}, ..., {o(1),a(2),... ,o({n -+ m}} estd determinado. Ahora un estrato en
la tercera descomposicién de G tiene la forma

s= {] L]
TETntm
donde cada L, es algin simbolo de Schubert. (La mayoria de dichas intersecciones serd vacia
por supuesto, y un estrato dado puede tener varias representaciones.) Entonces un punto
P € 8 corresponde a una matroide cuya funcién rango estd completamente determinada;
porque si J C {1,2,... ,n+m} es cualquier subconjunto entonces uno puede encontrar una

permutacién o tal que J = {#(1),a(2),...,0(|J)}. Si Ls = [t1i2---im], entonces el valor
de la funcidn rango es

r(J) =|J| -7,
donde
i< |-ﬂ < ?:J'+1.

(La permutacién ¢ no es tnica. Sin embargo, si otra permutacién  es encontrada tal que
J={7(1),%(2),... ,7([J])} v si el cdlculo resultante para r(J) difiere del anterior, entonces
esto implicaria que S = 0.) Esto muestra que la interseccion S est4 contenida en a lo mas
un estrato de la primera estratificacién de la seccién ( 3.1.2).

Por otro lado, supongamos que T es un estrato de la estratificacién de la seccion ( 3.1.2).
Fijemos una permutacién ¢ € £,,,. Para cada P € I los rangos de los conjuntos

{e(D)}, {e(1),e@},... ., {o(1),0(2),... .o(n+ m)} son determinados por la funcién rango
r de la matroide asociada a T'. Sin embargo,

r{o(1),0(2),... ,a(m)} = dim(F}*/F* N P) = m — dim(F7" N P)

entonces las dimensiones dim(F™ N P) estan bien determinadas por I'. Esto significa que P
estd en una cierta Célula de Schubert de tipo ([L,] y el Simbolo de Schubert L, estd de-
terminado por la matroide asociada a T'. Asi I ¢ 2°[L,]. Si permitimos que la permutacion
@ varie, concluimos que cada estrato I’ esta contenido en una tnica interseccidn,
rc (} oL
I€nsm

lo cual completa la demostracion. O
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3.4 Matroides y poliedros convexos.

3.4.1 Teorema (GGMS)

Podemos extender la correspondencia del corolario ( 3.2.5) a todas las matroides con ciertos
poliedros convexos. Asi, para cualquier matroide & (de rango m), definida sobre el conjunto
{1,2,... ,n+m}), asociamos el poliedro convexo A(®),

A(®) = cerradura convexa{e(I) | I es una base de ¢}
En esta seccién investigaremos cudles poliedros pueden ocurrir.

Definicién 3.4.1. Diremos que un poliedro convexo A que esta contenido en un hipersim-
plejo AT es un poliedro matroide si los vértices de A estdn en un subconjunto de los vértices
del hipersimplejo AT y si cada arista (es decir, cada cara de dimensién 1) de A es una
translacién de uno de los vectores e, — ej para i # j.

Teorema 3.4.2 (GGMS). Supongamos que A es un poliedro convexo que estd contenido
en el hipersimplejo A7. Entonces existe una matroide & tal que A = A(D) sl y s6losi A es
un poliedro matroide, y en tal caso la matroide ¢ esta tnicamente determinada.

Observacidn 3.4.3. .
1. Los vectores e; ~ e; son las “raices” del grupo GL,,,(C).
2. Matroides isomorfas determinan poliedros congruentes.

3. El teorema implica, por ejemplo, que si ¢; y ®; son matroides tales que A(D,) C A(D,)
entonces las aristas (y los vértices) de A(®,) son un subconjunto de las aristas (y los
vértices) de A($,)

4. La observacion esencial en la prueba es que una arista la cual es una translacién de
€; — e; junta dos bases que estdnrelacionadas por un Cambio de Steiner.

3.4.2 Demostracién (=).

Fijemos una matroide @. para cada base B C {1,2,... ,n+ m} de & denotamos los vértices
correspondientes de AT por e{B), es decir,

eBy={ L Ti€E
0 sii¢g B
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Ahora supongamos que [ y J son bases de la matroide @, y que los vértices e(f) y e{J) estdn
unidos por una arista en el conjunto convexo A{®). Por reordenamiento de elementos de la

matroide, podemos suponer que los vectares e(J) y e(J) difieren 1inicamente en las primeras
2p coordenadas y que

e(!) =(1,1,...,1,0,0,...,0, otras),
efJY=10,0,...,0,1,1,...,1, otras)

{(hay p unos y p ceros en cada caso).

Mostraremos que a menos de que p = 1 el punto medio m = (1/2,1/2,...,1/2, otras} del
segmento que une e(f} con e{J} s un convexo no trivial combinacién de otros vértices de
A(®) y por tanto este segmento no es una arista de A($).

Para esta discusién podemos ignorar las “otras” coordenadas, es decir, podemos tomar I =

{1.2,3,...,p}y J = {p+1,p+2,...,2p}. aplicaremos repetidamente el Axioma de Cambio
de Steiner para estas dos bases.

Paso 1=1b Combinemos el elemento 1 € I con la base J, obteniendo una nueva base D, de ¢ la

cual, por reordenamiento de elementos en J, se puede asumir que es
By=By=I-{1} +{p+1}

Paso 2a Combihemnos el elemento p + 1 con la base J, obteniendo una de dos posibilidades
(salvo un reordenamiento de los elementos {2,3,...,p}): By = J — {p +1} + {1}
6 B =J—{p+1} +{2}.

En el primer caso tenemos
1
m= i[e(BQG) + e(Byp)]
con lo que terminariamos. Asi, podemos asumir que
By =J-{p+1}+{2}

es una base de ®. Continuando en esta forma, podemos probar que m no estd sobre
ninguna arista, o que podemos construir una sucesion de bases Byp, Bae, Bay, Bag: - - -
de ®. En el m-ésimo paso (parte a) cambiamos p+m—1 € J con la base I, obteniendo

una de m posibilidades {salvo un reordenamiento de los elementos {€m, €m+1,.- - :€}),

Bro=J-{p+m-1}+ {3}
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donde 1 < ¢ < m. Sin embargo, uno checa (por un directo pero engorroso calculo) que
si ¢ # m entonces

1
m= E[G(Bma) +e(Bim-13) + €(Bim-1)e) + - - + €(Bpm_ijp )]

¥ que m no estd en ninguna arista.

Esto s6lo deja la posibilidad de que
Bra=J~{p+m+1} - {m}
es una base de ®. Similarmente el m-ésimo paso (parte b) da una base
By =TI —{m} + {p+ m}.

Este proceso termina después de p pasos cuando cambiamos {en el paso (p + 1} parte
a) el elemento 2p € J con la base 7. Hay una de p posibilidades

Bipina = J = {p} + unode {1,2,3,... ,p}

y en cada caso el punto m puede ser escrito como un convexo no trivial combinacin
de vértices previos, como antes. Esto completa la prueba de que aristas de cualquier
A(®) deben ser transtaciones de vectores e; — ;.

3.4.3 Demostracién (<).

Supongamos que A es una cerradura convexa de algunos vértices en el hipersimplejo AT
Y que cada arista de A es una translacién de algiin vector e; — e;. Debemos mostrar que
los vértices de A constituyen la base de la matreide. Por [Whi86] esto es equivalente a
verificar el Axioma de Cambio de Steiner: Si 7 y J son subconjuntos de m elementos de
{1,2,... ,n + m} tal que e(J) vy e(J) son vértices de A, ysim € I — J, entonces existe
L€ J—1 tal que el vector e(J — {m} + {l}) es un vértice de A. Por un reetiquetamiento
de ejes de coordenadas en R™™, podemos asumir que e(7) y e(J) difieren solamente en las
primeras 2p posiciones y que

e(l)=(1,1,...,1,0,0,... .0, otras),
e(J)=(0,0,...,0,1,1,...,1, otras).
Podemos asumir anticipadamente que las “otras” coordenadas estdn arregladas de tal forma
que todos los 1's aparezcan antes de los 0’s. De esta forma hemos dividido el conjunto
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{1,2,...,n + m} en cuatro intervalos: A = {1,2,...,p}; B = {p+ 1L,p+2,...,2p}
C={2p+1,,2p+2,...,p+mh D={p+m+Lp+m+2,...,n+m}talquel=AUC,
J=BUC,yme A

Como A es convexo, €l segmento de linea que une a e(f) con e(J) estd completamente

contenido en el cono convexo que estd generado por las aristas Fy, By, ..., E, el cual se
deriva del vértice e(I). Entonces hay nimeros reales no negativos ay, as, ... , @, tales que
T
e(J} - e(I) = (-1, ~1,...,~L1,1,...,1;0,0,...,0;0,0,... ,0) = ¥ _ a;E;

i=1
(donde los punto y coma son usados para separar las coordenadas que est4n en A4, B,C, D).
Por asuncién, cada uno de dichos vectores aristas E que se derivan del vértice e(f) es de la
forma €; = em, para algunas [, m en el conjunto {1,2,... ,n+m}. Como €l vértice e(J) + E
estd en el hipersimplejo, el cual estd contenido en la region 0 < |z;| < 1, paral £ i < n,
debemos tener

le AUCymeBUD

Por lo tanto, si dicho vectcﬁr arista F = e; — e, aparece con coeficientes distintos de cero
en la suma { 3.4.3), entonces | € D, porque de otra forma esta darfa un valor positivo a la
coordenada z, la cual no podria ser cancelada por ningin otro término en la suma debido
a la condicién ( 3.4.3). Similarmente, debemos tener m ¢ C. En con_clusién, ca:da uno de
los vectores E=¢;, — e, quie aparecen con coeficientes distintos de cero en la suma { 3.4.3),
deben satisfacer € By m € A

Ahora consideremos la coordenada particular m € A. Como (e(J) — e(]))m = —1, al menos
uno de los vectores {digamos E;} en la suma ( 3.4.3) tiene —1 en la m-ésima coordenada.
Para este vector en particular tenemos

E,=¢=-e, vyleBcJJ~-1T
Asi, el vértice de A que estd dado por
e(f)+ Es =e(f — {m} +{i})

verifica el Cambio de Steiner deseado.

3.4.4 El poliedro de Fano.

Asociado a la configuracién de Fano (la cual no es representable sobre C), obtenemos un

bonito y altamente simétrico poliedro convexo de dimensién 6 con 28 vértices, 126 aristas,
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245 caras de dimensién dos, 238 caras de dimensién tres, 112 caras de dimensién cuatro y
21 caras de dimensién 5. El “grupo de simetria completo” de este poliedro es el grupo finito
simple PGL3(Fy). Este ejemplo tiene generalizaciones obvias a otros espacios proyectivos
finitos. (Figura ( 3.1))

Figura 3.1:

3.4.5 Topologia de estratos.

No sabemos cuando cada estrato I' C G™ es no singular. No sabemos cuando cada estrato
M esun K(=,1) espacio.

3.4.6 Degeneracion de matroides.

SiT C Gy es un estrato y si P € i — p, deberemos decir que la matroide correspondiente
a fi degenera a la matroide correspondiente a P. En este caso, tenemos para cualquier
subconjunto J C {1,2,...,n+m} la siguiente relacién sobre sus correspondientes funciones

rango

rr(J) < re(J)



48 Andrés Molina

Sin embargo, la cerradura del estrato p no es necesariamente una unién de estratos 'y
puede por ejemplo contener un subconjunto propio de un estrato u', como lo muestra el
siguiente ejemplo:(Figura ( 3.2)) Un teorema en geometria proyectiva |D5S65] menciona que

Figura 3.2:

los cuatro puntos A, B, C, D, son arménicos, es decir, la razon cruzada de {A,CB,C) es
-1. Sin embargo es posible degenerar la configuracién anterior a la siguiente configuracién:
(Figura ( 3.3))

Figura 3.3:

pero al hacer esto obtendriamos sélo 8-adas de puntos tales que A, B, C, D, son arménicos.
Para cualquier Grupo de Lie algebraico complejo G y subgrupo parabdlico P, el mapeo
momento asociado a la accién térica, u: G/P — ¢* da lugar a una nueva geometria combi-

natoria y a un interesante poliedro convexo.
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Con el siguiente ejemplo se trata de ilustrar la teoria ¥ los resultados principales de este
capitulo.

Ejemplo 3.4.4. Sea G3 la Grassmaniana de la lineas en P® o bien los planos por el origen
e C', y tomemos los cuatro vectores basicos ey, €s, €3, €4.
Sea P € G3 un plano de la Grassmaniana,

ap:C' o Clyp=?

determina cuatro vectores, por ejemplo si P, = span{e;, e;} tenemos que dos de los vec-
tores bésicos de C* seran mandados en los dos vectores basicos de €2 vy los otros dos serdn
mandados al cero. Asf cada plano determina una matroide o geometrd combinatoria de dos
elementos.

Ahora, consideremos la accidn del toro algebraico H = (C*)* sobre C! definida como antes,

por alargamiento de los ejes, es decir, si A = (A, A, ... vAd) € H ysiz € C* entonces
AZ = (M1, MaTa, ... , AgZ4). Manda planos en planos ¥ por lo tanto induce una accidn en
G2,

Ahora si tomamos por ejemplo a J = {3,4} entonces los puntos fijos de la accién son
los planos que pasan por el origen de C* que tienen como bésicos a un par {e;, e;} con
t,7€{1,2,3,4}

Ahora, calculemos las coordenadas del mapeo momento para un plano en particular P €
G3. P puede ser visto como el nucleo de un morfismo suprayectivo que corresponde a una
matriz M de dimensién 2 x 4 y si tomamos J C {1,...,4}, |J| = 2 entonces la matriz
correspondiente M(J) serd una matriz de dimensién 2 x 2, ahora st utilizamos la ecuacién
dada por la proposicién ( 3.2.1) para calcular las coordenadas del mapeo mMomento para unos
planos en especial obtenemos lo siguiente: si P es un plano coordenado, la matriz M tiene
como renglones dos vectores bésicos de C*, por lo que obtendremos siempre M (J) = Id por
lo que z;(P) = 1/2 para toda i = 1,..., 4 entonces el poliedro que obtenemos es el mismo
para los cuatro planos coordenados y dicho poliedro es el simplejo de dimensidn 4.



Capitulo 4

UNA GENERALIZACION DEL
DILOGARITMO.

4.1 Introduccién histérica.

4.1.1 Fl Dilogaritmo.

La funcién dilogaritmo

o0 n
Li(z) =5 %

n=1
fue considerada primero aparentemente por Leibnitz en 1696, después por Euler en 1779,
Esta y transformaciones elementales de ella fueron estudiadas por varios matematicos del
siglo XIX; incluyendo a Legendre, Lobachevsky, Lindelof, Jonquiere, etc.
Cerca de los 80's se desperté mevamente el interés en el dilogaritmo. El dilogaritmo fue
usado en el estudio de la k-teoria algebraica por Bloch, Gross, y Beilinson. También fue
relacionado a las integrales iteradas de Chen por Aomoto.
En el siguiente capitulo, interpretaremos ®(z) como el volumen de una cierta regién en
(3. Esta relacién fue conjeturada en un intento por reconciliar la demostracién original de
la férmula combinatoria para la primera clase de Pontrjagin de Gabrielov, Gelfand y Losik
[GGLT8], con la demostracién de MacPherson. La prueba original procedié por integraciones
sucesivas; ¢ y sus propiedades fueron usadas. La prueba de MacPherson usé en lugar de eso
geometria en variedades Grassmanianas.

La prueba original de la interpretacién de ®(z) como un volumen fue obtenida por integracién
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directa. Una prueba posterior por Damiano, usa la teoria de webs.

La parte imaginaria de ®(k) aparece en la férmula para el volumen de un tetraedro en el
3-espacio hiperbélico real cuyos vértices estdn en la Iinea proyectiva compleja al infinito y
tiene razén cruzada k. En el articulo [ID82), se interpreta la parte real de &(k) como un
volumen en la Grassmaniana G3. Como ambos el 3-espacio hiperbélico y la Grassmaniana,
G? son espacios simétricos, deberia haber una explicacidn conceptual para esta coincidencia.
Pero no se de ninguna.

Desde la perspectiva de Gelfand y MacPherson, la propiedad clave del dilogaritmo es la
ecuacién funcional de ( 4.2.3) para la cual se dard un interpretacién geométrica. Esta
ecuacion funcional tiene varias formas equivalentes que involucran cinco términos dilog-
aritmicos en dos variables mds varios términos logaritmicos. Esto fue descubierto primero
por Spence en 1809, después independientemente redescubierto por Abel, Gill, Kummer y
Otros.

Una interpretacién moderna de esta ecuacién funcional es como una ecuacién abeliana para
un web en particular (de cinco foliaciones de los 2-discos de lineas) [lamado el web excep-
cional. Esto se debe a Bol. Damiano extendid esta teoria a dimensiones superiores en una
forma relacionada a las formas del Dilogaritmo generalizadas.

Un resultado de Wigner relaciona la funcién @ con la primera clase de Pontrjagin. Existe
una funcién continua @' de la linea proyectiva real R a R/7%Z tal que d®' = d®. Una
clase de cohomologia continua en H3(SLy(R),R/m%Z) es repfesent-ada por la cocadena cuyo
valor sobre o, ... ,z3 es ®'(k) donde k es la razén cruzada de las proyecciones de o, ... , T3
a RP'. La ecuacién funcional para & da la condicién de cociclo. La clase C se, mapea a la

primera clase de Pontrjagin, por el homomorfismo conector de la sucesién coeficiente
02Z—-R-R/TZ 0.

Una forma de relacionar d® y la primera clase de Pontrjagin fue en {D*83).

4.1.2 El Complejo Tetraédrico.

El estudic de familias algebraicas de lineas particulares en el 3-espacio fue muy desarrollada
en el siglo XIX. Una familia tridimensional fue llamada un complejo. El grado de un complejo
C fue definido como el grado del conjunto de lineas en C que pasan por un punto dado,
considerado como una curva en el plano proyectivo de todas las lineas que pasan por un
punto. (En términos moderno, esto aumenta a la clase de homologia de la complexificacién
de C en el complejo Grassmaniano),
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El complejo tetraédrico que serd definido en el sigutente capitulo (La cerradura de Zariski de
un simplejo Grassmaniano I'Z) fue primero considerado por Binet en 1911 como la familia
de ejes de inercia de un cuerpo sélido. Este fue estudiado por Charles, Pliicker y Reye, junto
cen otros. Otras caracterizaciones fueron encontradas: Por ejemplo, la familia de los ejes de
la elipses obtenidas como secciones planares de un elipsoide fijo, o la familia de lineas que
unen 2 X y a T, para una transformacién proyectiva T fija.

El primer escrito de Lie sobre Grupos de Lie fue una nota en 1870 con Klein sobre H
actuando sobre G}, G}, G}. En ella, probaron que el complejo tetraédrico es la cerradura de
una H-érbita en G3. Ellos usaron lo que fue el mapeo exponencial y el hecho de que H es
Abeliano para probar hechos geométricos acerca de los complejos tetraédricos. Ellos vieron
el hecho de que sus pruebas fueran més faciles que las usuales como justificacién para la
nueva herramienta de grupos continuos.

La caracterizacién de Klein y Lie de complejos tetraédricos da paso & la generalizacién de
ellos al espacio de k-planos en un N espacio proyectivo. El complejo tetraédrico generalizado
es la cerradura de una H-érbita -En el lenguaje de Gelfand ¥ MacPherson, la cerradura de
Zariski de un simplejo Grassmaniano-.

La formulacién tedrica de Lie permite una generalizacién de tado lo contenido en (1D82] de
PGL{n +m} a un grupo de Lie semi-simple arbitrario.

Sea G una forma real expandida de un grupo de Lie semi-simple, sea P un subgrupo parabéli-
o, ¥ sea H un subgrupo de Cartan expandido. Entonces los complejos tetraédricos en G7
se generalizan a cerraduras de H-¢rbitas en G/P.

4.1.3 Simplejos Grassmanianos.

Existe un generalizacién de los hipersimplejos AT del trabajo de Gabrielov, Gelfand, y
Losik [GGL75], debido a que sus relaciones entre caras ( 4.4.1) son formalmente duales a
las férmulas para las derivadas exteriores de ciertas formas diferenciales S"~1-! una de las
cuales es esencialmente d®. (Ver [GGL75] sec. 2;Y). El hecho de que A es homeomorfo a
la cerradura I de una H°-6rbita en G7* en una forma que manda la estructura de las caras
de AT a la estructura de las drbitas de T ( 4.4.12) fue primero probada por MacPherson
IMac77] sec. 6. (En [Mac77] una estructura poliédrica sobre todas las cerraduras de HO-
Orbitas, incluyendo las no genéricas, fue determinada).
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4.2 Introduccidn.

4.2.1 Poliedros en Grassmanianas.

Sea G™ la Grassmaniana de los subespacios vectoriales de R**™. Como ya vimos, podemos
pensar a G™ como la variedad de los (n — 1)-planos del proyectivo RP"™~1,

Los simplejos forman una clase natural de poliedros en el espacio proyectivo GT*. Nos gustaria
generalizar éstos a poliedros en las otras Grassmanianas G7.

Una propiedad clave del m-simplejo en G es que su frontera es una unién de (m—1)-
simplejos en GT~! para varios encajes GT'~ ~! ¢ GP. La otra Grassmaniana también tiene
encajes similares de acuerdo con el siguiente patrén:

G} ¢ G} c
U §]
Gy c G C
U U
Gl ¢ G} C

G

G

(Las inclusiones horizontales son los subespacios en un hiperplano dado; las inclusiones
verticales son los subespacios por un punto dado).Nos gustaria conocer las relacionles entre
caras de nuestros simplejos generalizados similarmente con respecto a este patrén de encajes.
Una ruta tentativa para la generalizacién podria ser observar que las subvariedades Gyt c
GT* pueden ser construidas por geodésicas. En el espacio proyectivo G? de dimensidn 3,
si tenemos 3 segmentos de geodésicas dados formando un tridngulo, cualquiera de los dos

procedimientos para llenarto con geodésicas (figura ( 4.1)) da el mismo 2-simplejo. En G2

- =/

Figura 4.1:
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esto no es cierto: (figura ( 4.2)) Esto es simplemente porque G es un espacio simétrico

—A=—4

Figura 4.2

de rango uno ( es decir, existe un invariante real de la posicién relativa de dos puntos-
la distancia-), mientras que G3 es un espacio simétrico de rango 2 ( existe un espacio de
dimensién 2 de invariantes de la posicién relativa de dos puntos).

4.2.2 Los primeros simplejos Grassmanianos.

Definicién 4.2.1. Sean ey, e,,... ,€p4m PUNtOS en un espacio proyectivo real RP?+™-1 de
dimensién n + m — 1 no totalmente contenido en un subespacio de dimensién n +m — 2.
Sea H® la componente conexa de la identidad del grupo de automorfismos pravectivos de
RP"*™~! fijando todos los puntos ;. Como H® manda planos de dimensién n -1 a planos
de dimensién n — 1, ésta actia sobre G™.

Definicién 4.2.2. Un simplejo Grassmaniano I'7? es la cerradura de una 6rbita genérica de
e,

Los simplejos Grassmanianos son la generalizacion propuesta de los simplejos ordinarios en
un espacio proyectivo. Ilustraremos la idea observando los casos I'}, '}, 2.

Las drbitas genéricas distintas de H® en G2 = RP? son las regiones abiertas etiquetadas con
L 1L, 111, IV. (figura ( 4.3)). Esto es porque el grupo de automorfismos proyectivos de RP?
es transitivo sobre 4-triples de puntos en posicién general.

La cerradura de la regién f, un simplejo Grassmaniano I'?, es un 2-simplejo ordinario. Sus
tres picos son cerraduras de érbitas no genéricas de H; éstas son simplejos Grassmanianos
I} Cada uno es la cerradura de una H°-6rbita genérica en G! encajado como una de las tres
lineas &¢;.
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v
¥ 1 111

Figura 4.3:

La figura en G}, el espacio de lineas-en RP? ,por dualidad es similar. Hay cuatro H O_6rbitas
genéricas. Una es el conjunto de lineas que no intersectan la regién sombreada en la figura
(4.3)

Su cerradura (figura ( 4.4)), un simplejo Grassmaniano I'}, tiene tres picos-las tres familias
de lineas dibujadas en la figura-. Estas son simplejos Grassmanianos 1, en G} encajado
como la familia de todas las lineas que pasan por €;, e, 6 e3. La topologia de la I} puede ser
vista de esta forma:

Considerémos G , el espacio de lineas [ de un RP® con cuatro puntos fijos no coplanares
€1, €a, €3, €4.Como H® es de dimensién 3 y G3 es de dimensién 4, debemos encontrar una
ecuacién satisfecha por una H®—6rbita. Sea k(i) la razon cruzada de cuatro planos
e, ... ,g:f tomados en el haz de planos que pasan por [. (figura( 4.3)).

Como la razén cruzada es un invariante proyectivo, k () debe ser constante sobre una H°-
¢rbita, de lo cual resulta nuestra ecuacién. La variedad de las lineas que satisfacen esta
ecuacién fue clisicamente llamada el complejo tetraédrico.

Mostraremos en Ja seccién ( 4.4.12) que la topologfa de un simplejo Grassmaniano I la
cerradura de una  HO%érbita, es un octaedro sélido. (figura ( 4.6)).
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7"

*2 3

/

Figura 4.4:

En la figura ( 4.7) los seis vértices son las lineas &;:€; como estin marcadas.

Las cuatro caras sin sombrear son simplejos Grassmanianos I} . Estas son cerraduras de
HP%orbitas genéricas en G} encajadas de cuatro formas: como el conjunto de los planos
Las cuatro caras sombreadas son simplejos Grassmanianos I'?.Estas son cerraduras de H°-
orbitas genéricas en G3,encajadas de cuatro formas:como el conjunto de lineas que pasan por
el punto e, ez,€3 6 €5 .El encaje de la T? | cuyos vértices son €3 , €163 v €161 en la G3 de
lineas por e, , puede ser dibujado como sigue: (figura ( 4.8))

Entonces vemos que nuestro requerimiento para las relaciones entre las caras establecidas en
( 4.2.1) es satisfecha.

4.2.3 La relacion con formas diferenciales

Considerando a G2 como los planos por el origen en R? , podemos ver que grupo ortogonal
50 (4) actia sobre G3. Sea P} la forma de volumen SO (4) -invariante de la unidad de
masa en SO (4) ysean ey,...,es las lineas ortogonales correspondientes en R?,
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273

Figura 4.5

Cada simplejo Grassmaniano I’y que sobre una hipersuperficie k (I) = z. Si variamos z con-
tinuamente entre 0 y 1, obtenemos una familia de hipersimplejos que varia continuamente,
la cual denotaremos por I'2 (z). Sea P la integral de P2 sobre las fibras 2 (z) . Como
P} esuna 4-forma y T2 (x) es de dimensién 3, P? es una 1-forma.
Integracidn.

1

P = chp (x)

donde ®(z)=(L;(z)-Li(1—2)) y Li{x) =32, % eslafuncién dilogaritmo cldsica.
De la geometria de ( 4.2.2) podemos ver que [} (z1) y T3 (x2) tienen la misma frontera, por lo
tanto st unién es una hipersuperficie cerrada como una almeja. La integracién nos muestra
que el volumen que ésta encierra es ® (x5) — & (z,).

El dilogaritmo satisface una ecuacién funcional en dos variables. Si extendemos @ de (0,1)
a R - {0,1} usando la simetria & (z) = ® (ﬁ), entonces esta ecuacién funcional puede
ser expresada como

2

Q(i;%%) _q’(g:g) +‘I’(g)-—@(y)+¢>(x)=%
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Figura 4.6:

para 0 < z < y < 1.. Nos gustaria derivar esta ecuacién funcional de consideraciones
geométricas sobre Grassmanianas.

Consideremos G3, el espacio de planos # en un RP* con cinco puntos fijos de referencia

et,...,es correspondientes a lineas ortogonales en R%. Un plano 7 determina 5 elementos
7€ly... 7€, ..., 7€ (omitimos 7). Cualquiera dos de las k; {7) determina los otros tres:

por ejemplo, haciendo k; (%) = u;, si

Uy =y Uy =T
entonces
_z{y-1) _w-1 Y
1= -0 2=, U=~
y{z —-1) (z-1) x

Cada simplejo Grassmaniano 2 estd sobre una subvariedad ks (7) =z y ki (n) = y.

Si variamos r e y continuamente tal que 0 < z < y < 1, obtenemos dos familias de pardmetros
de simplejos Grassmanianos los cuales denotaremos por I'Z (z,y).

Los simplejos Grassmanianos '} {z, y) tienen cinco caras I'} las cuales no varfan con z e ¥,
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Figura 4.7:

y cinco caras Fy,... , F; que si. La cara F; es un simplejo Grassmaniano T3 (u;) que estd en
la Grassmaniana G2 de planos que contienen al punto de referencia e;.

2 P (]
Ahora estudiamos la 4-forma P2 sobre G2: la representativa arménica de la primera clase de

3 3 p P
Pontriagin del haz tautolégico. La forma P2 es cerrada v se retringe a la forma de volumen
3 3

invariante sobre la Grassmaniana G2 de planos por ¢;. Definimos P} como la integral de P7
sobre los simplejos Grassmanianos I'; (z, ).
Esencialmente por el teorema de Stokes encontramos que dP} es la suma de las integrales
de P} sobre las caras F;. Con sefiales que reflejan las orientaciones inducidas, obtenemos:

Relacién diferencial.

5 5
aPE =3 (-1 P () = o5 O (-1 o a)
j=1

i=1
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Figura 4.8:

Pero también tenemos un inesperado resultado que serd probado en la seccidén ( 4.5).

Teorema 4.2.3 (Teorema de anulamiento). [Gelfand, MacPherson]
P} es idénticamente cera en T2 (z,y) para r y y. Por lo tanto, ﬁaz es idénticamente cero, y
asf también d P}. Entonces obtenemos

5

> {(=1)"dP (w) = 0

i=l

2

v asi Zf;l {(=1)"d® (u;) es una constante la cual evaluamos como % Dpara valores especiales

dezey.

4.3 Las formas de dilogaritmo generalizadas.

4.3.1 Definiciones.

Considere la Grassmaniana G™ de todos los planos (sin crientar) que pasan por el origen en
R**™. Por abuso de notacién, utilizaremos siempre el mismo simbolo usualmente £ para un
punte £ € G y para el n-plano £ € R*™*™ correspondiente.

Un m-plano coordenado en R*™™ es obtenido haciendo n de las coordenadas iguales a cero.
Un n-plano es llamado genérico si éste intersecta a cada m-plano coordenado solamente en
el origen. El simbolo 5;" denota los subconjuntos abiertos de GI que consisten de n-plancs

genéricos.
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El grupo proyectivo lineal PGL (n + m) es el grupo GL (n + m) de matrices reales invertibles
(n+m) x {n+m) dividido por miltiplos de la identidad. PGL {n -+ m) actda sobre G}
porque los miltiplos de la identidad en GL{n + m) actdan trivialmente. El subgrupo de

Cartdn H C PGL({n+m) es la imagen de las matrices diagonales. Este tiene dimensién
n+m-—1

Proposicién 4.3.1. H preserva é? y actia libremente sobre el.
Esta proposicién serd probada en { 4.4.2).

Definicién 4.3.2. El espacio cociente H \ @"m serd denotado por C7 v el mapeo cociente
por 7.

Por la proposicién, C™ es una variedad difrenciable de dimensién (n—1}(m —1). En
( 4.4.2), serd mostrado que este tiene una interpretacién como el espacio de configuraciones
de n + m puntos en el m — 1 espacio proyectivo.

También, las fibras de 7 se identifican con el grupo H de tal forma que pueden ser orientadas
escogiendo un una base ordenada oara la dlgebra de Lie de H.

Escogemos la base usual la cual es la imagen de E1 3, Eaa,... , Entm_inim—1, donde E; ; son
los elementos de matriz. Denotamos la orientcién inducida de = por [x].

Para cada k tal que 1 < k £ n+ m, hay mapeos naturales

le Sk cm B’g cm-1

Estos mapeos estan definidos como sigue: Sea Ji : R*™™~! — R**™ que manda

(.Y), N a‘\Pﬂ-t-m—l) a (z\’l, . N | ) Xk, ... ,;\’ﬂ+m_1). Sea P‘rk ; Rrtmo oy Rtmel que
manda {X1,... , Xnam) 2 (X1, Xeo1, Xes1,- - s Angm)-
Entonces

Al = JiE

B (&) = P.E

{donde las expresiones de la derecha definen planos en Rrtm-ly,
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Los mapeos o ¥ 3¢ son definidos por la conmutatividad requerida del diagrama. Esto tiene
sentido porque 7 es suprayectivo y constante sobre las fibras de 7o ﬁk omo E’k como puede
ser facilmente verificado.

Si los espacios C7 son interpretados como configuraciones proyectivas de puntos, las inter-
pretaciones correspondientes de a4 y ¢ estdn dadas en la proposicién ( 4.4.4).

Notemos que si 7 = 1 entonces A, v ar no estdn definidas; si m = 1, By y 8 no estdn
definidas.

4.3.2 Resultados Principales.

Consideremos una clase P de caracteristica estable sobre haces vectoriales reales con valores
en la -ésima cohomologia con coeficientes reales H' (-, R). ( P serd un polinomio en las clases
de Pontrjagin). En G hay una tnica forma diferencial cerrada SO (n + m, R)- invariante
P que representa la clase de cohomologia P (£) donde £ es el haz tautolégico sobre G™.
Denotamos la restriccién de P™ a én’“ otra vez con P,

Definicién 4.3.3. Eldialgoritmo generalizado forma ﬁ:‘ estd dado por f’,}" =7, donde
7. representa integracién sobre la bibra con orientacién de fibra [r]. La forma dilogaritmo
generalizada B es una (I — n — m + 1)-forma diferencial en C.
Teorema 4.3.4 (La relacién diferencial). Sin>1ym>1,

n+4m - n+m "
AT =23 (-1 e}, -2 (-1)f P

k=1 k=1

El teorema serd probado en la seccién { 4.4).

Nota 4.3.5. Sin=10m =1, entonces P™ es idénticamente cero porque el haz vectorial

tautoldgico sobre GT* o G tiene clases caracteristicas estables reales distintas de cero.

‘Teorema 4.3.6 (Teorema de anulamiento). {Gelfand, MacPherson] La forma de diloga-

ritmo generalizado P™ se anula idénticamente si esta es una O-forma, es decir, si ! = n+m—1.

Esto se sigue del siguiente teorema mds fuerte que muestra que el integrando es cero en la
integracién sobre la fibra 7, P = P,

Teorema 4.3.7. La restriccidn de P a cualquier H-érbita se anula idénticamente.

Esto serd probado en { 4.5.3).



64

Andrés Molina

4.3.3 Ecuaciones funcionales.

Definicién 4.3.8. Llamameos a una forma de dilogaritmo generalizada P* principel si
P, =0y Pr;! = 0 (para la misma clase caracteristica P) pero P;* no es idéntica-
mente cero. Dualmente, llamamos P coprincipal si PP = 0y P! = 0 pero P no es
idénticamente cero.

Notémos que por ( 4.3.6) una forma de dilogaritmo generalizada tiene grado positivo,

El signiente resultado es un corolario inmediato de la relacién diferencial ( 4.3.4).

Ecuacién funcional.
Si P es principal, entonces

n+m+l

S (—1)reiBr =0
k=1

Dualmente, si P7* es coprincipal entonces

n+m+1
koD
S (-0kEPr =0
k=1
Como las formas dilogaritmo generalizadas principales { o coprincipales) son las que satis-
facen una ecuacién funcienal interesante, es importante identificarlas. Esto no se puede en

general, pero el teorema de anulamiento ( 4.3.6) garantiza un buen suplemento de éstas.

Proposicién 4.3.9. Consideremos una clase caracteristica estable P con valores en H' (1 K).
Si para algiin par (n,m), ﬁ;" # 0, entonces existe un par (n,m) tal que F* es principal ¥
una par (n,m) tal que P™ es coprincipal.

( Hasta ahora como hemos visto, toda P # 0 podria satisfacer la hiptesis de esta proposicion.
En cualquier caso, un abierto denso de P que satisface esto puede ser visto observando que
ﬁ,{" # 0 cuando PJ" es un miiltiplo distinto de cero de la forma invariante de volumen sobre

Ga)

Demostracién. En el n, m plano, ﬁ,’l" se anula si n+m = [+1 por el teorema de anulamiento;
ﬁ:‘ se anulasin = 1 0si m = 1 porque entonces C es un punto. Entonces py’ = 0 a lo largo
de la frontera de un tridngulo. Comenzando en un punto (n,m) donde F;* # 0, en el interior

del triangulo, construimos una trayectoria que pasa por los puntos donde F7" # 0 tal que el
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paso antes de (n,m) es (n,m + 1) o (n — 1,m + 1). Un paso m4s lejos es imposible solamente
cuando hemos alcanzado a un 13;" principal; pero esto debe pasar porgue correremos dentro
de la frontera del tridngulo.

Damiano probé que si P esta en la i-ésima clase de Pontrjagin, entonces P2 es principal. O

4.4 Simplejos Grassmanianos.

4.4.1 Hipersimplejos

Definicién 4.4.1. EI hipersimplejo A™ es el subconjunto de B**™ definico por las rela-
ciones:

donde t;,... ,t,4m S0n coordenadas en R°*™ .

El hipersimplejo AT es un poliedro convexo de dimensién n +m ~ 1 encajado en el espacio
euclideano definido por #; + ¢2 + ... + tnym = n. Su frontera A” es el subconjunto donde
al menos una de las coordenadas t; es 0 6 1.Su interior denotado AT, es AT/GAT

Para todos los enteros k tales que 1 < i < n + m, hay mapeos naturales

AT L% AT bk Am-t
definidos por
ay {t], ey tn+m-]) = (tls . }tkml: ljtk’ e stn+m—1)
bk (t], .. 1tn+m—]) = (tlw s atk—la U}tk: . :tn+m—l)

Las imagenes de estos mapeos son las caras de codimensién uno de A™ como un poliedro; a
menos que nn = m = 1, tenemos

OAY = UptTimagen (ax) WU ™imagen (by).

Escogemos una orientacién [A!"] de A™ dada por las coordenadas ordenadas
{(f2—tits—ta, ... ,tnim — tnem—1). [A7] puede ser interpretada como un generador en
Hym (A7, AT). Asi, tenemos la siguiente férmula homolégica de frontera.
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Proposicién 4.4.2. A menosquen =m =1,

T+m n+m
BIATT =3 (—1)f o [AT) = D (—1) b [AT]

(donde si n = 1 la primera suma es considerada cero y si m = 1 la segunda suma es
considerada cero).

Esta formula puede ser interpretada como calculando el morfismo conector para la tripleta
(A™,8A™ C) donde c es la codimencién del 2-esqueleto de AT

Notémos que la formula de ( 4.4.2) pura 8 [A7] es similar a la férmula de ( 4.3.4) para dpy.
Decimos que las AT son formalmente duales al Pm™. De hecho el teorema ( 4.3.4) se sigue

de la proposicién ( 4.4.2) después de un encaje A7 en G como un simplejo Grassmaniano.

4.4.2 Configuraciones Proyectivas.

Recordemos que por definicién C = H\@'ﬂ’“, donde én’“ es la parte genérica de la Grass-
maniana de n-planos en R**™ y H es el subgrupo de Cartdn de PGL (n+ m), es decir, las
matrices diagonales invertibles médulo miltiplos de la matriz identidad.

El espacioc C™ es una variedad diferenciable porque H actia libremente sobre 6","1‘ por la

proposicion ( 4.3.1).

Demostracién. De la proposicién ( 4.3.1) Primero observemos que podemos pensar a Gm
como las configuraciones de n+m vectores V3,...,V;, en R™ los cuales generan a R™ como
un espacio vectorial, médulo equi- valencia por GL (m). Para un punto dado en G, es decir,
un subespacio £ de dimensién n de R**™, primero escojemos un epimorfismo de espacios
vectoriales v : R**™ — R™ con micleo £. Entonces obtenemos una configuracién con
V: = p(e;), donde ey, ... ,€nim €5 1a base estdndar de R*+™. Escogiendo otra ¢ cambiamos
la configuracién por un elemento de GL (m).

Desde éste punto de vista, 5;" es el subconjunto de configuraciones defiido por la condicién de
que para todos los subconjuntos S de m elementos de {1,...,n+m}, el conjunto {V;| i € 5}
forma una base de R™. La H-accién sobre GT es expresada en la siguiente forma: el elemento
diagonal de GL (n + m)}

0 hn+m
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manda Vi,... , Voym 2 MV, L Ruym Vi, Entonces si V # 0 la accién de H manda V; a
la linea I; que pasa por 0 y V.

Ahora, debemos probar que cualquier elemento diagonal h de GL (n + m) cuya accién sobre
una configuracién ¢ en Gy hace pareja con un elemento ¥ de GL (m) debe ser un miltiplo
de la identidad. Como n > 1, sabemos que ¢ determina al menos m -+ 1 lineas {; y como
antes cualesquiera m de ellas generan R™. Como ¥ fija de estas lineas, su accién sobre la
proyectivizacién RP™~! de RP™ debe fijar los correspondientes m + 1 puntos, que estin en
posicién general. Por lo tanto ¥ actiia trivialmente sobre RP™-!. Entonces ¥ debe ser un

muiltiplo & de la identidad. Como Ay = hy = ... = hpym = k entonces h es un multiplo de
la identidad. O
Sea €1, ... ,Cpy una configuracién de n x n puntos en el {m — 1)-espacio proyectivo real; es

decir, C; € RP™! para cada i. La configuracién es llamada genérica si para ningin subcon-
junto 5 de m elementos de {1,2,... ,n +m)} {Ci[ i € S} estd en un subespacio proyectivo
de dimensién m — 2. El conjunto de configuraciones provectivas forma una subvariedad
abierta de (RP"~1)""™ = RP™! x ... x RP™ ! 5+ m veces. Dos dichas configuraciones
proyectivas son equivalentes si existe un elemento que PGL {m) que manda uno al otro. E}
grupo PGL (m) actia libremente sobre las configuraciones genéricas de n+m puntos porque
un elemento de PGL (m} estd determinado por su efecto sobre cualquiera m + 1 puntos in-
“dependientes. Por lo tanto el espacio de clases de equivalencia de configuraciones genéricas
de n + m puntos en RP™! es una variedad diferenciable.

Proposicién 4.4.3. El espacio C™” es naturalmente difeomorfo al espacio de clases de equiv-
alencia de configuraciones genéricas de n + m puntos en RP™!.

Esta proposicién dice que la parte genérica de H\G? es naturalmente difeomorfa a la parte
genérica de PGL (n + m)\ (RP™1)"*™,

Demostracidn. Usaremos el modelo para G2 presentado en la prueba de ( 4.4.2). Consider-
emos el espacio S de las (n + m)-adas de lineas Iy, ... , l,+m que pasan por el origen en R™
tal que cualesquiera m de ellas generen R™. Afirmamos que GL{m)\S = C™ Dado un
elemento de S, podemos elegir V; como cualquier punto distinto de cero de I; y cualesquiera
dos de dichas elecciones estdn relacionadas por un elemento diagonal de GL (n +m). Por
otro ldo, considerando cada linea I; como punto en RP™~!  vemos que las clases de GL {m)-
equivalencia en S son clases de PGL (m)-equivalencia de configuraciones geométricas de
7 + m puntos en RP™-1, G
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Nota 4.4.4. Recordemos que en ( 4.3.1) las proyecciones ap : €7 = C, y G 1 CF —
Cm! fueron definidas pasando al epacio cociente de las proyecciones A é? -+ éﬁ,l ¥
By : G™ - G™ ', respectivamente.

Proposicién 4.4.5. Interpretemos C? como clases de equivalencia proyectivas de configu-

raciones genéricas de n + m puntos C,... , Chim en RP™! como en { 44.2).
Entonces

2 (Cla' e :cn+m) = (Cla-" aCk—lack-{—]:-- o ,Cn-t—m)

ﬁi (Ch s aCn+m) = (‘pkclz R 1pkck—11 ‘:akck-}-h DI ] ‘f?kcrH-m)

donde ¢y : RP™INC, — RP™? es5 cualquier identificacién proyectiva de las lineas que
pasan por Cj con RP™2,

Demostracién. Esta proposicién resulta directa de la interpretacién de Ay B, en el lenguaje
de la prueba de ( 4.4.2) -

;ik (‘/11-" s‘fn-l-m) = (Vlv'-- 71’}!—]! V;ﬁ-lw-- 1Vn+m)

Be (Vi een s Vo) = (06Vih o2k -1 0k Viss -+ 5 9% Varm)
donde ¢ : R"*™ — RT™-1 g5 un epimorfismo lineal con Vi en su nicleo. O

Definicién 4.4.6. El espacio de las configuraciones proyectivas aumentadas EC), es el

n?

espacio cociente H“\é’,{‘, donde H¢ denota la componente conexa de la identidad de H.,

Tenemos el siguiente diagrama,

donde p es el cociente més lejano. El mapeo p es una proyeccién de un espacio cubriente de
ontm-1 hoias porque H = H° @ (Z/22)"™ .
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Definimos los mapeos &; v ,—B"k por la conmutatividad del diagrama

S P S
1 G Gt

P b

ECp, <& gCcm & pom

Nota 4.4.7. Podemos interpretar a ECT como las clases de equivalencia proyectiva de
configuraciones genéricas de n 4+ m puntos en RP™! aumentado por un levantamiento de
cada punto al espacio cubriente universal $™-! de RP™!. Dos de dichos levantamientos que
difieren por una transformacién cubriente de $™! — RP™! son tomados como el mismo.
Los mapeos @ y 3, tienen interpretaciones andlogas a aquellas de o4 y 5 en ( 4.4.4).

4.4.3 Las cerraduras de H%érbitas.

Recordemos que AT es el interior del hipersimplejo AT en coordenadas ty,... ,them €5 el
conjunto

0 < ;<1 Vi

El grupo H® es la componente conexa de la identidad del suBgrupo de Cartan H de PGL (n + m)

L]

este tiene coordenadas Ay, ... , hyym, las entradas de la matriz diagonal
hy 0
h=
0 hn-\\-m

donde h; >0 Viy hy,... k., es equivalente a Ah,, i Agim YA >0
Definimos un mapeo 77: A™ — H® por las ecuaciones

t;

Proposicién 4.4.8. 7 es un difeomorfismo de A™ en HP.

Demostracién. Definimos una funcién A (h) implicitamente por la ecuacién
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Esta definida en todas partes, es monovaluada y siempre es positiva porque para cada h la
funcién de A,

RN
A-hi+1

decrece estrictamente y mondtonamente de n + m a 0 mientras A va de 0 a co.
Ahora definimos 7! : H® = A™ por

1
t; = e ——.
NOIES!

La composicién n~1on es la identidad por un cdlculo directo, y ™! oy es la identidad porque
ésta multiplica todas las h; por A (h). O

Proposicién 4.4.9. El mapeo
Al X G G

que manda (t,£) a n{t) - &, tiene una tinica extensién continua a un mapeo
AT X G™ s GT .

{ Denotamos la imagen de (t,£) bajo esta extensién con t - £, Pensamos a ﬁn’“ “actuando”
sobre 5’2‘ por una completacién de la accién de H°).

Demostracion. La unicidad es obvia porque f:\,'{' es denso en A™. Para probar existen-
cia, escribimos una férmula para ¢ - £ en términos de coordenadas de Pliicker. Sea S C
{1,...,n +m} un subconjunto con n elementos y sea £ € Gy'. Entonces P(S5,{} deno-
tard la coordenada de Pliicker del punto £ correspondiente at subconjunto S de vectores base

€l,--- ,Ensm en R**™ La accién de HY sobre G puede ser escrita como sigue
P{Svh(f)) = (ﬂiEShi)P(SsE) .

Ahorasit= (i1,... .{nem) € 5.?, tenemos

PS1()€) = (w.-eslfti)P(s,s) .

Como las P (S, ) son coordenadas homogéneos, podemos multiplicar la expresién de la
derecha por el nimero

n+m
Tiz) 1~
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¥ obtenemos

P(8,n(t)€) = (miest:) (migs] — ;) P(S,€) .

Esta iltima expresién claramente se extiende continuamente a todo A™ (entonces da una
férmula de ¢ - £). O

Nos gustaria expresar la compatibilidad de las acciones ¢ - £ para las diferentes i
Definicién 4.4.10. Para toda k € {1,... ,n+m}, los mapas A; y Bx
Gy oA G B gl

son definidos como sigue: Si £ es un plano de G, entonces A, (£) es la imagen inversa de €

por el mapeo F;, : R*™ — R**™"! que manda (Xi,... , Xnsm) 2 (X1, , Xecr, Xkats- - - s Xnom)-
Si€ esunplano de G}, entonces By (€) es la imagen de £ por el mapeo Ji, : R*+™-1 — Ro+m
que manda (;Y[, e g n+m—1) a (.X], . ,‘Yk_]_, O,X'k.;.]_, ey Xn+m—1)-

Proposicién 4.4.11. Site A™ . yf e 6‘,’{' entonces (axt) - £ = A, (t - -Ikg). Site Am-?

n-1

y £ € G entonces (bt) - £ = By (t . Emf).

Demostracidn. La igualdad se sigue de calcular las coordenadas de Pliicker de ambos lados
usando la férmula de la prueba { 4.4.9) para t - £ O

Teorema 4.4.12. Supongamos que £ € é;". Entonces la inclusién

i) = A¥cGR,

P o~ t- £,

es un homeomorfismo del hipersimplejo A7 con la cerradura de la H%6rbita de ¢. El mapeo
7 (§) manda el interior de A™ de AT difeomorfamente en la érbita de £ y manda interiores
de caras ( de varias dimensiones) de A™ difeornorfamente a otras érbitas.

Las caras de AT son mapeadas en subvriedades Grassmanianas. por ejemplo, existe un
diagrama conmutativo

Am % Am b Ama

[}
[;(AIEJ [.:'(E) [;(B-'i)

Ai B, -
::n—l_.'_"GrT-'_ GT !
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Definicién 4.4.13. La imagen de j (£) es llamada un simplejo Grassmaniano.

Demostracién. Del teorema.

1. El mapeo j (£) da un difeomorfismo de 5? a la HY%érbita que pasa £ por las Proposi-
ciones ( 4.3.1) ¥ ( 4.4.8).

2. El diagrama conmutativo se sigue de la proposicién ( 4.4.11)

3. Esto permite probar que j (£) manda a interiores de caras de codimensién uno difeo-
morfamente es 6rbitas aplicando (1) a variedades Grassmanianas de menor dimension.

4. Tterando pasos (2) (para diagramas conmutativos similares en menor dimensién) y
(3) probamos que los interiores de todas las caras excepto los vértices son mapeados
difeomorfamente en érbitas.

5. Podriamés verificar directamente que las érbitas mapeadas a interiores diferentes de
caras son diferentes y que los vértices son mapeados a hiperplanos coordenados difer-
entes { los cuales son puntos fijos de las H % acciones). Entonces j (§) es una inyeccién.

6. El mapeo es continuo por la proposicién ( 4.4.9). Como A es compacto, el mapeo es
un homeomorfismo sobre la cerradura de la érbita por £.

O

Nota 4.4.14. Se sigue del teorema ( 1.4.12) que existe una H%-accién natural sobre AZ.
Esta es determinada por continuidad por la H® accién sobre A7 dada por bt = 77 (h -7 (t)).
Los conjuntos cerrados invariantes sen las uniones de las caras de AT

Prueba de 1a relacién diferencial.

Situémonos en la situacién de la seccién { 4.3.2): Hemos fijado una clase caracteristica Py
por lo tanto formas diferenciales P sobre cada G7? y formas diferenciales " sobre cada
cm.

Probaremos el teorema ( 4.3.4) relacionando las formas Pm.
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Es mds conveniente trabajar sobre el espacio de configuraciones proyectivas levantadas ECh
que sobre C7*. Recordemos de ( 4.4.6) el diagrama

Gm -1~ ECP

RN

o

Definimos a P, como TPy, donde 7, es calculada con respecto a la orientacién [7,], que
es la restriccién de [x] de ( 4.3.1).

Lema 4.4.15. . El teorema ( 4.3.1) es equivalente a la formula

n+m n+m
=il k,___,—‘m k3* =M
dPy =) (-1)'&P, . - > (-1)*5.P,
k=1 k=1

paran>lym> 1

Demostracidn. Afirmamos que
1n+m—1 ~
P" = 5 p'P,T -

Este hecho y la conmutatividad del siguiente diagrama implica que la férmula del lema es
o de la férmula del teorema { 4.3.4).

ECT, & ECp %> By

vl

™ ok ™ Bk -1
n—1 Cn C;n

Pero p* es una inyeccién porque p es un mapeo * cubriente. Asi. el lema es consecuencia
directa de esto.

Para demostrar la afirmacién veamos lo siguiente. La forma w = p‘ﬁ,’," es caracterizada por
las dos siguientes propiedades:

1. pua = 2+m=1 B

2. Sea U cualquier abierto conexo en C7* tal que 7~'U se divide en una unién disjunta
UyUl,uU--- de copias de U. Paracadaiy j,si¢:U; = Uj es el difeomorfismo que
satisface p - ¢ = p en U, entonces ¢* manda w|U; a w|Uy;.
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La forma 2"*™-1P)" satisface (1) porque p.P, = pTP™ = {po7), PP = n P =
ﬁ,:“. Para mostrar que satisface (2), escribimos H = H® @ F, donde F es la imagen en
PGL (n+ m) de las matrices diagonales cuyas entradas son todas 1.

Dadas i y j existe un elemento f € F que manda 7~'U; difeomorfamente a T ;.
71U L1

ﬁl |s

v, —2—U;

El mapeo f preserva la orientacion [7] porque H es abeliano, entonces T, o fi=puoTa. Y
£* manda P™x~'WU; a P™ax~'U; porque f es una matriz ortogonal y P es invariante bajo
O(n+m).

{ La O {n + m)-invarianza de P7", la cual por construccion slo se requiere que sea 50 (n+m)-
invariante, sera probada en la seccién ( 4.5} corolario ( 4.5.9)). Entonces

PO = mEPE; =7t PR
= GFPP[F U= ¢ P, U;.

Escojamos una seccién suave s del haz de fibras G sobre ECT.

Gy

,L )

ECT

Esto se puede hacer porque las fibras de T son contractibles. { De hecho las fibras son
HO%6rhitas, H actda libremente por la proposicién ( 4.3.1) y H® es contractible).
Usando la seccién s, definimos un mapeo

r: AT x ECT = G
tal que
r{t,e)=t-s{c) ,
donde ¢ - s (c) es explicado en ( 4.4.9). m|

Lema 4.4.16. El mapeo r manda A” x ECT C A x EC7* difeomorfamente a G,

Esto es consecuencia directa de la proposicion ( 4.4.8).
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[

Lema 4.4.17. Sea q: A™ x EC™ — EC™ la proyeccién en el segundo factor entonces
P, =qrP™.
Demostracidn. El siguiente diagrama conmuta

G

PN

Gm <~ Am x ECC—> AT x ECT

\l""/

EC™

Por lo tanto P, es g.r' P™. Pero A;"\EQ es de medida cero para la integracién sobre la
fibra g. entonces q. v g, son la misma. O

Lema 4.4.18. Sea Q : A" | x EC™ — ECT la proyeccién al segundo factor ysea Q
AP=l % EC™ — EC™ también la proyeccién al segundo factor.
Para cada k tal que 1 € k < n + m, existe un automorfismo Fy : A7 | x EC? —~ ECT tal

que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ay

Gr Gy
r r
Am x EC 2% Am  x ECp L2 Am | 5 EOm X Am o« pem
Q
ql \ lq /
a)

EC™, : ECm

Similarmente para cada k existe un F} tal que el siguiente diagrama conmuta:

By

m=1¢___
G,

—GR

T r

idx 8, F}, by xid
Ar-t x ECP-1SEE Al x BOP - Am-1 x ECP X Am x ECT

| . \ | /

ECm™-1 ECm
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Demostracion. El siguiente diagrama no conmuta:

~ Ar o~
M el K
Gn Gn—l

EC™ S5 ECT

(de hecho es imposible escoger las secciones s tal que conmute para toda k- un hecho de algin
significado tedrico para formulas combinatorias para clases de Pontrjagin, véase [ref, ultima
pag. p 16 ). Sin embargo, para algin mapeo 3, : ECT = AmM | tenemos sty (c) = 3k (€)-
Ags (c). Sea Fy (t,¢) la pareja (3, (¢)', ¢), donde la accién de A™ . en A™, es obtenida de la
accién de AT, sobre G™ , via el encaje del teorema ( 4.4.12). Entonces la conmutatividad
del primer diagrama es consecuencia de la proposicién ( 4.4.11). Observaciones similares se
aplican al segundo diagrama. g

Demostracion. De la relacién diferencial, Teorema ( 4.3.4). Tenemos que:

dP? = d{g.r* PT) por lema ( 4.4.17)
= qudr"P™ + (g|8AT7 x ECT), r* P por Teorema de Stokes
= (gldAT x ECT), r*PT | porque P es cerrado

n+m n+m

= STV Qe xid-r)y PR - > (-1 Q. (b xid 1) P
k=1 k=1
4T n-+4m , . .
= S (-1 Qu.idxdorod) Pr - Y (-1)°Q. (id x BeoroBy) B
k=1 k=1
por lema { 4.4.18)
N n4-Tt _
= 3 (D) QidxTpor) Pl - Y (-1 Q. (id x By or)” P
k=1 k=1
por estabilidad y naturalidad de P
n+m n4m
= Y (-Vaerpr, - (-1 B B
k=1 k=1
n+m n+m
DN VARSI € V¥
k=1 k=1
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4.5 Formas diferenciales invariantes sobre variedades

Grassmanianas

4.5.1 Homologia de Variedades Grassmanianas

En esta seccién recordaremos algunos hechos bien conocidos acerca de variedades Grassma-
nianas G}

Para cualquier § € G, denotamos por SO (n + m), al subgrupo de isotrop‘ia de &, es decir, el
subgrupe de SO (n +m) que consiste de los elementos que estabilizan a £ Si § € SO {n + m),
entonces df mapea T,G { el espacio tangente a G™ en £) en si mismo; esto da una accién
natural de SO (n + m), sobre T;G}.

Proposicién 4.5.1. Para toda n,m,! los siguientes tres espacios vectoriales sobre R son
candnicamente isomorfos;

1. El l-ésimo grupo de cohomologia de G™con coeficientes reales, H' (G?, R}

2. El espacio de [l-formas diferenciales en G?* que son invariantes bajo la accién de

SO (n + m).

3. Para cualquier £ € G, las funciones alternantes i-lineales sobre T,G™ que son invari-
antes bajo SO (n + M.

Los mapeos que inducen estos isomorfismos son como sigue: El mapeo de (2) a (1) mandan
una i-forma a su clase de cohomologfa de Rham. EIl mapeo de (2) a (3) estd dado por la
restriccion de una i-forma de T,G7. Su inverso estd dado por el siguiente procedimiento:
Dada una funcidn alternante  I-lineal sobre T¢ (G™), para evaluar la correspondiente forma
en Ty (GT') aplicamos df donde 8 € SO (n + m) es cualquier elemento que mapea £ a €. El
resultado es independiente de la eleccién de 8 por 1la SO (n + m) ¢invarianza de .

Para ver el isomorfismo de (1) a (2), ponemos una métrica riemaniana SO (n + m)-invariante
sobre G Esto puede ser hecho porque SO (n + m) es compacto. La SO (n + m) -invarianza
de una i-forma serd entonces equivalente a la invarianza bajo la componente conexa de la
identidad del grupo de isometrias riemannianas de GP'. Pero H! (M, R) es el espacio de
formas arménicas y G es compacto y es el espacio de formas invariantes y G™ es espacio
simétrico.

Construcciones similares a estas dan isomorfos candénicos entre
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1. Un cierto subgrupo de H' (G™; R),

2. El espacio de I-formas diferenciales sobre G que son invariantes bajo la accién de
O(n+m);

3. Para cualquier £ € G™, las funciones alternantes [-lineales sobre T;G7' que son invari-
antes bajo O (n +m),.

Nota 4.5.2. No todas las I-formas SO (n + m)-invariantes son O (n + m)-invariantes, por
ejemplo, las 1-formas SO (2)-invariantes sobre G1.

Para cualquier £ € G™, sea £+ el complementao ortogonal de £ (considerado como un sube-
spacio de R™*™). Entonces R*™™ se identifica con {@}*.

Ahora definimos a las coordenadas grdficas centradas en §:

graph, : Hom (§,£*) = G7'

como el mapeo que lleva un homomorfismo lineal L : £ — £ a su grifica {{g, L{})} en
{@}L =R, és_lte es un difeomorfismo en una vecindad de £.
La diferencial d (graph,) mapea T o Hom (£,£+) a T¢G. Como Hom (£, £} es un espacio

vectorial, podemos identificar To Hom (£, £*) con Hom (£,£*) para obtener un isomorfismo
candnico

TD Hom(fa éj_)

Hom(§, £*) — TGY

El subgrupo de isqtropia O (n + m)E es justamente el grupo de transformaciones ortogonales
de R™*™ que fijan a £ ¢ R**™ como un conjunto y por lo tanto fijan a &L, Cualquier
ge O (n+ m), debe restringirse a mapeos lineales 8 : £ =+ £y g:6el ¢t 0,0 deben
preservar las restricciones del producto interior sobre R™m 3 £ y £4. Cualguiera de dichas
parejas (9, 5) da un elemento de O {n + m).

Proposicién 4.5.3. Escogiendo bases ortogonales en £ y en £+, la construccion anterior da
un isomorfismo entre T,GT v matrices M n x m, entre O (n + m)e ¥ 8{n) x O (m), y entre
a accién de O (n + m), sobre TeG" v la accién

(8,8): M 2 foMo(f7).
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Resumiendo tenemos el siguiente resultado. Para dar una /-forma diferencial O (n + m)-

invariante sobre G es suficiente dar una funcién alternante i-lineal

e('MIM,.. M),
donde las *M matrices *M7, i=1,... ,n;j=1,... ,m, tal que
o (M2, '3T) = o (M2M,... ! M)

siempre que *3f7 = *M}6,; para una matriz  n x n ortogonal é siempre que *3’ = *A{*8, ;
para una matriz § m x m ortogonal.

De hecho, por ( 4.5.1) el resultado serd independiente de la eleccién de las coordenadas
ortogonales en £y en £+,

4.5.2 El caracter de Pontrjagin

En esta seccién construiremos una expresién particularmente simétrica para la forma difer-
encial 50O (n + m)-invariante sobre G que representa al caracter de Pontrjagin de un haz
tautolégico sobre G,

Siguiendo a { 4.5.3), definimos

Phy ("M M2 MM = ALT MIE 2L ari 3 aan)

(1 (2 (2) - Teld iy
Phi(*M,... 'M) = ALT 11»13(‘”’ A MG AT AL 4‘;113(2,3

donde los simbolos i (1), ¢(2), ...,7 (1), ... son indices separados y la convencién de ”indices
repetidos=suma” es usada.
ALT significa suma alternada:

ALTy (M, MY = (1) ¢ ((WaL,... 7@ pp) |

a

donde la suma es sobre todas las permutaciones o de {1,. .., ¢}.{Notemos que no dividimos
por ¢! como es usual, en la definicién de ALT ).

Proposicién 4.5.4. Ph; satisface la condicién { 4.5.1) v entonces define una 4i-forma
O (n + m)-invariante sobre G7* ( que también denotaremos con Ph;).
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Demostracion. Si @ es una matriz ortogonal n x n entonces (1M;((;))95(1),{(3)]"’1;{((12))%(1):5(1})
—1 i i{1
(4‘ 11"1;((21))9p(2r),i(2t) 41"”;((2:))%(21)-1'(2!) ) =

(1} i(2) —1p g2} {1
(le(]) 2ﬂ"-rij(l) )"‘(4' 1Mf(zt) “M:'J((zr)))

porque @ preserva productos interiores. Una manipulacién similar se aplica a una matriz
m x m ortogonal 8.

Ahora comenzamos a identificar Ph; aplicando la descripcién esténdar de la cohomologia de
G™ en términos de clases caracteristicas del haz tautolégico. 5]

Lema 4.5.5. . Ph, corresponde {por (4.5.1)) a una clase caracteristica estable en TGm R)
del haz tautolégico sobre G (que no depende de n o m).

Esto resulta de aplicar ¢! siguiente hecho. En el diagrama (ver ( 4.4.11))

HY (Gy) % HY (GT) ~F HY (G77)
A; mapea Ph; para Gt & Ph; para Gi) y B} mapea Ph para G™ a Ph para Gt
Demostracién. Por la propiedad de invarianza de Ph; { 4.5.4), podemos verificar este hecho
usando una eleccidn especial de bases en {y}J‘ . Con las elecciones apropiadas, necesitamos

verificar que Phy (17, ... JUAf) no es cambiada si una linea final de ceros o una columna
final de ceros es aniadida a cada matriz *AJ. O

Lema 4.5.6. La clase caracteristica E’E correspondiente a Ph es aditiva; es decir,

Phi(¢ @) = Phi (&) + Phi (€).

Esto resulta de! signiente hecho:

Sea ¢ : G x G?l — G el mapeo que manda (€,£). Entonces ¢ manda Ph, para

G;“:; a la suma de Ph; para G v de FPhy para G:Bf (jalado por las proyecciones

apropiadas).
Demostracién. Escogiendo bases apropiadas, tenemos ahora que
Ph (M1, M MTT) = PR(AM,.. M)
+Ph (*M,... M M)

donde M + A es definida como la matriz

M 0
0o I |’
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Esto puede ser verificado observando que cualquier término en la expresién para
Phi ("M +1M,... ' M +4 3) es cero a menos que éste sea un término en la expresién para
Ph(*M +0,... % M +0) o un término en la expresién para Ph (0+'M,...,0+%M). O

Lema 4.5.7. Ph; es distinto de cero. De hecho, Ph; es un miltiplo distinto de cero de la
forma de volumen en G3'.

Las tnicas clases caracteristicas aditivas estables con valores en HY {, R) son muiltiplos de
la parte de grado 4l del caracter de Pontrjagin ( por el principio de divisién}. Por lo tanto
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.5.8. Existen coeficientes C}, Cy,tales que el caracter de Pontrjagin es
C1Phy) + CoPhy + -+
(seria interesante evaluar la C}.)

Corolario 4.5.9. Todas las formas diferenciales invariantes sobre G™ cuya clase de ho-
mologia es una clase caracteristica estable del haz tautolégico son polinomios {con producto
A ) en las formas Phy. En particular estos son todos O (n + m)-invariantes.

Demostracién. Cualquier clase caracteristica estable con valores en cohomologia reales es un
polinomio en los ‘términos de grado purc del caracter de Pontrjagin. Entonces un represen-
tante de éste SO (n + m}-invariante, estd dado por el mismo polinomio en C;Ph;. Pero hay
un tinico representante SO (n + m)-invariante de éste. O

4.5.3 Demostracién del Teorema de Anulacién.

Primero resolveremos el signiente problema en la geometria elemental: Sea 1 € R™™ yn
vector unitario y sea £ = R**™ — R™*™ una extensién sobre u por un factor de e* (para
una t pequena).

Esto es, L, fija puntualmente a u', fija lineas paralelas a u como conjuntos, y multiplica
distancias en estas lineas por e,

Supongdmos que tenemos una descomposicién ortogonal de R"*™ = {@®}*. Entonces, i De
qué funcidn lineal L' : £ —+ £ , Lles su gréfica aplicada a £7 El dibujo es el siguiente: (figura
(4.9))

La férmula para L}, (¢) es g + (¢’ — 1) (¢ - u) u. Para encontrar la y tal que L (y) = e+ Lt (€)
necesitamos resolver PreLliy = ¢, donde Pr; es la proyeccién ortogonal sobre £. Supongimes
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Stee)
wetfie)
l — — -_S:(()
-_.-:,T "..
" t
Figura 4.9:

quez = v+w,dondev € Eyw € fJ—.‘ Entonces la férmula para Prellyesy+{e — 1) (y-v)v
siy€é&.
Podemos resolverla y obtener

1-et

y=€+(e’—1)v-v+1

{e-v)v

como podemos verificar por un céleulo directo.
Por lo tanto

LHe) =Lty —e= (et = 1) ([H (et_ll)zue_'v)ﬂ (e-v)v]) - vw

La derivada de esta tiltima expresién en t =0 es $L(¢) |i=o = (- V) w

916 hua = (i)

Queremos identificar el espacio tangente a la H-6rbita H¢ en £ € G como un subespacio
de TGP usando el modelo para T;G' como las matrices n x m dadas en ( 4.5.3}.
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Sean €1,€z,... , €n.m la base estdndar para R®*™. Seane,,... ,, una base ortonormal para

£, y sean &,... , %, una base ortonormal para £+. Definimos *V; y *1WJ con la relacién
e = Z kV;Eg =+ Z "W’?J-.
i i

(Esto es, ¥V} (respectivamente *¥7) son las coordenadas con respecto a la base {&:} (respec-
tivamente {&;}) de la proyeccién ortogonal de e; en & (respectivamente £4))
Las *V; y las *W7 satisfacen la relacién

n m

S =3 K

i=t i=1

porque

O+ep- € = (Z kl":fi + Z k”"jgj) . (Z kl"’;&'i + Z k‘IVjc:j)
& i J i 7
3 KR4S E K

i i

Sea Xi C H° el elemento dado por h; = 1 para i # k v hy, = ¢! con respecto a las coordenadas
en H de ( 4.4.8). La matriz diagonal con e’ en la posi¢ién (k, k) y 1 en cualquier otra parte
en la diagonal, actia sobre "™ por el alargamiento Lt,. Por lo tanto, por los resultados de
la seccién anterior, en coordenadas gréficas centradas en £, X% (€) esta dada por la ecuacidn
( 4.5.3),(4.5.3), ¥ su t derivada en t = 0 estd dada por ( 4.5.3). Expresande { 4.5.3) en la
base {¢;} v {#;}

d

Et-l'i (E,‘) |t=0 = (Ei ‘ kV) "II’ = kl’;‘z kI‘Vigj

entonces tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.5.10. T; (H¢) C T; (G7) estd generado por las transformaciones lineales
U R AN

(ninguna suma sobre k es implicada).

Ahora probaremos el teorema ( 4.3.7) que implica el teorema de anulacién. Debemos mostrar
que para cualquier { y cualquier p-forma w O (n+ m)-invariante en G™, w se anuly en

L 4
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cualquier p vectores tangentes en Tp (HE) C T,G'. Como la Phg forma una base para el
anillo de O {(n 4+ m)-formas invariantes ( Corolario ( 4.4.14)), es suficiente mostrar que para
estas formas Phe. Como las matrices M7 = *V; AWJ forman una base para el espacio

vectorial Tg (H€) (Proposicién ( 4.5.10)), es suficiente mostrar esto para 41 de estos vectores.
Por un reordenamiento de e, podemos tomar a estos como A7, ... ¢ M

Ph(*M,... " M) =
= ALT (1‘/1(1} 1IVJ(1}) (2‘/‘(1) Qu,'j{E)) . (4[—1‘/;_{21) 4!—1Wj'(2l)) (4!1;‘_(2“ 4IVVJ'(1))

= ALT (lm/i(l) IH,'j(l)) (2-[_,‘/'{(2) ‘211;_',‘{2)) . (4!—1‘_‘;{(2!) 4r—1 I,vj(2l)) (411,1/!'(2!) MH/j(l))

por la ecuacién ( 4.5.3). Pero esta dltima expresion es cero porque la funcién que es alternada
es invariante bajo la permutacién de los indices 1,. .. , 4! dados por

192339 -—d-1=-4d->1

que es una permutacién par.



85

Bibliografia

[Ati82] M. F. Ativah. Convexity and commuting hamiltonians. Bull. London Math. Soc.,
14:1-15, 1982,

[D*85] Gelfand 1. M.and MacPherson R. D. et al. Combinatorial geometries, convex
polyhedra, and schubert cells. Academic Press, 1083.

[DS65]  Hilbert D. and Cohn-Vossen S. Geometry and the Imagination. Chelsea, New
York, E.U., 1965.

[GGLT5] A. M. Gabrielov, I. M. Gelfand, and M. V. Losik. Combinatorial calculation of
characteristic classes. Funct. Anal. Appl., 9(2):12-28, 1975. No. 3 3-26.

{GS82) V. Guillémin and S. Sternberg. Convexity properties of the moment map. Invent,
Math., 67:491-513, 1982,

[Har77] Robin Hartshorne. Algebraic Geometry. Springer, New York, E.U., 1977.
[Har92] Joe Harris. Algebraic Geometry. Springer, New York, E.U., 1992.

[HC70] Crapo H. H. and Rota G. C. On the Foundations of Combinatorial Theory: Com-
binatorial Geometries. MIT Press, Cambridge, Mass., E.U., 1970,

[1.78] Danilov V. I. The geometry of toric varieties. Russian Math Surveys, Traducido
de Uspekhi Mat. Nauk., 33:85-134, 1978.

[ID82] Gelfand I. and MacPherson R. D. Geometry in grassmanians and a generalization
of the dilogarithm. Advan. in Math, 44:279-312, 1982.

[JE81}  Linear Algebraic Groups. Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, NY,
EUA, 1981



‘86

BIBLIOGRAFIA

[Kir84] F. Kirwan. Cohomology of Quotients in Symplectic and Algebraic Geometry.
Princeton University, Princeton, N.J., 1984.

[LL72] Kleiman S. L. and Dan Laksov. Schubert calculus. American Math. Montly,
79:1061-1082, 1972,

[Mac77] R. D. MacPherson. The combinatorial formula of gabrielov, gelfand, and losik
for the first pontrjagin class. Sem. Bourbaki, (497), 1976/77. Lectures Notes in
Mathematics, No. 677, Springer-Verlag, 1978.

[Wae37] B. L. Van Der Waerden. Moderne Algebra. Springer-Verlag, Berlin, 1937.

[Whi86] Neil White. Theory of Matroids. Cambridge U. P., Great Britain, 1986.

Instituto de Matemdticas
Ciudad Universitaria, UNAM
México D.F. 04510

México

molina@math.unam.mx



