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En tanto los teoremas matemdticos se refieren a la realidad, no son ciertos y en tanto son
ciertos, no se refieren a la realidad [. .] El progreso vinculado al método axiomatico consiste
en una separacion clara entre la forma logica y los contenidos reales e intuitivos [...] Los
axiomas sor creaciones voluntarias de 1a mente [. ] A esta interpretacion de la geometria le
confiero gran importancia porque de no haber estado familiarizado con ella, nunca hubiera
desarrollado la teoria de la refatividad

A Einstein, er su ponencia "Geometrie und Erthrung"
{citado en Berlanga, et al, 1999, p 52}
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INTRODUCCION

Este trabajo de tesis se ubica en el campo de la Educacion Matematica,
particularmente dentro de una linea de investigacion que tiene por objeto describir o modelar
los comportamientos, las formas de entendimiento y las creencias, que desarrollan alumnos y
maestros como consecuencia de sus experiencias en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas.

Los constantes cambios & innovaciones que vivimos, obligan a reflexionar acerca del
papel de la formacion matemética de las generaciones actuales y futuras; las siguientes citas
textuales pueden dar idea del perfil que esta formacion podria requerir.

Rico y Sierra, {en Diaz G., 1991, p 19), al analizar las nuevas necesidades y
demandas en el sistema educativo espaiiol ante el desafio de la integracion europea, sefialan
gque ".. la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas profundizan y desarrollan su
dimension educativa, planteandose nuevas metas y prioridades que desbordan el papel
clasico atribuido a esta disciplina, y por esto toma cada vez mayor fuerza una nueva vision
de las matematicas en el sistema escolar que denominamos Educacion Matematica Esta
transformacion se explica por el hecho de que las Matematicas estan comenzando a ser uno
de los elementos esenciales de la cultura de nuestra época en nuestro pais. Esto ocurre
porque se da prioridad a la consideracion de que se trata de una de las formas basicas de
expresion mediante la que dotamos de significado y_organizamos_puestro mundo, que
permiten comunicar,_interpretar, predecir y conjeturar. Las Mateméticas no solo son una
disciplina formal que se construye lejos de nosoiros y de nuestros intereses, antes bien
aparecen en todas las formas de expresion humana.” (el subrayado no aparece en el original),

Por otra parte, al hacer notar el papel que va tomando la matematizacion en campos
que tradicionalmente se habian considerado dificifes de cuantificar, Berlanga, Bosch y
Rivaud (1999, p 47-48), plantean lo siguiente’ "Las matematicas se emplean cada vez mas
en distintas areas, lo que las hace sin lugar a dudas cada vez mds importantes y atractivas.
También en estas nuevas areas se ha guardado el mismo esquema en el que, para estar
seguro de que todo funciona bien, es necesario tener pruebas que a veces son pruebas
técnicas y conforme se desarrollan estas nuevas 4reas seran cada vez mas inevitables. Sin
embargo tales aplicaciones abren un nuevo camino y offecen un gran panorama para todas
las carreras relactonadas con las matematicas e incluso las que todavia no se "matematizan”.
En general se requiere una preparacidn distinta de la tradicional [...] En conclusion se abre
un gran porvenir para los jovenes que quieren estudiar algo relacionado con las
matemiticas.” {el subrayado no aparece en el original).

Estas reflexiones pomen de manifiesto la necesidad urgente de transformar y
probablemente diversificar la formacién matematica en todos los niveles Esto implica,
necesariamente, entre otras cuestiones, atender la formacion y actualizacion de los docentes
de matemidticas, y uno de los aspectos a considerar radica en el conocimiento de sus
concepciones, creencias y comportamientos acerca de las Matematicas y de su ensefianza y
aprendizaje, conocimiento que ayudaria no sélo a quienes inciden en los programas de



formacion y actualizacion, también los propios maestros s¢ podria beneficiar al reflexionar,
Teconocer ¥ asumir conscientemente sus posiciones en relacion a esto. Como lo seftalé Alba
G. Thompson (1992, p. 137): "Es razonable asumir que el grado en el que la concepcion de
ensefianza de un maestro constituye un sistema coherente ¢ integrado depende del nivel al
cual el maestro ha reflexionado sobre esto y ha hecho explicito para st mismo las creencias y
valores que sostiene asi como las proposiciones y principios que ha abstraido de su
experiencia.”

En este contexto, el papel de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion
matemalica, podria contribuir a una mejor formacion tanto de alumnos como de maestros en
el sentido de:

- Comprender y asumir que la validez de ias afirmaciones matemdticas dependen del rigor de
los argumentos fogicos con el que se deducen,

- Reconocer que los fundamentos de una teoria matematica no son verdades universales, sin
embargo, en algunos casos, permiten interpretar y predecir fendémenos de diversa indole.

- Tomar conciencia de que el aprendizaje matematico requiere procesos de pensamiento que
s¢ hacen més complejos en cuanto a la necesidad de relacionar ideas, conceptos,
procedimientos y representaciones.

- Reconocer que pensar, conjeturar y discutir, constituyen actividades que son partes del
proceso en el que se trata de avanzar en la resoluciéon de un problema o en una
demostracion.



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 Antecedentes del Problema de Investigacion.

A principios de los 70 se produce un cambio en [a investigacion en la ensefianza,
desde un modelo de Proceso-Producto, en el que el objeto de estudio era la conducta de los
maestros, a un enfoque sobre el pensamiento de los maestros y la toma de decisiones Este
enfoque cognitivo generd, a su vez, el interés por identificar y entender la composicion y
estructura de "los sistemas de creencias y concepciones", "estructuras mentales de accion”
(Slavelson, 1988; citado en Thompson, 1992), y "teorias implicitas” (Clark, 1988; citado en
Thompson, 1992) subyacentes en los pensamientos y decisiones de los profesores

A partir de 1980, muchos estudios en Educacion Matemtica se han enfocado sobre
las creencias de los maestros acerca de las mateméticas y de su ensefianza y aprendizaje La
perspectiva comun ha sido la de que “"para entender la ensefianza desde la perspectiva de los
maestros tenemos que entender las creencias con las que ellos definen su trabajo " (Nespor,
1987, citado en Thompson, 1992). Ademis, estos estudios indican que "las creencias acerca
de las matematicas y su ensefianza juegan un papel significativo para delinear los patrones
caracteristicos de los maestros en relacion a su comportamiento instruccional.” (Thompson,
1992)

En las investigacienes educativas se reconoce actualmente que la manera en gue los
maestros interpretan e implementan los curricula esta influenciada significativamente por sus
conocimientos y creencias. (Clark y Peterson, 1986, Romberg y Carpenter, [986, citado en
Thompson, 1992) Ejemplos de estas consideraciones som

- Mc Galtiard (1983), observando la practica instruccional en el estudio de la geometria,
encuentra que maestros con concepeiones dualisticas de las matematicas, "... actian en
formas “autoritarias” en relacion a los contenidos de las lecciones... generando en los
estudiantes la creencia de que la autoridad externa es la fuente de la justificacién
matematica”, (citado en Thompson, 1992); y él mismo reporta que, contradictoriamente, los
maestros consideran gue las matematicas, particularmente la geometria, ayudan a promover
los procesos de pensamiento logico de los estudiantes

- "La investigacion sobre el pensamiento de los maestros ha documentado el hecho de que
ellos desarrollan y sostienen teorias implicitas acerca de sus estudiantes .. acerca de la
materia que etlos ensefian... y acerca de sus roles y responsabilidades y como deben actuar...
Estas teorias no son nitidas, ni reproducen fielmente alguna teoria de la psicologia educativa;
estas teorias implicitas en los maestros tienden a ser agregados eclécticos de proposiciones
de causa-efecto surgidas desde diversas fuentes, reglas empiricas, generalizaciones desde la
propia experiencia, creencias, valores, desviaciones y prejuicios.” (Ctark, 1988; citado en
Thompson, 1992, p. 135)



Desde una perspectiva epistemolégica, Brousseau sefiala entre los roles del maestro
ung que consiste en asumir una epistemologia. "En efecto; al mismo tiempo que ensefia un
saber, el docente sugiere como utilizario Manifiesta asi una posicion epistemologica, que el
alumno adopta mucho més rapidamente porque el mensaje permanece implicito o ain
inconsciente. Por desgracia, £sa posicion epistemologica es dificil de identificar, asumir y
controlar, y, por otro lado, parece desempefiar un papel importante en la calidad de los
conocimientos adquiridos." Brousseau también sefiala que: " ..el conflicto teoria/prictica
nunca se ha visto mas exacerbado. Se ha profundizado el abismo entre tos docentes y el
saber Muchos maestros de ensefianza primaria estan convencidos de que la teoria , el "saber
oficial™, es un discurso, una convencion, de una eficacia relativa o dudosa a la cual podemos
aportar todos los acondicionamientos personales o sustituir por otros saberes
"paralelos" {Broussseau, G. sin fecha de edicion)

Martin y Harel (1989), investigando la vision que los maestros tienen acerca del
papel de los argumentos inductivos y los argumentos deductivos en la demostracion
matemdtica, sefialan que " el entendimiento que el profesor tenga de lo que constituye la
demostracion matematica es importante, ain cuande ellos no ensefien directamente este
aspecto. Si los maestros guian a los estudiantes a la creencia de que unos cuantos gjemplos
bien seleccicnados constituye una demostracion, es natural esperar que la idea de la
demostracion en la geometria de la escuela secundaria y en otros cursos sea dificil para los
estudiantes "

Lo anterior permite considerar que las creencias de los maestros con respecto a las
matematicas y sus procesos de enseflanza y de aprendizaje, constituyen factores
determinantes en los resultados obtenidos en estos procesos De esta manera la linea de
investigacion en Educacion Matematica que ha tomado como objeto de estudio las creencias
y las concepciones de los maestros (y de los alumnos) acerca de las matemdticas y de su
ensefianza y aprendizaje, se ha desarrollado principalmente en los siguientes campos:

- a) Las creencias de los maestros (y de los alumnos) acerca de las matematicas.

- b) Las creencias de los maestros (y de los alumnos) acerca de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas .

- ¢) Ambos aspectos, (a y b).

- d) La relacion entre las creencias y la préctica docente.

- ) Los anteriores aspectos en relacion a los diferentes niveles escolares

- ) Los anteriores aspectos en relfacion a los maestros en formacion y a los maestros en
servicio. {Thompson, 1992)

Por otro lado, también se reconoce la dificultad inherente a la ensefianza de Ia
demostracion matematica, particularmente la demostracién deductiva en geometria
euclidiana.

Luis Radford (1994), sefiala ¢l hecho de la dificultad que implica este aprendizaje
dada Ia "forma compleja v estructurada de la demostracion deductiva". Aun cuando la
demostracion y la conceptualizacion de matemdticas son dos cosas intimamente Yigadas,



" la practica escolar no toma en cuenta el cambio de conceptualizacion que se requiere para
que ¢l estudiante se implique en un proceso de aprendizaje de la demostracion deductiva "
Se presupone que el tiempo dard al estudiante la maduracion matematica necesaria para
transitar desde una conceptualizacién fenomenologica {delimitada por el aspecto figurativo),
itil para el cilculo de areas, perimetros, efc., a una conceptualizacion axiomética de tipo
euclidiano

Juan Estrada (1991), considera que la ensefianza de la demostracion en geomettia
tiende a presentar el proceso de la demostracion como un conocimiento acabado y carente
de justificacion para los estudiantes. "...el proceso demostrativo de un hecho matematico
involucra elementos de cardcter intuitivo, andlisis, sintesis, construccion geométrica,
reformulaciones del problema, conjeturas ¢ introduccion de nuevas premisas; sin embargo en
ta ensefianza todos estos elementos ya no aparecen, han sido borrados, lo unico que aparece
es el resultado del proceso, a saber, el "formato" de la demostracion' afirmacion - razén; y
esto es lo que se "ensefia” a los alumnos .." (Estrada, 1993)

Sharon Senk (1985), sefiala el bajo porcentaje de alumnos que habiendo cursado la
asignatura de geometria, con la demostracién como aspecto central, llegan a lograr tan solo
un nivel medio en cuanto a su dominio.

Jesis Salinas (1991), sefiala que los estudiantes, ain cuando han concluido €l ciclo
escolar del bachillerato, se encuentran practicamente ajenos al método de la matematica, y
esto se reflejz en la falta de sentido que ellos manifiestan ante la necesidad de demostrar una
proposicion, situacion que influye en los propios maestros para preguntarse: ;Para qué las
demostraciones?.

Marylin Suydam (1985), al investigar acerca de la forma en que los maestros
comunican las ideas geométricas a sus estudiantes, encuentra, entro varios aspectos, que los
maestros hacen pocas preguntas que requieren un nivel mds alto de pensamiento que el de
memorizacion, y que hacen pocas preguntas acerca de la naturaleza de una demostracion,
{Friedman, 1976, citado en Suydam, 1985), también encuentra que los maestros comunican
un contenido cuya estructura es mas sofisticada que la mosirada en los textos {(Cavanaugh,
1978, citado en Suydam, 1985)

1.2 Importancia del Problema de Investigacion

Alba Thompson (1992, pp. 130-131), ha sefialado que los estudios de las creencias
de los maestros acerca de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje juegan un papel
significativo para definir los patrones caracteristicos de su comportamiento instruccional.
Entre estos estudios se encuentra et de Ernest (1988, citado er Thompson, 1992), quien ha
determinado tres efementos fundamentales que influyen en la practica del docente en
matemiticas.



1) Los contenidos o esquemas mentales de los maestros, particularmente los sistemas de
creencias relativos a las matematicas y su ensefianza y aprendizaje
2) Ei contexto social de la situacion de ensefianza, particularmente las limitaciones y

oportunidades que proporciona.
3) El nivel de los procesos de pensamiento y reflexion de los maestros

El mismo Ernest considera que el conocimiento matemdtico por si solo, no es
suficiente para explicar las diferencias en la practica docente de los maestros, sus
aproximaciones a la ensefianza de las matematicas dependen fundamentalmente de sus
sistemas de creencias, en particular de sus concepciones de la naturaleza y el significado de
las matematicas y de sus modelos mentales de la ensefianza y el aprendizaje de ellas

Schoenfeld (1983, citado en Thompson, 1992), por otra parte, ha analizado el papel
que juegan ias concepciones de los estudianies acerca de las matematicas y la interpretacién
que son capaces de lograr en tareas de resolucion de problemas, es decir, también las
creencias de los estudiantes representan un factor importante en el aprendizaje matematico y
constituyen motivo de investigacion. Esto ilustra de alguna manera el hecho de que el
estudio de las creencias, tanto de los maestros como de los estudiantes, se ha convertido, en
la presente década, en una linea de investigacion legitima e importante dentro de la
Educacion Matematica

La importancia que el sistema de creencias, acerca de las matematicas, su ensefianza
y su aprendizaje, representa desde un enfoque epistemologico con implicaciones didacticas,
queda explicado a partir de las reflexiones de Bernardo Gomez {en Diaz G., 1991, pp 55-
67), en cuanto al significado que tienen las matematicas escolares:

1) En un sentido las matematicas son como una herramienta, algo para manejar y aplicar,
esto surge de la creencia de que las matematicas escolares deben enfocarse a las necesidades
matematicas de la mayoria de los estudiantes, cuyos requerimientos se limitan a aquellos
identificables en la vida diaria; esto genera modelos de aprendizaje orientados a la
memorizacion y manejo adecuado de simbolos, formulas y técnicas, hechos basicos y
algoritmos, lo que limita ei aprendizaje de los estudiantes al desarrollo de conductas
estereotipadas, como dar la respuesta estipulada, por el procedimiento estipulado y en un
tiempo razonable. De esta manera los estudiantes aprenden a rechazar muchas respuestas
periinentes sin poder desarrollar la capacidad de valorar la razonabilidad de as mismas y los
motivos que Ias generan

2) En otro sentido, el valor del aprendizaje matemaitico radica en su potencial para
desarrollar capacidades personales y habilidades de indole general en los estudiantes, dtiles
para comprender la realidad en la que se encuentran inmersos, aqui se privilegia el
entendimiento de conceptos y significados de los procesos matematicos, de forma que el
estudiante sea capaz de saber dénde son aplicables y bajo qué condiciones. Esta posicion ha
sido en parte influenciada por la irrupcion de la tecnologia en la ensefianza que plantea la
posibilidad de cambiar el centro de atencion del aprendizaje procedural (al demandar del
estudiante menor esfuerzo para la memornizacion y el dominio de los algoritmos), al
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aprendizaje conceptual, esta vision genera propuestas orientadas a la construccion de los
objetos matematicos en la mente de los estudiantes como consecuencia de la actividad
matematica. Es importante afiadir que "... la actividad matematica no se limita a puros actos
formales en el vacio, sino que come toda actividad intelectual es una actividad humana en un
contexto cultural que se ve afectada por la interaccion con ofras personas, por la propia
histeria individual, por el hecho de producirse en un organismo vivo y que depende de gran
variedad de variables afectivas, lingiisticas y ambientales.” (p. 67).

3) Un tercer enfoque surge de considerar las matematicas a partir de su estructura logica y
axiomatica "Las ideas matematicas vienen de las definiciones y axiomas y la tarea del
estudiante consiste en habituarse a ellas y en saber manipularlas de acuerdo con las reglas del
juego." (p 65), lo importante es el dominio del lenguaje formal, la coherencia sintactica y la
estructura [ogica. Aqui, como en el primer enfoque, las capacidades creativas y la
elaboracion de conjeturas o de hipétesis por parte de los estudiantes, reciben poca atencion,
las respuestas informales no tienen valor frente a la respuesta formal y rigida

Propuestas modernas consideran la formalizacién matemaética como la meta Gltima
del aprendizaje matematico

Otros autores también han caracterizade las concepciones de los maestros acerca de
tas matematicas vy su aprendizaje y ensefianza, pero este aspecto sera tratado en la parte
correspondiente al marco metodoldgico considerado para la investigacion objeto de esta
tesis.

Tomando una perspectiva fundamentalmente psicologica en su enfoque sobre el
pensamiento pedagogico del profesor, Shavelson y Stern {1981), hacen una revision de la
linea de investigacion surgida en la década de 1970 sobre la toma de decisiones humana, sus
juicios, decisiones y conducta, en ella distinguen dos presupuestos basicos que sustenta esta
linea de investigacidn:

1) "... los profesores son profesionales racionales que.. realizan juicios y llevan a cabo
decisiones en un entorno complejo e incierto.. Este presupuesto de racionalidad se refiere
en realidad a las intenciones de los profesores respecto a sus juicios y decisiones, mas que a
su conducta, y ello por dos tipos de razones... La primera es que algunas situaciones de la
ensefianza reclaman respuestas inmediatas en lugar de respuestas reflexivas. Lo que
probablemente excluye el proceso racional de hacer un juicio o tomar una decision con un
proceso previo de informacion La segunda razén es que la capacidad de la mente humana
para formular y resolver problemas complejos, como los que se presentan en la ensefianza,
es muy pequeiia, comparada con la complejidad de algiin modelo <<ideal>> de racionalidad
Con el fin de abarcar esta complejidad, la persona construye un modelo simplificado de la
situacion real. Entonces el profesor se comporta racionalmente respecto del modelo
simplificado de la realidad que se ha construido." (p. 373)

2) "El segundo supuesto es que el comportamiento de un profesor se guia por sus
pensamientos juicios y decisiones.” (p. 374)
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Sefialan también que los métodos de investigacion usados para estudiar los procesos
cognoscitivos y el comportamiento de los profesores "... intentan recoger datos sobre los
procesos mentales y de este modo utilizar pruebas méas o menos directas de los pensamientos
de los profesores y sus juicios. Incluyen el <<descubrir la estrategia>>, el modelo de lente,
rastreo de procesos, estimutacion del recuerdo, estudio de casos y etnografia...” (p. 374).

Dentro del modelo de investigacion de los juicios, decisiones y conductas del
profesor que Shavelson y Stern proponen, las creencias, junto con la concepcion de la
materia y la complejidad cognitiva, constifuyen las caracteristicas del profesor Este modelo
"_ . pretende mostrar que estas investigaciones se centran sobre como fos profesores integran
la informacion que tienen sobre los estudiantes, el tema y el entorno de la clase y la escuela,
con ¢l fin de alcanzar un juicio y decisién sobre la que se basard su comportamiento... Las
personas establecen juicios, toman decisiones y las llevan a cabo sobre la base de su modelo
psicolégico de la realidad . Para comprender la conducta de los profesores es esencial
conocer- a) sus fines; b) la naturaleza del entorno de la tarea que afronta; ¢) sus capacidades
de procesar informacion, y d) la relacion entre todos estos elementos * (p. 378)

Por otra parte, Gonzilez (1993, p.19), al plantear la necesidad de modificar los
programas de formacion de maestros de mateméticas, sefiala, citando a Furié y Gil, que:
"Resulta imprescindible superar la espontanea imagen de la ensefianza segin la cual ésta
implica un proceso esencialmente simple para cuya ejecucion basta con un buen
conocimiento de la materia a ensefiar, algo de prictica v, a lo sumo, algunos complementos
psicopedagogicos. Y entre los compromisos que los profesores de matemdticas han de
establecer para ejercer su funcion docente propuestos por Gil y Pessoa y citados también por
Gonzalez, esta: "... conocer y cuestionar el pensamiento docente espontineo, (pre-
concepeiones o ideas errdneas acerca de la ensefianza y el aprendizaje de ta Matematica)".

Otras implicaciones del sistema de creencias de los profesores en su practica docente
se reflejan en los intentos de removacién curricular Los logros o los alcances que una
propuesta curricular pueda tener, estaran condicionados por diversos factores entre ellos, la
manera en que cada docente interprete y Heva a cabo lo que la propuesta prescribe. En este
sentido Fernandez (1994), hace un analisis de las actitudes que pudieran considerarse como
de resistencia al cambio: El profesor desarrolla una actitud de supervivencia psicoprofesional
ante su incapacidad de creacion reflexiva para dar respuestas en este sentido a los retos que
una educacidn de cardcter utilitario le impone. Se ve inmerso, asi, en una espiral de desajuste
creciente (la <<seguridad profesional cerrada>>, un proceso por el cual el profesor
sistematicamente encuentra respuestas rutinarias a los problemas pedagoégicos que se le
presentan, que ademds van siendo de mayor complejidad, esto es originado por la
inseguridad profesional ante la carencia de conocimientos técnico pedagogicos, didacticos
que le permitan desenvolverse en un nivel minimo de racionalidad.) en la que a cada nuevo
problema pedagégico le da una respuesta rutinizada. Ain mas, la seguridad psiquica que ese
proceso le proporciona solo es temporal, provocando posteriormente cuadros neurdticos.
En el nivel institucional se generan entonces reformas educativas como paliatives de un
malestar que se extiende del ambito docente al social. Considera también que en los grupos
humanos cominmente se disparan mecanismos psicosociates cuando las modificaciones a su
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quehacer rutinario son demandadas; particularmente el mecanismo de seguridad en lo que ha
sido probade y el mecanismo de economia del minimo esfuerzo. En el dmbito educativo
€s5t0S Tecanismos presentan caracteristicas claras, se llega a hablar de las reformas <<a
prueba de profesores>>.

También es necesario sefialar que los alcances de esta linea de investigacion,
desarrollada ya por casi dos décadas, proporcionan un conocimiento base de las creencias
acerca de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje. Como utilizar esta informacion
para contribuir a que los maestros (y las instituciones) reflexionen sobre sus propias
creencias y practicas es un aspecto que debe ser considerado como importante. Es mediante
la reflexion sobre sus creencias y sobre sus perspectivas y sus acciones en el salon de clases,
como los maestros pueden lograr conciencia acerca de sus supuestos tacitos, creencias y
puntos de vista en relacion a su prictica. Y, como lo sefiala Thompson (1992), "Es
razonable asumir que el grado en el que la concepcion de ensefianza de un maestro
constituye un sistema coherente e integrado depende del nivel al cual ¢l maestro ha
reflexionado sobre esto y ha hecho explicito para si mismo las creencias y valores que
sostiene asi como las proposiciones y principios que ha abstraido de su experiencia." (p
137)

1.3 Justificacién del Proyecto de Investigacion

La temitica contempiada para el desarrollo de esta investigacion surge de las
experiencias del autor en la practica docente al desempefiarse como profesor de los
diferentes cursos de matemdticas que se imparten en el subsistema educativo que constituye
la Direccion General de Educacion Tecnologica e Industrial (DGETI) de la Secretaria de
Educacion Publica, este subsistema ofrece educacion tecnologica en el nivel medio superior
en dos modalidades, principalmente, Educacién Terminal y Bachillerato Tecnolégica.

En lo que se refiere especificamente a la ensefianza de la geometria euclidiana, el
curso denominado Mateméticas II, Geometria y Trigonometria, del plan de estudios vigente,
establece como "finalidad” de la asignatura lo siguiente:

"A partir de conceptos fundamentales desarroflar la habilidad para deducir mediante ¢l
razonamiento 16gico resultados elementales que establecen las relaciones mutuas entre las
figuras geométricas desde el punto de vista de su magnitud y posicion " (DGETT)

En relacion a las Unidades Temdticas 3 y 4, Geometria y Trigonometria,
respectivamente, los objetivos son®

1.- "Conocer el método axiomatico deductivo de la geometria euclidiana; la novedad e
importancia en su tiempo y actualmente, de esta rama del conocimiento, asi como la
importancia de sus construcciones y resultados geométricos en el desarrollo de otras
ciencias.
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2.- Conocer las formas y propiedades de figuras geométricas, asi como sus elementos
caracteristicos

3.- Ejercitar la aplicacion del método axiomatico a la geometria euclidiana.
4 - Conocer los fundamentos teoricos de fas funciones trigonométricas

5- Resolver problemas pricticos mediante el uso de las funciones trigonométricas "
{(DGETI, sin afio de edicion)

Se observa que dos de estos objetivos (1 y 3), hacen referencia directa a la ensefianza
y el aprendizaje del método axiomético deductivo para la demostracién y la construccion de
conocimientos de la geometria euclidiana.

En un tercer nivel de especificacion, Tos objetivos de operacion y las actividades de
aprendizaje, que el programa de la asignatura establece, y que se refieren explicitamente a la
demostracién son los siguientes:

Subterna Contenidos Objetivos de operacion Actividades de aprendizaje
332 Demostracion de Demostrar teoremas de paralelas  Utilizar el método deductivo
teoremas y perpendicularidad de rectas en la demostracion de
teoremas relativos a
paratelismo
perpendiculandad y
congruencia
343 Demostracién de Demostrar teoremas especificos  Demostrar la propiedad de 1a
feoremas con relacién 3 dngulos internos,  suma de los dngulos internos
externos, CONgruenc y de un tridangulo.
semejanza

Demostrar teoremas relativos
a congruencia y semejanza de

tnangulos.
431 Identidades trigonométricas Demostracion de Efectuar demostraciones de
fundamentales identidades trigonomé-  identidades trigonométricas
tricas en base a las identidades
fundamentales

Asi planteados estos objetivos, es de esperar, aunque el programa de la asignatura no
lo indica, que para su consecucion el profesor posea una adecuada preparacion y desarrolie
una actitud favorable hacia la demostracion en el sistema axiomatico de la geometria
euclidiana y hacia su ensefianza.

Este proyecto de investigacion pretende explorar las conceptualizaciones de los
profesores acerca de la demostracion en geometria euclidiana. El supuesto basico del que se
parte es que las creencias y las concepciones que los maestros asumen de manera consciente
o no consciente, en relacion a las matematicas, su ensefianza y su aprendizaje, y en este caso
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particular con respecto a la demostracion en el sistema axiomatico de la geometria
euclidiana, influyen en su practica docente y, en consecuencia, en las concepciones y las
creencias que sus alumnos desarrollan en relacion a estos conocimientos

Una parte fundamental del proceso de ensefianza y aprendizaje corresponde al
profesor, sus capacidades, actitudes y creencias condicionaran la calidad del proceso de
ensefianza que a través de su practica docente ponga en marcha en el aula Es necesario
entonces que exista coherencia entre los objetivos que el programa establece y las cualidades
que el profesor requiere para desarrollar su trabajo en el aula en ese sentido.

En los estandares profesionales para la ensefianza de las matemdticas elaborados por
la NCTM se considera que

- "Los maestros son las figuras clave para cambiar la forma en que las matematicas son
ensefiadas y aprendidas.

- Tales cambios requieren que los maestros cuenten con apoyo a largo plazo y con recursos
adecuados." (NCTM, 1991, p. 2).

La intencién fundamental de este trabajo de investigacion es la de establecer
argumentos para proponer una mayor atencion a los prerrequisitos que deben ser cubiertos
por los docentes al abordar el programa de la asignatura referido.

De esta manera la pregunta fundamental que se pretende investigar es la siguiente.

- ¢(Cudles son las conceptualizaciones acerca de la demostracion en el sistema axiomdtico
de la geometria euclidiana de los profesores de matemdticas que con frecuencia o
eventualmente imparien la asignatura de Geometria Plana y Trigonomeiria?

Aqui se considera el sistema axiomatico propuesto por Euclides en los Elementos Y

los profesores que constituyen fa poblacion objeto de estudio son profesores de los planteles
pertenecientes a la DGETI en el area metropofitana.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

1.1 Matemadticas

Sin duda, la conceptualizacion de Matematicas no es (inica, en diferentes €pocas y en
diferentes circunstancias se han generado visiones diversas de lo que las matematicas
significan y representan Asi lo plantean Davis y Hersh, para quienes’ "La definicién de las
matematicas es cambiante. Cada generacion y cada matematico reflexivo de cada generacion
formula una definicion segin sus luces." (en Davis, 1988, p. 24)

La escuela platonica (siglo IV a.C ), sostenia la existencia de un mundo ideal, en el
que existen [as verdades absolutas e inalterables, lo perceptible es una vaga e imperfecta
materjalizacion del mundo ideal, y las leyes matemdticas eran no solo la esencia de la
naturaleza, eran también eternas e inalterables, (Kiine, 1994, p. 20). Para Kant (1783), los
juicios de la matematica son sintéticos a priori, la matematica no se desarrolla de la
descomposicion de sus propios conceptos, sino de la construccion de ellos; la "intuicion
pura”, que es independiente de la experiencia, juega un papel determinante para lograr la
adquisicion de los conceptos (Kant, 1981, pp. 41-43).

Para los matematicos y los educadores matematicos del presente siglo, las
conceptualizaciones de las matematicas obedecen mas a rasgos tales como su importancia
como instrumento cientifico, como medio de comunicacion y de desarrollo intelectual y
social, entre otros. Ejemplos de estas conceptualizaciones son las de Aleksandrov et al, y la
de Rees:

Para Aleksandrov (1979), la matematica se desamrolla esencialmente por una
actividad mental. La matemdtica posee vitalidad puesto que tiene su origen en ef mundo real
y encuentra muchas de sus aplicaciones en ¢l . Los procesos de abstraccion alcanzan altos
grados de generalizacion. El razonamiento logico y las demostraciones permiten que la
matemalica sea incontestabley convincente para todo ¢l que la entiende. Existe una
interrelacion entre la matematica y las ciencias que se sirven de ella de manera que los logros
mateméticos impulsan el desarrollo de aquelias y viceversa.

Para Rees (sin fecha de edicion), las matemdticas son un lenguaje que debe
aprenderse, y debemos aprender sus técnicas si queremos utilizarlo Las matematicas son a
la vez inductivas y deductivas, pero la imaginacion es totalmente indispensable para su
desarrollo. Las matematicas crecen por acumulacidn; las nuevas formas se crean a veces por
la intuicién y otras por el formalismo logico. Las demostraciones y justificaciones dependen
de fa logica habitual, pero el matematico es libre de modificar esta logica si lo necesita. Las
fuentes de la invencion matemdatica residen a veces en las propias matematicas y otras veces
en las realidades del mundo que nos rodea. El proceso de abstraccion y de axiomatizacion ha
servido simultaneamente para profundizar en los problemas de fundamentos y para elevar
una soberbia superestructura. Los resultados obtenidos por las matematicas puras en el
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pasado y en el presente han proporcionado a los cientificos la base conceptual para la
comprension y ia descripcion del mundo fisico.

Una conceptualizacion de las matematicas con importantes repercusiones en el
proceso de la demostracion matematica, es la de Lakatos, para quien el desarrollo de una
idea matematica parte de un problema y una conjetura, para buscar " ...simultineamente
demostraciones y contragjemplos. Las nuevas demostraciones explican los contraejemplos
viejos, los contraejemplos nuevos minan y socavan las demostraciones anteriores." (citado
en Davis, 1988, p. 253); de esta manera las matematicas se conciben dentro de un proceso
de crecimiento y descubrimiento, lo cual es realmente lo que los matematicos conocen por
mateméticas y lo que los estudiantes debieran conocer.

2.2 Demostracion Matemdtica

En cuanto a la demostracion matemdtica, parece existir un amplio consenso ¢n el que
se le considera como la metodologia propia de la matematica como ciencia, y que
constituye, también, el criterio de validacion de los conocimientos mateméticos. La
demostracion matematica es objeto de estudio tanto de matemiticos como de filosofos e
historiadores de la ciencia; su influencia es uno de los aspectos mds notables en el desarrollo
cientifico y cultural del mundo occidental, a partir de su utilizacion sistematica por los
matematicos griegos desde Tales en ¢l siglo VI a.C. A continuacion se presentan algunas de
las consideraciones que diferentes especialistas hacen en cuanto al significado, a la
importancia y al desarrollo de la demostracion matematica

Las causas de la formalizacién de fas matematicas en la civilizacion griega parecen
ser de diferentes tipos; Filloy (1998) sefiala tres grupos de causas que dan lugar a ésta
formalizacion
- Causas Socioldgicas. La estructura de fa sociedad griega favorecié el desarrollo del arte, Iz
politica y 1a ciencia, cultivadas por la clase dominante; el estudio de las matematicas desde el
punto de vista tedrico se consideraba digno de los hombres libres.

- Causas Interculturales. Los filésofos griegos buscaban formas racionales de explicar el
Universo, el plan matematico de la naturaleza era una de éstas teorias y como lo planteaban
los pitagoricos, la naturaleza estaba gobernada por relaciones numéricas, las propiedades
matematicas eran la esencia de fendmenos diversos.

- Causas Internas (crisis dentro de la matematica). También los filosofos y los cientificos
griegos eran criticos ante sus propias teorias y buscaban por diferentes medios su
comprobacion; se considera que el descubrimiento de los inconmensurables provoco una
crisis con efectos importantes en la forma de validar las afirmaciones matematicas.

Arpad Szabo (1962), propone que para salvar este obstdculo (la existencia de
inconmensurabilidad) los griegos emplearon la demostracién indirecta, adoptande la
ausencia de contradiccién como el criterio de la afirmacion verdadera. La adopeion de la
demostracion indirecta, junto con la actitud anti-ilusirativa, opuesta a la demostracién por
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visualizacion fuertemente apoyada en la figura dibujada, son a juicio de este autor, factores
que llevan a los matematicos griegos a la geometria deductiva.

Paul Ernest (1991), aborda el conocimiento matematico como un tipo de
conocimiento proposicional, es decir, proposiciones que son aceptadas (crefdas) bajo la
condicion de que existen fundamentos adecuados para su aseveracion, ". . Un conocimiento
a priori consiste de proposiciones que son aseveradas sobre la base unica de la razon sin
recurrir a observaciones del mundo real... La razon consiste en el uso de logica deductiva y
definiciones que son usadas en conjuncién con un grupo de axiomas o postulados
matemiticos asumidos, como base desde la cual inferir el conocimiento matematico. Por lo
tanto la fundamentacion del conocimiento matematico, esto es, las bases para afirmar la
verdad de las proposiciones matematicas, consiste en la demostracién deductiva " (pp. 4-5).
Panticularmente, la demosiracién de una proposicion matematica se lleva a cabo en una
secuencia finita de afirmaciones que terminan precisamente en esa proposicion; dicha
secuencia satisface la siguiente propiedad: "Cada afirmacién es un axioma extraido de un
conjunto de axiomas previamente establecido, o es derivada por una regla de inferencia
desde una o mas afirmaciones precedentes en la secuencia. El término 'conjunto de axiomas'
es concebido ampliamente para incluir afirmaciones que son admitidas en una demostracion
sin demostracion previa, incluyendo axiomas, postulados y definiciones" (p. 5). En Ja
demostracion matemidtica se asumen dos clases de proposiciones: matematicas y logicas. Las
proposiciones matematicas asumidas son las definiciones y los axiomas. Las proposiciones
logicas asumidas son las reglas de inferencia, que forman parte de una teoria de la
demostracion subyacente, y la sintaxis subyacente del lenguaje formal

Para Ernest esta consideracion del conocimiento matematico es esencialmente la que
ha sido aceptada por casi 2500 afios: En Ia obra de Euclides, Elementos, el conocimiento
matemético es establecido por la deduccion légica de teoremas a partir de axiomas y
postulados. La légica subyacente no esti especificada (a excepcion del establecimiento de
algunos axiomas concernientes a la relacién de igualdad). Los axiomas no son considerados
como suposiciones adoptadas temporalmente, sostenidas stlo para la construccion de una
teoria bajo consideracion. Los axiomas se consideran verdades basicas, que no necesitan
justificacion, mas alla de su propia autoevidencia. Es debido a esto el requerimiento para
proporcionar ciertos fundamentos para el conocimiento matemdtico. Puesto que la
demostracién logica mantiene la verdad, vy los axiomas asumidos son verdades
autoevidentes, entonces los teoremas derivados de ellos deben ser también verdaderos (este
razonamiento es implicito en Euclides). Sin embargo esta peticién o requerimiento no es
suficientemente aceptada, dado que los axiomas y postulados de Euclides no se consideran
como verdades basicas e incontrovertibles, ninguna de las cuales puede ser negada sin
resultar en una contradiccion, (p. 6)

Luis Vega {1992), hace consideraciones en cuanto a cuestiones sobresalientes
relativas a la idea clisica de demostracion, entendida esencialmente como prueba conclusiva:

Por una parte la imagen tradicional de las matemiticas, presente desde los sigles [V y
Il a. C,, en la antigua Grecia, en la que " .. 1a deduccidn matematica oficia ya como canon
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de la demostracion estricta o propiamente dicha, y la familia de las ciencias matematicas -la
geometria en particular- proporciona el arquetipo de la ciencia demostrativa." (Vega, 1992,
p 156), es una imagen sujeta a discusion en la actualidad; "Del amplio espectro de esta
discusion puede dar una idea la posibilidad de encontrarnos con la posicion maximalista que
liga no solo el estatuto de las proposiciones matematicas sino su propio significado a su
demostracion sistematica estricta; con la postura minimalista que descarta la idea clasica de
demostracion y confian el desarrollo del conocimiento matematico a una dialéctica de
conjeturas y refutaciones; con poses de grado cero, que s6lo atribuyen a la demostracién
unos efectos de orden retorico o, como mucho, didactico; y, en fin, con una rica gama de
posiciones infermedias que conceden mayor o menor peso a diversos recursos de prueba, de
comprobacion y de demostracion concluyente en matematicas.” (ibid).

La importancia de esta discusion radica, en su opinién, en que Ja idea de
demostracion tiene repercusiones no solo filosoficas, sobre nuestra manera de ver el
conocimiento matematico, sino metodologicas, sobre nuestra manera de organizarlo, e
incluso historiograficas. E! problema central estriba en si el conocimiento matemético
unicamente ... admite ciertos métodos demostrativos congruentes con la naturaleza
supuestamente cierta y a priori de la <<verdad matemdtica>> o si, por contra, no deja de
emplear conocimientos mas débiles de prueba o de comprobacion ni deja de incluir
conjeturas v resultados que podrian considerarse mas o menos plausibles, mis o menos
<<empiricos>>". En definitiva, el conocimiento matematico no es unica y exclusivamente
demostrativo, "También cuentan los resultados obtenidos por aproximacion, amén de
diversos procedimientos de verificacién empirica o prueba probabilistica. Hay, por otro lado,
conjeturas que por mis que se resistan a la demostracion no dejan de estimular su bisqueda
y siguen siendo un motivo de investigacion matematica... Hay, ademas, supuestos tedricos
cuya verificacion esti confiada a su rendimiento ..el conocimiento matemdtico en su
conjunto no encaja de manera cabal y uniforme en una de las casillas de nuestros pares
prefabricados de opuestos: a priori - a posteriori, anslitico - sintético, logico - empirico,
etc.” (pp. 159-160).

Vega conceptualiza la demostracidn como una prueba logicamente concluyente que
nos hace saber que algo es (o no es) el caso, dentro del marco en el que se considera que
toda demostracién es una prueba, y que toda prueba es una argumentacion, sin gue valgan
sus conversas. "Una argumentacion es una interaccion linguistica compleja capaz de cumplir,
entre otras funciones, la de dar cuenta y razdn de algo ante algnien en un marco de discurso
...todo argumento consta basicamente de tres componentes: una conclusion -digamos -, un
conjunto de premisas -digamos I'- y una linea de discurso tendida entre ellas. El esquema
<[, o>" designard un argumento. Las pruebas son argumentos que en general parten de
ciertos conocimientos -0 presunciones de conocimiento- para concluir en otro conocimiento
-0 presunto conocimiento- ...Una prueba procura hacer mas inteligible el objeto de la
argumentacion, aumentar o explicar su contenido informativo, o también .. justificar el
crédito que conferimos a su proposicion ... Segiin esto, un argumento <I',o>> seré una prueba
solo si <[,a> tiene un valor cognoscitive o una fuerza epistémica superiores a los
representados por la mera proposicion de o en ¢l marco de discurso dado... Para que <I',o>
sea una prueba en una marco M, ademas ha de ser visto o reconocido por algiin agente
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discursivo como prueba de o en M De manera que la calidad de significar una prueba es una
funcion esencialmente contextual y pragmatica... No es seguro que una prucba en M pueda
mantener indefinidamente su valor de origen en otro medio M’ o pueda contar sicmpre con
¢! mismo grado de aceptacién o de reconocimiento” {pp. 160-162)

Un aspecto importante en el contexto de este proyecto de investigacién, es la
diferenciacion que Vega hace entre creer y conocer: "Para que X crea que P, (i) no es
necesario que alguien mas comparta dicha creencia y (i) no es necesario que P sea
congruente con algin cuerpo pertinente de conocimientos. En cambio toda pretension de
conocimiento debera atenerse a ambos supuestos de modo que deja de ser una cuestion
personal para convertirse en una cuestion de dominio piblico, al menos en principio." (p.
162),

*Una demostracion es un tipo especial de prueba. La peculiaridad de la demostracion
se hecha de ver en ciertos requisitos especificos como los siguientes: una prueba <I', o> en
un marco discursivo M es una demostracion de o en M solo si <Io>

(1) es una deduccion logicamente concluyente;

{ii) hace saber a algiin agente discussivo X que o s ¢l caso;

(i1i} es una prueba <<acogente>>.

Cabe plantear estas condiciones como demandas maximalistas deatro de cada uno de
los planos respectivamente involucrados: el logico, el epistémico y el pragmético..." (pp.
162-163). (este autor hace una explicacion mas amplia de lo que las tres condiciones
sefialadas implican)

2.3 Demostracion en Geometria Euclidiana

A. L Fetisov (1973), explica que existen dos formas fundamentales de conocer el
mundo que nos rodea, sus objetos, fendmenos y leyes naturales’

- La primera consiste en el método de obtener conclusiones a partir de la observacion de
numerosos ¢asos particulares, este proceso se llama induccibn; los casos particulares
conducen a la idea de que existen leyes generales.

- Un segundo método se usa cuando ya se conocen ciertas leyes generales, y se aplica este
conocimiento a los casos particulares; este método se llama deduccion.

Ambos caracterizan el método cientifico, y en el curso de toda demostracion ambos
métodos son utilizados.

Para Fetisov una demostracion en geometria es: "...una cadena de deducciones a
través de las cuales se deduce ia veracidad de la proposicion que debe probarse, a partir de
axiomas y proposiciones previamente establecidos." (p. 17) En cuanto a la necesidad de
demostrar, particularmente en geometria, este autor sefiala que la demostracién geometrica
establece las propiedades de las figuras espaciales en toda su generalidad. Con mayor
detalle, las constderaciones por las que es necesaria la demostracion son las siguientes:
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"a) En la geometria, sélo se aceptan sin demostracion un pequefio niimero de
proposiciones fundamentales -los axiomas- . Las proposiciones restantes -los teoremas- se
demuestran a partir de estos axiomas construyendo una serie de deducciones

b) Las demostraciones son necesarias como consecuencia de una ley fundamental del
pensamiento correcto -la ley de la razon suficiente, de acuerdo con la cual nuestras
aseveraciones deben tener un fundamento rigureso para que sean verdaderas-.

c) Una demostracién construida correctamente solo se apoya en axiomas y
proposiciones previamente demostradas, no en lo que es obvio.

d) También es necesaria la demostracion para establecer la generatidad de la
proposicion en cuestion, o sea, su aplicabilidad a todos los easos particulares.

e) Por altimo, mediante las demostraciones, la geometria se transforma en un sistema
metodico de conocimientos cientificos, en el cual se descubren las relaciones entre las
diferentes propiedades de las formas espaciales.” (p. 25).

Davis y Hersh, (1988), al analizar las razones por las que vale la pena seguir
demostrando una y otra vez en la ensefianza de las matematicas, sefialan lo siguiente;

*Las demostraciones sirven simultineamente 2 muchos fines. Al ser expuestas al
escrutinio y enjuiciamiento de auditorios nuevos, quedan sujetas a un constante proceso de
critica y revalidacion. Su presentacion continuada permite eliminar y depurar de ella los
errores, ambiguedades y malentendidos. La demostracion conlleva respetabilidad, es el sello
de 1a autoridad.

En los mejores casos, la demostracion da una comprension mas profunda al revelar el
alma del problema. La demostracidn sugiere nuevos desarrollos. El novel que estudia
demostraciones se esta acercando a la creacion de nuevas matematicas. La demostracion es
energia matematica, es la tension eléctrica que da vida y dinamiza los enunciados, estaticos,
de los teoremas.

Por Gltimo, la demostracion es rito y celebracion de la potencia de la razdn pura. Tal
gjercicio de reafirmacion y confianza en nosotros mismos puede resultar sumamente
necesario, en vista de los intrincados embrollos a los que el pensar con claridad nos lleva
claramente.” (p. 118)

En cuanto a la ensefianza de la geometria euclidea, estos mismos autores consideran
que en ella no solo se destacan los aspectos visuales o espaciales de esta materia, sino
también su metodologia en la cual la hipétesis lleva hasta la conclusion, en un proceso
deductivo denominado prueba o demostracion. Esta geometria fue el primer ¢jemple de
sistema deductivo formalizado, y se ha tomado como el paradigma de este tipo de sistemas.
También la geometria ha sido un terreno propicio para la practica del razonamiento logico,
y, con razdn o sin ella, se ha sostenido gue el estudio de 1a geometria proporciona al
estudiante una formacion basica en tal razonamiento (p. 24). Sin embargo, la linea expositiva
definicién-teorema-demostracidn, presentada como un conocimiento acabado y carente de
significado, puede generar en los estudiantes una falsa idea de lo que son las matematicas
"La matemitica es una actividad humana, y la descripcién logico-formal de la matematica no
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€5 mas que una ficcion; la matemética propiamente dicha ha de buscarse en la labor que
realizan los matematicos... Los teoremas matematicos son calificados de <<profundos>>
cuando su demostracion es dificil. Entre [os efementos responsables de tal profundidad se
encuentran lo anti-intuitivo de los enunciados ¢ planteamientos, lo novedoso de las ideas
utilizadas, y la complejidad o longitud del material que constituye la demostracion. En
matemiticas, el anténimo de <<profundo>> es <<trivial>>, término utilizado muchas veces
con matiz peyorativo. Empero, no se sigue que lo trivial carezca de interés, que sea inatil o
sin importancia.” (p. 226).

Por su parte Jesus Salinas (1991), hace notar, entre otros aspectos, la funcion que la
demostracion tiene como instrumento de convencimiento, asi como el caracter sintético de la
geomelria euclidiana en el sentido de un proceso constructivo, y €l importante papel que
juega [a figura en esta clase de demostracion:

"Cuando se presenta la necesidad de convencer a alguna persona en relacion a alguna
afirmacién que hacemos, buscamos sustentar ésta en una ¢ mias proposiciones que nuestro
interfocutor pueda aceptar como verdaderas. De este modo, le hacemos ver que la
afirmacion en cuestién es consecuencia de las otras proposiciones que si puede admitir sin
dificultad. Gracias a este proceso podemos convencerlo de la afirmacion inicial
Los elementos caracteristicos de una demostracion son’

- Un conjunto de proposiciones que sirven de apoyo para convencer a nuestro interlocutor.
Esto es lo que se conoce como premisas del razonamiento

- Un procedimiento 16gico que nos permite encadenar adecuadamente tales proposiciones y
que nos conduce de unas a otras hasta la aseveracion inicial. Esto es la deduccion.

Una proposicion matemética no se comprueba en 1z experiencia Su exactitud es
inalcanzable por toda prueba experimental. En consecuencia, la verdad de una proposicion
matematica es independiente de su correspondencia con €] mundo exterior. Su verdad es de
caracter logico, depende de ia coherencia interna del sistema en que se encuentre. Su
demostracion logica es lo dnico que nos puede garantizar su verdad.

En la geometria euclidiana no tenemos una coleccion azarosa de proposiciones, sino
un sistema de conocimientos construido con apego estricto a Jas leyes de ta l6gica.

Es patente el importante papel que ha jugado la imagen grafica en la demostracion,
La figura dibujada es una especie de detonador de nuestra intuicion que nos impulsa en la
construccion de la deduccion. Este tipo de demostraciones son las més caracteristicas de la
geomelria euclideana, demostraciones en las que es mds importante hacer construcciones,
dibujar lineas auxiliares; que elaborar cadenas de inferencias formales. La demostracion en
geomeiria procede de manera sintética: por construccion. Nuestra brijula es la intuicion y
nuestro barco el pensamiento logico "

Cohen y Nagel (1993) explican la necesidad de establecer proposiciones que no se
demuestran, pero también sefialan el aspecto subjetivo que representa el considerar estas
proposiciones primeras como verdades evidentes por si mismas.
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". una prueba logica es un "sefialamiento” o una "indicacién" de las implicaciones entre un
conjunto de proposiciones llamadas axiomas y otro conjunto de proposiciones llamadas
teoremas ... los axiomas mismos no se demuestran ...pues se consideran verdades evidentes
por si mismas .Pero que una proposicion resulte obvia o no depende de tas condiciones
culturales y de la preparacién individual de las personas ..Si bien los axiomas son
logicamente anteriores a los teoremas, el orden temporal en el que se descubre la
dependencia logica de las proposiciones hace que los axiomas sean posteriores a los
teoremas.” (desde el punto de vista histérico de la construccion de la geometria euclidiana)

*Las proposiciones pueden demostrarse exponiendo las relaciones de implicacion que
tienen entre si, pero no es posible demostrar todas las correspondientes a un sistema dado,
pues de los contrario nuestro razonamiento caeria en un circulo vicioso."

Por altimo Merriman (1947) sefiala no solo la necesidad de contar con una frontera
de postulados o axiomas aceptados inicialmente, sino que este hecho se repite en relacién a
los conceptos manejados dentro del sistema deductivo

"La demostracion de un teorema matematico se efectiia por una cadena de simples
razonamientos deductivos ...Cada uno establece, respecto a las proposiciones basicas
aceptadas (hipotesis), una conclusién resultante incontrovertible, si ha sido valido el
razonamiento. ..Un sistesna matematico correctamente construido esta entonces
caracterizado por una frontera de postulados (derivado de la palabra latin para pedidos), o
axiomas que son aceptados inicialmente, sin demostracidn o idea de demostracion, como
base de operaciones para el subsiguiente edificio deductivo ...A su vez, puesto que los
postulados iniciales deben ser establecidos en funcion de palabras y conceptos cuya
significacion ha sido ya establecida, es igualmente claro que debe haber, mas alla de la ltima
frontera, por lo menos un concepto gue queda completamente indefinido "

Como se puede apreciar, existe un amplio consenso en cuanto al papel que la logica
juega dentro de la demostracion matematica y dentro de la demostracion en geometria
euclidiana, aunque es importante sefialar que la logica asumida por Euclides en los
Elementos no es explicita:

Garcia Bacca (1992), en la introduccién a su version de Euclides Elementos de
Geometria I - I, sefiala que las nociones comunes en dicha obra tienen el caricter de
métodos de demostracion (métodos de identidad mediata), principios de conocimiento
demostrativo, "innatos" en las mentes o inteligencias humanas, cuya utilizacion es tan natural
como la de las manos o los oidos, y es en este sentido en el que son comunes, "...son
instrumentos propios de “"todos" los hombres, o al menos todos pueden llegar a
apropiarselos y usarlos como "suyos". (p. LXXXIII) ...ademas de esta funcidn vital, -
sentirse vitalmente seguros cuando se emplean tales nociones para hacer geometria-, poseen
las nociones comunes otra funcién derivada, puramente logica " (p. LXXXIV).

En este aspecto una nocion comun es utilizada en la obra de Euclides como premisa
de un silogismo proposicional, o bien como un silogismo relacional en si, "..casi
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descompuesta en tres proposiciones.” (p. LXXXIV). Garcia Bacca comenta que Euclides
formula y entiende las nociones comunes en sentido neutral a relacion y proposicion.

La logica en la geometria griega constituye, entonces, una estructura implicita, en la
que se emplean formulas logicas, a saber: inversion logica, reduccion al absurdo, silogismo
proposicional, silogismo relacional, ampliacién logica y la inversa de una proposicion directa
dada; y reglas de deduccion légica: modus ponens y regla de sustitucidn. Esta estructura
logica es, en contraste, expresada explicitamente en los Fundamentos de la Geometria de
Hilbert, tal como lo indica el mismo Garcia Baca en su version, ya citada. (p. LXXXV)

2.4 Modelos para Caracterizar las Conceptualizaciones de los Profesores acerca de las
Matemiticas y de su Enseiianza y su Aprendizaje

2.4.1 El Modelo de Categorias e Indicadores para el Andlisis de las Concepciones del
Profesor sobre la Matemitica y su Enseiianza de José Carrillo y Luis C. Contreras

Carillo y Contreras (Carrillo, 1995), presentan un instrumento para el anélisis de las
concepciones del profesor acerca de la matematica y su enseftanza. Parten de considerar
que’ ... una determinada concepcion sobre la Matematica o la Educacion Matematica
podria caracterizar la interpretaciéon y toma de decisiones acerca de las concepciones,
errores de aprendizaje u obstaculos epistemologicos de los alumnos, orientaria una
determinada opcién de seleccién del contenido o biasqueda de situaciones didécticas, y
permitiria o justificaria el marco de negociacién (implicito o explicito) de un determinado
contrato didictico... Es asi que las mencionadas concepciones pueden considerarse como
operadores que actiian en el proceso de transformacion del conocimiento a la situacion
didictica, y en ef propio controf de la interaccién alumno-situacion," (Carrillo, 1995, pp. 79-
80)

Estos autores abordan el problema de investigacion mediante el estudio de casos con
nueve profesores de mateméticas que ensefian a alumnos entre 14 y 18 afios, desarrollando
un modelo tedrico como marco interpretativo de referencia, dentro del cual se lleva a cabo el
analisis de la informacion obtenida y se caracterizan las concepciones de estos profesores.

- Identificacion de las concepciones acerca de la ensefianza de las matemdticas

Aqui el modelo tedrico contempla cuatro tendencias: tradicional, tecnolégica,
espontaneista, e investigativa;, seis categorias: metodologia, sentido de la asignatura,
concepeion del aprendizaje, papel del alumno, papel del profesor, y evaluacion; para
identificar un total de 35 indicadores por tendencia.

- Identificacion de las concepciones acerca de las matemdticas
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Para esto, el modelo tedrico consiste de tres tendencias instrumentalista, platonica y
resolucion de problemas; tres categorias: tipo de conocimiento, fin {de la construccion del
conocimiento matematico), y modo de evaluacion (de la matematica), en estas tres
categorias se agrupan un total de 21 indicadores.

Con estos modelos fueron extraidas de cuestionarios y entrevistas las
correspondientes unidades de informacion, entendidas como: "... aquellos enunciados
correspondientes a una misma pregunta base con un ligazon sintictica o seméntica, o bien,
ambas " (Carrillo, 1995, p. 82). El proceso se lleva a cabo a través de varias etapas de
seleccion y catalogacion, bajo un esquema de revision vertical (comparacién en un mismo
individuo de inconsistencias al presentar indicadores de diferentes tendencias) y revision
horizontal (comparacion en el mismo sentido pero entre todos los individuos); se generd asi
un Modelo Mental personalizado que fue puesto a consideracion de los propios profesores.
Los autores presentan la version final del modelo tedrico empleado en la investigacion
mediante un diagrama de flujo del proceso de revision y once cuadros de caracterizadores.

Los autores consideran que la pontencialidad principal del instrumento elaborado
radica en posibilitar la obtencion detallada de un refrato epistemolégico de los profesores
revelando las eventuales relaciones entre su modelo de concepcion de la Matemitica y su
tendencia didactica sobre la Ensefianza de las Matematicas. Su estudio les permitid
identificar concepciones y tendencias contradictorias sostenidas por un mismo sujeto, es
decir, se puso de manifiesto una amplia gama de posibilidades entre los modelos
conceptuales de las Matematicas y las tendencias didacticas manejadas.

Es importante recalcar que el estudio tuvo como objetivo principal comprobar: "... la
viabilidad del instrumento de cara a una mejor caracterizacion tanto de las tendencias
didacticas como de los modelos de concepcitn de la matemitica " {(p 91) Como un objetivo
que se desprende del anterior, se propone al analisis obtenido como punto de partida para ¢l
disefto de estrategias de formacion profesional para el docente de matematicas.

2.4.2 La Caracterizacién de Paul Ernest para Definir el Modelo Mental con el que el
Profesor Aborda su Prictica Docente.

Ernest (1988), sefiala que las reformas en la enseitanza no pueden ser llevadas a cabo
a menos que las creencias que los maestros sostienen profundamente acerca de la
matematica y su ensefianza y aprendizaje, cambien.

Las componentes clave de las creencias de los maestros de mateméticas son.
- La vision o 1a concepcion de la naturaleza de las matematicas

- El modelo de la naturaleza de la ensefianza de las matematicas.

- El modelo del proceso de aprendizaje de las matematicas,

A) La concepcion de la naturaleza de las mateméticas, que un profesor posee, es su sistema
de creencias concerniente a la naturaleza de las matematicas como un todo; lo que se
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traduce en una filosofia de las matematicas. Se distinguen en base a su ocurrencia, tres tipos
de filosofias:

- La visi6n instrumentalista. Las matematicas son un cimulo de reglas, hechos y habilidades,
usados por quien ha sido entrenado en ello en la persecucion de un fin externo, las
mateméticas son un conjunto de reglas y hechos aislados pero atites.

- La vision platonica. Las matematicas son un cuerpo estatico pero unificado de
conocimiento verdadero, un dominio cristalino de estructuras y verdades interconectadas, es
un producto monolitico, estitico e inmutable.

- La vision de resolucién de problemas. Las matemdticas son un campo dinimico, en
continua expansién, de la creacion humana, un producto cultural Las matematicas
constituyen un proceso de indagacién y sus resultados permanecen abiertos a la revision.

El modelo de ensefianza de las matematicas, es la concepcidn que el profesor posee
del tipo y el rango de roles de ensefiante, de las acciones y de las actividades en el aula de
matematicas. Ernest distingue tres modelos, junto con el énfasis instruccional que cada uno
conlleva’

- Instructor. El profesor desempefia su rol docente con maestria en las habilidades de
enseiianza.

- Explicador. El profesor pretende en sus estudiantes entendimiento conceptual y
conocimiento unificado

- Facilitador. El profesor pretende que sus estudiantes adquieran confianza para formular y
resolver problemas.

E! uso de los materiales curriculares es también de importancia central en un modelo
de ensefianza, se distinguen tres patrones:
- el seguimiento estricto de un texto o un esquema;
- una modificacién al acercamiento que ¢l libro de texto propone, enriquecida con problemas
adicionales y actividades;
- la construccion del curriculum de matematicas por el maestro o por la escuela.

Estrechamente relacionado af anterior, esta el modelo mental acerca del aprendizaje
de las matematicas. Este consiste en la vision del maestro del proceso de aprendizaje
matemitico, qué comportamientos y actividades mentales conciernen al estudiante, y qué es
lo que constituyen actividades de aprendizaje apropiadas y prototipicas. Dos constructos
clave de estos modelos son:

- el aprendizaje como una actividad constructiva, en oposicion a la recepcion pasiva del
conocimiento.

- ¢ desarrollo de autonomia y de interés de los estudiantes por las mateméticas, en oposicion
a quien aprende como un sujeto sumiso y condescendiente.

Con estos constructos clave se distinguen cuatro modelos de aprendizaje, entendidos
como el modo como los estudiantes logran los aprendizajes’
- Comportamiento sumiso y e} desarrollo de maestria de habilidades
- Recepcion del conocimiento
- Construccion activa del enterdimiento
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- Exploracién y seguimiento autonome de sus propios intereses

En la prictica se observan, entorices, dos modelos que no se corresponden

exactamente, y que en ocasiones llegan a estar en franca contradiccion: el modelo de
aprendizaje y ensefianza de las matemaéticas que el profesor explicitamente enarbola, y el
modelo de ensefianza y aprendizaje de las matemiticas que el profesor manifiesta, o pone al
descubierto, en su practica docente cotidiana. Esta diferenciacion es atribuida a dos causas
claves:
B) El contexto social; en ¢l que se distinguen, esencialmente, las expectativas de los demis
(estudiantes, padres de familia, los colegas, los funcionarios, entre otros), y el curriculum
institucionalizado (el esquema curricular, el sistema de evaluacion, el sistema educativo,
entre otros factores)

C) El grado de conciencia que el profesor posee acerca de sus propias creencias, y la
extension con la que reflexiona sobre su practica de ensefianza de las matematicas.

Algunos de los elementos clave en el pensamiento del maestro, y su relacion con la
practica, son:
- Ia adopcion consciente de visiones especificas de la naturaleza de las matematicas y su
ensefianza y aprendizaje;
- 1a habilidad para justificar estas visiones y adopciones,
- conciencia de la existencia de alternativas viables;
- sensibilidad para seleccionar e implementar estrategias apropiadas de ensefianza y
aprendizaje de acuerdo a la situacidn y a su propia perspectiva,
- reflexividad, concerniente a reconciliar su practica docente con sus creencias, y reconciliar
creencias en conflicto.

Para Paul Emest, es indispensable atender los tres aspectos marcados como incisos
A, By C, para aproximarse a la nocidn del maestro de matematicas auténomo.

2.4.3 El Modelo Teérico que Alba G. Thompson Propone para Identificar el Nivel de
Desarrollo de las Concepciones de los Maestros con Respecto a la Ensefianza de las
Matematicas.

Esta investigadora propone un marco de referencia, sustentado en sus observaciones
a lo largo de cinco afios de maestros en formacién y maestros en servicio, doce en total,
involucrados en dos proyectos de investigacion. Una de sus premisas fundamentales es que:

*Mucho de lo que un maestro hace de una experiencia particular depende de los
esquemnas conceptuales de que dispone, y dentro de los cuales las experiencias son
asimiladas, o de la acomodacion de los esquemas que pueda ilevar a cabo." (Thompson,
1991, p. 9)
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El marco propuesto consiste de tres niveles en el desarrollo de las concepciones de
los maestros de la ensefianza de las matematicas. Cada nivel estd caracterizado por
concepciones de

1. ;Qué es la matematica?

2. ;Qué significa aprender matematicas?

3. ;Qué es lo que uno ensefia cuando enseiia mateméticas?

4. ,Cuales deben ser los roles def maestro y de los estudiantes?

5. ;Qué constituye evidencia del conocimiento del estudiante y los criterios para juzgar la
pertinencia, precision, o aceptabilidad de los resultados y conclusiones matematicas?

Nivel 0

La concepcion de las matematicas se basa sobre la percepcion del uso comin de las
habilidades aritméticas en situaciones cotidianas. La instruccion matematica se concibe como
una secuencia progresiva de topicos y habilidades especificadas en un texto, se carece de una
vision diferenciada de los tépicos en términos de su relevancia o significado matematico. El
papel del maestro es percibido como el de un demostrador de los procedimientos
correciamente establecidos, mismos que constituyen el centro del conocimiento matematico.
El papel de los estudiantes es el de imitar esos procedimientos y repetirlos hasta lograr
dominarios.

Nivel |

Se observa en este nivel una apreciacion emergente de la importancia de la
comprensién de conceptos y principios subyacentes en las reglas, ya no solo incluye el
dominio procedimental. Un factor que posiblemente favorece este cambio es el uso de
materiales manipulativos en la ensefianza. La concepcion de la ensefianza de matematicas se
caracteriza por el surgimiento de mayor conciencia en cuanto al empleo de representaciones
instruccionales (fisicas y pictoricas) de los conceptos y procedimientos matematicos, para
ayudar a los estudiantes a desarrollar significados y entendimiento.

El maestro debe poseer técnicas pedagdgicas especificas, aunque posiblemente no
las pueda aplicar en otras situaciones. El uso de los materiales manipulativos es altamente
valorado, pero mas por su potencial para alcanzar metas actitudinales, que para lograr
objetivos cognitivos. Las representaciones manipulativas o pictoricas son consideradas como
una clase de justificacion empirica de los procedimientos estandar. Pero las conexiones entre
las acciones desarrolladas sobre los objetos o diagramas, la verbalizacion de esas acciones, y
su representacion en notacion matemiatica no son explicitamente discutidas en la instruccién.
Se presupone que los estudiantes lograran establecer esas conexiones.

Hay una apreciacion creciente de la complejidad del contenido matematico que surge
de su andlisis conceptual y de la reflexion sobre el caracter abstracto de la naturaleza de los
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conceptos La resolucion de problemas se considera como importante dentro del curriculum,
pero es vista como una rama aislada de éste. Se ensefia la resolucion de problemas, pero no
“con” la resolucion de problemas. Otra caracteristica de este nivel es la ausencia de
principios basados cognitivamente que sean conscientemente utilizados para conducir las
decisiones instruccionales o de criterios adecuadamente articulados para juzgar los efectos
cognitivos de las acciones instruccionales. Las innovaciones instruccionales no son valoradas
de manera crilica.

Nivel 2

En este nivel se considera que los estudiantes deben involucrarse en fa indagacion
matematica como condicion para dar sentido a las ideas matemiticas. El desarrollo det
razonamientoe matemdtico en los estudiantes en ¢! contexto de investigacion y construccion
de las ideas matematicas, es visto como un meta tan importante de la instruccién como el
entendimiento de las ideas mismas, el entendimiento surge del compromiso con el proceso
de hacer matematicas. Las representaciones fisicas y pictéricas constituyen medios por los
cuales los estudiantes pueden involucrarse en tareas cuidadosamente disefiadas por el
maestro para explorar ideas y generar procedimientos Los propios estudiantes deben llegar
a determinar la validez de esos conceptos y procedimientos, lo cual constituye también una
importante meta cognitiva.

El reconocimiento, por parte de los estudiantes, de las mismas ideas matematicas en
diferentes condiciones o diferentes areas, es otro de los objetivos a largo plazo de la
instruccion. El profesor se constituye en el conductor del pensamiento de los estudiantes
hacia formas matematicamente productivas. Existe una conciencia creciente de los aspectos
finos de las ideas matematicas que plantean obstaculos cognitivos y Ilevan a conceptos
equivocados. La comunicacion multidireccional y la valoracién de las ideas es otro de los
aspectos que caracterizan los procesos de ensefianza y aprendizaje de este nivel. Pero el sello
distintivo o da la presencia de principios basados cognitivamente con los que se orientan las
decisiones instruccionales, los objetivos cognitivos definen ampliamente la seleccion y el
disefio de actividades, asi como los procesos de evaluacian.

Al discutir acerca de sus investigaciones, Alba Thompson sefiala que se observa
relativa facilidad para avanzar del nivel cero al nivel uno, comparativamente, resulta mas
dificil pasar del nivel uno al nivel dos, considerando que pricticamente ninguno de los
maestros bajo estudio se ajusta a un nivel particular, la explicacion que da es la siguiente:

"Al crecer desde el nivel O al nivel 1, las nuevas concepciones pueden ocurrir sin
mayores cambios en los esquemas conceptuales. Las ideas en el nivel 1 pueden ser
asimiladas en estructuras que soportan las concepciones en el nivel 0, simplemente
ampliando esas concepciones, pero sin la necesidad de reestructurar sus esquemas, i.e., sin la
necesidad de reconceptualizacion de las ideas findamentales que es necesaria para pasar del
nivel 1 al nivel 2. La reestructuracion necesaria para avanzar al nivel 2 requiere que un
maestro experimente en numerosas ocasiones para llegar a estar consciente y cuestionar sus
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ideas profundamente enraizadas y examinar sus asunciones acerca de lo que significa saber,
aprender y ensefiar matematicas." (p. 14).

2.5 Anilisis de los modelos revisados

Una comparacion entre los modelos precedentes permite sefialar que ef mds general
es el de Emest, en el que se identifican tres conceptualizaciones de lo que es la matematica,
tres roles que puede desempeiiar el maestro y cuatro tipos actitudinales en los estudiantes.
Esta caracterizacion constituye una cita frecuente en las investigaciones y en las propuestas
sobre conceptualizaciones y creencias de las matematicas y su ensefianza y aprendizaje entre
alumnos y maestros.

Alba Thompson, establece en su modelo de tres niveles una caracterizacion mas
integrada en cuanto a las relaciones entre la conceptualizacién de las matemdticas, por un
lado, y el rol del profesor, ¢l rol del alumno, €! significado del aprendizaje matemtico y las
evidencias que ese aprendizaje pudiera tener, por otro. Cabe aclara que este modelo se
construyé mediante un estudio longitudinal de cinco afios de duracion con cinco profesores
en servicio y siete en formacion.

En el caso de! modelo construido por Carrillo y Contreras, podemos observar como
estos investigadores toman los tres tipos propuestos por Emest en relacion a la
conceptualizacién de matemdticas, pero su modelo de categorias ¢ indicadores propone
cuatro tendencias que detalladamente caracterizan los "modelos mentales” (Carrillo
fContreras, 1995, p.82) de los profesores de matematicas. Puede considerarse este tercer
modelo como el mas refinado dada la especificidad y la cantidad de caracterizadores
considerados.

Por 1o que respecta al trabajo de investigacion levado a cabo en esta tesis, no se
asume explicitamente ninguno de estos ftres modelos para caracterizar [as
conceptualizaciones de los profesores, en parte porque no se centran en la demostracion
matematica, ni en la demostracién en geometria euclidiana en particular; sin embargo la
revision y el andlisis de ellos permitieron establecer algunos de los criterios con los que la
investigacion se llevo a cabo, asi como a elaborar parte del instrumento de investigacion, y
algunos elementos conceptuales con los que se anmalizo la informacion obtenida.
Particularmente, del trabajo de Carrillo y Contreras (1995) se ha tomado la idea fundamental
para elaborar el concepto de "unidades de significado”, (unidades de informacicén, apartado
2.4.1) asi como el reconocimiento de la necesidad de levar a cabo el anilisis de Ia
informacién bajo diferentes criterios de clasificacion.
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CAPITULO 3. DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

3.1 La Poblacion de Profesores

La poblacion de profesores sujeta a esta investigacion tiene las siguientes
caracteristicas:

A) La poblacion investigada esta constituida por 10 profesoras (el 19 6 %) y 41 profesores
(el 80.4 %;j.

B) La cantidad de planteles representada por esta poblacion de profesores es de 30, dos
planteles representados por seis profesores cada uno, un plantel representado por cinco
profesores, dos planteles representados por tres, cuatro representados por dos profesores y
los restantes 21 planteles representados por un profesor

C) El 96 % de la poblacion tienen estudios en el nivel de licenciatura, el 41 % manifiesta
explicitamente estar titulado, el 14 3 % son pasantes, el 6 % son estudiantes o tiene estudios
inconclusos y el 35.3 % no especifica su situacion en cuanto a sus estudios de licenciatura,

D) Dos de los profesores de la poblacion tiene estudios en €l nivel de maestria, uno con
grado y otro como estudiante.

E) Dentro de la poblacién no existe profesor alguno con estudios en el nivel de doctorado.

F) El 21.6 % tiene estudios en al menos una especializacion, y 29.4 % tienen estudios de
diplomado.

G) El 74 5 % ha cursado una carrera en el area de ingenieria y ciencias fisico-matematicas, el
10 % pertenece al area de ciencias econdmico-administrativas, €l 8 % han cursado estudios
de licenciatura en el irea de ciencias médico-biologicas, ademas existe un profesor con
estudios en el drea de ciencias de la informatica.

H) En relacidn a la experiencia docente se tienen los siguientes resultados: En promedio la
experiencia docente en matemdticas de los profesores de fa poblacion es de ocho afios, el
minimo observado es de cero afios y el maximo es de 25 afios En promedio la cantidad de
asignaturas de matematicas impartidas por los profesores de la poblacién es de cuatro, y el
nimero de ocasiones en que se ha impartido la asignatura de Matematicas II - Geometria
Plana y Trigonmometria es, en promedio, de cinco. La experiencia docente general, (la
experiencia docente que los profesores han acumulado en otras asignaturas diferentes a las
de matematicas) es en promedio de diez afios, y el promedio de asignaturas impartidas es de
cuatro.
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3.2 La Metodologia Empleada

La metodologia seguida en ésta investigacion es una metodologia de tipo cualitativa
tanto en las caracteristicas generales que presenta como en los propositos que persigue En
esta investigacion no se pretende probar teorias o hipotesis, en todo caso se intenta generar
alguna hipotesis de trabajo para una investigacion posterior. Es el propio investigador quien
interpreta la informacion recabada bajo ciertos criterios establecidos dentro de la
investigacion misma. Su proposito es de exploracion y es también descriptivo, en el sentido
de que se trata de identificar y presentar un catdlogo o una caracterizacién de las
conceptualizaciones acerca de la demostracion en geometria euclidiana que tienen los
profesores participantes en la investigacion, en base a los significados que ellos mismos le
otorgan.

Ademas de lo anterior, también es importante sefialar que la poblacion de profesores
participante no fue seleccionada mediante algun método de muestreo, se buscd ¢l momeato
en el que se tuviese un grupo de profesores concentrado en determinado lugar, esto se dio
en la reunion de la Academia Regional de Matematicas llevada a cabo en el mes de Octubre
de 1998 en uno de los planteles de la DGETI en el Distrito Federal, en dicho evento fue
posible recuperar 25 cuestionarios contestados. Con objeto de contar con una poblacién
mayor, se aplicaron mas cuestionarios a profesores por separado, tomando como Unico
criterio de seleccion ¢l que fuesen profesores de las Academias Locales de Matematicas en
alguno de los planteles del D F.

Por otra parte, Ja informacién que cada profesor ha proporcionado referida a su
conceptualizacion de la demostracton en geometria euclidiana, es decir, su respuesta a la
pregunta Qué es la demostracion en geometria euclidiana?; ha sido separada en "unidades
de significado®, {ver el apartado 3.1.1). Esta fragmentacion de las respuestas tiene el objeto
de establecer asociaciones con los rasgos indicados en la conceptualizacion de referencia y
con las unidades de significado identificadas en las respuestas de la poblacion participante.

3.3 Elaboracibén de} lustrumento de Investigacién

El instrumento utilizado en este trabajo de investigacion se presenta en el Anexo No
1, y lo constituye un cuestionario en el que se solicita a los profesores informacion en tres
aspectos generales:
A) Situacion Laboral y Formacion Profesional
B) Experiencia Docente en Matematicas y Experiencia Docente en General
C) Coneeptualizacion de Demostracion en Geometria Euclidiana y Conceptualizacion de
Matematicas
A) Situacion Laboral y Formacién Profesional.

.- Nombre
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2.- Plantel en el que labora

3.- Turno

4.- Categoria de la plaza que ostenta
5 - Formacion Profesional

Estos datos tienen la finalidad de identificar a cada profesor dentro de la poblacién
participante en la investigacion El cuarto dato (categoria de la plaza del docente) se ha
considerado con la intencion de establecer alguna relacion entre este aspecto y la
conceptualizacién que el profesor posee; de manera similar el quinto dato tiene la finalidad
de establecer alguna relacién entre la preparacion profesional del profesor y la
conceptualizacion que ha desarrollado.

B) Experiencia en Matematicas y Experiencia Docente en General:

6.- Experiencia docente en matematicas
a) Afios como docente de matematicas
b) Asignaturas impartidas con mayor frecuencia, indicando el nivel escolar
¢) Nimero de ocasiones en que el profesor ha impartida la asignatura de
Matematicas II - Geometria Plana y Trigonometria

7.- Experiencia docente en general (excepto en matematicas)
a) Afios como docente
b) Asignaturas impartidas con mayor frecuencia, indicando el nivel escolar

También aqui la finalidad al solicitar esta informacién, es la de relacionar la
experiencia docente que e! profesor posee con la conceptualizacion que ha desarrollado.

C) Congeptualizacion de Demostracion en Geometria Euclidiana y de Matematicas:

8 - ;Qué es |a demostracion en geometria euclidiana?
9.- ;Qué son las matematicas?

La pregunta nimero 8, que es la pregunta central para la investigacion, se ha
planteado como una pregunta abierta con la intencion de que cada profesor conteste
libremente, sin tratar de orientar su respuesta en alguna direccion. La pregunta niimero 9 se
ha incluido en este instrumento con la finalidad de saber si la demostracion es considerada
dentro de la conceptualizacién de matemaéticas que cada profesor tiene, como uno de sus
rasgos caracteristicos.

3.4 Pilotaje del Instrumento y Aplicacion de la Versién Definitiva

Para evaluar la eficacia de! instrumento de investigacion se aplico la primera version
de éste a una poblacion de 10 profesores; el cuestionario incluyd, en esta primera aplicacion,
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un cuarto aspecto en el que se solicitd a los participantes anotar sus observaciones en lo
referente a:

a) El formato del cuestionario

b) El contenido de! cuestionario

¢) El propésito del cuestionario

d) Otros aspectos 0 sugerencias para mejorar el cuestionario

Estos cuestionarios se aplicaron personalmente por el investigador, a un grupo de 10
profesores y fueron devueltos una semana después. De estos cuestionarios aplicados fue
posible recuperar 6. La informacion obtenida en esta primera aplicacién permitié modificar
¢l instrumento en las partes que se refieren a continuacion

a) La instruccion general, esto es el primer parrafo que se lee en el cuestionario, haciendo
mayor énfasis en la importancia de que las conceptualizaciones proporcionadas por cada
profesor, fuesen personales, sin necesidad de recurrir a alguna fuente externa de
informacion.

b} La parte en la que se solicita informacidn acerca de la experiencia docente, el segundo
aspecte considerado, generaba confusién, por lo que se invirtio el orden original de los datos
identificados en la versibn final con los nimeros 6 y 7, enfatizando, ademas, su
diferenciacion.

De esta manera se obtuvo la version definitiva del instrumento

Se aplicaron en total 75 cuestionarios, de estos se recuperaron 54, de los
recuperados se descartaron tres debido a que las conceptualizaciones dadas por los
profesores respectivos, corresponden a citas que aparecen en textos conocidos. Esto origin
que se contara finalmente con 51 cuestionarios, mismos que constituyen el material de
mnvestigacion.

3.5 Conceptualizacién de Referencia

Para establecer una conceptualizacion acerca de la demostraciéon en geometria
euclidiana que funcionara come un marco de referencia con el cual comparar las
conceptualizaciones de los profesores, se llevd a cabe un proceso de recopilacién de
diversos planteamientos hechos por diferentes autores e investigadores en relacion al
significado de la demostracion en la geometria euclidiana; esta informacion fue clasificada y
comparada hasta obtener la conceptualizacion de referencia como un extracto de lo que fos
autores e investigadores plantean.

En una primera version la conceptualizacion quedo conformada por 19 rasgos

caracteristicos, provenientes de siete autores; en una segunda version la conceptualizacion
quedo constituida por cinco rasgos caracteristicos que para efectos de comparacion con las
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conceptualizaciones que cada profesor expone en su respuesta, se subdividieron en 12
rasgos mas especificos y fundamentales. El proceso aqui referido se presenta en el Anexo
No. 2. La conceptualizacion de demostracién en geometria euclidiana finalmente adoptada
es la siguiente.

1.1) La demostracion en la geometria euclidiana es una cadena o secuencia deductiva de
proposiciones.

1.2) Su finalidad principal es validar la proposicion que se quiere probar, es decir de un
teorema.

2 1) Existen proposiciones matematicas asumidas, estas son las definiciones, los axiomas y
los postulados.
2 2) Existen proposiciones de la 1ogica clasica asumidas, estas son las reglas de inferencia.

3.1) Las entidades o conceptos geométricos a los que se refieren las proposiciones pueden
ser términos primitivos o comunes, que no se definen,
3 2) o pueden ser términos definidos, que se construyen a partir de los primeros.

4.1) Cada proposicion en la secuencia deductiva es un axioma extraido de un conjunto de
axiomas previamente establecido,

4.2) o es deducida desde una o mas proposiciones precedentes en la secuencia,

4 3) o bien esta constituida por un teorema ya demostrado.

5 1) El conjunto de axiomas asumidos debe ser consistente.

5 2) El conjunto de axicmas asumidos debe ser independiente,
5 3) El conjunto de axiomas asumidos debe ser completo.

35



CAPITULO 4. ANALISIS DE LA INFORMACION Y RESULTADOS

4.1 Andlisis de 1a Informaciéon

Las respuestas que los profesores dieron a la pregunta central de esta investigacion
(;Qué es la demostracion en geometria euclidiana?) presentan diversas caracteristicas en
cuanto a extension, claridad, objetividad y calidad (en términos de Ia conceptualizacion de
referencia y de los errores conceptuales identificados en cada respuesta). Algunos ejemplos
textuales de éstas respuestas son los siguientes:

1) "Es la forma de Verificar las solucion a las proposiciones gue se plantean.”

6) "Es el proceso sistematico, por el cual se trata de comprobar una hipétesis sobre el
compartamiento de las figuras geométricas. y a partir de su resultado generar teoremas y
leyes”

13) "ES LA APLICACION DE LOS TEOREMAS Y POSTULADOS QUE REQUIEREN UN
RAZONAMIENTO ASI TAMBIEN ALGUNAS DEFINICIONES PERO TODO EN FORMA

ORDENADA Y LOGICA”

29) "Es un proceso que se da paso a paso siguiendo aviomas, postulados, teoremas
aplicados en las diferentes figuras geométricas

La demostracion es comprobar y justificar las formas con operaciones aritméticas,
algebraicas, aplicadas en axiomas, postulados, teoremas. tener un seguimienito preciso y
sistematico, ordenado de justificar un problema geometrico o cuerpo geometrico”

32) "En Geometria Fuclidiana se ven los "feoremas” que tienen que ser denostrados.

Por lo que es la ciencia que se basa en los teoremas y su demostracion.

La demostracion consiste en hacer un andlisis profundo de lo que se menciona en el
teorema.”

30) " Es el proceso medianie el cual se acepta como vdlida ¢ se niega una afirmacion
previamente establecida.

Para aceptar 6 negar dicha afirmacion, es necesario basarse en premisas previamente
demosiradas y aceptadas como vilidas.

la geometria euclidiana tiene como base para su demostracion verdades aceptadas como
crertas sin necesidad de validarlas, estas afirmaciones son los postulados y axiomas a
partir de éstos se construyen nuevas leyes, se validan teoremasy se determinan corolarios.
esios a su vez pueden validar otros tantos etc.”

{La ortografia y la puntuacion son las utilizadas por cada profesor en su respuesta)

Se levaron a cabo varias etapas de analisis de! total de respuestas, para obtener
finalmente un Modelo de Tendencias en las Conceptualizaciones acerca de la Demostracion
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en Geometria Euclidiana. A continuacion se describen cada una de éstas etapas y se reportan
los resultados obtenidos

4.1.1 Fragmentacion de las Respuestas en Unidades de Significado

Se entiende en este trabajo por "wnidades de significado™ a las frases u oraciones
que forman parte de cada respuesta y que expresan una idea independiente y concreta en
relacion a diferentes aspectos involucrados con la pregunta planteada (Carrillo y Contreras.
unidades de informacion, apartado 2.4.1). La finalidad de esta fragmentacion es comparar y
de ser posible asociar las unidades de significado con los rasgos establecidos en la
conceptualizacién de referencia y con las unidades de significado identificadas entre todas

las respuestas proporcionadas.

Citaremos aqui dos ejemplos para mostrar esta fragmentacion. Las respuestas
identificadas con los numeros 6 y 29, que aparecen en el apartado anterior, se han
fragmentado de la siguiente manera:

6)
#)ES EL PROCESO SISTEMATICO A
b) POR EL CUAL SE TRATA DE COMPROBAR UNA HIPOTESIS
<} SOBRE EL COMPORTAMIENTO DE LAS FIGURAS GEOMETRICAS
4) Y A PARTIR DE SU RESULTADO GENERAR TEOREMAS Y LEYES

19)

2)ES U'N PROCESO QUE SE DA PASO A PASO

b} SIGUTENDO AXIOMAS, POSTULADOS, TEOREMAS |

<) APLICADOS EN LAS DIFERENTES FIGURAS GEOMETRICAS

&) LA PEMOSTRACION ES COMPROBAR Y JUSTIFICAR 1.AS FORMAS CON OPERACIONES ARITMETICAS,

ALGEBRAICAS,

¢} APLICADAS EN AXIOMAS, POSTULADOS, TEOREMAS

) TENER UN SEGUIMIENTQ PRECISO Y SISTEMATICO, ORDENADO

g) DE JUSTIFICAR UN PROBLEMA GEOMETRICO, O CUERPO GEOMETRICO

La respuesta 6 se ha fragmentado en cuatro unidades de significado, mientras que la
nimero 29 en siete unidades.

4.1.2 Criterios de Clasificacion de las Unidades de Significado

Una vez delimitadas las unidades de significado de cada respuesta, se paso a la etapa
de sistematizacion de estas, para lo cual, bajo un primer criterio de clastficacién, se
agruparon unidades de significado que representaran ideas o rasgos equivalentes entre si,
comparando cada una de ellas con el total de unidades identificadas. Por ejemplo, en las dos
respuestas antes mostradas se considera a la demostracién en geometria euclidiana como un
proceso o procedimiento ordenado o sistemdtico (6-a y 29-a), y también se considera en
ambas respuestas que sv finalidad es la de comprobar proposiciones acerca de figuras
geométricas (6-c y 29-d,g). Ademas se identifican en estas respuestas otros rasgos no
coincidentes entre si.

Bajo un segundo criterio de clasificacién, las unidades de significado se analizaron
asocidndolas a: un qué, un como, un por qué y un para gué, en relacion a la pregunta
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central Tomando como premisa que las respuestas, en la mayoria de los casos,
proporcionaron informacion mas alld de una definicién escueta, se considerd entonces
conveniente someter ¢l analisis de las respuestas a estos criterios. Ejemplificando
nuevamente con las dos respuestas ya mostradas, la primer unidad de significado de la
respuesta nimero 6 se puede asociar a un qué de la demostracion, mientras que las tres
unidades restantes se asocian a un para qué de la demostracion. En la respuesta nimero 29
también es posible asociar la primer unidad a un qué, la segunda y 1a tercera a un como, y la
sexta y séptima unidades a un para qué de la demostracion en geometria euclidiana

Ademas en esta segunda etapa se clasificaron algunas unidades de significado bajo
los rubros de: Referencia Histérica, Referencia Diddctica, Juicio de Valor y Error
Conceptual. Ejemplos:

-Referencia Historica

2)..
c} LA GEOMETRIA EUCLIDIANA ESTA SUSTENTADA EN LA OBRA MAS FAMOSA DE TODOS LOS TIEMPOS TITULADA
“ELEMENTOS" QUE CONTIENE 13 LIBROS,

- Referencta Didactica:

9

b) DADO QUE LOS TEOREMAS YA ESTAN DEMOSTRADOS

¢) AL ALUMNO SE LO DAMOS COMO RECETA

d} SIN DARLES NINGUNA OTRA OPCION DE RAZONAMIENTO.

36)
d) ESTA DEMOSTRACION DEBE SER SIGNIFICATIVA Y NO MEMORIZADA SIN SU COMPRENSION,

- Juicio de Valor:

3

a)ES UNA PARTE DONDE SE REQUIERE MUCHOS CONOCIMIENTOS PARA PODER LLEGAR A APLICARLA
SE REQUIERE DE HABILIDADES PARA DEMOSTRARLA...

¢} 51N EMBARGO ES MUY HERMOSA ESTA PARTE DE LA GEOMETRIA

d} Y NOS PUEDE PROPORCIONAR ESA ABSTRACCION QUE REQUIEREN LAS MATEMATICAS.

-Error Conceptual:

c)A PARTIR DE ESTO PODEMOS AFIRMAR QUE TODOS LOS POSTULADOS DE EUCLIDES SON COMPROBADOS
PARA LLEGAR A UNA HIPGTESIS COMPROBADA O VERDADERA

Finalmente se procedid a comparar las unidades de significado componentes de cada
respuesta con los rasgos definidos en la conceptualizacion de referencia, para tener un
registro por profesor de los rasgos identificados de esta. Este proceso en particular se
describe y se ejemplifica en el siguiente apartado.
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4,1.3 Los Rasgos Identificados de la Conceptualizacién de Referencia

De los doce rasgos especificos definidos en la conceptualizacion de referencia, seis
son identificados o son mencionados por los profesores en sus respuestas, el que mayor
frecuencia presenta (20), es el rasgo 1.2, en éste se indica que /g finaiidad esencial de la
demostracion es validar la proposicion que se quiere probar. En las respuestas de los
profesores se observan diferentes variantes de este aspecto:

- En algunos casos la respuesta se concreta a sefialar que la demostracion es la
verificacion, la comprobacién o la justificacién de las proposiciones que se plantean, por
gjemplo:

h
a) E§ LA FORMA DE VERIFICAR LAS SOLUCIONES A LAS PROPOSICIONES QUE SE PLANTEAN.

)
2} ES LA CONCLUSION POR MEDIO DEUN PROCEDIMIENTO LOGICO .
b) PARA LA DEMOSTRACION DE UNA PROPOSICION DE UN PROBLEMA GEOMETRICO.

- En otras respuestas, el hecho de comprobar o demostrar se aplica a las
proposiciones que debieran considerarse como asumidas {axiomas, postulados, y las
hipotesis correspondientes a cada teorema), esto se ha considerado en éste trabajo, como un
error conceptual, por ejemplo:

15)

1) RAZONAMIENTO DE LOS PROBLEMAS 3

b) PARA COMPROBAR POR MEDIC DE APLICACIONES MATEMATICAS
€} LOS TEOREMAS, AXIOMAS, POSTULADOS, COROLARIOS, ETC.

45)
2} ES EL PROCESO A TRAVES DEL CUAL SE DA POR VERDADERO O FALSO UNA HIPOTESIS .

- En otras respuestas los profesores sefialan que la demostracién permite generar
nuevas proposiciones:

15
2) S1 CERTAS RELACIONES GEOMETRICAS SON CONOCIDAS
b} OTRAS PODRAN SER ENCONTRADAS POR MEDIO DEL RAZONAMIENTO .

m..

b) PARA LA GEOMETRIA EUCLIDIANA LA DEMOSTRACION O DEDUCCION ES EL PILAR FUNDAMENTAL

©) YA QUE ESTA ES SU ARMA PRINCIPAL PARA OBTENER NUEVOS RESULTADOS MATEMATICOS A PARTIR
DE LOS YA CONOCIDOS

- Otra variante mas, asociada con el rasgo 1.2, es la que considera como objeto de la
demostracion las figuras geométricas y no las proposiciones en si:

%)

3)ES LA COMPROBACION MATEMATICA

by MEDIANTE OPERACIONES, TEOREMAS, ECUACIONES,

¢) DE UNA RECTA O FIGURA GEOMETRICA DENTRQ DE UN PLANO O EL ESPACIO.

19) .

d) LA DEMOSTRACION ES COMPROBAR Y JUSTIFICAR LAS FORMAS CON OPERACIONES ARITMETICAS,
ALGEBRAICAS, ...
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El segundo rasgo que con mayor frecuencia (19) se ha identificado en las respuestas
de los profesores es el rasgo 2.1, en el que se esfablece la existencia de proposiciones
matemdticas asumidas, a saber, defimiciones, axiomas y postulados, no en todas las
respuestas se indica claramente que dichas proposiciones se asumen sin necesidad de
demostracion, lo que si se menciona, en general, es que ¢stas proposiciones son las que
sirven para apovar o sustentar la demostracion como un proceso, es decir se consideran
como ¢l principio del que parten las demostraciones. Ejemplos de esto son’

10}
) L.A DEMOSTRACION EN GEOMETRIA FUCLIDIANA ES OBETIVO
b) APOY ANDOSE BASICAMENTE EN TEOREMAS, POSTULADOS, AXIOMAS, COROLARIOS, DEFINICIONES. ETC ..

13}
3)ES LA APLICACIGN DE LOS TEOREMAS Y POSTULADOS
b} QUE REGUIEREN UN RAZONAMIENTO

) AS| TAMBIEN ALGUNAS DEFINICIONES

d) PERO TODO EN FORMA ORDENADA Y LOGICA

47)
) ES EL ESTUDIO FORMAL DE LAS PROPIEDADES Y DE LAS FORMAS REGULARES
b) APLICANDO UN RAZONAMIENTO DEDUCTIVO

©) PARTIENDO DE DEFINICIONES Y POSTULADOS Y AXIOMAS ..

El tercer rasgo de los incluidos en la conceptualizacion de referencia que se
menciona en las respuestas a la pregunta: ;Qué es la demostracién en geometria euclidiana?,
es el identificado como el 2 2, que en este caso tiene una frecuencia de 10, y se refiere a la
existencia de proposiciones de la logica asumidas, es decir, de reglas de inferencia. En las
respuestas de los profesores, en general, no se indica claramente que estas reglas de
inferencia se asuman y se apliquen al proceso demostrativo, sino que se considera la
presencia o la utifizacién de un cierfo criterio logico o de una forma de razonamiento
ordenado para llevar a cabo la demostracién, como ejemplos de esto se dan los siguientes:

1]

1) £8 LA JUSTIFICACION DE UNA TEORIA

b} MEDIANTE EL LSO DEL RAZONAMIENTO Y DE AXIOMAS Y TEOREMAS
<} EN FORMA ORDENADA Y CONCISA

413

) EL HECHO DE TENER "CONCEPTOS MATEMATICOS” COMO ALGORITMOS, FIGURAS GEOMETRICAS, CURVAS
ETC. ES NECESARIO DEMOSTRAR QUE ALGUN CONCEPTO ES VALIDO

by UTH IZANDO EL RAZONAMIENTO LOGICO ...

El siguiente de los rasgos de la conceptualizacion de referencia identificado en las
respuestas de los profesores, 7 menciones en este caso, indica que: la demostracion en la
geometria euclidiana es una cadena o secuencia deductiva de proposiciones, este
constituye el rasgo 1.1. En algunos casos esta referencia no es explicita, aunque si se
reconoce el caracter deductivo de Ia demostracion. Ejemplos:

18)
2} ES UN PROCESO LOGICO DE RAZONAMIENTO

b) EN QUE SE ENCADENA UNA SERIE DE PROPOSICIONES (DEFINICIONES, AXIOMAS, POSTULADOS Y TEOREMAS)
€) PARA LLEGAR A VERIFICAR LA VERACIDAD DE UNA NUEVA PROPOSICION (TEOREMA)

19)..
<) ESTA OBRA (Los Elamertos de Euclides) SIRVIO DE BASE PARA ESTUDIAR 1A GEOMETRIA

4) DE MANERA QUE EN BASE A LOS AXIOMAS Y POSTULADOS SE PUEDE LLEGAR A LA DEM. DE LOS TEOREMAS
¢) QUE A SU VEZ SIRVEN PARA DEMOSTRAR OTROS TEOREMAS...
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Los otros dos rasgos definidos en la conceptualizacion de refereacia que son
mencionados en las respuestas de los profesores, son €l 4.1. "cada proposicion en la
secuencia deductiva es un avioma extraido de un conjunio de axiomas previamente
establecido”, vy el rasgo 4.3: "o bien (cada proposicion en la secuencia deductiva) esti
constituida por un teorema ya demostrado”. En total son siete las menciones que se
encontraron a estos aspectos, algunos ejemplos son:

39)
d EN ESTE TIPO DE ARGUMENTOS SE USAN RESULTADOS DE OTRAS DEMOSTRACIONES

CLY A CERTEZA ES CONOCIDA LLAMADOS TEOREMAS
€)Y PROPOSICIONES ACEPTADAS EXPLICITAMENTE POR SER EVIDENTES, LLAMADAS AXIOMAS.

46)

2) ES COMPROBAR U'N RESULTADO ESTABLECIDO

b) POR MEDIO DE UN RAZONAMIENTO LOGICO SECUENCIAL

¢) A TRAVES DE CONCEPTOS Y A PREVIAMENTE DEMOSTRADOS

0

3} ES EL PROCESO MEDIANTE EL CUAL SE ACEPTA COMO VALIDA O SE NIEGA

UNA AFIRMACION PREVIAMENTE ESTABLECIDA

b) PARA ACEPTAR O NEGAR DICHA AFTRMACION ES NECESARIO BASARSE EN PREMISAS
PREVIAMENTE DEMOSTRADAS ¥ ACEPTADAS COMO VALIDAS .

En promedio las menciones a los rasgos de la conceptualizacion de referencia es de
1.28 por profesor, aunque son 19 los profesores (37 2 %) que no hacen ninguna mencion a
al menos uno de ellos, 13 profesores (25.5 %) se refieren solo a uno, 10 (19.6 %) se refieren
a dos de los rasgos definidos en la conceptualizacion, 7 (13.72 %) hacen mencion de tres de
los rasgos, un profesor se refiere a cuatro rasgos y otro identifica cinco de esos rasgos.

A manera de resumen, de los rasgos considerados en la conceptualizacion de
referencia son fundamentalmente dos los que se mencionan en las respuestas: el que se
refiere a la finalidad de esta demostracién, (1.2}, con 20 menciones, y el referido a su
fundamentacion en proposiciones asumidas, (2.1), con 19 menciones. Existen rasgos de la
conceptualizacién de referencia que en ninglin caso son mencionados, como son los
referidos al origen de las entidades o los conceptos geométricos (3.1 y 3 2), y los referidos a
las condiciones que debe cumplir el conjunto de axiomas (5 I, 5.2 y 5.3). Dos rasgos més
sdlo son identificados por la quinta parte de la poblacion aproximadamente, el referido a fa
naturaleza deductiva de la demostracidn, (1.1), con 7 menciones, y el referido a su
fundamentacion Iogica mediante reglas de inferencia especificas, (2.2), con 10 menciones.

4.1.4 Otros Rasgos Identificados en las Respuestas de los Profesores

- Entre los errores conceptuales mas frecuentes presentes en las conceptualizaciones
anatizadas, estd el que se refiere a la demostracion o a la comprobacion de las proposiciones
que debieran ser asumidas en un sistema axiomatico deductivo, tal como el de [a geometria
euclidiana, o bien a la no identificacién clara de que es la tesis del teorema y no la hipotesis
lo que se demuestra, son siete las unidades de significado asi clasificadas Otro error
conceptual que se observa en algunas de las respuestas es una confusion entre geometria
plana y geometria analitica, ya que se afirma gue la demostracion consiste en relacionar
ecuaciones con figuras.
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- Las referencias historicas en general aluden al trabajo de Euclides y a su obra Los
Elementos, o a la transformacién de la geometria empirica en geometria deductiva, s¢
encontraron cuatro de estas referencias.

- Algunas referencias didacticas muestran la necesidad de los profesores de emplear
métodos de demostracion alternativos a ta demostracion logica, o bien, dejan entrever su
preocupacion al no poder llevar a cabo ofro tipo de demostraciones que no sean las
demostraciones deductivas presentadas cominmente en los textos, otras referencias
clasificadas dentro de este rubro sefialan la importancia de que los estudiantes manipulen
objetos, o bien que se les de oportunidad de asociar un significado a la demostracion

- S6lo dos de los profesores que constituyen la poblacidn investigada, mencionan a la
demostracion como un rasgo caracteristico de las matematicas al dar su conceptualizacion
de éstas.

4.2 Caracterizacion de las Tendencias de las Conceptualizaciones de los Profesores
acerca de la Demostracion en Geometria Euclidiana,

El andlisis de las respuestas a la pregunta central de l2 investigacion descrito en el
apartado anterior, junto con la revision de varios modelos para caracterizar las
conceptualizaciones de los profesores acerca de las matematicas, su enseflanza y su
aprendizaje, permitieron obtener un Modelo de Caracterizacion de las Tendencias en las
Conceptualizaciones de los Profesores acerca de la Demostracion en (eometria
Euclidiana, Cabe aclarar que el término "tendencia” se utiliza en esfe trabajo en el sentido
de la direccién o la orientacion que pudiera tener la conceptualizacién que cada profesor
manifiesta en sus respuestas, (Garcia-Pelayo, 1993 "fuerza que orienta la actividad del
hombre en un sentido determinado") y no en el sentido de la evolucion en el tiempo de
dichas conceptualizaciones

Cada una de las tendencias identificadas, que en total son ocho, pretenden por un
lado, sintetizar rasgos o caracteristicas similares que son atribuidas por los profesores a la
demostracion en geometria euclidiana y por otro lado, dar una idea de lo que cada respuesta
como un todo significa desde un punto de vista conceptual, es decir, se intenta explicar la
forma predominante en que concibe cada profesor esta clase de demostracion:

I) Se considera a la demostracion como una manera de comprobar o establecer la
veracidad de una proposicién geométrica. Las respuestas de los profesores asociadas a
esta tendencia incluyen referencias a diferentes métodos de comprobacion como empiricos,
aritmeticos, graficos y algebraicos. Se conceptualiza [a demostraciéon con verbos como
comprobar, verificar, demostrar, explicar, justificar, hacer entender, llegar a una conclusion.
Se hace referencia a la comprobacion de diferentes clases de proposiciones, desde axiomas y
postulados hasta teoremas y corolarios Esta tendencia es la que mayoritariamente aparece
en las respuestas de los profesores, su frecuencia dentro de la poblacion investigada es de
23. Ejemplos:
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1) .ES EL. HECHO DE ESTAR SEGURO QUE LO QUE SE DICE ES CIERTO MEDIANTE PROPOSICIONES VERDADERAS

14)-E§ UNA FORMA DE EXPLICAR )
~PARA ENTENDER LOS TEOREMAS, POSTULADOS Y TEORIAS
QUE HAY EN ESTA RAMA DE LAS MATEMATICAS

II) Se considera la demostracion euclidiana como algin tipo de procedimiento
predeterminado o un proceso en el que se presentan etapas ordenadas de acuerdo a cierta
logica. A decir de los profesores, en algunos casos este proceso tiene la funcion de
establecer la validez de una proposicion, en otros se considera como un algoritmo que se
debe seguir, o se considera, también, como un proceso heuristico. En este caso se han
considerado 13 respuestas en correspondencia con esta tendencia, ejemplos.

17) -ESTRICTAMENTE HABLANDO 1.0 UNICO QUE SE HACE ES MOSTRAR LAS DEMOSTRACIONES QUE UNO SE APRENDE
-¥ EN POCAS OCASIONES REALMENTE PUEDC HACER UNA DEMOSTRACION SALIDA DE UN PROCESO

ELABORADO PORMI

-MUESTRO LO DEMOSTRADOQ ...

31)-SERIE DE PASOS )
-QUE PARTEN DE UNA HIPOTESIS

-LA CUAL $E AUXTLIA DE DEFINICIONES, AXIOMAS, POSTULADOS,
-PARA COMPROBAR LA TESIS DE UNA PROPOSICION

HI) Se considera la demostracion euclidiana como una deduccién o algin tipo de
razonamiento. En algunos casos se hace referencia explicita a unt razonamiento logico o a la
obtencion de relaciones geométricas a partir de ofras establecidas, en otros se habla de
razonamiento ordenado o de razonamiento puro. Se han asociado a esta tendencia 15 de las
respuestas de los profesores, ejemplos.

21)-LA DEMOSTRACION EN G. EUCLIDIANA ES EL RAZONAMIENTO PURO CON ALTO GRADO DE ABSTRACCION
QUE UTTLIZA PARA ELLO LOS AXIOMAS, POSTULADOS, TEOREMAS, COROLARIOS, ETC

$t)-ES LADEDUCCION DE UNA VERDAD O DE UN NUEVO CONOCIMIENTO
-BASADO EN LAS RELACIONES ALGEBRAICAS CON LAS PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS FIGURAS
ENEL PLANO Y EN EL ESPACIO.

1V} Se considera a la demostracion como la aplicacion de teoremas y postulados, ¢ como
una forma de tratar problemas matemiticos o de ingenieria, utilizando proposiciones
verdaderas. Las respuestas de los profesores identificadas en esta tendencia mencionan
diferentes usos de la aplicacion de teoremas: lograr un objetivo, explicar la parte conceptual
de un problema, entre otros; o diferentes formas de llevar a cabo esa aplicacion: ordenada,
sistematizada, légica, o como una herramienta para resolver problemas. Con esta tendencia
se han asociado 18 respuestas, ejemplos:

22) -ES LA APLICACION DE AXIOMAS, POSTULADOS, TEOREMAS Y DEFINICIONES
-EN FORMA SISTEMATIZADA Y ORDENADA

34) -L.A DEMOSTRACION GEOMETRICA EUCLIDIANA ES LA HERRAMIENTA BASICA PARA
EE DESARROLLO DE PROBLEMAS DE INGENIERIA

-EN LA CUAL LA SIMPLIFICACION SE DA EN LOS DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE,

-POR MEDIO DEL CUAL UNO PUEDE DETERMINAR VALORES IMPLICITOS QUE SCLO SE
PUEDEN DETERMINAR POR 8US FORMAS GEOMETRICAS PLANAS
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V) Se considera la demostracién como el estudio formal de las propiedades y de las
formas regulares. Las respuestas de los profesores identificados con esta tendencia hacen
alusion al estudio de fas figuras o fas formas geométricas y de sus propiedades, o al estudio
cientifico de esos aspectos. Se tienen 6 respuestas en correspondencia con esta tendencia,
ejemplos:

48)-L0 QUE SE TIENE QUE HACEREN BASE A LO CIENTIFICO
-PORQLE ANTES SE HACEA EMPIRICAMENTE

) -ES LA APLICACION DEL CONOCIMIENTO EN BASE A AXIOMAS Y POSTULADOS
-RELACIONADO CON PROPIEDADES GEOMETRICAS EN UN PLANO O EL ESPACIO (TRES DIMENSIONES)

VI) Se considera que la demostracién en geometria euclidiana consiste en establecer
relacion entre expresiones algebraicas y figuras geométricas Son 5 las respuestas
identificadas con esta tendencia, ejemplo.

40) -MEDIANTE UNA SERIE DE ECUACTONES ALGEBRAICAS TRADUCIRLAS A UNA INTERPRETACION GEOMETRICA
RELACIONAR UNA ECUACION ALGEBRAICA CON LA GEOMETRIA
“DANDC COMO RESULTADO LA CORRECTA INTERPRETACION DE UNAECC EN SUFORMA GEOMETRICA

Vi) Se considera la demostracion coma cierta clase de andlisis de las figuras geométricas
o de los enunciados de los teoremas. En este caso son 3 las respuestas asociadas, ejemplo.

32)-EN G EUCLIDIANA SE VEN LOS TEOREMAS QUE TIENEN QUE SER DEMOSTRADOS
-POR LO QUE ES LA CIENCIA QUE SE BASA EN LOS TEOREMAS Y SU DEMOSTRACION
-LA DEMOSTRACHON CONSISTE EN HACER UN ANALISIS PROFUNDO DE LO QUE SE MENCIONA EN EL TEOREMA

VIII) Se considera la demostracion como una forma de cueantificacién universal o mn
medio para entender el universo abstracto y concreto. Dos de las respuestas de los
profesores se identifican con esta tendencia, gjemplo:

43 -ES LA CUANTIFICACION DE TODO OBJETQ EXISTENTE EN EL UNIVERSO Y AL PROPIO UNIVERSO

La mayoria de las conceptualizaciones investigadas (55 %) se han asociado con mas
de una tendencia, el promedio es de 1.73 tendencias asociados por respuesta. Al parecer, no
existen tendencias contradictorias entre las propuestas, en todo caso se consideran
complementarias en dos sentidos; en el sentido de que las conceptualizaciones reflejadas en
la mayoria de las respuestas no estan totalmente identificadas con alguna tendencia en
particular, sino que se asocian a dos o més tendencias, y en el sentido de que i conjunto de
tendencias intenta proporcionar un panorama general de las formas en que se concibe la
demostracion en geometria euclidiana entre la poblacion de profesores investigada.

En el Anexo No. 4 se presenta una tabla resumen de la fragmentacion que se ha
hecho de cada una de las respuestas en "unidades de significado”, de su clasificacion en base
a los criterios establecidos, y de las asociaciones establecidas con los rasgos de la
conceptualizacion de referencia y con el modelo de tendencias elaborado en este trabajo de
investigacion.



4.3 Las Conceptualizaciones acerca de la Demostracién en Geometria Euclidiana, en
Relacién al Perfil Profesional y la Experiencia Docente de los Profesores.

Con el objetivo de analizar las conceptualizaciones de los profesores en relacion con
{a informacién adicional que han proporcionado en los cuestionarios, se ha optado por
definir la "calidad” de una conceptualizacion como la cantidad de asociaciones
establecidas, tanto con la conceptualizacion de referencia, como con las tendencias
identificadas.

- En términos generales, el perfil profesional v el nivel de estudios alcanzado por
cada profesor no es indicativo de la calidad de su conceptualizacion, excepcion hecha de
afgunos de los profesores que han cursado el diplomado en Educacidon Matemdtica, llama la
atencion en este sentido, que el profesor con la conceptualizacion de mayor calidad (cinco
rasgos identificados y cuatro tendencias), no tiene una licenciatura, pero si ha cursado dicho
diplomado; otros tres profesores que han cursado ese diplomado tienen también
conceptualizaciores que se podrian considerar como de alta calidad, relativas a la poblacién
investigada.

- En cuanto a la experiencia docente, no se puede afirmar que ésta sea indicativa de
la calidad de la conceptualizacién de cada profesor, de hecho se observan casos
contradictorios entre profesores con amplia experiencia docente, tanto en matematicas como
en general, que tienen conceptualizaciones pobres, y profesores con relativamente poca
experiencia docente cuyas conceptualizaciones son de mayor calidad.

4.4 Comparaciones del Modelo de Tendencias Obtenido con Otros Modelos

- No existe una clasificacion normalizada de las percepciones que los maestros tienen
de las matematicas (Mura, 1993); lo que se observa es la existencia de diferentes propuestas
para caracterizar las concepciones de los profesores acerca de las matematicas y de su
aprendizaje y su ensgfianza.

- Particularmente con respecto a la demostracion en geometria, solo se encontré una
propuesta elaborada por Luis Radford (1994) para caracterizar las conceptualizaciones que
son frecuentes en los alumnos; este modelo consta de tres conceptualizaciones;

- la conceptualizacion fenomenolbgica, en Ia que el aspecto conceptual de los objetos
geométricos existe solo en términos del aspecto figurativo, el cual se restringe a la imagen
concreta;

- la conceptualizacién dindmica-intuitiva, el aspecto conceptual se deslinda del aspecto
figurativo, hactendo posible la aparicion de representaciones del objeto, la figura adquiere
movilidad;

- y la conceptualizacion abstracta-deductiva, en la que el razonamiento rebasa a la figura, la
deduccion se hace a partir de propiedades, relaciones o ambas, entre objetos, explicitamente
aceptadas como ciertas.
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El enfoque de este investigador se centra en el cambio necesario en la
conceptualizacién de los objetos matematicos, como condicion para ¢l entendimiento de la
demostracion geométrica esencialmente como una prueba logica.

Al buscar relaciones entre la propuesta de Radford v fa elaborada en este trabajo de
tesis se observa lo siguiente:
* Tres de las tendencias propuestas, las identificadas con los nimeros V, VI, y VII, tienen
relacién con la conceptualizacion fenomenologica en términos del objeto de estudio de la
geometria y de la demostracion geométrica, es decir, se considera a las figuras geoméiricas
como dicho objeto de estudio.
- La segunda conceptualizacién que Radford sefiala, la conceptualizacion dindmica-intuitiva,
pudiera tener relacion con la tendencia IV, en el sentido en que bajo esa conceptualizacion,
la figura se convierte en una representacion simbélica del concepto, la tendencia IV propone
que las conceptualizaciones de los profesores se centran en la aplicacion de las
proposiciones geométricas en la resolucion de problemas o como un método explicativo.
- Por dtimo Ia conceptualizacion abstracta-deductiva, tiene relacion con la tendencia I, en
el sentido de conceptualizar fa demostracién esencialmente como una prueba ldgica
fundamentada en proposiciones asumidas.

- En témminos de la metodologia empleada para recabar la informacién y para
analizarla, la investigacion aqui descrita es comparable, hasta cierto punto, con la realizada
por Roberta Mura (1993), en el cual esta investigadora identifica doce femas que surgen de
las respuestas de una poblacidn de 106 profesores miembros de los departamentos de
cienclas matematicas en universidades canadienses, a la pregunta: ;Como define Ud. las
matematicas? Aun cuando las condiciones de la investigacion y Ja conceptualizacion que se
busca analizar son diferentes, se observan coincidencias entre los temas identificados por
Mura y las tendencias caracterizadas en este trabajo, como son las siguientes:

- Tanto [as matematicas como la demostracién geométrica se conciben como formas de
razonamiento.

+ L.a manipulacion simbélica y el manejo del lenguaje matematico son referencias con las que
se definen los dos conceptos.

- Las matematicas y la demostracion geoméirica son medios para resolver problemas y para
abstraer modelos de la realidad con los cuales explicasla, asi como para crear ciencia y
tecnologia.

- Ambos conceptos representan el medio que permite enunciar proposiciones verdaderas.

- En ambas tnvestigaciones, una buena parte de las respuestas contienen referencias a mas de
un tema o tendencia, segin sea el caso.

4.5 Conclusiones

- Las conceptualizaciones investigadas muestran una tendencia predominante hacia
considerar a la demostracion en geometria euclidiana mas como una comprobacién o
verificacion de resultados mediante métodos preestablecidos, que como un proceso
deductivo y de construccion de la geometria a partir de definiciones, axiomas y postulados.
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Esto representa cierta incongruencia con los objetivos especificados en el programa de
estudios de ia asignatura correspondiente, Matemiticas Il -Geometria Plana y
Trigonometria- (ver el apartado 1.3); en el programa de estudios referido se enfatiza la
importancia del aprendizaje y la utilizacion del método axiomatico deductivo de la
geometria, para que el estudiante reconozca el caracter sintético de esta rama de las
matematicas y la existencia de una fundamentacién logica necesaria para el establecimiento
de proposictones verdaderas Una condicion deseable para alcanzar estos objetivos, serd una
conceptualizacion referente a la demostracion en geometria euclidiana de los profesores de
la asignatura en correspondencia con ello. Es por esto que se plantea la necesidad de revisar,
o bien, disefiar programas de actualizacion para los profesores del irea de matematicas en
general, y de geometria plana y trigonometria, en particular

- En términos generales, ni la formacion profesional, ni I experiencia docente, son
caracteristicas determinantes de la conceptualizacion acerca de la demostracion en geometria
euclidiana entre la poblacion de profesores investigada, sin embargo, algunos de los
profesores que han cursado el diplomado en Educacion Matematica, han podido desarrollar
conceptualizaciones maés ricas y acordes con el caricter axiomatico deductivo de esta
geometria. En cierta medida, este hecho refuerza la necesidad de involucrar a los docentes
en programas de formacidn y actualizacién de manera que reflexionen acerca de sus propias
conceptualizaciones y sistemas de creencias acerca de las mateméticas v de su aprendizaje y
ensefianza, como una forma de mejorar el proceso de aprendizaje matemético

- Aln cuando no es generalizable a la poblacion investigada, fas respuestas de los
profesores muestran su preocupacion por dar a la demostracién geométrica un significado;
de alguna manera, parece ser que este proceso fundamental de la matemdtica se asume
dentro de la practica docente més como un requisito del programa de estudios, que como un
instrumento potencialmente poderoso para el eatendimiento y el aprendizaje, es de esperar
que un mejor entendimiento de la fundamentacion y el significado de la demostracion, asi
como el conocimiento de alternativas a la demostracion formal por parte de los profesores,
amplie su vision acerca de este aspecto de la matematica y de la geometria en particular y de
su ensefianza y su aprendizaje No se pretende plantear que la demostracion formal sea ¢l
tinico medio en el ambito escolar para establecer [a validacion de proposiciones, en todo
caso, como se ha sefialado por diferentes autores, la formalizacién puede Hegar como la
altima etapa del entendimiento matematico; la demostracion no formal puede jugar entonces
un papel muy importante para lograr dicho entendimiento.
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ANEXO No. 1 CUESTIONARIO I

Este cuestionario forma parte de un trabajo de investigacion en el que se pretende determinar las
conceptuslizaciones que los profesores de matemiticas tienen acerca de Ja demostracién en la
geometria euclideana. La informacion que proporciones serd de gran valia para esta investigacion, por
esto es muy importante que seas lo mas explicito posible en tus respuestas; no es necesario que
consultes algin texto u otra fuente, pues lo que para esta investigacién interesa son tus propias
conceptualizaciones. Es importante también mencionar que esta informacion serd absolutamente
confidencial y solo se utilizara para el propdsito ya sefialado. De antemano gracias por tu colaboracién,

! Nombre:
2 Plantel. 3. Turno- 4. Categoria:
5. Formagién Profesional: Indica el nombre de la especialidad y si eres Estudiante, Pasante o Titulado.
a) Licenciatura
b) Maestria:
¢) Doctorado:
d) Especializacion:
¢) Diplomado:
f) Otra v otras;

6. Experiencia Docente en Matematicas  a) Afios como docente de matematicas:
b) Materias o asignaturas impartidas con mayor frecuencia, indicando el nivel escolar:

¢} ¢Cuintas ocasiones has impartido el curso de Matemdticas IO - Geometrfa Plana y
Trigonometria?

7. Experiencia Docente en general (excepto en matematicas): a) Afios como docente:
b) Materias o asignaturas impartidas con mayor frecuencia, indicando e} nivel escolar:
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8 Que es la demostracion en geometria euclideana?

12



9. ,Qué son las matematicas®
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10 ;Qué observaciones consideras pertinentes hacer a este cuestionario?

a) En cuanto al formato. Aspectos como la presentacion, la distribucion, ¢! tamafio de la letra, los
espacios para las respuestas, efc.

b) En cuanto al contenido: Aspectos como la claridad de las preguntas, o de la clase de informacion
solicitada.

¢} En cuanto al proposito del cuestionario:

d) ,Qué otras sugerencias consideras para mejorar este cuestionario?
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ANEXO No. 2
OBTENCION DE LA CONCEPTUALIZACION DE REFERENCIA

+ Planteamientos hechos por diferentes autores e investigadores en relacién al
significado de la demostracién en geometria euclidiana y en mateméticas.

A) "Una teoria axiomdtica, segin la entendian Aristdteles y Euclides, es un conjunto de
verdades acerca de un ambito determinado de la realidad, conjunto organizado de tal manera
que casi todos los conceptos que intervienen en la teoria son definidos a partir de unos
pocos conceptos primitives, que no se definen, y casi todas las verdades que componen la
teoria son demostradas a partir de unas pocas verdades primeras o axiomas, que no se
demuestran. Los conceptos primitivos no necesitan ser definidos, pues los conocemos
intuitivamente. Y los principios primeros o axiomas no necesitan ser demostrados, pues su
verdad es evidente y la captamos por intuicion. Aplicar el método axiomatico a un ambito
determinado de la realidad consiste en organizar nuestro saber acerca de ese ambito en
forma de teoria axiomatica." (Mosterin, J. (sin fecha de edicion), Conceptos y Teorias en la
Ciencia, Alianza Universidad )

B) Existen dos formas fundamentalmente distintas de adquirir conocimientos del mundo que
nos rodea: el proceso inductivo, mediante la observacion de numerosos casos particulares se
Hlega a la idea de la existencia de una ley general, y el proceso deductivo, en el que se
conocen ya ciertas leyes generales y se aplica ese conocimiento a casos particulares. Una
demostracién es una cadena de deducciones a través de las cuales se deduce la veracidad de
la proposicion que debe probarse, a partir de axiomas y proposiciones previamente
establecidas. La conclusion de una demostracién no sélo se apoya en lo que es obvio, sino
también en la habilidad para pensar y razonar. La demostracion en geometria establece las
propiedades de las figuras espaciales en toda su generalidad, es este hecho el que justifica la
necesidad de demostrar, ademas de convertir a la geometria en un sistema metddico de
conocimientos cientificos. Las demostraciones son necesarias como consecuencia de una ley
fundamental del pensamiento correcto -la ley de la razén suficiente- de acuerdo con la cual
nuestras aseveraciones deben tener un fundamento riguroso para que sean verdades.

Los requisitos de una demostracion correcta son:

- s6lo debe basarse en axiomas o en teoremas previamente demostrados

- todas las deducciones involucradas deben ser correctas

- el proposito de la demostracién es establecer la veracidad de la proposicién que debe
probarse, y no sustituirla por alguna otra proposicién

Ademas es factible utilizar el anlisis como razonamiento cientifico al considerar la pregunta.
iDe qué proposiciones puede obtenerse por deduccion la proposicion que se desea probar?
En [a geometria no se estudian axiomas aislados sino un sistema completo de axiomas.
Existen tres condiciones fundamentales que debe satisfacer todo sistema axiomético:
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- La condicion de consistencia: los axiomas no sélo deben ser compatibles entre si, sino que,
entre las proposiciones deducidas a partir de los axiomas no debe haber dos cualesquiera que
se contradigan

- La condicién de independencia- también debe tenerse cuidado de no incluir en nuestro
sistema de axiomas, proposicion alguna que pueda deducirse de otros axiomas, de lo
contrario, dicha proposicién no seré un axioma sino un teorema

- La condicion de completo: si el sistema de axiomas estd incompleto, entonces siempre es
posible construir una nueva proposicion (por supuesto una proposicién que use los mismos
conceptos fundamentales que los axiomas) que no es deducible a partir de los axiomas y que
tampoco los contradice. Si el sistema de axiomas estd completo, cualquier nueva
proposicion que se agregue y que use los mismos conceptos, es una consecuencia de estos
axiomas o bien los contradice. (Fetisov, A. (1973); La Demostracion en Geometria, editorial
Limusa-Wiley, 8. A., México.)

C) Toda demostracion es una prueba y toda prueba es una argumentacion, sin que valgan
sus conversas. Una argumentacion estd constituida basicamente de tres componentes: un
conjunto de premisas, una conclusion y una linea de discurso tendida entre ellas. Una prueba
explicita una pretensién cognoscitiva o acentda en tal sentido las dimensiones informativa,
explicativa o justificativa de la argumentacion. Para que un argumento sea una prueba, debe
tener un valor cognoscitivo o una fuerza epistémica superiores a los representados por la
mera proposicion de la conclusion propia del argumento en el marco de discurso dado. Una
prueba en un marco discursivo dado, es una demostracion de la conclusién obtenida sélo si:
- es una deduccién Idgicamente concluyente ...es una accién discursiva que supone la
mediacidn de una relacion logica de consecuencia . .

- hace saber a algiin agente discursivo que algo (la conclusion) es (o no es) el caso, " .. hacer
saber es una manera de probar que algo es el caso por sus causas y/o razones pertinentes e
intrinsecas.”, y

- es una prueba <<acogente>>, representa un alto grado de poder de conviccion y de
reconocimiento, " ...la cogencia responde al caracter holista de la demostracion, cuyo saber
da razoén de que tal haya de ser el resultado de modo que esta conclusion no es
independiente de 1a linea seguida de justificacion ..."

Estos tres requisitos se identifican en tres Ambitos que son el logico, el epistemolégico y el
pragmético, respectivamente. (Vega, L. (1992); ;Pruebas o demostraciones? Problemas en
torno a la idea de la demostracion matematica, en: Mathesis, No. 8, pp. 155-177)

D) El conocimiento matematico es un tipo de conocimiento proposicional, proposiciones
aceptadas bajo la condicion de que existen fundamentos adecuados para su aseveracion
Esto es posible sobre fa base Gnica de la razdén, que consiste en ¢l uso de logica deductiva y
definiciones usadas en conjuncién con un grupe de axiomas o postulados matematicos
asumidos desde los que se infiere el conocimiento matemitico, esto es en lo que consiste la
demostracién deductiva.

La demostracién de una proposicién matematica se lleva a cabe en una secuencia
finita de afirmaciones que terminan precisamente en esa proposicién; dicha secuencia
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satisface la siguiente propiedad: "Cada afirmacién es un axioma extraido de un conjunto de
axiomas previamente establecido, o es derivada por una regla de inferencia desde una o mas
afirmaciones precedentes en la secuencia El término ‘conjunto de axiomas' es concebido
ampliamente para incluir afirmaciones que son admitidas en una demostracidn sin
demostracion previa, incluyendo axiomas, postulados y definiciones " (p. 5).

En la demostracion matematica se asumen dos clases de proposiciones: matematicas
y togicas. Las proposiciones matematicas asumidas son las definiciones y los axiomas. Las
proposiciones logicas asumidas son las reglas de inferencia, que forman parte de una teoria
de la demostracién subyacente, y la sintaxis subyacente del lenguaje formal. (Ernest, P.
(1991); The Philosophy of Mathematics Education, The Falmer Press, Rankine Road,
Baringstoke, Hampshire )

E) El rigor légico ejerce una influencia restrictiva que es de gran valor en circunstancias
peligrosas, o cuando se consideran cuestiones sutiles.

La intuicion proporciona una especie de <<tacto>> para el tema, permite ver que un
teorema es cierto, sin necesidad de una demostracion formal, y sobre esta vision construir
una demostracion que funciona.

La intuicion debiera anteceder a la demostracion formal Una demostracion intuitiva permite
comprender por qué un teorema debe ser cierto, la logica proporciona una base firme para
demostrar que es cierto. (Stewart, L. (sin fecha de edicidn), Conceptos de Matematica
Moderna, Alianza Editoriat.)

F) En los mejores casos, la demostracién da una comprension mas profunda al revelar el
alma de! problema. La demostracidn sugiere nuevos desarrollos. El novel que estudia
demostraciones se esti acercando a la creacion de nuevas mateméticas. La demostracion es
energia matematica, es la tension eléctrica que da vida y dinamiza los enunciados, estaticos,
de los teoremas.

La demostracién es rito y celebracion de la potencia de la razén pura. Tal gjercicio de
reafirmacion y confianza en nosotros mismos puede resultar sumamente necesario, en vista
de los intrincados embrollos a los que el pensar con claridad nos lleva claramente

Esta geometria fue el primer ejemplo de sistema deductivo formalizado, y se ha tomado
como el paradigma de este tipo de sistemas. También la geometria ha sido un terreno
propicio para ia prictica def razonamiento I6gico, y, con razén o sin elfa, se ha sostenido que
el estudio de la geometria proporciona al estudiante una formacion basica en tal
razonamiento. (Davis, P. /Hersh, R. (1988); Experiencia Matemdtica, Editorial Labor S. A,
Espaita.)

G) "Cuando se presenta la necesidad de convencer a alguna persona en relacidn a alguna
afirmacidn que hacemos, buscamos sustentar esta en una 0 mas proposiciones que nuestro
intetlocutor pueda aceptar como verdaderas. De este modo, e hacemos ver que la
afirmacin en cuestion es consecuencia de las otras proposiciones que si puede admitir sin
dificultad. Gracias a este proceso podemos convencerlo de la afirmacion inicial.
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Los elementos caracteristicos de una demostracion son;

- Un conjunto de proposiciones que sirven de apoyo para convencer a nuestro interlocutor
Esto es [0 que se conoce como premisas del razonamiento.

- Un procedimiento togico que nos permite encadenar adecuadamente tales proposiciones y
que nos conduce de unas a otras hasta la aseveracion inicial. Esto es la deduccion.

Una proposicion matemética no se comprueba en la experiencia. Su exactitud es
inalcanzable por toda prueba experimental. En consecuencia, la verdad de una proposicion
matematica es independientemente de su correspondencia con el mundo exterior Su verdad
es de caricter 16gico, depende de la coherencia interna del sistema en que se encuentre. Su
demostracidn lagica es lo Gnico que nos puede garantizar su verdad.

En la geometria euclidiana no tenemos una coleccidn azarosa de proposiciones, sino
un sistema de conocimientos construido con apego estricto a las leyes de la logica

Es patente el importante papel que ha jugado la imagen grifica en la demostracion,
La figura dibujada es una especie de detonador de nuestra intuicién que nos impulsa en la
construccion de la deduccién. Este tipo de demostraciones son las mas caracteristicas de la
geometria euclideana, demostraciones en las que es mas importante hacer construcciones,
dibujar lineas auxiliares; que elaborar cadenas de inferencias formales.

La demostracién en geometria procede de manera sintética: por construccién,
Nuestra brizjula es la intuicion y nuestro barco el pensamiento logico " (Salinas, J. (1991);
Acerca de la Demostracién en Geometria, en: Educacion Matemdtica, Vol. 3 - No. 3,
Diciembre de 1991.)

H) "...una prueba logica es un "sefialamiento” o una “indicacién” de las implicaciones entre
un conjunto de proposiciones llamadas axiomas y otro conjunto de proposiciones llamadas
teoremas ...los axiomas mismos no se demuestran ...pues se considran verdades evidentes
por si mismas ... Pero que una proposicion resulte obvia o no depende de las condiciones
culturales y de !a preparacion individual de las personas ... Si bien los axiomas son
logicamente anteriores a lIos teoremas, el orden temporal en el que se descubre la
dependencia logica de las proposiciones hace que los axiomas sean posteriores a los
teoremas.” (desde el punto de vista historico de la construccion de la geometria euclidiana).
*1.as proposiciones pueden demostrarse exponiendo las relaciones de implicacion que tienen
entre si, pero no s posible demostrar todas las correspondientes a un sistema dado, pues de
los contrario nuestro razonamiento caeria en un circulo vicioso." (Cohen, M. /Nagel, E,
(1993); Introduccion a la Logica y al Método Cientifico, Amorrorfu editores, Buenos Aires,
Argentina.)

I) "La demostracion de un teorema matemético se efectua por una cadena de simples
razonamientos deductivos ..Cada uno establece, respecto a las proposiciones bésicas
aceptadas (hipotesis), una conclusidn resultante incontrovertible, si ha sido valido el
razonamiento." ...Un sistema matematico comrectamente construido estid entonces
caracterizado por una frontera de postulados (derivado de la palabra latin para pedidos), o
aviomas que son aceptados inicialmente, sin demostracion o idea de demostracion, como
base de operaciones para el subsiguiente edificio deductivo.” ..A su vez, puesto que los
postulados iniciales deben ser establecidos en funcion de palabras y conceptos cuya
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significacion ha sido ya establecida, es igulamente claro que debe haber, mas alli de la dltima
frontera, por lo menos un concepto que queda completamente mdefinido.” (Merriman, G.
(1948);, Matematica Simplificada, ESPASA-CALPE Argentina, § A: 1" edicion, Buenos
Aires.)

* Primera sintesis de los planteamientos considerados

En esta primera sintesis se obtuvo una serie de 19 rasgos caracteristicos de la
demostracién en geometria euclidiana, esto se hizo comparando los planteamientos entre si,
para distinguir, entre los rasgos que cada autor expone, cuales coinciden y cuales son
particulares en cada caso. La sintesis obtenida es la siguiente.

1} Una demostracion es una cadena de deducciones a través de las cuales se deduce la
veracidad de la proposicion que debe probarse, (Fetisov)

2) Dicha cadena de deduccciones satisface la siguiente propiedad: Cada proposicion es un
axioma extraido de un conjunto de axiomas previamente establecido, o es derivada por una
regfa de inferencia desde una o més proposiciones precedentes en la secuencia. (Ermest)

3) En la demostracion matematica se asumen dos clases de proposiciones: matematicas y
I6gicas. Las proposiciones matematicas asumidas son las definiciones y los axiomas Las
proposiciones logicas asumidas son las reglas de inferencia, que forman parte de una teoria
de la demostracién subyacente, y la sintaxis subyacente del lenguaje formal (Ernest)

4) Las demostraciones son necesarias como consecuencia de una ley fundamental del
pensamiente correcto -la ley de la razdn suficiente- de acuerdo con la cual nuestras
aseveraciones deben tener un fundamento riguroso para que sean verdades. (Fetisov)

5) Como sistema axiomdtico, la geometria euclidiana funciona como un conjunto de
conocimientos organizado de tal manera que casi todos los conceptos que intervienen en la
teoria son definidos a partir de unos pocos conceptos primitivos, que no s¢ definen, y casi
todas las verdades que componen la teoria, los teoremas, son demostradas a partir de unas
pocas verdades primeras o axiomas, que no se demuestran. (Mosterin).

6) Las proposiciones pueden demostrarse exponiendo las relaciones de implicacion que
tienen entre si, pero no es posible demostrar todas las correspondientes a un sistema dado,
pues de los contrario nuestro razonamiento caeria en un circulo vicioso. (Cohen y Nagel)

7} Los conceptos primitivos no necesitan ser definidos, pues los conocemos intuitivamente.
Y los principios primeros o axiomas no necesitan ser demostrados, pues su verdad es

evidente y la captamos por intuicion. (Mosterin)

8) La demostracion en geometria procede de manera sintética: por construccién, (Salinas)
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9) En la geometria no se estudian axiomas aislados sino un sistema completo de axiomas.
{Fetisov)

10) Existen tres condiciones fundamentales que debe satisfacer todo sistema axiomatico:

a) La condicion de consistencia: los axiomas no solo deben ser compatibles entre si, sino
que, entre las proposiciones deducidas a partir de los adomas no debe haber dos
cualesquiera que se contradigan.

b) La condicién de independencia: también debe tenerse cuidado de no incluir en nuestro
sistema de axiomas, proposicién alguna que pueda deducirse de otros axiomas, de lo
contrario, dicha proposicién no serd un axioma sino un teorema,

¢) La condicion de completo: si el sistera de axiomas est incompleto, entonces siempre es
posible construir una nueva proposicion (por supuesto una proposicién que use los mismos
conceptos fundamentales que los axiomas) que no es deducible a partir de los axiomas y que
tampoco los contradice. Si el sistema de axiomas estd completo, cualquier nueva
proposicion que se agregue y que use los mismos conceptos, es una consecuencia de estos
axiomas o bien los contradice. (Fetisov)

11) Si bien los axiomas son légicamente anteriores a los teoremas, el orden temporal en el
que se descubre la dependencia logica de las proposiciones hace que los axiomas sean
posteriores a los teoremas (desde el punto de vista histérico de la construccion de la
geometria euclidiana). (Cohen y Nagel)

12} Una proposicién matematica no se comprueba en Ia experiencia. Su exactitud es
inalcanzable por toda prueba experimental. {Salinas)

13} La verdad de una proposicidon matemética es independientemente de su correspondencia
con el mundo exterior. Su verdad es de caracter logico, depende de la coherencia interna del
sistema en que se encuentre. Su demostracion logica es lo tinico que nos puede garantizar su
verdad {Salinas)

14} La conclusion de una demostracion no solo se apoya en lo que es obvio, sino también en
la habilidad para pensar y razonar. (Fetisov)

15) La demostracion en geometria establece las propiedades de las figuras espaciales en toda
su generalidad, es este hecho el que justifica la necesidad de demostrar. (Fetisov)

16) La demostracion convierte a la geometria en un sistema metodico de conocimientos
cientificos {Fetisov)

17) Esta geometria fue el primer ejemplo de sistema deductivo formalizado. (Davis y
Hersh)

60



18) La geometria euclideana se ha tomado como el paradigma de este tipo de sistemas
deductivos. {Davis y Hersh)

19) Es patente ¢l importante papel que ha jugado la imagen grafica en la demostracion La
figura dibujada es una especie de detonador de nuestra intuicion que nos impulsa en la
construccion de la deduccion. Este tipo de demostraciones son las mis caracteristicas de la
geometria euclideana, demostraciones en las que es mas importante hacer construcciones,
dibujar lineas auxiliares; que elaborar cadenas de inferencias formales. (Salinas)

» Segunda sintesis de los planteamientos considerados

Esta segunda sintesis surge ante la necesidad de contar con un marco referencial que
fuese lo més sintético posible, es decir, una conceptualizacion de referencia en la que se
incluyeran los rasgos caracteristicos mds esenciales de la demostracién en geometria
euclidiana. Esto se hizo con la finalidad de establecer comparaciones mas objetivas entre las
respuestas de los profesores y la conceptualizacion de referencia:

1) La demostracion en geometria euclidiana es una cadena o secuencia deductiva cuya
finalidad principal es establecer la validez de la proposicion que debe probarse, es decir, el
teorema.

2) En la demosiracién geoméirica se asumen dos clases de proposiciones, matematicas y
logicas. Las proposiciones mateméticas asumidas son las definiciones, los axiomas y los
postulados. Las proposiciones logicas asumidas son fas reglas de inferencia.

3) Las proposiciones se refieren a dos clases de entidades o conceptos geométricos: los
términos primitivos o comunes, que no se definen; y los términos definidos, que se
construyen a partir de los primeros.

4} Cada proposicién matematica que aparece en fa secuencia deductiva es un axioma
extraido de un conjunto de axiomas previamente establecido, o es derivada por una regia de
inferencia desde una o mds proposiciones precedentes en la secuencia, o bien estd
constituida por un tecrema ya demostrado. El término conjunto de axiomas se concibe
ampliamente incluyendo cualesquiera afirmaciones admitidas sin demostracion previa, estas
son los axiomas, los postulados y las definiciones

5) El conjunto de axiomas debe cumplir las condiciones de ser:

- Consistente; los axiomas deben ser compatibles y no debe existir contradiccion alguna
entre dos cualesquiera.

- Independiente; no debe incluir axioma alguno que pueda deducirse de los restantes.

- Completo, cada nueva proposicidn es consecuencia de los axiomas asumidos, o bien los
contradice.
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Por iltimo, cada uno de los rasgos caracteristicos considerados en la
conceptualizacion de referencia obtenida de la segunda sintesis, se fragmentaron en rasgos
"independientes”, es deir, rasgos con un significado propio y definido. El producto de este
proceso es finalmente La Conceptualizacion de Referencia:

- Conceptualizacién de referencia

1.1) La demostracion en la geometria euclidiana es una cadena o secuencia deductiva de
proposiciones.

1.2) Su finalidad principal es validar la proposicion que se quiere probar, es decir de un
teorema.

2 1) Existen proposiciones matematicas asumidas, estas son las definiciones, los axiomas y
los postulados.
2.2) Existen proposiciones de la 10gica clasica asumidas, estas son las reglas de inferencia.

3.1) Las entidades o conceptos geométricos a los que se refieren las proposiciones pueden
ser términos primitivos o comunes, que no se definen,
3.2) o pueden ser términos definidos, que se construyen a partir de fos primeros,

4.1) Cada proposicion en la secuencia deductiva es un axioma extraido de un conjunto de
axiomas previamente establecido;

4.2) o es deducida desde una o més proposiciones precedentes en la secuencia;

4.3) o bien esta constituida por un teorema ya demostrado.

5 1) El conjunto de axiomas asumidos debe ser consistente.

5.2) El conjunto de axiomas asumidos debe ser independiente.
5.3) El conjunto de axiomas asumidos debe ser completo.

62



ANEXO Ng. 3

. Caracterizacion de las Tendencias en las Conceptualizaciones de los Profesores
acerca de la Pemostracion en Geometria Euclidiana:

1) Se considera a la demostracion como una manera de comprobar o establecer la
veracidad de una proposicion geométrica. Las respuestas de los profesores identificadas
esta tendencia incluyen referencias a diferentes métodos de comprobacién como empiricos,
aritméticos, graficos y algebraicos Se conceptualiza la demostracion con verbos como
comprobar, verificar, demostrar, explicar, justificar, hacer entender, llegar a una concluston,
Y se hace referencia a la comprobacion de diferentes clases de proposiciones, desde axiomas
y postulados hasta teoremas y corolarios.

I} Se considera la demostracion euclidiana como algin tipo de procedimiento
predeterminado o un proceso en el que se presentan etapas ordenadas de acuerdo a cierta
logica. A decir de los profesores, en algunos casos este proceso tieme la funcidn de
establecer la validez de una proposicién, en otros se considera como un algoritmo que se
debe seguir, o se considera, también, como un proceso heuristico.

II) Se considera Ia demostracion euclidiana como una deduccién o algin tipe de
razonamiente. En algunos casos se hace referencia explicita a un razonamiento logico o a fa
obtencién de relaciones geométricas a partir de otras establecidas, en otros se habla de
razonamiento ordenado o de razonamiento puro.

IV) Se considera a la demostracion como la aplicacién de teoremas y postulados, o como
una forma de tratar problemas matematicos o de ingenierfa, utilizando proposiciones
verdaderas. Las respuestas de los profesores identificadas en esta tendencia mencionan
diferentes usos de la aplicacion de teoremas: lograr un objetivo, explicar la parte conceptual
de un problema, entre otros; o diferentes formas de llevar a cabo esa aplicacion: ordenada,
sistematizada, l6gica, o como una herramienta para resolver problemas.

V) Se considera la demostracion como el estudio formal de las propiedades y de las
formas regulares. Las respuestas de los profesores identificados con esta tendencia hacen
alusién al estudio de las figuras o las formas geométricas y de sus propiedades, o al estudio
cientifico de esos aspectos.

VI) Se considera que la demostracién en geometria euclidiana consiste en establecer
relacién entre expresiones algebraicas y figuras geométricas.

VII) Se considera la demostracion como cierta clase de anélisis de las figuras geométricas
o de tos enunciados de los teoremas.

VIIT) Se constdera la demostracion como una forma de cuantificacion universal o un
medio para entender el universo abstracto y concreto.
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ANEXO No. 4

« Cuadro resumen de la fragmentacién de las respuestas de los profesores a Ia
pregunta ;Qué es la demostracién en geometriz euclidiana? en "unidades de
significado”. Asi como la clasificacion y las asociaciones de dichas unidades con los
rasgos de la conceptualizacion de referencia y con las tendencias identificadas en el
modelo de conceptualizaciones acerca de la demostracién en geometria euclidiana.
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