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Prefacio

El presente texto se inicié bajo la motivacién de presentar un trabajo de
investigacion que trate el punto medular de una de las principales dreas de
la teoria moderna de los conjuntos: el universo construible.

Desde el momento en que el universo construible aparece como una posi-
bilidad real para modelar el mundo de los objetos matemdticos, se pre-
senta vilido el hecho de estudiar, desde la matemadtica misma, tanto sus
propiedades intrinsecas, como el comportamiento de algunos objetos ma-
tematicos (distinguidos y reconocidos) que en él habitan. Es por esto que
el presente trabajo encuentra una motivacién todavia mayor en el estudio
de algunos principios (o propiedades) que refieren a ciertos objetos del uni-
verso construible, y que dan respuesta (al menos parcial) a varios problemas
cldsicos(Souslin, Cantor y Kurepa).

Es asi como este trabajo de tesis intenta aparecer, por un lado, como un
texto bien armado en el cual se expone de manera detallada la construccién
del universo construible y sus propiedades basicas, encontrando (para esto)
soluciones a ciertos pasos claves (comunmente omitidos en la bibliografia)
para dar continuidad a una exposicién clara del universo construible. Por
otro lado, se exponen y presentan de manera detallada algunas propiedades
que versan sobre ciertos cardinales de dicho universo, las cuales resultan
tener implicaciones mas alld de la mera especulacion conjuntista. Es decir,
en su esencia estan implicitos resultados que salen de la teoria de los con-
Jjuntos hacia otras ramas e intereses matematicos. Ademas, se pretende que
este texto funcione como una introduccién a las pruebas de consistencia re-
lativas segiin el método de Modelos Internos. Por ultimo, podemos decir que
con este trabajo intentamos ofrecer a los estudiantes de posgrado que cursen
sus primeras materias de teoria de conjuntos, un texto autocontenido que
facilite el entendimiento de estos temas y que ayude a encontrar en estos, al
menos un poco del exquisito sabor de la teoria moderna de los conjuntos.

iii
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En el primer capitulo aparecen las nociones basicas, necesarias para lle-
var a cabo un desarrollo completo de los capitulos posteriores. Se debe
poner especial atencién en la seccién 3, que refiere a los conjuntos c.n.a.
y estacionarios, pues las demostraciones que ahi aparecen servirin como
introduccidn para entender las demostraciones que se llevardn a cabo en el
capituio 3.

El segundo capitulo es central; se hace un estudio exhaustivo de la cons-
truccidn del universo construible, las nociones involucradas, y su caracter de
modelo interno de ZFE+HGC+(V=L)}. La definicién de Ia nocién de defini-
bilidad que se ofrece, es la que propone Karp en [Karp 1967], segiin la cual
se hace una “conjuntizacién” de la sintaxis, similar a la aritmetizacién de la
sintaxis desarrollada por Gédel para demostrar los teoremas de incomple-
tud. Ademss presentamos una definicién alternativa, ligada a la definicién
original de Godel [Godel 1940}, donde se definen los estratos de la jerarquia
construible en términos de la cerradura de un conjunto de operaciones (las
recursivas primitivas). Esta segunda definicién, se agrega para dar una de-
mostracion clara y completa del lema 4.2 (Cap. 2), el cual aparece en varias
ocasiones como necesario para demostrar ciertas afirmaciones importantes,
como por ejemplo, el lema de condensacién. Ahora, es necesario demostrar
que ambas definiciones en realidad coinciden. Es por esto que se debe poner
especial atencién en los resultados de la parte final de la seccién 2.3, pues la
construccidn y seguimiento de las demostraciones aparecen como originales.
También la demostracién del lema 4.2 es una demostracién que no aparece
como ta] en la bibliografia correspondiente.

En el capitulo final se introduce el Principio de Jensen, demostrando ahi,
su independencia de la teoria de los conjuntos, y sus primeras implicaciones,
como lo son las soluciones parciales a los problemas de Souslin y de Cantor.
También se presentan siete versiones equivalentes a este principio, algunas
de las cuales no aparecen en la bibliografia, con la intencién de motivar un
mayor entendimiento de lo que afirma dicho principio. Después. se agregan
dos extensiones propias del principio de Jensen, con la finalidad de seguir
el propdsito de estudiar caracteristicas del universo construible y el papel
que juega, via estas extensiones, para resolver otros problemas matematicos,
como el problerna de Kurepa.

Por 1ltimo, quiero expresar mi gratitud hacia las personas e instituciones
que durante estos tres afios de estudios me brindaron apoyo. De la Direccidn
de Intercambio Académico de la UNAM, recibi una gran ayuda econémica.
tanto en los dos anos en los que cursé los créditos de la Maestria, como
en mi proyecto de tesis. También agradezco a la Universidad Auténoma
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de Baja California Sur, y a la Seccién de Metodologia y Teorfa de la Cien-
cia del CINVESTAV, muy en particular a su bello grupo de investigadores
con los que tuve el gusto de disfrutar grandes momentos. Una vez mds, el
Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias abrié su puerta
del conocimiento y pasién en voz de Santiago Ramirez, Carlos Torres, José
Alfredo Amor y Rafael Rojas, hacia mi preparacién. A ustedes, muchas gra-
cias. Muy importante fue la aparicién, en las aulas de la facultad, de Luis
Miguel Villegas, quien con sus ganas de disfrutar de la teoria de los con-
juntos me ofrecid clarificar la eleccion del camino que ahora elijo y adoro.
Como siempre, debo decir que a mi hermosa Erica le debo este trabajo, pues
sin conocer de axiomatizaciones, ni de cardinales mayores, disfruta conmigo
del paraiso cantoriano.

Diego Rojas R.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan todas las definiciones y resultados bésicos que
requerimos para los capitulos posteriores. Es recomendable poner atencién
a las secciones 3, 4 y 5, pues aunque se trate de cuestiones basicas, en éstas
aparecen conceptos fundamentales.

A lo largo del capitulo se demostrardan aquellos resultados cuyas de-
mostraciones involucren métodos ¥ conceptos que se usaran en otros capitulos.

1.1 Teoria de los conjuntos

Se entiende que la teoria de los conjuntos es la coleccién de todas aquellas
afirmaciones verdaderas que refieren a “conjuntos”.

i Qué son, pues, los conjuntos?, jcomo se enuncian dichas afirmaciones?
y iqué significa que una proposicion tal sea verdadera?

En esta seccion se introduce la nocién axiomatica de conjunto. También
se introduce un lenguaje formal, en el cual es posible expresar las afirma-
ciones acerca de los conjuntos, se define la nocion de verdad para estos
enunciados conjuntistas con respecto a una estructura. Ademads, es necesario
hacer algunas aclaraciones con respecto a colecciones de conjuntos llamadas
clases. Por iltimo, se presenta alguna notacién conjuntista que usaremos.

La nocion de conjunto que se maneja actualmente, gracias a las aporta-
ciones de Zermelo, Fraenkel y Skolem, es la nocién axiomética de conjunto.
Asi, se entenderd por conjunto aquella coleccidn que se pueda generar a par-
tir de otros conjuntos aplicando los axiomas de la teoria de los conjuntos.

La necesidad de establecer un lenguaje, con el propdsito de hacer clara
la idea de enunciar propiedades conjuntistas, se asoma como necesaria res-
puesta a las preguntas ;jcémo se expresan las propiedades que refieren a los
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conjuntos?, ;segin que lenguaje?.

A continuacién definimos el lenguaje de primer orden para la teorfa de
los conjuntos. A partir de éste, podremos enunciar formalmente los axiomas
de la teoria de los conjuntos (ZFE).

1.1 Definicion. El lenguje para la teoria de los conjuntos (LTC) se com-
pone de un conjunto de simbolos y reglas para la formacién de expresiones
gramaticalmente correctas (férmulas):

1. Stmbolos del lenguaje:

(a) Simbolos de puntuacion: (, ).

(b) Simbolos de relacidn: €, =.

(c) Simbolos de variable: Para cada nimero natural n, v, es un
simbolo de variable.

(d) Simbolos ldgicos: -, A, 3.
2. Formulas:

(a) Férmulas primitivas: Si z,y son simbolos de variable, entonces
las expresiones (z € ) y (¢ = y) son férmulas
primitivas.
(b) Férmulas:
i. Las férmulas primitivas son férmulas.
ii. St ¢, son {érmulas, entonces las expresiones (—¢) y
(¢ A ) son férmulas.
ili. Si ¢ es una férmula y = es un simbolo de variable, entonces
la expresién (3z¢) es una férmula.

Las convenciones sobre uso de parentesis, las interpretaciones de los
simbolos logicos y del simbolo == son las usuales. De igual manera, las
abreviaciones introducidas por los conectivos —, V, «s, ¥, 3. La inter-
pretacion del simbolo € dependerd de la estructura, sin embargo, a lo largo
de este libro, no estaremos interesados més que en aquellas estructuras que
interpreten al simbolo € como la pertenencia de conjuntos (esfructuras es-
tandar).

A continuacidn se definen los axiomas que componen la teoria de los
conjuntos (ZFE) en términos del lenguaje LTC. También definimos. ahi
mismo, las diferentes subteorias de ZFE que se mencionardn en ¢l texto:

1.2 Definicion. La teoria ZFE, es aquella que parte de los axiomas:
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. Axioma de Extensionalidad:

VzVy(Vz((z € z) « (z € y)) = (z = y)).

. Axioma de Par:

VeVydaVu((u € z) & ((u = z) V (u = y))).

. Axioma de Unidn:

Vz3zVu((u € z) « Iy((y € z) A (u € ))).

. Axioma de Potencia:

YzIzVu({u € z} « Vo((v € u) — (v € 1))).

. Axioma de Infinito:

3z(y(y € z) AVY((y € z) = 3z((z € 5) A (y € 2)))).

. Axioma esquema de Subconjunto. Para cualquier férmula

#{vo, 11, ...,v,) de LTC, el siguiente es una instancia del esquema de
separacién:

Vo1 .. VpaV2rIgvu((e € y) «» ((u € ) Ad(w,p1, ..., Pn))).

. Axioma esquema de reemplazo. Para cualquier férmula

&(z,y,v1,...,v,) de LTC, el siguiente es una instancia del esquema
de reemplazo:

[V‘Pl L Vpnlvzay((p(z? v.pP,--- :Pn) sz(¢(ﬂ:i Zy Py - 1pn-)
— y = z)) = Vuv(Vz € u)(Jy € v)d(z,y,v1, ..., v}t

. Axioma de Regularidad:

Ve(3y(y € z) — Iy((y € £} AV2{((z € y) — ~{z € z)))).

. Axioma de Eleccidon:

VYzIy(y © = x z A “y bien ordena a ).
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La teoria ZF es aquella que parte de los axiomas 1-8. Es decir, abusando de
notacion, “ZF+Axioma de Eleccién=ZFE".

La teoria ZF~ es aquella que parte de los axiomas 1-3 y 5-8, es decir,
“ZF~ 4 Axioma de Potencia = ZF”.

Tal como mencionamos arriba, entenderemos por conjunto, toda aquella
coleccién de la que se pueda afirmar su existencia en ZFE. Los conjuntos
son, pues, los objetos del discurso de ZFE, es decir, los valores que toman
las variables. De igual manera, se podria pensar en la nocién de conjunto
restringido a las subteorias ZF y ZF ™.

Denotaremos con V a la coleccién de todos los conjuntos. Dado que la
existencia de V no se puede afirmar en ZFE (suponiendo que ZFE es consis-
tente), pues si fuera el caso, entonces ZFE seria inconsistente (el argumento
es la paradoja de Russell u otras). Entonces V, es una coleccién que no es
un conjunto, pero que se puede definir en ZFE, es decir, la férmula z ~ =
define a la coleccién V. Cualquier objeto del discurso de ZFE (conjunto)
que satisfaga a x & z estd en V y viceversa.

A este tipo de colecciones de conjuntos, que no son conjuntos, les lla-
maremos clases propias. Formalmente, una coleccién de conjuntos C es
una clase si existe una férmula &(vo,v1,...,0,) de LTC y existen conjuntos
T1,...,Zn tales que

C = {zl{¢(z,z;,...,2a)}

Asi, es claro que todo conjunto es una clase. Pues dado un conjunto A4, si

consideramos la férmula (vg € v;) de LTC y al mismo conjunto A, entonces

A = {zl(z € A)}.

Pero, no toda clase es un conjunto, el ejemplo tipico, es el que se men-

cioné arriba, la clase
V = (al(z ~ 2)}.
Aquellas clases que no son conjuntos se les llama clases propias.

Es importante mencionar, que constantemente nos estaremos refiriendo a
clases propias en nuestro discurso formal. Por ejemplo, usaremos expresiones
de la forma Vz(z € M — 9(z)), donde por M entendemos una determinada
clase propia. No debe causar estrafieza estos abusos de notacién, pues por
este tipo de expresiones se entiende la expresion (refiriéndonos al ejemplo):
Vz(®r(z) — ¥(z)), donde la formula ;s es la que define a la clase M. Es
decir M = {z|®p(2)}.

Los términos relacional y funcional, se usan para refirirnos a la con-
traparte, en el contexto de las clases propias, de los términos relacicn y
Sfuncidn.
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A continuacién, pasaremos a definir las nociones necesarias dirigidas a
establecer las ideas de verdad y modelo.

1.3 Definicidn. Sea M una clase, sea E un relacional binario sobre M. Se
dice que el par M = (M, E} es una estructura para LTC.

Para el caso en que M sea una clase propia, al par (M, E) se le puede
llamar estructura clase. Ademds, observe que para el caso en que M sea una
clase propia, el par no estd bien definido, pero para el caso que nos ocupa,
esto es irrelevante. _

Es prudente recalcar que las estructuras que estaran involucradas en el
desarrollo de este libro, serdn aquellas en las que el relacional E coincida,
con la relacién de pertenencia restringida a M. En estos casos se denotard
a la estructura con el par (M, €). A este tipo de estructuras se les llama
estructuras estander.

1.4 Definicién. Dada una estructura M = (M, E) para LTC, dada una

férmula ¢(vp, v, ..., v,)} de LTC (con todas sus variables libres entre g, . . .,

vp), y dados ag, ay, .. ., a, elementos de M, definimos la relacién metatedrica
M §= 4)(00?&1,' . :a'n)

(M satisface a ¢ paraag, a1, . . ., ay), en términos de la complejidad sintdctica

de ¢. de la siguiente manera:

1. (a) M= a; €a; siysolosi g;Ea;.
(b) M|=0;~a; siysélosi a; = aj.

2. (a) M= ~¢(ag,a1,...,an) siy sélo si no se cumple
M d(a,ar,...,am).
(b) M= a A B(ag,a1,-..,a,) siy sélo st se cumple
M = alag,ay,...,8,) y también M |= 8(ag, ay,. .., a,).

3. M k= 3zy(z,a;,...,a,) siy sdlo si existe un elemento a de M, tal
que se cumple M |= ¢(a,ay,...,ay).

Observe que la definicién anterior, para el caso de estructuras estandar y
para el caso en que ¢(vp, ..., vn} es un enunciado o, es equivalente a afirmar
el enunciado que se obtiene de o al acotar todos los cuantificadores que
aparecen en o, por M. A este respecto regresaremos en la seccién 5, donde
definiremos las nociones de relativizacion y absolutez.

1.5 Definicién. Dado un conjuntoI' de enunciados de LTC, ¢ un enunciado
de LTC y M = (M, €), una estructura para LTC,
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1. o es verdadero en M, si
MEo.

2. M es un modelo de T’ (M = T) si todo enunciado ¢ de T es verdadero
en M.

Las nociones conjuntistas de par, polencia, unidn, interseccién y dife-
rencte, seran denotadas de la manera usual por la expresiones: .

{z,y}, P(z), Uz, Nz, yz\y,
respectivamente. El producto cartesiano de los conjuntos A y B serd deno-
tado como usualmente se acostrubra: A x B, y el conjunto de las funciones
de A en B, se denotard con: 4B.

Se debe observar que estas mismas nociones pueden ser extendidas dentro
del discurso de las clases propias. En estos casos la notacion serd la misma.
De igual manera, las nociones de n-ada ordenada, n-producto cartesiano y
n-potencia, seran denotadas de la manera usual,

En cuanto a las nociones conjuntistas que refieren a relaciones y fun-
ciones, el dominio, el rango y el campo de una relacién seran denotados por
las expresiones:

dom(R), rango(R), y campo(R),

respectivamente. Estas expresiones corresponden a su definicién formal en
el lenguaje de la teoria de los conjuntos.

Por dltimo, aclaramos que las nociones de funcion inyectiva v funcién
suprayectiva no tendrdn una notacién fija, en ocaciones se usars la expresion
f : A < B para expresar el hecho de que f es biyectiva. Los términos encaje
y funcién I-1se usardn como sinonimos del término “funcién inyectiva”. A
diferencia de la mayoria de los textos de Teoria de Conjuntos, usaremos la
expresion: f(X| para referirnos a la imagen del conjunto X bajo f, en lugar
de f”X. La restriccién de una funcién S a un conjunto X, sera denotada

por: f|x.

1.2 Ordinales, induccién y recursién

En esta seccién, se hace mencién al concepto de nimero ordinal (ya conocido
por el lector) sélamente para aclara notacién ¥ no dejar definiciones en el
vacio. También se enuncian los teoremas de induccion Y recursién, teorcmas
& los que se haré constante referencia en varias demostraciones. [niciamos
con el preambulo necesario para definir estas nociones:

2.1 Definicién. Dado un conjunte P y una relacién binaria < sobre P,
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1. la relacién < es un orden parcial en P, si para todo p, q,r € P, se tiene
que —~(p < p) y para todo p,q € P, sip<qyq<rentoncesp<r;

2. la relacién < es un orden lineal en P u orden total en P, si el par
(P, <} es un conjunto parcialmente ordenado y para todo p,q € P, se
tiene que: (p < gq) o (g < p) o (p=g);

3. la relacién < es un buen orden en P, si el par (P, <) es un conjunto
linealmente ordenado y para todo X C P, si X no es vacio, entonces
(32 € X)}{Vr € X}|(a < )V (a = z)).

Se dice que una funcién f : P — Q, donde (P, <p) y (@, <g) son
ordenes parciales, preserva el orden, si para todo z,y € P, se tiene que

z<py & f(z)<q f(y)

Cuando ademds los ordenes <p y <g son lineales, a una funcién con la
propiedad descrita arriba, se le llama creciente. Asi, a una funcién f entre
ordenes parciales, se le llama isomorfismo, si f es biyectiva y f, ademds,
preserva el orden. En tal caso, se dice que los conjuntos son isomorfos.

Para la definicién de mimero ordinal, se requiere de la nocién de conjunto
trensilive: un conjunto T es transitivo, si y sdlo si

Ve(z €T -z CT).

2.2 Definicién, Un nimero ordinal es un conjunto z que es transitivo y
bien ordenado bajo la relacién de pertenencia restringida a z (€ |;).

Se usara indistintamente la expresidn o < 3 para referirse a @ € 3. Es
decir, la relacién de buen orden € (en ordinales) se sustituird, en ocaciones,
por <.

Observe que la propiedad de “ser ordinal” puede ser expresada en el
lenguaje de la teoria de los conjuntos por la férmula On{z) definida por:

VyWz(y €z Nz €y~ 2€x)...
L AVYWZyEzAzET o (y=2VyEzVzEY))

La primera linea indica que = es transitivo y la seguna indica que z estd
bien ordenado bajo la relacion de pertenencia (restringida a z}.
Asi, la coleccién ON formada por todos los nimeros ordinales, corres-

ponde a:
ON = {a|On(a)}.
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Esta clase resulta ser una clase propia, pues de hechg, la relacién < resulta
ser un buen orden para ON y la misma clase ON es transitiva,

Si @ es un conjunto, se define el conjunto sucesor de o (S(a) o a + 1),
como el conjunto definido por: S(a) = U {a}. En el caso en que « sea un
ordinal, también lo es $(«) y mds aiin, o < S5(c). En caso de que o no sea
un ordinal sucesor, se dice que « es un ordinal limite. Las férmulas suc{z) y
lim(z), escritas a continuacién, definen las nociones de “ser ordinal sucesor”
y “ser ordinal limite”, respectivamente:

suc(z) = On(z) A (Fyex)(Vzez)(z€yV e = y).
lim(z) = On(z) A (Vy € )(32 € z)(y € 2)

Ahora, si A es un conjunto de ordinales, se define el supremo de A
(sup(A)}, como la unién de A, es decir: sup(4) = |JA. De igual manera,
si A es una clase no vacia de ordinales, se define el infimo de A (inf( A))
como la interseccién (] A) de A. Mds atin, si A es un conjunto no vacio de
ordinales, entonces el conjunto sup(A) es un ordinal, y si A es una clase no
vacia de ordinales, entonces el conjunto inf(A) es un ordinal que pertenece
a la misma clase A.

En términos del siguiente lema (que no demostraremos) se define el tipo
de orden de un conjunto bien ordenado X (to(.X)), como aquel ordinal al
que es isomorfo:

2.1 Lema. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo e un dnico ordinal.

Consideraremos al ordinal @ como un ordinal limite. El axioma de infinito
implica indirectamente la existencia de un primer ordinal limite distinto de
@. Se le llama w a dicho ordinal, y a los ordinales menores que w se les llama
ordinales finitos o nimeros naturales.

A continuacion enunciamos los teoremas de Induccién y Recursién trans-
finita. Su demostracién quedars referida a la bibliografia correspondiente.

2.1 Teorema.{Induccién en ON).
Sea € C ON una subclase de ON tal que

1. decC;
2 aeC=(a+1)eC;

S lim(e) A (VB € a)(f € C) = (acC).

Bajo estas hipdtesis, se tiene que C = ON. ||
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2.2 Teorema.(Recursién en ON).
Sea F : V — V un funcional. Eriste un tinico funcional G : ON — V tal
que pare todo ordinal a, se tiene que

Gla) = F(Glo)- |

Constantemente se hard referencia a estos teoremas, ya sea para de-
mostrar que la clase ON satisface cierta propiedad, ya sea para definir “por
induccién” un funcional sobre ON. En este iltimo caso se hace uso del
teorema 2.2 para asegurar la existencia de la definicién “recursiva” de un
funcional que refiera 2 la clase ON.

2.3 Definicién. Dado un conjunto z, se define la cerradura transitiva de x
(ct(x)) por recursién sobre w, de la siguiente manera:

i) 4o = z;

il) Any1 = U Ar;

ili) et(z) = U{An|n € w}.

Es haciendo uso de los teoremas anteriores, que definiremos las opera-
ciones de surmna, producto y exponenciacion para ordinales:

2.4 Definicion. (Por induccién).
Sean a y § nimeros ordinales.

1. Se define la suma a + 3, de la siguiente manera:
(a) a+ 0 =0

(b) &+ S(B) = S(a + B);
(¢) a+ 8 =Jges @ + B, cuando lim(B).

2. el producto o - # se define recursivamente, de la siguiente manera,
(a) a-0=0;

(b) a-(8+1) = (a-B) + 6
(¢) a-6 =Jgese- 8, cuando lim(6).

3. la exponencicién «f se define recursivamente, de la siguiente manera,

(a) o =1;
(b) alB+tl) = of . o

(c) @® =Jges@?, cuando lim(8).
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Se debe observar que las operaciones de suma y producto ordinal no son
conmutativas.

A continuacién, enunciamos unas generalizaciones de los teoremas ante-
riores. En primer lugar, los teoremas de “Demostracién por €-induccién” y
“Definicién por €-induccién”:

2.3 Teorema. Sea A una clase transitiva, C C A una subclase de A y F
un funcional definido en V.

1. (Demostracién por €-induccién). Bajo las sigutentes hipdtesis:

fa} deC;
(b) (Vz € A)((Vz € z)(z € C)) — (x € C),

se concluye que C = A.

2. (Definicién por €-induccién). Eriste un funcional G definido en A, tal
que ‘
G(z) = F(G|s).

Y mds ain, dicho funcional es el dnico con esa caracteristica. Il

Para definir otra extensién del teorema 2.2, requerimos de las siguientes
definiciones:

2.5 Definicién. Sea A una clase y R un relacional binario en A:

(VX S AX #£0 - (Jy € X)(Vz € X)-R(z, ).

2. Se dice que R es limitado por la izquierda en A, si existe z € A tal que

1. Se dice que R es bien fundado en A, si
i la clase

Seg(A,R)(m) = {¥lR(y, =)}

€5 un conjunto.

3. Se dice que R es extensional en A, si

(Vz,y € A)(vz € A)(R(z, ) = R(z,y)) = z = y.

2.4 Teorema. (Esquema General de Recursién).
Sea A une clase transitiva y R un relacional bien fundaedo en A, que ademds
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sea limitado por la izquiera. Si F es un funcional definido en AxV, entonces
existe un dnico funcional G : A = V tal que:

(V2 € A)C(2) = F@,Clugy ) |

Por 1ltimo, definimos la nocién de Jerarquia acumulativa y en particular
la jerarquia de los conjuntos bien fundados.

2.6 Definicién. Una sucesién de conjuntos (Wy|a € ON) definida en toda
la clase ON es una jerarquia acumulativa, si

1. (Va, B € ON)(a < B — W, C Wp);

2. (V6 € ON)(lim(6) — Ws = Uqcs Wa)-

En particular, se define (por recursién sobre ON) la jerarquia acumula-
tiva de los conjuntos bien fundados (V,|a € ON), de la siguiente manera:

1. h=0;
3. para & limite, se define V5 = | Jyc5 Va-

Observe que en realidad, ésta es una jerarquia acumulativa. Ahora, afirmar
que J,con Va s justamente el universo de los conjuntos, es decir, que:

V= J Va
a€EON

es equivalente a afirmar el axioma de regularidad. Es por esto que en ZFE
se puede demostrar dicha igualdad.
Se define el rango de un conjunto z, como el minimo ordinal « tal que

z € Vaq
En general, para un jerarquia comulativa cualquiera W = | ). on We, para

z € W se define el W — rango de z, como el minimo ordinal o, tal que
x e WQ-‘-I'
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1.3 Cardinales y otros conjuntos

Para esta seccién, se ha reservado la definicién de nimero cardinal, asi como
la definicién de sus operaciones, y las resultados bésicos que le refieren. Es
de particular importancia poner atencién en aquellos resultados que garan-
tizan la existencia de ciertos conjuntos (fundamentales para el desarrollo
de la parte final de este texto) lamados conjuntos cerrados no acotados y
conjuntos eslacionarios.

3.1 Definicién. Se dice que un ordinal & es un nimero cardinel, si a no es
biyectable con ningtin ordinal menor que él.

De esta definicién se desprende rapidamente, el hecho de que los nimeros
naturales y w mismo, son nimeros cardinales. Aquellos cardinales mayores
que w reciben el nombre de cardinales no numerables.

La cardinalidad de un conjunto X (denotada por |X|) se define como
aquel cardinal con el que X es biyectable. Claramente, si & es un cardinal,
entonces |k| = .

La clase CARD de los cardinales, es de nuevo una clase propia, que
ademds es bien ordenada bajo la pertenencia. Asi, dado un cardinal K, se
define el cardinal sucesor de & (x%), como el minimo cardinal mayor que .
A los cardinales infinitas, se les distingue entre cardinales limite y cardinales
sucesor, los sucesor son aquellos de la forma x* y los limites, los restantes.
Se debe observar que si X es un conjunto de cardinales, entonces el conjunto
supX es de nuevo un cardinal.

A continuacién damos la enumeracién (inductiva) canénica
(Ra]a € ON) de los cardinales infinitos:

1. Ro =wp = w;

2. Noy) =Waq) = (Na)+;
3. Ro = we =sup{ws|B < a}, si lim(a).

Se acostumbra usar el término R, cuando se refiere al cardinal, y se usa
el término w, para referirse al tipo de orden. En general no debe causar
mucha confusién el uso indistinto de estos términos cuando el contexto lo
puede aclarar. Observe que un cardinal R, es sucesor, si y sélo si su subindice
{a) lo es.

Las operaciones aritméticas entre cardinales se definen de la siguiente
manera:

3.2 Definicién. Si, £ y X son cardinales, entonces se define:




T T TR R e T

1.3 CARDINALES Y OTROS CONJUNTOS 13

Loe+X=](cx {0}) U x{1})];
2. k- A=k x Al;

3. Kk = |2xl.

A diferencia de las operaciones suma y producto entre ordinales, las ope-
raciones de suma y producto para cardinales, s son conmutativas, adems4s
de ser asociativas y distributivas. En relacién a la definicién 2.3, definimos
un conjunto que se usard en el tltimo capitulo:

3.3 Definicién. Dado un cardinal infinito %, se define el conjunto de los
conjuntos hereditariamente de cardinal menor que &, Hy, de la siguiente
manera;

Hy = {z] |et(z)] < &}

A continuacién, definimos algunas de las nociones fundamentales re-
ferente a los cardinales y que aparecera constantemente en el presente texto:

3.4 Definicién. Dados dos ordinales limite ~ Y @, y A un subconjunto de
o

1. Aes no acotado en o, si |JA = o

2. si v < a, entonces vy es un punto limite de A, siempre que v # @ y el
conjunto ANy es no acotado en 7;

3. Aes cerrado en o, si A tiene a todos sus puntos limite;

4. una funcién f : y — a es cofinal en a, si f preserva el orden y el rango
de la funcidén es un subconjunto {(de @) no acotado en c.

5. la cofinalidad de «, es el minimo ordinal ~ tal que existe una funcidn
cofinal de -y en a. Este ordinal siempre existe y se denota por cf(a).

Observe que siempre que « sea un cardinal, entonces cf(«) también lo
es. En general, la nocién de cofinalidad se restringe a los cardinales. En tal
caso, se dice que un cardinal & es regular, si cf(k) = «, y se dice que K es
singular, si cf(&) < K.

A continuacién, definimos los conceptos de conjunto cerrado no acotade y
de conjunto estacionario, con los que se trabajars en el capitulo 3. También,
en esta 1ltima parte de la presente seccién, establecemos algunos resultados
bésicos referentes a estos conceptos.
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3.5 Definicién. Sea x un cardinal regular no numerable, y sea A un sub-
conjunto de , se dice que A es un conjunto cerrado no acotado de  (c.n.a.
de k) si A es cerrado en £ y no acotado en x.

Los siguientes resultados acerca de los conjuntos c.n.a. ser4 referidos en
secciones posteriores.

3.1 Lema. Sea x un cardinal regular no numerable, sea v < &, y sea
{C,lv < v} una familia de c.n.a.’s de k. El conjunto

c=[\C.

vy

es un c.n.a. de K.

Demostracion:
El hecho de que C es cerrado es casi directo, pues si « es un punto limite
de C, entonces « es un punto limite de C, para cada v < 7.

Para demostrar que C es no acotado en x, considere la familia de fun-
ciones {f, : k — K|v < v}, donde para cada v < v, f, estd definida por:

fAB) = min{A € C,|» > 8}.

Luego, considere la funcién ¢ : kK — & definida por:

9(8) = | J{£(B)v € 7}.

(Observe que (V3 < x)(8 < g(8) < «).) Por iltimo, para cada § < «,
considere la sucesién de ordinales (@, (8){n € w), definida por recursién de
la siguiente manera:

ao(B) = B; oni1(B) = g(an(B)).

Y definimos

a(ﬁ) = U an(ﬂ]‘

néw

Claramente se tiene que para cada § < &, 8 < a(f) < «, y para cada v < v:

UG, na(B)) = (),

pues si A < a(f), entonces A < an(B) para algin n € w, por lo tanto
A < an1(8) = g(an(B)), pero para cada v < 7, se tiene que

an(8) < fula@n(B)) < glan(B)) = an+1(8) < a(f),
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asl, A < an(f) < fo(an(B)) € a(B), y como fu(an(B)) € C,, se concluye
que para toda v < 7, C, Na(B) es no acotado en a(f). Luego, como cada
Cy es cerrado en «, se tiene que a(f) € C, (para toda v < ) ¥ por lo tanto
que a(B) € C para toda 8 < k, concluyendo asi, que (como 3 < a(f)) C es
no acotado en x. ||

En relacién a este lema, la interseccién de x subconjuntos c.n.a. de x
no tiene porque ser un c.n.a., pero lo que si se puede asegurar es que la
interseccidn diagonal de x subconjuntos c.n.a. de & es un c.n.a. Dada una
familia {C,|v < x} de subconjuntos c.n.a. de &, se define la interseccidn
diagonal de dicha familia, como el conjunto:

C={a€klae nC,,}.

vl

3.2 Lema. Sea x un cardinal regular no numerable. Si {C,jv < K} es una
familia de c.n.a. de &, entonces la interseccicon diagonal C de dicha familia
€s un c.n.a. de K.

Demostracion:

C es no acotado: Sea 3 < x, dado que MNu<pCv 88 un cna. de & (lema
anterior), se tiene que existe £ < & tal que £ € Nu<pCv y B < €. Definimos
ag = § y para cada n € w, definimos ay,4; como aquel ordinal gue existe
en el cna. N, ., C, y que es mayor o igual que a,. Por dltimo, se define
a = Jpey @n. Claramente a € Cy g < a.

C es cerrado: Sea o un punto limite de C, queremos demostrar que a € C,,
para todo v < . Sea v < @, como el conjunto X = {£ € Clv < £ < a} estd
contenido en C, y [J(X Na) = a, el hecho de que C, es cerrado, asegura
que a € C,. |

Los siguientes resultados establecen formas de obtener conjuntos no aco-
tados (c.n.a.) en términos de cierto tipo de funciones, las funciones normales:

3.6 Definicién. Sea a un ordinal limite y sea f: &« — & una funcién de
& en «.

1. Se dice que f es continua, si para todo ordinal limite 7 TMENOT que o,
se tiene que

fvy=U £8).

B<y

2. Se dice que [ es normal, si f es continua y estrictamente creciente

(V8,8 < v — f(B8) < f(7)).
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3.3 Lema. Sea & un cardinal regular no numerable y sea f : K — k una
funcidn normal. El conjunto

{a € k|f(a) =a)
es un c.n.a. de k.

Demostracidn:
Sea A = {a € &|f(a) = a} y sea ¥ < & un punto limite de A, asi,

fn=Uf= |J flay= Y a=~.

<y ac ANy a€ Ay

Por lo tanto v € A, y queda demostrado el hecho de que A es cerrado en .
Para demostrar que A es no acotado, tome vy < & arbitrario, considere
la siguiente sucesién definida por recursién:
a0 =; ansy = flan),

y el ordinal & = |, an. Ahora, dado que f es creciente, a > 5. Pero
ademds, la continuidad de f implica que:

Ha)={J f8) = U flam) = | ant1 =,

A< new nREW

es decir, hemos encontrado a € A tal que y < . ||

También hay otras formas de obtener conjuntos c.n.a en términos de
funciones:

3.4 Lema. Sea s un cardinal regular no numerable, y sea h: k — k. El
conjunto A definido por

A = {a € &|(Y8 < a)(h{B) < a)},

es un c.n.a. de K.

Demostracion:
Sea v un punto limite de A. Como J{(AN ) = 4, para cada v < «, existe
un ordinal A, € AN« tal que v < A, asi, h(v) < A\, <y para toda v < +.
Lo cual implica que A es cerrado en «. )

Para demostrar que A es no acotado en &, considere y € & arbitrario, y
la siguiente sucesion:

g =7; Ony =min{d € glhfa,] C A}
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Sia=Uuc, an, entonces a > yy a € A. ||
Un resultado que se usard mucho en el capitulo 3, es el siguiente:

3.5 Lema. Sea k un cardinal regular no numerable. Si X es un subconjunto
no acotado de K, entonces el conjunto formado por todos los puntos limite
de X es un c.n.a. de k.

Demostracidn:

Sea A el conjunto de puntos limite de X. El conjunto A es no acotado en «:

Sea v < k. Por recursién sobre w definimos: By = <, una vez definido 5,

sabemos que existe o € X tal que 8, < a, y definimos By, como dicha a.
Ahora, sea 8 = J,c., Bn, ¥ puesto que

{Bnln € w\ {#}} C X N},

entonces § = e, On < U(X N B) < B, es decir, 8 = J(X N A), lo cual
implica que 3 € A, pero como 3 > -y, hemos demostrado que A es no acotado
en K.

El conjunto A es cerrado en «:

Sea v < & un punto limite de A. Demostraremos que v € A, es decir, que
es un punto limite de X. Sea 8 € v, buscamos v € (X N~} tal que 8 < v.
Por la eleccién de -y, sabemos que existe A € A tal que 8 < A < , asi,
U(XNA)= Ay (B <A <7). Luego, existe v € (X N A) tal que 3 < v. Pero
como X NA C XN+, se tiene que dicho v € (X Nv) y 8 < v. Concluyendo
asi, que 7 es un punto limite de X, es decir, que v € A siempre que =y sea
un punto limite de A. ||

Otro tipo de conjuntos importantes, que estd implicito en el principio
diamante, es el de conjunto estacionario:

3.7 Definicién. Sea x un cardinal regular no numerable. Se dice que un
conjunto E C «k no acotado es estacionario en k, si la interseccién de F con
culaquier c.n.a. de K es no vacia.

3.6 Lema. Sea x un cardinal regular no numerable, sea E un conjunto
estactonario en K y sea C un c.n.a de k. El conjunto interseccion ENC es
estacignario en K.

Demostracion:
Si D es un c.n.a cualquiera de s, entonces sabemos (por el lema 3.1) que
CND esde nuevo un c.n.a de s, asi, EN({CND) # @, es decir, (ENC)ND # §.

I
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El importante Teorema de Fodor (que a continuacién se presenta) es-
tablece una estrecha relacién entre las nociones de conjunto estacionario y
de funcidn regresiva:

3.8 Definicidn. Sea v un ordinal, sea E C vy y sea f : E — . Se dice
que la funcién f es regresiva si para todo a € E distinto de cero, se tiene
que f(a) < a.

3.1 Teorema. (Teorema de Fodor). Sea x un cardinal regular no numerable
y sea E C Kk estacionario en k. Si f: E — &k es regresiva, entonces existe
8 € E tal que el conjunto

{a € E|f(a) = 8},
€8 estacionario en K.

Demostracion:
Supdngase, por el contrario, que para cada 3 € &, el conjunto

{o € E|f(a) = 8},

no es estacionario en k. Asi, para cada (3 € K, existe Cg un conjunto c.n.a.
de x, tal que

(Vo € Cg N E){(f(a) # B).

Ahora, sea C la interseccién diagonal de la familia {Cg|8 < s}. Segtn el
lema 3.2, el conjunto C es un c.n.a. de «, asi, como E es estacionario en x,
debe existir un ordinal «, distinto de cero, tal que « € CN E. Por lo tanto,
segin la definicién de C (y por el lema 3.6), se tiene que & € Cg para toda
B < a, lo cual implica que f(a) > . Pero como esto iltimo contradice el
hecho de que f es regresiva, hemos terminado la demostracion. ||

Por iltimo, se enuncia el teorema de Ulam que refiere al concepto de
conjunto estacionario y que serd usado en un par de ocaciones. No daremos

su demostracion, pero puede ser encontrada en |Jech 1978|, [Devlin 84| y
[Kunen 80).

3.2 Teorema. (Ulam). Sea k un cardinal reqular no numerable y sea E C &
estacionario en K. Existe una familia A = {E,|v < &} de subconjuntos
estacionarios en & tal que los elementos de A son mutuamente ajenos y la
union de A es E.
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1.4 Teoria de modelos

En la seccién 1.1 (definicién 1.5) se definié la nocién de verdad para enun-
ciados de LTC respecto a una estructura esténdar. También se observé que
afirmar la verdad de un enunciado o respecto a una estructura (M,€) es
equivalente a afirmar el enunciado que se obtiene al acotar todos los cuan-
tificadores de o por la clase M. A continuacién definimos la nocién de
relativizacion directamente ligada con este hecho.

4.1 Definicién. Sea M una clase. Para cualquier férmula ¢ del lenguaje
LTC, se define ¢, la relativizacion de ¢ a M, por induccidn sobre la cons-
truccién de ¢, de la siguiente manera:

1. (z = y)™ como (z =~ y);

[ o]

. (z € y)M como (z € y);
3. (¢ A )M como ¢M A M,

(~¢)}M como —~(g)M;

-

5. (3z¢)M como 3z(x € M A ¢M).

En este dltimo caso se acostumbra escribir (3z € M)¢M, de igual manera,
para el caso del cuantificador universal, se define (Vz¢)™ como:

Vr{z € M — $M)

y se denota por (Yr € M)¢M.

De esta manera, la nocién de verdad, de un enunciado ¢ con respecto a
una estructura M, se puede expresar de forma tal que “o es verdadero en
M”, si y sdlo si se puede afirmar el enunciado ¢™. Bajo este mismo espiritu,
se extiene la idea de modelo diciendo que “M es modelo” de un conjunto de
enunciados I , si todo enunciado de I' es “verdadero en M. Observe que
en el primer caso, lo que se pide (en la definicién) es afirmar el enunciado
oM, mientras que en el segundo se pide “demostrar” (a partir de la teoria
en cuestion) cada uno de los enunciados relativizados de I'. Mis adelante,
cuando se defina la nocién de modelo interno, y su relacién con las pruebas
de consistencia relativa, se tendrd una mayor seguridad con respecto a esta
definicién de la nocién de verdad. Por el momento, pasaremos a definir la
indispensable nocién de absolutez:
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4.2 Definicién. Sea ¢(zo,...,Zn) ! una férmula de LTC y sean M, N
clases tales que M C N.

1. Se dice que ¢ es U-absoluta para M, N si

(VT € M)(¢M(T) — ¢V (2));

2. se dice que ¢ es D-absoluta para M, N si

(VZ € M)($" (T) — ¢M(2));

3. se dice que ¢ es absoluta para M, N si

(vZ € M)(@"(T) « ¢M(2)).

4. En el caso en que N =V, se dice que ¢ es absoluta para M si

(VT € M)(¢(T) «— M (D).

Es una observacion directa, el advertir que cualquier férmula primitiva
es absoluta para cualquier clase M. Para afirmar la absolutez de otras
férmulas, es necesario asegurar la transitividad de M, y en otros casos es
necesario estudiar la estructura ldgica de las férmulas, con respecto a esto
ultimo, se dedica la seccién 5 del presente capitulo.

De la definicién anterior es trivial que se puede afirmar que las férmulas
de la forma —¢, ¢ A 9, y cualquier férmula sin cuantificadores, son M, N
absolutas, siempre y cuando ¢ y 9 lo sean. También se debe advertir que en
caso de que M y NN sean transitivas, y ¢ sea absoluta para M, N, la férmula
(3z € y)¢ también lo es.

Como iltimo resultado preliminar concerniente al concepto de absolutez,
enunciamos el siguiente lema, cuya demostracién es directa:

4.1 Lema. Sean M, N clases tales que M C N, sea T’ un conjunto de enun-
ciados de LTC, y sean ¢, formulas de LTC, tales que M, N son modelos
de I' y tales que en T se demuestra:

VZ((Z) « (T)).

!Con esta notacién entenderemos que todas las variables libres de ¢ estin en-
tre Tp,...,Tn. En adelante se abusard de la notacién escribiendoe ¢{T) en lugar de
#(zo,...,z,), pensando a F como un vector de n-variables.
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Bajo estas hipdtesis, se tiene que ¢ es absoluta para M, N si y sélo si ¢ lo
es. |

A continuacién presentamos cuatro teoremas fundamentales de la teoria
de modelos, dos Teoremas del isomorfismo, el Teorema del Colapso, el Prin-
cipio de Reflexion y el Lema fundamental de modelos internos.

4.3 Definicién. Dadas dos estructuras M = (M, R1) y Mz = (M2, Ra),
1. las estructuras son isomorfas (M; 2 Mpy), si existe una biyeceién:
7 M — Mgy
tal que para todo z,y € M), se tiene que R(x,y) si y sélo si:
R(n(z), =(y));
2. M, es una subsetructurae de Mz, si M) C My y Ry = Ro N M) x My;

3. M, es una subsetructura elemental de My (M; < My), si M, es
una subsetructura de Mpy y para cualquier férmula ¢(zo,...,zn) ¥
cualquier ag,...,a, € M) se tiene que

M1h¢la’0!"'!a’ﬂl A M2'=¢[a0!"'iaﬂ*'

4.1 Teorema. (Teorema 1 del isomorfismo)

Si My = (M,€) y My = (M3, €) son dos estructuras (estandar) iso-
morfas por m (es decir, © : M = May), entoneces pare cualquier férmula
¢(xo,...,zn) ¥ para cualquier ag,...,an € M|, se tiene que:

My = las, ... an] & Ma = gln(ao), .. m(aa)l- ||

La demostracién de este teorema es directa (por induccién sobre la cons-
truccion de ¢) haciendo uso de la definicién de isomorfismo.

4.2 Teorema. (Teorema 2 del isomorfismo)
Si M) = (M), €) y My = (M3, €) son dos estructuras (estandar) transitivas
e isomorfas por m, entonces M, = My y = idyy,.

Demostracidn: (Por €-induccién)

Sea z € M, y supéngase que (Vz € z)(7(z) = z). Buscamos demostrar que
7(z} = x. Sea pues z € z, luego, se tiene que z = 7(z) € #(z) y por lo tanto
z C w(z).
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Ahora, sea t € m(z), asi (por la transitividad de M3} se tiene que t € M»
y por lo tanto, existe z € M) tal que 7(z) = ¢, es decir, 7(z) € n(z). Luego
(dado que 7 es un isomorfismo), se tiene que z € z, y por lo tanto, dado
que t = m(z) = z € z (hipétesis inductiva), se concluye que w(z} = x. Asi,
m=id|p, y My = Ma. ||

4.3 Teorema. (Teorema del Colapso)
Sea A una clase, y R un relecional bien fundado, limitado por la izquierda
y extensional en A. Existe una clase transitiva M y un tnico isomorfismo

7: (A, R) = (M €},

y mds atin, si B C A es una subclase transitiva de A, entonces w|g = id|g.

Demostracién:
En virtud del teorema general de recursién aplicado a la estructura (4, R)
se sabe que existe un funcional 7 : A — 7w[A], tal que para toda z € A

7(2) = Tleegye py(e) = (7@ € A) A R(y, )},

Sea M = w{A], es directo de la definicién de m que M es una clase transitiva.
Para demostrar que 7 es un isomorfismo de estructuras demostrarernos, en
primer lugar, que 7 es 1-1. Suponiendo que no fuera asi, se podria definir
z € A de manera que:

z = R—min{z € A|(3y € A)(y # z An(z) = n(y)},

asi, si y € Aes tal que (y # z) y 7(z) = n(y), como R es extensional, se
tendria que

{z € A|R(z2,2)} # {2 € A|R(2,9)}

y por lo tanto se podria suponer, sin pérdida de generalidad, que existe
u € A tal que R{u,z) y ~R(u,y). Si se define t = m(x)}, se tendria que
m(x) € w(x) = w(y), y por lo tanto que w(u) = m(w) para algin w € A tal
que R(w,y). De donde se concluiria que u # w y R(w, z), contradiciendo
asi la minimalidad de z. El hecho de que la biyeccién 7 es en realidad un
isomorfismo, se sigue directamente de la definicién de 7. La unicidad de este
isomorfismo se obtiene aplicando el teorema 2 del isomorfismo.

Por 1ltimo, si B C A es una subclase transitiva de A, entonces se tiene, en
primer lugar, que zNA = x para todo = € B, lo cual implica que 7{z) = r|z|
para toda z € B. De aqui que n(z) = {m(z)|z € z}. Luego, haciendo
uso de la hipdtesis de €-induccién: ((Vz € x)(m(z) = z)|, se tendria que
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7(z) = {z]z € 2} = z. Concluyendo asi (por €-induccién) que 7}z = id|5.

4.4 Teorema. (Principio Generalizado de reflexién)
Sea (W, )a € ON) una jerarquia acumulative de conjuntos transitivos definible
en LTC, es decir, tal que existe una férmula ¥(z, a) con la praptcdad de que:
W, = {zl¥(z,a)}. Si
W= J Wa
a€ON
y ¢(zo,...,Z,) es una formula de LTC, entonces

ZF F Ya(36 > a)|lim(B) A (YTZ € W)™ (Z) «~ V(D))

Demostracion:
Sea ¢(7') una férmula, y sea ¢o(T3), - . . , P () la sucesion de construccién
de ¢. Para cada i = 1,...,n se define, por casos, la funcién fi(Z!) de tal

manera que fi(£]) = 0 si la. formula ¢;(Z}) es primitiva, o negacién de una
formula anterior (de dicha sucesién) o conjuncién de férmulas anteriores. En
caso de que ¢;(7}) sea de la forma Jy¢;(y, T) (con j < i), se define

fi(Z) = min{y{(Fy € W)oY (v, F) — (3y € Wo)oy " (. B)}-

Ahora, dado a € ON, se elije un ordinal limite 3, tal que a < 8 y tal que
para cada ¢ = 1,...n, se tenga que

(VZ: € Wa)(fi(T) < B).

Demostraremos, por induccién scbre la construccién de ¢, que para dicho
3, se tiene que:

(VT € We) (¢l (71) = ¢"5(2)).

Para el caso en que ¢; sea primitiva, el resultado es trivial. De igual manera,
para el caso en que ¢; sea una negacién o una conjuncién la hipétesis de
induccion implica trivialmente el resultado. Supondremos, pues, que ¢; es
de la forma Jy¢;(y, /) (con j < i). Ahora, sea T} € Wj tal que ¢¥(T}),
asi, se tiene que existe y € W tal que ¢W(y, Z}). Pero como f;(T}) < 3
también debe existir y € Wj tal que d)w(y, Z7{). Asi, al aplicar la hipdtesis
de induccién se cumple que:

(3y € Wp)e} (v, T2),
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. W,
que es lo mismo que afirmar ¢; °.

Ahora supondremos que para ¢l mismo Z; se tiene que qb:V # pero la
hipétesis de induccién y el hecho de que Wy C W implican directamente
que

By e W)o (v, ),

es decir, que ¢ (Z}). Por lo tanto se ha demostrdo (por induccion sobre la
construccién de ¢) el teorema. ||

Corolario 1. (Principio de Reflexién)
Si ¢(Z") es una férmula de LTC, entonces el siguiente enunciado:

Va(38 > o)lim(8) A (VZ € Vp)(é(Z) — ¢"4(T)))

es un teorema de ZF. ||

Para el iltimo teorema de esta seccién, se define la nocién de modelo
interno. Esta idea es fundamental para el desarrollo de las demostraciones
de consistencia relativa que se daran en capitulos posteriors. En el siguiente
capitulo se definird un modelo interno, modelo en el cual se centra el trabajo
del presente texto.

4.4 Definicién. Sea M una clase propia y transitiva, sean T'y S teorias de
LTC (es decir, un conjunto de enunciados de LTC, posiblemente un subcon-
junto de axiomas de ZFE). Se dice que {M, €) es un modelo interno de T
seqiin S, si para cada o € T, se puede afirmar o™ en S, es decir, si S+ o,
paracadaog € T.

En particular, estaremos trabajando con un modelo interno de T segin
ZF, donde T es una extension de ZF. Bajo Ia construccién de modelos in-
ternos, es decir, la definicién en LTC de la clase transitiva que resultard
ser dicho modelo interno, subyace un método para obtener resuitados de
consistencia relativa. El siguiente teorema establece de modo general esta
idea. '

4.5 Teorema. (Lema fundamental de modelos internos)
Sean I' y X conjuntos de enunciados de LTC, ¢ un enunciado también de
LTC, y sea M una clase tal que:

I. Tk 3z(z € M);
2. T+ oM, para todo o € L.

Bajo estas hipdtesis, se tiene que:
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1. SiT+ ¢, entonces T ¢M ;

2. S5iT es consistente, entonces & también lo es.

Demostracidn:

1. Sea ¢ un enunciado de LTC tal que ¥ - ¢, y sea ¢y,...,d, una de-
mostracién de ¢, es decir, ¢, = ¢ y paracadai =1,..., n, ¢; es un enun-
ciado de ¥, un axioma légico, o se obtuvo de anteriores aplicando una regla
de inferencia. Asi, si se considera a la sucesién ¢ff, ..., ¢M de f6rmulas re-
lativizadas, es claro que si ¢; € ¥ 0 ¢; es un axioma légico, entonces I' - gM.
De igual manera, si ¢; se obtuvo a partir de @y, .. ., $;-1 aplicando una regla
de inferencia, entonces cf),M se obtiene a partir de ¢0M o.M | aplicando la
misma regla. Asi, el argumento inductive garantiza que oM = oM es teo-
rema de I'.

2. 5i I es inconsistente, entonces existe ¢ un enunciado de LTC tal que en
¥ se demuestra ¢ A (@), luego, aplicando 1., se tiene que en I es teorema
(¢ A (~¢))M, pero segin la definicién de relativizacién, se tiene que:

T+ oM A-(6)M.
Es decir, que I' es inconsistente. ||

Asi, segiin la notacién de este teorema, para & = I'U {o} (donde ¢
es algin enunciado de LTC), se tiene que la consistencia de I" implica la
consistencia de I'U {a}, y por lo tanto que I' I¥ o siempre y cuando I sea
consistente. Es asi, como se relaciénan las nociones de modelo interno y de
consistencia relativa.

1.5 La jerarquia de Lévy

En secciones anteriores se ha establecido que para ciertas estructuras, ciertas
formulas del lenguaje LTC son absolutas, por ejemplo, las fsrmulas primiti-
vas de LTC, que son absolutas para las estructuras estandar.

La nocién de absolutez estd relacionada con la estructura logica de las
férmulas de LTC. A. Lévy di6 una clasificacién de las férmulas de LTC en
la cual se establece esta relacién.

5.1 Definicién. (por recursién sobre w):

1. Una LTC-férmula es ¥, y Iy si todos sus cuantificadores son acotados.
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2. Una LTC-férmula ¢ es £,4 (IIn+1) si es de la forma
IZY(T) (VZ¥(7))),

donde ¥ es una férmula I, (Z,).

Para establecer la conexién entre la clasificacién anterior y la nocién de

absolutez, es necesario definir una contraparte semantica de dicha clasifi-
cacidn.

5.2 Definicién. Sea T una subteoria de ZF (que en particular puede ser
ZF) y sea ® una LTC-férmula.

1. ® es BT (MI7), si existe una LTC-férmula ¥ en E,, (I1,) tal que

Thr o=V
2. & es Al si es ambas, £T y 11T,

El siguiente teorema relaciona la jerarquia de Lévy con la nocién de
absolutez.

5.1 Teorema. Sea T una subteoria de ZF (posiblemente ZF). Sea M una
clase transitiva tal que OM para todo azioma © de T, y sea & una féormula
cualquiera de LTC. Bajo estas hipdtesis, se puede afirmar lo siguiente:

1. Si® es T, entonces ® es absoluta (para M ).
2. Sid es £T, entonces ® es U-absoluta.
3. Si® es T, entonces ® es D-absoluta.

4. Si® es AT, entonces ® es absoluta.

Demostracidn:

1. Supongamos que las variables libres de ® estan entre las variables de
y sea ¥(7') una férmula Xy tal que,

TF®o T
Luego, como T es una subteoria de ZF, por generalalizacion se ticne que

Tk VT(® V).



CoRTEEERIEEIEET A e s e R

1.5. LA JERARQUIA DE LEVY 27

Ademés, como se tiene que &M para todo © en T, aplicando la parte (1) el
Lema fundamental de modelos internos (teorema 4.5), se tiene que

TH (VT(® — )M,

(Con la notacién del teorema 4.5, se aplica a T =I' = £.) Lo que significa
que
T (VT € M)(8M — M),

Ahora, para demostrar que
(VT € M)(2M - @)

(es decir, que ® es absoluta) podremos suponer, sin perdida de generalidad,
que ¢ es una férmula ¥p. Pues del lema 4.1 (aplicado al hecho de que
TV (P « ¥)) se sigue que ¥ es absoluta si y slo si ® lo es.

Continuamos la demostracién por induccién sobre la construccién de ®:
si © es una férmula primitiva la demostracién es trivial, pues sabemos que
las férmulas primitivas de LTC son absolutas para estructuras estandar. Si
® es de la forma ©; A ®; o de la forma ~Py también se sigue trivialmente
que P es absoluta haciendo uso de la hipotesis de induccién y aplicando la
definicién de relativizacién para la negacion y la conjuncién. Para el caso
en que @ es de la forma (3z € y)Po(z, y, 7) se tiene que (®(y, T))M es de
la forma

Iz e M(;‘L‘ EyA (QU(Ia v ?))M)

De aqui que dadas y y 7 en M, si (®(y, 7))™ entonces
(3z € y)(Po(z.y, 7)™,

Asi. para alguna z € y se cumple {®y(z,y, 7))M, que por hipétesis de
induccidn, es equivalente a ®g(z,y, 7). Por lo tanto, se tiene

(31‘ € y)@u(ﬁt, W ?)1

que es equivalente a ®(y, 7’). Luego, dadas y y 7" en M, si ®(y, 7'), entonces
(3z € y)Po(z,y, 7), asi, para algln = € y se cumple que ®y(z, y, T'), pero
como M es transitiva, y € M y = € y se tiene que z € M. Por lo tanto,
haciendo uso de la hipétesis de induccién se concluye que (®o(z, y, 7)), lo
que implica que (3z € y)($o(z, y, 7))}, que es equivalente a (®(y, TNHM.

2. Por el mismo argumento que en la parte (1), podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que ® es I;. Sea ®(7’) la férmula (30 )&y(%, 7)
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donde ®g es una férmula Ey. Ahora si se supone que para algin v € M, se
cumple (®(7T))M, se tiene que para algin @ € M, (Oo(T, 7))M. Luego,
aplicando la parte 1 a la férmula anterior (que es ¥g), se concluye ®¢(7, 7').
Por lo tanto, se tiene (37} Po(T, T), es decir, (7).

3. De igual manera que antes, supondremos que ® es ;. Sea ®(7')
la férmula (V@' )Po(W, v’') donde ¥ es Lp. Supongamos que &(7’) para
algin @ € M. Entonces en particular se tiene que para todo & € M se
cumple $o(¥,7), asi, aplicando el resultado (1} a esta férmula, se con-
cluye {®p(Z, 7'))M. De lo anterior se sigue (V& € M)®o(T, 7)M, que es
equivalente a &(D")M.

4. Se deduce de los anteriores. ||
A continuacién, ofrecemos un catdlogo de formulas X

5.2 Teorema. Las siguientes formulas (escritas formalmente en LTC) son
Yo (y por lo tanto absolutas para modelos transitivo:

(a) =4y, (b) rey,
(¢) zCy, (d) ¥ = {z},
(e) ¥y= {:1’11,.’.!:2}, (f) y= {1‘1, "'137"1}!
(g) y=(£l:£2)’ (h) y=($1,...,$n),
(i) y=(z)? (paratodai=1,..n}, () z=zNy,
(k) z=zUy, N y=Uz,
(m) y =Nz, (n)y=1z\z,
(o) y=z U {z}, (p) “c es un par ordenado”,
(qQ) “x es una n-ada”, (r) “z es una relacidn sobre y”,
(s) “r es una funcién”, (t) y = dom(z),
(u) y = rango(z}, (v) y = z(z),
(w) y = =[], (x) y = x|z,
(Vy=1zxz, () y=1z"",
(aa) On{z), (bb) lim(z),
(cc) sucesor(z), (dd) “z es un nimero natural”,
(ee) “r es una sucesidn”, (ff) z:y — 2,
(gg) z:y & z
Demaostrecidn:

Demostraremos el teorema para algunas de las férmulas. Para (a) y (b), el
teorema es trivial. Para (c), considérese la férmula (Vz € z)[z € y|. Para
{e), considérese la férmula

(Vzey)z=nVz=m)A(r1€ynzz€y)
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Para (g), considérese la férmula

(3z € y)(z = {m1}) A (32 € y)(2 = {z1,22})
Az € y)(z = {z1} V z = {z, z2}).

Para, (k), (1) y (o), las siguientes férmulas:
Vwe(wezVwey A(zCzAyC2);
(Vw € z){w C y) A {Vz € y)(Fw € z)(z € w);
(zeyn(zCyrMwey)(werVw=1).

Para (p}, considérese la férmula:
(zew)(Fyew)(w=UzAz=(y,2).

Para (r), la férmula:

(Vw € z)(Fv € y)(Fu € y)[w = (u,v)].

Para (t), la férmula:

(Vu € y)(Iv € YU ){(u, v) € 7]
AVe e YU z)Vv e JU)(u,v) €z — u €yl

Para (y), la férmula:
(Vu € y)(vv € 2)|{u, v) € z] A {Vw € 2)(3u € y)(Iv € 2)jw = (u,v)).
Por 1iltimo, para (aa) y (cc), considérense las formulas:
(Vzez)Vyez)ycz)A(Vzez)(VyEz) (2 =yVzEYVyYE 2);
OR(x) A By € n)(Vz € a)z €yvz=y). |

Corolario 1. La férmula “c es un conjunto finito” es ;.

Demostracion: Observe que la relacién “z es finito” se define con la férmula:
Indf(Nat(n) A f : £ & n)

donde Nat(n} es la Lo-férmula que define la relacién de ser niimero natural
y f : z +» ndefine la relacion “f es una funcién biyectiva de z en n”. Luego,
por el teorema anterior se tiene que tanto Nat(n) como f:z < nson Ly y
por lo tanto, la formula deseada es £g. ||

El siguiente teorema ofrece varias propiedades de cerradura para los nive-
les de la jerarquia de Lévy, estas propiedades se usaran bastante en lo suce-
sivo.

5.3 Teorema. Sea T una teoria para el lenguaje de la teoria de conjuntos.
Sean &, ¥ formulas de LTC.
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1. Si ®, ¥ son L, también lo son DAY, &V ¥, ~P.

Si @ es T (TIT), entonces ~® es I17 (£T).

® es AL siy sélo st ® y ~® son LT,

Si ®, ¥ son LT, también lo son @AY, ®V ¥, 3z, (Jr € 3)d.
Si ®, ¥ son I, también lo son DAY, &V U, Yzd, (Vr € 4)®.
Si ®, U son AL, también lo son DAY, ®V ¥, .

e T

- T
Si m < n, entonces LT UTIT C AT,

Demostracidn:
1. Se sigue trivialmente.
Los siguientes incisos del Teorema se demostrardn por induccién sobre
n:
2. Suponiendo que P es T], existe ®o(z) en Ty tal que:

TF ® — Jzdg(x).

Asi, T+ =® «» Yz-Py(z), donde (por el inciso 1) ~Pg{x) es £y. Por lo que
-P es H]_.
En general, si

TH® « JzPo(zx),

con ®¢ una férmula I1,,_;, entonces
TH @ — Vz-Py(zx).

Pero por hipdtesis inductiva, —®g estd en Z,_;, y por lo tanto, ® es I1,,. El
caso en que P es I, es totalmente andlogo.

3. Se sigue directamente del inciso anterior.

4. ¥ 5. Sean $o(z,z) y Yo(u) férmula Iy, tales que:

TH® — 320y(z, x)
TF ¥ o Julo(u).

Asi,
TH®AV «— 323u(Po(z, ) A ¥o(u)),
TH®VY e F23u{Po(z,z) V Yo(u)),
Tt 3z® « 3232(Pp(z, z))
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TH (3z € y)® « Jz3a(z € y A Bp(2, z))

En los cuatro casos, las férmulas de la derecha del bicondicional, son (por 1.)
Zo. Por lo tanto, las cuatro férmulas del lado izquierdo del condicional, son
Z1. De aqui, se sigue también el caso n = 1 del inciso 5., aplicando el inciso
2., por ejemnplo, si ® y ¥ son [l, entonces ~® y =¥ son T, tomando en
cuenta lo recien demostrado, se sigue que ® A ¥ es L;, al tomar la negacién
de esta tltima férmula, se tiene la férmula equivalente ® vV ¥, que por 2. es
;.

En el caso general de induccién, para demostrar 4. se hace uso de la
hipétesis de induccion de 5. (y viceversa), y la conclusién se sigue de igual
manera que en el caso n = 1,

6. Esta propiedad se sigue directamente de 3, 4. y 5.

7. Para demostrar esta propiedad, se debe observar, que es suficiente con
agregar cuantificadores (ya sea 3 o V segiin sea necesario) que cuantifiquen
una variable nueva que no aparece en la férmula equivalente, ya sea al inicio
de la cadena de cuantificadores no acotados o al final de ésta. ||

R i e

5.1 Lema. La féormula
BF(z,y) = "z es una relacién bien fundada sobre 3,
es AZT

Demostracion:
Recuerde que la definicién de relacién bien fundada BF(E, X), es:

P(E,X)AVAIAC X AA#B - (3a € A)(Vz € A)~E(z,0)|,

donde ®(E, X) es la férmula Ty (dada por el teroema 5.2) que define la
relacion “E es una relacion sobre X”. Ahora, con ayuda de los teoremas 5.2
y 5.3, se concluye que esta férmula es I1). Por otro lado, en ZF se puede
demostrar que una relacién E es bien fundada sobre un conjunto X, si y
solo si

3f[f: X - ORA(Vz € X)(Vy € X)(E(z,y) — f(z) < f))].

De aqui que {por los teoremas 5.2 y 5.3) la férmula es £ZF y por lo tanto
AFE

Dada una férmula ® de LTC, usaremos la siguiente notacién:

? 1. ®((x)o, Z’) para denotar a la férmula,

* (Fu € £)(3a € u)(3b € vz = (a,b) A B(a, T)|
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2. ®((z)1, Z) para denotar a la férmula,

(Fu € z)(Fa € w)(Ib € u)|z = (a,b) A B(b, )]

3. ®((z)!, 7) para denotar a la férmula,
(Fu € z)(3ap € u)(Tay € u)...(Fan-1 € u)[z = (ap,a1,...,an 1)
A®(a, 7))

(En general para una férmula de LTC de la forma ®(z1,...,2,, Z) se
puede definir la férmula &((z)3, (z)%, ... (z)h.,, Z))

4. ©(z(y}, 7) a la férmula,
Fun(z) A [(Qw € 2)(Fu € w)(3v € u)|(v # y) Aw = (y,v) A (v, Z)|
VI(Gw € z)(Vu € w)(Yo € w)((v =y) AW = (y,4) A B(y, 2))].

En términos de las anteriores definiciones, establecemos el siguiente lema,
cuya demostracion es trivial:

5.2 Lema. Si &(z,7) es una formula Ly, entonces también lo son las
siguentes formulas, ®((z)o, 7), ®((z}1, 7), ®((z)], 2} y Y2y}, 7). ||

5.4 Teorema.(Contraccién de cuantificadores).
Sea T una teoria para LTC tal que sus aziomas incluyan a los aziomas de
vacio y par. Sea n > 1 y sea ®(Z') una férmula de LTC.

1. 8i ®(2) es L, entonces eziste una formula V(7 ,Z) que es Ly y tal
que
TH®(F) e 32\V2oIzz ... ~ 2o ¥{y1,. .., ¥n, Z).

2. St ®(7) es I, entonces emiste una férmula ¥(7,Z") Ly tal que
TH®(Z) VY dzVes ... — 2. ¥(y1, . .., Yn, 7).
Demostracion:
1. Como $(Z’) es una férmula X,, entonces es de la forma:
dxy13x12. .. T 1w V22,1V220. . V2 m, .. . ~Zn1—Zpn2...™ xn,mn@(_ﬂ?, Z)

Ahora, sea V(7, Z) la siguiente férmula:

(v es una m,-ada)A(y, es una mo-ada)A ... A(y, €s una my-ada)
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ABl(y1)g™ - (W) m -1, (1200 % s () me—ay - ()1, 2
De la proposicién anterior se concluye que ¥ es £;. Ademds es claro que,
T F &)« InVydys... — ¥y, 30, ... t0, 7)
La demostracién del caso 2. es completamente aniloga. ||

Las propiedades de clausira, para los niveles de la jerarquia de Lévy,
establecidas en el terorema 5.3, se pueden extender, para el caso en que
T=ZF, a dos propiedades mas:

5.5 Teorema.

1. 8i ® es una formula ., entonces (Vz € y)}d es TZF.

2. 51 ® es una férmula I1,, entonces (3z € y)P es [1ZF.
Demostracion:
Demostraremos 1. y 2. simultaneamente por induccién sobre n: Sin = 0, en
ambos casos no hay nada que demostrar. Luego, sea ® una férmula X, ;.
Por el teorema anterior se tiene que existe una férmula ¥ que es II, y tal

que:
ZF F ® — J2V

Asi, por generalizacén se tiene que:
ZF F (Vz € y)® « (Vz € y)32¥

Ahora quisieramos acotar la variable 2 por un conjunto u. A continuacién
definimos este conjunto:
Sea f : y — V definida por

flz) = {{z|\11(:c, z) A z de rango minimo}, si 32¥(x, 2);
9, si no existe tal z.

Claramente f(z) € V para todaz €y. Sea u = J f(z). Asi, se tiene que
z&y
ZF F (Vz € y)A2¥ & u(Vz € y)(3z € u)¥
Por lo tanto
ZF - (VI € y)® & Ju(vz € y)(Iz € w)¥

Pero, por hipdtesis de induccién aplicada a ¥ (que es una férmula I1,,), se
tiene que (32 € u)¥ es una férmula [1ZF. Luego, aplicando el teorema 5.3,
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se tiene que (Vx € y)(3z € u)¥ es una férmula IIZF. Por lo que la férmula
Fu(Vz € y)(3z € u)¥ es una férmula LZF | lo cual implica que (Vz € y)®
es también una férmula LZF,.

Ahora supéngase que @ es Il,1;. Entonces, por el teorema 5.3, se tiene
que - es Effl. Aplicando a esta fé6rmula el inciso anterior tenemos que
(Vz € y)~® también es una férmula £ZT, . De aqui se tiene que ~(3z € y)®
es £ZF, . Por 1ltimo, aplicando de nuevo el teorema, se concluye que

(3z € y)® es una férmula TZE,. |

Como parte Gltima de este capitulo, definimos, en referencia a la definicién
4.3(3) la nocién de subestructura X, (I1,) elemental:

5.3 Definicién. Se dice que M es una suestructure L, -elemental de N, si
M cumple la definicion de subestructura elemental para férmulas ¥,,. Este
hecho se denota:

N <, M.
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Capitulo 2

El universo construible

Con este capitulo iniciamos el estudio de la teoria construible de los con-
Juntos. Esta teoria se inicia en 1938 con las contribuciones de Kurt Gédel
({Gddel 1938, [Gédel 1939|, (Gidel 1939a] y [Godel 1940]) encaminadas a
establecer la consistencia de la Hipétesis Generalizada del Continuo y del
Axioma de Eleccién con respecto a la consistencia de la teoria de Zermelo-
Fraenkel. Para lograr ésto, Gédel construye un modelo interno de ZF, que
es a su vez modelo de HGC y AE. Este modelo interno es el que ahora
conocemos con ¢l nombre de Universo Construible de Gédel y denotamos
con L. '

Segin Wang (vease [Wang 1993|, pp. 128-30.) los primeros indicios
hacia la construccién de L, datan de 1930 cuando Godel comenzé a pensar
en el Problema del Continuo de Cantor. Al parecer, Gédel pensé en la
teorfa ramificada de tipos, como método posible para introducir conjuntos
Y en particular, para introducir los conjuntos de nimeros en el orden o a
la par de la introducién del ordinal «. Es decir, Gédel intentd introducir
el conjunto Def(Lg) (este conjunto se define, metatedricamente, como el
conjunto de los subconjuntos de Lg que pueden ser definidos en Lg mismo)
a partir de Lg y en introducir L,, cuando a es limite, como la unién de los
Lo anteriores. Esta posibilidad dejaria asentada la validez de la hipatesis
del continuo en dicho modelo. El problema que aparecia atin, era encontrar
el método para introducir los ordinales de manera adecuada.

Wang menciona que en sus pldticas, Godel dijo haber experimentado
durante los siguientes 5 afios (hasta 1935) con construcciones cada vez mas
complicadas. Hasta que se le ocurrié la idea de tomar a los ordinales por
medio de su formalizacién en ZF. Asi, fue necesario introducir el concepto
de conjunto construible en ZF, definiéndolo en ZF mismo. Despusés, de-

35
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mostrar que los axiomas de la teoria de conjuntos, incluyendo el Axioma de
Eleccidn, se cummplen para el modelo construible. Por dltimo, demostrar que
la Hipétesis Generalizada del Continuo también se cumple.

Al parecer (segiin una platica que sostuvo Godel con von Newmann en
Princeton, 1935), los dos primeros pasos fueron resueltos antes de 1935 y el
ultimo, que ya era una clara conjetura, fue establecido hasta 1938 (durante
esos tres anos Godel tuvo problemas de salud).

En este capitulo, seguiremos estos pasos, apoyandonos en la demostracion
de Karp dada en [Karp 1967] y siguiendo el desarrollo de ésta, ofrecido por
Devlin en [Devlin 1984].

2.1 El Lenguaje Ly

En esta seccidén sentaremos las bases para establecer el primer paso men-
cionado antes, es decir, se introduce un método que permite expresar en el
lenguaje de la teoria de los conjuntos, la nocién de conjunto construible. En
rigor, lo que nos interesa es expresar la nocién de “conjunto X-definible”
{para ciertos conjuntos X) en el lenguaje de la teoria de los conjuntos (LTC).
Metamatemaiticamente, dado un conjunto X, se dice que un subconjunto ¥
de X es X-definible, si existe un férmula ¢{vg,v),...,vs) de LTC, y existen
T1,...,Zn elementos de X, tales que

Y ={u € X|(X,€) k= dlu,z1,..., 0]}

Asi, para lograr definir esta nocién metatedrica en LTC, es necesario definir
relaciones tales como: “ser férmula de LTC con pardmetros en X", “ser
satisfacible en (X, €)”, etc. La idea del método en cuestidn es, por un lado,
construir un lenguaje andlogo a LTC, de tal manera que los simbolos de
este lenguaje sean a su vez conjuntos, para que nociones metatedricas como
las mencionadas, correspondan a relaciones entre conjuntos. Y por otro
lado, demostrar que algunas de estas relaciones (aquellas involucradas en la
definicién de X-definible) son relaciones definidas por ciertas férmulas de la
jerarquia de levy que poseen ciertas caracteristicas de absolutez.

Iniciamos pues, con notacién que usaremos para definir los lenguajes Lx:

1. La sucesién s con dominio {0} y rango {z} se denota con {z}.

2. La sucesién s con dominio {0,1,...,n — 1} y valores s5(i) = z; (i =
0,...,n —1), se denota con {zq,...,Tn.1).
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3. 8i s = {x0,...,Zn-1), ™ = (¥0,-..,Ym_1) Son sucesiones finitas, en-
tonces la concatenacion de las sucesiones s, r:

(xﬂyv":xn**l)y()s- ":ym—l)

se denota con s7”r.

4. 8i s es una sucesién finita, entonces || s || denota al méximo elemen-
to del dominio de s. Observe que en este caso se tiene que I sl=
dom(s) — 1 donde, por supuesto, dom(s) es un ordinal.

A continuacién damos la definicién del lenguaje £y y posteriormente
definiremos “sublenguajes” de éste.

1.1 Definicion.(Lenguaje Ly ).

1. Variables: para cada n € w, el conjunt (2, n) es una variable. Que sera
denotada paor vy,

2. Simbolos de constante: para cada conjunto z, el conjunto (3,z) es un
simbolo de constante. Que sera denotado por z°.

3. Férmulas primitivas: las férmulas primitivas son las sucesiones de la
forma

(0’4!$1y!1> y (015’1:}?;: 1)}
donde z y y son variables o simbolos de constante de £y-. FEstas

férmulas serdn denotadas por (z € y) y (z = y) respectivamente.

4. Las formulas del lenguaje se construyen por recursion a partir de las
primitivas haciendo uso de las siguientes reglas:

(2) Si¢y ¢ son férmulas de Ly entonces también lo es la siguiente
sucesion:

0,6) "¢ Y (1)
que sera denotada por (¢ A ).

(b} Si ¢ es una férmula de £ entonces también lo es la siguiente
sucesion:

{0,7)7¢™ (1)
que sera denotada por, (~¢).
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(c) Si ¢ es una f6rmula y u es una variable de £y entonces también
lo es la siguiente sucesién:

(0,8,u)"¢7 (1)

que serd denotada por (3ud).

Observe que, informalmente, a los simbolos de relacién €, = correspon-
den los conjuntos 4, 5 respectivamente, a los simbolos de puntuacién (, ) los
conjuntos 0,1 y a los simbolos légicos A, y 3, los conjuntos 6,7 y 8 res-
pectivamente. En este lenguaje, a diferencia de LTC tenemos un conjunto
de simbolos de constante, que por cierto es muy grande, uno por cada con-
junto. Conforme avancemos en esta seccion, incluiremos, para cada conjunto
X, un sublenguaje Ly de Ly, para el cual habrai solamente un simbolo de
constante por cada elemento de X.

De la definicion anterior se sigue directamente el siguiente lema, lema que
establece la expresabilidad en LTC de las relaciones metatedricas bdsicas:

1.1 Lema. Las propiedades de Ly : “ser variable de Ly 7, “ser stmbolo de
constante de Ly ” y “ser formula primitiva de Ly ”. Son definidas (respecti-
vamente) por las siguiendes Yy formulas de LTC:
1. Var(z) =g.s |z es un par ordenado| A [(z)p = 2
Al(z) es un nimero natural].

2, Cte(z) =4.¢ [z es un par ordenado] A [(z)o = 3].

3. Prim(z) =4,y [z es una funcién] A |[dom(z) = 5)
ANz(0) = 0] Alz(1) =4 v z(1) = 5]
AVar(z(2)) v Cte(z(2))]
MVar(z(3)) v Cte(z(3))] A lz(4) = 1]. ||

(Observe que en realidad las férmulas del lema anterior son £5.) El
siguiente paso es construir una férmula de LTC que defina la propiedad
metatedrica de “ser formula de £". Para lograrlo, es necesario demostrar
que las nociones que intervienen en su definicién, son expresables en LTC, de
hecho, son absolutas para ciertas estructuras. Para lograr esto, hace falta
demostrar que las férmulas que definen dichas nociones estdn en aquellos
estratos de la jerarquia de Lévy que dan ciertas garantias de absolutez.

1.2 Lema. La propiedad “ser una sucesidn finita” es definible por una
formula £y de LTC (que lamaremos Sucefin(z)). '
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Demostracidn:
Sea Sucefin(r) la siguiente férmula de LTC,

[# es una sucesién} A (Y € dom(z))[u es un ntimero natural]
A(3v € dom(z))(Vu € dom(z))fu €v V u =1,

~Claramente esta férmula define la propiedad mencionada. Ahora, para
demostrar que Sucefin(z) es g, observe que las subférmulas:
|z es una sucesién|, [u es un nimero natural] y [u € v V u = v] son £y y
que expresiones tales como

(Yu € dom(z))®(u)
pueden ser reemplazadas por expresiones de la forma,

(Vz € 2}®((z)o)
que son Xy segin el lema 5.2 (Cap. 1). Asi, se concluye que la férmula
Sucesfin(z) puede ser escrita en LTC como una férmula Zg. I

A continuacién definimos algunas férmulas de LTC que describen la
forma en la que se construyen las férmulas de £y

Sea F¢ (6, x,y) la siguiente formula de LTC,

Sucefin(8) A [dom(8) = 5] A [8(0) = 0] A {8(1) = 4]
AB(2) = z| A[8(3) = y] AlB(4) = 1

Sea F_(#, z,y) la siguiente férmula de LTC,
Sucefin(f) A |[dom(8} == 5] A [0(0) = O] A (6(1) = 5]
AO(2) = z| A[8(3) = 4] AlB(4) = 1]

Sea F, (8, ¢, v) la siguiente f6rmula de LTC,
Sucefin(#) A Sucefin(¢) A Sucefin(y)

Aldom(6) = dom(s) + dom(y) + 3] A [6(0) = 1) A [6(1) = 6}
AlBCL 6 1) = 1] A (% € dom(g))I6() = 6 +2)]
A(Vi € dom(¥))[(i) = 8(i + dom(¢) + 2)]

Sea F.(#,¢) la siguiente férmula de LTC,

Sucefin(€) A Sucefin(¢) A [dom(6) = dom{¢ + 3)]
AIB(0) = 0] A [8(1) = 7I A[8(I 6 ) = 1]
A¥i € dom(9))[¢(i) = 8(i + 2)]

Sea F3(0, ¢, u) la siguiente férmula de.TC,
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Sucefin(#) A Sucefin(¢) A [dom(8) = dom{e) + 4|
AB(0) = 0] A [B(1) = 8] A [6(2) = ul
AB(I 6 1) = 1] A (Vi € dom())¢(2) = 6(2 + 3)].

Observacion. De las definiciones de las férmulas anteriores, se tiene que si
.,y son variables o simbolos de constante de Ly, ¢ y ¢ formulas de £y y u
una variable de Ly, entonces:

Fe(0,z,y) <& fesla Ly —férmula (z € y).
F_(#,z,y) < Oesla Ly — férmula (z = y).
Fa{0,0,9) « Oesla Ly — férmula (¢ A ).
F.(0,¢) = @ esla Ly — férmula (—¢).
F3(0,u,¢) & fesla Ly — férmula {Jug).

1.3 Lema. Las LTC-férmulas Fe, F_, Fu, F., F5 son .

Demostracion:

Dado que todas las subférmulas que aparecen en las definiciones de estas
formmulas son Xy, al aplicar el mismo razonamiento de la demostracidn del
lema anterior (para acotar con un conjunto a los cuantificadores que apare-
cen en la forma (Vi € dom(¢)){(3¢ € dom(@))), se concluye que las férmulas
son Xy, ||

Si ¢ es una férmula de Ly, debe existir una sucesién finita f den+1 en
el conjunto de férmulas de £y definida por f(i) = v, donde ¢, = ¢ y para
cada 1, ¥; es una férmula primitiva o se obtuve por una o dos férmulas de la
lista 1y, ... 14— aplicando alguna de las reglas de generacién de férmulas.
Asi, la sucesién f describe la forma en que se construyé ¢. A continuacion
escribiremos una férmula Const{¢, f) de LTC que dice que ¢ se construyo a
partir de la sucesién de férmulas f.

Sea Const(¢, f) la siguiente férmula:

Sucefin(f) A [Yyzy = ¢ A (Vi € dom(f)){Prim(t;)
V(3j, k € ) Faln, vy, ) V(3 € DF- (3, ¥5)
V(37 € i}(Ju € ran(@)(Var(u)) A F3(ei, u, ;)]

1.4 Lema. La férmula Const(¢, f) es To.

Demostracién:
Solo es necesaric revisar que expresiones de la forma:

(Vi € dom(¥))(35, k € 1) Fa (Wi, ¥5, ¥
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son Ly. Bueno, esta expresion se puede escribir como:

(Vi € dom(v))(3j, k € i)(3a,b,c € rango(¥))|(a = ¥) A (b= ;)
A(c = "»bk) A FA(“’: b, C)Ia

que al aplicar las demostraciones anteriores, claramente se reconoce como
una férmula %y. ||

Observe que a partir de la definicién de Const(¢, f) se tiene que,
¢ es una férmula de Ly < (3 f)Const(e, f).

De aqui que existe una formula £, a saber: 3fConst(¢, f}, que define la
nocién de ser férmula de L.

Ahora, al analizar la complejidad légica de las nociones sintécticas de
Ly, nos interesa fundamentalmente demostrar varios resultados de absolutez
referidos a estas nociones. En el caso de las nociones que hemos demostrado
son £y no hay problema (pues son absolutas). Pero para nociones que no
son Ly, tales como la de ser férmula de Ly, no es suficiente con saber que el
concepto es ¥y, pues esto solo garantiza la U-absolutez. Para poder asegurar
la absolutez completa se requiere, segin el teorema 5.1 del capitulo 1, de
una definicién I1; equivalente.

A continuacién escribiremos una férmula de LTC, Suc(u, &, n) que define
la relacién: “u es el conjunto de todas las m-sucesiones de elementos de
¢ para toda m < n”. Buscamos una definicién ¥, de tal manera que
sea posible demostrar que esta definicién ¥, sea equivalente, en ZF, a una
definicién Iy, para asi, concluir que dicha definicion es AZ¥| y por lo tanto
absoluta para todos los modelos transitivos de ZF.

Obtendremos la definicién T; deseada, haciendo que los elementos de u
sean construidos por etapas, construyendo primero las l-sucesiones, luego
las 2-sucesiones, etc. (La funcién f que aparece en la siguiente férmula
enumera estos conjuntos de sucesiones finitas.)

Sea Suc(u,a,n) la siguiente férmuila de LTC:

(31)[Sucefin(f) A (n es un mimero natural) A (dom(f) = n)
A(u = [Jran(f))
A(¥i € dom(1)(¥z € £(3))(Sucefin(z) A (dom(z) = i)
AV € i)(z(4) € a))
A(Vi € dom(f))(Vj € 1)(Vz € f(5))(Vp € a)
E=7+1-zU{(p,i)}e€ f@)

Claramente esta férmula es ¥,. Ademads demostraremos en el siguiente lema
que Suc(u, a, n) es equivalente a una formula I1, segin ZF.
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Antes de pasar a este lema es prudente revisar la estructura sintdctica
de esta férmula:

Lo que dicen las tres primeras lineas es que existe una enumeracién f de
algunos conjuntos de m-sucesiones de elementos de @ (con m < n), y dado
el hecho de que u = |Jran(f), todos los elementos de u son m sucesiones
de elementos de ¢ (con m < n). Sélo falta ver que toda m-sucesién de a
{m < n) es un elemento de u, es decir, si r es una m-sucesién de elementos
de a entonces r € f(i) para algin ¢ < n (por cierto ¢ = m). En las ultimas
dos lineas de la formula, se garantiza que f enumera a exactamente todas
las m-sucesiones de elementos de a (m < n), y que cada m-sucesién de
elementos de o esta justamente en f(m).

1.5 Lema. La férmula de LTC Suc(u,a, n) es AZF.

Demostracion:
Observe que:

ZF F (Va)(Vn € w)(3u)Suc(u, a, n)
y obviamente también se tiene que:
ZF + (Ya){(vn)(Vu)}(Vv}|Suc(y, a,n) A Suc(v,e,n) — u = v].
Por lo tanto,
ZF | Suc(u,a,n) « [(n es un nimero natural)
AVz[(-Suc(z,a,n)) V z = ¢|.

Haciendo uso del teorema 5.3 (Cap. 1), se sigue que la expresidn a la derecha
del bicondicional es IT;. ||

Ahora, ya estamos listos para escribir una férmula de LTC; Fml(z), tal
que :

Fml(z) < z es una férmula de Ly .

Tal como mencionamos anteriormente, la forma maés obvia de hacer esto es
a partir de la férmula

(3f)Const(z, f),

asi, tomemos a €sta como la férmula Fmi(z) deseada. En el lema 1.4, se
vio que Const(z, f) es Ly, por lo que la férmula Fml(z) es £,. Ahora
demostraremos que ademas esta férmula es equivalente, segiin ZF, a una
férmula I1;.

1.6 Lema. La férmule Ful(z) de LTC es AZF.
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Demostracion:
Primeramente, daremos un conjunto A(x) que acote al cuantificador 3 f. Sea
‘A(z) el siguiente conjunto,

U n+ll U m+1ran(z)].

nedom(z) medom(z)

Por un lado sabemos que
((3f € A(z))Const(z, f)) — 3fConst(z, f),
pero ademss, si z € Ly y existe f tal que Const(z, f), entonces
f 7 — ran(f); (r < dom(z))

tal que para cada k < r, se tiene que f(k) = v donde ¥, es una férmula
en la construccion de z, lo cual implica que

Px 1 s — ran(z); (s < dom(z)),

asi se tiene que

fir—] U ™+ ran(z)|,

me&dom(z)

por lo tanto dicha f debe ser un elemento de A(z). De donde se tiene que:
3fConst(z, f} «~ (3f € A(z))Const(z, f).
Por otro lado, en ZF se puede demostrar que existe dicho conjunto, es decir,
ZF - Vz3yly = A(z)].

De aqui se sigue que,

ZF - Fml(z) < Sucefin(z) A Yu¥v[Suc(u, ran(z), dom(z) + 2)
ASuc(v, u,dom(z) + 2) ~ (3f € v)Const(z, f)].
Con lo que se concluye que Fml(z) es equivalente, segiin ZF a una férmula
II. |

A continuacion se define la restriccién del lenguaje £y a una clase cual-
quiera X:

1.2 Definicién. Dada una clase X, Lx es el sublenguaje de £y que se
obtiene al eliminar todos los simbolos de constante 2° tales que z ¢ X.
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En particular se define £,; cuando u es un conjunto. En el caso particular
del conjunto vacio, Ly se denota por £. Asti, £ es un lenguaje formal analogo
a LTC dentro de 1a misma teoria de conjuntos. En lo que resta de esta seccion
estaremos particularmenete interesados en los lenguajes £, donde u es un
conjunto.

1.3 Definicién. Dado un conjunto u, se define la férmula de LTC Cte(z, u)
comgo la férmula de LTC,

Cte(z) A ((z) € u)

Las formulas Prim{z, «) y Fml(z, u) se definen de la misma manera que
Prim(z) y Fml(z) excepto que donde aparece la férmula Cte(z) se reemplaza
por Cte(z,1). Claramente, de esta definicion, se sigue que

Fml(z, 1) < z es una férmula de £,.

A continuacién enunciamos un lema que establece el cardcter absoluto
(para modelos transitivos de ZF) de las formulas anteriores:

1.7 Lema.
(i) Las formulas Cte(z,v) y Prim(z,u) son Lo.
(ii) La férmula Fml(z, u) es AZF.

Demostracidn:

Para (i) la demostracién es directa, pues en el primer caso, tanto Cte(z)
como (z); € u son Xy, y en el segundo caso, se estd reemplazando una
subférmula g de un férmula g por una subformula Y.

Para (ii), observe que el \inico cambio (con respecto a Fmi{z)) que se
hace, es reemplazar la subférmula Prim(z) de Const(g, f), por la subférmula
Prim{z, u), que es ¥y, asi, la férmula Const(g, f} es ¥y y por lo tanto
Fml(z,u) es ;. El proceso que llevamos a cabo para acotar el cuantificador
3f por A(z) se puede llevar a cabo de la misma manera. Concluyendo asf,
que Fml(z,u) es A,. ||

El proposito siguiente es definir una férmula {(que llamaremos Lib(¢, <))
de LTC tal que:

Lib(¢, z) <> “¢ es una férmula de Ly y z es el conjunto de todas
las variables que aparecen libres en ¢”.
Escribimos dicha férmula, posteriormente estudiaremos su estructura
sintactica.
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Sea Lib(g, z) la siguiente férmula de LTC:

F3f[Const(¢, ¥) A Sucefin(f) A (dom(f) = dom(s) A (z = £{I| £ )
A(Vi € dom(F)I(3j, k € 3)[Fa(wi, i, ) A (f(E) = £G) U £(K))]
V(35 € F.(i,%5) A (F(G) = F(5))]
V(3j € i}(3u € ran(¢))[Var(u) A Fa(y;, u, ;)
AFE) = £\ {u}))
VIPrim(:) A [[Var((4:)2) A Var((¥:)s) A (£(5) = {()2, (:)a})]
V[Var((:)2) A Cte((1:)3) A (f(5) = {(¥:)2})]
V[Cte((ti)2) A Var((s)a) A (£(i) = {(¥:)3})]
VICte((vi)2) A Cte((1i)a) A (F(3) = 0)).

Ahora revisaremos la estructura sintdctica de esta férmula. En primer
término, la sucesién % que aparece, es la que enumera a las férmulas de
la construccion de ¢. La sucesién f es la que va acumulando, en cada %, el
conjunto de variables libres que aparecen en la férmula y; de la construccién
de ¢.

Revisando con cuidado la estructura sintdctica de la férmula Lib(¢, z)
se observa que dicha férmula es ©;. (Sélo hace falta observar que cada una
de las subférmulas de Lib(¢,z) es Zg 0 £;.) En el siguiente lema veremos
que Lib{¢, z) es, ademds, equivalente, en ZF, a una formula [1; de LTC.

1.8 Lema. La férmule Lib(¢, z) es AZF,

Demostracidn:
Claramente,

ZF k- Lib(¢, z) «» [Fml(¢) A Vz|(-Lib(g, z)) V z = z]].

Ahora, la segunda parte de la conjuncién es claramente II; y la primera es
equivalente a una férmula II; en ZF. Por lo tanto, Lib(¢, z) es equivalente,
en ZF, a una férmula I1;. ||

Ahora, definiremos una férmula de LTC (Sust(¢’, 9, v,t)} que definird la
relacion:

“¢’ es la férmula (de Lv) que se obtiene al sustituir en la formula ¢ (de
Ly} todas las apariciones de la variable libre v (de £y) en la férmula ¢, por
la constante ¢ (de £y)”.

Para llegar a la definicién de esta férmula necesitamos adoptar un pro-
cedimiento similar al usado el la definicion de la férmula Lib(g, 7):

Tomar la sucesién ¢ tal que Const(¢, ¥’} (que enumera las férmulas de la
construccion de ¢). A partir de esta sucesion, ir sustituyendo cada aparicion
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libre de la variable v por la constante {, si aparece un cuantificador sobre
v en alguna etapa de la construccién, se deben eliminar todas las sustitu-
ciones hechas sobre las apariciones de v que-ahora estdn bajo el alcance del
cuantificador.

Para hacer mas facil la definicion de esta férroula es recomendable con-
siderar, primeramente, la restricién de Sust(¢’, ¢, v, t) a férmulas primitivas
¢. Sea S(¢', ¢, v,t) la restriccion mencionada, definida por:

Prim(¢’) A Prim(¢) A Var(v) A Cte(t)

AN[F=(a, ()2, (#)3) All(@)2 # v A(d)s #v A (¢ = )]
Vi(d)2 = v A(B)s # v A F=(¢',t,(4)3)]
V{(¢)e # v A (S)s = v A F=(¢, (8)2,1)]
V[(¢)2 = v A(#)3 = v A F=(¢', L, t)]]]

V[Fe(9,(d)2, (#)3) A[(@)2 A v A (@)a # v A (¢ = )]

Vi(¢)e = v A(@)s # v A Fe(d',t,(¢)all
V()2 # v A(d)a = v A Fe(d, (8)2,1)]
V(@)2 = v A{d)s =v A Fe(d', L, 1)]]].

Observe que la férmula S(¢', ¢, v,t) es 9. Ahora, con ayuda de ésta,
definimos la férmula Sust(¢’, ¢, v, t) deseada:

Fml(¢') A Fml(¢} A Var(v) A Const(t) A 3¢30[Const (e, ¥)
ASucefin(f) A (dom(8) = dom(1))) A (B¢ = ¢')
A(Yi € dom (P} (T, k € D) (Fa(hi, 4, %) A (Fa(0:, 05, 0k))
V(3j € 1)(FL (i, ¥;) A F(6;,65))
V(37 € ¢)(Fu € rang(¢))(Var(u) A (u # v)
A(Fa(?l’-;a u'd}j) A FE(BHH: 0.1))
V(35 € 1) (F5(s, v, 95) A (6; = )
Vs(ei.: 'IIJ,','U, t)n

En esta formula, la sucesion @ va haciendo el proceso de sustitucién
en cada férmula de la construccién de ¢, dejando sin sustituir la variable,
cuando ésta es acotada.

Obsérvese que en esta definicién todos los cuantificadores que aparecen,
excepto los dos primeros existenciales, son acotados, y ademds todas las
subférmulas son Ly, de donde se sigue que la férmula Sust{¢’, ¢,v,t) es ;.
Pero mas aun:

1.9 Lema. Lo férmula Sust(¢’,¢,v,t) de LTC es AZF.

Demostracidn:
De nuevo, es claro que:

ZF + Sust(¢’, ¢, v,t) « Fral{¢) A Var(v) A Const(t)
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AVY[(~Sust (¥, ¢, v, 1)) v ¥ = ¢].

Puesto que la expresion del lado derecho del bicondicional es IT;, queda
demostrado el lema. ||

Con ayuda de las férmulas que hasta el momento hemos definido, es
posible definir (en LTC) la nocién de satisfaccion (verdad) para los lenguajes
Ly. Esto es, definiremos una férmula Sat(u, ¢) tal que,

Sat(u, @) & “¢ es un enunciado de Ly que es verdadero en la estructura
{1, €) bajo la interpretacién canénica.”

La idea que motiva la definicién de esta férmula es la siguiente:

Sea f : w — P(L,) tal que f(0) es el conjunto de todas las férmulas
primitivas de L, y en general sea f(i + 1) el conjunto de las férmulas de £,
que estan en f(i} mas aquellas que se pueden obtener a partir de las férmulas
de f(i) por una aplicacién de alguno de los tres esquemas de construccion.
Luego, sea g : w — P(£Ly) la funcién tal que g(i) es el conjunto de las
formulas de f(i) que no tienen variables libres ¥ que son verdaderas en
(u, €). Asi, g proporcionara todos los enunciados de L., que son verdaderos
en (u, €).

La férmula Sat(u, ¢) se obtendra considerando el proceso descrito, de tal
manera que se pueda verificar si ¢ estd o no en g(t) (cuando ¢ esté en f (2))-
Para definir Sat(u, ¢), primeramente definiremos la restriccion de la férmula
para las formulas ¢ (de £,) primitivas.

Sea E(u, ¢) la siguiente férmula:

32,y € u)l(z € Y) A Fe(9,2°,°)| V[(3z € w) F_ (¢, 2%, 2°)).

Claramente se tiene que,
E(u, ¢) « Prim(¢, u)A [“¢ es verdadera en la estructura (u, €)"].

Por otro lado, es facil verificar que la férmula E(u, @) es p: es suficiente
con observar que expresiones de la forma (3z € u)F_(¢,z°,2°) se deben
sustituir por

(32 € u)(Jy € ran(e))(y = z° A F_(d,y,y)).

Finalmente definimos una férmula, S(wu,¢), que expresa, en LTC, la
nocién de que ¢ es un enunciado de £, verdadero en (u,€). Dado que
esta férmula no serd ¥), no la consideraremos como la formula buscada
(pues queremos que ésta sea AZF) pero si como una precursora.

Sea S(u, ¢) la siguiente férmula:
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(u # BY AFml(@, v) A f3g[Sucefin{ f) A Sucefin(g) A (dom(f} = dom(g))
Ao € g(ll g 1)) AVY(¥ € £(O) & Prim(y, u))
AV € g(0) < E(u,v))
A(Yj € dom(f))(Vi € §IVPly € f(i+1) & (¥ € f(3))

V(30,0 € f(i))FA(2,0',6)

V(39 € f(i) F.(¢,6)

V(38 € f(z})(Fv € ran(y))(Var{v) A F3(y, v, 0))]
A(Vj € dom(g)) (Vi € J)\Ve[Y € g + 1) & (¢ € g(5))

V(30',0 € g(i)) Fa(,0',8) v (38 € f(1))(6 ¢ g(3) A F-(,0))

V(38 € f(2))(Fv € ran(v¥))(3z € u)(3¥ € g(3))

[Var(v) A Fa(3, v, 8) A Sust(8”, 0, v, 2°}|{]

Claramente esta férmula S(u,¢) define la relacién de satisfaccién re-
querida, pero tal como mencionamos, esta férmula no es £; (en realidad
es [Iz). El problema es el cuantificador ¥ que aparece cuatro veces y los
cuantificadores no acotados (3f,3g) que aparecen en la subférmula:
Sust(¢,0,v,2°). Como quiera que sea, este problema se puede solucionar
acotando todos estos cuantificadores, de tal manera que no se pierda la
expresabilidad de la nocién de verdad.

A continuacién definiremos, por pasos, el conjunto que acotara a los
cuantificadores no acotados de la férmula S{u, ¢):

1. Sea w)(u,¢) el siguiente conjunto,

U "Hou {vli € w}U{z°|z € u}|
me dom{¢}

2. Sea ws(u, ¢) el siguiente conjunto,

U ™ é)l

ne dom{d)

3. Sea w(u,¢) = wilu, @) Vwa(u, d).

Observe que w(u,$) contiene a todas las férmulas (de L) de la misma
longitud que ¢, es decir, a todas las férmulas 1 de £, tales que, dom(y) =
dom(¢), y el conjunto wy(u,@) contiene a todas las sucesiones finitas de
férmulas de w; (u, ¢) con dominio menor o igual al dominio de ¢.

Asi, es posible acotar con w(u,¢) a los cuantificadores anteriormente
mencionados sin alterar la expresabilidad de la férmula S(u,®), pues las
variables cuantificadas bajo estos cuantificadores {f, g, ¥) son sucesiones
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de férmulas de longitud menor o igual a la de ¢, o bien, son férmulas de
longitud menor o igual a la de ¢.

Sea 5'(u, ¢, w) la formula que se obtiene de S{u,¢) al acotar a todos
los cuantificadores no acotados por el conjunto w(, ¢). Después de esto ya
estamos listos para definir la férmula Sat(u, ¢) deseada.

Sea Sat(u, @) la siguiente férmula:

FwIzIyIaFIt{(a = {z°|z € u) At = W) A (b = {vi]i € t})

ASuc(z;9U a U b, dom(g) + 1) A Suc(y, z,dom(e) + 1)
Alw = zU y) A S'(u, ¢, w))

donde la subférmula ¢ = w debe ser reemplazada por la férmula:
On{t) Alim(t)A(Vie t)|(Fjei)i=7+1)V(Vje i #1)]

Luego, por las observaciones hechas anteriormente, acerca de el conjunto
w(u, ), es claro que:

Sat(u, ¢) < ¢ es un enunciado de £, que es verdadero en (u, €).
Ademas, se tiene que Sat(u,¢) es £,, y més ain:
1.10 Lema. La formula Sat(u,¢) de LTC es AZF.

Demostracidn:
De las observaciones anteriores, claramente se tiene que,

ZF F -Sat(u, ¢) « —~(Fml(¢, u) A Lib(, 8)] v I0[F_(6, ¢} A Sat(u, §)).

La primera subférmula del lado derecho de la equivalencia es AZF y l1a
segunda es ¥;, de donde se tiene que, ~Sat(u, ) es £ZF, hecho que implica
que Sat(u, ¢) es [1Z7. Por lo tanto la £;-férmula Sat(u,®) es AZF, ||

Generalmente nos referiremos al enunciado Sat(u, ¢) por la expresion:
Fu .

Tal como lo hemos sefialado, la coleccién de conjuntos que constituyen
“las férmulas” de £, proporcionan un andlogo de las férmulas del lenguaje
LTC. Dada una férmula ® de LTC podemos construir un conjunto ¢ tal
que, de acuerdo a la “sintaxis” de £ (desarrollada hasta el momento) tiene
la mnisma estructura légica que tiene ®. En este contexto, el siguiente re-
suitado indica cémo es que la nocién formal de satisfaccion, recien definida,
corresponde a la genuina nocién de verdad.

1.1 Teorema. Sea ®(vo,...,vn) una formula de LTC, y sea ¢(vy, . .., vn)
su contraparte en L (en el sentido recién descrito). As,

ZF - Yu(Vzy € u) ... (Vz, € u)[®%(z0, . .., Zn) — Sat(u, ¢(zg, ..., z2))).
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Demostracion:
La demostracidn se hard por induccién sobre la construccién de ¢ (y por lo
tanto de ¢). Sea u un conjunto y sean g, Zj,...,ZTn € U.

1. (a) ®(x,y) =z €y, asi,

z,y) & (z€y) < z€y
A E(u? ¢(z°5 yo)) o Sat’(u’ ¢($°, yo)
(b} ®(z,y) = z =~ y. Este caso es analogo al anterior.

2. (a) ®(zo,...,2zs) = Bo(z0,...,zn) AP1(z0,- .., Zn). En este caso, se
tiene que
®*(zg,...,Zn) < Bf(zo,...,zn) A P¥{z0,...,2n)

— Sat(u, oz, ..., z5)) A Sat{u, ¢;(z],...,z2))
< Sat(u, ¢(z§, - .., 23))-

(b) ®(zg,...,z5) = ~Py{ze,...,7s). Este caso se lleva a cabo de
manera similar al anterior.

(c) ®(zo,...,zn) = I2Po(2, 70, ..., %n), asi,
(32®@o(z, 70, .., za))* — (Iz € v)BE(2,z0,...,Tn)
o @8(2, 21 PR smﬂ-) hnd Sat(ua ¢(z°: 2781 s :'7:1?1))

o Sat(u, J2¢(z,z5,...,23)). |l

Observe que este resultado es un esquema de teoremas para LTC, que
establece la equivalencia entre la genuina nocién de verdad para una férmula
® de LTC, y la nocién matematica de satisfacibilidad para una “férmula” ¢
de L.

Por analogia con LT'C, definiremos la “Jerarquia de Lévy” para las fér-
mulas de Ly. Por razones de conveniencia técnica, sélo seran admitidos,
en cada etapa de la jerarquia, un solo cuantificador en lugar de bloques de
cuantificadores como lo hicimos para LTC.

1.5 Definicidon. (por recursién sobre w):

1. Una féormula ¢ de Ly es Ly (o Ip), si todos los cuantificadores estan
acotados, ya sea por una variable o por una constante de L.

2. Unaférmula ¢ de Ly es T4y (Ilnyy), si es de la forma Jut) (—Fvmip),
donde ¥ es una férmula IT,, (L,).
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A continuacién definimos una férmula de LTC, FmlZ%($), que define la
relacién: “¢ es una férmula de £y que es X",
Sea Fml¥e(¢) la siguiente férmula:

Ful(¢) A (Vi € dom(6)){(¢: = 0 A diy1 = 8 A Var(¢iy2))
— (D43 =0AGisa =6AGius =0 A iys =4
Apiv7 = dir2 A (Cte(dirs) V Var(di+s)) A divo = 1)].
De igual manera definimos Fmi®0(¢,4) sustituyendo las apariciones de la

subférmula Cte(¢) por Cte(s, u).
Observe que estas dos férmulas son T,. Pero ademas:

1.11 Lema. Las férmulas Fml™(¢) y Fml™($,u) son AZF.

Demostracion:

La demostracién es inmediata a partir del hecho de que la subférmula Fml(¢)
es AfF y de que todas las demds subférmulas son %o. El mismo razona-
miento se aplica para la férmula Fml®(¢, u). ||

El siguiente resultado afirma que también existen férmulas que definen
la relacién de “ser una férmula £, (I1,) de £y o de £,

-1.12 Lema. Dado n > 1, ezisten férmulas AZF: FmlT~(¢), Fml™(¢),

Fmi®(¢,u) y Fml™ (¢, u), tales que:

Fm]E» (¢) @ @ es una formule £, de Ly .
Frl™(¢) & ¢ es una formula I1,, de Ly .
Fml=~(¢,4) & ¢ es una formula £, de L.
Fml" (¢, 4) & ¢ es une formula I, de L.

Demostracidn:

‘Sea @y, la férmula que sigue del iinico cuantificador acotado en la férmula

Fml™(¢). Sea Fml¥!(¢), la formula:
Fml(#) A [$(0) = 0 A ¢(1) = 8 A Var(¢(2))] A (¥ € dom(¢))(i > 2 — @)

y sea Fml™ (¢), la férmula:

Fml($) A [¢(0) = 0A ¢(1) = 7 A ¢(2) = 0 A $(3) = 8 A Var(s(4))]
A(¥i € dom(@))(i > 2 — ).

Claramente estas formulas son, al igual que Fm]E° (#), AZF. Asi, para cada
n, se puede construir Fmi™" a partir de las anteriores. It

A continuacion se establece una relacién, que existe entre los lenguaies
q
L y LTC, muy importante y que se usard mucho en las siguientes secciones.
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1.13 Lema. Sea ®(7T') una formula Lo de LTC, y sea ¢(T) su contraparte
en L.

ZFF YM(VE € M)[Trans(M) — (®(F) o Sat(M, 6(z°)))]

Demostracién:
Sean ®(7F) una férmula g, M un conjunto transitivo, y z1,...,z, € M.
Como ® es g y M es transitivo, entonces ® es absoluta para M, es decir

(V7 € M)(®(Z) « M(2))

en particular para zy, ..., T, se tiene que (®(z;,...,z,) & OM(z), ..., 1,)).
Ahora, al aplicar el teorema 1.1 se tiene que

S(z1,...,20) & ®M(zy, ..., zn) < Sat(M, $(z3,...,z2)).

Que es lo que se queria demostrar. ||

Por dltimo, terminamos esta seccién estableciendo que el conjunto Def(X)
es definible en LTC. Mds adelante, se demostrardan los resultados de abso-
lutez involucrados en la definicién de este conjunto. Primero recordamos su
definicién metatedrica:

1.6 Definicién. Sea X un conjunto y sea Y C X. Se dice que Y es X-
definible, si y sélo si existe una férmula $(vg, v1,...,v,) de LTC, y existen
T1,...,Zn elementos de X, tales que

Y ={e€ X|(X,€) E®a,z1,...,24)}.

En vista de los resultados establecidos hasta el momento, en particular,
el teorema 1.1, se puede reescribir la definicién de “ser X-definible”, de la
siguiente manera:

1.7 Definicién. Sean X un conjunto y Y un subconjunto de X, se dice que
Y es X-definible, si existe un férmula ¢(vg) de Ly, tal que ‘

Y = {a € X|Sat(X, ¢(a”))}.
En forma equivalente, si:

Y = {a € X| x 6(a)}.
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Ahora si, podemos definir el conjunto Def (X):

1.8 Definicién. Sea X un conjunto, se define el conjunto Def(X) de la
siguiente manera,

Def(X) = {Y C X|“Yes X — definible” }.

Por dltimo se establece la expresabilidad de dicha nocién en LTC:

1.14 Lema. La funcidn Def(X) estd bien definida, y su definicion es la
stguiente;
Z = Def(X) < (YY € Z)(3¢)|Fml(¢, X) A Lib(4, {vwo})

MY = {a € X|3¢(Sust(x, ¢, vg, a°) A Sat(X, ¥}

AVY ((34)[Fml(¢, X) A Lib(¢, {ve})

AY = {a € X|Fp(Sust(s, ¢, vo,a°) A Sat(X,))})

— (Y € 2)].

Demostracion:

Es directa, las primeras dos lineas aseguran que Z C Def(X) y las otras,
que Def(X) C Z. ||

2.2 El Universo Construible

En esta seccion llevaremos a cabo el segundo paso para establecer la consis-
tencia relativa de la Hipétesis Generalizada del Continuo y del Axioma de
Eleccién, con respecto a los axiomas de ZF. Esto es, definiremos la estructra
jerdrquica L mencionada en la introduccién del capitulo, y demostraremos
que dicha estructura es modelo de los axiomas de ZF.

En primer lugar, debemos definir la jerarquia de los conjuntos con-
struibles (L,|a € ON), en forma rigurosa, haciendo uso de los concep-
tos definidos en la seccién anterior, en segundo lugar estableceremos las
propiedades basicas de dicha jerarquia. Por tltimo demostraremos que el
universo construible L, definido en términos de la jerarquia construible, es
un modelo interno de ZF.

Comenzamos con la definicién de la jerarquia construible {La|a € ON):

2.1 Definicién. (Por recursién sobre o € ON) Jerarguia Construible.

1. Lo =0,
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2. Las1 = Def(La),

3. Lo =U,cq Ly para o limite.

Esta jerarquia es una funcién bien definida (en el sentido de clases) de
la teoria de ZF. Por lo tanto, la clase L definida por:

L=|J La

acON

es una clase bien definida. A esta clase se le llama el universo construible
(de Gédel).

Asi, a los elementos de L se les llaman conjuntos construibles:

Con el siguiente lema establecemos los resultados basicos de la jerarquia
construible. Estas propiedades, entre otras cosas, facilitaran la demostracién
de que L es modelo interno de ZF. En secciones posteriores, se estableceran
algunas otras propiedades interesantes de la jerarquia construible.

2.1 Lema. Sean o, v y B ordinales. Los siguientes son teoremas de ZF:
1. Siy <o entonces L, C L.

L, es transitivo.

L es transitiva.

Lo CV,.

LNa=L,NON =¢.

Sia < entonces a, Lo € Lg.

ON C L.

Sia € w entonces Ly, = V,.

T L B T T

Siw < a entonces |Ly| = |al.

Demaostracidn:
Demostraremos 1. y 2. simultaneamente por induccién sobre a.

1y 2. (a) Para a = 0 el caso es trivial.
(b) Para « limite, 1. es directo y 2. se sigue de la hipétesis de que
L, es transitivo para toda v < «, pues la unién arbitraria de
conjuntos transitivos es transitivo.
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(c) Paraa =3 +1, Suponemos que 1. y 2. se cumplen para 3. Para
demostrar que 1. se cumple para o, es suficiente con demostrar
que Lg C Lq, pues si v < « entonces v < 8 y por la hipétesis
de induccién habremos terminado. Sea z € Lg, entonces por la
hipdtesis de induccién para 2. se tiene que como Lg es transitivo,
entonces r C Lg. Luego,

z ={y € Lg|(y € z)},

pero como la férmula y € z es £y y como {por hipétesis de in-
duccién) Lg es transitivo, el lema 1.13 implica que

r = {ye Lﬂl |=L,£ nyc excu}'

Asf, se cumple que z € Def(Lg) = L,. Para demostrar 2. en este
dltimo caso, sea y € z € L, , dado que

z € Lo = Def(Lg) C P(Ly),

se deduce que £ C Lg, asi, y € Lg, luego, por 1. se concluye que
v € L.

3. Directo de 2.

4. (Por induccién sobre ).
(a) Para @ = 0 se tiene que
Lo=Vp=0.
(b) Para o limite, se cumple que

L, = UL., yque V, = UV,,,.

Yo p<n

Pero por hipétesis de induccién se sabe que L, C V, para toda
7 < &, por o tanto

Ly C V,.
(c) Para @ = 8 + 1, observe que si Lg C Vg, entonces
Lo = Def(Lg) C P(Lg) C P(Vj) = V,.

5. Por induccién sobre a demostraremos que L, NON — @, la otra igual-
dad se sigue directamente de ésta.
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{(a) Para a = 0 es trivial el hecho de que LeNON =0 = LNO.

(b) Para « limite se tiene que

LeNON = [ J £,JNnON = | J[L, N ON],

TEQ YEQ

que, por hipotesis de induccion, es igual a [J,¢q ¥ que es justa-
mente c.
(c) Para el caso sucesor, @ = § + 1, suponemos que Lz N ON = .
Ahora, como Lg C L, C P(Lg), se cumple que
BC L,NON C P(Lg) NON.

De acuerdo a la hipétesis de induccidn sabernos que P(Lg)NON C
a, pues si v € P(Lg) NON, entonces ¥ < 3 € e. De donde se

concluye que
Lo NONC a.

Para dermnostrar la otra contencidn es suficiente con demostrar que
B € La,

pues si v < e entonces v < 3, lo que conduciria a que vy € L,NON
(esto 1iltimo porque L, es transitivo y ¥ € ON). Por hipétesis de
induccién:

g = LgNON = {z € Lg|]ON(z}},

pero dado que la férmula “On(z)” es £y y dado que Lg es tran-
sitivo, podemos aplicar el lema 1.13, para concluir que

B = {.’B € Lﬁ[ '=Lﬂ "On($°)“}.
Asi, 8 € Def(Lg) = Ly. La otra igualdad se sigue directamente
del hecho de que para cualquier o, o € Lo € L.

6. Por 1. es suficiente con demostrar que o, L, € Loy, pues si o < 8
entonces a + 1 < f# y por 1. se tendria que Loy1 C Lg. Asi, para
demostrar que Ly € Lqoy1, considere el siguiente hecho:

Lo ={z € Ly|z =2}
entonces, por el lema 1.13 se tiene que:

La — {IL' IS Lal #La “ﬂlo — Io”}
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(pues “z = z” es Lo y L, transitivo). Asi, Lo € Def(L,) = Lay1.

La demostracién de que & € Lo ya la hicimos durante la demostracién
3 del inciso anterior:

(L NON = o} — (a = {z € La| f=1, “On(z°)"})
3 de donde se deduce que: o € Def(L,) = Loyi.
7. Es directo de 6:

(@ €ON) = (@ € Loy C L).

* 8. El caso en que @ < w lo demostraremos por induccién finita. Para
a = 0 es trivial, pues Ly =0=V). Seaa=n+1y supondremos que
é L, =V, entonces:

v Lpyy = Def(Ln) = Def(V,) C p(vn) = Vnt1

Ahora, para demostrar que V,,; C Lpyy, sea 2 € V41, entonces
z & Vo, = Ly, por lo tanto, existen ay,...,am € L, tales que z =
{a1,...,am}, en consecuencia:

z={z€LlpJz=0a;V...Vz=aqy,},
que por ¢l lema 1.13 implica que
: z ={z € Lo F, “2°

Por lo tanto, z € Ly, concluyendo asi, que L, ; = Vn+1- Para el
caso a = w observe que:

Vo= U Va=lJ L. = L.

n<w n<w

a;V...Vz°=a2"}.

9. Por el inciso 5, deducimos, de o C Lq, que |of < |L,y| para toda a.
Demostraremos, por induccién sobre a > w, que |Lo| < |af: para
= w se tiene que

|Lw‘ = Ile = W

En el caso en que « es limite, bajo la suposicién de que |L,| < |7, se
deduce que

Lol =1 {J Lt S DML < Y Il = o,

y< o y<a T
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Finalmente, para el caso en que o = 8 + 1, suponderemos que {Lg| =
|51, de donde concluimos que:

| Lol = IDef(Lp)l <{Lgl-w =8l w=8l=18+1]. |

Finalizamos la seccién demostrando que L es un modelo interno de ZF.
Es decir, que dado cualquier axioma ® de ZF, en ZF se demuestra ®L,

2.1 Teorema. La clase L es un modelo interno de ZF.

Demostracién:
Para cada axioma ¢ de ZF demostraremos, desde ZF, ®L.

I.(Extensionalidad)t. Se debe demostrar que
VzVy[Vz(z € z & z € y) — (z = y)||.
Sean z,y € L, debemos demostrar que
Vz(z €z o z€y)— (z =y)|b.
Pero esto es si y sélo si
(VzeL)zeze—z€ey)— (z=v).

Dado que L es transitiva, se tiene que z,4 € L y por lo que lo anterior es
equivalente a:

Vzli(z€z o 2€y) - (z =y)].
. Pero esto se cumple en virtud del axioma de Extensionalidad.

Observacién. Observe que para esta demostracién s6lo usamos el hecho
de que L es transitivo, asi, se puede establecer que cualquier clase transitiva
{(que sea expresable por una férmula de LTC) es modelo del axioma de
extensionalidad.

I1.(Unidn)t. Se debe demostrar que
[Vz3wWz(z € y « (3u € z)(z € )|
Esto es, dado z € L, debemos encontrar y € L tal que
(Vze L)z ey o (Fue )z €w)).

Pues si se demuestra que para cada z € L existe u € « con las caracteristicas
descritas, dicha « debe estar en L, pues L es transitiva. Ahora, por el axioma
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de unidn, sabemos que exisite ¥ tal que y = |Jz. Luego, dado que z € L
existe un ordinal « tal que z € L,. Puesto que L, es transitivo, ¥ C Lo, y
por lo tanto:

y = {2z € Lal(3n1 € 2)(2 € v))};

més ain, dado que L, es tramsitivo y que la férmula que define a y en
la ecuacién anterior es Ty, se puede aplicar el lema 1.13 para obtener la
siguiente igualdad:

¥ = {2z € Lol =1, “(3u1 €2°)(2° € vy)"},

*; concluyendo asi, que

: Yy €Def(La) = Loy1 C L.

Pero puesto que y = |Jz, es cierta la siguiente afirmacion:
Vz(z € y & (Fu € z)(2 € v)).

En particlar:
(Vze L)z €y « (Fu € z)(z €w)).

III (Par)t se debe demostrar que:
[V2Vy32vu((u € 2) & ((u = z) V (= g)))|L.

Dados z,y € L, buscamos encontrar z € L, tal que:
| (Vu € D)((u€2) o (u=2) Vv (u= gt

Pero como las férmulas primitivas son absolutas, lo que debemos demostrar
para dicha z, es:

(ue L)((ez) o (u=2)V(u=1))

Ahora, sabemos (por el axioma de par), que existe z tal que
Vu((u € z) e (u =z} V(1 =y)).

Para demostrar que z € L, observe que z es un subconjunto de L, asi,
z=A{u€ Ly|(u =z) V (u=y)},

y aplicando el lema 1.13, se deduce que:

z={u€ Lyjf=r, “u=2"Vu=y"}
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concluyendo asi, que z € Def(Ly) = Lay1 C L.
IV.{Infinito)". se debe demostrar que

[32l3y(y € 7) A (Vy € 2)(3z € 2)(y € 2)]|L.
Pero por el lema 2.1, inciso 6., sabemos que
w e Lw+l g. La

y como w # @ y Vy € w existe 2 € w (a saber y + 1) tal que ¥ € z, queda
demostrada la relativizacién de este axioma.

V.(Potencia). Se debe demostrar que
Vr3yve]z € y = 2 C )|t
Esto es, dado z € L debemos encontrar y € L tal que
VzeL){(zeye—zCzx)
Por el axioma de potencia, sabemos que existe y; tal que
1 = P(z).

Luego, por el axioma de subconjunto aplicado a la férmula z € L y al
conjunto ¥, existe un conjunto y tal que

Yy = {z Ey1|z € L}
Ahora, para demostrar que y € L, sea
f:y— ON

definida por f(z) = min{a € ON}z € L,}. Por el axioma de reemplazo, f[y|
es un conjunto (de ordinales), y por el axioma de unién, {J fly] = a es un
conjunto y por lo tanto un ordinal. Asi, por el lema 2.1 (5), sabemos que

y< Lo
Por lo tanto, segiin la definicién de ¥:
y={z€ La|z C z},
y al aplicar el lema 1.13 tlegamos a que:

Y= {Z € La[ '=[__a “2° C .’IIO"} e Def(La) = Loy,
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Por lo tanto, y € L y claramente
(VzelL)(z€ey—zCzx).
VL. (Regularidad)”. Se debe demostrar que

Vzl3y(y € z) — Iy(y € s A (Vz € y)(z ¢ )

Sea z € L, z # 0. Debemos encontar y € L tal que y € z y:

[(vz € y)(= ¢ =)

Pero dado que L es transitivo, serd suficiente con encontrar y tal queyEx
y tal que

(Vz € y)(z ¢ x).
A partir del axioma de Regularidad, existe y € z tal que

(Vzey)(z ¢ z),

que es lo que se buscaba.

Observacién. En la demostracién anterior solo usamos el hecho de que L
es transitiva y estandar, asi, se puede establecer que cualquier estructura,
que sea expresable por una férmula de LTC, transitiva y estandar, es modelo
de regularidad.

VIL (Subconjunto)t. Sea ®(uy, ..., v,) en LTC, se debe demostrar que
V2V, .. Yo, 3Vz[(z € y) < (z € 2) A ®(z,01,...,a,)])".
Sean z,4;,...,a, € L, debemos encontrar y € L tal que
(Vze L)|[(z €y) « (z € 2) A®E(z,a;,... ,a,)|.
Sea A ={z,a1,...,an} y sea
f:A— ON

definida por f(u) = min{e € ON|u € L,}, entonces por los axiomas de
reemplazo y unién, sabemos que

o =i
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es un ordinal. Luego, aplicando el principio generalizado de reflexién a la
jerarquia construible, existe un ordinal limite 8 tal que 8 > a y:

(VZ € Lp)[@"(7) & &"2(7)].
Ahora, sea ¢ la férmula correspondiente a ® en L, y sea
y={x € Lol Fr, (02,03, ..., a2) A (2° € ).
Entonces, y € Def(Lg) = Lgy1 € L y ademds por el teorema 1.1:
y = {z € Lp|®"#(2,a1,...,8,) A (z € 2)}.

As{, por la eleccién de S segiin el principio generalizado de refleccién, se
cumple que

y:{Z€$l¢L(Z,ai,...,an)}. |
Por lo tanto, dado que y € L, para cualquier z € L,

(z€y) = (z€x)ABL(z,a1,...,a5).

VIIL (Reemplaze)*. Debemos demostrar que dada una férmula ®(vg, . .., vn)
de LTC, es valida la siguiente afirmacidn: ‘

[Vvg .. Vo, V23 @z, y,v2, . . . , vn) AVZ(®(z, 2,v2,...,0n) = ¥ = 2))
- VuJu(Vz € u)(Fy € v)0(z,y, vz, ..., v)]]*

Sean asg,...,a, € L y supongamos que .
(vz € LY(3y € LY@ (z,y,as,...,an)A\Vz € L)Yz, 2,a3,.. . ,an} > y = 2)
debernos demostrar que dada u € L existe v € L tal que
(Vreu)(Iy € v)(I)L(z, Y, a2, ..,0an).
Seau € L ysea f:u — ON definida por
f(z) = min{a € ON|(Fy € L,) A &L {(z,y,az,...,20)}.

De nuevo, por los axiomas de Reemplazo y Unién, sabemos que o = | f[u]
es un ordinal. Ahora, sea v = L, entonces v € L y ademds

(V& € u)(3y € V)0 (z,y,a,...,an).
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2.3 Operaciones de Gédel

En esta seccién definiremos el universo construible L desde una perspectiva
mmas cercana a la definicién que presenta Gddel en su monografia de 1940
[GSdel 1940). El Teorema fundamental de esta seccion establece la equiva-
lencia entre las dos definiciones que se ofrecen en este capitulo. Aunque ya
se sabe que ambas definiciones convergen en el mismo universo L, nosotros
presentamos una demostracién propia de la equivalencia estrato a estrato.

Los resultados de esta seccién sersn, ademas, de gran ayuda para de-
mostrar una de las propiedades fundamentales que refiere al caracter abso-
luto de los estratos de la jerarquia para ciertos estratos (teorema 4.2). Este
resultado, que es fundamental para demostrar (entre otros) el teorema de
condensacién (teorema 6.1), aparece en la bibilografia comunmente sin de-
mostracién. Atribuimos esta omisién al hecho de que dicha demostracicn,
tal como la presentamos nosotros, hace uso de ambas definiciones de la Jer-
arquia construible.

Comenzamos con un catdlogo de funcionales llamados Operaciones prim-
itivas de Gédel.

3.1 Definicién. Las siguientes funciones se conocen como operaciones prim-
itivas de Gédel:

FX,Y) = {X,Y}

Fo X, Y)=XxVY

Fi(X,Y)=X\Y

F X, V) =XnNnY

Fs(X,Y) = {(u,v)lu e X AveY Auev)}

Fe(X,Y)=1UX

F2X,Y) = dom(X)

-}-B(Xs Y) = {(‘U.,‘U)I(U, u) € X}

Fo(X,Y) = {(n,v,w)|(n,w,v) € X}

-FlO(X’ Y) = {(u: U!w)l(v‘l w, u) € X}

Observe que, con ayuda del teorema 5.2 (Cap. 1), facilmente se re-
conocen a estas relaciones como Tp. A continuacién definimos el minimo
conjunto que es cerrado bajo las diez operaciones anteriores y que contiene

a un conjunto dado, este conjunto se ligara adelante, con la nocién de defini-
bilidad.

3.2 Definicidn. Sea M un conjunto, definimos la cerradura de Godel para
M (cl(M}), por recursién sobre w, de la siguiente manera:

c®%(M) = M,
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¥ (M) = (MYU Fi[el*(M) x cI* (M) U.. .U FpolclF (M) x cl* (M),

(M) = Upge,, ¥ (M)

En el discurso que sigue, entenderemos por operacidn de Gédel (o G —
funcién), todas aquellas funciones que se obtengan aplicando reiterada-
mente la operacién de composicién, iniciando con las operaciones primitivas
de Godel. El siguiente lema establece la relacién que existe entre la cerra-
dura de Godel (para un conjunto dado) y el conjunto de las imagenes de las
(-funciones {definidas en dicho conjunto):

3.1 Lema. See M un conjunto. Los conjunios
A= {Flz;....,z)(z1,...,Zn) € M* A “F esuna G — funcion”}.

y cl{ M) son iguales.

Demostracion:
Demostraremos por induccién finita que: a € cl(M) = a € A.
Para k = 0, a € M. Pero Fe(Fi(e,a))) = a. Sia € ¥ (M) y |
a € cl*(M), entonces, por hipétesis de induccién, a € A. Si a ¢ cl*(M),
entonces
a € Fcl* (M) x clf (M)

(paraalgini = 1, ..., 10), es decir, existen s, t € cl*(M) tal que a = F;(s,t).
Asi, por hipétesis de induccidn, s,t € A, esto es, existen Fy y F; G-funciones,
tal que s = F,(@) y t = F(@). De donde se tiene que, Fi(Fs, Fi) es una
G-funcién y a = F;(F,, F¢)(@). Por lo tanto, a € Ay cl{M) C A.

La otra contencion se demostrard por induccién sobre la construecién de
las G-funciones. Sea F(7Z) € A, si F es primitiva, la definicién de cl{ M)
asegura que F(Z) € cl{M). Si se supone que G; y Go son G-funciones
(definidas en M) que estan en cl(M) y tales que F(T') = F:(Gi(Z1), G=(73)),
para algini = 1,...,10, y si Gi(Z1) y G2(F2) estdn en cl*(M) (para algin
k < w), entonces F(Z) estd en cl*TY(M) C cl(M). Por lo tanto, queda
demostrada la igualdad entre cl(M) y A. ||

3.3 Definicién. Se dice que una férmula ¢{Z) es normal , si
(i} El simbolo “~” no aparece en la férmula.
(ii) La presencia del simbolo “€”, si ocurre, es en la forma:

T; € Tj,

donde 7 # j.
(iii} La presencia de! simbolo “3” aparece en la forma:

(Fzmss € zi)(z1, .- Ema i)
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donde 7 < m.

] A lo que buscamos llegar con los siguientes resultados, es a establecer
- que a toda férmulas ¢, Ly de LTC, corresponde una G-funcién que ests
definida en términos de ¢. Para lograrlo, es necesario establecer ciertos
lemas y definiciones previas.

3.2 Lema. Si¢(?) es una férmula 3o, entonces emste una formule normal
n(7) tal que
VI .. . VIa[¢(F) & on(T)|

TR LT R R T L R

Demostracidn:
Las formulas de la forma = = y pueden ser reemplazadas por:

Muezuey)AVuey)(u € 2).
Férmulas de la forma z € z pueden ser reemplazadas por:
(Ju € z)(u =~ x).

Por 1ltimo, se debe observar que las variables que aparecen cuantificadas en
¢ pueden ser renombradas, de tal suerte que la variable con mayor subindice
sea la que aparezca cuantificada. ||

3 A continuacién definimos el concepto de G ~ formula, para luego es-
: tablecer la relacion que existe entre algunas férmulas y las operaciones de
: Godel:

3.4 Definicién, Dada una férmula ¢(z,,...,z,). Se dice que ¢ es una
G ~ férmula, si existe una operacién (n-aria) de Gadel Fg, tal que

.7:4,(31,- .. ,an) = {(2:1,. .. ,:x:n)H(:z:I,. .. ,2?,1,) S (0.1)(. . .Xan)ll\¢($1,. - ,$n)}.

3.1 Teorema. Sin >0y ¢(z1,...,2,) €s una férmula Yy, entonces ¢ es
una G-formula.
Demostracidn:
Haremos uso del iema 3.2 y demostraremos el resultado para féormulas nor-
males.

Sea ¢(z1,...,z,) una formula £y y normal. Supongase que el teorema

es valido para todas las subférmulas de ¢.
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Caso 1. ¢ es atémica y, por lo tanto, de la forma z; € z;. Demostracién
por induccidn para n > 2:
(a) Paran = 2, observe que

{(z1,22)|(z1 € a1} A (z2 € ag) A(z) € 22)} = Fslar,az), ¥
{(z1, z2)(z1 € a1} A (z2 € ag) Az € 71)} = Fe(Falar, a2)).

(b n > 2y j,1 # n. Por hipdtesis de induccién, existe F una G-funcién,
tal que

{(z1,. .. Zn-1)ll{Z1, - s 21} € (a1 X ... X en—1)) A (T € z5)}
= F{ay,.--,0n-1).

De aqui se sigue, que:

{(z1,...,zn)l(z1,. .., zn) € (a1 X ... X an}| Az € z;)}
= Flay,...,an-1) X @n.

(c)n >2y ji%# n—1. Delinciso anterior, se tiene que existe F una
G-funcion, tal que

{(z1,-- Zny Eno)|[(21,- - Zn) € (81 X ... X @) A (5 € 25)}
=f(a1,...,an).

Observe que, como (z1,...,%Zn, Zn-1) = ((Z1,...,Tn-2), Zn, ZTn—}), entonces

{(z1,. . zalll{Z1y ... 20) € (@1 X ... X an)| Az € 2;)}
= Fo(F(ai,...,an)).

(dyn>2,i=n—1yj=n Porelinciso (a), se cumple que
{(zn—1,zn)|[(Tn-1,2n) € (@n-1 X @a)] A(Zn-1 € Zn)} = Fs(an-1,an),

por lo tanto

{({zn-1,2n) (21, .. s Ta-2))[(21, - ., Z0) € (@1 X . . Xan)]A(Zn-1 € 22)}
= Fs(an-1,an) X (@) X ... X @p_2).

Sea F la G-funcién Fs(an_1,an) X (@) X ... X a,_2). Ahora, observe que

((mn—l,mn), (mla e :zn—2)) = (mﬂ—l,xﬂi(xl)‘ --:In—2)), Y que
(€1, 1 2n) = (21, .-, Zn-2), Tn-1, Tn).

Asi, se deduce:

{(£1,-yza) (21, - zn) €{a1 x ... X ap)| A(Tn_ € To)}
= Fro(Fs{an-1.an)).
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(e) Completamente andlogo al anterior.
Caso 2. ¢(z;,...,2,) es una negacién, de la forma: —)(zy,...,Z,). Por
hipétesis de induccién, existe F una G-funcion, tal que

{(z1,-. ., zn)|[(zy, . . 1 Zn) € (a1 %. .. Xan )| A(Z1,...,20)} = Flay,...,apn).

Pero claramente, de aquf se sigue, que

{(mll" 'fzﬂ)“(zl'l"' )xn) € (al X... xa,.)] Ad’(xl:'- -’xn)}
= (a1 X... X ap)\ Flay,...,an).

Esta iiltima funcién, es facilmente reconocible como G-funcién.
Caso 3. ¢(z1,...,za) es una conjuncién, de la forma a(z,...,T.) A
B(z1,...,zs). Por hipdtesis de induccién, sabemos que existen Fa{ay, . . . , an)
y Falay,. .., a,), G-funciones, tales que

{{z1,. .., 2a)(z1, - . S Zn) € (a1X. . . Xap)|Aa(zy,. .., z0)} = Fula:,. .., ap)
y

{(1. - 2)ll(@1,- -, Tn) € (1%, . XaR)AB(1, .. 2a)} = Fi(ars ..., an).
Por lo tanto, es claro que

{(T’lv" :zn)”(xh--- ?zﬂ) € (al X... X a'ﬂ)] Aé(zl:"' )xn)}
=fa(al,...,an)ﬂf,@(a1,...,aﬂ).

De nuevo, esta iiltima, es facilmente reconocible como G-funcién.
Caso 4. ¢(z,,...,z,) es de la forma:

3zn1((Tnt1 € T) AY(zy,..., Tn, 2nir).

Ahora, por hipétesis de induccién, se sabe que existe F (a1,...,2x), una
G-funcidén, tal que

{(xl,...,xn)l(l'l,...,xn) €ax ---xﬂnA(In+1 € 13:'/\1.0(331,' "1$ﬂ+l))}
= F(ay, ..., 2ns1).
Afirmamos que:
{(z1szal(zy, .- zm) €a1 X . X ap Ad(ay, . .. ' Zn)}
= (a1 x ... x ap) Ndom(F(ay, ..., an, U a;)).

Veamos, sea z = (21,...,2Zp) ysea a =a; X ... X a,. Asi, para toda x € q,
se cumplen las siguientes equivalencias:

o(z) = (Jy € z:)y(z,y)
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oyly ez Az y) Ayela)
oz € dom({(z,y) € a x Jai|(y € z; AY(z,y)}).

Queda demostrada, asi, la afirmacion, y por lo tanto el teorema. ||

Recuerde que el conjunto Def(M) es el conjunto de todos los subconjun-
tos de M que se pueden definir a partir de una férmula relativizada a M y
con parametros en M. A continuacién se establece una de las dos implica-
ciones (que demostraremos existen} entre las nociones de definibilidad y de
cerradura de Godel.

3.3 Lema. Si M es un conjunto, enfonces

Def(M) Ccl(M U {M}) N P(M).

Demostracion:
Sea a € Def(M). Existe una fé6rmula ¢ de LTC y existe {(21,...,2,) € M™
tal que

a={ze€MoM(z,.. . 2,2}

Sea (M, z,...,2n,2) = ¢M(2y,..., 2n, ). Asl,
a={zxe€ MM, z,... 2,1)}

Obsérve que ¥(M, z,...,2,,z) es una férmula Ty. Por lo tanto, gracias

al teorema 3.1 recién demostrado, ¥(M, z1,..., zn, z) es una G-férmula, es

decir, existe F(A, By, ..., By, C), una G-funcidn, tal que

I(A-: Blu"':BﬂaC) = {(M,Z]_,. "1zﬂ}$)|[(Mlz].?"'lznlx) € (M x By x
X By x CY AY(M, 21, ..., 24, 2) }.

Ahora, sean
A=F(M M) ={M}
By = FAi{z1,21) = {21}
B, = }—I(Zmzn) = {zn}
C=M

Asi,

}—’(Zl}"')zﬂiM) ='F(}-1(M1M)1fl(z1:zl)7"-:fl(zn:zn)!M)
={(M,z1,...,5,2)[{(M, 21,...,2n,2) € ({M} x {21} x
oo {2z Y x MY AGM (21, .., 20, 1)}
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Lo anterior implica que
Fr(Fa(F'(z1,...,z0, M) = {z € Ml¢M (21, ..., 2m,2)} = a.

Por lo tanto, ¢ € {(ci{M U {M})n P(M)). |

La otra contencién se cumple para conjuntos transitives. Pero para
demostrar ésto, requerimos del siguiente lema.

3.4 Lema.
1. Parai=1,...,10, la relacion Fi(X,Y) = Z es 5.

2. 8i F es una operacion de Gidel y ¢(z) es una formula £y de LTC,
entonces las relaciones

(a) u€ F(Xy,..., Xz);

(¢) (Yu € F)o(u), (3u € Fg(u);
(c) Z=F(X1,..., Xa);

(d) ¢(F),

sont Xg.

Dermostracién:
La parte 1. es directa de la definicién 3.1 y (tal como se menciond) del
teorema 5.2 del capitulo 1.

La demostracién para 2., la haremos por induccién simultanea sobre
la construccién de F. La base de induccién se sigue directamente de 1.
Ahora, supéngase que F es de la forma Fi(G1,G2) y que tanto G; como
G2 cumplen con las propiedades a)-d). Demostraremos, sélamente para los
casos ¢ = 1,2,6, que F cumple las propiedades a}-d), los otros casos se
demuestran siguiendo el mismo razonamiento:

a) Las relaciénes “u € {G1,G2}”, “(u € (G1 X G2))", v “(u € ueG:y,
estan definidas, respectivamente, por las formulas:

(TI. = gl) \ ("’ = g2)$
(3z € G1)(Fy € Ga)(u = (z,¥)),
(v e Gi)(uey).

Ahora, la primera férmula se reconoce como Ly si se aplica la hipétesis de
induccion de c). La segunda y la tercera férmula tarnbién lo son, pues se
aplica la hipotesis de induccién de b).
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b) Las formulas (Vu € {G1,G2})¢(u), (Yu € G x G2)o(u), y (Vu €
JG1)é{u) son, respectivamente, equivalentes a las siguientes {érmulas:

#(G1) A ¢(Gz),
(Vu € y)(relacién(y) A dom(y) = G, Arang(y) = Ga — ¢(u)),
(Vu € y)(y € G1 — ¢(u)).

La primera férmula es, claramente, Yo al aplicar la hipétesis de induccién
de ¢). La segunda lo es al aplicar la hipdtesis de induccién de d), y la ltima
también lo es, si se aplica la hipétesis de induccién de a).

c) En este caso, observemos que la relacién “Z = F” puede ser definida
por la férmula: '

(Vu e ZY{ue F)A(VYu € F)(u € 2).

La cual se reconoce como X, debido a los incisos a) y b) ya demostrados.
d) En la férmula ¢(F), F aparece en ¢ en alguna de las siguientes formas:
uweEF,

F € u,

Z =F,

(Ve € F), 0
(3u e F).

Si se observa que la férmula (F € u) puede ser reemplazada por la férmula
(Fy € w)(y = F), entonces se afirma que cada una de las apariciones de F
en la ¥y-férmula ¢, pueden ser reemplazadas por férmulas L, obteniendo
asi, una Xy férmula equivalente a ¢(F). |}

Es a partir de este lema, que se puede establecer la igualdad entre los
conjuntos: Def(M) y c{ MU{M})NP(M), para M transitivo. Asi, dado que
el Wltimo conjunto es claramente definible en la teoria de los conjuntos, se
puede establecer la nocién de definibilidad en términos de dichos conjuntos
y en particular, para el caso que nos interesa (el de la jerarquia construible},
se puede redefinir a la jerarquia construible de la siguiente manera:

Ly = @; Lay1 = Cl(La ) {La}) n P(Lo:);
L6 = Ua<5 La, si lim(a); L= U&GON LCt‘

En vista de) siguiente teorema, ambas definicione de la jerarquia construible
son equivalentes, por lo que, en algunos momentos se usard esta defincion,
tal como es el caso de los lemas 4.7 y 4.8 de la siguiente seccién.

3.2 Teorema. Si M es un conjunlo transitivo, entonces

Def( M) = cl(M U {M}) N P(M).
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Demostracidn:
La contencién

Def(M) C cl(M U {M}) N P(M),

se demostré en el lema 3.3.

Para demostrar la otra contencién procedemos de la siguiente man-
era: sea J una operacién de Godel, sea M un conjunto transitivo y sean
w, ..., wn en M, tal que F(M,w,,...,w,) C M. Asi, F(M,wy, ..., wy) se
puede escribir de la siguiente forma:

f(M3wl!"'!wn) = {u € Ml¢(u1 M,'U'Jl,..-‘wn)},

donde ¢(u, M, w1, ..., wy,) es la Ty-férmula (dada por el lema anterior) que
define a la relacion:

“u € f(M, wy,.. .,w,.)”.

Ahora, como M es transitivo y todas las cotas de los cuantificadores de ¢ son
M o u o w;, entonces todas las cotas de los cuantificadores de ¢ pueden ser
reemplazadas por M, obteniendo asi que F (M, w,...,wn) se puede escribir
como:

F(M,wy,...,wp) = {u € M|¢M(u, w,, cowel)l,

donde ¢, es la férmula que se obtuvo al hacer el reemplazo mencionado en
¢- Lo cual implica, segiin el lema 1.13 (Cap. 1) que:

F(M,wy,...,ws) ={ue M=y $1{u’,wi,...,wl)).
De aqui que F(M,w;,...,w,) € Def(M), de donde concluimos que:

cl(M U {M}) N P(M) C Def(M). ||

2.4 El Axioma de Constructibilidad

El axioma de constructibilidad es el enunciado que afirma que todo conjunto
es construible. En términos metatéricos este enunciado corresponde a la ex-
presién: “V = L”. Pero en términos formales el axioma de constructibilidad
es el siguiente:

Vi(da € ON)(z € La).
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En esta seccién demostraremos que L es un modelo interno de ZF+V = L.
Para establecer lo anterior, sélo hace falta demostrar que:

ZF - (V = L)~

Ahora, esto sucede si y solo si ZF VL = LY y dado que VX = L, el trabajo
que desarrollaremos en estd seccidn, estard centrado en la demostracion de
el hecho de que LY = L. Esto se logrard demostrando que L es absoluta
para cierta clase de estructuras M (de LTC) a la que pertenece L, es decir,
demostrando que:

(L e M)A (YM € M)(LM = L).

Para lograrlo, es suficiente mostrar que la propiedad se cumple para todos
los estratos de la jerarquia constructiva. Para ello demostramos que existe
una férmula H(z, @) de LTC, que es AZF y que es la definicién, en LTC, del
enunciado metatedrico “z = Ly”. Asi, se tendra que:

L = {y|323a(y € z A H(z, ) }.

Comenzaremos con los requisitos para poder definir dicha férmula. En
primer término, es necesario definir una férmula Sucf(z, y) de LTC tal que:

Sucf(z,y) < y es el conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos
de z.

4.1 Definicién. Sea Sucf(z,y) la siguiente férmula de LTC:
If((f es una funcién ) A (dom(f) = w)
A(f(0) = 8) A (y = Uran(f))
AlYn € w)(Vs € fin+ 1))(3t € f(n))(3a € z)(s =tV {(n,a)})
AlYn € w)(Vs € f(n))(Va € z)(3t € f(n+ 1))t = sU {(n,a)})].

Observe que la férmula Sucf(z,y) si define la propiedad mencionada; f
es una funcién que a cada n asocia el conjunto de todas las n—sucesiones
de elementos de z, asi y = |Jran(f) es el conjunto de todas las sucesiones
finitas de elementos de z.

4.1 Lema. La férmula Sucf(z,y) es AZF.

Demostracion:

La formula Sucf(z, ), tal como aparece en la definicién, es ¥1; para asegu-
rarlo es necesario hacer explicitas las apariciones de w, como por ejemplo en
“Wn € w". Para llevar a cabo esto, agregamos el prefijo

Jw(Omega(w))
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(donde Omega(w) es la definicién en LTC de w) a la férmula Sucf(z, y), para
después reemplazar cada aparicion de w por w.

Ahora, se debe encontrar una férmula IT; equivalente a Sucf(z, y} en ZF.
Mediante el teorema de recursion, es ficil construir, para cada conjunto z
(desde ZF) una funcién f como la que aparece en Sucf(z,y). Asi,

ZF F Yz3ySuct(z, y).

También del teorema de recursién se desprende que dicha y debe ser tnica
con esa propiedad, de donde se concluye que

ZF I Sucf(z,y) « Vz[Sucf(z, z) — (2 = y)|.
Por lo que Sucf(z,y) es AZF. ||
A continuacion se define una férmula Pot(z, y) tal que,

Pot(z,y) & y es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de z.

4.2 Definicién. Sea Pot(z,y) la siguiente férmula de LTC:

3z[Sucf(z, 2) Ay = {ran(u)|u € z}|.

Claramente esta definicién de Pot(z,y) tiene la propiedad mencionada.
Pero més aiin esta férmula es AZ7:

4.2 Lema. La firmula Pot(z,y) es AZF.

Demostracion:
Procedemos de manera similar a la demostracién del lema anterior. Tal
como aparece, la férmula Pot(z,y) es £, solo es necesario verificar que el
término

y = {ran(u)|u € z},

escrito formalmente en LTC, es £,. Por otro lado se tiene que
ZF F Y23y Pot(z, y)
y dicha y debe ser unica. En consecuencia:
ZF - Pot(z,y) « Vz{Pot{z, 2) — z = y).

De donde se concluye que Pot(z,y} es AZ¥. ||
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Para demostrar que existe la formula H(o, z) (mencionada al inicio de
la seccién) con las propiedades descritas, es necesario demostrar que existe
una definicién AZF (en LTC) de la relacién:

v = Def(u).

Comenzaremos con una primera aproximacion de dicha definicion (un poco
mas explicita que la dada en la seccion 2).

4.3 Definicidén. Sea A(u,v} la siguiente férmula de LTC:

(V2 € v)38[Fml(¢, u) A Lib(é, {vo}) A (z € u)
A(Vz € u)(z € z « IY(Sust(v, ¢, va, 2°) A Sat(u, ¥)))i
AV|(Fmi(6, u) A Lib(g, {v0}))
— (Jz e v){(z Cu) A (Vz € u)(z € z)
> Fp(Sust(¥, ¢, v, 2°) A Sat(w,)))]].

Claramente A(u,v) define la relacién que nos interesa, pero también es
claro que esta formula no es ¥; siquiera. Es necesario acotar los cuantifi-
cadores que aparecen ho acotados en la definicion anterior por una sola cota.
Para encontrar esta cota es necesario un desarrollo similar al que se llevd a
cabo en la seccion 1 para construir la férmula Sat(u, ¢), en ese caso se en-
contré una cota para todos los cuantificadores no acotados de S(u, ¢). Pero
como esa cota no es suficientemente grande como para acotar a los cuantifi-
cadores de A(u,v), construiremos una extensién de dicha cota, esto es, un
conjunto que acote a los cuantificadores de A(u,v) pero que ademas acote a
los de S(u,¢). Asi, redefinirernos a A(u,v) como la férmula que se obtiene
de A(u,v) al sustituir las apariciones de Sat(u, ¢) por la férmula S{u, ¢) y
a ésta la denotaremos con B(u,v). Ahora, dado que S{u,¢) es equivalente
a Sat(u, ¢) se tiene que A(u,v) es equivalente a B(u,v).

A continuacién buscaremos una cota para todos los cuantificadores no
acotados de B(u, v}). Sea C(u, v, w) la férmula que se obtiene al acotar todos
los cuantificadores no acotados de B(u,v) por el conjunto w, incluyendo
aquellos que aparecen en las subférmulas “Sust”, “Lib” y “Fml”. Asi, si w
es un conjunto, entonces C(u, v, w) serd L.

Se define K (u} a partir de los conjuntos ko(u), k) (u), kz(u k3(u) de la
siguiente manera:

1. ko(u) = 99U {vli € w} U {z°|2 € u}.
2. ky(u) =" el conjunto de sucesiones finitas de miembros de ko(x).”

3. ka(u) = “ el conjunto de sucesiones finitas de ky(u).”
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4. k3(u) = “ el conjunto de sucesiones finitas de subconjuntos finitos del
conjunto {v;i € w}.”

5. K(u) = k1{u) U ka(u) U ka(u).

Es claro que este conjunto acota a los cuantificadores no acotados de
B(u, v) incluyendo aquellos que aparecen en las formulas S(u, ¢), Fml(xu, ¢),
Sust(¢, ¢, z,) y Lib(, 7).

A continuacién definimos una férmula, K (u,w), que define a este con-
junto en LTC:

4.4 Definicién. Sea K(u,w) la siguiente férmula:

(Ja,b,c,d, ¢, f)l[(Vz € d)Var(z) A (Vi € w)(v; € d)]

A(Vz € e)Const(z,u) A (Vz € u)(2° € &)]
A[Sucf(a,9U dUe)]

AlSucf(b, a))

A{Pot{ f, d) A Sucf(c, )]
Alw=aUbU¢d|.

De esta definicién, claramente se tiene que
K(u,w) & w = K{u).
Ahora, sea D(u,v) la férmula:
JwlK (u, w) A Clu, v, w)).

Esta férmula dice que existe un conjunto w que es precisamente K (uw). Y
ademsds v = Def(u}, puesto que dicho w acota a todos los cuantificadores de
la férmula B(u, v) sin perder su significado semantico. Asi, es claro que

D(u,v) & v = Def(u).

Donde, ademds, D(u, v} es una férmula £, (pues C(u,v,w) es Eo y K(u,w)
es ¥;). Mas aun, al igual que con las férmulas anteriores, también se tiene
el siguiente lema:

4.3 Lema. La férmula D(u,v) de LTC es AZF .

Demostracion:

Observe que para cualquier conjunto u se puede demostrar, desde ZF, que
existen conjuntos w,v tal que w = K(u) y v = Def(u), ademss dichos
conjuntos son tinicos para u. Asi,

ZF + YuIw[D(u, v)),
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por lo que se tiene que
ZF - D(u,v) & Vz|D{u,2) — z = v]

De donde se concluye que D(u,v) es AZF. ||

A continuacion definimos una férmula, que lamaremos E{q, f), tal que:

E(a, fye f=(Lyly < a}
Es decir, f es “la funcién” de ON en V, tal que f(a) = L,.

4.5 Definicién. Sea E(a, f) la siguiente férmula de LTC:
On(a) A (f es una funcién ) A (dom(f) = e+ 1} A (F(0) = 8)
A(Vy € dom(f)[((lim(v) Ay > 0) = (f(7) = Usey F(6)))
A(sucesor(y) — D(f(7), f(v — D).

Es claro que esta formula dice que f es una funcién con dominio & + 1
y tal que para cada v < « se tiene que f(y) = L,. Mds aiun, se tiene el
siguiente lema:

4.4 Lema. La férmula E(a, f) es £, y AZF,

Demostracion:
Si sustituimos la aparicién de la expresién
f(=U £
§<y

por la férmula

(Vz € f(7))(36 € )= € f(delta)) A (V6 € V) (6) € F(7)),

es claro que se obtiene una férmula X1, pues la férmula del primer renglén es
Yo, la del segundo renglén es ; [esto es claro si se sustitutye el cuantificador

(Vy € dom(f)(...)

por
Jw(w = dom(f)) A (Vy € w){...}}

y por el lema anterior se tiene que la férmula del tercer renglon es ;.
Para comprobar que E{c, f) es AZF es necesario demostrar que

ZF - Ya3f[E(a, f)).
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¥
] Pero, haciendo uso del teorema de recursién, sabemos que para cada ordinal
: « es posible definir una nica funcién

fra+1l— ran(f)

tal que (Vy € dom(f))(f(v) = L,). Asi, se tiene que

ZF F E(a, f) < Yg|E(a,g) — g = f].

.
‘i,-
z
"

Y por lo tanto, que E(a, f) es AZF, ||

Segtin el lema anterior, en el caso en que M sea un modelo interno de
ZF, se tiene que

e AR

[E(a, WM & f = (LM < o).

Ahora ya estamos en posibilidad de describir una férmula de LTC que
defina la relacién metatedrica “z = L,".

4.6 Definicion. Sea H(«, z) la siguiente férmula de LTC:

AfE(e, £) A (z = f(@))].

Es claro que esta férmula es ; y que ademas define la relacién men-
cionada. Pero también es posible demostrar que esta férmula es absoluta
para modelos (clase) transitivos de ZF, es decir, se tiene el siguiente lema:

4.5 Lema. La formula H(a, f) es AFF.

Demostracion:
Es claro que

CAREMERETR AT

ZF - Vadlz|H(a, ).
Asi, usando el mismo argumento que hemos aplicado antes, se tiene que
H(a,z) es AFF. ||

Una vez definida esta férmula y demostrado el lema anterior, sélo falta
demostrar que para cierta clase de modelos de ZF {(que incluye a L), el
universo constructible es absoluto. Esto se condensa en el siguiente lema y
su respectivo corolario.

4.6 Lema. Sea M la clase de todos los modelos internos de ZF. Entonces
para toda M en M y para todo o € ON se tiene gue

[H{o, 2)IM =z = L.
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Demostracién: En la demostracion del lemna anterior mencionamos que, a
partir del teorema de recursion, es posible demostrar que

ZF - Ya3z|H (o, z}).
Asi, dada M € M, el teorema fundamental de modelos internos asegura que
ZF + (Yo € M)(3z € M)[H(a, z)|M.

Ahora, sea o € ON, dado que M es modelo interno de ZF, ON C M y por lo
tanto & € M. Sea z € M tal que H(a, )™, entonces por el lema anterior,

ZF - (VB € M)(vy € M)[H(B,y) — [H(A,1)|M],

en particular esto es cierto para a y z. Por lo que se tiene que H{a, ) se
cumple, lo que implica que z = Lq. ||

Corolario 1. Sea M € M y o € ON, entonces

() LM = L.

(i) LM = L.

(iii) LY = L.
Demostracidn:

(i) Dado que M € M se tiene que a € M, asi, sabemos que existe z en
M tal que [H(a, z)|M y esto, por definicién de H (e, z), implica que existe
f=(LM|y < a) en M tal que ¢ = f(a) = LM, pero por el lema anteior
sabemos que £ = Lg, por lo que se concluye que

Lo =LY,
(ii) Directamente a partir de (i} se tiene que:

M= | ¥ = La=L.

a«EON a€ON
(iii) Este es el caso particular para L, pues L € M. ||

4.1 Teorema. ZF |- (V = L)L,

Demostracion:
(V=LY evi=r
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como VL = [ se tiene que
(V=LY eorLr=1rL%

pero por el corolario anterior inciso (iii) se tiene que LY = L, asi
V=LteL=L

Y como en ZF es teorema L = L, hemos terminado la demostracion. I

Corolario 1. Cons(ZF) = Cons(ZF + V = L).

Demostracion:
Aplicar el lema fundamental de modelos internos. il

Como parte tltima de esta seccion, se lleva a cabo el desarrollo necesario
para establecer el caracter absoluto de la férmula H (v, ) con respecto a
los estratos L,, cuando « es limite Yy mayor que w. Este resultado serd de
gran utilidad en las siguinentes secciones, en particular para la demostracién
de! lema de condensacién. Inciamos definiendo cierto tipo de conjuntos
transitivos:

4.7 Definicidén. Se dice que un conjunto transitivo M es aedecuado, si
cumple lo siguiente:
(a)} M es cerrado bajo operaciones de Godel.
(b) si U € M, entonces {F;(z,y){(z,y € U) Ai = 1,...,10} e M
()aeM = (Lly<a)eM
(d) we M.

Es para estos conjuntos que la férmula H(a, z) es absoluta:

4.7 Lema. Si M es un conjuntb adecuado, entonces la relacion = = L, es
ebsoluta para M.

Demostracidn:
Reescribimos la formula H(w,y) que define a la relacion y = L

H(a,y) & 3f(E(a, f) Ao, y) € f),
donde

E(f,a) < On(a) AFun(f) A (dom(f) = & + 1) A ((8,0) € f)
MVy < a)flim{y) — (v,Uran(f],) € f|
Ay < &){(v + 1, Def(£(7))) € f].

Demostraremos pues, que la férmula H(a,y) es absoluta para M. Ob-

serve que:
ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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[H(o,y)|™ & (3f € M)[[ON(a) A Fun(f) A (dom(f) = a +1)
A((0,0) € f)
Ay < a)lim(y) = (v, [U ran(f|n,)[M) € fl
ANV~ < a)((y + 1, [Def(f(:"IM) € £)
ANy, ) € fl.

Dado que las relaciones | J X y ran(X) son absolutas para M (pues M
es transitivo y ambas relaciones son Xg), serd suficiente con demostrar que:

1) La funcién Def(U) es absoluta para M.

2) Para toda « € M, si v < a entonces fl, € M.

3) Para toda a € M, si v < & entonces f(y) € M.

Para demostrar 1), recordamos la segunda definicién de Def(U) dada en

este capitulo:
Def(U) = (U U {U}NPU),

donde cl{W) = {Jran{(G(W)) y la funcién G(W) estd definida por recursién
de la siguiente manera:

Go(W)=W

Grs1(W) = Ga(W) U {Fi(z,9)l2,y € Ga(W) Ai = 1,...,10}.

A continuacién, demostraremos que la relaciéon = € Def(U) es absoluta

para M, de donde concluiremos que la funcién Def(l/) también lo es. Sean
z,U € M, asi:

z€Def(U) & zCUA(Bn ew)z e Go{UU{U})),
y por lo tanto:
(z € Def(U))M © z CUA(3n €w)(z € Gu(U U{UNM).

Observe que la definicién de M adecuado garantiza la existencia en M de
todos los ordinales finitos. Ademds w™ = w € M. Luego,

(z € Def(U)M & zCUA(Bn € w)Fyly = Ga(UU{U}) Az € y)|M
S rCUABRew)|(Bye M)(y=GCG(UV{UNM Az €Y
Ahora, demostraremos que la funcién G{W) es absoluta para M:
sean W y,n € M, asi,
Gn(W) =y & 3f[Fun(f) A (n € w) A (dom(f) = n + 1} A(f(0) = W)
AVYm < n)(f(m + 1)
= f(m)U {Fi(z,y)lz,y € flm)Ai=1,...,10})
Af(n) =y

Luego,
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[Gn(W) = yI™ & (3f € M)[Fun(f) A (n € w) A (dom(f) =n +1)
A(f(0) = VYA (Ym < n)(f(m + 1) = f(m)
WFi(z, y)lz,y € Fm) Ai =1,...,10}™)
Af(n) = yl.

Pero como para cada m < n, la propiedad (b) de ser adecuade implica
(haciende una sencilla demostracién por inducién finita), f(m) € M, el
conjunto

{Filz.v)l(z,y € f(m)) A1 =1,...,10}
estd en M, en consecuencia:

[Ga(W) = 4™ « (3f € M)[Pun(f) A (n € w) A (dom(f) = n +1)
A(f(0) = W) A (Ym < n)(f(m +1)
= f(m)U {.‘f—}(m,y)lm,'y € f(m) Ai=1,... ,10})
Af(n) =yl
Por otro lado, dado que f(m) € M (para cada m < n) y M es cerrada bajo
funciones de Gédel, dicha funcién f, definida en n+1, estd en M (para cada
n € w). Por lo tanto,

[Ca(W) =) & Cu(W) =y,

de donde concluimos la absolutez de G(W), para M. Por lo tanto, dado que
Uu{U} € M para toda U € M, se concluye que si z,I/ € M, entonces

(zeDef(UNYM & zCUA(Incw)zeCr(UU {U}).

Es decir, la relacién z € Def(u) es absoluta para M. Luego, se sigue que la
relacion Z = Def(U/) es absoluta para M.

A continuacién, demostraremos (2). Es decir, demostraremos que si «
es un elemento de M y v < a, entonces f|, € M. Donde la funcién f esla
dada en la definicién de H(a, y).

Esta propiedad (2), se deduce del hecho de que:

fly = (Lulv <),

que por hipdtesis esta en M.

La propiedad (3) se obtiene, dado que f(y) = (Jran(f],) = L, y las
relaciones { J X, ran(X) son absolutas para M, por lo tanto, al aplicar (2),
se concluye que f(v) € M.

Asi, hemos demostrado la absolutez de la funcién z = L,, para M
adecuado. {
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Observe que en transcurso de la demostracion, también hemos demostrado
que la férmula: E{f,«) es absoluta para conjuntos adecuados. Este hecho
se usard en la demostracién del lema 4.8.

Corolario 1. Si M es un conjunto adecuado, entonces la relacion x € L,
es absoluta para M.

Demostracidn:
Sean o,z € M, luego

T &€ Lo & Fy(H(a,y) A(z €y))
& (3y € M)({H(a, )" A (z €9)).

Esto 1ltimo se cumple, por un lado, porque H(ca,y) es absoluta para M, y
por otro lado, porque si existe y tal que y = L, y @ € M, la proposicién (3)
demostrada arriba, asegura que dicha y es un elemento de M. ||

Corolario 2. Si M es un conjunto adecuado, entonces

para algin ordinal limite o, mayor que w.

Demostracion:
Primero observe que si &« = o(M) = ONN M, entonces « es limite y mayor
que w. Ahora, supongase que M |= (V = L), es decir, que

(Vz € M)(3B € M)z € Lg]™.
Dado que la relacién z € L. es absoluta para M, se tiene que
(Vz € MY (36 € M)(z € Lg).

Asi, se tiene que
M = J{LslB € o(M)} = L)

Por otro lado, si se supone que M = L, con « limite mayor que w, entonces
se tiene que

(Vz € M)(30 € M)(z € Lg).

De nuevo, por la absolutez de la relacién x € Lg (para M), se tiene que
(Vz € M)(3B € M|z € Lg|M.

Es decir, M |=(V = L). |
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4.8 Lema. Sea o un ordinal mayor que w. Si el ordinal o es limite, entonces
el conjunto L, es adecuado.

Demostracidn:

Sea o > w un ordinal Iimite.

El hecho de que w € L, se cumple trivialmente, pues & > w. Asi, queda
demostrado que L, cumple con la propiedad (d)}.

Para demostrar (a), observe que si 7i(X, Y) es una operacién primitiva
de Gédel, y z,y € L,, entonces Fi(z, y) € Lygyy € Lo, donde 8 < c es el
méximo de los L-rangos de z y .

Para (b), considere U € L y F;(X, Y) una operacién primitiva de Godel.
Segun la demostracién anterior, si 2, y € [/ entonces F; (z,y) € Ls.4, donde
B es el L- rango de U. De aqui que el conjunto:

Zi = {Filz,y € U} = {2)(3z € U)(Ty € U)(2 = Fi(z, 1))},

es un subconjunto de Lg.4. Por lo tanto, dado que (para cada i = 1,...,10)
la férmula ¢;(z), definida por:

(3z € U)(3y € U)(z = Fi(z,p)),
es Xo (vése el lema 3.4}, se concluye que:

Z = {z € Lgsaligr(2) V... V @1o(2)] 544},

Lo cual implica, segin el teorema 1.1, que:

Z € Def(Lgy4) = Lpys € La,

que es lo que se queria demostrar.
Por dltimo, para demostrar (c), demostraremos, primeramente, que para
« limite:
(8 < a) Alim(B)) = flg = (Lyly < B) € La.
Observe que si @ = w, entonces para toda n € W, fln € Ly, pues L, es
cerrado bajo par y unién. Ahora, sea 3 limite, tal que w < 4 < a, luego:
fls = U A, donde A = {f|,|y < B}. Observe que ademis:

A ={z € Lpl(3g € Lg)(3y < B)G(g,7) Az = g)}.

Pero segiin la observacién que hicimos al final de la demostracidn del lema
4.7, se deduce que:

A = {z € Lyl(3g € Lp)(3y < BUC(g,7) A z = g) 8},
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por lo que al aplicar el teorema 1.1, se concluye que:

A={z¢€ Lgl 1, “(3g € Lp)(3y < B)G(g,v)rz=9g)"},

por lo tanto, A € Lg;i; ¥y en consecuencia, flg = {JA € Lgis C L.
Quedando asi, terminada la demostracién por induccién. Ahora,si g € L,
y B es sucesor, claramente se sigue de lo recién demostrado y del hecho de
que L, es cerrado bajo las operaciones de par y de unién, que flg € L. ||

De este lema y del primer corolario al lema 4.7, se sigue directamente el
siguiente teorema:

4.2 Teorema. Si a es un ordinal limite, entonces se tiene que para toda
7 <a,
La
L =L, |

2.5 El Axioma de Eleccidn en L.

En esta seccién demostraremos que L es un modelo interno de ZF+AF, es
decir,

ZF - (AE)Y,

lo que nos llevara a establecer la consistencia relativa de ZF + AE.
Para demostrar que (AE)L es teorema de ZF, es necesario demostrar que

ZF + [VA3IR[(R C A x A) A" R bien ordena a A”}]".

La demostracién de ésto se hara usando el teorema fundamental de los
modelos internos. Esto es, demostraremos que

ZF +V = LFVAIR[(RC A x A) A" R bien ordena a A”]

y aplicando el teorema fundamental de modelos internos se concluird que
(AE)! es teorema de ZF.

En primer término es necesario definir una relacién <; que bien ordene
a L, de tal suerte que para cada o € ON la restriccién de <y a L, (<r.)
bien ordene a L,. Asi, bajo la hipétesis de que todo conjunto es construible
(es decir, Vz(3a € ON)(z € L4)) v del hecho de que los L, son transitivos,
se podra concluir que todo conjunto es bien ordenable.

Para definir la relacién de orden <; de una manera directa, es necesario
establecer el siguiente lema:
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5.1 Lema. Seaa € ON y sea z € Layi1. Erxiste una férmula ¢(vo,. .., vn)
del lenguaje L y existen ordinales v,,.. ., < a tales que

z={z€ Lol =t ¢(z°,L?n,...,Lf,’fﬂ)}.

Demostracion: (Por induccién sobre a).

(a) Para & = 0 no es necesario demostrar nada, ya que @ es el tnico conjunto
z posible. .

(b) Sea a > 0 y supéngase que el lema se cumple para § < o. Ahora, si
z € Lqay), entonces existe (por definicién de Lo41) una férmula ¥(vy, .. . ,vy,)
de L y existen py,...,p, en L, tales que

T = {z € La, ’-:L., ¢(zo,pc1>, T -_,P:)}-

Sea v el méximo de los L-rangos de las p;, es decir, sea -y el minimo ordinal
tal que p1,...,pn € Lygg)- Asl, v < a. Asi. Por hipétesis de induccién, se
tiene que para cada i = 1,...,n existe una férmula ¥;(vg, ..., ve()) de L y
existen ordinales +%,... ,'ﬁc(i) < <y tales que

pi ={z € Ly| =, (2%, L:{’ Y ‘L:’fc(-'))}'

Ahora, para cada i = 1,...,n definimos 1,[3‘-(1)0, -+« s Ur(i}» Vk(i)+1) como la
férmula de £ que se obtiene al acotar todos los cuantificadores no acotados
de 9 por vg(;)41- Luego, se cumple que

P {2 € Lal lrra [(2° € LY A, L, Ly LI}

Para verificar esto 1ltimo, es necesario hacer uso del teorema 1.1 y del
lema 1.13. Se aplica el teorema 1.1 a la férmula ¥;(vg,...,vn) que es la
correspondiente a (v, ..., vn) en LTC, para asi concluir que

piz{zELfyi(Df"'(Z,L.y{,---aL }}-

"'i(.')
Por otro lado, sea ¥;(vp,. .., Un, Vns1) la frmula correspondiente a

Pi(vo, ..., ¥n, ¥ns1) en LTC, claramente ¥ es Ty, asi, aplicando el lema 2.15,
se tiene que

Wile, Lygyo o Loy o Ly) 0k, Wile® By L

L).
'Tk( 'y;“l, ¥ ‘Y)
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Pero ademds, sabemos que la siguiente equivalencia es cierta:

‘i’i(Z,L,),A[;,...,L (i),LT)@\I’fY(Z,L,Y{,...,L )

Y (i)

Por 1ltimoe, al aplicar el lema 1.13 a la férmula z € y de LTC y al conjunto
transitivo L, se concluye que

(z € Ly) & [=L. “(2° € L))
Ahora, a partir de la afirmacién anterior, deducimos:

z={z€ Lal Fr. 3p1... 3pal(s® 1, ., )
AVu{{v € p1) & (v € L A (v, Lfﬁ,, e ’L?”im’ L
Al
AVU|(v € pg) & (v € LAY, (v, Lim,. .. ,L,';:(n), LN}

Por lo que el lema queda demostrado. ||

Con ayuda de este lema podemos establecer un buen orden para L.
Primeramente se establecen buenos ordenes para las férmulas de £ y para las
sucesiones finitas de ordinales, respectivamente. Esto llevara a la definicién
de un buen orden para L.

Definimos una relacién de orden “<*” para las férmulas de £, que por
cierto son sucesiones finitas de conjuntos. Sea k la funcién con dominio
9 U {vnin € w} definida por

_fn+9, siz=u,|=(2,n);
k(‘”)‘{x , siz€o.

5.1 Definicién. Sean ¢ y 1 en L, entonces ¢ <* 1 si y sdlo si
(i) ¢ es un segmento inicial de ¥, o
(ii) k(8(2)) < k(3(i)), donde ¢ = min{i € dom() N dom(y)|¢(z) # ¥(3)}
Es fécil verificar que esta relacén bien ordena a £. A continuacién se
define un buen orden (<*) para las sucesiones finitas de ordinales:

5.2 Definicién. Sean s y ¢ sucesiones finitas de ordinales, entonces s <* ¢
si y sdlo si

(i) dom(s) < dom(t), o

(i) s(i) < £(¢), donde i = win{j € dom(s) = dom(t)|s(j) # t(4)},
cuande dicho conjunto es no vacio.

Usando el lema anterior y las relaciones recien definidas, estamos en la
posibilidad de definir un buen orden para L:
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5.3 Definicion. Sean z,y € L, entonces = < y si y sélo si

(1) El L-rango de z es menor que el L-rango de y, o

(2) existe a tal que z,y € Lo+ \ La vy sucede alguna de las dos condiciones
siguientes:

(2.1) la <*-minima férmula ¢(vg, ..., vn) de £ para la cual existen ordi-
nales 71,..., 7 < a, tales que
z={z€ Ly| L, #(z°, L3, L)}
<*-precede a la minima férmula ¥ (v, . ..,v,) de £ tal que existen ordinales

61,...,0n < ay tal que

y= {z € Lal I=L¢. 1!”(10: Lg]:- .- ngn)}!

o
(2.2) las férmula ¢ y 1 de (2.1) coinciden, pero la <*-minima n-sucesién
de ordinales (,,...,7 ) menores que o tal que

z={z € Lal 1, #(:°L5,,...,L3.)}

<*-precede a la minima n-sucesién de ordinales (6i,...,6,) menores que o
tal que

y = {Z E LQI |=La ¢(Z°!Lg|, L OLgn}}‘

Al igual que en los otros casos, es facil verificar que la relacién < en
realidad bien ordena a la clase L. El trabajo que se desarrolla a continuacién
se centra en la investigacion de la estructura légica de este buen orden. Para
alcanzar una definicién de <; en LTC, comenzamos definiendo una fSrmula
que define a la relacién metateérica:

“¢ es una féormula de £, t es una sucesion finita de ordinales menores
que
@, n = dom(t), las variables de ¢ son wy,..., v, y

r = {Z € LC&I '=La ¢(Zo| Lf(o), ey L;,(nﬁl))}'”

5.4 Definicidon. Sea N(a, z, ¢,t) la siguiente férmula de LTC:

Ju3 f3In3y[Fmi(¢, B) A Sucefin(t) A (dom(t) = n)
AOn(a) A (Vi € n}(t(z) € a)
ALib(d,u) A(f :n+1e— u) A (Vi € n+ 1)(f(§) = v;)
ASucefin(y} A (dom(y) = n + 1) A (9(0) = ¢)
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A(Yi € n)Sust((i + 1), ¥(2), vig1, Li) Az € La)
Az € La)(z € £ o 30(Sust (8, 1(n), v, z°) A Sat(Lq,8)))).

A continuacién definimos una férmula que define, en LTC, el hecho de
que ¢ es la <"-minima férmula de £ tal que para alguna sucesién finita ¢
de ordinales, se tiene que N{a,z,¢,t). Pero antes es necesario definir dos
formulas <* (¢,9) y <* (s,t) de LTC, que definan a las relaciones <* y <*,
respectivamente.

5.5 Definicidn.
(i) Sea <* (¢,7) la siguiente férmula de LTC:

Af[Fml(¢, 0) A Fral(, 0} A (Vi € dom()){(6(i) = 1(5))
A(dom(¢) < dom(y)))]
VIS 90 {u]i € w} «— w A (Va € dom(f))((a € 9) — (f(a) = a))
AMVi € w)((e = v) — (f(a) = 9 +9)) A (3 € dom(é) Ndom(w))
(#(2) # ¥(i) A (V5 € dom(8) N dom () )($(4) # ¥(5) — i < j)
Af(¢(3)) < FBEDI-
(i) Sea <* (s,t) la siguiente férmula de LTC:
Sucefin(s) A Sucefin(t) A (Vi € dom(s))(s(z) € ON)
A(Vi € dom(t))(¢(:) € ON) A [(dom(s) < dom(t))]
V[(dom(s} = dom(t)) A (37 € dom(s))((Vi € 7)(s(z) = t(i))
A(s(3) < LI

5.6 Definicion. Sea M(«, z, ¢) la siguiente férmula de LTC:

(3N (@, 2, 6,8} AVR(I)N (o, 2,6, 8) — (6 <" ¢} V (6 = $))].

Ahora definimos una férmula de LTC que dice que £ es la <*-minima
sucesion de ordinales menores que « tal que N{a, z, ¢, t).

5.7 Definicién. Sea P{qa,z,¢,t) la siguiente férmula de LTC:

N(a,z,¢,t) A(Vi)[N(a,z,6,f) — (t <* ).

5.8 Definicién. Sea Q(z,y, @) la siguiente férmula de LTC:

(= € Lat1) Ay € Las1) Az ¢ La) Ay ¢ La))
A36, (M (e, z,8) A M(a,y, %) A (¢ < 9)]]
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Después de estas tltimas definiciones,podemos describir una férmula de
LTC que defina la relacién < :

5.9 Definicién. Sea BO(z,y) la siguiente férmula de LTC:
Ja(z € La) A(y ¢ Lol V (30)Q(z, v, @)

Todos los cuantificadores que aparecen no acotados en la férmula Q(z, y, @)
pueden ser acotados por Lnax{w,a+4}- Verificar que ésto en realidad sucede,
puede aparecer como un trabajo verdaderamente exhaustivo, pues se debe
verificar en todas las subférmulas de BO(z,y) (que por cierto son, en su
gran mayoria, %;). Pero, en gran parte de ellas (por ejemplo, Sucefin(t),
Lib(cx, u)) es claro que los existenciales pueden ser acotados por L,,.

Abora, sea R(z,y,a,w) la férmula que se obtiene de Q(z,y, @) al acotar
todos los cuantificadores no acotades de Q(z, y, @) por w. Asi, R(z,y, o, w)
es Yy y ademds obtenemos una férmula equivalente a BO(z, y) que expresa
a la relacion z < y:

5.10 Definicidn. Sea BO(z,y) la siguiente férmula de LTC:

Jaf(z € La) A (¥ ¢ La)l v (aa)(aw)[(w = Lmax(w,o:+4}) A R(z,y, , w}.

Sea bo(z, y) la formula de £ correspondiente a la LTC-férmula BO(z, y).

5.2 Lema. Sea a > w, « limite y sean z,y € Lo, entonces

BO(z,y) —k=1, bo(z°,¢°).

Demeostracion:
En primer término demostraremos que

BO(z,y) < BO"(z,y)
para que al aplicar el teorema 1.1 se pueda concluir que
BO(z,y) kL, bo(z°,y°).
Observe que

H(z € Ly) Ay ¢ LIV (3NEw(w = Linax(e,v+4) A Bz, v,7,w)]
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es equivalente a

(1) (3v € La)l(z € Ly) A (y ¢ L)
V(E’Y € Lo:)(aw € La)[(w = Lmax(u,’y+4)) A R(:E: ¥, w)l

Esto se debe a que como « ¢s limite y z,y € L,, entonces los L-rango de
T y ¥ son menores que &. También se usa el hecho de que o es mayor que
w. Pero més ain, dado que « es limite mayor que w, al aplicar el teorema
4.2 de la seccién anterior, se tiene que para toda 3 < a:

(z = Lg)* = (z = Lg).
De aqui que (i) es equivalente a

(3v € Lo)[(z € Ly)r= Ay ¢ Ly)le]
V(a’Y € La)(aw € L&)[(w = Lmax(u,’y-i-fi))LQ A Rle ("‘E’ ¥ 'Y,w)l

(recuerde que R(z,y,v,w) es Lp). Asi, se concluye que
BO(z,y) — BO=(z,5y)
De donde, al aplicar el teorema 1.1 queda demostrado el lema. ||

Con ayuda de este lema es directo demostrar que se puede definir un
buen orden para cada L, donde o es un ordinal limite mayor que w:

5.3 Lema. Sia es un ordinal limite mayor que w y By = {{z,y) € L2| k=1,
bo(z°,y°)}, entonces

ZF |- “B, es un buen orden para L,". ||

5.4 Lema. ZF + V = L - YA3JR[(R € A x A) A “R bien ordena a 4”].

Demostracidn:
Sea A un conjunto, entonces existe « limite mayor que w tal que A € L,.
Luego, Bo|4 C A? y dado que L, es transitivo, también se tiene que:

“Ra|a bien ordena a A”.

Corolario 1. ZF + V = LF AE. ||

Y aplicando el teorema fundamental de modelos internos se tiene el
siguiente teorema y su corolario:

5.1 Teorema. ZF - (AE)L. |
Corolario 1. Cons(ZF) — Cons(ZF + AE). ||
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2.6 La Hipdtesis Generalizada del Continuo en L.

Para demostrar que en ZF es teorema HGCY, haremos uso (igual que en
la seccion anterior) del teorema fundamental de los modelos internos, y de-
mostraremos que HGC es teorema de ZFE+(V = L), es decir, demostraremos
(suponiendo V = L) que para todo cardinal infinito K, se cumple que
[P(x)] < &*. Para lograrlo, es suficiente mostrar que dado un cardinal
infinito &, cualquier subconjunto de & es un elmento de L,.+ {ver lema 6.2).
Ahora, la demostracién de este lema se presenta sencilla, una vez que han
sido demostrados el lema de condensacién y el lema 6.1. Es en el lema de
condensacion lo que a continuacién demostramos:

6.1 Teorema.(Lema de Condensacién). Sea & un ordinal lémite. Si
X <1 Laa

entonces exislen unicos w y 3 tales que B < o y:
(i) = : (X, €) = (Lg, €);
(ii) siY € X y Y es transitivo, entonces 7|y = id|y .

Demostracién:
Primero demostraremos que si X es un conjunto que satisface las hipétesis
del enunciado del teorema, entonces X es extensional, es decir, satisface el

* axioma de extensionalidad:

Sean z,y € X tales que z # y y sea ®(vy,vy) la siguiente férmula i
Iz{z € v e 2 & va),

demostraremos que
¢*(z,y).

Dado que X <, L, la siguiente equivalencia se cumple:
¥ (z,y) © dle(z,y).

Pero como L es transitivo, entonces, ®%=(z, y). Asi, ®X (z, ). Por lo tanto,
hemos demostrado que

(Vz,y€e XNz #y—> (e X)z€z02¢y)),

que es equivalente a EztensionalidadX .
Una vez demostrado que X es extensional, demostraremos, a contim-
ancién, que se cumple el teorema para el caso en que @ = w: primero observe
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c6mo es que haciendo una simple induccién sobre m € w, se puede demostrar
que
(Vm € w)(Lm C X).

Veamos: el caso en que m = 0 es directo (B C X). Ahora, sea £ € Ly,
entonces existen ap,...,a; € Ly, tal que

x:{al,...,ak},

pero por hipétesis de induccién ai,...,ax € X. Ahora, consideremos la
férmula ®(vy, ..., ) de LTC, cuya definicién es:

Iz e)A .. A eED)ANVzE€Z)(z=1) V... V(2 = )]
Dado que ® es T; y dado que X < L,, se tiene que
®X(ay,...,ax) — @L“(al, ey GR),
y como L, es modelo de el axioma de par, deducimos que
‘I)L'*(al,...,ak).
Por lo que se concluye que existe z € X tal que
z = {ay,...,ax},

y como X es extensional, hemos demostrado que Ly, 41 & X. Ahora, ya que
mostramos que para toda m € w se cumple L, C X, entonces es cierto que
L, € X. Por lo que si a = w, se concluye que

Lo € X C La.

Asf, para & = w queda demostrado el teorema. De ahora en adelante supon-
dremos que o > w.

Como X es extensional, podemos aplicar el lema del colapso (teorema
4.3, Cap. 1) para concluir que existe una tinica clase transitiva M y un
dnico 7 tal que:

(m: X 2 M)AVY[(Y C X AY es transitive ) — 7Y = id]Y)).

A continuacién demostraremos que M = Lg para un (unico) ordinal
limite 4 < o
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Obsérvese que como la férmula. H (u,y) que define la relacién “u = Ly" es
AZF | entonces el lema de contraccién de cuantificadores asegura que existe
una férmula ®(z, u, ), L9, de LTC tal que

T = {Vacio, Par} Vuvy(H{u,v) & 320(z, , 7))

Luego, por el lema 4.1 (Cap. 1), y como L, es modelo de T, H (u,7) es
absoluta para L, si y s6losi 3z®(z, u,7) loes. Pero como H{u, ) es absoluta
para L, (pues L, es adecuado), se concluye que 3z%(z, u,~) también lo es.
De tal modo, se obtiene la siguiente equivalencia:

Vu(Vy < a)(H(u,7) = u € Ly A (3z € Ly)®F*(2,1,7))
lo cual implica que:
(1) Vy < o(3u, 2 € Lo)®L*(2,u, ).

Ahora, sea v € M, tal que On™ (). Luego, On* (n~1(~)), lo que implica que
Onl=(x=1(7)), de donde 7~1() < a. Asi, por (1), se concluye que existen
u,z € L, tales que ®(z,u, 77! (v)). De nuevo haciendo uso del hecho de que
X <1 Lq y aplicando el isomorfismo 7, se concluye que

(3z,u € MYOM(z,u,).
Queda demostrado el siguiente hecho:
(Vy € M)(Iz € M)}(3u € MYOM(2,u, 7).
Pero como ¢ es 5 y M es transitivo, lo que en realidad se tiene es que
(Vy € M)(3z € M)(3u € M)P(2,u,7),
que por eleccién de ® es equivalente a:
(2} (Vy € M)(L, € M).

Ahora, sea § = o(M) = ONM M. Como M es transitivo, 8 € ON, de
aqui se sigue que (2) implica que:

(Vy < B)(Ly € M)

y por lo tanto que:
U LyCM.
v<p
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A continuacién demostraremos que 3 es un ordinal limite y que la otra
contencién también es vilida, para asi concluir que Lg = M.

Primero observe que como Lo = UU,cq Ly y dado que 32®(z,u,v) es
absoluta para L,, se tiene que

(Vz € Lq)[FyFuz®(z,u,7) A z € u)}L~.

Luego, aplicando #~! y siguiendo el mismo proceso desarrollado arriba, se
concluye que

(Vz € M){(3y € M)(3u € M)(3z € M)[®(z,u,7) Az € u)]t=.

Otra vez, puesto que M es transitivo y que tanto ® como z € u son Ly, lo
anterior implica que:

(Vz € M)(Ty € M)(Fu € M)(3z € M)|®(z,u,v) Az € u)),
de donde se concluye, por la eleccién de @, que:
(Vz e M)(Iye M)z e L,).
Pero por definicién de 3,
(Ve € M)(F < B)(z € Ly).
Lo que en otras palabras significa que;

Mc Ly

r<B
Por 1iltimo, demostraremos que lim(3). Como lim{a), entonces
(Vy < @)[FIA(y < )P,
lo que implica que (haciendo uso de los métodos ya conocidos),
(vy € M)BX(y < MM,

que por la eleccion que hicimos de G y por la absolutez de la férmula v < X,
se concluye que

(Vy < B)(BA < B)(7 < )]+

Por 1o que lim(8)}. En conclusién,
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Hasta el momento hemos demostrado que
™ (X’ G) = (Lﬁa G)'

con 8 < o y 7 tinicos. La parte (ii) del teorema, se sigue directamente del
teorema del colapso de Mostovski. ||

Ms4s adelante seguiremos usando los métodos de este importante teorema

para demostrar, por ejemplo, la validez de ciertos principios en el universo
L.

6.1 Lema. Seaa un ordinal limite mayor que 0, sea X C Lo, ysea M C L,
constituido por aquellos elementos de L, que pueden ser definidos en Lo a
partir de elementos de X (esto es, a € M siy sélo si a es el tinico elemento
de L, tal que |=1, ¢(a°) pare algina formula ¢(v) de Lx ). Entonces,

XCM<L,.

Ademds, M es la minima subestructura elemental de L, que contiene a X.

Demostracicn,

Si @ = w, se pueden aplicar argumentos similares a los usados en la primera
parte de la demostracion de lema de condensacién, para demostrar que M =
La y que la tnica subestructura elemental de L, es L, mismo. Asi que €n
adelante se supondra @ > w. En primer lugar, para cada ¢ € X , T €S
definible en L, por la férmula z° = vy de Ly, asi,

XCcM

Para demostrar que M < L, haremos uso del criterio de Tarski para
subestructura elemental, es decir, demostraremos que para cualquier fdrmula

¢(v) de Lx,
lFL. 32@(z%)] = (3r € M)|=1, 6(=°)].
Sea @(vp) una férmula de Lx, y sea ¥(vp) la férmula de £ x definida por:
W(vo) = é(ug) AVui(v1 <t vo — ~g(wy)).

Supdngase que |-, Jz¢(z°), entonces = 3z1(z°), pero ademas, dicha z
debe ser iinica en L,. Por lo que z € M, pero en virtud de la definicién
de ¥(vp) también se tiene que para dicha z, f=r, ¢(z°). Quedando asi
demostrado que M < L.
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Para demostrar la mimimalidad de M, supondremosque X & N < L,y
demostraremos que M C N. Sea z € M, entonces existe una férmula ¢(vg)
de Lx tal que |=1, ¢(z°), ademds z es el unico elemento de L, con esta
propiedad. Luego, como M C L, lo anterior implica que

=L Jvod(vo).

Pero como NNV es una subestructura elemental de L, v x € X C N, se tiene
que

=~ Jvod(vo).

Asl, existe y € IV tal que =y ¢(y°). Puesto que N < L,, lo anterior implica:
=1, #(¥°). Pero se observo que z era tnico en L, con esta propiedad, asi,
z=y Dedondez e N. |

Corolario 1. Sea a un ordinal limite (distinto de 0), sea X C Lo y sea
M < L, definido en el lema anterior. Para dicha M, se cumple:

|M| = max(|X],w).

Demostracidn:
Como Lx tiene max({|X|,w) formulas, es vélido: |M| < max(|X|,w). Pero
por otro lado, tambien es cierto que: max(|X|,w) < |M]. ||

Ahora si, con ayuda de los resultados anteriores, se puede establecer la
esencia de la hipdtesis generalizada del continuo en L:

6.2 Lema. Supdngase V = L. Sea s un cardinal. Si z es un subconjunto
acotado de L, (es decir, existe o < k tal que £ C La), entonces = € L.

Demostracidn:

Para & < w el resultado es trivial, pues en ese caso L, = Vi. Sea k > w,
sea o < Ktalque w L ay xz § Lo Si A es un ordinal limite tal que
k< Ay zx€ Ly, segin el corolario anterior existe M C L, tal que M < L,
Lo U{z} C M y tal que |M| = |Ly|. Ahora, por el lema de condensacién,
existe un tnico isomorfismo 7 : M = L, (para un nico ordinal ¥ < A) tal
que si Y C M es transitivo, entonces 7|Y =id|Y. Asi, como Ly U {z} es un
subconjunto transitivo de M, 7n(z) = z. Por lo que z € L... Pero ademas:

7l = 1Lqy| = [7{M]| = |M} = |Lq| = || < &

De donde se concluye que v < &, y por lo tanto que z € L. ||
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6.2 Teorema. ZF + V = L HGC.

Demostracion:
Sea « un cardinal infinito, y sea z C x. Como s < k*, el lema anterior
asegura que z € L,+. Asi, P(x) C L,+. De donde se concluye que

VR(2° < L] = 6). ||

De nuevo, aplicando el lema fundamental de mosdelos internos, se ob-
tienen los siguientes corolarios:

Corolario 1. ZF - (HGC)L. ||

Corolario 2. Si ZF es consistente, también lo es ZF+HGC. ||

Por 1iltimo, el siguiente teorema establece que bajo la hipétesis del ax-
ioma de constructibildad (y con ayuda de varios lemas demostrados hasta el
momento), existe una gran cantidad de estratos de la jerarquia constructible
de conjuntos que son modelos de ZF—:

6.3 Teorema. Supdngese el azioma de constructibilidad. Si & es un car-
dinal regular no numerable, entonces la estructura (L., €) es modelo de los
ariomas de ZF~.

Demostracion:

La demostracién del teorema estara referida a la demostracién del teorema
2.1, en el cual se demuestra que L es un modelo interno de ZF.

Los axiomas de Extensionalidad y Regularidad se cumplen en L,, pues esta
estructura es transitiva y estandar (ver las observaciones, repectivas, en la
demostracion del teorema 2.1).

L.a demostracion de que los axiomas de Par y Unién se cumplen en L., son
las mismas que las respectivas en el teorema 2.1, sélamente es necesario
cambiar las apariciones de L, por L.. Observe que esto es posible dado que
& es un ordinal limite.

El axioma de infinito se cumple en L, pues & es no numerable, lo cual implica
que w € L.

Para demostrar los axiomas de Subconjunto y Reemplazo relativizados a
L., es necesario observar, primero, que dado que « es un cardinal regular,
se cumple en L, la siguiente propiedad:

VX(X € Ly — X C Ly A|X| < &).
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Este hecho, se cumple, gracias a la regularidad de x, y haciendo uso del
lema 6.2. Pues si X es un subconjunto de L, cuyo cardinal es menor a &,
entonces existe a < K, tal que X C Lo (aqui se usa la regularidad de x}.
Luego, haciendo uso del lema 6.2, se concluye que X € L, (observe que aqui
se hace uso del axioma de constructibilidad). Por el otro lado, si X € Ly,
entonces X € L, para algiin & < «, y por lo tanto el cardinal de X es menor
que s. Por iltimo, es claro que la transitividad de L, implica que X C L.

Asi, con ayuda de esta afirmacion, demostramos el axioma de Subcon-
Jjunto relativizado a L. Se debe demostrar que para toda férmula ®(u, 7'),
se tiene que

(VPVzIyVz((z € y) & (2 € 2) A Bz, PI]*=.

Sean, pues, 7,z € L,. Asi, como L es modelo de Subconjunto, sabemnos
que existe y € L, tal que:

y = {z € z|[¢*~ (2, P)|*}.

Pero como el corolario al lema 4.6 asegura que L, es absoluto para L, se
cumple:

y = {z € z|¢"~ (2, P)}.
Para terminar la demostracidn, sélo falta demostrar que y € L. Aqui es
donde hacemos uso de la afirmacién de arriba: como y € [, y como el
cardinal de y es menor o igual al cardinal de z, cuyo cardinal es menor que
& (pues = € L,), el cardinal de el subconjunto y de L, es menor que s, se
concluye que y € L.

Para el caso del axioma de Reemplazo, se debe demostrar que para
cualquier féormula ®&(u, v, @) de LTC:

VP [FuZo|®(u, v, P') AVw((u, 0, T) — v = w)
— VzIy(Vu € z)(3v € y)®(w, v, 7))} L~
Supdngase que:
VP Ve3y(O(z, y, T) AV2(R(z, 2, F) — y = 2))| -,
y sean 7',z € L. Si definimos

y = {v € Ly|(3u € )01 (u,v, 7))},

entonces (Vu € z)(3v € y)®L*(u, v, 7)). Sélo hace falte demostrar que y €
Ly, para lograr esto, se debe observar que, al igual que en el caso anterior, y

es un subconjunto acotado de L, y por lo tanto (lema 6.2) pertenece a L, .
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Capitulo 3

El principio de Jensen

Escudrifiando la demostracion de la consistencia (relativa) de la negacién
de la hipétesis de Souslin con respecto a ZF, aparece la posibilidad de aislar
cierta propiedad que refiere al comportamiento del primer cardinal no nu-
merable en L. Una vez aislado, este principio afirma la existencia de cierta
wy-sucesion de subconjuntos de wi, que tienen la propiedad de “predecir”
el comportamiento de cualquier subconjunto de w, (conforme se avanza en
wi). Fue asi como R. B. Jensen descubrié este principio, y le llamé Prin-
ctpio Diamante. Posteriormente, se comenzo a utilizar este principio como
un axioma alternativo que permite dar solucién a cierto tipe de problemas
maternaticos, atin fuera de la teoria de los conjuntos.

Este capitulo se centra en el estudio del principio diamante. En priroer
lugar se presenta al principio como una solucién parcial al problema de
Suslin, y se establece su validez en el universo construible L. Posteriormente
se establecen 7 formas equivalentes de enunciar dicho principio; esta parte
ayudara a entender mejor la esencia del principio y a facilitar algunas de-
mostraciones posteriores. También estudiaremos, en este capitulo, algunas
relaciones que se pueden establecer entre el principio diamante y la hipdtesis
del continuo. Luego, se presentan algunos principios combinatorios que re-
sultan ser extensiones del principio diamante, estas extensiones tarbién se
cumplen en L. Por iltimo, se llevan a cabo interesantes aplicaciones de estas
extensiones.

3.1 La Hipdétesis de Souslin.

En esta seccion, se definen los conceptos generales que estan relacionados con
el problema de Souslin. Se establecen, también, distintas formas de expresar

99
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la hipétesis de Souslin, buscando enunciarla de manera tal que se facilite el
desarrollo encaminado a dar una solucién parcial al problema de Souslin. Fl
resultado fundamental de esta seccidn, es establecer la equivalencia, entre la
existencia de cierto tipo de ordenes lineales (llamados lineas de Souslin) y la
existencia de un tipo de ordenes parciales (llamados drboles de Souslin). Es
por esto que en esta seccidn también se introduce el concepto de “4rbol”.

1.1 Definicién. Dado (X, <) un orden lineal:
L. el par (X, <) es un orden denso si y sélo si

(Vz,y € X)l(z <y) — 3z € X)(z < z < y)};

2. un subconjunto Y de X es un intervalo de X, si y sélo si existen
z,y € X tales que
Y={zeX|lz<z<y},

(en tal caso, Y se denota por (z,¥));

3. decimos que {X, <) es un orden complelo si y sélo si (X, <) es un orden
denso tal que para todo intervalo / de X y paratodo Y C I,si Y #0
se cumple que

(3z € X)|z = min{w € X|Vy € Y(w > y)}}
N3z € X)|z = max{u € X|Vy € Y(u < )}},
(en tal caso, z es el supremo de Y y z el infimo de Y);

4. se dice que el par (X, <) es abierto, si y sélo si no tiene puntos finales,
es decir, si y sélo si

(vz € X)(3y. 2 € X)l(y < 2) Az < 2)f;

5. si (X, <) es un orden denso, diremos que un subconjunto ¥ de X es
un subconjunto denso en X, si y sélo si se cumple lo siguiente:

(Vzze Xz <z (yeYV)(z<y <)

6. si (X, <) es un orden denso, se dice que (X. <) es separable si y sélo
si existe ¥ C X tal que Y es denso en X y numerable:

7. se dice que el orden (X, <) tiene la propicdad de Souslinsi y sélo si toda
familia de intervalos mutuamente ajenos de X es a lo mas numerable.
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Es importante en este momento mencionar uno de los resultados clésicos
de Cantor, pues puede parecer que a partir de éste es donde se genera el
problema de Souslin:

1.1 Teorema. (Cantor). Si {X, <) es un orden denso, completo y abierto,

que ademds es separable, entonces (X, <) es isomorfo a R (con el orden
usual de R).

Antes de aclarar lo que se entiende por “el problema de Souslin”, ob-
serve que las propiedades de separabilidad y souslin (definicién 1.1, 6 y 7
respectivamente) estan relacionadas de la siguiente manera:

1.1 Lema. Sea (X,<) un orden denso. Si (X, <) es separable, entonces
toda familia de intervalos de X ajencs 2-2 es a lo mds numerable.

Demostracidn:

Si D es el conjunto denso numerable en X,y A = {J;}i € I} es una familia de
intervalos ajenos en X, entonces para cada J; existe a; € D tal que g; € J;.
Dado que los intervalos de A son ajenos 2 — 2, se concluye que el cardinal
de A debe ser menor o igual que el cardinal de D. Por lo que A es a lo mas
numerable. ||

Uno podria preguntarse si la implicacién inversa tambien se cumple, es
decir, si la propiedad de ser separable y el hecho de que en ese orden toda
familia de intervalos ajenos 2-2 es a lo mds numerable, son equivalente. Esta
pregunta fué planteada por Souslin y al respecto se plantea la hipétesis de
que en realidad esas dos propiedades son equivalentes (para un orden denso,
completo y abierto). A continuacién establecemos con mayor claridad estas
ideas.

Problema se Souslin. ;Todo orden denso, completo y ebierto, que tiene
la propiedad de Souslin, es isomorfo a R?

La Hipétesis de Souslin es responder afirmativamente a la pregunta an-
terior, es decir, la hipétesis de Souslin es la siguiente afirmacién:
Hipdtesis de Souslin. Si (X, <) es un orden denso, completo y abierto,
que tiene la propiedad de Souslin, entonces dicho orden es isomorfo a R.

Por fines practicos, demostraremos que la hipétesis de Souslin se puede
enunciar eliminando dos hipétesis: la de ser completo y la de ser abierto.

1.2 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Hipétesis de Souslin.

2. 8i (X, <) es un orden denso que satisface la propiedad de Souslin,
entonces es separable.
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Demaostracién:

La demostracién de que (2) implica (1), es trivial. Para demostrar que (1)
implica (2), sea (X, <x) un orden denso que tiene la propiedad de Souslin.
Definiremos un encaje (que preserva el orden} de (X, <x) en R. Enel caso en
que (X, <x) tenga puntos finales (es decir, que no sea abierto) extendemos
(X, <x) aun orden denso {X, <z} y abierto: sea X=Xu@\{hy
definimos <y de la siguiente manera,

((aeQ AbEQT) \
(ae@ Abe X)
(ae X AbeQT)
(e,beE X Aa<xb)
{e,bEQ Na<qb)
[ {(a,be Qt Aa <gb).

-

a<‘,~(b@<

<< <L

Lo que se hizo fue agregar una "copia” de Q a cada punto final de X (observe
que X hereda la propiedad de Souslin). Por otro lado, es claro que la
identidad en X es un encaje en X. A continuacién, lo que se debe hacer es
extender X hacia su completacién de Dedekind (ésta se obtiene agregando
un supremo a cada cortadura de X, una cortadura es un segmento inicial y
propio de X). Llamemos X* a la completacién de X. Aplicamos la hipétesis
de Souslin (que en este caso es la hipétesis de nuestra demostracién) a X*
{observe que X* es un orden denso y completo que satisface la propiedad
de Souslin) para concluir que X* es isomorfo a R, restringida a X. Asi
concluimos que existe un encaje f de X en R, a saber la composicién de la
extension de X a X* seguida del isomorfismo a R. A continuacién definimos,
en términos del encaje f, un subconjunto denso y numerable de X. Sea
(g}t € w) una enumeracién de los racionales. Para cada i,j € w definimos
di; como f~}{z), donde se elige a = del conjunto (g;,g;) N f|.X] siempre y
cuando éste 1o sea vacio, y en caso de que este conjunto sea vacio definimos
di; eligiendo un elemento de X. Observe que si tomamos z < y € X,
entonces existe z € X tal que z < z < y, luego f(z) < f(2) A f(2) < f(y),
por lo que existen ¢;,¢; € @ tales que f(z) < g < f(2) < g; < f(y). Asi,
(gi, q;) N f1X] # 0, por lo que d; ; tiene la propiedad de que su imagen estd
entre ¢; y ¢;. De donde se obtiene que z < di; < y, para concluir que
D = {d; ;]i,j € w} es un conjunto denso numerable de X. ||

En consecuencia, la hipétesis de Souslin niega la existencia de conjuntos
densamente ordenados que tengan la propiedad de Souslin pero que no sean
separables. A continuacién damos nombre a dichos conjuntos:

1.2 Definicion. Una linea de Souslin es un orden denso que no es separable,
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pero que tiene la propiedad de Souslin.
De aqui que la hipétesis de Souslin puede ser enunciada de la siguiente
manera:
No ezisten las lineas de Souslin.

Ahora, dado que la hipétesis de Souslin es (tal como lo mencionamos en
la introduccién) un enunciado indecidible para la teoria ZFE (y més aun,
indecidible para la teoria ZFE+HGC), la solucién al problema de Souslin
quedara fuera de nuestro alcance si nuestra teoria conjuntista no se ve in-
volucrada en una evolucién axiomatica, para la cual las nuevas relaciones
entre conceptos, posiblemente agregados, aparezcan a nuestro entendimiento
como principios “obviamente” permisibles para la ciencia matemstica y en
particular para la teoria de los conjuntos. O bien, que nuestros criterios de
“obvia” permisibilidad sufran cambios sustanciales, producto de algin tipo
de evolucién humana.

Pero independiente a la observacién anterior es el hecho de que el proble-
ma de Souslin tiene respuestas parciales, es decir, que algin modelo (posi-
blemente modelo clase) de ZFE tiene lineas de Souslin y otro no. Por lo
que el analizar el comportamiento del problema de Souslin en el universo
construible L, puede aparecer como un estudio matematico, a partir del cual
sea posible encontrar ciertas implicaciones importantes para la matematica
(y posiblemente para la evolucién de la teoria de los conjuntos misma) del
axioma de constructibilidad.

Para lograr dar respuesta al problema de Souslin dentro de L, es conve-
niente enunciar este problema en términos de érdenes parciales, en particular
de aquellos que se denominan “4rboles”:

1.3 Definicién. Un drbol es un conjunto T' = (T, <7} parcialmente orde-
nado en el que para cada = € T el conjunto

t={yeTly <r =z}

estd bien ordenado por <.

Un drbol aparece, pues, como un orden parcial en el que para cada
“punto” del orden, sélo existe un tnico “camino hacia abajo”. De ahi el
nombre de drbol. A continuacion definimos algunas nociones importantes
acerca de estos ordenes:

1.4 Definicién. Sea T = (T, <7) un arbol.

1. Para z € T, se define la altura de £ (alt(2)) como el tipo de orden del
conjunto {bien ordenado) i.
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2. Si a es un ordinal, se define el -ésimo nivel de T' (Ty,) como el conjunto
Ta = {z € T)alt(z) = a}.
3. Si a es un ordinal, definimos la restriccion de T a o (T')4), como:

Tla = U Tﬁ:

B
4. Para r € T', se define el conjunto:
T(z) = {y € T[z <t y};
5. Si X € T, definimos la altura de X (alt(X)) de la siguiente manera:
alt(X) = sup{alt(z)|z € X'}.

6. Una cadena de T es un subconjunto C de T tal que {C, <t |¢) es un
conjunto linealmente ordenado.

7. Sea r C T una cadena de T tal que
(vzer)(Vy € T)[(y <7 z) — (y € 7)),

en este caso se define a v como una rgma de T'. Si « es el tipo de orden
de r se dice que r es una a-rama.

8. Una anticadena de T es un subconjunto A de T tal que
(Vz,y € A)l(z # y) = ~(z <r ¥y Vy <r 7)),

cuando z,y € T satisfacen la propiedad escritra arriba, se dice que =
y y son incomparables en T'.

9. Una cadena {anticadena) en T es mazimalsi y sélo si no esta contenida
en ninguna otra cadena (anticadena) de T

Tal como hemos mencionado, en este capitulo se discutiran “soluciones”
parciales al problema de Souslin. Para lograr esto, se establecerd prime-
ramente, una correspondencia entre la nocién de linea de Souslin y la de
“arbol de Souslin”. Esta nocién (la de “drbol de Souslin") se define como
un tipo especial de arbol dentro de una clase mas general. En la siguiente
definicién se describe una clase general de drboles en la que se incluyen los
arboles deseados:

1.5 Definicién. Sea s un cardinal regular y sea a < k.
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L. Un (@, x)-drbol, es un arbol T que satisface lo siguiente:

(a) To = @,
(b) (vy < a)(0 < |Ty) < &).

2. Un k-drbol, es un («, k)-drbol.

3. 8i T es un (e, x)-drbol, se dice que el drbol T es normal, cuando
satisface lo siguiente:

(a) |To] =1,

(b) (Vv < a}(vz € T,)(Hy € Tys1ly > 2} = Ry).

() (Vz € T)(Vy < o)(alt(z) < v — (Iy € T}z < y)).
(@) (Vy <a)llim(v) — (Vz,y e T,)(2 = § — z = y)].

Ahora estamos en la posibilidad de definir la nocién de drbol de Souslin
como aquellos w;-arboles en los que todas sus cadenas y anticadenas son a
lo més numerables.

En la definicién 1.5 se determinan, por separado (y en particular para
‘& = wy), las nociones de w,-drbol y w;-arbol normal. Lo que a continuacién
veremos es que cuando se tiene un arbol de Souslin, se tiene, también, un
arbol de Souslin normal. Es decir, el hecho de que exista un w;-arbol sin
anticadenas ni cadenas no numerables, garantiza la existencia de una grbol
con las mismas caracteristicas (Souslin), pero que ademds es normal. Este
resultado facilita mucho el manejo de la demostracién de la equivalencia
entre la existencia de lineas y arboles de Souslin.

1.2 Lema. Sea (T, <) un drbol de Souslin. Eriste T* tal que (T*, < [7+) es
un drbol de Souslin normal.

Demostracion:
Definimos T! C T como

T! = {z € T{|T(z)| > Ro}.

Observe que T* # @, T! es un irbol de Souslin, y ademds T'NTg # @. Ahora,
tomando zq € T! N Ty arbitrario, definimos el arbol T2 como T2 = T(zq)-
Una vez mas, se debe observar que T2 es un arbol de Souslin que ademas (por
la regularidad de w)) satisface las propiedades a) y c) de normalidad. Para
garantizar la unicidad de limites (propiedad d}), consideremos lo siguiente:
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para cada cadena C en T? de la forma C = % =  agregamos un nodo «. tal
que para toda z € C, z < a. y tal que:

Vz|(Vz € C)(z > z) — a. < z|.

Por ultimo, para garantizar la existencia de w sucesores (propiedad b)) se
considera el arbol T2 definido como:

T? = {z € THlim(altp(z))}.

Claramente T es un arbol de Souslin que satisface las propiedades de nor-
malidad (def. 1.5(3)). ||

El siguiente teorema establece, con ayuda del lema anterior, que la exis-
tencia de lineas de Souslin es equivalente a la existencia de drboles de Souslin.
Serd pues este teorema el que permita la reformulacién de la hipétesis de
Souslin en términos de drboles.

1.3 Teorema. FEriste una linea de Souslin, 51 y s6lo si existe un drbol de
Souslin.

Demaostracidin:
<) Sea (T, <) un 4rbol de Souslin. Sea (T, <r) un drbol de Souslin normal
(el lema anterior garantiza su existencia). Considérese el conjunto:

L={C CT|C esunacadena maximal de T'}.

Ahora, como en T todas las cadenas son numerables, sabemos que para cada
C € L existe un ordinal k(C), tal que h(C) < w; y

(Vo < K{(C))(|[Tu N C| = 1) A (Ya 2 h(C))(Ta N C = B).

Ademas, como T es normal, h(C) no puede ser sucesor, por lo que h(C) es
un ordinal limite menor que w;. Luego, para cada C € L y cada a < h(C),
definimos C(a) como el inico elemento de T, N C.

La idea que continda, es la de demostra que el conjunto L es una linea
de Souslin. Asi, a continuacién demostraremos que bajo la definicién de
cierto orden < en L, el par (L, <;} cumple con las propiedades de Souslin
y densidad (mencionadas en las definiciones 1.1(5) y 1.2) pero que no es
separable.

Para definir el orden citado en L, consideramos primero, un orden <,
en T, (para cada 0 < @ < w} isomorfo al orden usual de los nimeros
racionales (recuerde que cada uno de dichos 7T, tienen cardinalidad Rg).
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Pero que ademds el par (S(z), <q4+1) sea isomorfo a los racionales (con el
orden usual), donde z €Ty (0 < @ <wy) y

S(z) = {y € Tar1ly > z}.
Luego, definimos el orden <, en L de la siguiente manera:
C <y D siysdlosi C(d(C, D)) <4(c,D) D(d(C, D)),

donde d{C, D} = min{a < min(h(C), h(D))|C(a) # D{a)}. (Observe que
por el hecho de que T es normal, la unicidad de limites asegura que el ordinal
d{C, D} siempre es un ordinal sucesor.) Veamos pues que en realidad el orden
<t es un orden denso en L {es claro que éste orden es lineal):

Sean C,D € L tales que C < D, asi, si @« = d(C, D), se tiene que
C(a) <q D(a). Pero debido a la eleccién del orden <4, se puede garantizar
la existencia de un elemento e de T,, tal que C{a) <4 € <q¢ D{c). Ahora, si
consideramos la cadena E como aquella que se obtiene al extender la cadena
{z € Tlz < e} a una cadena maximal, entonces

d(C,E) = & = d(E, D).
Conciuimos que C(a) <, E(a) <o D{(a), y por lo tanto, que:
C<p E < D.

Para demostrar que L cumple con la propiedad de Souslin, definimos,
para cada intervalo I = (C, D) en L, una cadena Ey en L, como aquella
que se obtiene al extender de manera maxima a la cadena {z € T|z < ¢/},
donde e; es un elemento de T" que tiene la propiedad:

C(d(C, D)) <a(c,p) €1 <a(c,py D(d(C, D)).

Claramente E; € I, asi, si I y J son intervalos ajenos en L, entonces E; ¢ J
y E;y € I. Por lo que los elementos ¢; y e; de T, son incomparables en 7.
Luego, como no existen anticadenas no numerables en T, cualquier familia
de intervalos ajenos 2-2 en L, debe ser a lo mas numerable.

Por iltimo, para demostrar que L no es separable, supéngase, por el
contrario, que existe A € L numerable y denso en L. Definimos + como:

v =sup{d(C, D) <wi|(C,D € A)A(C # D}}.

(Se debe observar que y < w;, pues A es numerable.) Luego, sean w € T} y
z,y, z € S(w) (S{w) definido arriba) tales que z <4 ) ¥ <g41 2. ¥ considere




108 CAPITULO 3. EL PRINCIPIO DE JENSEN

cadenas maximales E;, By, E; que contengan, repectivamente, a z,y y 2.
De aqui que las cadenas E;, E,, y E, estan ordenadas, en L de la siguiente
rnanera:

E. < By, <1 E,

pero como ademds hemos supuesto que A es denso en L, deben existir ca-
denas C, D en A tales que

Ey <LC<L Ey <; D < E;,

concluimos: d(C, D)} > 7, una contradiccién.

=) Sea (L, <.) una linea se Souslin. Construiremos T', un subconjunto del
conjunto {I € P(L)|I es un intervalo en L}, tal que (T, D) sea un arbol de
Souslin. La construccién sea hard por niveles:

Sea Tp = {L}. Para definir T4, en términos de T,, consideremos, primer-
amente, los siguientes intervalos:

Iy ={yelly <. z(I})};
I = {ye Ilz(I}) <Ly},

donde [ es un intervalo de L con al menos dos elementos distintos, y z([)
es un punto interior de I. Definimos T+ de la siguiente manera:

Tav1 ={LlI €Tu A > 1}U{L|I €Ta A} > 1}.
Para a limite, definimos:
Ta = {nr|r es una o« —rama de T'|, vy tal que ]ﬂr| > 1}.

{Recuerde que, en este caso, una rama es una sucesién decreciente de inter-
valos de L.) Por dltimo, definimos:

T=|J T.

W)

Demostraremos, a continuacién, que (7", D) es un drbol de Souslin, es decir,
demostraremos que:

1. T, =0
2. (Vo <w;)(0 < |Tal < wy)
3. T no tiene cadenas no numerables.

4. T no tiene anticadenas no numerables.
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Por reduccién al absurdo demostraremos, a continuacién, el punto 3: Sea B
una cadena no numerable de T (supondremos que B es maximal, pues en
caso de que no lo sea, es posible extenderla a una cadena tal). Considere la
sucesion: (Iy|a < w;) la enumeracion canénica de los primeros w, elementos
de B, y definimos:

Ao = {o < w|(Vy € Loy Ny <1 (1))}
A = {a <w|(Vy € Lat1)(2(Ls) <1 v)}).

Asi, ApU A} = wy y AgN Ay = 0, por lo que se tiene que Ag o A es
no numerable. Si suponemos, sin pérdida de generalidad, que Ay es no
nurmerable, y definimos, para a € Ay, el intervalo J, de L comor:

Jo = (I(Iﬂ): z(1,)),

donde § = min{# € Ap|f > a}, tendremos que z{lg) <p z(I.). Por
lo tanto, que la coleccién {J,la € Ag} es una coleccién de w; intervalos
abiertos, distintos y ajenos 2-2 de L. Contradiciendo asi, el hecho de que L
es una linea de Souslin.

Para demostrar 4. (es decir, que T no tiene anticadenas no numerables),
es suficiente con observar que, en caso de que existiera una anticadena tal,
de la forma A = {I,}a < w,}, es posible elegir elementos z,,yo € I, (para
cada a < w;) tales que z4 <; Yo ¥ que la coleccidn {(za,ye)la < w1} de
intervalos abiertos de L, viole la propiedad de Souslin en L, es decir, que
sea una coleccion no numerable de intervalos abiertos y ajenos 2-2 de L.

Observe que el punto 2. se sigue directamente de} punto anterior y del
hecho de que |T'| > Ny. Este tltimo hecho se cumple, pues el conjunto
{z(){I € T} es denso en L y por lo tanto (no separabilidad de L) no
numerable. De donde T tampoco lo es.

Por 1ltimo, el punto 1, se cumple gracias a la validez del punto 2. en T
y @l hecho de que todas las cadenas son numerables. i

3.2 El principio Diamante

Hemos llegado a la seccién donde aparece y se presenta la primera aplicacion
del principio de Jensen.

Como veremos en esta seccién, el principio de Jensen o principio dia-
mante (como comunmente se conoce), resulta ser independiente de la teoria
de los conjuntos, asi, el uso que hacemos del principio en esta seccién, para
demostrar la indemostrabilidad de la hipétesis de Souslin (dentro de la teoria
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de los conjuntos), ofrece al matematico, una posibilida “axiomatica” alter-
nativa para responder a algunas preguntas abiertas de diversas ramas de su
actividad.

En términos actuales el principio diamante se puede expresar en distintas
formas (en su momento demostraremos algunas de estas equivalencias). La
forma més comun en que aparece enunciado es la siguiente:

Eziste una w,-sucesion (S,la < wy) (donde para cadn o < wy, S5 C ) tal
que dado cualquier conjunio X C wy, el conjunto:

{a <wlXNa=_5,},

€5 estactonario en wy.

(El término “conjunto estacionario” ha sido definido y brevemente estu-
diado en los preliminares del presente texto.) Una vez digerido este enunci-
ado, se puede apreciar la fuerza de su afirmacion:

“Existe una wj-sucesién de subconjuntos de w; que determinan, para un
conjunto ‘muy grande’, el comportamiento de cualquier subconjunto de wy,
en cada estrato de este conjunto.”

Inmediatamente, se puede observar que la existencia de dicha sucesién
determina al conjunto “potencia de omega” como un conjunto que estd con-
tenido en dicha sucesién y por lo tanto que tiene cardinal menor o igual a Ry,
En otras palabras, el principio diamante implica directamente la hipétesis
del continuo.

Por el momento nos interesa demostrar, haciendo uso del principio dia-
mante, la consistencia (relativa) de la hipétesis de Souslin con respecto a la
teoria de los conjuntos. Esta demostracién se hard en dos partes, primero
demostraremos que el principio diamante se satisface en el universo L de los
conjuntos construibles, y después demostraremos que, suponiendo el prin-
cipio diamante, se puede construir un arbol de Souslin. Antes, enunciamos
tres lemas relacionados con los lemas 6.1, 6.2 y el teorema 6.1 del capitulo
anterior, para demostrar la validez del principio diamante en L.

2.1 Lema. Supdngase el axioma de constructibilidad. Si M < L,, entonces
M es transitivo.

Demostracién:

Sea z € M, asi, x € L., =, Ly, lo cual implica que z € L., para algin
7 < wy. Luego, como |Ly| < |v}4+w y L, es transitivo, entonces z es a lo més
numerable, asi, existe cuando menos una funcién suprayectiva de w scbre .
Sea f la <, -minima funcién tal. Cbserve que f C Lg (con 8 = max{w, v}),
¥ que dicha § < w;. Asi, el lema 6.2 asegura que f € L,,. Ahora, si F(f)
es el predicado:
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“f es una funcién suprayectiva de w sobre 2,
F(f) puede ser expresado en el lenguaje £,, por una férmula Ty de dicho
lenguaje, cuya tinica constante es z%, y ademas, la funcién f (definida arriba)
satisface dicha definicién. Asi, como M < Lw, y ademas, z € M, se tiene
que f € M. Pero, més aiin, f(n) € M (para cada n € w), pues w C M. Asi,
se concluye que flw] = 2 C M, es decir, M es transitivo. ||

2.2 Lema. Supdngase V =L. Si M < Ly,, entonces M = L, pare algin
a < Wi,

Demostracion:

El lema de condensacién asegura que existen tinicos o y 7, tales que T :
M = L4, con a < wy. Luego, el lema anterior asegura que baio nuestras
hipdtesis, M debe ser transitivo, asi, como M C Ly y 7 tiene la propiedad de
comportarse como la identidad cuando se le restringe a conjuntos transitivos,
se concluye que M = Lo. Que es lo que se queria demostrar. ||

2.3 Lema. Supdngase V = L. Sik es un cardinal mayor quew, y M < L.,
entonces existe o < wy tal que M N Ly, = L,.

Demostracidn:
Primero observe que w; € M, pues w; € L, y w; es definible por la férmula:

(Vo € W)(Ff(f 1w e z)) A=IF(f 1w e u).
Le

Asi, o = wi* = w;. Después, observe que, de igual manera, Lo, € M,
pues la férmula H(wi,z) (x = L.,) es absoluta para M, L. y ademas, el
teorema 4.2 (Cap. 2) asegura que H{w, z) es absoluta para L., asi, LM =
Lf;;‘ = L,,. Gracias a esto, se tiene que:

MnL,, ={ze M|z e L, )M}
Luego, si ¢(7) es una férmula de LTC y @ € M N L,,, entonces
HT)r & ((T)wr)bx,

ademads, dado que M es una subestructura elemental de L,, se concluye que:

(@(Z) 1) = (¢(Z)ler)X.

pero, segin la observacion de arriba, esta tltima formula es equivalente a
la férmula: $(F)M L1, Por lo tanto, se tiene que M N L., es una subes-
tructura elemental de L,,. Asi, si se aplica este 1iitimo hecho al lema 2.3,
se concluye que existe @ < wy, tal que M N L, =L, |



112 CAPITULO 3. EL PRINCIPIO DE JENSEN

2.1 Teorema. El azioma de constructibilidad implica el principio diamante
(V=L=o).

Demostracion:
Por recursién sobre a < w;, definimos la siguiente w;-sucesién de pares de
subconjuntos de wy:

1. (SU,CO) = (0, @))
2. (Sat1,Cos1) = (@ + L, + 1);

3. 8i, a es limite, definimos (Sy, Cy) como el <;-minimo par (S,C) tal
que:

(a) §C a,
(b) C esun cn.a. de o,

(c) (v € C) SNy # Sy).

En caso de que dicho par no exista, se define:
(50, Ca) = (o, ).

Afirmamos que la sucesion (Sula < w;) es una o-sucesién (es decir, que
es la sucesién de la cual asegura su existencia el principio o}.

Demostraremos esta afirmacién por reduccién al absurdo. Asi, se supone
la existencia de un conjunto X Cw; y un c.n.a C C w; en wy, tal que:

(Vae CYHX Na # 5,).

Sea, pues, (X,C) el <;-minimo par con dicha propiedad.
Observe ahora, que la sucesién {(S,, Cy)|a < w,) se define en L, por
la férmula H(f):

(“f esuna funcién ”) A (dom(f) = w1) A (rango(f) C w) x w;)
NS (@) = (0,0)) A (Ya € wy)[(sucesor(e) — f(a) = (o, a))
AMlim(e) A3S3C((S,C) Ca x a Ac.naq(C)
ANy <a)y € C— SNy # (f(7))o))
— 353C((S,C) C a x a Acna.g(C)
Ay <al(y €C = 807 # (f(1))o)) A fla) = ($,C)
— (fla) <L (S, C)))
A(lim{a) A ~(3SIC((S,C) C a X a Acna.q(C)
AV <a)(y € C = SNy # (f(7))o)
— (f(a) = (e, a))]
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De igual manera, es ficil ver que el par (X,C) también es definible
en L,,. Ahora, sea M un conjunto numerable tal que w; € M y tal que
M < L, (el lema 6.1 del capitulo 2 y su corolario, garantizan la existencia
de dicha subestructura). Luego, el lema de condensacién asegura que existe
un tinico § < wy y un dnico isomorfismo 7 : {M, €) <> {Lg, €) (observe que
el ordinal 3 debe ser menor que w;, pues M es numerable). Y el lema 2.3
(anterior) sostiene que existe a < w) tal que M N L, = L, (aqui se usa la
hipdtesis: V = L), asi, M Nw; = a, y este ordinal () debe ser el minimo
ordinal numerable que no estd en M. Por lo que se tiene que 7{w;) = a,
ademas, como L, © M es transitivo, para todo z € L,, m(z) = z. Més atn:

(X)) =XNe,
m{C) =CNa,
T({Sqyly < wi)) = (Syly < o},
T({Cyly <wn)} = (Cyly < a).
Tal como mencionamos antes, el par (X, C) es definible en L,,, asi:

Ly, F “(X, C) es el <g-minimo par de subconjuntos de wy, tal que
Cesuncna enw y (VyeC)XNy#S,).

Por la eleccién de M, se tiene que:

M = “(X,C) es el <;-minimo par de subconjuntos de wy, tal que
Cesuncna enw y (VyeCHXNy#S,).

Dadas las caracteristicas del isomorfismo , se concluye que:

Lg F “(XNa,CNa) es el <, -minimo par de subconjuntos de e,
tal que CNa es un c.n.a. en
y(Vye(Cna))((Xna)ny #£8,)".

Luego, por absolutez de las definicién de (X, C), la definicién de (Xa, Ca),
implica que:
XNa=S, vy CnNa==_C,.

Luego, Lg = “C'Na es no acotado en &, CMa es en realidad no acotado en
a, esto implica, puesto que C es cerrado en w, que @ € C. Por definicién
del par (X,C), X Na # S,, concluimos la contradiccion:

(XNa#£S)A(XNa=5,). |
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Corolario 1. La consistencia de la teoria ZFE+ HGC +(V = L) 40 se
deduce de la consistencia de la teoria ZF.

A continuacidn, se establece la relacion existente entre el principio dia-
mante y la hipotesis de Souslin:

2.2 Teorema. El principio diamante implica la negacion de la hipdtesis de
Souslin (o = existe un drbol de Souslin).

Demostracidn:

Sea {Sy|la < w;) una o-sucesién. La idea de la demostracién es definir un
orden <r en wy, tal que el par {w), <7) sea un wj-drbol normal de Souslin.
Para lograr ésto, describimos las restriciones T{o de manera recursiva, de
tal suerte que cada uno de estos drboles sea un (e, w)}-drbol normal. Con-
struimos por recursién sobre a € w, el drbol buscado:

1. Tp = {0}

2. Ty ={1,2}

3. Supdngase que Tjp+; estd descrito, definimos (T|p 42, <) como:
Tlnte = Tln+1 Y Tn4y,

donde para todo n = 2, Tpt1 = {(maxT,) + 7|0 < r < 2"}. Por cada
elemento de T, tendremos exactamente dos elementos de 77,1 | mayores
que é€l, estos se pueden elegir de tal manera que los dos elementos més
chicos de T}, , sean sucesores de €] minimo elemento de T}, y asi, para
¢l siguiente elemento de Ty, le sucederan los dos elementos mds chicos
de T;+1 que no hayan sido usado como sucesores de elementos de T,.
El resultado de este proceso adquiere la siguiente forma:

0
e N

1 2

Y N

4. Para a > w, st T|q+1 estd descrito, definimos Tlgr2 = Tla+1 U Tat
con
Torr ={y <wijwa £ 7 S wa +w},

y ordenamos los elementos de Ty 1) en T'|q+2 de manera similar a como
se hizo en el caso finito, es decir, a cada elemento de Ty, le suceden dos
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elementos de Ty, ), iniciando por el menor de Ty, cuyos sucesores son
los dos menores de Tot1.

5. En el caso en que « es limite, si T'lq estd definido, para definir Tlas1
consideramos, de nuevo, Tjo,; = {7 < wilwa <7 v <7 we + w} y
se¢ elige una a—rama R(z) en T, (para cada z en Tla), tal que z €
R(z) (gracias a la normalidad de T, es Posible elegir estas ramas).
Sélo en el caso en que S, sea una anticadena rnaximal de T, serd
Decesario elegir R(z) de tal suerte que R(z) N S, # 0, esta eleccién
también es posible, pues en este caso S, es maximal Y por lo tanto z
es comparable con algin elemento de S,,. Ahora, sea {z,|n € w} = wa
una enumeracién de T,. Asi, para cada cadena B(z,) elegimos un
ordinal y € Ty, tal que B(z,) U {7} extienda a la cadena B(z,,).

Por 1ltimo, definimos el arbol T = Uacwy Tla- (Observe que T = wy.)
Es claro que T es un wy —arbol. Solamente falta demostrar que T es, ademais,
de Souslin:

Sea A C wy una anticadena maximal de T y sean

C1 = {a € wi|lwa = a}
C2 = {a € w|“)acadena (AN T|q} es maximal en T, " },
C=C NG,

Observe que la funcién f : o — wy, definida por f(a) = wa es una funcién
normal: claramente es estrictamente creciente; la continuidad se sigue de la
definicién de wa para a limite. Asi, el lema 3.3 (Cap. 1) asegura que C| es
un c.n.a. en wi.

El conjunto C; también es un c.n.a. de wi. Para demostrar que C; es
cerrado, témese v < wy un ordinal limite, tal que el conjunto Cy N esno
acotado en . Se tiene que demostrar que la anticadena AN T|y es maximal
en T|,: sea x € Tly, tal que z es incomparable con todos los elementos de
ANT|y. En primer lugar, se observa que existe # < v tal que z ¢ Tlg,
luego, existe « tal que 8 < o < 7y tal que AN T, es maximal en Tla,
asi, £ € Tla y z es incomparable con todos los elementos de AN T, por lo
tantox € ANT|, € AN Ty, y esto iltimo implica que AMT], es maximal
en T, y por lo tanto v € C,, es decir, Cy es cerrado.

Para demostrar que C; es no acotado en wy, sea f < wy y considere la
siguiente sucesién definida por recursién:

ap = f

ani1 = min{y < wif(an <) A(Vz € T, \ A)
(3y € (T'|, N A))(“z es comparable con ¥}
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Observe que any) estd bien definido, pues siempre existe v > ay con la
propiedad descrita (de no ser asi, A no seria maximal en T°). Definimos
o = Upen @n ¥y demostramos que a € Ca, es decir, que AN T, es maximal
en T|q: sea z € (T, \ A), entonces z € (T, \ 4) (para algin n € w), luego,
existe y € (TL,M+1 N A) tal que z, y son comparebles. En consecuencia, z
es comparable (en T'|,) con y. Por lo tanto, AN T, es maximal en T, es
decir, « € Ca y 8 < a (Cy es no acotado en w, ).

Ahora, el lema 3.1 (Cap. 1) afirma que el conjunto C = C; N Cy es un
c.n.a. de wy. De aqui que existe @ € C tal que AN« = Sy (recuerde que
la sucesién {S, : o € w;) es una o—sucesién), luego, como T, = we, para
a limite mayor que w, y como también wa = @, AN a es una anticadena
maximal de T)|,, es decir, S, es una anticadena maximal de T),. Ademas,
se debe observar que, segin la construccién de T|q41 (en este caso a debe
ser limite, pues a = wa), cada elemento de T, es mayor que algiin elemento
de S4. De donde se concluye que S, es una anticadena maximal del drbol
T. Asi, como S, C A y tanto A como S, son anticadenas maximales de T,
se cumple que A = S, = AN a. Por lo tanto, A debe ser numerable, es
decir, hemos demostrado que 7" satisface la propiedad de Souslin y por lo
tanto es un arbol de Souslin. ||

3.3 Algunos principios equivalentes a ¢

El principio diamante puede ser enunciado en distintas formas, cada una
de estas formas equivalentes entre si, que enunciaremos a continuacion, per-
miten un acercamiento a la esencia de lo que predica este principio. Estos
hechos pueden llegar a aportar a la razén nuevos criterios para discernir ac-
erca de la admisibilidad de esta propiedad, que se atribuye a w;, con respecto
a la axiomatica conjuntista.

Considere los siguientes enunciados:

1

o' : existe una sucesion {Sy|o < wy), tal que para cada a@ < w), S C o, ¥
para toda X C wi, existe un ordinal infinito « tal que X Na = S,.

ol": existe una sucesién (Sa|o < w1}, tal que para cada o < wy, S, es un
subconjunto a lo mds numerable de P(a} y para toda X C w, existe
un ordinal infinito o tal que X N € 5,.

ol : existe una sucesién (Sy|a < wy), tal que para cada o < wi, S, es un

subconjunto a lo mds numerable de P(«) y para toda X C w), existe
un ordinal imite o tal que X N € S,.
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: existe una sucesién {S,la < w)), tal que para cada o < wy, S, es
un subconjunto a lo mas numerable de P(a) y para toda X C w), el
conjunto {a € w1 |(X Na) € S,} es estacionario en wy.

©* : existe una sucesién {Sula < wi), tal que para cada a < w;, Sa €s un
subconjunto a lo mds numerable de P(a x «) y para todo X C w; xwy,
el conjunto {a € w1l{X N{a x a)) € Sa} es estacionario en w).

: existe una sucesion (S| < w;), tal que para cada o < wy, Sq C a X «
y para todo X C w; X wi, el conjunto {a € wy|[(XN(ax a)) = S,} es
estacionario en w .

of : existe una sucesién de funciones {hala < wi) (ha : @ — wy), tal que
para toda funcién f : w; — wy, el conjunto {a € w|fla = ha} es
estacionario.

. .. ' ;
3.1 Teorema. Los principios o, o, ol o, oX, o* y of son

equivalentes al principio o.
Demostracién: a) o = o': es trivial. ||
b) o! = ol
Si (Sala < w;) es una ol-sucesidn, entonces, es claro que la sucesién
" 1 . r
(Tala < w;) definida por T, = {S.} es una o!'-sucesién. ||
1

1

3
c) ol = o
t . .
Sea {S,|a < w;) una o' -sucesién. Para cada o < w), definimos T}, como:

To ={Y NalY € | Satn}

nEw

Claramente T, es un subconjunto numerable de P(a), pero ademas, {Ty|a <
w)) es una o'-sucesién: sea X C w, por hipétesis (o!') existe @ > w tal que
XNa € S,. Si a es limite hemos terminado, si no, entonces sabemos que
existe un ordinal limite v y un natural distinto de cero n, tal que & = v +n.
Asi, dado que
XNae U Sotns
new

se tiene que (X Na) Ny € Ty, es decir, XNy e T,. |

d) of = o
Sea (Sa|a < w;) una of-sucesién. Definase una funcién h : wy — wy, por
h(r) = 2v. Observe que si o es limite, entonces:

Ala :a ~— @, y rango(hf, o) Na =0
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Para cada o < wy, definimos T, € P(a), de la siguiente manera:
Ta = (A XIIX € Sa).

Es claro que Ty, es numerable, pero ademas, (Ty|a < w) es una o'-sucesién:
sea X C wj, se debe demostrar que el conjunto

E={acw|XNaeTl,},

es estacionario en w;. Sea, pues, C' un conjunto c.n.a. de w;. Observe que
se puede encoger a C, de tal manera que:

(Vo € C)(lim(a)) A Vo, BEC)a< B~ a+w w< f),

¥ que no pierda su propiedad de ser c.n.a. de wj. Asi, sin perdida de gene-
ralidad, supondremos que C cumple con dichas propiedades. Sea, entonces,
{e,{v < w1} la enumeracién canénica de C. Ahora, sea Zg C w; tal que sa-
tisface la siguiente definicién por induccién sobre wy: ZoNey = 0, si ZoMe,
ha sido definido, considere una enumeracién {r¥|n € w) del conjunto

{r €w|lim{T) A (e, <7 < 1)},

¥ una enumeracién {X}|m < w) del conjunto

U S

new

Para cada m € w, diremos que ¢, + 2m 4 1 € Zy si y sdlo si dicho ordinal
no pertenece a X},. Asi, queda definido Zp N c,41, y para el caso limite, la
definicion es la usual. Ahora,sea Z, = h|X|y Z = Z,UZ), a8, Z Cwy y 2
consiste de aquellos ordinales en Z que son impares y Z; de los elementos
de Z que son pares.

Luego, por hipdtesis se tiene que existe un ordinal limite «, tal que
ZNa € S, Aseguramos que a € C, en caso de que esto no se cumpliera,
se tendria que existe v < w; tal que ¢, < a < ¢4, asi, para algin n € w,
se tendria que o = 7,,. Continuando el argumento, dado que ZNa € §,,
se debe tener que Z Na = X, (para algin m € w}, por lo tanto (segin la
construccién anterior):

cw+2m+1€Z siysdlosi ¢ +2m+1€ 2,

siysdlosi ¢, +2m+1¢ X4
siysdlosi ¢, +2m+1¢2Z2nNa
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Lo cual es una contradiccién, pues como a es limite, ¢, +2m + 1 € . Asi,
se debe tener que a € C. Pero como

XNna=hYZi|na=h" Z]lna=h"{ZN4],

segun la definicién de T, se concluye que ZNa € Ty. ||
e) o' = oX":

Sea (Sy|a < w)) una o'-sucesidn, y sea h : w; e w; X w, una funcién
biyectiva con la propiedad de que si o es un ordinal limite menor que wy,
entonces Ay : @ <~ a X« sea una biyeccién. Definimos la sucesién (T |a <
wy) de la siguiente manera:

T - { {h{X]|X € 8o} si a es limite,
* @ si « es sucesor.

Aseguramos que la w; -sucesion recien definida, es una ¢*'-sucesién. De la
definicidn de esta sucesidn, se sigue directamente que para toda a € w, T,
es un subconjunto numerable de P(a x ).

Ahora, dado un conjunto X C wy x w; y dado C un subconjunto c.n.a.
de w;, definimos el conjunto X‘ como: X* = A™![X]|. Luego, como (por
hipoétesis) el conjunto:

E' ={a <w](X'Na) € S,}

es estacionario en w; y como el conjunto L(< w) formado por los ordinales
limites menores que wy es (trivialmente) un c.n.a. de wy, se tiene que (gracias
al lema 3.6 del capitulo 1} el conjunto E*N L(< w)) es estacionario en wy.
Asi, existe un ordinal limite ag € C, tal que (X' Nay) € Say. Como ag es
limite, la definicién de Ty, implica que h[X* N ag] es un elemento de T,
Pero:

h| X N ag] = A X} N hlag)
=XnN (aﬂ X 0'-0)?

asi, X N (a0 X ap) € Ty, es decir, el conjunto
E={a<w|XN(axa)el,}

es estacionario en w;. ||

f) o = o*.
Sea (Salor < wy) una o*'-sucesién. Construiremos una sucesién
{Tala < w)) de tal forma que:
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L. To C P({a x a) x w).
2. |Tal < Ro.
3. Para toda X C ({w X w) x w), el conjunto
Ex ={acw|]XN((axa) xw) € Ty}
es estacionario en w;.

Sea h : (w) x w)) «— ({w; X w1) X w) una biyeccién con la propiedad de
que: si a es un ordinal limite menor que w;, entonces la restriccién de h a
(a % @) (h|(axa)) es una biyeccién entre & X o y (& x &) X w.

Definimos, pues, dicha sucesién: para a < w; sea

T _ {{h{XllX € 8.}, si a es limite;
“e, si o es sucesor.

Veamos que (Ta|ae < wi1) cumple las propiedades mencionadas: los puntos
1. y 2. se cumplen trivialmente, para demostrar que se cumple la propiedad
enunciada en el punto 3, considere un conjunto X C (w; X w; ) X w arbitrario,
la definicién del conjunto Ex y un conjunto C' C wj c.n.a. de w;. Luego,
definimos X* como la imagen inversa del conjunto X bajo la funcién A (es
decir, X* = h™![X]). Observe que, por hipétesis, el conjunto

E'={acw|X'N{axa)e S}

debe ser estacionario en w;. Asi, al igual que en la demostracién del caso
anterior, existe ap un ordinal limite menor que wy, tal que ag € E* N C.
Es decir, existe un ordinal og, limite y menor que w; tal que o € C y
XN (ag x ag) € Sag- Pero esto dltimo implica que A[X* N {ag x ag)] € Ty,
y como h[X'N(apxap)] = XN({cgxap) xw) se tiene que XN((ag X ag) xw) €
Ty, es decir, ENC # B y queda demostrado la afirmacién del punto 3.

Ahora, para cada a < w; considérese una enumeracion (T2|n < w) de
todos los elementos de Ty, (en caso de que T}, sea finito se agregan Ceros).
Observe que Ty C (a X @) X w y que para todo X subconjunto de ((wy x
w1) X w) y para todo a € Ex, existe n, < w tal que

XN{(axa)xw)=Te,

Pero mas ain, afirmamos que para cada X C ((w) x wi) X w) existe un
conjunto F' G w; estacionario en w) y existe ng € w, tal que para todo
a € F, se tiene que:

XN ((a x a) xw) =Too.
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En otras palabras, se afirma que existen F' estacionario en w; y ng € w tal
que :
FCEY ={acw]Xn((axa)xw) =TI},

Para demostrar esta afirmacién, se define una funcién f : Ex —— w; tal
que:

_ fmin{n € w]X N ({a X a) x w).= 7}, siw<a
fla) = {0, 5l o < w.

Observe que la funcién f es regresiva, y como el conjunto Ey es estacionario
en w), el lema de Fodor garantiza la existencia de un elemento ny € w en la
imagen de f, tal que el conjunto

F = {a € Ex|f(a) = no},

es estacionario en w).
Ahora, para cada n € w y para cada a < wy, definimos el conjunto:

Us ={(hv) €axa((r7),n) =17},

y aseguramos que existe m € w tal que la sucesién (U < w,), es una
¢*.sucesion. Veamos porque: supdngase, por el contrario, que para toda
n € w, existen X, € (w) X w;) y existe un conjunto c.n.a. Cy, de w, tal que

si & € Cy, entonces
XnN{axa)#£UL.

Asi, bajo esta hipdtesis, si definimos los conjuntos

X = Unew(Xn X {n}),
C= ﬂnew Cna

se tendria que existe np € w y que existe a € C, tal que

XN((axa)xw) =T,°.

Estoiltimo resulta de aplicar la afirmacién demostrada arriba (la que garan-
tiza, haciendo uso del lema de Fodor, la existencia de una conjunto esta-
cionario F}, a los conjuntos X y C recien definidos (observe que en virtud
del lema 3.2 del capitulo 1, el conjunto C es un c.n.a. de w;). Pero si
X N{{a X o) x w) = TR, entonces

Ug? = {(M7) € a xaf((A7),n) € [ X N{(a x a) x w)|}.

Y por lo tanto, se tendria que:
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Ua® = {(A\7) € a xal((A7),n) € X}
={(A7) € axal((X1),n) € (Xa x {n})}

Es decir, que U = X,, N (a x a) con a € C,. Concluyendo, asi, una
contradiccién. Por lo tanto, se puede asegurar que, para algin m € w, la
sucesion (UT'|a < wy), es una o*-sucesién. ||

g) X = of. :

Sea (S,|a < wp) una o*-sucesién. Definimos la sucesidn (Aqja < wi)
donde para cada a < w;, A4 es una funcién de o en o definida de tal suerte
gue para cada -y < a:

Aaly) = min{A < af(y,A) € Sg}, si v € dom{S,);
AV = {@, si v ¢ dom(S,).

(Observe que dom(S,) € dom(A,) y que en caso de que S, sea una funcién,
se tiene que Sy = Agldom(s.)-) Aseguramos que la sucesion {Aqja < w;) es
una of -sucesién. Veamos: si f es una funcién de w] en wj, entonces, por
hipdtesis, el conjunto

E:{a<w1|fﬂ(axa)=3a},

es estacionario en w;. Luego, el lema 3.4 del capitulo 1, asegura que el
conjunto

C = {a <w|(¥y <a)(f(7) < a)},

es un c.n.a. de w;, y, de nuevo, gracias al lema 3.6 (Cap. 1), sabemos
que e] conjunto E N C es estacionario. Recordemos que lo que nos interesa
demostrar es que el conjunto

E'={a €w|fla = Ao}

es estacionario en w). Pero esto se sigue del hecho de que (ENC) C E*. Para
demostrar esto ultimo, observe que si @ € ENC entonces fl, = fN (e X a)
y f0 {a % a) = S,, es decir,

fla = Sc:-

Esto implica que S, es una funcién con dominio igual a o, pero arriba se
observé (despues de la definicion de A, ) que bajo estas hipétesis, el conjunto
Aq coincide con Sy que a su vez coincide con f|a. Asi, se tiene que a € E
y por lo tanto, que E* es estacionario en wy. ||

h) of = o.
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Sea (hy|la < w;) una of-sucesién. Definimos la siguiente wj-sucesién:
para a < w), se define,

Sa = {7 € alha(7) > 0}.

Afirmamos que la sucesién (S,|a < w;) recien definida es una o-sucesicn.

Claramente, para cada a < w;, se tiene que S, C o. Luego, sea X C w
¥y considérese la funcién caracteristica de X en wy, es decir, la funcién Xx :
w) — wy definida de la siguiente manera:

1, sia€ X;
Xx(a) = {0, siaé¢X.

Ahora, por hipétesis, se tiene que el conjunto:
E= {C! € WIIXXIQ = ha}

es estacionario en wj, pero como la funcién Xx|, es la misma que X xne)
(la funcién caracteristica de X Na en w; ), se tiene que

E = {o € wi| X xna) = ha}.
Asi, para demostrar que el conjunto
E'={acwijXNa=25,}

es estacionario en w, serd suficiente con demostrar que E C E* (pues E
es estacionario en w;). Sea pues, a € E, asi, X(xna) = ha, l0 cual implica
que X Na = §,. Hemos demostrado que E C E, y agregando que E es
estacionario, concluimos lo que se buscaba en esta demostracién: que E es
estacionario en wy. ||

3.4 El principio ¢ y la hipétesis del continuo

Ya se mencioné antes, que el principio diamante implica a la hipétesis del
continuo. En esta seccién se establecen, ademds de esta relacion, otras
relaciones entre la hipétesis del continuo y el diamante.

4.1 Lema. El principio ¢ implica la hipdtesis del continuo. (o= HC.)

Demaostracion:
Sea (Sajor < wy) una o!-sucesién. Asi, para cada X C w existe ay < w, tal
que axy > w y tal que
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pero como X C ay, se tiene que X = S,,. Lo cual implica que P(w) C
(Sl < wi) y por lo tanto, que |P(w)] = 2Re <i;. |

De este lema se desprende una prueba de la indemostrabilidad del prin-
cipio diamante a partir de los axiomas de ZFE. Pues dado que en ZFE es
teorema: “o — HC”, si fuese el caso de que el diamante es demostrable
en ZFE, aplicando la regla del modus ponens, se tendria a la hipdtesis del
continuo como teorema de ZFE, lo cual se sabe que es falso. Asi, del lema
anterior se tiene:

Corolario 1. El principio diamante no es demostrable en ZFE ( ZFE W/ o).
I

Con métodos que no estan al alcance del presente texto (forcing iterado),
es posible demostrar que la hipdtesis del continuo no implica al principio
diamante, es decir, que existe un modelo de la teoria de los conjuntos para
el cual se satisfacen la hipétesis del continuo y la negacién del diamante. Sin
embargo, se puede ver a la hipétesis del continuo como una forma debilitada
del diamante:

4.2 Lema. La hipdiesis del continuo es equivalente e lo siguiente afir-
macton:

Existe una w -sucesion {Sqlo < w)) tal que para cada o < wy, S, es un
subcongunto a lo mds numerable de P(a), y para cualquier X C w), se tiene
que:

(Vo <w)([@AB <w)(a < BAXNa e Sp).

Demostracion:

=) Sea AC(w1) = Ua<w, P(a) el conjunto formado por todos aquellos sub-
conjuntos nrumerables (y por lo tanto, todos aquellos acotados) de w;. Dado
que se supone valida la hipdtesis del continuo, el conjunto AC(w;) tiene
cardinal igual a ®;. Ahora, sea h: AC(w;) «— w) una enumeracién de los
elementos de AC(w)) con la propiedad de que para todo X € AC(w), se
tiene que A(X) 2> min{a <w)|X C a}.

Definimos, pues, la sucesién {S,|a < w;) de forma tal, que

{Sala <} = {{X}X € AC(w1)},
y que S, = { X} si y sélo si h{X) = «. Observe que:

1. Paracada a < wj, S, es un subconjunto a lo méds numerable de P(c).



T TR T LT TR

34. EL PRINCIPIO o Y LA HIPOTESIS DEL CONTINUO 125

2.5 X Cuw y @ <w,entonces X Nea C a, luego, A(XNa) =8 > o,
asi, S = {X N a} (para algin 8 > ). De donde se concluye que
XNa€S;.

<) Sea X € P(w) y sea & = w + 1, asi, para dicho X y para dicho «,
existe un ordinal 5 mayor que w, tal que: XNa = X € g, es decir, X € Sg.
Por lo tanto, se tiene que

Pw)c |J Ss

B<uwy

lo cual implica que

1P) <t J Sal <®i-Ro =Ry |
B<uw

El dltimo resultado que presentamos en esta seccidn, aporta un nuevo
equivalente del diamante bajo la suposicién axiomstica de la hipétesis del
continuo. El siguiente principio, se conoce con el nombre de Principio de
Ostaszewski (PO):

Emiste una sucesion (Agllim{a) A0 < a < wy) tal que para cada o, A,
es el rango de una w-sucesion (aq : w — a) cofinal en . Y para todo
X C wi no acotado en wy, existe o tal que A, € X Na.

4.3 Lema. El principio diamante implica el principio de Ostaszewski. (o=

PO).

Demostracion:

Sea (Sala < w;) una o-sucesién. Para o < w; limite y distinto de cero, sea
¢q ' w — a una funcién cofinal en & que cumpla con la propiedad de que si
(USa = a), entonces (rango{as) = Aq C S,).

Aseguramos que la sucesién (A4q]lim(a) A0 < a < w;) es una PO-
sucesion: sea X C w; no acotado en wy, y sea C el conjunto c.n.a. de
w; formado por todos los puntos limites de X. Ahora, por hipdtesis de
induccion, el conjunto

E={aew|XNa=25,},

es un conjunto estacionario en wy. Asi, existe « € C, tal que X N = S,
pero como a € C, en realidad se tiene que:

lim{a) ¥y U(Xﬂa) = a,
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es decir, |JSa = a. Por lo tanto, segiin la definicién de Aq, se concluye que
Aq C 84, esdecir, 4, C X Na. §

La implicacién inversa se cumple si se supone cierta la hipdtesis del
continuo, mds aun, Shelah ha demostrado que el principio de Ostaszewski
no implica la hip6tesis del continuo, asi, PO y ¢ no son equivalentes en ZFE.

4.1 Teorema. El principio del diamante es equivalente al principio de
Ostaszewski junto con la hipdtesis del continuo. (o & PO + HC.)

Demostracidn:
=) esta demostracién es justamente la del lema anterior, recuerde que,
ademds, el principio ¢ implica a la hipdtesis del continuo.

<} Sea {Sq|im{a) A0 < o < w;) una PO-sucesién. Gracias a la hipétesis
del continuo, se sabe que el conjunto

AC(un) = U P(a)
[+ S
formado por todos los subconjuntos acotados de w; tiene cardinal ¥;. Sea
(X, |V < w}) una enumeracién de AC(w ), tal que cada X € AC(w;) aparezca
N, veces en dicha enumeracién. Para cada 0 < o < wy limite definimos:

Se = J{Xy Nalv € A,},

Y para a sucesor o cero, definimos S, = . Demostraremos que la sucesién
(Sala < w) es una ol-sucesién (en el teorema se demostré que o
alente a o).

Sea X C wy, definimos una w-sucesién (A, |v < w,) por induccién sobre
wy, de la siguiente manera:

es equiv-

Ap = w;
Ay+l - mln{,\ > )\,,IXﬂ /\u = XA})
As = Uyes Ay, para lim(6).

Observe que el conjunto C = {Ajv < w1} es un c.na. de wy: C es no
acotado, pues A, # As, si v # 6. C es cerrado, pues para v < w; punto
limite de C, existe § limite, tal que & =J, .50 = As € C.

Segiin nuestra hipdtesis (PO), existe o« limite, tal que A, € C. Asi,
como A, es el rango de una w-sucesidn @, que es cofinal en @, por un lado
se tiene que « debe ser un punto limite de C, y por lo tanto existe § limite
tal que & = As. Por otro lado, para cada n € w, a,(n) € C, asi que debe
existir una w-sucesién (§(n)|n € w) cofinal en &, tal que

Ay = {’\E(n)[n € w}-
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Ahora, segiin su definicién, S, = U{X, Najy € Aa}, por lo gue al aplicar
lo demostrado arriba, se cumple que

UXe Nty € Ao} = (U (X, N,

néw

pero dado que para n,m € w, si n < m entonces XAJ(", - Xxs(m, , y ademnas, -
dado que (U,c,, Asn)) = As = @, podemos concluir que

U (X'\ﬁ(n) N a) = U (X’\S(n) 0 ’\G(n)) = U X;\,,(")+1 =X Na.
nEw néw new

Es decir, se ha demostrado que S, = XNa, para algin « infinito (en realidad
limite) y por lo tanto, se ha demostrato el principio o! que es equivalente a

o. |l

3.5 Extensiones de ¢

Haciendo algunas modificaciones al principio del diamante se pueden obtener
otros principios combinatorios, en algunos casos estas modificaciones pueden
llevar a nuevos principios que se satisfacen en el universo construible ¥ que
tienen implicaciones que el propio diamante no tiene, en otros casos, las
modificaciones pueden llevar a principios contradictorios.

Como primera modificacién, se podria pensar en cambiar el término
estacionario (del principio ¢} por el término c.n.a. Es decir, modificar ¢
para obtener el siguiente principio:

Eziste una sucesidn (Sala < w) (donde para cada o < wy, Se € a) tal que
para cualgquier conjunto X C w, el conjunto:

{a € wil X Na = Sats

es un c.n.a. de wy.

Llamaremos o! a este principio y demostraremos que es inconsistente con
la teoria de conjuntos, es decir, que del conjunto de enunciados: ZF + o! se
demuestra una contradiccién.

5.1 Teorema. Bl enunciado ! es inconsistente con la teoria de los conjun-
tos.

Demostracidn:
Sean X y Y subconjuntos de w;, tales que X # Y, si se supone el enunciado
!, tentriamos que los conjuntos:
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Cx ={« <w1|Xﬂa:Sa}, ¥
Cy = {a <w|Y Na =54},

son ambos conjuntos c.n.a. de w;. Asi, el lema 3.1 del capitulo 1, implica
que el conjunto C = Cx N Cy es un c.n.a. de w,. Pero este conjunto debe
ser acotado, pues:

CCla<w|XNa=YnNa},

y en caso de que éste no fuese acotado, se tendria que X = Y, contradiciendo
asi, la eleccion de X y Y. Por lo tanto, C debe ser un c.n.a. acotado, lo
cual es absurdo. ||

En términos de la versién o' del principio diamante, se puede obtener
un principio combinatorio nuevo, si aseguramos que el conjunto estacionario
{del cual se asegura su existencia para cada X ¢ w;) contiene a un c.n.a. de
wi. Llamaremos ¢* a este principic y lo enunciamos formalmente:

Existe una sucesidon (Sqla < wi), tal que para cada o < wy, S, es un
subconjunto numerable de P(a), y para todo X C wy, existe un conjunto
c.n.a. Cx de wy, tal que

Cx Clacw|XNacS,).

Tal como demostraremos en el siguiente teorema, este principio no es
contradictorio con la teoria de los conjuntos, pues dicho principio se cumple
en el modelo L. Por otro lado, es claro que este principio implica al principio
diamante en su forma ¢/, pues si un subconjunto de w; contiene un c.n.a.,
entonces dicho conjunto es estacionario. Perc ademds, haciendo uso de los
métodos de forcing iterado, se puede demostrar que o* es una extension
propia de o, es decir, que el principio diamante no implica al principio ¢*.
Esto se logra, comno es de esperarse, garantizando la existencia de un modelo
de ZF + o 4 —o* (ver [Kunen 80)], capitulo VIII).

5.2 Teorema. El arioma de constructibilidad implica al principio o* (V =
L = o*).

Demostraciin:
Considere la siguiente funcién f : w) — wy, definida por:

flo) = min{y <wi|(y > o) A (g, “@es numerable”)}.
Luego, para cada « < wy, se define una wy-sucesion (Se|o < wy) dada por:

Sa = P(O{) n Lf(a)
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Observe que, como |L ()| = |f(a)] < Ny, se tiene que para cada o < wy, S,
€s un subconjunto numerable de P{a). A continuacién demostraremos que
la sucesion (Sy|a < w;) es una o*-sucesion.

Sea X C w), asi, el lema 6.2 del capitulo 2, implica que X € L,,,. Ahora,
el corolario 1 al lema 6.1 del capitulo 2, asegura que {dado que {X} esun
subconjunto de L,,) existe una subestructura elemental M de Ly, minima,
que contiene a {X} (es decir, que X € M) y tal que

[M| = max(]{X}],w) = R.
A continnacién definimos, por recursién sobre wjy, una sucesion (N, |v < w;}
de subestructuras elementales de Ly,
(i) No = M (la estructura M mencionada arriba);

(ii) definimos Ny 41 (en términos del lema 6.1 del capitulo 2 y su corolario)
como la mimima subestructura elemental de Ly, tal que N,U{N,} T N,,;.

(iii) si & es limite, definimos: N5 =J, s N, .

Observe que al igual que Ny, el cardinal de tadas las subestructuras N, es
Ro. Asi, el lema 2.3 asegura que para cada v < w;, existe a,, tal que

Ny n Lwl = Lav,

Y por lo tanto: N, Nw; = a,. Observe que a,, < w1, pues segiin el lema 2.3,
wy € Ny. Ademds, dicho o, es el primer cardinal numerable que no esta en
N,

Afirmamos que el conjunto C = {a,|v < wi} es el c.n.a. de wy que
buscamos. Primero debemos demostrar que C' es en realidad un c.n.a. de
wh.

El conjunto C es cerrado:
Sea v un punto limite de C, es decir, ¥ < w; limite tal que:

Ucnn =~
Para dicha 7y se tiene entonces, que

Ua,,(qr Qy = .

Por otro lado, la construccién de las subestructuras N, y la definicién de los
ordinales «,, garantizan el hecho de que:

ay = Uy <y .
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Por iltimo, dado que para cada v < wy, se tiene que v < «,, concluimos
que:
Qy = Ua,,g U oy =7 < oy
vy ary <Y
Es decir, que ¥ = a4 y por lo tanto que y € C.

El hecho de que C es no acotado, se sigue trivialmente de la observacién de
que para toda v < wy, es cierto que v < ay,,

Ahora demostraremos que C es el c.n.a. que buscamos es decir, de-
mostraremos que para toda o € C, X Na € S,: sea, pues, o € C, asi, existe
v < wi tal que a,, = . Para dicha v, el lema de condensacidén asegura que
existe 3 < wp y un isomorfismo: 7 : N, = Lg, tal que:

Tay, =id|g,, #(w) =ay, 7(X)=XNa,.

Por lo tanto, X Na, € L. Pero la defincion de la funcién f, asegura que:

[13 "
F=1;(a,, “0v €s numerable”.

. L .
Por otro lado, como 7 (w,) = «, (es decir, w,? = a,) se tiene que:
FLs “o, es no numerable”,

asi, Lg debe estar contenido propiamente en Ly,,) (pues la relacién “no
numerable” es D-absoluta), y por lo tanto 8 < f(a,). Luego, como XMNay, €
Lg, entonces X Na, € Lj(,,). Como claramente X Na, € P(w,), de la
definicién de S, , se sigue que X Nay, € S5,. ||

Por ltimo, agregamos al principio o* una propiedad mds, para asi
obtener el principio ¢ que a continuacién enunciamos:

Existe una sucesion (Syla < wy) tal que para cada o < wy, S, es un sub-
conjunto numerable de P(e), y para todo X € w), existe un c.n.a. Cy de
wy, tal que:

Cx C{acw|XNaeSe}N{acuw|CxNae S,).

Claramente este principio implica al principio ¢* y por lo tanto, al prin-
cipio diamante. Pero mas aun, de nuevo éste es una extensiéon propia de o*
(para demostrarlo, se hece uso del método de forcing iterado, ver |[Kunen
80] Cap. VIII). En particular, el principio o* implica cierta propiedad de
arboles llamada Hipdtesis de Kurepa (que trataremos en la siguiente seccién),
mientras que ©° es consistente con la negacién de dicha hipdtesis, es decir,
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éste iltimo no la implica. A continuacién, demostramos que el principio o*
se satisface en L.

5.3 Teorema. El avioma de constructibilidad implica el principio o*.
(V=L =o%),

Demostracion:

La demostracién de este teorema hace uso de argumentos similares a los
usados en el capitulo anterior, sin embargo, en esencia la demostracion es
bastante distinta. Sea f : w) — w; una funcién definida por:

f(e) = min{y € ONj(a < 7) A(a € Ly) A(Ly < Lo,)}.

Definimos, para cada a < wy, el conjunte S, dado por:
Se = Pla)N Lf(a)-

En primer lugar, se debe observar que las definiciones anteriores definen
a estos mismos conjuntos (f y S,, respectivamente) en L., {pues estas
definciones pueden ser expresadas por férmulas absolutas cuyos pardmetros
claramente estan en L,,). Demostraremos a continuacién, que la sucesion
(Saja < w;} es una ot -sucesién

Supondremos, por el contrario, que existe X C w; tal que para todo
cn.a. C de wy, existe & € C tal que no se cumple:

(XNaeS)A(CNaces,).

Sea X el <z-minimo conjunto con dicha propiedad. (Observe que el conjunto
X también puede ser definido en L, a partir de esta misma definicién.) A
continuacién definiremos, por recursién sobre wy, una familia de subestruc-
turas elementales de L,,:

(i} Definimos Ny como la minima subestructura elemental de Loy;

i1) se define N, como la minima subestructura elemental de L, tal
que N, U {Nu} C Nesr;

(iii) si 6 es limite, se define: Ng=(J, .5 N,.

Al igual que en la demostracién del teorema anterior, el corolario 1 al lema
6.1 del capitulo 1 implica que las estructuras N, son todas numerables. vde
igual manera, el lema 2.3 asegura que para cada v < wy, existe a,, < wy, tal
que e, = N, Nw y dicho «, es el minimo ordinal numerable que no esta

en N,.
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Ahora, al hacer uso del lema de condensacidn, se tiene que para cada
Vv < wi existe un tunico ordinal 8, y un dnico isomorfismo m, : N, = Lg,,
tal que:

m{wn) = a,, y 7,(X) = X Na,.

Sea B = {f,|v < w;}. Como B es no acotado en w; (para cada v < wy, se
tiene que v < a, < [§,), el conjunto formado por los puntos limites de B, es
un c.n.a. de wy. Llamaremos C a dicho conjunto y demostraremos que C
es un contraejemplo a nuestra hipétesis hecha por reduccién al absurdo. Es
decir, demostraremos que:

Ve e CY(XNa e S ) A CNa € Sy)),

Sea a € C, asi, debido a la definicién de C, existe un ordinal limite v < wy,

tal que:
o= U B..

vy

Pero adermnds, se tiene que a = a., veamos como es que esto sucede:

Primero observe que o, < 3, (para toda v < w,), pues m,(w1) = o, €
Lg,. Por otro lado, observe que para cualquier » < w) la definicidn de Lg,
estd dada en términos de N, y dicha definicién es absoluta para L. Asi,
como N,y es una subestructura elemental de L,,, y N, € N,41, el axioma
de Subconjunto en L, asegura que 3, € N,41, y por lo tanto, se tiene que
B, < ay,41. Hemos concluido, pues, que para toda v < wyq,

ay < By < ayy).
Por lo tanto, tomando supremos para v < -, se concluye que:
Gy <o X Gy

Es decir, hemos demostrado que o = ay.
Ahora, aplicando un argumento similar al usado en la demostracién del
teorema anterior, se puede concluir que 8y < f(«), pues dado que:

“ n
=L,y “oes numerable”,

L . .
y dado que o = @y = w, * se debe tener que L f(a) cONtiene propiamente a
La,, y por lo tanto, que 8, < f(w). Asi, del hecho de que o = ., se sigue
que
XNa=m(X)€ Ly .



3.5. EXTENSIONES DE o 133

Por el hecho de que By < Ly(a), se concluye que:
(XNa)e (Lf(a) Na) = 8,.

Ahora, para demostrar que CNa € Sa, claramente es suficiente con de-
mostrar que:

{Bulv < w1} € L.

Para demostrar este hecho, hacemos uso del teorema 6.3 para asi poder
afirmar que L f(a) € modelo de ZF~. Asi, como L f(a) €8 modelo de ZF~,
se puede definir dentro de Ly, una sucesién {M,{v < ) de subestructuras
elementales de Ls, (en adelante se considerars la igualdad g = B,), de la
siguiente manera:

(i) My se define como la minima subestructura elemental de Lg;

(ii) M, ., se define como la minima subestructura elemental M de Lg
tal que M, U{M,} C M,4,;

(iti) si 6 es limite, se define M = U5 Mo

Adndentrode L f(a)» S€ puede hacer uso del lema de condensacién en L Fla)s
para asi definir (para cada v < ) los isomorfismos:

”L:MngﬁL-

Asi, dado que la sucesién de estructuras M, y de isomorfismos #/, estin
definidas en Lf(a)s

{B.lv < ).

Lo que a continuacién queremos demostrar, es que B, = Bu, para poder
conchiir que: {8, |v <7} € Ly(y).

Observe que N, < N, < L, (para v < v), asi, es posible redefinir el
primer -y-segmento de la sucesién (N,|v < v) en términos de N, en lugar de
L. Es decir, se puede redefinir:

(i) No se define como la minima subestructura elemental de Ny;

(ii) Ny +) se define como la minima subestructura elemental N de N, tal
que N, U {Nu} C Nyyrs

(iii) si é es un ordinal limite menor que vy, se define Ng = | ), s N,

Por lo que a partir del isomorfismo 7., & Ls se puede demostrar, por in-

duccién sobre v, que:
TolN, : Ny = M,

Luego, a partir de la sucesion de isomorfismos:
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b Ly, = M, Wll_\,‘]: My =Ny, m,:N, = Lg .
se concluye que:
-1 .1 .
(myom|y, omy ') Lg, & Ly,

es decir, que las estructuras transitivas Lg, y Lg, son isomorfas. Por lo
tanto, el teorema 2 del isomorfismo (teo. 4.2 Cap. 1) asegura que:

Lg, = Lg,

y por lo consiguiente, que 8, = 8], paracada v <~. ||

3.6 Kl principio o* y la hipétesis de Kurepa

En esta seccion final se desarrollard una importante aplicacién del principio
o%; se establece la existencia de cierto tipo de drboles llamados drboles de
Kurepa bajo la suposicién de o*. Al igual que en el caso de la demostracidn
de la existencia de al menos un arbol de Souslin en términos del principio
©, en este caso se podri establecer (gracias al teorema 5.3) la existencia de
al menos un drbol de Kurepa en el universo L.

La pregunta por la existencia de dichos arboles, se vislumbra a partir
del estudio de cierto tipo de arboles llamados Aronzajn. Iniciamos, pues,
definiendo la nocién de drbol Aronzajn:

6.1 Definicion. Sea « un cardinal regular. Un drbel k-Aronszajn, es un
k-drbol en el que todas sus cadenas son de cardinalidad menor que x.

Observe que, segin esta definicién, un s-drbol es x-Aronzajn si y sélo si
no tiene x-ramas. También se debe observar que todo drbol de Souslin es
wy-Aronzajn. Pero a diferencia de los darboles de Souslin, se puede demostrar
en ZFC la existencia de al menos un arbol w;-Aronzajn:

6.1 Teorema. Eriste un drbol w;-Aronszajn.

Demostracion:
Considerese el arbol (T, <), donde:

T = {s € ““'w|s es inyectiva},

y la relacion < se define como la contencién propia, es decir s < tsiysélosit
extiende como funcion a s. Observe que la altura de T es w1, pues para cada
@ < w existe una funcion inyectiva de « en w, ademds, T no tiene cadenas
no numerables, pues si existiese una cadena C no numerable en T', entonces
U C seria una funcién inyectiva de w, en w, y por ultimo, cbserve que para
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w < o < w se tiene que |To] = N;. Asi, este tiltimo hecho, asegura que el
arbol T no es un wy-drbol, aunque estd cercano a ser Aronszajn. Sélo hace
falta reducir el cardinal de los niveles T a Rp. Para lograr esto, definiremos
un subéarbol T* de T" que cumple con las propiedades que exige la definicién
de wy-drbol.

Primeramente, para cada a < wy, definimos una relacién ~, de equiva-
lencia en el conjunto “w:

Sean s,t € “w. Decimos que s ~q ¢ si y sélo si el conjunto {§ < a|s(£) #
t(£)} es finito.
Ahora, para cada a < w, definiremos s, € T con las siguientes propiedades:

(i) 8 € “w,

(i) @ < 8= sa ~a 3gla;

(iii) |w \ ran{sg)} = w.

Si definimos 39 = @ claramente sy cumple con las propiedades enunciadas.
Suponiendo definido sa, sea sq41 = s7°(@,n), donde n € (w\ ran{sy)). De
la definicién de sq+1, es directo que (i) y (iii) se cumplen en este caso, y
aplicando la transitividad de la relacién ~.y s directo que si v < f{=a +1)
entonces sy ~vy sgl.

Ahora, para definir s, en el caso en que a es limite, suponemos definido
sy (¥ < a). Se fija una sucesin numerable {a,|n € w) estrictamente cre-
ciente, de ordinales menores que a, cuyo limite sea 0. Sea tg = s, € induc-
tivamente definimos ¢, € T,, de manera que (tn ~an San) ¥ tnrtlon = tn.
Luego, sea t = |J,c,, tn. Por iltimo definimos Sa como la siguiente funcién
en a:

Sa(0n) = t(agn); 5q(€) = t(£) cuando ¢ ¢ {an|n € w}'

Claramente s, € “w, y sq es 1 — 1 (esto ultimo se sigue del hecho de que ¢
es 1 —1). Asi, s, satisface (i). Luego, (ii) se sigue de los siguientes hechos
(facilmente verificables):

(VY < @)3an(y < an < @),

(Vy < a)(Saly ~y tly),

(V7 < a)(¥Vz,y € *w)[(2 ~a ) = (2ly ~y yly),

(Vn € w)(¥y < an)(tnly ~y 84),

(Vn € w)(tly, = ta).

Por 1iltimo, (iii) se sigue de la siguiente observacién:

{t{a2nt1)in € w} C (w\ ran(sa)).
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Finalmente, sea
T = U {t € Ta|t ~q sa}
a<uy
Haciendo uso de la propiedad (ii) se puede verificar que en realidad T* es
un subdrbol de T". Este drbol (T*) es un wj-drbol, pues por la propiedad (i),
para cada o < wy, s € T} y por lo tanto

Ty ={t€Talt ~a sa} #0

Ademids, T, C T,, = 0. Y por la observacién que hicimos al inicio con
respecto a que en 1" no hay cadenas no numerable, se concluye que 7* es un
arbol w;-Aronszajn. ||

Ahora, también existen (segin ZFC) w;-drboles que no son Aronzajn,
esto es, que tienen w)-ramas, mds aun, el siguiente es un ejemplo de un
wy-drbol con N;, wy-ramas: {T, C}, donde

T = {s € <“12} “el conjunto S~1(1) es finito”}.

Asl, uno podria preguntarse si existen wy-drboles con mas de ¥, wi-ramas.
Es bajo este espiritu que definimos la nocién de arbol de Kurepa.

6.2 Definicidn. Se dice que un wy-drbol T es un drbol de Kurepa, si T tiene
Ng, wi-ramas.

Y la hipétesis de Kurepa es la siguiente afirmacion:
Hipétesis de Kurepa (HK). Erxiste un drbol de Kurepa

Esta afirmacidén es, tal como se mencioné al inicio, consistente con la
teoria de los conjuntos, pero mds aun, es independiente de dicha teoria (la
demostracién de la consistencia de la negacidn de la hipétesis de Kurepa, de
nuevo, hace uso de los métodos de forcing iterado, ver [Kunen 1984|, Cap.
VIII). Ahora, para demostrar que HK se cumple en L, hacemos uso del
principio ¢ (principio que se satisface en L, teorema 5.3}, y se demuestra,
no exactamente HK, si no, un enunciado equivalente: aquel que afirma la
existencia de cierta familia que a continuacién definimos:

6.3 Definicion. Se dice que un subconjunto F de P(w,) es una familia de
Kurepa si |[F| = ¥y y para toda o < w; el conjunto:

Fo={zNalz € 7}

es numerable.
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El paso siguiente serd demostrar que la hipétesis de Kurepa es equivalente
a afirmar la existencia de una familia de Kurepa. Pero antes, demostramos
un lema que ayuda a clarificar esta demostracién:

6.1 Lema. Eriste una familia de Kurepa, si y sélo si existe un conjunto T,
tal que [T = w, y existe una familic F C P(T) tal que |Fl =ws ¥

(VX CT)(|X| <wy — [Fx| <w),

donde Fx = {X N A|A € F}.

Demostracidn:
La implicacién (=) es trivial, pues la misma familia de Kurepa funciona
(recuerde que w; es regular).

Para la implicacién inversa, considere un conjunto 7" y una familia F
con las caracteristicas descritas. Sea h : T « w; una biyecctién, asi, si
F' = {h|A||A € F}, entonces | F'| = we. Ahora, dado a < w;, observe que:

|Fal = l{rlA|nald € F}| = [{hlAN K~ (a)llA € F}|
=l{ANh (a)|A € F}|
= Fh—l(a) < Wwy.

Asi, se concluye que 7’ C P(w;) es una familia de Kurepa. ||
Ahora si, demostramos lo prometido:

6.2 Teorema. Eriste un drbol de Kurepa, si y sdlo si existe una familia de
Kurepa.

Demostracion:

=) Sea T un arbol de Kurepa, y sea F C P(T) el conjunto formado por todas
la wy-ramas de T. Como |T| = w; y |F| = ws, para demostrar que existe
una familia de Kurepa, segin el lema anterior sélo hace falta demostrar que
para cualquier w;-rama numerable, el conjunto Fx también es numerable.
Sea, pues, C una w-rama numerable de T. Ahora, como w; es regular, debe
existir & < w; tal que:

(Vz € X)(alt(z) < a),

asi, |Fx| € |Tal < w.
+) Sea F una familia de Kurepa. Paracada B € F, definase x5 : @ — {0, 1}
como la funcion caracteristica de B en «, para asi obtener el drbol de Kurepa:

T= U {xs: B € Fa},

a<wy
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donde <7 estd definido como la contencién C de conjuntos. ||

Ahora solo falta demostrar que el principio o implica la existencia de
una familia de Kurepa, es decir, ia hipdtesis de Kurepa. Esta demostracion
hace uso de nociones que refieren a los conjuntos Hy (conjunto de los hered-
itariamente numerables) definidos en el capitulo primero, el uso de estos
conjuntos se centra en el hecho de que para ciertos cerdinales s, dichos con-
juntos son modelos de la teoria ZF~. A continuacién se demuestra este
hecho, previo un lema que ayudara a la demostracion:

6.2 Lema. Si x es un cardinal regular no numerable, entonces:

z € H, & (z C He) A{|z] < k).

Demostracidn:
La implicacién (=) es trivial, la otra se sigue (por €-induccion), del hecho
de que como:

ct(z) = zU{ Jct®)ly € z},

entonces la regularidad de « implica que ct(z} < . ||

6.3 Teorema. Si s es un cardinal regular no numerable, entonces {Hx, €)
es modelo de ZF ™.

Demostracion:
Los axiomas de Extensionalidad y Regularidad se camplen en H,, pues dicha
estructura es transitiva y estandar.

El axioma de Unién se cumple en H, pues si z € Hy, entonces ct(Uz) C
ct(z} y por lo tanto |ct(Uz)| < k.

Para el axioma de Par, observe que:

let({z,y})| = 2+ let(z)| + [et(y)] < &.

El axioma de Infinito se cumple en H,, pues w € H,.
Para demostrar que el axioma de Subconjunto se cumple en H,, solo
hace falta observar que:

(z € Ho) Ay S z) = (y € Hy).

Lo que se cumple claramente.

La demostracién de que el axioma de Reemplazo se cumple en H, es
igual a la demostracion de la validez de dicho axioma en L,, pues el lema
anterior (6.2) garantiza el desarrollo de dicha demostracion. ||
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6.4 Teorema. FEl principio o implica la hipdtesis de Kurepa.

Demostracion:
Se busca demostrar la existencia de una familia 7 C P{w), tal que |F| = we
¥ |[Fa| £ Mo (para todo a < wy).

Sea (Ss|a < w;) una o*-sucesion, definimos una familia {Ma|o < wi}
de subestructuras elementales (numerables) de H,, de la siguiente manera.
Para @ < w;, sea M, < H,,, tal que:

i) M, sea numerable, y

ii) (@ +1) U {Ugca S8) € Ma-

La existencia de dicha familia estd garantizada por el corolario al lema 6.1
del capitulo anterior. Observe que debido al lema 6.2, se puede garantizar
que para cada a < w1, M, es modelo de ZF~. Ahora, sea

F={z Cw|Va<w)(zNa € My}}

Observe que Fl, © M, pues si y € Fla, entonces y = N con = €
F, asi, zNa € M,. Por lo tanto, dado que M, es numerable, entonces
Fla también lo es. Asi, para demostrar que F es una familia de Kurepa,
s6lo falta demostrar que el cardinal de dicha familia es N3. A continuacidn
demostramos, por reduccién al absurdo, este hecho. Supondremos, pues, que
el cardinal de F es X;. Observe que w; € F, asi, el conjunto formado por
aquellos subconjuntos no acotados de w) que pertenecen a ¥ es no vacio, asi,
se puede definir una enumeracién {z,|v < w;) {no necesariamente inyectiva)
de los subconjuntos no acotados de w) que pertenecen a F.

Luego, para cada v < wj, sea B, el conjunto de puntos limite de x,,
recuerde que segin el lema 3.6 del capitulo 1, B, es un c.n.a. de w;. Asi,
la interseccién diagonal B’ de la familia {By|v < w;} es un c.na de w
(ver lema 3.2, Cap. 1), y como el conjunto B” formado por los ordinales
limites menores que w) es también un c.n.a. de w;, podemos concluir que el
conjunto:

B=BNB"={acw|lim@)A{ac [} B.)}
v<w
es un c.na. de w. Ahora, si se aplica el principio o* al conjunto B, se
puede asegurar la existencia de un conjunto c.n.a. C de w, tal que:

(Ve € C)(BNa € Sa) A(CNa€ Sa)l.

Sea D la interseccion de B y del conjunto de puntos limites de C. Asi,
D es un c.n.a. de wy. Consideramos, ahora, la enumeracién monotona
(a, v < wy) del conjunto D. Y definimos, para cada v <w), el ordinal:

By = n(C\ (e + 1))
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Observe que para toda v < wy, se concluye que ¢, < By < ow+i, pues si
ay,+1 = By, se tendria que o, = @41, lo cual es falso, y por otro lado, es
claro que o, < B,. Asi, como a,41 € B, entonces au+1 € B, es decir,
£, M a4 €s no acotado en a,. Considere el siguiente conjunto:

z = {Bu|v <w1},

(observe que este conjunto es no acotado en wy). Claramente de las obser-
vaciones anteriores se sigue que:

Asi, como a,.4; es limite, se cumple que 8, +1 < a4y y por lo tanto, se
deduce que el conjunto X Nay41 es acotado en 1. Por lo tanto, dado
que z, Nay4) €s no acotado en 41, se tiene que z # z, para toda v < wy.

Habremos terminado la demostracién si mostramos que T € F, pues
estariamos contradiciendo la existencia de la sucesion (z,|v < w;). Bajo
este espiritu, continuamos la demostracion, encaminada a demostrar que
z € F. Segin la definicién de F, es cierto que z € F,si zNa € M, para
toda o € w,. Sea a € wy, en caso de que z N « sea finito, es directo el hecho
de que zNa € M,, pues dado que o € My, los axiomas de Par y Unién (en
M,) garantizan la construccién (en M,) de dicho conjunto. Supondremos
pues, que zNa es infinito y demostraremos que zNJ € M, para cierto 8 < «
que tenga la propiedad de que el conjunto (zNa)\ (zN B) sea finito. Observe
_que si demostramos lo anterior, entonces se podréd afirmar que z Na € Mo,
pues M, es modelo de ZF~.

Sea 3 < a definido por B = {J{€ < a|U(zNE) = ¢}, es decir, 8 es el
mayor punto limite de zNa. Por la definicién de 3, es claro que zNa difiere
de =N A en un nuimero finito de puntos. Asi, segiin la observacion anterior,
solo falta demostrar que zN B € M.

Para demostrar ésto, primero observe que (como § es un punto limite
de zNa) B es un punto limite de z, y que z es un subconjunto de C, porlo
tanto 3 es a su vez un punto limite de C'. Pero como C es c.n.a. de wy, se
concluye que 3 € C. Asi, por la eleccién de C, en particular se deduce que:

(BNB e Sg)An(CNBeSp).

Como 8 < a, la definicién de M, garantiza que tanto BN S como CnNfson
elementos de M,. Luego, segin la definicién de 3, existe un ordinal A tal

que 8 = UKA By, asi, se tiene que:

{owlv <A} = {a e (BNPla=JU(CNH Na)},



2
¢

Bl R

SR

3.6. EL PRINCIPIO o* Y LA HIPOTESIS DE KUREPA 141

pues a = ¢, para ¥ < A, siy sdlosi a < 8, @ € B y a es un punto limite
de C; pero como a < S, lo anterior es equivalente a decir que o es un punto
limite de C'N 3. Entonces, como M, es modelo de ZF~ y en particular es
modelo del axioma de subconjunto, el hecho de que (BN A),(C N B) € M,
garantiza la existencia del conjunto {ay|v < A} en M,, es decir,

{awly < A} € M,.
Pero como para v < A, la definicién de 3, es equivalente a:

B =[Y(enB)\ (e +1)),

se concluye (de nuevo haciendo uso del hecho de que M, es modelo de ZF ™)
que:
cNB={flv<Ate M, |

Con esto terminamos nuestro estudio del principio de Jensen y de algunas
de sus extensiones.
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