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Introduccién

Los mercados financieros han sufrido cambios radicales en los Gltimos afos
en diversos aspectos, desde el papel del dinero hasta los productos que se
intercambian. Cualquier cambio en la forma en fa que se procesa y se ac-
cesa la informacién influencia los mercados financieros. La importancia de
la tecnologia de la informacién, cuya evolucidn es itreversible, radica en la
transformacién de la economia mundial y del munde de las finanzas con ta
idea de poner fin a la geografia y hablar de un mercado global. Esto consti-
tuye un reto para todos los participantes de la economia mundial, tanto de
aquellas economias desarrolladas como para las llamadas emergentes, asi co-
mo para los proveedores y consumidores de productos financieros.

Los mercados financieros de hoy estdn estrechamente relacionados, a los
riesgos del mercado se anaden los riesgos del pais y los conflictos en un er-
cado particular afectan a muches otros, como se ha. visto en afos recientes,

Todo ello es un antecedente para el surgimiento y promnocion de los mer-
cados de derivados, es decir, mercados financieros cuyos productos dependen
del valor de algiin otro bien o servicio. Estos mercados ofrecen a los inver-
sionistas una forma de protegerse de algunos riesgos y proporcionan nuevas
estrategias de inversion.

Es entonces importante que a los valores derivados, en sus diversas for-
mas, pueda asignarseles un precio de manera racional y consistente. Estos
precios deben cimplir lag propiedades que se atribuyan a través de nna teorfa
racional basada en supnestos generales, para cnalquier modelo que asigne di-
chos precios.

Este trabajo busca exhibir las propiedades mds generales que deben emn-
plir los precios de los productos derivados hajo enalquier modelo racional. En
el primer capitilo sc describe brevemente a los mercados financieros, asi co-
mo los cambios gque han sufrido en la actualidad. Se ubica dentro de éstos



Introduccion

a los mercados de derivados, mencionando los pricipales productos a los que
se hara referencia en los siguientes capitulos para analizar sus propiedades.

En &! segundo capitulo se analiza, bajo algunas suposiciones, el compor-
tamineto de los precios de las opciones y warrants al variar algunos de los
elementos que los definen, manteniendo al resto constantes. También se ex-
ponen algunas propiedades que deben cumplir dichos precios en el contexto
de una teoria racional como cotas para los precios, propiedades de éstos como
funciones de algunos elementos que los definen.

En el tercer capitulo se exponen brevemente los ajustes a los precios de
opciones cuando la suposicidén de que la accién subyacente a éstas no paga.
dividendos o bien que existe una cliusula de proteccién contra diclios pagos,
no se sostiene.

Finalmente, el el cuarto capitulo se presenta una teorfa que cumple con
las propiedades de los precios de opciones expuestas en los capitulos ante-
riores, |la teorfa de precios de opciones a través del modelo de Black-Sholes.
Estd teoria hace uso de la descripcién del comportamiento de los precios de
acciones mediante un proceso estocastico de Wiener o Browniano, mismo
que se introduce de manera intuitiva, al igual que la solucion de la ecuacién
diferencial estocdstica que surge del modelo con el Lema de [to. El interés de
este capitulo no es dar una exposicién formal o demostraciones de estos resul-
tados, sino ejemplificar un modele que cumpla con los resultados obtenidos
mostrando algunos a través de un ejemplo real.



Capitulo 1

Mercados Financieros y Mercados
de Derivados

§1.1 Mercados e Instituciones Financieras

Los mercados financieros que rednen a vendedores y compradores para inter-
cambiar instrnmentos financieros pueden clasificarse de acuerdo a diversos
criterios. Uno es, por ejemplo, de acuerdo al vencimiento de los instrumentos
que se negocian, existen asi mercados de deuda a corto plazo llamados merca-
dos de dinero y mercados con instrumentos a largo plazo y plazo indefinido,
llamados mercados ce capitales. Frecuentemente se dividen los mercados
financieros en mercados primarios, donde solo participan un ndmero redu-
cido de agencias elegibles que son quienes ponen en circulacién los bienes y
servicios, y mercados secundarios en los que participa el piblico en general,
Existen, en otra clasificacién, mercados spel o de operaciones en electivo
donde la entrega de los instrumentos es inmediata y mercados de derivados
donde la entrega de los instrumentos negociados es futura. Gracias a las
innovaciones teenoldgicas no requieren de un lugar fisico para operar, sin
cimbargo, en su mayoria existe un centro para el intercambio.

Los participantes de estos mercados financieros incliyen gobiernos nacio-
nales y entidades comerciales. incluyendo éstas a emnpresas financieras y o
financicras. Entre lag instituctones financiceras que participan en los mercados
financieros sc encuentran las instituciones de depdsito como los bancos, las
asociaciones de ahorro (S&L), las cajas de ahorro y nniones de crédito, cjem-

plo de institnciones gue pmeden considerarse como empresas cuyos mavores



Mercados Financieros y Mercados de Derivados

ingresos consisten en depdsitas y sus principales productos son préstamos.
Su interés fundamental es maximizar sus ganancias a través del diferencial
que obtienen de las tasas que se otorgan a los depositantes y las tasas que se
cobran a los deudores. En este sentido actian como brokers y su funcién es
basicamente facilitar la obtencién de préstamos abatiendo costos. Por otra
parte en su caricter de intermediarios financieros, sus actividades involucran
la transformacién de los instrumentos ofertados en términos de vencimiento,
donde las instituciones con mayor voliimen de depdsitos tienen la posibilidad
de ofrecer una mayor variedad de préstamos e instrumentos de inversion.

Ademis de las instituciones de depdsito existen otras instituciones que
participan en los mercados financieros como las compaifiias aseguradoras, los
fondos de pensién, las sociedades de inversién, que son actualmente inversio-
nistas institucionales que proporcionan estabilidad a los mercados financie-
ros, mismos que a partir de 1980 han sufride cambios acelerados. Estos cam-
bios tienen que ver entre otras cosas con el manejo del riesgo, la incorporacion
de nuevos instrumentos a los mercados financieros, los recientes y acelerados
adelantos en las telecomunicaciones, las nuevas formas de negociacion, las
facilidades para llevar a cabo clculos a través del uso de computadoras y las
ideas econémicas avanzadas de algunos gobiernos que contemplan los libres
mercados.

En muchas ocasiones los mercados domésticos no han sido capaces de
cubrir las demandas de fondos y ha sido necesario el uso de los euromerca-
dos, esto es mercados en los que la deuda no necesariamente se coloca en el
mercado base y no se emite en a moneda local. Esto ha sido un antecedente
para la globalizacién de los mercados financieros.

El inversionista, dentro del sistema financiero, busca maximizar sus ren-
dimientos, ya sea como pago de intercses de una inversién en un periodo
determinado, como dividendos o como rendimientos por la apreciacién del
instrumento de inversién. De igual forma quienes solicitan créditos a las ins-
tituciones financieras buscan minimizar los costos dependiendo del tipo de
deudas en que incurran. Los individuos se enfrentan por tanto, dentro del
sistema financicro, a diversas opciones de posibles portafolios de inversién,
de entre los cuales deben buscar invertir en valores y adquirir dendas que les

proporcionen nn portafolio equilibrado.
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En los mercados financieros existen diversos instrumentos de inversidn
como depdsitos bancarios, certificados de depdsito, bonos del tesoro, euro-
bonos, pélizas de seguros de vida, etcétera. Sin embargo, la tendencia a
globalizar los mercados financieros junto con el intercambio econdmico en un
libre mercado ha ocasicnado que los inversionistas demanden instrumentos
financieros que los protejan del riesgo sobre todo en economias donde las con-
diciones de inestabilidad resuitan, por ejernplo, en tasas de interés inestables
¥ riesgos cambiarios importantes. Los mercados financieros han respondido
con instrumentos como los swaps, los futuros y las opciones, entre otros.

El tamafio, desarrollo y comportamiento de los sistemas fiancieros pueden
influenciar y reflejar la economia real y la produccién de bienes y servicios.
Para elle es necesario que el mercado sea profundo, integrado y estable. Es
interesante reflexionar sobre la economia mexicana; las razones que no per-
miten un mercado financiero profundo en donde inversionistas institucionales
praporcionen estabilidad. Los cambios en mercados financieros importantes
en el mundo provocan inestabilidad en el mercado financiero mexicano. Si
se piensa por ejemplo en los sistemas de ahorro para el retiro que estin vi-
gentes actualmente en nuestro pals, se requiere de una inversién con minimo
riesgo, pero con un mayor rendimiento del que ofrecen los instrumentos de
bajo riesgo disponibles en la Bolsa Mexicana de Valores. Esto conduce a la
demanda de nuevos instrumentos ¥ en consecuencia se podrian analizar las

razones que han promovido un mercado de futuros y opciones en México.

Los mercados financieros tienen entonces una estrecha relacion con la
economia de un pais, estan dominados por las leyes de la oferta y la de-
manda, por lo que las instituciones financieras deben cumplir con proveer
los instrumentos necesarios para cubrir las necesidades del mercado, que en
un panorama de bisqueda de nn mercado financiero global, enmarcado en
adelantos tecnolégicos, implica nnevas necesidades gue dan origen a nevos
instruanentos {inancieros y nuevos mercados como el mercado de opciones,
cuye comportamiento, en términos de la asignacion de sus precios, es of ob-

jetn de andlisis de cste trabajo.
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§1.2 Mercados de futuros y opciones.

En los dltimos afios los mercados de futuros y opciones hian aumentado su
importancia en las finanzas mundiales. En el contexto actual es necesario
para un inversionista conocer como trabajan estos mercados, como pueden
utilizarse y como se determinan los precios de estos instrumentos. Se ha
hecho referencia a futuros y opciones al hablar de los nuevos instrumentos
en los mercados financieros y a continuacion se describe brevemente en que
consisten estos instrumentos.

Un futuro es un contrato en el que se acuerda comprar o vender en una
cierta fecha en el futuro y por un precio determinado un bien o valor. Los
mercados de futuros pueden encontrar antecedentes desde la Edad Media,
en donde cubrian necesidades de comerciantes y agricultores que deseaban
evitar riesgos en relacién al precio de las cosechas. Los futures, a diferencia
de los forewards, que también forman parte del mercado de derivados, se
negocian en un piso de remate y dado que los participantes no necesariamente
se conocen, sc especifican estdndares sobre los lineamientos del contrato,
asi como un mecanismo que garantice el cumplimiento del mismo. En los
contratos de futuros no se especifica una fecha exacta de vencimiento, sino
un mes de vencimiento y un periodo en éste para ejercer el contrato.

Las opciones son contratos que dan el derecho, més no la obligacién,
de comprar o vender un bien o valor en una fecha futura cstablecida y por
un precio predeterminado. Las opciones que dan el derecho de comprar
bienes o valores se denominan call options ¥ aquellas gue dan el derecho
de vender bienes o valores se denominan put options . Los contratos de
opciones son mucha mas recientes que los contratos de futuros, sin embargo,
han adquirido una notable aceptacion entre los inversionistas. Los contratos
de opciones pueden ser, en su clasificaciéon mds general, de tipo Europeo o
de tipo Americano. Las opciones de tipo Europeo pueden ejercerse solo en
la. fecha de vencimiento del contrato wientras que las opciones Americanas
pueden ejercerse en cualquier fecha, hasta el vencimnientio del contrato.

Por ejemplo, se puede considerar un inversionista gue comnpra L0 opcio-
nes de compta o eall options Europeos sobre acciones de Telmex *L, con un

precio de ejercicio de $23. Suponiendo que el precio actual os de $23.35 y
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que la fecha de vencimiento del contrato es en dos meses con un precio de la
opcidn de 31.25. Dado que las opciones son de tipo europeo el inversionista,
solo puede ejercer ef contrato en la fecha de vencimiento. Si en esta fecha el
precio de la accién es menor a $25 el inversionista preferird no ejercer, pues
no tendria caso comprar acciones por un precio mayor al precio actual de
mercado. En este caso el inversionista perderia el monto de la inversién ini-
cial que equivaldria a $125. Si el precio de la accién de Telmex *L es mayor
a 825 en la fecha de vencimiento entonces el inversionista ejerceria la opcién.

Suponiendo que el precio de la accién fuera de $29, el inversionista po-
drd adquirir 100 acciones de por $25. Si puede vender las acciones en el
mercado inmediatamente tendria una ganancia de $4 por accién, es decir, un
total de $400 ignorando los costos de operacién. Si se considera la inversidn
inicial, la ganancia neta por accién serfa de $2.75, esto es, una ganancia neta
total de $275. Pero si el precio de la accién es de $26, el inversicnista podria
cjercer la opcién y vender en el mercado inmediatamente con una ganancia
de 81 por accion y sin embargo tendria una pérdida total de $25, que de cual-
quier forma seria mejor que una pérdida de $125. Mientras que el tenedor de
apciones call espera que el precio de la accidn suba, el tenedor de opciones
put espera gque se valor decresca. .

Suponga ahora que un inversionista adquiere 100 opciones de venta o
tipo put europeas sobre acciones de Cemex B con precio de ejercicio de $20.
Suponga que el precio actual de la accién es de §23.15, la fecha de vencimiento
vstablecida es dentro de tres meses, con un precio por opcidn de $2. Por ser
opciones de tipo europeo solo pueden ejercerse en la fecha de vencimiento.
Si el precio de la accién en dicha fecha es de $15. El inversionista puede
coinprar 100 acciones de Cemex B por $150, vendiéndolas inmediatamente,
hajo los términos del contrato de opcidn, para obtener una ganancia de $500,
ighorando los costos de operacidn. Si se toma en cuenta la inversidn inical, el
inversionista tendria una ganancia neta de $300. Por otra parte, si el precio
de la accidn en la fecha de vencimiento es menor a $20, la opcidn vence sin
valor y el inversionista perderia la inversidn inicial de $200.

Los contratos de opcidn Americanos se diferencian de los anteriores ¢jem-
plos tinicamente en que ¢ tenedor de dichos contrates podrd ejercerlos en

cnalguier momento hasta la fecha de vencimiento.
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Los primeros intercambios de contratos de opciones se {levaron a cabo en
Europa y Estados Unidos desde el sigle XVIIl. M4s adelante, a principios de
los afios 1900’s los mercados de opciones comenzaron como un intercambio
entre miembros de asociaciones de negociadores y brokers de opciones en los
mercados over-the-counter®, pues los participantes no se reunian fisicamente
en un piso de remate. Finalmente se formaron los mercados de opciones
coma el Chicago Board Option Exchange (CBOE), que se formé en abril de
1973.

Por otra parte los mercados, tanto de opciones como de futuros, han
reunido a diferentes clases de inversionistas que se benefician del intercambio
de estos productos financieros como los hedgers, quienes pueden, par ejemplo,
protegerse de la posible baja en los precios de las acciones que poseen o los
especuladores, quienes de acuerdo a las expectativas en los precios de las

acciones aprovechan las posibles variaciones.

Se ha hablado de contratos de futuros ¥ de opciones, ambos son ejemplos
de instrumentos derivados, esto se debe a que su valor depende de los precios
de bienes o valores bdsicos tales como acciones cotizadas en un mercado
financiero, indices de los mercados financieros, petréleo, metales, divisas,
eteétera. Los contratos de opciones no se negocian por lo general en los pisos
de remate y el disefio de estos derivados es muy variado, esto con el fin de
satisfacer las necesidades de los inversionistas. Por ejemplo, los bancos que
colocan en el mercado los contratos de futuros y opciones, lo hacen como
parte de inversiones compuestas por bonos y acciones, con el fin de hacerlas
mas atractivas.

Los contratos de opciones descritos, se refieren a contratos que negocian
quienes los suscriben con los compradores, ya sea en el piso de remates o en
los mercados over-the-counter . Existen otro tipo de contratos de opciones

que se originan de manera diferente, como los warrants.

*El mercado OTC no es una organizacidn de mercado formal cen requeriminetos de
membresia. En esencia, es posible operar con cualguier titulo en el mercado OTC mientras
un comprador potencial este dispuesto a tomar una posicién respecto a la accidn. Esto es,
en ¢l mercado OTC los inversionistas y los vendedores negocian directamente, sin necesidad
de un agente intermediario. Se realizan en el operaciones con acciones no listadas en uno
v tnas de los mercados establecidos y con acciones listadas en un denominado "lercer
mercado”,
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Un Warrent es un contrato emitido por una compadia o tina institucion
financiera y que en ocasiones se negocian posteriormente en los pisos de re-
mate. Los call warrants son emitidos por las empresas sobre sus propias
acciones ofrecidas a menudo junto con bonos. Estos contralos puevamen-
te dan el derecho mas no la obligacidn de ejercerlos. Cuando se ejerce un
warrant, la compafia emite nuevas acciones al tenedor del warrant por el
precio de ejercicio especificado en el contrato. Los warrants tienen en oca-
siones plazos de vencimiento mayores a los de los contratos de opciones. Las
instituciones financieras también emiten put y call warrants para satisfacer
las demandas del mnercado, en cuyo caso el valor subyacente es cominmente
un indice o una divisa. Existen otro tipe de opciones que son combinacién

de opciones call y put.
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Capitulo 2

Precios Racionales de Opciones

El interés en una teoria para asignar precios de opciones ha existido desde
principios del siglo XX cuando el matematico francés, Louis Bachelier, de-
dujo una férmula para los precios de las opcienes suponiendo que los precios
de las opciones seguian un movimiento Browniano con deriva cero. Desde
entonces la teoria sobre precios de opciones ha avanzado con las aportacio-
nes de investigadores como Robert C. Merton y Paul Samuelson, John C.
Cox, Stephen A. Ross y Mark Rubinstein, asi como Fischer Black y Myron
Scholes, entre otros.

Las opciones son valores especializados y si son considerados como un
valor de reclamacién contingente, el desarrollo de una teoria que abarque
precios de opciones puede verse entonces como un paso hacia una teoria que
contemple precios de deudas de empresas, estructuras de riesgo de tasas de
imterés y una teoria sobre mercados especulativos. Existen algunos factores
que son de importancia para el establecimiento de los precios de opciones
sobre acciones como: el valor actial de la accidon, el valor de la accidgn al
cjercer la opcion, la volatilidad del precio de la accidn, como medida de la
incertidumbre de los movimientos del precio de la aceidn, el tiempo restan-
te hasta la fecha de vencimiento del contrato, la tasa libre de riesgo y los
dividendes esperados durante ta vida de la opcidn.

Para el desarrolle de nna teoria de precios racionales de opciones es ne-
cesario comenzar con los fundamentos que permitan establecer algunas pro-
piedades de los precios de las opeiones, a partic de supuestos suficientemente
déhiles que proporcionen validez universal. IBstas propiedades, a medida gue

se logre su nniversalidad, se convierten entonces en condiciones que dehe

y
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satisfacer cualquier teoria de precios racionales de opciones. [l interés de
éste trabajo es establecer éstos fundamentos para una teoria de precios de
opciones, tomando como base el desarrolio planteado por Robert Merton en
su articuto: ”Teoria racional de precios de opciones” (1973).

§2.1 Restricciones a los precios racionales de op-
ciones.

Se supone entonces, en primer lugar, que un inversionista prefiere ganar mas
que menos, esto es necesario para que una {6rmula sea consistente. Se supone
también que no hay costos de transaccidn, que todas las ganancias estdn
sujetas al mismo impuesto v que es posible obtener y conceder préstamos
con una tasa libre de riesgo. La tasa a la que se obtiene un préstamo la
llamaremos tasa pasiva y la tasa a la que se concede un préstamo fasa aclivg.

Para plantear las restricciones a los precios racionales de opciones se
hara referencia a un warrant de tipo americano, es decir un valor emitido
por una empresa que puede ejercerse en cualquier fecha del periodo de vi-
gencia del contrato; un warrant de tipo europeo cuya diferencia respecto al
anterior radica en que linicamente podra ejercerse en la fecha de vencimtiento
del contrato. Ademds se considerard una opeién de tipo americano que, a
diferencia de un warrant del mismo tipo, es emitido por un individue con-
servando lo relativo al derecho de ejercicio v una opeién de tipo curopeo que
tiene los mismos términos que un warrant europeo respecto al derecho de
ejercicio, aungue es emitido por un individuo,

Las restricciones que se irdn obteniendo serin resultado de la variacién
de alguno de los aspectos que definen un warrant ¢ una opcién, manteniendo
todos tos demds canstantes, o bien de la comparacion de warrants al variar
los elementos o condiciones del contrato. Los contratos de tipo americano y
enropeo pueden no tener el mismo valor, como lo ha demostrado Samuelson.
En general los contratos pueden variar en aspectos como clausulas de no
disolucién o de cambios en ¢f precio de ¢jercicio. La dnica diferencia gue hay
al valuar una opcidn call y un warrant radica en que el agregado de la oferta
de opciones es cero, micntras gue el agregado de la oferta de warrants s

positivo. Este significa que la oferta de warrants puede modificar las precios
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de las acciones al emitirse en cantidades positivas.

Para comenzar el desarrollo de hipdtesis y propiedades, en primer término
se denotard como:

i. £(S,7; E) al valor de un call warrant americano,

ii. f{5,r;E) al valor de un call warrant europeo,

ili. G(S,7;E) al valor de una apcién de venta o put americano,
iv. ¢(8,7; E) al valor de una opcién de venta o put europea,

v. C(S,7; E) al valor de una opcidn de compra o call americano,

vi. ¢(S, 7; E) al valor de una opcién de compra o call europeo

En cada caso E representa el precio de ejercicio del warrant o de la opcién,
con 7 aios antes de |a fecha de vencimiente de los mismos, cuando el precio
por titulo de una accién comin es S.

De la definicion de warrant se sigue que, dado que se tiene el derecho mds
no la obligacién de ejercer el contrato,

F(S,miB)>0; f{5,E)>0. (R2.1)

Si el valor de un warrant, ya sea americano o curopeo es mayor o igual
que cero, cuando 7 = {, es decir, en la fecha de vencimiento del contrato,

ainbas clases de contrato deben satisfacer

F(S,7 8) = f(S,7: B) = maz(0, S - £) (R2.2)

esto significa que ef valor de un warrant americano es igual al valor de un
wartrant europeo en la fecha de vencimiento del contrato. El warrant toma,
va sea o valor cero, o Dien, el valor que equivale a la diferencia positiva
entre ¢l precio de la accidn a la fecha del vencimiento y el precio de cjercicio

establecido en el contrato.,
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Preclo de la accidn

Mds aiin, al considerar la posibilidad de arbitraje en el mercado se tiene
que

F(S,7;E) > maz(0,5 ~ E) (R2.3)
lo que no necesariamente se cumple en el caso de un warrant europeo.

Para plantear otras restricciones sobre los precios de opciones es necesario
definir la dominancia entre valores o portafolios de éstos. Se define a un valor
o portafolio A como dominante sobre un valor o portafolio B, en una fecha
conocida en el futuro, si el pago en A es mayor que el pago en B para algunos
posibles estados de la naturaleza, entendtendo por éstos las condiciones que
pueden darse en el mercado, y es al menos igual al pago de B en todos los

posibles estados de la naturaleza.

Suposicidn 1.
Para una teoria racional de precios de opciones una condicidn neccsaria

es gue se asigne a las opciones un precio tal yne no sea un valer ni dominado
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ni dominante.

De ésta primera suposicién se establece que al considerar dos warrants
americanos sobre la misma accién comin y con el mismo precio de ejercicio
resulta que

F(Sw Tz;E} 2 F(Ss TI;E):Si T >T (R24)

to que plantea que con los mismos términos, los contratos pueden tomar ya
sea el mismo valor o al considerar la diferencia en los tiempos de vigencia no
puede suceder que el contrato con mas tiempo restante de vida ({r; — 1) en
este caso) tome un valor estrictamente mayor que el otro. Esto no respetaria
la suposicidn 1, asi que para evitar la dominancia el valor inicial de el warrant
con duracién 15 debe ser mayor o igual que el warrant con duracién 7.
Ademas se pude ver que

F(S,7E) > f{S, 7, E) (R2.5)

debido a que el warrant americano permite el ejercicio del contrato en cual-
guier momento durante la vigencia del contrato, lo que no es posible en ol
warrant enropeo, dejando la posibilidad de que antes de la fecha de venci-
intento el warrant americano tome un valor estrictamente mayor que el valor
de un warant curopeo, en cuyo caso seria un valor dominante.

Tomando dos warrants americanos de manera aniloga al caso anterior,

variando linicamente los precios de ejercicio de ambos contratos de manera

que uno sea mayor que otro entonces debe cumplirse

F(S, 7 5) < F(S,7: B)

f5 T E)< fSmiE), s B> E (R2.6)
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pues para By > E, , grifica 2.1, es posible que al final de r arios la accidn
tenga un valor en el mercado S tal que se den las siguientes situaciones:

¢ 5> By = maz(0,5" — Ey) < maz(0,5" — Ey},

e 5*= £y = 0=maz(0,5" — Ey) < mez(0, 5% - Ey),

E:> 5" > E|,= 0=maz(0,5" — E;) < maz(0, 5" — E1),
o B, =8 = mazx(0, 5 - E3) = maz(0,5* — £,) =0,

e B} <5 = maz(0,5" - Ey) = maz(0,5" ~ E;) = 0.

Ahora, debido a que una accidn comn pude verse como un warrant
americano con T = oo y precio de ejercicio E = 0, de las restricciones (R2.4)
y (R2.6) se obtiene que

$> F(5,7 E) (R2.7)

y de (R2.1) y {R2.7), un warrant debe carecer de valor si el precio de la

accidn es cero,
F(o,7: By = f(0, 7, E} =0. (R2.8)

A continuacién, ademds de los elementos ya planteados en las restriccio-
nes, e considera un bono o un préstamo a descuento libre de riesgo que paga
una unidad monetaria {un peso o un délar por ejemple) en 7 afios. Supe-
niendo que las tasas de interés (r) actuales y futuras son positivas entonces

en nna fecha dada,

1=P0)> P(1) > P(2}) > -.-> P(r) para

D <m<---<1y (R2.9)

Clon estas restricciones gue se han planteado, tomando en cuenta carac-
leristicas que permiten hablar en forma general del valor de las opciones, el
interés es ahora observar algnnas propiedades de éstos valores de las opciones

(uie se refieren aliora como teoremas:
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Teorema 2.1. 5i E es ef precio de ejercicio de un warrant europeo y i no se
efectian pages {dividendos) sobre la accidn a lo largo de la vide del warrant,
o bien eziste una cldusula de proteccidn respecto a éstos , entonces,

f(8:7E) 2 maz 0,5 - EP(7)]

Demostracién

Para probarlo se consideran las siguientes dos inversiones. Lainversidén A que
consiste en adquirir un warrant europeo f(S, 7; E) y una cantidad E de bonos
a un precio P(r) por bono. La inversién total en A es f(S,1; E) + EP(7).
La inversién B que consiste en adquirir la accidn comin § con una inversién
total de 5. Supontendo que la accién comiin § al final de T afios toma un
valor 5*. Entonces el valor de la inversién B es §* y la inversién A puede
tomar los siguientes valores:

5i 5* < F, entonces

f(5, 7 E) = maz[0,5" - EP(0)] = maz [0,5* - E]=0, y
A =0+ EP(0)

en cuyo caso B < A,
5i5* > E, entonces

f(8,7,E)
A

maz (0,5 — EP(0)] = maz[0,5* - E]=5*-F, vy
(S -E)+E=§"

entonces A = B.
De donde para cumplir cen la Suposicidn I, es necesario que A no sea
una inversién dominante sobre B. Para ello debe cumplirse que

(S E)+ EP(r) 2 S,
Es decir, que la inversiéu inicial de A sea al menos tan grande como la
de B, esto garantiza que A no domina a B. Finalmente de (R2.1)
FEmB =0,y
[8,7B) 2 S = EP(r) = f(S,7,E) > maz [0, S - EP(r)]m
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A partir de (R2.5) se tiene que el teoremna 2.1 se cumple para un wa-
rrant americano con precio de ejercicio fijo durante la vigencia del contrato.
Aungue en la prictica [as opciones negociadas son en su mayoria de tipe
americano, es mucho mds sencillo resolver analiticamente las opciones de
tipo europeo. Es entonces importante saber cuando las opciones europeas
toman el mismo valor que las americanas.

El teorema 2.1 ha restringido las fronteras para el precio racional de
una opcidn respecto a la tercera restriccién que se planteo anteriormente
{R2.3}. Mas adn de 2.1 se desprenden otras dos propiedades para los precios
racionales.

Teorema 2.2. Si se sostienen los hipdtesis del teorema 2.1, entonces un wa-
rrant americanc no serd ejercido antes del vencimiento del contrate. En
cuyo caso el valor del werrant americano es el mismo que el de su contra-

parte europec.

Demostracién

Si se ejerce el warrant americano, F(S,1; E) = maz(0,5 — E). Pero por 2.1

F(S,7; B > maz[0,5 — EP(7}], ¥ por (R2.9),
maz [0, 5 — EP(r)] > maz{0,5 - E}, parat > 0, pues P(r) < 1

por lo que el warrant vale mis "vive” que "muerto”. &

El teorema 2.2 resalta el hecho de que la existencia de una diferencia posi-
tiva entre los valores de los warrants americanos y europeos, que implica una
probabilidad de ejercicio premnaturo de un warrant americano, indica cam-
bios no favorables en el precio de ejercicio o falta de cliusnlas de proteecién
contra pagos sobre la accién comin {dividendos).

Es frecuente afirmar que el warrant debe venderse cuando menos en su
valor intrinseco, es decir, en max{0,S — E), aunque se podria referir como
valar intrinseco al nax [(0,5 — EP(7)] por lo que se ha visto en los primeros

dos teoremas.

Para ilustrar lo anterior pensemos en un warrant americano con 7 = 1

mes y con precio de ejercicio de S0, S el precio de b accidn os de §17, ol in-



$2.1 Restricciones a los precios racionales de opciones.

19

versionista podria pensar en ejercetla de inmediato, pero si planea conservar
la accion por mas de un mes, una mejor estrategia seria conservar la opcidn
hasta su vencimiento. Los $10 se tendrian que pagar un mes después y dado
que la accidén no paga dividendos, no habria ganancias sacrificadas. Por otra
parte, si el precio de la accidn llegara a bajar a menos de $10, el warrant
expiraria con valor cero y la accidn se compraria en el mercado por un precio
menor.

En caso de que el inversionista piense que la accién estd sobreapreciada,
se podria pensar en ejercer la opcién y vender accidn, aunque seria mejor
estrategia vender la opcidn, lo que daria una ganancia de cuando menos su

valor intrinseco, que seria mayor a $7.

Teorema 2.3. S5i se sostienen las hipdiesis del teorema 1, entonces el valor

de un warrant perpetuo {T = oo) debe ser igual al precio de la accidn comiin.

Demostracién
Del teorema 2.1, F{S,00;E) > maz [0,5 — EP(c0)]. Pero P(oo) = 0, pues
para tasas de interés positivas, el valor de un préstamo a descuento pagadero
en infinito (™", 7 = o), es cero, entonces

F(S,00; E) > S, pero por (R2.7)
5> F(5,00;E)

o 8§=F(S,00;E) =

Samuefson y Merton, asi como, Black y Scholes han probado estd pro-
piedad para sus modelos particulares. Pero el teorema 2.3 muestra que se
sostiene independientemente de suposiciones hechas sobre la distribucion de

los precios de la accidn o de condiciones adversas de riesgo.

A partir del teorema 2.1, puede verse que el precio de un warrant detet-
minado racionalmente, es nna funcidén de P{7). Si no fucra asi, al dejar que
7 creciera la desigualdad del teorema 2.1 no se cunpliria, pres el warrant
podria tener un valor mayor al de la accién comiin.

Merton propone escribir F{5, 7, E, P{)) como W (5,7, ¢}, donde ¢ =
£ P(7), observando que el valor del warrant no depende del precio de ejercicio



20

Precios Racionales de Opciones

cuando 7 = 0o, ¥ el precio de ejercicio no depende de P(r) si £ =0, y para
ambos casos ¢ = 0. De donde un cambio en el precio de ejercicio, es decir,
un aumento en la tasa de interés, tal que EP(r) < EPR(r), por (R2.6),
f(S,7; EPy(7)) <€ f(S,7; EPy (7)) es negative. Por lo que el warrant debe ser
una funcién creciente de la tasa de interés.

Los siguientes dos teoremas se refieren a los efectos de un cambio en el
precio de ejercicio en el precio del warrant.

Teorema 2.4. Si F(S, r; E) es el precio de un warrant determinado en forma

racional, entonces F es una funcidn conveza del precio de ejercicio E.

Demostracién

Para demostrar convexidad basta mostrar que si

B3 = AE, + (1 — A} B,, entonces paracada A, 0< A<,
F(S,7,B) < AF(S,m;E1} 4 (1 = A)F(S, 7. £)

Para ello se utiliza un argumento de dominancia similar al utilizado para
probar el teorema 2.1.

Sea A un portafolio que formado por A warrants con precio de ejercicio
E: ¥ (1 - ) warrants con precio de ejercicio Es, donde por convencidn,
Ey > By

Sea B un portafolio formado por un warrant con precio de ejercicio 5,

Si §* es el precio de la accién comiin en la fecha de vencimiento del
contrato y E3 > £ > £, entonces por la convexidad del max{0,5* — £} el
valor del portafolio A serd mayor o igual que el valor del portafolic B,

A =dmez(0, 5" — £} + (1 - Mmax(0,5" — Ey),

B =maz(0,5% - AEy, — (1 — A)E3) = maz (0,5 — E).

Por lo que para. evitar la dominancia, debe cumplirse que el valor actual
del portafolio B sea menor o igual que el valor actual del portafolio A, de
donde,
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maz{0,5 — AE - (1 - A)ER) < Amaz(0,5-E) + (1 — Aymaz{0, S-F)
- f(SmiE3) S Af(S, B0} + (1= A) f(S,7; Ea)
Dado que en ningin momento se utilizé el factor T en los argumentos, se

obtendria el mismo resultado para los warrants que se ejercieran prematura-

mente, es decir, se sostiene para los warrants americanos.

Teorema 2.5. 5i f(S,1; E) es un precio de un warrant europeo determinado
de manera racional, entonces para By < Es,

—P(r}(E1 - B2} S f(S,m B0} - f(S,7;E0) <0
Mds atn, si f es una funcidn diferenciable respecto a su precio de ejercicio,

Bf (8,1 k)
-P(r) £ 55 S0

Demostracién

De (R2.6) tenemos que f(S,7; Eq). < f(S,7; E1), para £, < Ej, de donde
f(SmiB) - f(S,1,E) <0.

Ahora consideremos dos portafolios, el A que consista. en un warrant para
comprar la accién al precio Bz vy (E) — £3) bonos por un precio P(7) por
bono; el B que consista de un warrant para comprar la accién al precio £y. Si
ol precic de ejercicio de la accién en la fecha de vencimiento es S, entonces
¢l valor del terminal del portafolic A serd mayor que el valor terminal del
portafolio B, si 5™ < £y

maz (0,5 — B2) + (B2 — £y) > maz(0,5° - E|),
y cuando §° > £,

maz (0.5 — E3) + (£ - £)) = maz(0,5" - £)).
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Por ello, para evitar la dominancia el precio actual del portafolio A debe

ser mayor igual que el valor actual del portafolio B, es decir,
J(S, 7 E) < f(S,7;5E2) + PFYE - Ez).
=P (E = B) < f(SimiBD) - f(Simi B €0

Para probar la desigualdad de la derivada
—P(r)(By— £)  f{S,mi Ba) = J(S,75 Ey)

<0
(B - Eq)  — (B, - Eq) -
considerando el lfmite cuando Ey — E
af (5,7 E)
-P(r) < 3E <0 =m

Si las condiciones del teorema 2.1 se sostienen, entonces el teorema 2.5 se
cumple para los warrants americanos. De haber pagos (dividendos), sobre el
precio de las acciones, se tiene una desigualdad mds débil

—~(E1 - E) < F(S,7,E) —F{5,7E) <0
8F (5,1 E)
aE
pues no hay garantia de que no haya ejercicio prematuro de la opeidn.

-1 <0

Sea (Q(t} el precio por titulo de una accidn comin al tiempo ty F(Q, 7; £q)
el precio de un warrant para adguirir un titulo de una accidn por un precio
Eg, en una fecha futura establecida o antes ésta, a T afios, cuando el precio

de la accion comin es Q.
Teorema 2.6. Sik > 0, Q(t) = kS(t) y Eg = kE, entonces I(Q, 1; Eg} =
kF(S,7; E), para loda S, 7, F, k.

Demostracion
Sea S* el valor de una accién comiin con valor inicial § cuando los warrants

expiran o son ejercidos. Se tiene por hipitesis Q = Q* = kS™ y Eq = 4E.

Q

maz(0,Q" — Eg)
kmaz(0,5" - E),
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que es k veces el valor del warrant con precio por accidn S. Para que se sos-
tenga la supesicidn I, un valor no debe dominar al otre, entonces el valor del
warrant sobre @ debe venderse en exactamente k veces el valor del warrant
sobre S. &

Las restricciones que-éste teorema puede imponer a los precios racionales
de las opciones dependen de las suposiciones que se requieran para producir
las hipétesis de éste. En el caso en que k titulos de una accién se vendan
por k veces el precio de una, lo que el teorema establece es que un warrant
para comprar k titulos de una accién comin deberd venderse por k veces
el precio de un warrant para comprar un solo titulo de esa misma accién
comun. Lo anterior permite, siempre que se requiera, al elegir k = -éc, es
tandarizar el problema para facilitar la comparacion entre operaciones por
montos significativamente diferentes.

También puden considerarse ¢ emisoras de acciones, definiendo Fi(S; 1;; E;)
el valor del warrant sobre la accién comin con precio actual §;, tiempo 7;
antes de expirar y precio de ejercicio E;.

Suposicién 2.

$iS;=8;=8,r=7v=r, E;= E; = E, y el rendimiento por unidad
monetaria (peso, délar, etcétera) de las acciones i y j son idénticamente
distribuidas, entonces F;(S;7i; Ei} = F;(8:7; E3) .

Con esta suposicidn, como tenedor del warrant, la iinica caracteristica
que identifica a la accién comin es su distribucién de rendimientos.

Definiendo z:(t} como la variable aleatoria que represente el rendimiento
por unidad monetaria invertido en la accién comin emitida por la i-ésima
empresa en el periodo ¢ y Zi(t) = [];_, zi{t} el rendimiento por délar en el
periodo T-ésimo.

Teorema 2.7. 5i5;=5;=5,4i=1,2,..,n,

Zppi(r) = Y NiZi(1),

=1
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para h; € [0.1] y 370, Ay =1, entonces

Pyt (S, 73 BY < S NE(S, 7 E)

i=1

Demostracion
Un titulo del valor {n + 1)-ésimo contiene A; titulos de la accidn comiin
emitida por la i-ésima empresa. Por hipdtesis el precio del titulo

n n
Sap1=) ASi=8§Y AN=S5.

=1 izl
Ahora para utilizar un argumento de dominancia se definen: A como un
portafolio que contenga A; warrants sobre la accién comiin emitida por ia
i-ésima empresa, para i = 1,2,...,,n y B como un portafolic que contenga
un warrant sobre el valor (n+ 1)-ésimo. 5i 57 es el precio por titulo de la
accién comin emitida por la -ésima empresa en la fecha de vencimiento,

n

para ¢ = 1,2, ..., . Por definicién 5* = A8

=1

En la fecha de vencimiento e! valor del portafolio A estd dado por

Z Aimaz (0, 57 — E}

=1

v el valor de B

maz{0, Z ASH-E)

=1
Por la convexidad de maz{0, S — £) el valor del portafolio A ¢s mayor o
ignal que el valor del portafolio B, en consecuencia para evitar la dominaticia

"
Fapt(S,7EY K Y MF(S, 7 E) =
=l
[ste tearema establece que un warrant sobre un portafolio tiene un valor

menor que ¢l valor de un portafolio de warrants. Considerando el valor del
warrant, 1a diversificacién “hace dafo® como lo muestra el siguiente corolario.
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Corolario 2.1. S$i las condiciones del teorema 2.7 se sostienen y si ademds

{zi(t)} son idénticamente distribuidos, entonces
Fon(S,r B} Fi(§, 75 B)

para i =1,2,..n.

Demostracién

Se tiene por el teorema 2.7 que

Fapt(S, 7 E) € Y ME(S, 7 E)
i=1
y por hipdtesis #(f) son idénticamente distribuidos, de ahi que {Z;(t)} tam-
bién lo sean. Entonces por la suposicidn 2 F(S;mi; E;) = F;{(Simi; Ei}, para
i=1,2...,n. Como 3 7., Ai = ], entonces

Fan1 (S, B) S F(S, 7 B)Y M= Fi(S,mE) m

i=1

El teorema 2.1 y su corolario 2.1, de manera general, proponen que cuanto
mds riesgosa sea la accidén, mdis valioso serd el warrant sobre ésta. Lo anterior
concuerda con la afirmacién ampliamente aceptada de que la diversificacion
del riesgo o volatilidad reduce el riesgo. Es entonces claro que la definicion de
riesgo o volatilidad juega un papel importante en la validez de la proposicidn.

Definimos nn valor Z,(r) como nis riesgoso que un valor Zy() si
Zi(r)=qZ2(7) + ¢

donde las variables aleatorias ¢,Z; y ¢ son mutuamente independientes;
E(g=1y E(g) =0.
Teorema 2.8. FEi precio de un warrant determinado de manera racional es

una funciin no decreciente del riesgo asociado a la acctdn comin subyacente.

Demostracion
Sea Z(7) el rendimiento en el r-&imo periodo de una accién comiin con

precio de nn warrant sobre ésta Fz (5, r: £). Definimos Zi(r) = ;. Z2(7) + ¢«
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para i =1,2,..,n; ¢ son variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas con E(g;) = 1; € son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con E{e) = 0y ¢, ¢; ¥ Z(7) son mutuamente
independientes, 1,7 =1,2...,n.

Por definicidn, el valor {-&imo es mds riesgeso que el valor Z para

it =1, 2..., n. Definiendo la variable aleatoria rendimiento como:

B =132 =20+ Y- DI + 2 D
i=] i=1 i=t

Pero Z;(r} son por construccién idénticamente distribuidas y por el Corolario
2.1, con YL, A=2

Fapr (5,75 B) € Fi(S, 71 B)

parat=1,2,..,n
Ahora bien, Z,4,(r) converge en probabilidad a Z(r) cuando n tiende a
infinito, entonces por la suposicién 2

]l’m Fn+1 (5, T E) = FZ(Sa T E)

por lo que Fz{5, m; F) < Fi(S5, 7 E). m

Con el teorema anterior se observa que cuanto més incierto sea el com-
poriamiento de una accién, mas se incrementa el precio de un warrant sobre
dicha accidn.

En lo que respecta a las propiedades de la distribucidn de los rendimientos
de una accién, al suponer que {z(2)} son idénticamente distribuidas, se tiene
que la distribucién de los rendimientos por unidad monetaria invertidos en
una accién comin es independiente del nivel inical de la accién. Por lo gue
se tienen las siguientes propiedades:

Teorema 2.9. Si la distribucidn de los rendimientos por unidad wnonetaria
invertidos en una accion comin es independiente del nivel inicial de la ac-
cign, entonces (S, 1; E) es homogénea de grado uno en el precio de la accién

por litulo y en el precio de gjercicio.



§2.1 testricciones a los precios racionales de opciones.

27

Demostracidn
Sea z{(t) el rendimiento por unidad monetaria si el precio inicial de la accién
es S, para 1 = 1,2, Definiendo k = gf y I, = kEy, por el teorema 2.6,
Fz(Sz, T Eg) = kFl(Sl, 75 El)
Se tiene por hipdtesis que z(t} vy za(t) son idénticamente distribuidas, en-
tonces por la suposicidn 2, F\(S),7; By) = F2(8), 1) £y).
Como 53 = k5, y E; = kEy, entonces F3(kSy, r; kEy) = kF (S, B}, =

Aungque el resultado anterior es similar al gue se plantea en el teorema. 2.6,
el teorema 2.9 impone mds restriccidnes a la funcién de precio del warrant.
Si se considera que se cumnplen las hipétesis del teorema 2.9, se esperaria que,
para una fecha determinada, el valor de un warrant con precio de ejercicio

E, cuando la accién comiin tiene un valor S, fuese k veces el valor de un

warrant con precie de ejercicio % cuando la accidn se vende por %

Teorema 2.10. Si la distribucidn de los rendimientos por unidad monetaria
invertida en una accidn comin es independiente del nivel inicial de la qecidn,

entonces F(5,7; E) es una funcién conveza del precio de la accidn.

Demostracion

Para probar la convexidad debe verse que, si
S3= A5+ {1 - A)5,,
entonces, para toda A € [0, 1],
F(83, 7, E) < AF(S), 7 E) 4 (1 = M) F(Ss, 73 E).
Si consideramos §; = S = |, por el teorema 2.4
F(1, 7 Ba) € vF(1,75 B0} + (1 - v) F(1,7; B,
paray € [0,1]y By =vE 4+ (L - 7) Ea.

Ahorasiy = /\gi-, E = _g—l y By = 3%, entonces

P75 B) < DEIF(L T B + (1= VS P01, 73 B,
23 3
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Multiplicande por S3 ambos lados de la desigualdad,

S3F (1,7 E3) € ASIF(L, i B} 4 (Sa — ASOF(L, 75 Eg)
S /\SIF(I,T; El) + (1 - A)SQF(I, 7 E’z)

Del teorema 2.9 sabemos que F es homogénea de grado unoen S y FE, de
donde

F(Sg, T S3E3) \<‘ AF(S], T SlEl) + (1 - /\)F(Sg, T, SzE))
Por definicidn de E), E; y Ej la expresion anterior se pude reescribir como

F(S3, 7, EYS AF(S1, 7 B)+ (1 = A)F(Sy,7;E) =

Las restricciones y propiedades enunciadas hasta este momento se han
referido a warrants de compra. En lo que se refiere a las opciones put u
opciones de venta, a partir de su definicion, se sigue que en su fecha de

vencimiento
G(5,0; E)=g(5,0; F) = maz{0, E - 5} (R2.10)

Consideremos ahora dos portafolios A y B para determinar el precio
racional de una opcién de venta europea g(5, 1; E).

Sea A un portafolio que asume una posicién en largo respecto a una
accién comiin por un precio S, una posicidn en largo respecto a una opeidn
de venta europea en 7 anos por g{S,7; F) y un préstamo EP'(7), donde
P'(r} es el valor actual de un délar pagadero en 7 ailos con la tasa pasiva.
P'(r} puede difetir de £(r) si las tasas activas y pasivas son diferentes, de
hecho para evitar arbitraje P(v} < P(7).

El valor del portafolioc A en la fecha de vencimiento si S ¢s €l valor que

toma la accién en dicha fecha puede tomar los valores:

Si§"<E= S +(E-S5)-E=0
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5i5*>E=5"4+0-E=85"-F

Esto significa que la estructura de pagos del portafolio A es idéntica a la
de una opcién de compra europea sobre la accién comtin, con el mismo precio
de ejercicio y la misma duracién. Entonces para evitar la dominancia del
portafolio sobre la opcién de venta debe cumplirse la siguiente desigualdad

S+g(5, 1 E)- EP'(r} > (5,7 E) (R2.11)

Sea ahora B un partafolio que asume una posicién en largo respecto a
una opcidn europea en 7 afios, una posicién en corto respecto a una accién
comiin por un precio 5y E bonos por un precio F{r).

El valor del portafolio B en la fecha de vencimiento si $* es el valor que
toma la accién en dicha fecha puede tomar los los siguientes valores para
valores de S™:

SiS*<E=0-5+E=E-§
SiS*>E= (S -E}-$S+E=0

Estos valores tienen la misma estructura de pagos que una opcion de venta
europea con las mismas condiciones, por lo que nuevamente, para evitar la
dominancia del portafolio

ST E)~S+ EP(7) > g(S, 7, E) (R2.12)

Teorema 2.11. Si la suposicién I se sostiene y las tasas pasiva y activa del
mercado son lus mismas de tal forme que P'(t) = P(r), entonces

ST EY=f(§, 7 E)~ S+ EP(7)

Demostracién De (R2.11) y (R2.12)

ST E) < g(85,7:E)+5-EP(n)
(5,7 E) > g{S,7: E}Y+ 5 — EP(7)

y dado que P'(r) = P(7), entonces f{S.7: EY=g{S, 7 L} + 5 - EP'(r) m
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Con el teorema 2.11 el valor de una opcion de venta europea queda deter-
minado de manera 1inica una vez que lo estd una opcién de compra europea.

De este teorema se obtienen los dos corolarios siguientes.
Corolario 2.2. EP(r) > g(5, 7, )

Demostracidn
Utilizando las restricciones {R2.5) y (R2.7)

F(S, 7 E) 2 f(§, 7 E)
5> F(S,7 E)
= f(5TE)-5<0

Al tomar la expresién de (R2.12) tenemos que EP(7} > ¢(S5,7; E) =

Corolario 2.3. [ valor de una opcidn de venta etropea perpelua (7 = 00)

£8 CEero.

Demostracidn
Una opcion de venta es un valor de responsabilidad limitada por lo que
g(8,00; E} > 0. Usando el corolarie 2.2 g(5, o00; £) € EP{oo) = 0. De donde
g(S,00;E}=0 =

A partir de la relacidn entre una opcién de venta europea y una opcién
de compra enropea definida en los mismos términos, las propiedades de una
opcién de venla se establecen ficilimente. Si f(S, 7; E) es homegénea de grado
uno, también lo es g{S, r; ). Si f(S, 7; E) es una funcién convexaen Sy E,
#(S, 7; E)} también es una funcion convexaen Sy E.

Ahora considerando G5, 7: £) una opcién de de venta americana, su

precio también debe satisfacer la condicion de arbitraje por lo que
G(5,r; EY 2 maz(0, £ - 5) (R2.13)
Ademads para cutnplic la suposicién de no dominancia se necesita que

G873 E) > 9(S,7; ) (R2.14)
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que mantiene una desigualdad estricta si existe una probabilidad positiva de
ejercicio prematuro del contrate de opcidn americana.

Cuando el precio de ejercicie es fijo y existen cliusulas de proteccién
contra pagos de dividendos de la accidn, se ha visto que el valor de un wa-
rrant europec vy uno amnericane es el mismo. Sin embargo, atlin con estas
suposiciones, casi siempre existe una probabilidad positiva de ejercicic pre-
maturo en el caso de una opcién de venta americana, razén por la cual se
venderd mds cara que su equivalente europea. El corolaric 2.3 junte con la
idea de arbitraje hacen pensar que esto se puede dar.

Entonces a diferencia de las opciones de venta europeas, el valor de las
opciones de venta americanas son funciones no decrecientes de la fecha de
vencimiento. Una opcidn de venta americana toma el mismo valor que una
opcién de venta europea sdlo cuando no hay posibilidad de ejercer]a antes de
su fecha de vencimiento.

Ahora bien, para establecer una cota inferior para las opciones americanas
se consideran nuevamente dos portafolios.

Sea A un portafolic que asume una posicién en largo respecto a una
accién comin con precio S, una posicién en largo respecto a una opcién de
venta americana con pecio G{(S5, 7; E) y un préstamo £F'(7). Anteriorimente
se observo que si las opciones se conservan hasta su fecha de vencimiento, su
estructura de pago equivale al de una opcién de compra americana (europea).
Mas por contener el portafolia una opcién de venta americana, se tiene el
derecho de ejercerla en cualquier momento antes de su vencimiento.

Entonces si para cualquier momento antes de la fecha de vencimiente,
el portafolio A tiene un valor mayor gque el valor de un warrant americano
habria dominancia, para evitarlo el valor actual del portafolio debe ser mayor
o igual que el valor actual de! warrant,

El valor del portafolio a T afios antes de la fecha de vencimiento, cnando
la accidén toma el valor §* esta dado por

5*+G(S,T; E) - EP(T) = G(S,T; £} + (S" ~ E) + E[1 - P'(T)]
>S5 -E
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Por lo que para evitar 1a dominancia del warrant
G(S,7;E}Y+ S—EP(r) > F(§,7, E) (R2.15}

Sea B un portafolio que asuma una posicién en largo para una opcion de
compra americana por un precio F(S, 7; E), una posicién en corto sobre una
accién S y F bonos por EP(1) unidades monetarias. Si se conserva hasta
el vencimiento hemos observado que su estructura de pagos corresponderia
a la de una opcién de venta europea, por lo que debe valer por lo menos lo
mismo que la opcién de venta en el tiempo de duracién intermedio.

Cuando se consideran T afias por correr, con un precio 5* para la accién,
si F(S,T; E) < E[1 — P{T)], lo que podria suceder para valores suficiente-
mente pequefios de S*

F(S,T;E)- §" + EP(T) = F(S,T;E} + (E - §7} - E[1 - P(T)]
<E-5"

Ademis de {R2.13) G(5,T; £) > E — 5. Entonces un valor interme-
dio de B seria menor que el valor de una opcidén de venta americana, para
un valor suficientemente pequefio de 5*. Esto si el tenedor de la opcidn
decide ejercerla antes de la fecha de vencimiento. Lo que quiere decir que
el portafolio B no dominara 2 la opcién de venta adn cuando la desigual-
dad F(S,7;E) = 5+ EP(r} » G(S,7; B} no se cumpla. En particular si
5* < E[1 — P(T)] lo anterior ocurre.

Sin embargo, es posible establecer una desigualdad mds débil a partir de
este portafolio, dado que

F(S",T;E) - 5"+ EP(T) < F(§*,T;E) - §* + E< G(§",T; E)

= G(S, T E) > F(S,;E) =S+ E (R2.16)

Entonces no puede determinarse de manera dnica un valor para una op-
cién de venta americana en la misma forma que se ha hecho para el caso de

la opcion de venta enropea.
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Teorema 2.12. Si para algin T < 7, exisle una probabilidad positiva para
f(S5,T; E) < E[} — P{r)), entonces ezisle una probabilidad positiva de que
una epcton de venta americana sea ejercida antes de su fecha de vencimiento

y de que su valor ezceda a de su equivalente europea.

Demostracion
Para que una opcién de venta americana se venda por un valor mas alte que
el de su cquivalente europea, es necesatio que exista una posibilidad positiva
de ejercicio prematuro de la opcién americana. Por ello basta probar que
9(S, 7 B) < G5, E).

Si existen valores 5™ tales que para algin T < v cumplan que

(5" T; E) < G(5, T, E)
= g(5",7; F) < G(§™, 7, E)

por la suposicidn 1.
Ahora por el teorema 2.11 ¢(S*, T, F) = f(§", T, E)-S*"+ EP(T) y de
(R2.13) G(S*,T; E) > maz(0, £ — 5*) de donde

E-8 >G(§.T,E}> f(§",T;E)- 5"+ EP(T)
pero eso equivale a que
E-5 > f(5,T;E)~ 5"+ EP(T)
E(1 - P(T)) > f(S".T; E)

que se tiene por hipétesis, por lo se demuestra el teorema. B

Esto concluye que casi siempre existe una probabilidad positiva de ejer-
cicio premmaturo de una opcion de'venta americana, por lo que la valuacion
de estas opciones no podra llevarse a caho tan facilmente.

Por ¢jemplo, si el precio de ejercicio de una opcidn de venta americana
es de $10 y se considera una situacién extrema donde la accién valga prcti-
camente cero. Si el inversionista ejerce innediatamente la opcidn, hard una
ganancia de $10, si espera, su ganancia si podria ser menor, pero no mayor,
pites no se permiten precios de acciones negativos. Mads adn, es mejor re-
cibir $10 ahora e invertirlos, que recibirlos en el futnro. Entonces la mejor

estrategia del inversionista serd ejercer |a opcion de venta inmediatamente,
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Capitulo 3

Efectos de los Dividendos en los
Precios de Opciones

El interés de éste capitulo es plantear las modificaciones que reqeiere un
contrato de opcién para ajustarse al pago de dividendos, pues gran parte de
las propiedades consideradas en el capitulo antetior tienen como hipotesis que
no existan tales pagos o bien que exista una cliusula de proteccién contra
éstos. Los dos tipos mas comunes de dividendos son los que se pagan en
efective ¥ los que se componen de acciones.

En términos generales, cualquier cambio en la pélitica de inversiones que
tenga una empresa afectard el valor de una opcidén que depende del precio
de una accién emitida por dicha empresa, asi como cambios en su capital y
en su politica de pagos.

Por ejernplo, si una empresa cambia sus politicas de inversién con el fin de
reducir el riesgo de sus flujos de efectivo v asf Lambién el de sus rendimientos,
entonces como consecuencia del teoreina 2.8, el valor del warrant disminuiria
para un cierto nivel de precio de la accidn. Los dividendos tienen el efecto
de reducir el precio de la accién en la fecha del pago de los mismos.

Si bien una serie de ajustes en el coutrato de nn warrant o de una opeion
aue protejan al inversionista contra cambies en las politicas de inversién de
una empresa, asi como de los cambios en su estruciura de capital, no son
viables sin imponer considerables restricciones a Ia administracién de la emn-
presa, es posible hacer ajustes para protegerlo contra los pagos de dividendos.

Una opcitn esta protegida contra pagos de dividendos si, para una politica

de inversidn fija ¥ una estructura de capital fija, ¢l valor de la opcidn es

35
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invariante respecto a fa politica de pagos de dividendos que se eliga.

§3.1 Cotas para valores de opciones

Para comparar los precios de opciones con pago de dividendos a las acciones
sobre las que estin definidos, dando una idea de la necesidad de un ajuste a
sus valores, se hard uso de las cotas para sus valores.

Una opcion de compra europea ¢(S, r; E) ¥ una americana C(S, 1; E)
otorgan al tenedor el derecho, mas no la obligacién, de comprar una accién
por un precio E en 7 aios. Por lo que, al igual que los warrants de compra

oS, T E) LS, C(S,mE)<S§ (R3.1)

Una opcion de venta tanto europea como americana, por razones anilogas a

las anteriores cumple con
g(S,mEY< E, G(§7E)<E (R3.2)
Una opcidn de compra europea, al igual que un warrant de compra satisface
e[S, 7 E) > maz(§ - EP(r),0) (R3.3)

donde EP(r) ¢! valor presente de la cantidad £, acumulado con la tasa libre

de riesgo.

Para ejemplificar lo que sucederia de no respetarse la cota, supongamos
que S = 8§20, £ =818y 7 = 1; con la tasa r en el mercado de 25% anual.

Eu ese caso la cantidad
S—EP)=5— E{e™®) =20 - 18(e™®) = $5.98

Considerando la sithacion en ta que la opcién de compra enropea se venda
por $5, valor ¢ue estd por debajo de su cota tedrica. Entonces serfa posible
comprat la opcion de compra y vender la accion obteniendo nn ingreso de
$20 — 85 = $15. Si esta cantidad se invierte por un ano al 253% anual, en
la fecha de vencimientlo, si se cjerce la opcion se obtendra una ganancia de

51026 — $18 = §1.26. Si ¢l precio de la accién fuera inferior a 318, ta accién
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se compraria en el mercado. Por ejemplo, si fa accién cuesta $17.50, se
obtendri una ganancia de $19.26 — $17.50 = $1.76. Lo que significaria que
habria dominancia de un portafolio que contemplara una opcién de compra
eutcpea ¥ £ bonos por un precio P{r) sobre uno que consistiera en un titulo
de la accién que subyace a la opcién de compra.

El anilisis de una cota para una opcién de venta se puede hacer cn
forma similar, supongamoes dos portafolics. El portalolio A gue contenga
una opcién de venta europea y una accién comiin con precio S. El portafolio
B que consta de £ bonos por un precio P(r} . En 7 afios, si el precio de la
accion es 5° se puecie dar uno de los dos siguientes casos:

i) SiS*<E,A=E-S5+§=E=B
i) SiS*>E A=0+5">EB=E

Lo que concluye que para evitar la dominancia de A sobre B, el valor
inicial de A debe ser mayor o igual que el valor inicial de B.

g8, E)+ S > EP(r)= g(5,7;EY> EP(r} - §

Como el valor de una opcién es mayor o igual a cero

9(S,7;: E) > max(0, EP() - §) (R3.4)

Nuevamente para ejemplificar lo que sucederia de no ser asi, supongamos
que 5 = $30, con una tasa en el mercado r = 25% anual y que 7 = % Si
existe una opcidn de venta para ésta accidn con precio de ejercicio de $37.

En este caso la cota teorica para el valor de la opcidn esta dada por

I

EP(r) - § = 37(c™ %) — 30 = 2.65

Considerando que la opcion se vende por $2.00, gque esti por debajo de

st cota, se podria solicitar un préstamo por 332 durante seis meses, para
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comprar tanto la accién como la opcién de venta. Suponiendo que las tasas
activa y pasiva son iguales, se tendran que pagar 32¢-253 = 36.26. Si el precio
de la accion esta por debajo de $30 se ejerce la opcidn de venta obteniendo
una ganancia de 337 -3$36.26 = $0.79. Si el precio de la accidn estd por arriba
del precio de ejercicio, se compra la accion en el mercado ¥ se obtiene una
ganancia mayor, por ejemplo si el valor de la accion es de $39, la ganancia
es de $39 — $36.26 = $2.79.
Ademis del teorema 2.11 tenemos que

oS, m E)+ EP(r) =g(5, T E) + S

a ésta relacién se le conoce como la paridad "call-put”.

Para analizar el impacto del pago de dividendos en el valor de las op-
ciones hay que considerar, en primer lugar, que los pagos de éstos que se
efectuaran durante la vida de la opcién deben ser estimados. En Estados
Unidos por ejemplo, la mayoria de las transacciones que invelucran opciones
sobre acciones tienen un plazo de menos de ocho meses antes de su fecha
de vencimiento. Los dividendos pagaderos durante el periédo de vida de la
opcitn, en ese caso, pueden estimarse con una exactitud adecuada.

Para el anilisis de los precios de opciones sobre acciones con dividen-
dos, denotaremos DP(r) al valor presente de los dividendos que se pagarin
durante la vida de la opcién.

Consideraremos nuevamente dos portafolios. El partafolio J que consi-
dere una cantidad en efectivo igual a (D + E)P(r) y una opcidén de compra
curopea. El portafolio K con un titulo de la accidn con precie S.

En 7 ahos si S5 es el precio de la accion pnede ocurrir alguna de las

siguientes situaciones:
i) SiST<E<E+D=J=D+E>5+D=K
W) Sis >E=23=54+D=(D+E)+{(5-E£)=5"+D=K

entonces para evitar la dominancia de J sobre K su valor incial debe ser al
menos tan grande como el valor inicial de K. Lo anterior junto con el hecho

de que su valor es no negativo da comeo resultado gue
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(8,7 E) > mazfS — (D + E)P(7),0) (R3.5)

De manera aniloga, definiendo un portafolio L con una opcién de venta
europea y una accion con un precio S y M con una cantidad de efectivo igual
a (D + E)P(r), se obtendria que

) SiS*<E<E+D=L=E-S5+$+D=D+E=M
i) SiS>E=L=85+D>E+D=M

por lo que para evitar la dominancia del portafolio L sobre el M su valor
inicial debe ser cuando menos igual al de M, de donde,

9{S,7; E) 2 maz[0, (D + EYP(r) - 5] (R3.6)

El pago de dividendos hace crecer el valor de una opcién de compra e incre-
menta el valor de una opcidn de venta.

Para establecer una paridad "call-put”™ que contemple el pago de dividen-
dos de la accién, consideremos los portafolios J y L definidas anteriormente,

en 7 afos, si el precio de la accidn es 5*,
i)SisS"<E=3I=D+E=L
i) SIS >F=J=5"4+D=1L

de donde para evitar la dominancia de cualquier portafolio su valor inicial

debe ser, entonces

(S, EY+ (D4 E)YP(r)=g(S,7; E)+ 5.

Finaliente, en enanto a si se ejerceran antes de su fecha de vencimiento
las opciones de compara americanas, no se puede garantizar que no se ejer-
cerdn prematuramente. En ocasiones serd dptimo cjercerlas justo antes de la

fecha. de pago de dividendos, lo que al suceder depreciara et valor de la accidn.
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Considerando ahora una accién que paga un dividendo en forma conti-
nua, con una lasa g. En ese caso, con ésta tasa de dividendos, el precio de [a
accion al inicio del contrato es S y en la fecha de vencimiento es 5*, enton-
ces si no hubiera pago de dividendos, el contrato comenzaria con un precio
S5e~9" y al vencer el contrato seria §*. Con este argumento, vemos que la
distribucién de probabilidad para el precio de la accién seria equivalente en
las dos situaciones.

Esto significa que para valuar una opcidn eurcpea sobre una accidn que
page un dividendo continuamente, con una tasa g, se reduce el valor actual
de la accion a Se™?" y se valta la accién como si no pagara dividendos.

De donde podemos escribir R3.3 v R3.4 como *

cfS, 7 E) > maz(Se™V — Ee™7,0) (R3.7)

g(S,7; B) > maz(Ee™ - SV, 0) (R3.8)
De igual forma la paridad "eall-put”, puede escribirse como
(S, E)+ Ee™" = g{S, 1, E)+ Se™

Las cotas obtenidas en éste capitulo servirin mds adelante para determi-
nar el valor de un derivado a través de la ecuacién del Black-Scholes.

“Si r es la tasa libre de riesgo, EP{7) = Be™""



Capitulo 4

Precios Racionales de Opciones a
través del modelo Black-Scholes

Existen numerosas teorfas de precios de opciones que satisfacen las restriccio-
nes generales de una. teoria racional de opciones, planteadas en los capitutos
anteriores. Una de estas teorias fue desarrollada por Fischer Black y Myron
Scholes en 1973, quienes derivaron una ecuacién diferencial que debe satis-
facerse por los precios de cualquier derivado que dependan de una accién sin
dividendos. Parte de su atractivo consiste en que su resultado final es una
férmula que es funcién de variables "observables”.

Ademis de suponer que no hay pago de dividendos en acciones, supusic-
ron Lambién que el precio de ejercicio es fijo durante la vida del contrato, que
la tasa de interés r del mercado es fija ¥ conocida y que el las transacciones
en el mercado son continuas respecto al tiempo.

£l precio de una opcidn sobre una accion es funcién del precio de la accién
y del tiempo, también puede considerarse funcién de las variables estocdsticas
que subyacen al precio de la accidn y al tiempo.

Para obtener la expresiéon de la formula de Black-Scholes, primero es
necesario asociarle a el precio de la accién un proceso que describa su com-
portamiento aleatorio.

§4.1 Proceso de Wiener

El hecho de que el precio actual de una accién puede encerrar toda la in-

formacion contenida en los precios pasados de la misma, es la razdn por la

ol
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que se supone una propiedad Markoviana del precio de las acciones, de no
ser asi, un analista técnico del mercado podria tener rendimientos sobre cf
promedio analizando los precios pasados de las acciones.

Un proceso de Markov es un tipo de proceso estocdstico donde solamente
el valor actual es relevante para predecir su valor futuro. Un tipo particu-
lar de proceso estocdstico de Markov es el processo de Wiener o proceso
Browntano.

El comportamiento de una variable z, que sigue un proceso de Wiener,
puede analizatse a través de los cambios en su valor en intervalos pequeiios
de tiempo. Considerando un intervalo pequefio At y definiendo Az como un
cambio en z durante Af.

Para que z siga un proceso de Wiener Az debe cumplir las siguientes

propiedades bdsicas:
i) z{0)=0.

it) Az se relaciona con At por la ecuacidon Az = ¢/ At, donde ¢ es una
realizacién de una normal con media cero y varianza uno.

iii) Los valores de Az para cualesquiera dos intervalos de tiempo At son
independientes.

De la primera propiedad Az tiene una distribiucion normal con media
cero y varianza Af, esio es, proporcional a la longitud del intervalo. Esto
sugicre que intervalos mds grandes llevan a més Anctuaciones del proceso
en dicho intervalo. La segunda propiedad implica que Az sigie un proceso
Markoviano.

Ahora bien, consideremos ¢l incremento en el valor de z durante un pe-

riédo relativmente largo de tiempo que denotareinos 1. Este cambio puede

" escribirse como z{T) — z(0} ¥ priede verse como la suma de los incrementos

de z en N intervalos de longitud At. Entonces N = 37% ¥

N
2(T) - 2(0) = VAL

i=1
donde g, i =1, 2, ..., ¥ son realizaciones de una distribucion normal estandar.

Estos ¢; son independientes, por la segunda propiedad.
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Dado que la suma de variables aleatorias con distribucién normal tiene
una distribucién normal con media igual a la suma de medias y varianza
igual a la suma de varianzas, entonces la media de (T} — 2(0) es cero y su
varianza es NAt =T,

Al igual que en el cilculo ordinario, nos interesa el limite cuando los
cambios pequenios se acercan a cero, entonces podemos escribir la primera
propiedad como dz = ¢/dt.

Hasta aqui el proceso de Wiener planteado tiene deriva cero, lo que sig-
nifica que el valor esperado de z en cualquier momento futuro es igual a su
valor actual. Con una varianza igual a uno que significa que la varianza del
cambio de z en un intervalo largo de tiempo de longitud T esigual a T'. Este
proceso puede tomar valores negativos.

Un proceso de Wiener generalizado para una variable z puede definirse
en términos de Az como sigue:

dz = ad! + bdz

donde a y b son constantes.

Si consideramos solo la primera parte de la ecuacién podemos escribir
‘-fﬁ = ¢ o bien z = zy + at donde zo es el valor de z en el tiempo cero. En
un intervalo de longitud T el incremento en z estd dada por aT. El segundo
término bdz anade variabilidad al comportamiento de z, que es b veces un
proceso de Wiener.

En un intervalo At, Az, puede escribirse como
Az = aAt + heVAt.

donde ¢ es una realizacién de una variable aleatoria normal estindar. Az
tiene una distribucién normal con media eAt y varianza b?Af. ¥ en un
intervalo de tiempo T, anilogo al andlisis anterior, el cambio cn z tiene
distribucién normal con media aT y varianza §°T.

De ahi, un proceso de Wiener generalizado tiene deriva promedio por
mnidad de tiempo e y varianza por unidad de tiempo b2, a menudo referidas

como Ltasas.
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Ahora se quiere ver que el precio de una accién, en la que no existe pago
de dividendos, sigue un proceso de Wiener generalizado, esto cs, tiene una
tasa esperada de deriva constante y tasa de varianza constante,

Otro proceso estocdstico donde los pardmetros ¢ y b son funciones del
valor de una variable z en el tiempo ¢, es el proceso de Ité,

dz = e(z, t)dt + b(z,t)d=.

Si el precio de la accidén es S, su tasa de deriva esperada es pS con
una constante. Esto es, en un intervalo At, es incremento esperado en 5 es
pSAt. u es la tasa de rendimiento esperado sobre la accién, expresada en
forma decimal. Si la tasa de varianza es cero en cualquier momento,

dS = pSdt
o bien
% = pudt

de manera que § = Sye*?, donde Sp es el precio de la accién en el tiempo
cero. Lo anterior significa que en ausencia de variabilidad, ¢l precio de la
accidn crece continuamente con una tasa de interés compuesto j por unidad
de tiempo.

Sin embargo, en la prictica el precio de la accidn si presenta variabilidad.
Aunque se puede suponer que la varianza del porcentaje de rendimiento para
un intervale pequeno de tiempo At es el mismo sin importar el precio de la
accion, esto es la tasa de rendimiento es tan incierta para el inversionista sj
el precio de la accidn es $20 6 $50.

Definiendo o*como la tasa de varianza proporcional al cambio en el precio
de la accién. Esto significa que o?At es la varianza. del cambio proparcio-
nal en el precio de la accién en el tiempo At y a2S2At es la varianza del
cambio que se da en el precio de la accidn durante At . La tasa de varianza
instantdnea de S es entonces 6252, Esto sugiere que el precio de una accién
S puede representarse por un proceso de Ito, pues éste tiene tasas de deri-
va esperada instantineas 1S y tasa de varianza intantineas 0252, que son

funciones de 5 y ¢.

dS = uSdt + 05dz
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% = udt + odz

este Ultimo es el modelo de uso mds comiin para representar los cambios en
los precios de una accién. Las variables u y o, se conocen como tasa de ren-
dimiento esperada y volatilidad de los precios de la accién respectivamente.

$84.2 Lema de Itd

Para presentar el Lema de Ito, se plantea un argumento sencillo, haciendo
uso de conceptos basicos del cilculo, méis que a través de una demostracion
formal.

Considerando una funcidn, de una variable X, continua y diferenciable
G. 5i Az es un cambio pequefio en z y AG ¢l cambio en (' resultante, Este

cambio en (7 se puede aproximar por

dG
GNdA

(4.1)

involucrando un error de orden Az?. Si se requiere mayor precision se puede
utilizar la expansién en serie de Tylor para AG

G 142G, , 1%
AG =Tl t om0+ T

Para una funcién de & continua y diferenciable, que dependa de las va-
riables z y y, el resultado anilogo a 4.1 es

aG BG‘
G~ B_A z+ — ,)1 (’lz)

¥ la expansion en serie de Tylor para AG es:
aG a9G 19°G ., ., &G ] 182G

AG = 5ozt 3,8Vt b+ e 2097

Ay 4.
(4.3)

El limite cuando Az y Ay se acercan a cero de la expresién 4.3 da
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G,  dG
4G = 50z + 320y (4.4)

Cuando la funcién depende de una variable que sigue un proceso estocdsti-
co, se puede extender la ecuacién 4.4 para que contemple estas funciones. 5i
z es tal que sigue un proceso de It6:

dz = a(z,t)dt + b{z, t)dz (4.5}

Ahora G es una funcidn que depende de z y del tiempo t. Siguiendo 4.3
podemos escribir a G' como:

G ile 10°G, , &G 18*G
AG = B_zAz + _6‘;&: + Tiat Az 4 —azatﬂx/_\t+ 2002

La expresién 4.5 puede reducirse a una forma discreta, al mismo tiempo

A2+ ... (4.6)

que se eliminan los argumentos de a y b a:

Az = alt + bev/ AL (4.7}

A diferencia de la ecuacidn 4.3, donde al tomar los limites de argumentos,
los términos en Az? fueron eliminados por ser de segundo orden, de 4.6 no
podemos eliminarios. De la ecuacidn 4.7,

Az = lat+ ¢ (4.8)

donde 1 son términes de orden mayor que At , por lo que este término no
se puede ignorar.

Por otra parte, la varianza de una distribucidn normal estindar es uno,
de donde '

B() - [BOF = 1
E()-0=1
= E(F) = 1
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El valor esperado de ¢?At es por lo anterior At ¥ su varianza es de orden
At?. Por ello, e2At se convierte en una cantidad no estocistica e igual a
su valor esperado At cuando At tiende a cero. De donde el primer términe
de la ecuacidn 4.8 se convierte en una cantidad no estocistica e igual a b%dt
cuande At tiende a cero.

Tomando ¢l limite de la ecuacidn 4.6 cuando Az y At tienden a cero,
utilizando el resultado anterior

2
a6 =Ly 4+ %44 180G

2
3z T gt ot (4.9)

Substituyendo dz de la ccuacién 4.5 se obtiene

G 8G 19%G,, G
dG = (a—zﬁ-'!-ﬁ"- Qazzb )dt-{»g;;bdz

que es el Lema de Ito, donde G también sigue un proceso de [td cuya deriva

es de

8 9G 18,

TR T T

y la tasa de varianza es de
ac\"
oLy

Anteriormente vimos que se puede expresar el precio de una accién §

como
dS = pSdt + ¢5dz

con t y o constantes, del Lema de It6, la funcién G que sigue un proceso de

Itéde S ¥y tes

aG

\ 2
164 8¢ 190G 252)dt+ = oS5dz (4.10)

dd = (—u5+ -t

a5 3 ' 20527 75
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donde G y § estdn afectadas por la misma fuente de incertidumbre dz.

En el proceso que se ha asociado al precio de la accidn, el pardmetro
4 es el rendimiento esperado por un inversionista en un periodo corto de
tiempo. Este rendimiento estd asociado al riesgo que un inversionista debe
asumir para obtener mayores rendimientos, de alguna manera representa el
riesgo que el inversionista no puede diversificar. Entonces su valor depende
del riesgo, ademds de las tasas de interés. Cuanto mds altas sean las tasas de
interés en el mercado, mayor debe ser el rendimiento esperado sobre cualquier
accién. El parimetro o representa la volatilidad del precio de la accién.

A partir del Lema de It&, también se puede obtener el proceso que sigue
el InS, esto es definimos G = {nS, dada que §% = §; %‘E— =-FZy¥ =0,
de 4.10

2
dG = (p—%)dt+a’dz (4.11)

La ecuacién anterior indica que, dado que ¢ y ¢ son constantes, G sigue
un proceso de Wiener generalizado con media g — ”2—2 ¥ vatianza con tasa
constante o®. Esto significa, el cambio en G en el intervalo de longitud T —t¢
se distribuye normalmente con media 4 - ?(T - t) y varianza o?(T — t), si

en T el precio de la accién es §* entonces,

nS" —InS ~ qS[(;; - f;—) r,a’r] {4.12)

§4.3 La Ecuacién Diferencial de Black-Scholes

La ecuacidn diferencial de Black-Scholes es una ecuacion que deben satisfacer
los precios p de cualqiier derivado que dependa del precio de una accidn sin
dividendos. [sta ecuacién se obtiene considerande un portafolio libre de
riesgo al adoptar una posicidn respecto a la opcidn y otra respecto a la
accion, que puede establecerse pues el precio tanto de la accién comeo de la
opcién estdn expuestos al misma fuente de incertidumbre. Paraello se asume

que la negociacién de valores es continna y que la tasa de interés libre de
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riesgo r es la misma y es constante para cualquier vencimiento. También
se supondra gque no hay costos de operaciones ni impuestos y que todos los
valores son perfectamente divisibles.

Supongamos que p es el precio de una opcién de venta o de cualquier otro
valor derivado que depende de S, esto es, es una funcién de S y ¢,donde §
sigue un proceso de la forma

d5 = pSdt + 08dz,

entonces de la ecuacion 4.10

_{dr dp , 12%p o262 8 )
dp= (35 S+6t 59537 5 dt+aSanz (4.13)

Las ecuaciones anteriores se pueden discretizar como

AS =puSAt+ oS54z

ap 1P ap
Ap= (85,s+g” 2;;; o2 )At+5§USAz (4.14)

Como se ha visto en la seccidn anterior el proceso de Wiener que involucra
a §yapesel mismo, esto es, Az(= ¢+/AL) es el mismo en las dos ecuaciones
anteriores. Escogiendo nn portafolio adecuado, se puede eliminar el proceso
de Wiener. Este portafolio consiste en una posicién en corto rmpecto a un
derivado y una posicién en largo respecto a una cantidad de titulos 22 75 de la

accion. Si se define 11 como el valor del portafolio,

dp

{ )5 2 {4.15)

El cambio en ol valor del portafolio ATl en un intervalo de tiempo Af se

puede escribir como



Precios Racionales de Opciones a través del modelo Black-Scholes

Aﬂ_( )AS Ap (4.16)

En esta dltima ecuacién se pueden substituir la expresion 4.14 y la ex-

presion para el proceso de precio

= 9p 6? 18%p o242

AT _( )(pSAL+JSAz) ((35 S+ 2652 S At+aSoSAz
_ B 18P 5.,
__(E+2as2 S5° 1At (4.17)

Como la ccuacién anterior no involucra Az, Tl es un portafolio libre de
riesgo durante At y debe ganar instantineamente la misma tasa de rendi-
miento que cualquier otro valor libre de riesgo de la misma duracién, de otra
forma el portafolio podria convertirse en un valor dominade o dominante,
entonces si r es la tasa de interés libre de riesgo, se tiene que AIl = rIIA¢.

Substituyendo las expresiones para [T y All,

dp  18°p o152 @ _
(3t+2052 5% At = BSS plAt (4.18)

de donde

dp 3P 18°p 302
(‘J.SS n 285"’-05 (4.19)

L.a expresién 4.19 corresponde a la ccuacién diferencial de Black-Scholes.
Si bien, la ccnacidn tiene una infinidad de soluciones, que corresponden a
cualguier derivado sobre una accion sin pago de dividendos, la expresion
para un derivado en particidar se obtiene cunando la solucidn depende de las
condiciones de frontera terminales (v = 0). Esto significa que es aplicable

solamente a opciones de tipe eitropeo, aungue se ha visto en el Capitulo 2
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que la valuacion de una opcién europea es a menuds igual a la de una opcién
americana.

La férmula de precios de Black-Scholes se obtiene calculando el precio en
un ambiente libre de riesgo, es decir, donde la tasa de redimiento esperada

& es igual a r. Entonces InS* ~ ¢linS 4 [ r— 1,:—) r,o%r|.

Considerando una opcidn de compra europea,
¢S, 7; E) = e ""E[maz({S" - E, )] entonces,

oS, 7 Ey=¢e""" [m(S’ — E)g(5*)dS*

WAL

1 o? 2 .
¢ exp =g (InS' —[InS+({r- 7)?]) ds

Sea §® = €%, d5* = ¢”dz, entonces

2
e e® 1 { a?
. — 7 T _ - - — d
efS, 7 Ey=e [nE(e E)e”\/21r07rexp{ 5577\ ? [Ir:S+(r2)-r]) } %

2
= e—r?j;nE Q:ozrexp{_ 2a12'r (z—[lnS-i—{r - %2)1']) +z}dz
i 1 ! a? :
e 1 1 a? :

E —-rT b 1 l ! S+( 0’2}1_] : dz
€ /‘ng \/2‘”027_931) iy z—[In r-

SPz, > nE] - Ee”""Pzy > InF)]

i
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Donde z; ~ N([inS+ (r + E.;)‘r],aa'r) y 23~ N{[InS +(r - %)T],UzT),
entonces estandarizando las normales,
nE -[inS+(r+ 523-)1']]
air
InE—{InS+(r - ”—Qi)r]
air

¢(S, 7 E) = SP{z >

— Ee”"Plz >

]

por simetria de la normal
—InE % [InS + (r + 5)7]
oir ]
~InE 4 [In§ + (r — &)7]
air

e(8, 7 E) = SPlz <

- EeTPlz <

]

La solucidn para el precio de una opcion de compra europea de la ecuacion
diferencial es

c(S, 7 E) = Séld1) — Ee™""¢(d2)
donde
ln% +(r+ %az}r
d| =
oT?
dy =d, - ori

Dado que se ha supuesto que la accién no paga dividendos, como se ha
visto anteriormente, una opcion de compra americana no se cjercerd antes
de su vencimiento, por lo que el precio de ésta opcidn es ignal a la de su
equivalente europea, ¢(S,7; E) = C(5, 7 E).

Andlogamente, si se considera una opcion de venta eyropea, en un am-
biente libre de riesgo, su valor estd dado por g(5,7; E}) = ¢~ E[maz (0, £ —
5*)] que resulta

g(5, 1 B) = Ee7 " ¢(—dp) — Sé(—d,)
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Para el caso de una opcidn de venta americana, dado que no siempre se
ejerce hasta la fecha de vencimiento, no existe una férmula analitica cerrada.

Las formulas que se obtienen a partir del Black-Scholes involucran dni-
camente variables observables y es importante hacer énfasis en las variables
de las que no depende. El precio de una opcién no depende del rendimien-
to esperado sobre la accién, lo cual es importante pues no es una variable
directamente observable. No depende de las preferencias de riesgo del in-
versionista, aunque si depende de la tasa de interés y de la volatilidad del
precio de la accién, que por ser a menudo un nimero estable, puede estimarse
con exactitud a partir de datos histéricos sobre los precios de la accién o de

infarmacién sobre sus rendimientos.

§4.3.1 Estimacién de la Volatilidad

Los datos histdricos que se tienen de los precios de una accién son cominmen-
te observaciones en intervalos fijos de tiempo {diarios,semanales, mensuales).
Si se consideran intervalos de igual longitud 7 en el intervalo [0, T], donde
T es la fecha de vencimiento del contrato. Se observan n + 1 precios, §;, al
final del {-ésimo intervalo, t =0,1,...,n. Estoesnr =T

Para una primera estimacidén rdpida, cuando no se dispone de datos
histdricos inmediatamente accesibles, los rendimientos simples que tienen

distribucion lognormal, pueden usarse. Estos rendimientos estin dados per:

Ri(7)

Il
—_
‘.L
|
—

De la distribucién lognormal, se tiene que *

E(R:)
V(R) = [ - 1]

It

et — 1

Resolviendo para o? se obtiene

“Apendice A
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gt = %ln(l + %) {4.20}

Debido a que los rendimientos de inversiones obtenidos por la venta, a

inversionistas, de las acciones publicados se obtienen con base en rendimien-

tos simples 4.20 puede proporcionar una estimacién de ¢®. Ahora bien si

se tienen disponibles datos historicos, el problema se reduce a encontrar cf
estimador maximo verosimil de ¢%. Definiendo
S
ry = In(—
t (S'-l )
= 5; = Si_1e”
t=1,.,n.
En la seccién anterior hemos visto que inS* —inS ~ ¢ [(u - %) T, azr]

entonces ,

Srt

=1

It

Se™

1, 5

Il

Por lo que 7, que es la tasa de rendimiento compuesta continuamente, se

distribuye normalinente con media g — & y desviacién estandar j’;

Regresando a 5; = Si_yeniln), ri(7) es la tasa de rendimiento compuesto
continuamente en el i-ésimo intervalo. En donde la verosimilitud de las

ri{fr)si=1,2,...,nes

2
InL{(p— %—), ol = —gfn(mmzr) -

1
20%r

b 0_2
Do ralr) = (= )7}
i=1

tomande la derivada de {nL ¢ igualando a cero obtencmos los estimadores

0 - 2 . X
maximo verosimiles para (jt ~ %), gue denotaremos & v para o, a? que
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estan dados por

v

il

;}T- > orir) (4.21)
i=]

& ;11? Y (ri(r) - ér)? (4.22)

Si los datos histéricos se han registrado en tiempos irregulares, obser-
vando que el intervalo 7 es arbitrario, puede cambiarse a la mitad de las
observaciones, sin afectar la funcién de verosimilitud. Supongamos que las
primeras n, observaciones se registran anualmente y las siguientes n; obser-
vaciones se registran mensualmente. Si r = | representa un perfodo de un
afo, el estimador maximo verosimil de o2 para las n; + ny observaciones
estaria dado por

7= ) < P + 12 (ri1/12) - 7)Y
i=1 i=1
donde
- ]
(1) = o 2 ri(1)

#(1/12) = ;12- Y onil1/12)

La estimacion de o, sin embargo, debe hacerse tomando en cuenta que la
volatilidad del precio de una accidén cambia en el tiempo. Haciendo uso de
la distribucidn asintdtica de las varianzas de los estimadores, tenemos que

Si bien una mayvor cantidad de infarmacidn lleva a una mayor exactitud,
para estimar o?, para la estimacién de « serfa miés preciso utilizar intervalos

lo mas largo posible. Una regla que se sugiere es que se tenga informacion
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sobre el precio de una accién en un intervalo de tiempo igual al cual se quiere
predecir. Esto es, si se desea estimar la volatilidad del precio de una accién
en el proximo afo, se requiere informacién histérica de un afio. Aunque no
existe una regla general para manejar estas circunstancias, depende de la
situacidn particular y de los datos disponibles.

Lo anterior supone que la accidn no paga dividendos, en casu de haberlos
pordria modificarse el analisis definiendo el rendimiento u; en el que se paga
el dividendo como

Si+ D
" Sica

donde D es el monto del dividendo. En ocas iones, estos intervalos de tiempo

ri=1

son eliminados del andlisis. Esto se hace debido a que los impuestos influyen

sobre los rendimientos en el intervalo en que dichos dividendos son pagados.

§4.3.2 Opciones sobre Acciones con Dividendos

La férmula para precios de opciones de Black-Scholes, que representa una
manera relativamente ficil para calcular los precios de opciones, de ahi su
uso frecuente, se continua modificade para resolver las condiciones de las
opciones que se estén negociando.

En lo que se refiere a las opciones sobre acciones que pagan dividendos
continuamente con una tasa g, es posible analizar las opciones europeas de
manera a través de la ecuacion de Black-Scholes.

Nuevamente, definiendo p como el precio de un derivado sobre una accién
que paga dividendos continuamente, con una tasa ¢. Suponemos que el precio
de la accién sigue un proceso de Wiener generalizado. Entonces retomando

el portafolio de la seccién 4.3, tenemos que su valor al ticmpo At es

dp 10 ;.
=—| =+ ==0'8
All 2 + 26520 At

Al tiempo At ol capital del tenedor del portafolio gana un capital AT v

dividendos por

.dp

-
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Sea AD como el incremento en el capital del inversionista al tiempo At

2z
AD= (q o o _19 pa’sﬂ) At (4.23)

as ot 208°

y dado que ésta expresion no depende del proceso de Wiener, el portafolio
es instintaneamente libre de riesgo, entonces,

AD =rllAt

Substituyendo 4.15 y 4.23,

9 dp 18% ya0\A, . 0P
(qSﬁ - 5 - 28520 S Al = f'(%s - P)At (4.24}
de donde
_op ap 13%p 50
=g - ggStogm S (4.25)

Esta ecuacidn la deben satisfacer los precios de cualquier derivado y cal-
culando el precio de una opcién en un ambiente libre de riesgo, el rendimiento
total de la accién debe ser r ¥ los dividendos deben dar un rendimiento de
q, de donde la tasa de crecimiento esperada del precio de la accidn debe ser
r—¢. Para valuar un derivado sobre una accion que pague un dividendo con-
tinuo con una tasa ¢, el crecimiento esperado del rendimiento de la accidon s
r — ¢ v &l valor esperado de la opcidn debe descontarse con una tasa r.

Entonces considerando una opcidén de compra europea, ¢{S,7; E) ¥y una

opcidén de venta europea g(5, 7; F), en un ambiente libre de riesgo, se obtienen

oS, 7 B} = Se ¥ ¢(d)) — Ee™7" d(dy) (4.26)
g5, 7 E) = Ee”"T¢(—dy) — 5e7 p(—d1) (4.27)
donde

_ lné +(r—g+300)r

13
ar?

1
dy =) —o7?
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Si el dividendo no se paga de manera continua durante la vigencia del
contrato de opcidn, las férmulas anteriores siguen siendo vilidas, con ¢ el
promedio anualizado de los dividendos durante éste periodo.

§4.3.3 Un ejemplo cen Black-Scholes.

Para mostrar como e} precio de derivados obtenidos a partir de la férmula de
Black-Scholes cumple con las propidades discutidas en los capitulos previos,
se analizardn una serie de precios de ADR’s {American Depositary Reciepts)
para acciones de Telmex y Tribasa. Los ADR’s son certificades negociables
registrados, emitidos en los EEUU y custodiados por una dupla compuesta
por un bance estadounidense y una institucién financiera extranjera, en este
caso mexicana, que hacen constar que un nvimero especifico de acciones ex-
tranjeras se han depositado en una sucursal extranjera (o en otra institucidn
financiera). Las acciones de Telmex y Tribasa se cotizan en el mercado de
Nueva York, NYSE {New York Stock Exchange).

Se considerard a la 1asa libre de riesgo como la tasa LIBOR (London
Interbank Offered Rate), que setia la tasa preferencial (la tasa que un banco
carga a la mayoria de sus clientes més solventes) o la Lasa en certificados de
deposito.

Fl periodo de anilisis es de un afio, a partir del 24 de agosto de 1997
hasta el 24 de agosto de 1998, observando Jos datos diarios. Los datos se
muestran en la grifica 4.1

A partir de la estinacién considerada en la seccion 4.3.1 para la volatili-
dad con n = 260 y 7 = | y caleulando la tasa instantinea libre de riesgo en

el periodo de anilisis como

260
s=in|[JO0+ r;)}

=1
donde r; es la tasa Libor cfectiva. diaria para el i-&simo dia, Se obtienen los

siguientes resultados:

Tasa libre de riesgo § 1.84166%
Volatilidad CTetmes | 3.23049%
TPribasa | 34156 16G%
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Grafica 4.1:

A

AGANEC N

f
it

A

Predo

W

W A\‘“\T—i\b\

Ao

Con los resultados anteriores se calcularon los precios para opciones de com-

pra y venta europeas, considerando las acciones sin dividendos, para inter-

valos de tiempo de 30, 60 y 90 dias. Los resultados, en délares, se muestran

en la siguientes tablas:

Telmex ADR. Opciones de Compra

Precio Actual (24/09/98) | Precio de ejercicio | 30 dias | 60 dias | 90 dias
45.125 45.125 0.205 0.313 0.405

45.50 0.058 | 0.139 | 0.216

46.00 0.005 0.032 0.073
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Telmex ADR. Opciones de Venta

Precio Actual (24/09/98) | Precio de ejercicio | 30 dias | 60 dias | 90 dias
45.125 45.125 0.135 G.174 0.198
45.50 0.363 0.374 0.382
46.00 0.809 | 0.766 | 0.737
Tribasa ADR. Opciones de Compra
Precio Actual (24/09/98) | Precio de ejercicio | 30 dias | 60 dias | 90 dias
14.00 14.00 0.067 | 0.102 | 0.132
14.25 0.003 0.015 0.032
14.50 0 0.001 ¢.004
Tribasa ADR. Opciones de Venta
Precio Actual (24/09/98) | Precio de ejercicio | 30 dias | 60 dias | 90 dias
14.00 14.00 0.046 (¢.059 0.068
14.25 0.231 0.222 0.216
14.50 0.478 0.456 0.437

Con los datos anteriores, podemos verificar algunas de las desigualdades

planteadas en los anteriormente. Por ejemplo, para las opciones de compra

enuropeas sobre Telmex, con By < E;:

¢(45.125, 45.125; 30/360) < c(45.125, 45.5; 30/360)
(45.125,45.125;30/360) < §
(45.125,45.125;30/360) > maz[0,45.125 — 45,125~ (#001841))
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que se cumplen pues:

(.205 < 0.058
0.205 < 45.125
0.205 > mez[0, 0.0692013]

Para el caso de las opciones de venta europeas sobre Tribasa, se puede
verificar si:

(14, 14;90/360) < 14¢~{55001841)

g{14, 14;90/360) > 14e~{F5001841) _ ¢

g(14,14;90/360) = 14e- (3001841 _ ¢ | (14, 14; 90/350)
lo cual se cumple,

0.068 < 13.9356898
0.068 > —0.06431024
0.068 ~ 0.06768976

Finalmente, se desea corroborar los supustes distribucionales que se han
hecho sobre el comportamiento de los logrendimientos de las acciones. En
primer lugar se verifica la normalidad mediante grificas normales, es decir, se
grafican los cuantiles esperaclos de una normal estindar contra los cuantiles
observados. La independencia de éstos se prueba a través de la funcién de
Autocorrelacién, que es una prueba sensitiva. 5i esta funcién no tiene algin
patrén o tendencia v no sale de las bandas, entonces no hay correlacién y
por ser normales, son independientes.

Como se puede observar en las grificas 4.2a v 4.2b los logrendimientos de
las acciones tanto de Telmex como de Tribasa no tienen un comportamiento
normal, sin embargo, en la prictica se hace uso de! modelo Black-Sholes asin
en este caso.

De las funciones de antocorrelacién, parece que la independencia, en caso
de normalidad, no parece algo que este lejos de sostenerse para los logrendi-
mientos. Sin embargo, no se tiene la normalidad. Aunqgue en la prictica a
menndo no se prireban los supuestos, simplemente se hace uso de los moselos

para obiener los precios,



62

Precios Racionales de Opciones a través del inodelo Black-Scholes

Grifica 4.2a;

Grafico normal de Telmex

1M
’
1
50
Iy
2 e
ﬁ s’
B I
¢
- 7
8
& om
200 2 s 5 100
Prob, abservada
Grafica 4.2b:

Grafico Normal Tribasa

Prob esparaca




§4.3 La Ecuacién Diferencial de Black-Scholes

G3

Grafica 4.3a:

Logrendimientos de Telmex
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Conclusiones

Se ha visto que los precios racionales de opeiones tienen cotas y propiedades
basadas en supuestos gue pueden considerarse generales, La gran variedad
de productos derivados que existen o son creados para satisfacer nuevas de-
mandas tran consigo la necesidad de adaptar los modelos que existen para
asignar precios o bien desarrollar otros. Se ha visto en el caso del modelo
Black-Sholes que no es posible resolver el problema de asignar precio a todos
los tipos de opciones que se han analizado. Por otra parte es también claro
que existen factores que no se consideran en dichos modelos como dividendos,
riesgos cambiarios, devaluaciones, etcétera,

Por otra parte también se puede estar interesado en probar nuevas formas
de describir al precio de una accién mediante algin otro modelo o proceso
estocdstico diferente, ello podria modificar los modelos para fijar precios de
opciones.

s entonces interesante pensar que se tiene un marco tedrico para probar
un modelo gne pretenda asignar precios a los derivados. Ademds de propie-
dades de precios de opciones comeo funciones del precio de gjercicio, propiedes
sohre rendiminentos bajo algunas suposiciones distribucionales, por ejemplo.
Todo ello puede ayndar a analizar un nitevo resultado o resolver un problema

para un derivade eh una circunstancia particular.
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Apéndice A

5i X es una variable aleatoria con distribucion Normal con media p y varianza

a? sea ¥ = e, entonces, X = InY y gﬁ= ef=Y
_ fxlg~"y))
) =1 o)
= ;fx(m(y);#, a?)

= 2 —senpl= g linty) - )"}

Entonces su esperanza esta dada por:

<1 1
Bly) = [ —oserp(=ggatint) - oy

Sea u = In{y), entonces, dy = e*du, de donde,

B = [ —erpt- gl w))eon
1 p]
= ‘/_m —27_0 exp{— 7 2(u—;t) +udu

= [ zl z {——[u = (-] - 20 — o*}du
- 7a

e o [

ll+ a2

p{— [ﬂ — (-}

=
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De igual forma,

E(y%) = /: : J%ezp{—ﬁ(fn(y)—u)g}b‘y
B6?) = [ —gean(- gpz(u )*}e0n

-0

Nt | 1
= f WEIP{—?(“ - ,Ll)z + 211}3“

-0
o0 1 l B
= - - _ 2 2112 9 9 ] 3
[ et gt s+ 28 4 20 2"}00
o 1 1 ;
ot 2 — —— —_ y 2 2
=exp{2u+2c }j:m 2W62e.’1:p{ 202[u (1 4+ 20%))"}0u
= plutie?

Entonces la varianza de y estd dada por:

V(y) = E(y’) - [E())*
— 82|A+2U7 _ ¢32;.(+v.1"‘T

-1]

2 7
— e?u+0 {ea
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