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Biomecanica del brazo humano: una descripeién matematica de su movimiento

LISTA DE SIMBOLOS

OPERACIONES

a-b Producto escalar entre los vectoresayb

a®b Producto vectorial entre los vectoresayb

lal Norma del vector a, donde [lafl = ja.* +a,® +a_’

ESCALARES

6 Variable articular i-ésima, donde =1,2,3,4,56,7

P Parametro angular denominado “dngulo de inclinacion del
brazo”

ly Distancia entre el hombro (H} y el codo (C)

P Distancia entre el codo {C) y la muieca (M)

Iy Distancia entre la mufieca {M} y el punto de agarre MAN

ri Elemento i de la maltriz de rotacién *Ry.

VECTORES

*H Vector de posicion del punto H referido a la base a

’c Vector de posicion del punto C referido a la base a

™M Vector de posicion del punto M referido a la base a

*MAN Vector de posicion del punto MAN referido a la base a

‘cc Vector de posicion del punto CC referido a la base a

PUNTOS

H Punto ubicado en el hombro del brazo humano

c Punto ubicado en et codo del brazo humano

M Punto ubicado en la mufieca del brazo humano

MAN Punto ubicado en lugar donde se cierran los dedos
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Biomecénica del brazo humano: una descripcidén matematica de su movimiento 2

cC

LINEAS
HC
cMm
HM
BASES
{0}
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}
{7}

{8} 6 {MAN}

Punto localizado por la interseccién entre la linea definida
por los puntos H y M, y la perpendicular a ésta que pasa por
el punto C

Linea definida entre los puntos Hy C
Linea definida entre los puntos C y M
Linea definida entre los puntos Hy M

Base inercial fija que representa el sistema universal de
referencia, el cual se ubica en el punto H. Sus elementos
son {Xo,Y 0,20}

Base movil ubicada en el punto H. Sus elementos

son {X1,Y1.Z4}

Base movil ubicada en ef punto H. Sus elementos

son {X,,Y;Z;}

Base movil ubicada en el punto C. Sus elementos

son {X3,Y3,Z3}

Base mdvil ubicada en e! punto C. Sus elementos

son {Xs,Ys.24}

Base movil ubicada en el punto M. Sus elementos

son {Xs,Ys,Zs}

Base movil ubicada en el punte M. Sus etementos

son {Xs,Ys,Z6}

Base mévil ubicada en el punto M. Sus elementos

son {X7,Y;,2;}

Base movil ubicada en el punto MAN. Sus elementos
son {Xa,Yg,Zg} O bien {Xman, Yman, Zman}
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Biomecanica del brazo humang: una descripcidén matematica de su movimiento 3

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

C;, Co, Funcion trigonométrica Cos 8;

S, 5§ Funcién trigonométrica Sen 0;

tan™ (arg,farg;) Funcidn arco tangente de 2 argumentos arg, y arg;

cos'(arg) Funcidn arco coseno de! argumento arg

MATRICES

T Matriz de transformacion homogénea que define a relacion
de la base brespectode a

Ry Matriz de rotacion que describe la orientacion del sistema de

referencia b con respecto al sistema a.
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Biomecanica del brazo humano: una descripcion matematica de su movimrento 4

OBJETIVOS

o Establecer y validar un modelo matematico de! movimiento del brazo
humano.

o Efectuar una simulaciéon por computadora del movimienio del brazo
humano empleando la modelacién desarrollada.

DEFINICION DEL PROBLEMA

El brazoe humano esta constituido por tres articulaciones, dos de las
cuales son esféricas. La primera ubicada en el hombro y la segunda ubicada
en la mufieca. La articulacion perteneciente al codo puede considerarse
como una rotacional pura. Estas tres articulaciones le dan al brazo una
enorme movilidad permitiendo 1a orientacion y posicionamiento de su érgano
terminal, la mano. Esta orientacion y posicionamiento exigen seis grados de
fibertad (GDL). Pero ademas el brazo humano es capaz de cambiar su
configuracién sin cambiar la orientacion y/o posicién de la mano u objeto que
sostenga, agregando entonces lo que llamamos redundancia cinematica.
Esto significa que el segmento hombro-codo y codo-mufieca puede girar en
el espacio (plano de inclinacion del brazo), adicionando un grado de libertad.
Asi pues, tenemos un total de siele grados de libertad para el brazo humano
que corresponden a siete angulos o variables articulares, desde 6, hasta ;.

David Bazaine ZeafTesis de licenciatura



Biomecanica del brazo humano: una descripcion malernatica de su movimiento 4

OBJETIVOS

+ Establecer y validar un modelo matematico del movimiento del brazo
humano.

o Efectuar una simulacién por computadora del movimiento del brazo
humano empleando {a modetacion desarrollada.

DEFINICION DEL PROBLEMA

El braze humano esta constituido por tres articulaciones, dos de las
cuales son esféricas. La primera ubicada en el hombro y la segunda ubicada
en la mufeca. La articulacion perteneciente al codo puede considerarse
como una rotacional pura. Estas tres articulaciones le dan al brazo una
enorme movilidad permitiendo la orientacion y posicionamiento de su érgano
terminal, la mano. Esta orientacidon y posicionamienic exigen seis grados de
libertad (GDL). Pero ademas el brazo humano es capaz de cambiar su
configuracién sin cambiar fa orientacién y/o posicidn de la mano u objeto que
sostenga, agregando entonces lo que llamamos redundancia cinematica.
Esto significa que el segmento hombro-codo y codo-mudeca puede girar en
el espacio (plano de inclinacién del brazo), adicionando un grado de libertad.
Asi pues, tenemos un tota! de siete grados de libertad para el brazo humano
que corresponden a siete angulos o variables articulares, desde 6, hasta 6.
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Biomecanica del brazo humano una descripcién matematica de su movimiento 5

Este trabajo contempla determinar dos reglas de correspondencia F

y G tales que :
X=FO) y 0=6(X) OeR’ y Xew
donde © es el espacio articular y
X es el espacio operacional.

Una vez alcanzada la modelacion estad serd sometida a simulacién
para obtener el comportamiento del movimiento de, principalmente, las dos
articulacicnes esféricas, indicando claramente sus limitaciones.

JUSTIFICACION

“En el campo de la robotica, |las bases para controlar
estructuras con mas de sefs grados de liberfad han sido intensamente
estudiadas por mas de dos décadas. La mayoria de los robots industriales
tienen un disefo simple de manera que la formulacibn matematica
necesitada para controlar su trayectoria sea simple. Existen varios
problermas asociados con la manipulacion de estructuras articuladas, pero la
mayoria de estos problemas son concernientes a la formulacion y resolucion
de ecuaciones para controlar manipuladores. Manipuladores teniendo mas 6
grados de libertad son dificiles de formular. Aun si fa formulacion fuera
posible, podria ser susceplible a errores e ineficiencias de manera que su
control real no podria ser alcanzadof...]"'

" the freld of roboties. the basis for controfling hughly artculated struciures with more than 6 DOF
has been heavily researched for more than tvo decades Most indusirial robots have a sinple design so
that the mathematical formdanion needed to control thew trajectory 15 simple  There are various
problems ussociated with mamipnlanng artcilated siructures but most of these problems are concerned
wath formulating and solving equanions for controlting mampulators Mampulators having DOF lugher
than six are difficrdi 1o formulate, Even of the formulation 1s possible, 1 coutd be susceptible 1o errors
and wefficrencies, such that real-time conrol cannot be achievedf  J°
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Biomecanica del brazo humano: una descripcion matematica de su movimiento 6

[Kwan W. Chin, Closed-form and generalized solutions for animating the
human articufated estructure, 1996]

“[...Jun sistema robédtico deberia tener dos ¢ mas brazos, en
lugar de uno:; tres 0 mas dedos, en lugar de una simple pinza; y siele o méas
grados de libertad para cada brazo, en lugar de seis 0 menos. Formulacion y
controt adecuados de este alto grado de libertad es requerido si se quiere
que el sistema satisfaga una meta dada.”

[Yoshihiko Nakamura, Advanced Robolics, redundancy and optimization,
Addison-Wesley Publishing, 1991]

Podemos notar de parrafos como los mostrados anteriormente la
necesidad de tener sistemas roboticos con mas de seis grados de libertad.
También se destaca la necesidad y dificultad de crear una formulacion
adecuada para el control de manipuladores con alto grado de GDL's, es
decir la de crear un modelo matematico del cual su control aplicado sea
eficiente y nos permita conocer claramente sus limitaciones.

Siendo pues el brazo humano el equivalente a un manipulador con 7
GDL’s de tipo antropomorfico, surge la necesidad de reatizar el estudio
biomecanico de este, de tal manera gue logremos crear un modelo
matematico de su movimiento y limitaciones.

ESTABLECIMIENTO DE HIPOTESIS

La articulacion esférica estd compuesta por tres articulaciones
rotacionales cuyos ejes coinciden en un punto. Entonces el movimiento de ia
articulacién esférica depende del movimiento de las tres articulaciones

: .

[ Ja robot system should have nwo or more arms. rather than one. three or more fingers. rather
than « siunple jenv-type gripper, and seven or more DOF for each arm, rather than six or less
Consistent management of this hugh degree of freedom s required if the sysiem 15 10 sunsfy u given
goal

David Bazaine Zea/Tesis de licenciatura
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adecuada para el control de manipuladores con alto grado de GDL's, es’
decir la de crear un modelo matematico del cual su control aplicado sea
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Biomecanica del brazo humano: una descripciébn matematica de su movimiento 7

rotacionales equivalentes. Pero estas a su vez tienen una manera clara y
precisa de evolucidon para que la esférica produzca, por ejemplo, una
rotacion del plano de inclinacién del brazo humano, ;Cual es esta
evolucion? Matematicamente, como es ¢, G = Qi + 8V + Bw ?

Como ya se menciond anteriormente, el brazo humano tiene dos
articulaciones  esféricas, ¢Qué relacién existe entre estas?

iOy, =8u+8O+6W =8, =6i+G9+GWw?

£ Qué pasa entonces con la articulacién rotacional correspondiente
al codo 6,? ;Tiene acaso influencia la orientacion del pardmetro de
inclinacion def brazo sobre ésta?

iQué limitaciones tiene el modelo matematico a obtener,
especialmente si existe dependencia entre variables articulares?

La suposicion es enftonces gue se puede obtener un modelo
matematico que describa adecuadamente e movimiento del brazo,
atendiendo apropiadamente las preguntas anteriores.

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

La metodologia empleada, competente a este trabajo puede reunirse de la
siguiente forma:

a} Definir y analizar el problema

b) Resumir todas las hipdtesis fundamentales

¢) Buscar soluciones posibles

d) Justificar las mejores ideas de solucion posibles
e) Simulacion

f) Obtener resultados y evaluarlos

g) Concluir

David Bazaine Zea/Tesis de licenciatura
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rotacionales equivalentes. Pero estas a su vez fienen una manera clara y
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Oy, =Qu+8v+8w =46, =0u+6v+Gw?

¢ Qué pasa entonces con la articulacion rotacional correspondiente
al codo 6,7 ;Tiene acaso influencia la orientacion del pardametro de
inclinacion del brazo sobre ésta?

;Qué limitaciones tiene el modelo matematico a obtener,
especialmente si existe dependencia entre variables articulares?

La suposicidon es entonces que se puede obtener un modelo
matematico que describa adecuadamente el movimiento del brazo,
atendiendo apropiadamente las preguntas anteriores.

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

La metodologia empleada, competente a este trabajo puede reunirse de la
siguiente forma:

a) Definir y analizar el problema

b) Resumir todas las hipbtesis fundamentales

¢) Buscar soluciones posibles

d) Justificar las mejores ideas de solucion posibles
&) Simulacion

f) Obtener resultados y evaluarlos

g) Concluir
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“La naturaleza es domninada
por el brazo hwnano...
¥. al convertirse en récnica,

la naturaleza entera sirve al hombre”

Leopoldo Zea
filosofo

David Bazaine ZeafTesis de hicenciatura



Introduccidn 9

Carituro Uno

INTRODUCCION

EL BRAZO humano representa uno de los sistemas mecanicos mejor
capacitados para desarrollar una innumerable cantidad de tareas y
trabajos. Este ha permitido efectuar cambios fisicos en la paturaleza como
ningun otro. Con la ayuda de su inteligencia y por medic de su brazo, el
hombre ha transformado el mundo en que vivimos de una manera jamas
antes alcanzada simplemente por una capacidad que diferencia al hombre
de los demas seres vivos: la posibiidad de crear herramientas para
propositos especificos. El brazo humano esta constituido por una cadena
cinematica sumamente flexible y por un miembro prensil extremadamente
adaptable que lo sostienen como la herramienta mas poderosa que hemos
conocido.

El brazo humano es un sistema cinematico que cuenta con siete
grados de libertad:> tres en el hombro, uno en el codo y finalmente otros
tres en la mufieca. Este es un sistema con redundancia cinematica ya que
puede cambiar su estructura o configuracién interna sin cambiar ni la
posicién ni la orientacién de su érgano terminal u objeto que sostiene. Esto
quiere decir que mientras mantenemos fijos el hombro y la mureca,
podemos cambiar alin la posicidn del codo. Esta redundancia puede ser
utilizada para evitar obstaculos presentes y limites en las articulaciones y, en
un robot, ademas permitiria evitar singularidades como también minimizar el

David Bazaine ZeafTesis de licenciatura



Introduccién 10

consumo de energia. Es importante mencionar que, en este trabajo, al
hablar del andlisis del brazo humano estamos omitiendo el andlisis de los
movimientos de los dedos. Solo se estudiaran los movimientos efectuados
desde el hombro hasta la mufeca, junto con la orientacion de ésta. El
analizar el movimientc de los dedos implicaria el estudio de
aproximadamente 45 GDL*, lo cual estaria completamente fuera del alcance
de este trabajo y ademas seria sumamente complejo, atn para estudios
muy avanzados en la materia de robdtica.

Tal vez una de las definiciones mas aceptadas en cuanto a que es la
biomecanica seria “...la ciencia que analiza las fuerzas y movimientos
actuantes sobre y dentro de una estructura biologica y los efectos
producidos por dichas fuerzas y movimientos”.® Por tanto, esta definicion
implica el entendimiento de tres areas i} estructuras biolégicas, i) analisis
mecanice, y i) comprension del movimiento. Es mediante esta disciplina, [a
biomecanica, que podemos lograr nuestre estudio sobre el funcionamiento
del movimiento del brazo humano correlacionado al andlisis de los sistemas
o estructuras robdticas. Esta es la razon por la cual primeramente se
estudiara la fisiologia del brazo humano, sus tipos de articulaciones y
musculos que animan dichas articulaciones para después hacer un estudio
matematico en base a métodos de analisis para estructuras roboticas.
Estaremos entonces realizando una investigacion sobre una estructura de
tipo antropomodrfica, significando esto un manipulador de siete grados de
livertad con tres articulaciones intersectadas en el hombro, fres
intersectadas en la mufieca y una articutacién en el codo. Este nombre es
dado asi, por la semejanza con el brazo humano.

La mayor parte de los libros sobre robdtica investigan estructuras
con seis GDL o menos. Y en el mejor de los casos son manipuladores cuasi-
antropomoriicos. Esto es debido a la complejidad matematica que implica el

* El namero de grados de libertad es ¢l nimere de variables independsentes de posicion que deben de ser
especificadas para localizar todas las partes de un robot
* John J Craig, fntroduction to robotics, mechanics and control, Addisonr-Wesley Publishing, 1986

* the science that exammes forces and movements acting upon and witlun a biological strucrure and
the effects produced by such forces and movemenis ™, Hay, 1973, p x1
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Introduccién 11

simple hecho de aumentar de 6 a 7 GDL. El nimero y extension de las
ecuaciones involucradas se incrementa de manera considerable y, la
existencia de muitiples soluciones y puntos singulares desaniman el estudio
de este tipo de estructuras. Pero, como ya se menciond anteriormente,
siendo e! brazo humano una herramienta tan perfectamente creada vale
bien la pena hacer un esfuerzo por tratar de plasmar su compoertamiento y
funcionamiento en modelos que nos permitan hacer uso sus capacidades
para crear nuestras propias “copias” de estos brazos humanos.

Este trabajo se divide basicamente en tres partes constitutivas; una
investigacién documental sobre la fisiologia del brazo humano, una
modelacién matematica y finalmente la simulaciéon por computadora del
modelo obtenido.

El capitulo 2 expondra las estructuras fisiologicas que conforman el
brazo humano. Sus huesos, articulaciones y misculos seran estudiados en
este capitulo con detalie, a fin de que el lector pueda comprender su funcion
dentro del complejo sistema de movimiento del brazo humano.

Ei capilulo 3 se adentrard en el analisis matematico de una
estructura antropomorfica, utilizando las herramientas proporcienadas para
el estudio de sistemas robdticos. Los dos principales métodos que son
utilizados extensamenle en robdtica para controlar estructuras articutadas
son la cinemética y la dindmica. La cinematica es la ciencia que estudia el
movimiento sin importarle las fuerzas que lo afectan. Su Unica preocupacion
es la posicidn, velocidad y aceleracion relativa al liempo. La cinematica
aplicada en la robotica esta separada en cinematica directa e inversa
(modelacion en el espacio operacional y modelacion en el espacio articular).
En la directa, los angulos para cada articulacion son conocidos y la posicion
y orientacion del organo terminal son calculados. En la inversa, la posicion y
orientacion del organo terminal son conocidos y los angulos de cada
articulacion son determinados. Por otro lado, la dindamica trata con fuerzas,
momentos de inercia y masas de cada segmento. También puede ser
separada en dinamica directa e inversa. La definicién es similar a la de la

David Bazaine Zea/Tesis de licenciatura



Introduccion 12

cinematica pero las variables tratan con fuerzas, masas y momentos de
inercia para cada articulacion. Para este trabajo no se utilizara ja dinamica,
quedando sélo el estudio de cinemdtica del movimiento. Dentro de este
mismo capitulo, ya habiendo obtenido el modelo matematico, se expondrén
cuales son las limitaciones o restricciones a aplicar para nuestro modelo a
manera de poder evitar posiciones o valores que expulsen datos erroneos y
tratar de visualizar que posiciones son éstas.

El capitulo 4 se adentra en la aplicacion del modelo matematico
utifizando una simulacion por computadora en algun lenguaje de
programacion que nos permita verificar lo obtenido. Aqui se tratara de crear
un sistema interactivo con el cual podamos modificar valores
constantemente y observar los resultados tanto numéricamente como
graficamente. En este capitulo se tomard especial importancia a las
limitaciones matematicas obtenidas del capitulo anterior.

_ Y finalmente, en la ultima seccién, se obtendran los resultados y
conclusiones analizando tanto individual como globalmente el movimiento de
las siete variables articulares obtenidas para el brazo.

David Bazaine ZeafTesis de licenciatura
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Carituro Dos

INVESTIGACION DOCUMENTAL

2.1 FISIOLOGIA DEL BRAZO HUMANO

A HABILIDAD de realizar tareas en el ser humano estad basada en la
estructura del cuerpo (el esqueleto), los musculos que hacen mover este
esqueleto, el sistema nervioso, y las caracteristicas fisioldgicas que
controlan el metabolismo. Es necesario comprender e! funcionamiento de
este complejo sistema mévil humano, mediante una division de estas partes
conjuntivas. Este capitulo tratara de adentrarse en las partes que forman el
brazo humano, para poder comprender el funcionamiento de cada una de
ellas y su aportacién en el movimiento global de este. Esto es, analizar los
huesos, articulaciones y musculos constitutivos del brazo, dejando a un lado
el estudio detallado del sistema nervioso y los procesos quimicos
involucrados en la creacion de energia destinada al movimiento.
Primeramente tenemos la estructura del cuerpo, los huesos. El tipo
de huesos que a nosotros nos interesan son los llamados huesos
esqueléticos, que conciemen principalmente la ejecucion de actividades
fisicas. Este tipo de huesos estan conectados en junturas, Hamadas
articulaciones. Las articulaciones de nuestro interés son las sinoviales, las
cuales incluyen articulaciones de tipo bisagra, de pivote, etc. Los huesos del
cuerpo se mantienen juntos mediante ligamentos en sus articulaciones. Los
musculos esqueléticos (los que dan el movimiento a los huesos), se forman
por paquetes de fibras que tienen la propiedad de contraerse; las fibras

Biomecanica del brazo humano: una descripcion matematica de su movimiento
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musculares convierten la energia quimica en trabajo mecanico. El final de
las fibras musculares forman tendones que se conectan a los musculos
esqueléticos en tal manera que cuando los masculos son “activados”, estos
aplican palancas mecanicas al igual que los cables en una grua. Las fibras
individuales pueden contraerse aproximadamente a la mitad de su longitud
al recibir la sefal nerviosa. Cada fibra se contrae con cierta fuerza, y la
fuerza aplicada por e musculo entero es la suma de la fuerza de estas fibras
individuales. Un musculo produce su maxima fuerza al inicio de la
contraccion {en su longitud mas relajada). y mientras el musculo se hace
mas corto, la fuerza se reduce.

En los siguientes subcapitulos se dara una descripcion mas amplia
de los elementos constitulivos del brazo humano.

Biomecanica del brazo humano: una descripcion matematica de su movimento



Investigacién documental

15

2.1.1 Tipos de huesos constitutivos

Generalidades

LOS HUESQS son rigidos y elasticos
resistiendo fuerzas tanto de tension
como de compresidon con la misma
eficacia, y soportando cargas estaticas y
dinamicas de hasta muchas veces el
peso def cuerpo. La naturaleza
obviamente mecéanica del esqueleto ha
determinado que se hagan muchos
intentos para interpretar la arquitectura
externa e interna del hueso desde un
punto de vista mecanico. Los huesos
tienen una admirable construccion que
combina resistencia, elasticidad y poco
peso, propiedades que se pueden
modificar bajo diversas condiciones
mecanicas.

En el esqueleto del cuerpo
humano existen 206 huesos; pero este
niimero puede variar ligeramente, ya que
hay varios huesos pequefios que unas
personas poseen y otras no.°

Observando la forma general del
esqueleto humano (fig. 2-1), podemos
notar que esta formado por el llamado
esqueleto axial, donde se encuentran el
craneo, en la parte superior, la columna

Antehrize en
supizaciun

Fig. 2-1. Esqueleto humano

& Chihiro Yokochs, Aifas fotogrdfico de anatomia del cuerpo humano, México, MeGraw-Hili, 1991, p 6
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vertebra) y las costillas, en la parte central, y a pelvis, en la parte inferior. De
este esqueleto axial, salen unas prolongaciones llamadas esqueleto
apendicular, que comprenden las extremidades superiores y las
extremidades inferiores (brazos y piernas).

Segun su forma podemos clasificar los huesos en: largos, cortos,
planos e iregulares (fig. 2-2). A continuacion se da una breve descripcion de
cada una de estas clasificaciones.

Huesos largos. Son aquellos en que la longitud predomina sobre la anchura
y el grosor. Entre ellos se encuentran la clavicula, humero, cubito y radio en
el miembro superior, y fémur, tibia y peroné en el inferior. También se
incluyen los metacarpianos, los metatarsianos y las falanges, que son
pequefos huesos que tenemos en manos y pies. Cada hueso largo presenta
un cuerpo y dos extremidades, que por lo general son articulares. E! cuerpo
recibe el nombre técnico de diafisis, y las extremidades, que suelen ser mas
voluminosas, €l de epifisis.

HUESO
LARGO

FEMUR

HUESO
SESAMOIDEO
AOTULA

HUESOS
COATOS

A

HUESOS
DE LA MUNECA

HUESO
IRREGULAR

4

VERTEBRA

OMOPLATO

Fig. 2-2. Algunos ejemplos de 10s tipos de huesos del cuerpo humano

Biomecanica del brazo humano: una descripcidn matematica de su movimiento
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Huesos cortos. Son aquellos en que las fres
dimensiones son aproximadamente iguales. Suele
haber varios juntos para que su resistencia sea
mayor, como es el caso de los huesos del carpo y
el tarso, situados en la muneca y el tobillo. Dentro
de esta clasificacion de huesos corlos también
tenemos a los huesos sesamoideos, los cuales se

HUMEROD

encuentran sobre todo en manos y pies. Varian en
tamafno y numero. Algunos sirven claramente para
modificar el angulo de traccién de un tenddn, pero
otros son tan pequefios que tienen escasa
importancia funcional. Un ejemplo claro de hueso
sesamoideo es fa rdtula, situada en la articulacion
de la rodilla,

COBITO

Huesos planos. Son delgados, y mucho mas
largos y anchos que gruesos. Su misidn es
proteger paries blandas del cuerpo, como el
corazdn, los pulmones y el cerebro. Son huesos
planos las costillas, los omoplatos y varios huesos
del craneo.

Huesos irregulares. Son aquellos a los que no es
facil incluir en los ofros tipos. Incluyen muchos de
los huesos del craneo, las vértebras y el sacro.

Huesos que forman el brazo humano

En terminos anatomicos, el miembro superior esta

constituido  por cuatroc segmentos: cintura Fig. 2-3. Antebrazo y mario

derechos en supinacion
escapular, brazo, antebrazo y mano. En este

Biomecanica del brazo humano: una descripcion matematica de su movimiento
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Fig. 2-4. Escapula u omoplato derecho

trabajo se considerara el “"brazo humano” como el segmento formado
unicamente por io mencionado anteriormente como brazo y antebrazo
{himero, cubito y radio), pero claro que estos en conjunto con sus
articulaciones respectivas en el hombro, codo y mufeca y ademas de un
elemento terminal, la mano. A continuacién tenemos una descripcion y
figuras de estos huesos para una posicion anatémica estandar {ver seccion
2.1.4}, la cual serd utilizada en la generalidad de este trabajo a menos que
sea especificada otra.

Hdamero (fig. 2-5 y 2-6). Se articula con la escapula u omoplato (fig.2-4) en el
hombro y con el cubito y el radio en el codo. Es un hueso largo y asimétrico.
Su cuerpo es cilindroideo en Ja mitad superior y prismatico triangular en la
parte inferior. Termina por arriba en una cabeza lisa, que se articula con el
omoplato. En la parte inferior presenta una superficie articular compuesta de
dos partes: una externa semiesférica, el condilo, que se arlicula con el radio,
y una interna, la troclea, en forma de poiea, que se articula con e! cibito. En
la figura {2-5) podemos ver la forma en que unen el hamero, radio, cObito y
los huesos que forman la mano (carpo, metacarpo y falanges}). Aqui se
muestra el brazo en supinacién, siendo esta posicion la misma que para la
anatdmica estandar,

Biomecanica del brazo humano: una descripcién matematica de su movimiento
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CABEZA
TROGUITER N HUMERAL
CORREDERA
BICIPITAL TROGUIN
CUELLFJ QUIRLRGICO
DEL HUNERO CUELLO ANATOMCO
DEL HAMERO
DHAFISIS HURERAL
FOSA RADIAL FDSA CORONOIDEA
EPICONDRLO
EPTROCLEA
conoLO 3
HUMERAL ) TROCLEA
Fig. 2-5. Hamero, brazo derecho, vista Fig. 2-6. Himero, brazo derecho, vista

antenor posterior
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Radio (fig. 2-7 y 2-8). Este hueso es el mas corto y externo del antebrazo.
Se articuia con el humero en la parte proximal, con el carpo en la distal, y
con el cubito hacia adentro.

Cubito (fig. 2-7 y 2-8). Este hueso es el mas largo e interno del antebrazo.
Se articula con el humero por arriba, el disco articular por abajo, y el radio

por afuera.
APOFESY COROMOIDE S
DL CuBTo
I ] VDAl Bewones
CABEZA MAYOR DEL CUMTD
DEL RADIG
CLELLD ]
D€L RADK :
TUBERONIDAD RGOS0 e
BICIPTTAL . x INEEROION DEL
h BRADUAL AHTERIOR
y (]
"
'
L
N t
owsiss [
RADUAL
LY
CABELA
DeL cLBiTo
1 P
! v
" & ; apormn
ApOin _ u ESTRLODES
ESTRLODES DEL, Qemy
DEL RADO

Fig. 2-8. Cubito y radio,
antebrazo derecho,
vista posterior

Fig. 2-7. Radio y cudbito, antebrazo
derecho, vista anterior
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2.1.2 Tipos de Articutaciones Constitutivas

Generalidades

N LENGUAJE cotidiano, el término articulacion significa lugar donde se

unen dos cosas. En anatomia, se ha descrito una articulacion como “la
conexidbn que subsiste en el esqueleto entre cualesquiera de sus
componentes rigidos, ya sean huesos o cartilagos".7 Toda union entre dos o
mas huesos, aunque &stos No se muevan, se Conoce como articulacion.®

Las articulaciones varian mucho en su estructura y disposicion, y
con frecuencia estdn especializadas para funciones especificas. Sin
embargo presentan ciertas caracteristicas estructurales y funcionales
comunes. Por tanto se pueden clasificar, en tres tipos principales: fibrosa,
cartilaginosas y sinoviales, siendo esta dltima la de nuestro interes.

En las articulaciones fibrosas (llamadas sinartrosis, por su
movimiento) los huesos se unen por medio de tejido fibroso. Con pocas
excepciones, muy poco o ningun movimiento se efectia en ellas y carecen
de cavidad articular entre los huesos que se unen. Para este tipo de
articulacion, tenemos como ejemplo, las suturas del craneo.

En las articulaciones cartilaginosas (también denominadas
anfiartrosis, por su movimiento), los huesos se unen por medio de cartilago
ya sea hialino 0 bien fibroso y presentan ligero movimiento. Tenemos como
ejemplo las articulaciones entre los cuerpos vertebrales.

Pero en el cuerpo humano, la mayoria de las articulaciones son
sinoviales (denominadas diarfrosis, por su movimiento) y tienen libre
movimiento. Las articulaciones sinoviales presentan una cavidad articular
que estd llena con liquido sinovial y se encuentran envueltas por una
capsula articular.

T Ronan O'Rahilly, Anatomia, México, Nueva Editorial Interamericana, 1986, p. 19
! Chihiro Yokochi, Ailas fotogréfico de anatomia del cuerpo hamano, México, McGraw-Hill, 1991, p 8
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Los mecanismos de lubricacion de las articulaciones sinoviales son
tales que los efectos de ia friccion sobre el cartilago articular son minimos.
El coeficiente de friccibn durante el movimiento es menor que el de
deslizamiento de hielo sobre hielo. Esto es posible por la naturaleza del
liquido lubricante (sinovial), la naturaleza de las superficies cartitaginosas de
soporte que absorben liquido sinovial, y por diversos mecanismos que
permiten la existencia de un liquido rencvable en lugar de un mecanismo no
renovable para reducir la friccion.®

Abajo se muestra una tabla donde se encuentran las clasificacicnes
de las articulaciones sinoviales segun la teratura medica. Dentro de estas
articulaciones sinoviales tenemos distintos grados de movilidad que nos
indica que tan libres son estas. Asi podemos tener entonces una
clasificacién segun los grados de libertad (GDL)

Clasificacion de las articulaciones sinoviales (diartrosis)

Tipo Movimiento GDL
Troclear (bisagra) Monoaxial 1
Trocoide (pivote) Monoeaxial 1
Artrodia (deslizante) Monoaxial 1
Condilea (eliptica) Biaxial 2
Silla de Montar Biaxial 1
Enartrosis (esférica) Triaxial 3

® Los ruidos en las articulaciones, como los gue se producen cuando se tira bruscamenie de los dedos,
se deben por lo general a la subita formacion de un vacio parcial en la cavidad articular al separarse
las superficies articulares por traccion. El vacio parcial es ocupado por vapor de agua y gases
sanguineos a baja presion. Es probable que otros nipos de rindos (con mas frecuencra chasguidos) se
deban ai deshizamiento siibito de un tendon o ligamenta sobre una prominencia 6sea o cartiaginosa ~
J B Roston y R W. Hatnes, J. Anatomy., London, 1947, pp. 81 165
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Movimientos activos

En las articulaciones sinoviales se realizan tres tipos de movimientos
activos (movimientos voluntarios producidos por la accion de los misculos).
Por lo general se habla de movimiento de una parte y de movimiento en una
articulacién; asi tenemos la flexion del antebrazo y la flexion en el codo.
Estos movimientos activos son:

« movimientos de deslizamiento

« movimientos angulares alrededor de un eje horizontal o
laterolateral (flexién y extension) o alrededor de un eje
anteroposterior (abduccion y aduccion)

» movimientos de rotacién alrededor de un eje longitudinal (rotacién
hacia adentro y hacia afuera)

Si en una ariculacion en particular se realizan uno, varios o todos
los tipos de movimientos, esto dependera de la forma de esa articulacion y
de la disposicion de sus ligamentos.

En las articulaciones, la amplitud de los movimientos son limitados
por los musculos, los ligamentos, la capsula, la forma de los huesos y la
oposicion de las partes blandas, como lo es el contacto de la cara anterior
del antebrazo y el brazo durante la flexion completa en el codo. Cabe
mencionar que existe una gran variacion en la amplitud de los movimientos
para diferentes personas. Esto puede ser debido a ejercicios que se
desarrolien desde la infancia.

Movimientos pasivos y accesorios
Los movimientos pasivos son producidos por una fuerza externa,

como la gravedad o la accion de ofra persona. Por ejemplo, si nosotros
manipulamos la mufieca de otra persona, podemos lograr flexion, extension,

Biomecanica del brazo humano: una descripcidn matematica de su movimiento
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aduccién y abduccion de esta, obteniendo movimientos que normalmente
puede efectuar, sin embargo mediante la aplicacién de una fuerza ajena;
pero también podemos producir un ligero grado de deslizamiento y de
rotacion en la mufieca, movimientos que la otra persona no puede realizar
activamente por si misma. Estos son los llamados movimientos accesorios y
se definen como movimientos para los que no es adecuada la disposicion de
los masculos, pero que se pueden producir por manipulacion.

Articulaciones del brazo humano (fig. 2-9)

Para la articulacién del hombro, tenemos una de tipo esférica o
enartrosis muy movil entre la cavidad glencidea de la escapula y la cabeza
del hiumero. El encaje mecanico laxo de la articulacion del hombro, permite
una gran libertad de movimiento. La resistencia y estabilidad estan dadas
por los misculos y tendones adyacentes. Los movimientos en esta
articulacion son: 1) abduccidén y aduccion, 2) flexidn y extension, y 3)
circunduccién y rotacion. La articulacién del hombro tiene mayor libertad vy
amplitud de movimiento que cualquier otra articulacidn, en gran parte debido
a los movimientos escapulares que por lo general acompafan a los
movimientos en la articulacion del hombro. Esta articulacién cuenta pues,
con 3 GDL (grados de libertad)

La articulacién del codo es la del himerc y los huesos del
antebrazo (cubito y radio). Se puede subdividir en articulaciones
humeroradial y humerocubital. El codo es una articulacién troclear y el
movimiento voluntario se limita a la flexion y la extension, contando entonces
con 1 GDL.

Biomecanica del brazo humano: una descripcidn matematica de su movimiento
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Después de la articulacion del codo, tenemos las articulaciones
radiocubitales que, como su nombre lo indican son las formadas entre el
radio y el cubito, y nos proporcionan los movimientos de pronacién y
supinacién (descritos mas adelante). Aqui tenemos dos articulaciones
semejantes entre si, la articulacion radiocubital proximal y la articulacion
radiocubital distal, siendo las dos de tipo trocoide. Ambas funcionan de
manera conjunta, aportando a el antebrazo 1 GDL. Al efectuarse el
movimiento de pronacidén y supinacién entre el cubito y radio, es este dltimo
el hueso mévil aunque, en realidad, el clbito tiene movimiento debido a ia
forma de articulacion con la tréclea del himerg. El término supinacion se
emplea para la posicion del antebrazo en que la palma de la mano mira
hacia adelante, como en la posicidn anatémica. El término pronacién se
utiliza cuando la paima mira hacia atras. Se puede considerar a la pronacion

Fig. 2-9. Articulaciones del brazo humano

Esférica (Enartrosis) - Hombro
Bisagra (Troclear) - Codo

. Pivote (Trocoide) - Antebrazo
. Eliptica (Condilea) - Mufieca

oOm>
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como rotacidn hacia adentro alrededor de un eje longitudinal, y a la
supinacidbn como la rotacion hacia afuera, pero en realidad ambos
movimientos son bastante mas complejos. En realidad en la rotacion del
antebrazo, a menos que se fije el codo, se acompara de rotacion del
himero.™

Posteriormente tenemos la articulacion radiocarpiana o bien llamada
propiamente articulaciébn de la mufieca. Es una articulacion condilea
formada por el radio, y la hilera proximal de los huesos del carpo. El cubito
no forma parte de esta articulacién ya que este es aislado de los hueso del
carpo por un ligamento lamado triangular. Tenemos aqui 2 GDL.

" Se dice que la suptnacion es mas fuerte que la pronacion del antebrazo, v es por eso gue el sentido de
giro de los tornillos se disponen asi para poder aprovechar esto. de manera que se introduzcan por el
movimiento de supinacion del antebrazo derecho. H.D Darcus, J Anatomy, London, 85 55, 1951
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2.1.3 Tipos De Musculos Constitutivos

Generalidades

EL SISTEMA muscular del cuerpo
humano estd compuesto por mas de
700 musculos esqueléticos y tejidos
conectivos asociados; constituye alrededor
dei 40% del peso corporal.

Al igual que ofras partes del cuerpo
como los huesos y los nervios, los
musculos estan formados por tejido
construido por células. Podriamos hacer
una comparacién simple si tomamos a los
tejidos como las paredes de una casa y a
las células como los ladrillos necesarios
para formar estas paredes. El tejido
muscular se diferencia de otros tejidos,
como de! tejido O6seo, en que tiene una
forma muy alargada, que se denomina
fibra. Cada fibra muscular esta envuelta en
una especie de membrana muy delgada
(fig. 2-10). El conjunto formado por la fibra
y la membrana se Hlama paquete muscular
primario. A la unién de varios paquetes

Fig. 2-10. Paguetes musculares

musculares envueltos en otra membrana delgada forman un paguefe
muscufar secundario. Un musculo voluminoso puede estar formado por un
tercer o cuario paquete muscular. Rodeando los paquetes musculares,

" Chihiro Yokochi, Atlas fotogrdfico de anatomia del cuerpo humano, México, McGraw-Hill, 1991,

p.10
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existe una membrana de tejido conjuntivo, es decir resistente, llamada
perimisio.

En los miasculos de fibra estriada (que, como se vera mas adelante
forman el aparato locomotor} el perimisio termina en un tejido de color
blanco, lamado fendén. Los tendones unen el musculo al hueso.

Los nombres de los musculos generalmente se asignan
dependiendo de ciertos criterios los cuales suelen indicar alguna
caracteristica morfolégica o funcional. Por ejemplo, el nombre de un
musculo puede estar relacionado con la direccion de los fasciculos (e.g.
recto, transverso y oblicuo); localizacion, como el hueso subyacente {e.g.
frontal) o huesos entre los cuales se extiende (e.g. intercostal), tamano
relativo, (e.g. mayor, menor, corto o largo); forma (e.g. triangular, cuadrado o
redondo); nimero de inserciones (e.g. biceps, triceps o cuadriceps); tipo de
movimiento que producen (e.g. flexor, extensor, pronador ¢ supinador), y
sitio de origen e insercién (e.g. esternocleidomastoideo).

Los musculos del cuerpo se clasifican, segin el tipo de fibra, en
muasculos de fibra estriada y muasculos de fibra lisa. Masculos estriados son
los que se insertan en los huesos, el globo ocular, la lengua y el miocardio.
Para distinguirlo de otros musculos estriados, el miocardio es denominado
musculo cardiaco y a los ofros se les da el nombre de musculos
esqueléticos los cuales forman el aparato locomotor. También los musculos
esqueléticos son llamados voluntarios ya que se contraen cuando reciben
ordenes por parte nuestra de manera intencional, aunque muchas de sus
acciones son automaticas, y las de algunas de ellos son reflejas. Entonces
se denominan musculos involuntarios a los musculos liso y cardiaco, los
cuales realizan funciones “automaticas” como lo es el bombeo de sangre por
parte del corazén.
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Musculos que intervienen en el movimiento del brazo humano

Los mtsculos que influyen en el movimiento del brazo humano estan
localizados no solo en el brazo mismo, sino que existen algunos que actuan
desde la region inferior del tronco, algunos en el hombro y otros en el brazo
y antebrazo. Son 22 musculos los principales contribuyentes directos, siendo
estos (Jos cuales de describiran mas adetante de forma individual):

1 - Pectoral mayor 12 - Braquial anterior

2 - Serrato mayor 13 - Triceps braquial

3 - Dorsal ancho

4 - Deltoldes

5 - Supraespinoso
6 - Infraespinoso

7 - Redondo menor
8 - Redondo mayor
9 - Subescapular

10 - Biceps braquial

14 - Supinador largo
15 - Pronador redondo
16 - Supinador corto

17 - Pronador cuadrado

18 - Cubital anterior
19 - Cubital posterior
20 - Palmar mayor

24 - Palmar menor

11 - Coracobraquial 22 - Primero y segundo radiales externos

Musculos de la reqién pectoral

Pectoral mayor. Es un musculo ancho, multilaminar y en forma de abanico,
que se origina en la clavicula, en el esternon y en la aponeurosis del
musculo oblicuo mayor. Su insercion se realiza por medio de un tendén en el
labioc externo del canal o corredera bicipital del hiimero, localizado cercano a
la parte superior de este hueso.

Acciones. El pectoral mayor es un musculo muy interesante; sus
fasciculos claviculares (fla parte del musculo que se origina en la clavicula)
actian sinérgicamente con la porcion anterior del deltoides para elevar el
brazo hacia adelante o regular su descenso. Los manojos esternocostales
{originados en el esterndn y en la aponeurosis del misculo oblicuo mayor)
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actuan sinérgicamente con el dorsal ancho y el redondo mayor y tiran del
brazo hacia abajo contra resistencia, o impulsan al tronco hacia arriba
cuando los brazos estan fijos, como al trepar. El masculo origina rotacién
interna del humero y su accién de aduccion puede hacer que el brazo se
coloque por delante del torax. Este musculo anima fa articulacion del
hombro.

PECTORAL MENOR

BICEPS
PORCIONES CORTA
¥ LARGA
ACROMION
DELTOIDES

PECTORAL MAYOR
PORCIONES CLAVICLK AR,
ESTERNOCOSTALY

SERRATO MAYGR
ASDOMINAL

Fig. 2-11. Musculos de la region pectoral

Serrato mayor. Es un musculo ancho que se origina por una serie de
digitaciones en la cara externa de las ocho primeras costillas, y se inserta en
la superficie costal del borde interno de la escapula.

Acciones. El serrato mayor actlia en el movimiento de desplazar
hacia adelante el brazo con fuerza, como al dar un pufetazo, y es importante
para elevar verticalmente el brazo. Este musculo anima la articulacion del
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hombro, aunque lo hace mediante el movimiento de la escapula (u
omdplato) y no directamente del himero.

PRIMER FASCICULQ
DEL SERRATO MAYOR

PRIMERA COSTILLA

OMOPLATO

SUBESCAPULAR

OCTAVO FASCICULO
DEL SERRATO MAYOR

Fig. 2-12. Vista lateral de Ia jaula toracica
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Masculos superficiales del dorso

Dorsal ancho. Es un musculo ancho y triangular situado superficialmente,
excepto en su parte mas superior, donde esta cubierto por el trapecio. Tiene
su origen en la apdfisis espinosa de las seis dltimas vértebras dorsales y en
la cresta iliaca. El mlsculo termina en un tenddn que se inserta en el fondo
de |la corredera bicipital del humero por detras del tendon de la porcion larga
del biceps.

Acciones. Es un potente aductor y extensor del brazo. Desempeia
un papel importante en el movimiento descendente del brazo al nadar, y
también al remar, trepar, martillar y sostener el peso del cuerpo sobre las
manos. Este masculo anima la articulacion del hombro,

Misculos del hombro

Deltoides. Es un musculo grueso, situado superficialmente, al que se debe
la redondez caracteristica del hombro. Se origina en la parte superior del
omoplato (en la espina del omédplate), continuando en la parte superior de la
clavicula. Se inserta en el humero en la impresion deltoidea localizado
aproximadamente ligeramente arriba de la mitad del hamero, en la pare
externa.

Acciones. Su porcidn media o acromial es un potente abductor del
brazo. La porcion posterior del deltoides extiende el brazo y lo gira hacia
afuera. Cuando las porciones posterior y media actian juntas, abducen el
brazo en un plano coronal. La porcién anterior flexiona el brazo y lo gira
hacia adentro. Cuando las tres porciones del deltoides se contraen
simultaneamente producen la abduccion o elevacion del brazo en el plano
de la escapula. Ei deltoides tiene una importante funcién como estabilizador
en muchos movimientos, en particular los horizontales, como trazar una
linea a traves de un pizarrén o deslizar un libro a lo largo de un estante, gque
a veces reciben los nombres de abduccion o aduccidén horizontales. El
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TRAPECIO

SUPRAESPINGSO
ESPINA DEL OMOPLATO

DELTOIDES

INFRAESPINOSO

PORCION REBONDO

e

REDONDO
vy wovor
{CORTADQ)

DORSAL ANCHO

Fig. 2-13. Muasculos superficiales del dorso

deltoides puede controlar la aduccion directamente o modificar fa accidén de
los aductores. Este musculo anima la articulacion del hombro.

Supraespinoso, Infraespinoso y Redondo Menor. Todos estos muasculos
tienen su origen en la cara posterior del omoplato. El supraespinoso se
origina en la fosa supraespinosa, el infraespinose en la mayor parte de la
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fosa infraespinosa, el redondo menor en una rugosidad a io largo del borde
externo del omoplato. Es supraespinose pasa entre el acromion y la
articulacion escapulo-humeral y se inserta en el troguiter de! humero. El
infraespinoso y el redondo menor, que a veces estan estos fusionados entre
si. convergen detras de la articulacion del hombro en tendones que se
insertan en el troquiter del himero. Los tendones de estos tres musculos se
confunden con la capsula de la ariculacion escapulo-humeral. Estos
musculos estan cubiertos en su mayor parte por €l trapecio y el deltoides.

Acciones. El supraespinoso origina abduccién y, el infraespinoso y
redondo menor rotacién externa del himero. Estos tres musculos animan
la articulacién del hombro.

Redondo mayor. Se origina en la cara posterior del oméplato, y se inserta
en el labio intemo de la corredera o canal bicipital del himero, por abajo de
la insercion del muisculo subescapular. Con frecuencia su tendon esta
fusionado con el del dorsal ancho.

Acciones. El redondo mayor actia junto con el dorsal ancho en la
aduccién del brazo. Es probable que la accion del redondo mayor sea en
gran parte estatica; esto es, que con la escapula fija ayude a conservar el
brazo en aduccion contra resistencia. Este musculo anima la articutacion
del hombro.

Subescapular. Forma parte de |la pared posterior de la axila. Se origina en
casi toda la fosa subescapular, y su tendon de insercién pasa por delante de
la capsula de la articulacién del hombro, a la cual se adhiere, y se inserta en
el troquin del humero.

Acciones. Es un potente rotador del hamero hacia adentro y ayuda a
sostener la cabeza del hdmero en la cavidad glenoidea. Este musculo
anima la articulacién del hombro.
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Musculos del brazo

Los musculos anteriores del brazo son el biceps braquial, el
coracobraquial y el braquial anterior. E| muisculo posterior es el triceps
braquial.

Biceps braquial. Este es un musculo voluminoso y notable situado por
delante del braquial anterior, se origina cerca de la articulacion escapulo-
humeral por virtud de dos tendones que, escapando por debajo del deltoides
y el pectoral mayor, se ensanchan para formar las porciones larga y corta
del muasculo. El tendén de fa porcion corta del biceps, el cual es el mas
grueso de los dos tendones, se origina en la punta de la apdfisis coracoides
localizada en una saliente del omoéplato. El segundo tenddn, el de 1a porcion
larga del biceps, se origina en la capsula de la articulacion escapulo-humeral
para luego descender por la corredera bicipital del humero. La insercion de
este importante musculo se encuentra en la tuberosidad bicipital del radio.
También existe una banda fibrosa (llamada expansién aponeurdtica def
biceps) que se desprende del tendon de insercién hasta llegar a la
aponeurosis de los musculos flexores del antebrazo.

Acciones. El biceps es muy interesante por su accion doble: como
el supinador mas fuerte del antebrazo, y como flexor de la articulacion del
codo; ambas acciones son independientes. Este muisculo anima la
articulacién del codo.

Coracobraquial. Este musculo se inserta en la parte superior por medio de
fibras musculares en la punta de la apdfisis coracoides del oméplato y en el
tendén de la porcién corta del biceps; en la parte inferior se fija
aproximadamente en la porcion media de la didfisis humeral, cercano al
origen del braquial anterior.

Acciones. El coracobraquial participa en la flexidn, la aduccién y la
rotacion interna del brazo. Este muisculo anima la articulacién del hombro.
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Braquial anterior. Se origina en {a mitad infericr de la diafisis humeral
(anterior). Desciende por delante de la articulacion del codo, y termina en un
tendon resistente que se inserta en la base de la apdfisis coronoides del
cubito.

Acciones. El braquial anterior actua contra la gravedad o la
resistencia como flexor puro y poderoso del antebrazo, con la ayuda del
biceps braquial, supinador largo y pronador redondo. Este musculo anima la
articulacién del codo.

Triceps braquial. Es el unico musculo de la cara posterior del brazo que
antagoniza al braquial anterior y al biceps; consta de tres vientres: vasto
externo, vaslo inferno y porcién larga. La porcion larga y el vasto interno
ocupan un plano superficial, mientras que el vasto interno esta en un plano
mas profundo. El vasto externo se origina en la cara posterior del humero,
en la parte superior de su diafisis. El vasto interno se origina por debajo del
vasto externo. pero ubicado mas hacia el lado interno del humero. La
porcién larga se origina en el cara infraglenoidea det oméplato. Los tres
vientres de este musculo tienen una insercién comun, en el olécranon del
cubito

Acciones. El triceps es el extensor poderoso y dnico del codo,
exceptuando la accion débil del ancéneo. Este muisculo anima la
articulacion del codo.

Biomecanica del brazo humano: una descripcion matematica de su movimiento



Investigacién documental

37

DELTOIDES

PECTORAL

MAYOR
CORACOBRAQUIAL
BIiCEPS
(PORCIONES
CORTA
Y LARGA) SERRATO MAYOR
TRICEPS
DORSAL ANCHO
SUPINADOR BRAQUIAL ANTERIOR
LARGO
EPITROCLEA
EXPANSION
CABEZA Y TUBEROQSIDAD APONEUROTICA
HICIPITAL DEL RADIO DEL BICEPS
(CORTADA)
SUPINADOR CORTO PALMAR MAYOR
PALMAR MENOR
PRONADOR
REDCONDO

CUBITAL ANTERIOR

Fig. 2-14. Plano superficial de los musculos anteriores del hombro y brazo
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SUBESCAPULAR

DELTOIDES

INSERCION DEL
PECTORAL
MENOR

INSERCIONES DE LAS
PORCIONES LARGA Y
CORTA DEL BICEPS

REDONDQ MAYOR

CORACOBRAQUIAL
INSERCIGON DEL
PECTORAL MAYOR

DORSAE ANCHO
YASTO EXERNO DEL

TRICEPS PORCION LARGA ¥
VASTO INTERNG DEL
TRICEPS
SUPINADOR LARGO
BRAQUIAL ANTERIOR

PRIMER RADIAL

EXTERNOQ
SEGUNDO RADIAL EPITROCLEA DEL HUMERO
EXTERNO

Fig. 2-15. Masculos profundos de la cara anterior del hombro y brazo
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ACROMION Y ESPINA DEL

DELTOIDES
(CORTADO}

INFRAESPINOSD

REDONDO MENOR

HUMERO

VASTO INTERNO DEL

TRICEPS
BRAQUIAL ANTERIOR
HO
REDONDO MAYOR DURSAL ANC
TRICEPS BRAQUIAL
PORCION L ARGA
WASTO EXTERND
VASTO INTERKOQ
SUPINADOR LARGO
PRIMER RADIAL EXTERNO

EPITROCLEA

VASTD INTERHO DEL
TRICEPS Y ANCONEO

EPICONDILO

CUBITAL ANTERIOR HUMERAL

CUBITAL
POSTERIOR

Fig. 2-16. Hombro y brazo vistos por la cara posterior
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Musculos del antebrazo

Los musculos del antebrazo se dividen en un grupo anterior y uno
posterior. Los del grupo anterior son los flexores de la mufieca y de los
dedos, asi como los pronadores. LLos del posterior son los extensores de la
mufeca y los dedos, asi como los supinadores.

Supinador fargo. Forma la curva del borde externo del antebrazo y el limite
externo del triangulo de! pliegue del codo. Tiene su origen en los dos tercios
superiores del borde externo del himero. Hacia la porcion media del
antebrazo, el musculo termina en un tendén que se inserta en la cara
externa del radio, inmediatamente por arriba de la apdfisis estiloides.

Acciones. El supinador largo es flexor del codo y, a pesar de su
nombre, nunca es supinador ni pronador del antebrazo, aunque resalta
netamente cuando el antebrazo en semipronacién se flexiona contra
resistencia. Este musculo anima la articulacion del codo.

Pronador redondo. Se origina en la epitroclea del humero. El misculo se
dirige hacia abajo y afuera, y se inserta en una zona rugosa de la parte
media de la cara externa del radio.

Acciones. El pronador redondo, que tiene ligera accién flexora,
produce pronacion del antebrazo con el auxilio del pronador cuadrado vy,
cuando se opone resistencia a la mano con ayuda del palmar mayor y el
palmar mencr. Este musculo anima las articulaciones radio-cubitales, y
en menor grado la del codo.

Supinador corto. Este musculo esta oculto en gran parte por los musculos
superficiales. Se origina principalmente en el epicondilo del humero. Se
inserta en una zona ancha en la cara externa del radio, en su mitad superior

Acciones. El supinador corto ayuda al biceps en la supinacion. Este
musculo anima las articulaciones radio-cubitales.
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BICEPS TRICEPS

BRAQUIAL
ANTERICR

EXPANSION
APONEUROTICA
DEL BiCEPS

SUPINADOR CORTO

PRONADOR
REDONDO

SUPINADOR
LARGO

PAL MAR MENOR

PRIMER RADIAL
EXTERNO

PRONADOR
CUADRADO

Fig. 2-17. Cara anterior del antebrazo. Plano muscular
superficial
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Pronador cuadrado. Es un musculo pequerio y aplanado, situado en la
parte inferior (o distal) del antebrazo y que se extiende entre los dos huesos
del mismo (radio y cubito). Se origina en |a cara y borde anteriores del cubito
y se dirige hacia el radio, insertandose én la cara y borde anteriores de este.

Acciones. Ayuda al pronador redondo en la pronacion del antebrazo.
Este musculo anima las articulaciones radio-cubitales.

Cubital anterior. Se origina en la epitroclea por el tenddn comdn de los
musculos epitrocleares, pero tiene una segunda porcion de origen en el
olécranon del cubito y el borde posterior de la didfisis del cibite. Este
muasculo es mas notable visto por la cara posterior del antebrazo. Se inserta
en el hueso pisiforme (localizado en el carpo en el lado del mefiique).

Acciones. El cubital anterior flexiona la mufieca junto con el palmar
mayor, y actua asociandose con el cubital posterior en la aduccion de la
mano. El cubital anterior y el cubital posterior tienen accidn sinérgica, en lo
que se refiere a impedir la abduccion de la mano cuando se extiende el
pulgar. Este musculo anima la articulacion de la muiieca.

Cubital posterior. El cubital posterior, al igual que el anteriar, esta formado
por dos porciones: epiconditea y olecraniana. La porcidn epicondilea se
origina en el epicondilo del himero por medio del tenddén comun de los
musculos epicondileos. La porcidn olecraniana nace del borde posterior del
cubito, en el epicondilo. Este musculo se inserta en la cara interna de la
base del quinto metacarpiano. Anima la articulacion de ta mufieca.

Acciones. El cubital posterior extiende la mufeca, actuando
simultaneamente con ios radiales externos primero y segundo; junto con el
cubital anterior, pone en aduccién la mano. Al actuar junto con otros
extensores, mantiene la extension necesaria en la mufieca para que los
flexores digitales puedan ejercer la prensiéon adecuada.
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INSERCION DEL
TRICEPS
(VASTO INTERNG)

PRIMER RADIAL EXTERNO

TENDON DEL
TRICEPS ¥
OLECRANON CUBITAL POSTERIOR
CUBITAL
ANTERIOR SEGUNDO RADIAL
(CORTADG) EXTERNO
SUPINADOR CORTO
SEGUNDO RADIAL
EXTERNO
CUBITAL ANTERIOR

PRIMER RADILAL
EXTERNO

Fig. 2-18. Cara posterior del antebrazo. Plano muscular profundeo
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Palmar mayor. Se origina por medio de un tendon en la epitroclea, y se
inserta en la cara anterior de la base del segundo y tercer metacarpianos.

Acciones. El palmar mayor actia sinérgicamente con el cubital
anterior para flexionar ia mufieca, y pone en abduccion la mano al funcionar
junto con los radiales externos. Este midsculo anima la articulacién de la
mufieca.

Palmar menor. Se origina por medio de un tendén en la epitrdciea, y se
inserta en la cara anterior del ligamento anular anterior del carpo y en el
vértice de |a aponeurosis palmar. Este musculo falta con frecuencia, hecho
que se relaciona con el sexo y la raza.

Acciones. El palmar menor flexiona la mufeca y pone tensa la
aponeurcsis palmar en los movimientos de la mano, en particular los del
pulgar. Puede ayudar al pronador redondo. Este musculo anima la
articulacion de la mufieca.

Primero y Segundo radiales externos. E! primer radial externo tiene su
origen en el borde externo del hGmero, arriba de el epicéndilo. El segundo
radial externo tiene su origen en el epicéndilo, estando cubierto por el
primer radial externo. Cada tendon de estos musculos pasa por un canal
especial labrado en el dorsa inferior del radio. El primer radial se inserta en
la parte dorsal de el segundo metacarpiano. El segundo radial se inserta en
la parte dorsal de el tercer metacarpiano. Ambas inserciones estan
localizadas en el extremo cercano a los huesos del carpo.

Acciones. Estos musculos extienden la mufieca al actuar
sinérgicamente con el cubital posterior; ponen en abduccién la mano
contrayéndose simultaneamente con el cubital anterior; su actividad principal
es la extension sinérgica de la muieca para permitir la presion de los dedos.
Ambos muasculos animan la articulacién de la mufiieca.
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Fig- 2-19. Cara posterior del antebrazo. Planc muscular
superficial
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2.1.4 Glosario y terminologia

ON EL FIN de describir la localizacion de las

partes del cuerpo, asi como las relaciones
que hay entre las mismas, se observa al cuerpo
humano en una posicion anatémica estandar.
£n esta posicion, el cuerpo se halla en postura
erguida (de pie), los pies juntos, planos sobre el
piso y los miembros superiores colgando rectos a
los lados, con las palmas hacia adelante y los
pulgares dirigidos hacia afuera.

Superior/craneall/cefalico. significan hacia la
cabeza o la parte mas alta del cuerpo;, por
ejemplo, el hombro es superior con respecto a la
cadera, pero la cadera es superiof con respecto a
la rodilla.

Inferior/caudal. significan hacia la parte mas baja
del cuerpo; por ejemplo, la cadera es inferior con
respecto al hombro, pero la rodilla es inferior con
respecto a la cadera.

Anterior/ventral. Significan hacia el frente del
cuerpo;, por ejemplo, las costillas y el esternén
son anteriores con respecto al corazon y los
pulmones, perc el corazén es anterior con
respecto a la columna vertebral.
Posterior/dorsal. Significan hacia la superficie de
la espalda, lado opuesto a la superficie anterior,

Fig. 2-20. Términos
posicicnales y direccionales
comunmenie utilizados

. Superior/craneal/cefalico
. Inferiorfcaudal
Anterior
. Postenor
. Medial
. Lateral
. Proximal
. Distal

MDD AWK
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por ejemplo, la columna vertebral es posterior con respecto al corazon, pero
éste es posterior con respecto al esterndn.

Medial. Significa hacia la linea media del cuerpo; por ejemplo, el esternodn
es medial.

Lateral. Significa hacia uno de {03 lados del cuerpo, lejos de la linea media;
por ejemplo, las costillas son laterales con respecto al esternén. Los brazos
se describen como laterales con respecto al tronco del cuerpo, y los dedos
mediques como mediales con respecto a los pulgares.

Proximal. Significa hacia el sitio de union u origen de una parte del cuerpo,
cercania a dicho origen o coyuntura;, por ejemplo, el hueso del muslo, el
fémur, es proximal cuando se compara ¢on los huesos bajo la rodiila, ia tibia
y el peroné.

Distal. Significa alejado del sitio de unidon o de origen de una parte del
cuerpo, o su distancia relativa a dicho origen o coyuntura; por ejemplo, la
tibia y el perone son distales cuando se comparan con el fémur.

Superficial. Significa cerca de la superficie; por ejemplo, el miscuio oblicuo
mayor del abdomen (externo) es superficial con respecto al musculo oblicuo
menor del abdomen (interno).

Profundo. Significa bajo la superficie, a distintos niveles; por ejemplo, el
musculo oblicuo menor del abdomen (interno} es profundo con respecto al
musculo oblicuo mayor del abdomen {externo).

Palmar. Se refiere a la superficie anterior del antebrazo y la mano (patma).

Planos del cuerpo humano

En disecci6n, el cuerpo y las partes del cuerpo se cortan siguiendo
planos verticales o longitudinales y planos horizontales o transversos. Un
plano vertical que divide al cuerpo en porciones derecha e izquierda es el
plano sagital ¢ mediano. Cuando este plano pasa a través de la linea
media, dividiendo al cuerpo en mitades derecha e izquierda, hablamos del
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plano sagital medio (mesosagital); cuando
este plano pasa a la derecha o a la
izquierda de la linea media, hablamos de
un plano parasagital. El plano frontal o | "~
coronal es vertical y se traza en angulo | ——
recto con respecto al plano sagital; divide al 7
cuerpo en porciones anterior y posterior. Se z

llama plano transverso al que se traza en
angulo recto con respecto a los planos
frontal y sagital. este plano corta al cuerpo
en secciones transversales de izquierda a
derecha y de adelante hasta atras,
dividiéndolo en porciones superior e
inferior.

Fig. 2-21. Planos del cuerpo humano

1. Frontal
2. Sagital
3 Transverso

Terminologia del movimiento articulatorio

Flexidn. Curvatura o reduccién del anguto que forman partes del cuerpo.
Extensidn. Enderezamiento o incremento del angulo que forman partes del
cuerpo. Se define, por lo general, como el retorno de a flexién, Cuando la
extension de una articulacion excede a lo normal, se denomina
hiperextension.

Abduccidn. Movimiento de un segmento del cuerpo mas alla del eje medio
de éste o de la parte a que va unido,
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Aduccién. Movimiento de un segmento o combinacion de segmentos del
cuerpo hacia el eje medio de éste o de la parte gue esta o estan unidos.
Rotacion media. Giro hacia el eje medio del cuerpo.

Rotacion lateral. Giro mas alla del eje medio del cuerpo.

Pronacién. Giro del antebrazo de manera que la palma de la mano se
oriente hacia abajo.

Supinacion. Giro del antebrazo de manera que la palma de la mano se
oriente hacia arriba.
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2.2 RANGO DE DESPLAZAMIENTO
DE LAS ARTICULACIONES

EL ESTUDIO, medicion y evaluacién de la magnitud de movimientos
articulatorios es una ciencia relativamente compleja y alambicada. Las
técnicas de medicion no son perfectas y quedan muchas por inventar. La
investigacion que concierne a aspectos encerrados en la propia dinamica,
sobre todo en funcidn de la interaccion de dos ¢ mas articulaciones o
musculos, se halla todavia en sus primeros pasos. Los datos son escasos y
la informacion relativa a estudios con gran nimero de poblacion es

ABDUCCIN ELEVACION
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ROTACKON EN ROTACION
POSICION NEUTRA EN ABOUCCION

Fig. 2-22. Movimiento articulatorio. Hombro

Biomecanica del brazo humang: una descripcion matematica de su movimiento



Investigacién documentat 51

inexistente. La mayoria de los datos mostrados se basan en observaciones
de la poblacion militar™ y tan sélo del movimiento de una articulacion,
independientemente de su influencia sobre otra.

T
SUPBLALION ROWACION

w/ NS
/

f \

I

EXTENSION PRONACION
NEUTRA ¥ SUPIRACION

Fig. 2-23. Movimiento articulatorio. Codo-antebrazo

Fig.2-24. Movimiento articulatorio. Mufieca

"? Fuente original Human Factors Engineering, AFSC Design Handbook 1-3, Departamento de la
Fuerza Aérea, Cuartel General de los Sistemas de Mando Andrews de las Fuerzas Aéreas AFB, DC
20334, enero 1977, pp. 16 y 17
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Carituro TRES

MODELACION MATEMATICA

3.1 INTRODUCCION

LA REALIZACION de movimientos en las articutaciones de un brazo
humano o de un robot, da como resultado un movimiento de la mano u
érgano terminal para una posicion y orientacion deseada. La cinematica del
brazo es entonces el estudio analitico de la geometria del movimienio de
una brazo con respecto a un sistema de coordenadas de referencia fijo, sin
considerar las fuerzas/momentos que ariginan dicho movimiento.

C

T ;

Fig. 3-1. Modelo simplificado del brazo

MAN

Surgen entonces dos preguntas basicas para el estudic cinematico
del brazo: ;cudl es la orientacion y posicidn de la mano con respecto a un
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sistema de coordenadas de referencia, para configuraciones conocidas de
las articulaciones? ;qué configuraciones deben tener las articulaciones del
brazo para una posicion y orientacién dada de la mano?

La primera pregunta define el problema cinematico directo
(modelacion en el espacio operacional), mientras que la segunda el
problema cinematico inverso (modelacién en el espacio articular).

3.2 MODELACION EN EL ESPACIO OPERACIONAL

PARA LA modelacion utilizaremos algebra vectorial y matricial para poder
describir y representar la localizacion de los elementos del brazo. El
problema cinematico directo se reduce a encontrar una malriz de
transformacion homogénea que relacione el sistema de coordenadas de
referencia con el sistema localizado en el érgano terminal. Una matriz de
transforrnacién homogénea es una matriz 4 x 4 que transforma un vector de
posicion desde un sistema de coordenadas hasta otro sistema de
coordenadas. Una matriz de transformacion homogénea se puede
considerar que consiste de cuatro submatrices:

T = R313 R&xl _
01x3 1

matrizde rotacion | vector de posicion

. . M
Il transformacion de perspectiva escalado

Las submatrices inferior izquierda e inferior derecha se han puesto
como 0 y como 1 respectivamente, ya que son utilizadas para visidn por
computadora y para escalados globales de as coordenadas en informatica
grafica, y por tanto en este trabajo no se ulilizardn. Quedan entonces
solamente las submatrices R y P las cuales nos indicaran la rotacién vy
posicion de los elementos del brazo, siendo de suma importancia para
nosotros.
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Para describir la relacion traslacional y rotacional entre elementos
adyacentes, Denavif y Hartenberg (1975) propusieron un método matricial
para establecer de forma sistematica un sistema de coordenadas (sistema
ligado al cuerpo) para cada elemento de una cadena articulada. La
representacién de Denavit-Hartenberg resulta en una matriz de
transformacién homogénea de 4 x 4 que representa cada unc de [os
sistemas de coordenadas de los elementos en la articulacién con respecto al
sistema de coordenadas del elemento previo. Asi, mediante
transformaciones secuenciales, el efector final expresado en las
coordenadas de la mano se puede transformar y expresar en las
coordenadas de base que constituyen el sistema inercial de este sistema
dinamico.

La representacion de Denavit-Hartenberg de un elemento rigido
depende de cuatro parametros geométricos asociados con cada elemento.
Estos cuatro parametros describen completamente cualquier articulacion
prismatica o de revolucién. Estos se definen como sigue:

a4 Es llamado “longitud real de eslabon” y es ia distancia mas corta
entre el eje -1 y el eje i, y como vector va desde e! eje /-7 hacia el gje /.

0.1 Es flamado “torsion de eslabdn” y es el angulo empleado en llevar el
positivo del eje i1 hacia el positivo de la proyeccion del eje /, donde a;., corta
al eje i-1, alrededor de a;., segun la regla de la mano derecha.

d; Es la distancia medida sobre el eje i desde donde a.; corta al eje /
hasta donde a; corta al eje i, y como vector va desde donde a,., coria al eje /
hasta donde a; corta al eje i. Este parametro da la direccion positiva del gje.

& Es el angulo empleado en Hevar la prolongacién de a., hasta la
proyeccion de a; en el punto donde a,.; corta al eje i alrededor de di segun la
regla de la mano derecha.
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Para una articulacion giratoria, di a; y o; son los parametros de
articutacion y permanecen constantes para un rgbot, mientras que g, es la
variable para una articulacién que cambia cuando el elemento i se mueve (o
gira) con respecto al elemento /-1. Para una articulacion prismatica. 6, a, y o
son los parametros de ia articulacién y permanecen constantes para un
robot, mientras que d; es la variable de la articulacion.

Se puede desarrollar una matriz de transformacion homogénea que
relacione el sistema de coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas
-1 ésimo. Esto se logra mediante cuatro operaciones, siendo estas: una
rotacion, una traslacion, otra rotacion y por Gftimo una nueva traslacion.
Cada una de estas operaciones se expresa con una matriz homogénea
basica, y el producto de estas cuatro matrices da una matriz de
transformacién  Denavit-Hartenberg para sistemas de coordenadas
adyacentes i/ e i-1. Obteniéndose la siguiente matriz,

co -S54 0 a_,
o Ca_S8 Ca_C8 -Sa., -Sa d
'"~| Sa,_,S§ Sa,CO Ca., Ca_d @
0 0 0 i

donde Cy S son abreviaturas para Cosenos y Senos.

La matriz homogénea °T, que especifica ia localizacién de!l sistema
de coordenadas i-ésimo con respecto al sistema de coordenadas de la base
es el producto en cadena de matrices de transformacion de coordenadas
sucesivas A, Y se expresa como

0 041 i-1 d f—1 .
T;: Al AZ"' Af :jl_lzlj A_] paral=1,2,...,n (3)
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Especificamente, para i=8, obtenemos la matriz *Ty (0 bien “Tyay.
donde MAN=manipulador) que especifica la orientacion y posicion del punto
final det manipulador con respecto al sistema de coordenadas de la base.

0 _ 0 1l 290 3 Aep S5 6 T
Lyaw=T1 T, LT L TT, T 4)
Por tanto, la solucion cinematica directa de un manipulador de 8
elementos es simplemente un asunto de calcular *Twan mediante la

multiplicacién en cadena de las ocho matrices *'A, y evaluar cada elemento
en la matriz DTW.

Fig. 3-2. Bases referenciates y angulos obtenidos mediante
el método de Oenavit-Hartenberg
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Para poder crear nuestra matriz necesitamos entonces obtener
todos los parametros de eslabonamiento desde /=1 hasta i=8. Es una buena
costumbre ordenar estos datos en forma de tabla:

! i1 Q-1 d; Gi
1 0 0 0 0,
2 0 90 0 82
3 0 90 L1 0,
4 0 270 0 B4
5 0 90 L2 0
6 0 270 0 05

’ 7 0 90 0 0;
8 0 0 L3

Vaciando los datos de la tabla sucesivamente en la ecuacion (2), se
obtienen las 8 matrices correspondientes:

co -S8 0 0 c6 -S8 0 0

. 56 C6 0 0 0 0 -1 0

T = 'T. =

1o 0 1 0 1S4 C4 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cé -S4, 0 0 cg, -8 0 0

, 0 0 -1 -1 0 0 10

..7:_: 37:;:

PTlse, cH 0 0 -86, -CH 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
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ce -S6 0 0 cg, -S56 0 0
0 0 -1 =12 0 0 1 0
T = ST =
Tlse ¢4 0 0 ¢T1-54 cg§ 00
0 0 0 1 0 0 0 1
()
ce -56 0 0 1 0 0
0 0 -1 0 010
()T = 7T =
TTIse c8 0 0 MYl 01,
0 0 0 1 0 0 0 1
Multiplicando estas 8 matrices en cadena, finalmente tenemos
’1.\ S.\' a.\' p.\
n'l Sl' a\' pl
UTMAN - . sz az pz (6)
0 0 0 1

donde

N =Cr{Ce{Cs(Ca{C1C2C3+5,S3)-Ci 828 +(C3 81 -C1C283) S5) {C1Ca S22+ (C1 Ca
Ci1+51583)S4)S86) #+(Cs{CaS1-CiCaS3) {Ca(Ci C2C3+ 51 81)-C1S284) Ss) S

ny = C7 {Ce (Cs (Ca{C2C3 Sy -Cq 53} ~51 5284} +(-{C1C3) - C2 S: S3) S5) {Ca 51852+ (C2 Cy
S1-Ch 53} Sa) Se} +{Cs ((C1C3) - C2 51 Sa) (Ca (C2Ca 51 -C1 Sa) - S1 52 84) S5} Sy

n; = C7 (Ca {Cs (C3 Ca Sz + C2 Sa) - 82 83 Ss) - ({C2 Ca) + Ca Sz Su) Sg) +(-(Cs 52 53) - (Ca Ca
Sz + Cz S4) Ss} 57

8, =C7({Cs5{C351-C1C283)~-(C4s(C1C2C3+5183)-C1 5254 Ss) {Co (C5 {Ca (C1 C2Ca + Sy
Sy} -C1 5280 4(C35:1-C1C283)Ss) {C1CuS2+{C1 C2C3+ Sy S3) S4) Se} S
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Sy =C7 (Cs (<{Cy Ca) - C2 81 S3) {Ca {C2 C3 81 - Cy 83} - 81 52 84) S5) {Ce (Cs (C4 (C2Cy S -
C153) - 8152 84) + (<{C4 Ca) - C2 S1 53) S5) -(Ca S182 + (C2C3 Sy - C1 83) S4) Se) 7

8; = Cr{H{Cs5S5283) -(Ca Ca 82+ C254) S5) {Co (Cs (Ca CaSa+C284)-525385) ({C2Ca) +
C3 S2 S4} Se) Sr

a,=Ce (C1CaS2+{(Cy1C2C3+ 5153 84) H{Cs (Ce{C1C2Ca+ 8,53 -C1 5284 +Ca 5 -C,y
C2 53) S5} Sg

3y =Ce(CuaS5:S2+C2C181-C153) S) HCs(Ca{C2C35:1-C183)-81 5284 +(-{C: Ca) - C2
S1 Sa) S5} Se

a; = Cg ({C2 Cy) + C3 52 S4) +{C5(C3 Cq 52+ C2 Sa} - S2 53 S5) Sy

Pe=hCiS2-12{{C1Ca82) {C1C2Ca 4 51 53)Sy) +h (Ce (C1Ca Sz24(C1C2C3+ 51 Sy) S4)
HCs (Ca(C1C2Ca+ 5183} -Cr 82 54) +(C3 S1-Cy C2 By) Ss) Sg)

Py=h S1S2-12 ({Ca S182} - (C2C381-C1 S3) Si) #3(Cs (Ca S1 52+ {C2C3 81 -Cy1 S3) Sa)
+{Cs5 (Ca {C2Ca 81 - C1 83) - 51 52 84) + ({C4 C3) - C2 S1 Sa) Ss) Sg)
Pr=-{11Ca}-12{C2Cu-C38254) +l3(Cq ({(C2Cu) +C3 5284+ (Cs{CaCayS2+C254)-525:
Ss) Sa)

donde Ci = Cos 84, i = Sen i

3.2.1 Posicion del brazo humano de acuerdo a °T,

SIGNANDGO valores a los angulos &, podemos cbtener posiciones para
el brazo humano a partir de la matriz T, {o bien l’TW.N) la cual nos
indicara tanto la posicidn terminal de la mano como su orientacion.
Analizando los resultado de esta matriz T para diferentes angulos,
observamos que para las coordenadas de la base {X,, Y, Zo} es idonea una
localizacion de esta en el hombro del brazo izquierdo directamente. Esto es
debido a el obstaculo que crea el propio cuerpo humano y a un movimiento
togicamente posible de una persona comun. Si quisiéramos simular el
movimiento para el brazo derecho, simplemente es cuestion de localizar la
base {Xo, Yo, Zo} en el hombro del brazo derecho e introducir los angulos
correctos en las articulaciones adecuadas, por ejemplo un 6,=90° lo
cambiariamos por un 0,=-80° o bien 0,=270°
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01 B2 o1
00
0.
W
Ejemplos de posiciones del brazo humano
para el brazo izquierdo:
0; 0, 0, 0, 0, 05 0Og 0;
0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 ;. 5
0 -1 O 0 .
OT = Yo .
8 60 0 -1 -N-£2-13 %o
0 0 O 1
6, 6, 0, 6, 0, 0 0 0,
0 180° 0 0 0 0 0
-1 0 0 0
0 -1 0 0
OT —
8 1 +12+13
0 0 0 1
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0, 04 8, 61 6, 85 Bs 0,
90° 0 0 0 8] 0
0 0 1 N+12+13
o _ -1 0 0
3 1 ¢ 0 0
0 0 O ]
B, 0, 8, B3 0, 0 Bs G;
0 0 90° 0] 0 0
0 0 1 /2+13
op |0 1O 0 j
s I 0 0 -/l
0 0 1
8, 0, 87 9, 0, 05 B¢ 97
a0° 90° a0° 90° 0 0 0
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8, 0, 0, 0, 0, 05 Bg 8,
90° 90° 90° 0 0 0 0
1 0 0 0
by |00 1 02403 ==
510 -1 0 0
0 0 0 1
) 0, 0, 8, 0. 0, Oc 0,
90° 90° 0 0 0 0 0
01 0 0
b [00 U N2es3 B
711 0 0 0
0 0 0 i
0, 0, 0, 0, 04 0 Og 0, ]
go° 0 0 0 0 0 0 |
01 0 0
. |1t o o 0
T =
$ o 0 -1 -N-12-13
0 0 1
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9, 6, 0, 0, 04 05 B 0,
90° 0 0 90° 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 12403 %};@
OT —
8 1 0 0 ~11
0 0 0 1
0, 0, 8, 0, 0, 05 0 8,
90° 0 90° 0 0 0 0
i 0 0 0 7o
0 -1 0 0 —Ya
OT —
¢ 0o 0 -1 -n-£2-13
0 0O 0 1
0, 9, 9, 04 04 0s s 8,
[ 0 90° 0 gQ° 0 0 0
-1 0 O f1
o -1 0 0
8 0 1 12+13
0 0 1
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8, 8, 8, 03 04 8s 0s 8,
0 0 90° 0 0 0 0
0 -1 0 0 7a
-1 0 0 0 A
UT —
8 -1 -N-12-13
0 0 0 1
0, 0, G, 0, 0, 0s Og 6;
0 aQe° Qe 0 0 0 0
0 0 1 N+R2+13
-1 0 0
07; _
0 -1 0 0
0 0 0 |
6 0, 0, 0, 8, B Og 05
0 0 ape 90° 0 0 0
6 -1 0 0
0 0 -1 -i2-13 g
UT -
511 0 0 -1
0 0 1
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0, 6, 0, 0, 0, 05 s 0,
0 gQ° 90° aQ° 0 0 0
~1 0 0 n
0 0 —1 —{2-13 @
()T —
*“lo -1 0 0
0 0 0 I

para el brazo derecho mostramos solo algunas posiciones ya que
basicamente son las mismas que para el brazo izquierdo:

9, '8'1 02 93 94 8’5 05 07
-90° 90° -90° 90° 0 0 0
0O 0 t I27+13
. |1 00 n Yo
T, =
0 1 0 0 |
000 |1 Xe
) 0, 0, 93 0, 0s 06 0,
| o0 90° -90° 0 0 0 0
1 0 0O 0
00 -1 -/1-/12-13 =TI D>
UT —
1010 0
0 0 1
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0, 9, 8, 0, 0,4 05 Og 0;
-a0° 0 0 age ¢ 0 0
0 -1 0 0 2
of _ 0 0 -1 -I2-13 .
110 0 -1 '
0 0 0 1

3.2.2 Parametro de inclinacion del brazo ¢

AL HABLAR de un manipulador con 7 grados de libertad, estamos
hablando de un manipulador con redundancia cinematica. Es decir,
tenemos mas grados de fibertad de los requeridos para realizar una tarea
especifica. Por eso al mantener fijos en un brazo humano tanto el hombro H,
como la muieca M, podemos tener atn cierta inclinacion del codo € con
respecto a un eje de giro situado entre la mudeca y el hombro, ver figura {3-
3). Queremos conocer enlonces, alguna relacion matemdtica que nos
muestre en que forma estan vinculadas las variables arliculares 8, con este
mencicnado angulo de inciinacién del brazo .

Como puede apreciarse en la figura (3-3), el plano HCM puede tener
una inclinacion diferente a un plano vertical que pase por 10s puntos HM. El
angulo plano comprendido entre los planos vertical y HCM es un parametro
que permite cuantificar la orientacion del brazo y controlar a éste para evitar
colisiones con posibles obstaculos dentro del area de trabajo.

El plano vertical llamado planc de referencia contiene al vector
unitario V'y a fa linea HM. El angulo ¢ es aquel que va desde el plano de
referencia al plano HCM alrededor de la linea HM y de H a M, segun la regla
de la mano derecha.
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Necesitaremos del uso de °P; y de °P;, ya que son los vectores que
nos indican la posicién del codo y de la mufieca respectivamente. Los
mostramos a continuacioén.

Fig. 3-3. Parametro de inclinacién del brazo ¢

OT :[0R3 UIDZJ
Lo
0p3Jr LC656,
donde,°P, = °p3y = 1,5658,
OPJZ -4C8,
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0 ¢
N 0 R, "R
también tenemos, "1 = 0 |

op, ) {10856 ~((-Cace,sa)-(caco,co,+5656)s6,)
donde’P, = | °p,, | =| 15650, - 1((- ca.5458)-(cacase -cqse,)sq,)
“p.. 1,06, -1,(€6,56, - €0,56,56,)

La minima distancia desde la linea HM al punto C esta a lo largo del
vector P, el cual obtenemos de la siguiente manera

de la figura (3-3) notamos que "d = #{"c- )

.M p
donde, m=, — =g ——y (=
Ml P

.. ¢] 0 s
también " p= c-'d , gue es una de los vectores que forman el angulo ¢

el otro vector es & = (m® v) ® 11, el cual es un vector que esta en el plano

de referencia, siendo ortogonat a m.

U

p
Il

El vector k es tratado como un vector libre que se desliza a lo largo

k
transformando a vectores unitarios & = m y "’ p=

de la linea HM hasta que su base coincide con la de p en el punto CC. Asi ¢
es el angulo formado desde k hasta p.
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De la definicién de producto punto sabemos que

d

k- p=|il llcose

por tanto ef &ngulo buscado g es 1@ = cos"(lz . f))

3.3 MODELACION EN EL ESPACIO ARTICULAR

EN ESTA seccidon planteamos el segundo problema cinematico: la
cinematica inversa o solucion del brazo para nuestro manipulador de 7
grados de libertad. Con el fin de controlar la posicion y orientacion de la
mano u argano terminal para alcanzar un objeto, es mas importante la
solucitdbn cinematica inversa. En otras palabras, dada la posicion vy
orientaciébn de la mano, nos gustaria conocer los angulos de las
articulaciones del brazo de manera que se pueda posicionar como se desee
la mano.

En general, el problema cinematico inverso se puede resolver por
diversos métodos, tales como la transformacién inversa (Paul y col. [1981)),
el algebra de tornillo (Kohli y Soni [1975]), matrices duales (Denavit [1956]),
cuaterniones duales (Yang y Freudenstein [1964]), iterativo (Uicker y col.
[1964]), y métodos geametricos (Lee y Ziegler [1984]). A menudo se utilizan
soluciones iterativas, pero generalmente requieren mas calculos y no
garantizan ta convergencia a la solucién correcta especialmente en los
puntos singulares. Mas aun, no existe indicacién sobre como escoger la
solucion correcta para una configuracién de brazo particular. En este trabajo
utifizarermos por tanto, un método geomélrico que proporcicna mas
comprension en resolver este tipo de manipuladores, un brazo humano.

Entonces para el analisis cinematico inverso de este trabajo
necesitamos de la entrada de 2 datos cruciales, siendo estos el angulo de
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inclinacion del brazo ¢. y la matriz “Tyaw que nos indica ia posicion vy
orientacion del elemento terminal o mano. Esto es

n, s, a, MAN
0 n. s a  MAN,
T .=
MIN im, s, a, MAN,
0 0 1

Las variables n, s y a son las correspondientes a la rotacién, es
decir URB. Recordemos que al ser ortonormal, se debe cumplir que :
q

2 2 2 2 2 2 2 2 2
notn+n’ =1 s s +s, =1 JJa +a +a” =1

En los siguientes subcapitulos mostraremos ia obtencion de cada

una de las siete variables articulares, desde 8, hasta 8;.
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3.3.1 Obtencion de la primera variable articular 6,

Fig. 3-4.

ARA la obtencion del angulo 9, ver figura (3-4), que es aguel formado
Pentre los vectores Xy y X, alrededor del eje Z,, necesitamos conocer la

relacion existente entre la posicion del brazo formado por los puntos
HCM (Hombro, Codo y Mufieca) y la base {0}, es decir {Xq, Yo, Zo}. Esto
quiere decir que si fijamos tanto el punto H como el M, pudiendo & codo
realizar un giro alrededor de la linea formada entre estos dos puntes, el
angulo 0, tendra una variacion que podemos cuantificar analizando la elipse
(ver figura 3-4) que se forma en el piano XoY,. Esta elipse es la proyeccién
del punto C al evolucionar el angulo de inclinacion del codo ¢ el cual ya
definimos previamente. Cada punto de esta elipse lo ubicaremos mediante
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un vector que llamaremos Cyove. €l cual parte de la base referencial {0}
sobre el plano XqY, hasta tocar ta elipse (ver figura 3-4 y 3-5).

Observando la figura (3-5), que muestra el plano X,Y, podemos
descomponer el vector Cygye €n sus proyecciones sobre l0s ejes Xg ¥ Y, l0
cual nos permite cuantificar et angulo 6, mediante:

8 = tan"(uC‘,/OCx) (7)

El problema entonces es encontrar los vectores °C, y °C,. referidos a
la base generadora {0}.

4\?aux
M
Yo a
A\ Xaux
an Cm
—————— |
1
1
|
iCm
a ) T
H > X

Fig. 3-5.

Si abservamos la figura (3-4) desde el punio M en direccion al punto
H obtendriamos una vista similar a la figura (3-8). Desde esta visla notamos
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un vector que llamaremos °°C. el cual es un vector originado en una base
referencial {CC}, la cual esta orientada de la siguiente manera: el eje X, con
la misma direccion y sentido que el vector k (ver figura 3-3), eje Z.. con ia
misma direccion y sentido que el vector m y por Gltimo el eje Y., mediante el
producto vectorial Y, = Z;. X Xcc. Aqui podemos ver la evolucion del angulo
¢ al moverse el codo C. Descompoeniendo el vector “°C y presentandolo en
forma de columna tenemos:

“C rCos{¢)

X

rcC: “C = »"SEH(QQ) (8)

L3

CCC: 0

donde la componente en Z.. es nula debido a que el vector “°C solo existe
en el plano X Y.

La longitud r (equivalente al médulo del vector p) se obtiene de la
siguiente manera:

De la ley de cosenos tenemos que

L =17 +lmf’ - 20 Cos (9

y ocbservamos que Cos@ = || Od" /1, (10)

sustituyendo (10) en (9)

4

1= 02+l =200 /1)
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despejando d

? "122 +"m||2

I
" *d “ =- 2l

de Pitagoras sabemos que 1dz|+|p2[=l12, por lo tanto

2 3 237
17 =17 +|m

=lek= - "
A=y 2l )
A )‘(c:
cC |
5 ’,f,.
\\ r
\\ _A///
Fig. 3-6.

Para poder utilizar la ecuacion (7). es necesaric encontrar el vector
°C (la posicion del codo respecto a la base {0}). Pero, nosotros tenemos la
posicién del codo respecto a la base {cc} y, por tanto, precisamos de la
utilizacion de transformaciones para obtener °C a partir de “°C, esto es

UC=UT;‘ r(‘C (12)
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donde la matriz de transformacion °T.., se compone de una traslacion y de
una rotacién

1313 UCC muR. 0 UR OCC

— (£ - cC 13
« 0 1 0 1 0 1 (3

La parte correspondiente a la traslacion significa el mover nuestro
sistema de referencia {cc} hasta el sistema de referencia {0}. Esto implica
moverse a lo largo de fa linea creada por un vector °CC que va desde el
origen hasta el punto CC. Por tanto este vector se expresa de la siguiente
manera:

‘cC, ., s m

0 ¢ 0 4l A [|- =1 +||m”' l '

cc=|cc, | =|'ahp=| —Z—— )l m (14)
o 2] 2]
CC, m

Ahora bien, para determinar la parte correspondiente a la rotacion de
la ecuacion (13) °R.., se necesitd crear una base referencial auxiliar {aux}la
cual se encuentra orientada de la misma manera que la base {0}, pero
trasladada al punto CC. Nuestra matriz de rotacion *R,., esta formada por
sus respeclivos elementos, siendo estos:

o Ny g
any _ faux o ah vy s _ _
Rc‘c - ( ‘Xﬂ' yc:c Zrc) =y rl'_' | =
B e Iy
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X "X xmu : yrt' xaux : (19
= yﬂlL\' ’ xCC yaux '-yf.'(.' yau.\' ! ZC(‘ (15)

B

~

- -
. . i .
Z xcc Zmu y [xq oanx zcr

Ya previamente habiamos establecido la direccion de los ejes de la
base referencial {¢c}. de donde notamos que °Z.. esta dispuesto con la
misma orientacién y sentido que el vector m. y por tanto **Z.. también lo
estara. Tenemos entonces que,

m, "
aus -7 0> -~ m 4 l
"L =2 =m=—=|m |7—=|r 16
S I K I o
m: r}l

Observando la figura (3-7). podemos encontrar una relacion para
obtener *"*Y . de la matriz de rotacion de la ecuacion (15).

I}

e Vee =€05(90— ) = sen(ax)

Fy =3 -1, =cos(180 - a) = —cos(a)

{ux

Ky =X

¥

rJ;’ = uy .))c'( = 0

por lo que tenemos

1 sena
o | =1 —cosa (17)
Fya 0
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Podemos ademas obtener el angulo a en términos de parametros
conocidos como lo son el vector m que va desde el hombro hasta la
mufeca, que viene siendo la matriz de transformacion i

m, m,
Sena =77 = === (18)
|mn m, +m;
m, m,
Cosa = l = (19)
i, l \/m_‘ +m,
Yo
N
1
1.6\*
6\!
oL .
H > Xo
Fig. 3-7.

De la ecuacion (15) solo nos hace falta la primera columna, es decir
la parte correspondiente a **X... La podemos obtener facilmente mediante
el producto cruz entre **Y . y 2.
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qux X aux Y ®EJL\'Z

(’
—CcoSa
"
= —senay—r [Im]l (20)
£1) m,
sen ayr+cosa =
llmll ]

De esta manera completamos ya la matriz de rotacion, ecuaciéon
(15). Podemos entonces calcular 1a ecuacion (13) que nos permite también
el calculo de la ecuacién (12). Esta ecuacion nos otorga et vector °C. el cual
es el que necesitamos para el computo de nuestra variable articular 6.

Solo necesilamos las componentes X y Y del vector °C, las cuales
mostramos a continuacion (ohbtenidas mediante las sustituciones antes
mencionadas):

OCI = ”d”m ( Sean M} (21)
gl Jm +m,’ i
lalim 17 ( m m,Cosqp)
°c = 4 -mS DI A
Yo * Jml+m? Thoen? lm] @)
o N, VeCosgm om -

| vl
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donde, ] = \Jm,? +m,* +m.? : Id] = ’ *"”” el =i -1l

Recordamos que 8 = tan"'(OC_ A OCI)

Aqui surge un detalle de suma importancia. Debido a que el vector
Cyovo puede estar en cualquiera de los cuatro cuadrantes formados por los
ejes X e Y de la base {0}, y la funcién arco tangente solo expulsa angulos
comprendidos entre 0° y 90° o bien 0° y -90° es necesario tener una
correcta interpretacion del angulo 9, para lograr formar un intervalo entre 0°
y 360° Para esto se expone la siguiente tabla donde se muestran los
angulos a sumar para todos los cuadrantes.

I Cuadrante (Cx=+1, Cy=+1) 9,

! Cuadrante {Cx=-1, Cy=+1) 8,+180°
1 Cuadrante (Cx=-1, Cy=-1} 0,+180°
1V Cuadrame {Cx=+1, Cy=-1) 8,+360°

El mismo sistema se usara para todas las variables articulares
donde se usen arco tangentes para su obtencion.

Angulo-eje equivalente

Si bien hemos logrado obtener las ecuaciones (21), (22) y (23) que
nos determinan la posicién del vector °C, estas se encuentran en funcién de
ia variable m, la cual es un vector que va desde el hombro hasta la mufieca
de nuestro brazo. Pero este vector no es un dato conocide para la
cinematica inversa de nuestro trabajo, pero si lo es el punto MAN {MAN,,
MAN,, MAN;}. Este punto es aquel que se encuentra entre el dedo pulgar y

Biomecanica del brazo humano: una descripcidn matematica de su movimiento

BusLIGTECA

BE (A

ESTA TESIS WD DEBE

SALIR



Modetacion matematica 80

los otros cuatro de la mano humana (recordemos que no estamcs haciendo
un andlisis de la mano humana con los cinco dedos con sus respectivos
grados de libertad, sino que la consideramos como una pinza que
simplemente puede abrir o cerrar. O bien como la mano tomando alguna
herramienta, donde el punto MAN se trasladaria a algun punto de esta
herramienta de nuestro interes como lo podria ser cominmente la punta de
la misma). Por tanto tenemos que lograr encontrar una relacion entre el
vector °m y datos que si sean conocidos, como lo es el punto MAN y la
orientacion de la mano. Para lograr esto necesitamos del concepto de
angulo-eje equivalente, que mostramos a continuacion.

Fig. 3-8.

Suporniendo que tenemos dos bases referenciales, ver figura (3-8),
las cuales tienen la misma posicion y orientacién, y queremos que alguna de
ellas tenga una rotacidén £ con respecto a la otra pero alrededor de un cierto
efe u cualesquiera, se puede demostrar’® que la matriz de rotacion
equivalente es

'3 Craig, John J., Introduction to Robotics, mechanics and control, Ob. cit
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uuvB+Cp  uwuvf-uSp uuvf+usSp
R(B)=|uuvB+uSp wuvf+CB wuvf-uSp (24)
uuvf-uSpH uwuvp+uSp wuvf+Cp
donde v#=1-Cosfyu={u,uy u,)': SB=Senp. CB=Cosp

El signo de g se determina por la regla de {a mano derecha con el
pulgar apuntando en la direccion positiva de u. La ecuacion (24) convierte de
una representacion de angulo-eje hacia una representacion de matriz.
Notese que dado un eje de rotacidn y una cantidad angular, podemos
facilmente construir una matriz de rotacion equivatente.

El problema inverso, la determinacion de u y # desde una matriz de
rotacion dada, es de nuestro interés. Tenemaos entonces,

n+s +a, -1
f=Cos™| ———— (25)
2
S, —a,
i < ]
o= a —n 26
28enfB| * ° (26}
n,—s,
n.\ S.\' al
donde "R, =in, 5, a,
nZ SZ 4

Esta solucion siempre calcula el valor de fentre O y 180 grados.
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LLas ecuaciones anteriores implican gque nosofros podemos tener,
como datos conocidos, la matriz *Tyan ¥ de aqui obtener el angulo y eje
equivalentes de rotacion, ecuaciones (25) y (26), para después obtener la
matriz de rotacion equivalente, ecuacion (24).

Fig. 3-9.

Una vez definido este conceplo, podemos hacer uso de éste de la
siguiente manera. Observando la figura (3-9) notamos que fa mano puede
girar libremente alrededor de una esfera con centro en el punto MAN y de
radio 15

En la figura {3-9) se ha colocado una base auxilar {0’} que se
encuentra trasladada hasta el punto MAN pero con la misma crientacion que
{0}. NecesHamaos conocer €l punto M en relacion a {0°), esto es,
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“m=( 07:,. Ym (27)
i 0 0 MAN,
o [0 10 MaN,
donde o=l 0 1 MaN
000 I

Pero hasta el momento desconocemos °“m, que para obtenerlo
utiizaremos  nuestra matriz  de rolacién  equivalente  encontrada

anteriormenie
o 4] MAN
m= Rm\ m (28)
0
donde "''m=| 0 | yaque la relacién que existe entre la base ubicada en
-1,

el punto M, y la base {MAN} ubicada en la mano siempre sera solo una
traslacion de Iy unidades en la direccion negativa del eje Zyan-

La matriz “Ruan €s nuestra matriz de rotacion equivalente R,(B),
ecuacion (24). Sustituyendo (28) en (27) junto con (24),

I 0 0 MAN,
U 01 0 MaN, u vz + le u o vfi- u&Sﬂ u uvf+u, ;‘ﬂ g
n= 0 L MAN. vuvf+u S wuvB+CH wuvf-uSpH
0 0 | TNwuvB-uSH wuvf+u S wuvp+CpH N1,
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y finalmente efectuando operaciones

m MAN  —L\uu,(1-Cosff) +u, Senﬁ)

“m=|m, |=| MAN, - 13(14 (1 Cosp) - u, Senf) (29)
m, MAN, ~ (12 (1~ Cos) + Cosf3)

Asi podemos ya utilizar esta ecuacién para el calculo de la variable
articular 9.

Resumimos la manera de obtener 0, :

1) Teniendo como dato la posicion y orientacion de la mano, es decir la
matriz homogénea T wan. junto con el angulo de inclinacion del brazo ¢,
calcular el angulo-eje equivalente, ecuacicnes (25) y (26).

2) Calcular el vector *m, ecuacion (29)

3) Calcular °C,y °Cy, ecuaciones (21) y (22).

4) Calcular 84, ecuacion (7)

3.3.2 Obtencion de la segunda variable articular 0,

QUEREMOS ahora conocer alguna relacion para el angulo 8,, el cual es
el que se forma entre los vectores X, y X, alrededor del eje Z, (ver fig 3-
2). Podemos nolar que el eje formado entre los puntos H y C (vector 'C)
siempre va a mantener un angulo de 90° con respecto a el eje X, Eslo
debido a la forma en que se eligieron los parametros de eslabonamiento
segun Denavit-Hartenberg. También encontramos un angulo entre el eje HC

y el vector X, el cual llamaremos 8,". Por tanto el angulo @; que a nosolros
nos interesa es:
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6, = 90°+6),"
tenemos entonces que,

8,'=tan '('C.I'C,)

lC :(IT(vj)(]C :((}T;—! )UC

(30)

(31)

Sabemos que la inversa de una matriz de rotacion es equivalente a
su traspuesta, sin embargo la inversa de una matriz de transformacion
homogénea no es equivalenie a su traspuesta. Necesitamos alguna forma
de calcularla. En general, la inversa de una matriz de transformacién se

puede encontrar que es'*

noos a  p nooRk o -np
T 1 :[n 5 a pJ I: '?_1 Sr a‘l' pv _ S.\ Sl S: _STp
0 0 0 1 n, 5. a p. a, a, a. -a'p
0O 0 0 1 ¢ 0 ]
De tal forma
cg S 0 0\°C
-S4 Ccg 0 of°c
lc_ ¥
0 0 1 0} °C
0 0 0 1 I

“KS Fu RC Gonzalez. CS G Lee, Robotics, Ob cit Pag 32
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CO°C +58'C, 'C,
| -$8°C +C8°C, 'C,
= “C: = IC.-

{ 1

Sustituyendo los valores °C,, °C,. °C, obtenidos de las ecuaciones (21), (22)
y (23):

3 Iid”m__ ”_]J“_Ci)sgo\ m, . + m‘r

l —_— —_— L —— p—. —
T lya! 42
’ i
'C o= :,I—I,I(Jrn‘CostS?l +m1 Senf, ) +- = ;—-(Se.-?go(ml('osf}, :
W, m° +n
1 ' (33)
m.Cos
m Sent) ) -- 'r"mip (m Cost) +m SenOl))
v :r’”“ v 3

Recordamos que, € = 90°+ran '(lC,/'C‘,)

3.3.3 Obtencion de la tercer variable articular 05

L ANGULO 0, es el formado entre los ejes X, y X,, alrededor de Z;.

(Debido a que la base {3} esta alejada una distancia |, de la base {2}, es
decir no son coincidentes, ver figura {3-2), nosotros supondremos que si lo
son ya que wvisto desde un planc perpendicular a Z, es valido y suficiente
para estos calculos, ver figura 3-10)
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X:
X A
331
H
- &
Z:
¥,
th
Mz
Fig. 3-10.

Observando la figura (3-10), notamos que el vector M,,,, es la
proyeccion del punto M sobre el plano X;Z; cuya magnitud y direccion
varian conforme evolucionan las vanables articulares 0, vy 0
respectivamente. Es importante mencionar que el vector M,.,, puede no
existir, esto es cuando 0, es igual a cero, ya que el vector ’m seria paralelo
a Z3. En este casc no podremos definir la variable articular 0,.

De lo dicho anleriormente y nuevamente observando ia figura (3-10) :
G = tan"(zm‘_fzm\) (34)
para obtener °m necesitamos del uso de una matriz de transformacion

m=(CT ) 'm {35)
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y esta maltriz es equivalente a

CaCe, §cq, S8 0
- -CgSse8, -5854 Cg, 0

2 07 0T, ! _ 12 2 Us )
o ( : ) S8 -C4 0 0
0 0 0

sustituyendo en la ecuacién (35) tenemos,

*m, CHCE,°m +SECE m, +56,°m,
‘m=|’m, |=|-CE58,°m, ~S6CH°m, +C86°m,
2m, 56°m, ~C6°m,

Por lo tanto nuestra variable articuiar 6, es

g N 58°m, ~C8°m,
s = Cace, m + 5608, m +S6,°m, o)

3.3.4 Obtencion de la cuarta variable articular 0,4

ODEMOS ver en la figura (3-11) la relacién existente entre el angulo 9,
P(cuarta variable articular) y las bases {3} y {4}. Por definicion 8, va
desde el vector X, hacia el veclor X, alrededor de Z4. El angulo formado
entre las lineas HC y CM (|, y I,) lo llamaremos 6,’. Observamos una sencilla
relacion entre 8,y 8, :

6, = 180°-4,' (37)
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Fig. 3-11.

Necesitamos entonces obtener 8, en funcién de términos
conocidos, y, ya que este angulo depende unicamente de la posicion del
punto M y no de la inclinacion diedra del brazo, podemos obtenerio
facilmente sin aun conocer fas primeras variables articulares antes
encontradas. Por tanto, de la ley de cosenos tenemos,

Imdlf = 12 + 12 = 200,86,

despejando 9,

(Il =12 -2

'=Cos~
O'=Cos \ =31
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Entonces la cuarta variable articular 9, es:

oprln
o™ ~ 4, } a8)

=180°-Cos™'
g, =180 Cos( =

3.3.5 Obtencion de la quinta variable articular 05

IENDO 85 el angulo formado entre los vectores X, y Xs, alrededor de Zs,
Spodemos utilizar un método similar al utiizado para encontrar 0. En la
figura (3-12) podemos observar las bases {4} y {5} vislas desde un plano
perpendicular al eje Z;. Aqui se muesira el vector MAN,4,4, €l cual es la
proyeccion del punto MAN sobre el plano X,Z,, cuya magnitud y direccion
varian conforme evolucionan las variables 0g y 05 respectivamente, donde
precisamente 0; es la variable de nuestro interés, por lo que el movimiento
de el vector MAN,,,, nos determina 6;. Aqui también es importante

Xa
)‘(5 N
s
7. €
¥s
0s
MANXAZ-!
Fig. 3-12.
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mencionar que M,,,, puede no existir cuando 8 sea nulo, ya que la linea
entre el codo C y la mano MAN seria paralela a Zs. En este caso no
podremos definir 8s.

De lo dicho anteriormente y nuevamente observando la figura (3-12) :
6, = tan™*(* MAN ,/*MAN ) (39)

para cbtener * MAN necesitamos del uso de una matriz de transformacion

PMAN =(47;)“ MAN :(UY:,'])UMAN
ST T LGS,
o ryoomy o LS55,
) ryooh o 4G
0 0 0 |

donde,

r = G(CC.C +5,8,)-CS.S,

= 54(% S8 - C,C:C})— CGG.S,

n; = GS, - CGS,

= CJ(C_‘C3S1 —C‘|51)_515:S4

re = 5,(CS, - .08} C.S. S,

ry = =C G -G5S,y
r, = CC, S, +C.S,
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r. = GC, -CS8.8,
ry = =5,5,

entonces tomando la inversa de esta matriz y multiplicando por *mAN
obtenemos

*MAN, = (C(C,CC+55,)-CS.8, (Mav, 10,8, )+

(€.(€.C,8, - C.S,)- 55,5, ) MAN, —1,5,5,)+{C,C.8, + C., { MAN, +1C,)

MaN, = (S~ 5,5, -C0,0)- 0.8 Mav, -1C.S,) +
(5,068, - €.0.8)- .58, )(sav, ~15,5,)+(C.C, - €88 N MAN, +1,C,)

wmay, =08 - cosYanx -nes)H(-o0 -ess )y, 18,5,
+(-5.5,ran_ 1)

la variable articular 85 es por consiguiente :

(C,S, -GS MAN ~1,0.8,)+

Jaa-ass)aan, 155} (-5,8) My, < 10) (41)
(JCC(+9S' )-S5, S )(Man, - 1,C,S,) +
(cfccs-08)-s8.8. ) rav, -185,)+

(Cos. + S Ay +10,)

0, =tan’

Biomecanica de! brazo humane una descnpcion matematica de su movimento
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3.3.6 Obtencidon de la sexta variable articular 0g

ODEMOS ahora obtener Bs, el cual es el angulo comprendido entre los

vectores X5 y X, alrededor de Zg. Observando la figura (3-13) vemos
que B lo podemos obtener mediante el uso de un angulo auxiliar, el cual
llamaremos 68g'. Este angulo estd formado entre la linea que forma el
antebrazo y la que forma la mufeca, es decr C-M y M-MAN
respectivamente. De tal manera, la refacion requerida es

MAN

c
Fig. 3-13.
| o -1 5""‘/‘{A[V: O
6,'=| 90°—1an W - 180 (42)
o o MAN,
g, =180°+8,'= 90°—ran W (43)
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*MAN =(’T,)° MAN =(°T,"")°MAN (44)

y la matriz de transformacion requerida es

o reony KCS, +L{CCS,+5,(CC.C+5,S,))
op [T e ASS +L{CSS, +5(C.CS -GS))
‘ o e Iy ""lacz_[z(C:C;_C;S:SJ

0 0 0 1
donde,

n o= GGG, +5,5,) - 6.8.8,)+ 5,(C8, - €08,
ne = G(C,8, -€C:S,) - Si(c(cc.c, +55,)-65.5.)
ry =CGC,S, +5,(CC.C+5,8,)

r = GG (G0, - 08,)-5.8.8,)-8(cc, + €.5.8,)
r = C{-C,C, - C,S5,8,)- 5.6, - €.8,)-5.5.5,)
ry = G55, +8,(C,C.8 -CS,)

= G{C,C,S, + 0.8, )~ 8.5,,

re = -CS.8, - S(C,C.S, + C,S,)
= G058, - G0
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por lo tanto,

auy, = ({ofa e, +55)-65.5.) ¢ {68 - (',C,S,S,))(MAN. -(resanfces, eslcoe, + 88 )))] .
{efedees -os)-s88.)-sdee s s an, (155, +1{c.ss, < sfeos -os ) -

(ofes, +08) -85 sy -{-10, -1le.C -as.8.)

wiy, = {efes -ces)-sloleed - 85)- 688, )I Ay, -(RCS, -1 OS F S{GGG + 88, )))) N
(c-co -css)-sicloes -cs)- s.s:s,))(.m.v, (188, - 0{0.55, e 8,008, - €5, )))) '

(-85 s(eos. ~osaay e -I:((':(‘,-(',S:S,)))

) "'I'I'—!JV,' = ((‘I('JS: + Sl ((.I(.:(‘I * b‘ls|)x Ai“"vl - (ll( .I‘S-f + ,'.' ((‘l(‘l‘s'l + SJ((‘!(‘_‘(“ + ‘S'ISI )))) +
(€88 + 800,08 - s Wy -(155,+1(C.58 + 8008, - (‘,S,)))) +

(.8, - o) mav - (-0, -1, - (‘,535',)))

tomando lo anterior, la variable articular 8; es finalmente:

L[ TMAN,
g, =90°~tan ][WJ (45)

3.3.7 Obtencion de la séptima variable articular 9,

HASTA el momento conocemas ya todos los angulos desde 0, hasta G,
solo faltandonos 0; para lograr completar nuestro analisis cinematico
para un brazo con 7 grados de libertad. Conocemos pues la matriz °T¢ la
cual estd en funcion de estos angulos 8, hasta 8. De aqui tomaremos
solamente la matriz de rotacion °Rs. También conocemos la matriz °Tg ya
que es un dato de entrada por ser un analisis de cinematica inversa. De aqui
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tomaremos solamente la matriz de rotacion °Rj, de donde sabemos que
'Rs= °R; debido a que no existe rotacién entre las bases {7} y {8}, sino solo
una traslacién de Y unidades (por lo cual °T; = °T;). De lo dicho
anteriormente sabemos entonces que

0p O0p _0p 6
R,="R,="R,°R, (46)
despejando °R;
i
6p {0 0
R, = Re) R,
-1
AT AT AT h, 8§, a, ma e e ey - -
=l T Ty noS5.oa | = - - —|(47)
o B By n, 5 aq - -

donde las variables n, s, a son datos de entrada de cinematica inversa. (En
la ditima matriz expuesta, no mostramos todos los elementos ya que, como
veremos mas adelante, no seran necesarios para la obtencion de 8;)

también sabemos que

no=GlGaCae +85,)-68,8.)+ 5(C,s, - €.C.8,)) -

(48)
$(C,C.S, +5,(CC.C +58,))
Fyy = Cs(Cs(C4(C2CJS| - C'|S3)_ SIS2S4)+ Ss(_ GG -GS,S, )) - 49)
$6(C.5,8, +5,(C.C,8, -CS,))
ry = C(C(C,C,8, + 68, )~ 5,5,5,) - o~ C.C, +C.8.8, ) (50)
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y por definicion
Xg X, Xg- Y,
6R7= Ve X1 Vo1 Yo'

Zg Xy Zgt Yy Z5Z

(51)

tomando el primer elemento X,-X, de la matriz anterior y utilizando la

definicidn de producto punto

2,5, =[]+ Jcosa (52)
y por ser el modulo de un vector unitario igual a la unidad
%, %, = Cosé,
finalmente despejando 9,
(53)

_ -1
& = Cos (r‘,n‘ +ryn, +r3|n_.)

donde ry, 7z y r3; se obtienen de las ecuaciones (48), (49) y (50)

respectivamente.
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3.4 LIMITACIONES DEL MODELO MATEMATICO

BSERVANDO con detenimiento las ecuaciones que han sido obtenidas
Ohasta el momento, nolamos que existen valores para los cuales no es
posible obtener una solucién de estas. Esto puede ser debido a. por
ejemplo, divisiones entre cero, raices cuadradas negativas u otras que no
permitan su solucion. Es por eslo que, a continuacion, se enlistan los casos
en que existen estos puntos singulares o limitacianes malematicas.

De la ecuacion (7), 8 = !an"(DC‘ IOC‘). notamos que la tangente

esta indeterminada para un valor de °CK igual a cero. Entonces siempre gue
°C, = 0 la ecuacion anterior no sera valida. En ia figura (3-14), pocdemos
observar casos en 10s que nuestra ecuacién sera indeterminada. Aqui se
muestra la ya antes mencionada elipse de la figura {(3-4 y 3-5), con la cual

Yo Yo

8’ 81 61

Xo Xo Xo

Fig. 3-14.
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obtuvimos ia variable articular 8;. (Cuando la componente en Z de M es
nula, se forma una linea y no una elipse)

Sabemos entonces que cuando °C, -0, 8,-90°. Por tanto tenemos
que poner atencion al utilizar nuestro modelo matematico, de manera que
siempre que %¢, sea nulo, pondremos un condicional para un angulo 6, igual
a 90°,

Observamos también que en la obtencion de °cC,, °C, y °C,

ecuaciones (21,22 y 23), se utiliza la vanable "p" = 1“13 —”af“2 en cada una

de ellas, Estas ecuaciones no son validas cuando d es mayor que |, Si esto
Hegara a suceder seria debido a que se esta tratando de invadir un punto
fuera del espacio de trabajo posible de nuestro manipulador. Esto quiere
decir que fisicamente no es posible tal configuracion.

Otra limitante que notamos en las ecuaciones (21,22 y 23) es el

. 2 2 . . . .
divisor ,fm_, +mv’, el cual si llegase a ser nulo invalidard nuestras

ecuaciones. Para que este divisor sea cero, el punto correspondiente a la
mufieca M debe eslar colocado en algun lugar scbre el eje Z,. Para esta
configuracion del brazo, la evolucion del angulo ¢, dibujara un circulo de
radio P, con centro en el origen de la base {0}.

De la ecuacién (30 y 31),4, =9O°+tan"(lCZ/'C.\.), tenemos el
mismo problema que para la primera vanable articular, la tangente no esta
definida para 'C, = 0. Entonces cuando 'C, —0, tan™ ('C,/'C,) —=90°. De
aqui la variable articular 9, = 90° + 90° = 180°.

£l condicional de nuestro modelo matematico indicard@ pues, que
siempre que el vector 'C, sea nulo, 8, tendra el valor de 180°.
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De la ecuacion (34), 6, =Ian'l(2m:/2m‘), analogamente notamos
que cuando ‘my >0, 8;—90°.

Pero tenemos también otra limitante para la existencia de 81. Ya que
esta variable estd en funcion de la proyeccién del punto M sobre un plano
paralelo a X;Z,, ver figura (10), puede no existir tal proyeccién {simplemente
seria un punto) cuando ’m se vuelve paralelo a el vector y,. es decir cuando
es colineal a la linea formada entre el punto H y el punto C. Esto pasara
cuando 0, sea igual a 0°. Nueslro modelo matematico esta limitado en esle
aspecto, de manera que no podemos obtener 8, cuando 64 = 0°.

Para la ecuacion (41). 6, = tan"'(* MAN, 7MAN ), al haber sido

obtenida de manera similar que para la tercer variable articular 0s
tendremos las mismas restricciones. Primeramente cuando *MAN, tienda a
cero, 05 tendera 90°. Segundo, debido a gue 65 esta obligado a la extstencia
de MAN,,, y esle a su vez depende de un angulo 05 no nulo, tendremos
aqui un punto singular para nuestro modelo matematico. £s decir cuando O
= 0°, entonces 95 no esta determinado.

De la ecuacion (45), &, =180°+tan"("MAN:/‘MAN‘). cuando

*MAN, tienda a cero, el angufo cuya tangente tendera a 80° por o que la
sexta variable articular 05 = 270°.

Las restricciones anteriores han sido en su mayoria debidas a
divisiones entre cero. Igualmente tenemos una restriccién para la obtencion

del angulo-eje equivalente, mas especificamente la obtencion del vector o,
ecuacion (26).
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S, —-a,
O
" 2sing| BT
n -3

¥ X

Aqui, cuandc el valor del angulo 3 toma el valor de 0° 6 180°
tenemos como resultado una division entre cero. En este caso simplemente
la ecuacion quedara con un punto indefinido, y no como en e! caso de las
arco tangentes que podiamos sustituidas por angulos como 90°.
Fisicamente es dificil darse cuenta en que posiciones se adquieren estos
valores de angulos, ya que tendriamos que visualizar las dos bases
referenciales intrinsecas que utiliza la ecuacion (26). junto con su vector u, el
cual es el eje de rotacion de 8. De hecho, el solo tratar de visualizar 1a matriz
de rotacion ya es complicado.

Finalmente es importante mencionar que al ir obteniendo resultados
para las ecuaciones, es esencial el tener siempre en consideracién una
correcta interpretacion geométrica de estos. No hay que olvidar, por
ejemplo, que los arco tangentes solo nos proporcionan valores entre 0 y 90°
0 0° y -80° cuando en realidad el angulo podria ser 135 si se tratara del il
cuadrante. (ver pagina 79).
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Carituro CUATRO

SIMULACION POR COMPUTADORA

EL SIGUIENTE paso a realizar en este trabajo es utilizar lo obtenido del
capitulo anterior mediante la aplicacion de las ecuaciones para las
variables articulares en algun lenguaje computacional. Lo que estamos
bhuscando es primordialmente una simulacién interactiva, es decir que
permita entradas y salidas de datos de manera inmediata, capaz de crear
una imagen grafica del brazo preferentemente en un espacio tridimensional
La aplicacion de esto se hara para la modelacion en el espacio articutar o
bien cinematica inversa la cual, como ya vimos en el capitulo anterior, s ia
mas laboriosa pero también la mas utilizada en las aplicaciones practicas
Entonces en el programa a desarroliar necesitamos que el usuario
introduzca los datos requeridos para la cinemdtica inversa del manipulador
con 7 grados de libertad, siendo estos {a matriz de transformacion °TMAN y el
angulo de inclinacion det brazo ¢. Pero recordemos también que ta matriz de
transformacion *Tyay esta compuesta por un vector de posicion MAN
(MANx, MANy, MANz, que es el punto medido desde el hombro, base {0},
hasta el punto MAN, base {8}). y una matriz de rotacion *Ruan. Estos datos
deben ser introducidos por el usuario, y entonces la computadora calculara
los valores correspondientes para tas variables articulares €, hasta 0; y
también mostrara la posicion visual correspondiente para esa configuracion
del brazo. Al ir cambiando la matriz °Ty y el angulo ¢. se lograré observar el
cambio en los valores y la posicion del brazo en un sistema tridimensional
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Otro punto importante en la programacion es el considerar las
limitaciones del modelo matematico (ver seccion 3.4), de manera que estas
sean sustituidas por los valores adecuados en caso de ser posible, o bien se
de notificacion al usuario de que el calculo para cierta posicion e inclinacién
especifica no es factible. Dentro del programa se cred una subrutina que
verifica estas limitantes matematicas para dar aviso de ellas.

El codigo para el programa terminado se muestra en los ANEXOS,
al final de esle trabajo. La programacidon fue elaborada en el lenguaje
QuickBASIC, siendo este un lenguaje sumamente sencillo de programar, io
cual demuestra que no se necesitan de lenguajes de alfo nivel, ni mucho
menes programas extremadamente complejos para poder utilizar el modelo
matematico obtenido en este trabajo de tesis.

El primer problema que se tuvo para la elaboracion de este
programa fue la introduccién por parte del usuario de la matriz °R,. Seria
ideal que el usuario diera directamente esta matriz a la computadora, pero
es realmente dificil lograr visualizar esta en el sentido fisico ademas de que
fos componentes de la matnz tienen cierta dependencia entre si.
Observemos la matriz °T, 0 bien T man:

n s ua MAN,
n. s, a, MAN,
UT ' v
WY m s, a, MAN,
0 0 0 |

La submatriz °R; es la correspondiente a la formada por las
variables n;, s; y a, Por el hecho de ser una matriz ortonormal, se debe
cumplir que,
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1,2 . 2yt r_q. 2 2.4’ =1
no+n +n’ =l s +s +s =1, Ja +a, +a =

juntocon n, ®s, = a,

De esta manera, seria dificil para e! usuario introducir valores para
esta matriz los cuales cumplan con estas reglas, ademas de poder obtener
la rotacién deseada. Por estas razones se opto por utilizar una matriz auxiliar
de rotacidn que permite una visualizacién sencilla, siendo esta :

CC, GC,S,5,~S,C, C,S,C,+S,S,
5;C, S5,5,8,+CC, S,5,C,-C,S,
-5, c,s, c,C,

R

sra

Esta es llamada matriz de representacion para angulos de Euler
YPR (yaw, pitch, roll)‘s, desviacién, elevacion y giro, ver figura {4-1), los
cuales han sido denominados 3, y, « respectivamente.

Z

X .

Fig. 4-1. Desviacion, efevacion y giro

'* KS Fu,RC Gonzatez, CS G. Lee, Roborics, Ob. o, pag 26
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Utilizando el concepto de giro, elevacion y desviacion, seran estas
tres variables las que e! usuario tendra que dar a la computadora para luego
ella calcular la matriz anterior y sustituia por la matriz de rotacion °Rs.
Mediante el cambio de estos tres angulos, el usuario serd capaz de ir
rotando la mufeca gradualmente alrededor de los ejes correspondientes y
observar el cambio que se produce en pantalla, donde se mostrara la matriz
%T, con los valores correspondientes para esta posicién y orientacion.

t1= 17.1°  t2-133.4° t3-180.0" t4= 81.0"
t5=206.8° th= 40.7" t?=69.1° fi= @.0"

8.0 8.9 1.0 150 .0
-1.0 0.0 0.0 40.9 | = "Twan
0.0 -1.0 Q.9 26.9

al:270.0° a2: 0.8° a3:270.0°
heta:126.0°
Ux:-.577356

Ly :0.577350
Uz:-,577350

Fig. 4-2. Salida del prograrma para una pasicion aleatoria

Podemos observar en la figura (4-2), el resultado al correr el
programa computacional para una posicidn aleatoria de la mano, una
inctinacion paralela de la muieca con respecto al eje X, y una inclinacion de
0° para el angulo ¢ (). Apreciamos en la figura la matriz T man. que incluye
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la matriz de rotacion °RB, y la posicion final del organo terminal (se han
eliminado los ceros y unos que vuelven homogeénea la matrz, ya que no
tienen importancia para su presentacion). Aqui podemos ver también los
angulos de Euler de desviacidn, etevacion y giro, nombrados al, a2 y a3l
respectivamente. En la parte superior de 1a pantalla se despliegan todas las
variables articulares 6, hasta 6; (t, hasta t;). Se muestra adicionalmente el
angulo-eje equivalente calculado (B y U).

El pequerio sistema de referencia movil {8} es mostrado al final de la
linea que forma la mano {que viene siendo el punto MAN) con el propdsito
que se pueda ir visualizande la rolacion de la misma. Las lineas punteadas
son las proyecciones del punto C localizado en el codo y del punto M
localizado en la muneca, sobre el plano XY cuyo objetivo es también facilitar
la visualizacion. Se utilizaron 1,=100, 1,=80, y 1;=20.

QuickBASIC no permite la obtencion de arco cosenos, los cuales
son necesitados para et cdlculo de 04, de 07 y del anguio [ Por tanto se
utilizo la siguiente identidad trigonométrica,

arg

\ﬁ~ arg”

Peroc el inconveniente de hacer esto, es que se crean mas
limitaciones mateméticas que hay considerar durante la programacion.
Entonces, cuando el argumento (arg) toma el valor de 1 ¢ de -1, el arco
tangente tiende a 90° 6 a -90° respectivamente, de donde el arco coseno
sera 0% 6 180°. De esta manera es corregido el problema.

Cos"(arg) = g ~Tan"

A continuacidn se muestran mas salidas del programa para
posiciones aleatorias
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t1=344.17 t2=113.8° 13=249.5" t1= 81.6°
t5=198.3° th= 58.17 17= 17.1° rfi= 69.67

-

&8
oo

= “Tman
- . o) /

al:2?0.0° a2:. 0.0° a3:270.07

'
S O
(-]
- oo
(=R~ ]
QD
(== =y == ]

beta:120.0°

Uxz- 572350 . -
Uy:0 577358 -/
Uz:-.577350 . i 7%
. A P
. <L s

s

t1-123.1° t2-121.5° t3:-119.1° t4: 71.7°
ts5: 18.8° th=471.1" t?= 90.17 fi=319.0°

0y 04 0.2 9.0
02 -0.7 -0.7 128.0 |- "Tman
‘o4 06 -07 200 i -
L . .
E ,

213320 0% a2:205.0° a3:170.0" /ﬁ //

. TN #
beta:139.0 . .%/ . \: P
Ux ©. 968891 P x->/
Uy:- 164105 / 27 f ’
Uz:6. 185253 . % Y

. /’

s e

P
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ti= 99 .07 tZ= 9 .0" t3= 99.0° t4= 99.0°
t5- 96 0°  t6=150.8" t7: 90.0° [i:27¢ 0"
-8.0 1.0 -8.9 80.0
1.0 0.6 -0.6 160.0 | = "Iman
80 -08 -1.0 -20.0 —
/ P
#1:1B0.0° a2: 0.6 o3: 96.0° .-
7
beta:189.0° p -
Ux:3.867594
Uy:1.86359515,
Uz:0.6006880, " Ty
~ e
s 4 g ‘
s ' 4—-7 P
/// ,// Tz

ti= 0.6° t2:119.5° t3:180.0° t4= 67.6"
157180.0° (6-188B.0 t?7-105.1* [ri: ¢.0*
r Singularidad matematicat
1.6 -0.0 0.6 1560
i 0.@ 1.0 6.0 0.6 "Tman
: 0.0 0.0 1.0 20.6 / ]
d
al: 0.6* a2: 90" a3: ©.0° .
beta: ©€.0°
Ux :0. 006000
Uy:9.000000 ~
Uz:@ 99999791 = T T T T
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RESULTADOS Y

CONCLUSIONES

DURANTE el desarrollo de este trabajo se ha buscado determinar el
comportamiento de tres articulaciones que conforman el brazo
humano: una articulacion esférica en el hombro, una articulacion rotacional
en el codo y una articulacién esférica en la murieca Concluimos también
gue las articulaciones esféricas pueden sustituirse por tres articulaciones
rotacionales cuyos ejes de movimiento fueran coincidentes en un solo punto.
De esta manera las articulaciones correspondientes al hombro y a la
muneca serian sustituidas por rotacionales, dando como resultado un brazo
con 7 variables articuiares 04 hasta 0.

Para poder obtener resultados sobre la forma en gque evolucionan
estas variables articulares, segiin los modelos matematicos obtenidos, se
crearon graficas correspondientes a cada variable. Los datos tomados para
graficar fueron ios siguientes (ver figura 4.2):

;=100 ; ;=80 ; 1;=20
MANx=150; MANy=40; MANz=20
a=270°; y=0° 8=270°

Todos los demas valores son calculados por fa computadora.
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Evolucidn de las tres primeras
variables articulares
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Las graficas mostradas est4n en funcion de la varacion del
parametro de inclinacién del brazo ¢ desde 0° hasta 360° es decir una
revolucion completa.

Las graficas (R-1), (R-2) y (R-3) muestran la variacion para cada
variable articular 84, 0, y 6; respectivamente. Notamos que tanto 8, como 0,
presentan ser funciones periddicas'® con maximos y minimos, pero no asi la
variable 6, la cual asemeja una recta creciente que en principio se podria
pensar que tiene un desenvolvimiento lineal, pero esto no es asi.
Observando con mas detenimiento 8, tiene una forma sinuosa, la cual se
verificaria si se vieran los valores punto a punto de la grafica. Entonces esta
variable presenta fambién un comportamiento similar aunque, para esta
posicién especifica, no tan notorio.

8, comienza y termina con un valor de 17.10°, teniendo su minimo
en =80° con -18.34°. El maximo se encuentra en ¢=280° con 52.55° 6,
comienza y termina con 133.44°, teniendo su minimo en @=180% con 63.28°
8, comienza con un valor de 180°, pasa por 360° en p=180° y termina con un
valor de 540° en ¢=360° pero recordemos que un angulo de 540° es
equivalente a 180° por lo que se cumple el ciclo {la grafica real mostraria dos
cuasi-rectas ascendentes que se cortan en ¢=180° pero para una
presentacion mas adecuada se optd por permitir angulos mayores a 360°,
como también angulos negativos).

La variable articular 8, presenta un valor constante de 81° a lo largo
de toda la variacion de ¢. Esto era bastante obvio y de esperarse, ya que 0,
no depende de ¢, como de ninguna otra variable articular. Solamente esta
en funcidn de las longitudes del brazo y antebrazo (I, y I,) y de |la posicidén de

'® Matematicamente, una funcién es periddica si existe un numero p diferente de cero, tal que
f(x+p)=f(x)
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la mufieca (ver ecuacién (38)), las cuales se han mantenido constantes. No
tendria caso mostrar unia grafica con solo esta variable ya que seria una
linea horizontal a todo lo largo de las abscisas.

Agrupando las graficas analizadas anteriormente, obtenemos la
grafica (R-4) donde podemos apreciar las posiciones relativas para las
variaciones de las tres primeras articulaciones del brazo.

Analicemos ahora las gréaficas (R-5), (R-6) y (R-7). Estas son las
correspondientes a las articulaciones rotacionales equivalentes para la
esférica de la mufieca. Nuevamente distinguimos un comportamiento
periddico formado por maximos y minimos, pero esta vez bastante claros en
las tres variables 0g, 0 ¥ 87 ¥ N0 solo en las dos primeras.

05 comienza y termina con un valor de 206.78° presentado un
minimo de 153.16° en @=220°. B¢ comienza y termina con 40.74°
siguiéndole un maximo de 64.86° en ¢=120° para después llegar a un
minimo de 26.46° en ¢=290°. 8; comienza y termina con 69°, luego llega a
un minimo de 1.44° en ¢=80°, para después presentar un maximo de 177.3°
en ¢=280°.

Agrupemos estas tres variables para obtener la grafica {R-8). Aqui
se puede observar que 9; tiene el mayor rango de oscitacién (amplitud) de
las variables para la articulacibn de la mufieca, siendo este de
aproximadamente 175° a comparacién de unos 53° para 0 y de 38° para 0.

Finalmente tenemos la grafica (R-9) que conjunta las siete variables
articulares incluyendo 8, que no se habia mostrado en ninguna ofra.

Cambiemos de posicidén y de inclinacién el brazo. Mostramos la
grafica (R-10) que corresponde a una posicidon como es preseniada en la
figura superior de {a pagina 108. Aqui todos los angulo adquieren un valor de
90° solamente cuando la inclinacion del brazo alcanza los 270° De hecho no
existe ninguna otra posicién en el espacio en la cual todas las variables

Biomecanica del brazo humano; una descripcion matematica de su movimiento



Resultados y conclusiones 122

anticulares tomen este valor. La posicion det drgano terminat es [80. 100, -
20]".

Esta ultima grafica nos sirve para observar nuevamente el
comportamiento periddico de maximos y minimos de todas las variables
articulares excluyendo clarc esta, la constante 6, Comparando las ultimas
dos graficas vemos que los valores de amplitud de las variables cambian y
no mantienen un orden de valores, es decir no siempre B sera mayor que
04, por ejemplo.

Concluyendo de manera general. sin restarle importancia a lo
sostenido anteriormente se resumen los siguientes puntos:

» Se logré cumplir el objetivo de este trabajo. siendo este el establecimiento
de un modelo matematico del movimiento del brazo humano junto con una
simulacion por computadora que pone en manifiesto su validez funcional.

« Se lograrcn modelos tanto para la cinematica directa, como para la
cinematica inversa, de donde esta Ultima es la que tiene la mayor utilizacién
practica pero también, por desgracia, es donde existen las singularidades
matematicas que hay que tener cuidado a manera de evitarlas.

» Ambas articulaciones esféricas, la del hombro y la de la mufeca. se
comportan como funciones periddicas pero no son iguales, ni tampoco lo
son las articulaciones rotacionales equivalentes para eslas articulaciones.

« Como era de esperarse, sobre |la cuarta variable 94 no se tiene influencia al
cambiar el parametro de inclinacion del brazo. Su dependencia solo esta en
la posicion de la mufieca y en !as longitudes del brazo y antebrazo.

Biomecamica del brazo humano una descripcion matematca de su movirmento



Resultados y conclusiones 123

» Al sobrepasar los 6 GDL, las ecuaciones se complican de manera
sustancial, al igual que la extensién de las mismas. La existencia de varias
soluciones para una misma posicién existe, dando lugar a la redundancia
cinematica (la cual es una de las primordiales razon de querer utilizar este
tipo de manipuladores).

+ Es sumamente recomendable el acercamiento geométrico y no uno por
métodos numeéricos (iterativo) o similar, ya que los calculos se volverian
excesivos y sumamente lentos, ain para computadoras con alta capacidad.

= Se obtuvieron limitaciones en el modelo matematico que restringen su uso.
Se llegd a dos clases de estas limitaciones: las singularidades que pueden
ser sustituidas mediante programacion, como lo pueden ser los arco
tangentes con divisores cero. Y las singularidades que simplemente no
tienen reemplazo y deben ser evitadas, por ejemplo posiciones para =0°y
180°. Nuevamente aqui se destaca la importancia del enfoque geomeétrico ya
que nos permite saber que posicidn se tiene para una solucidén que nuestro
modelo no puede calcular directamente.

¢ Este trabajo permite la posibilidad de tener una extension abordando la
parte que cinematica y dinamicamente fe seguirian, el estudio de las
velocidades y aceleraciones y mas adelante de momentos y fuerzas.
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ANEXOS

Codigo para el programa de QuickBASIC

ON ERROR GOTO errores
CLS

CONST pi = 3.1415926544
fig=0

11 =100: 12 = 80: 13 = 20 'POSICION INICIAL
Manx = 130: Many = 40: Manz = 20

beta = 120 * (pi / 180)
Ux =-1/SQR(3): Uy = 1 /SQR(3): Uz = -1 / SQR(3)
al =270 * (pi / 180): a2 = 0: a3 = 270 * (pi / 180)

SCREEN 12: WINDOW (-320, -240)-(320, 240)

31¢)

GOSUB calculos
GOSUB egjes
GOSUB dibujobrazo
GOSUB texto
GOSUB terminal
GOSUB terminalnom

DO
k$ = INKEY$
LOOP WHILL k% =""

GOSUB borrar
GOSUB unterminal
GOSUB unterminalnom
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GOSUB teclado
LOCATE 4, 45: PRINT "

LOOP UNTIL k$ ="q"
END

teclado:

IF k% = "a" THEN Manx = Manx + |
IF k§ = "z" THEN Manx = Manx - 1
IF k$ ="s" THEN Many = Many + 1
IF k$ = "x" THEN Many = Many - |
IF k§ = "d" THEN Manz = Manz + |
iF k$ ="c" THEN Manz = Manz - |

IF k$ =" THEN al =al + 5 * (pi / 180)
IF k$ ="v" THEN al =al - 5 * (pi / 180)
[Fk$ ="g" THEN a2 =a2 + 5 * (pi / 180)
IFk$ ="b" THEN a2 =a2 - 5 * (pi / 180)
IF k$ = “h" THEN a3 =a3 + 5 * (pi / 180)
[F k$ ="n" THEN a3 =a3 - 5 * (pi / 180)

IF k$ = "o" THEN fig = fig + 5: IF fig = 360 THEN fig=0
IF k$ ="p" THEN fig = fig - 5: [F fig =-5 THEN fig = 355

RETURN
dibujobrazo:

x1 =0:y1 =0: 21 = 0: x2 = c0x: y2 = c0y: z2 = c0z: col = 6: GOSUB linea
'HOMBRO-CODO

x1 = cOx: y1 = c0y: z1 = c0z: x2 = mx: y2 = my: z2 = mz: col = 6: GOSUB linea
'CODO-MUNECA

xl =mx: yl =my: zI = mz: x2 = Manx: y2 = Many: 22 = Manz: col = 6;: GOSUB
linea'MUNECA-MANO

x1 =cOx: yl =c0y: z1 =c0z: x2 = cOx: y2 = cly: 22 = 0; col = 8: GOSUB lineapunt
'PROYECCION CODO EN PLAONO X-Y

xl =mx: yl =my: z1 =mz: x2 =mx: y2 = my: 22 = 0: col = 8§: GOSUB lineapunt
'PROYECCION MUNECA EN PLANO X-Y
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x1 = Manx: yl = Many: z1 = Manz: x2 = Manx: y2 =Many: z2 =0:col =8
GOSUB lineapunt PROYECCION MANQO EN PLANO X-Y
RETURN

borrar:

x1 =0yl =0:z1 =0: x2 = cOx: y2 = cOy: 22 = ¢0z: col = 0: GOSUB linea

x] = c0x: y1 = c0y: z] = ¢0z: x2 = mx: y2 =my: 22 =mz: col = 0: GOSUB linea

xl = mx: yl = my: zI = mz: x2 = Manx: y2 = Many: 22 = Manz: col = 0: GOSUB
linea

x1 =¢0x: yl =c0y: z1 =c0z: x2 = c0x: y2 = cOy: 22 = 0: col = 0: GOSUB lineapunt
x1 =mx: yl =my: zl =mz: x2 =mx: y2 =my: 22 = 0: col = 0: GOSUB lineapunt
xl = Manx: yl = Many: zI = Manz: x2 = Manx: y2 = Many: z2 = 0: col = 0:
GOSUB lineapunt

RETURN

linea:

xdibl =yl - x1 * COS(45 * (pi / 180))
ydibl = z1 - x1 * COS(45 * (pi / 180))
xdib2 = y2 - x2 * COS(45 * {pi / 180}))
ydib2 = 72 - x2 * COS(45 * (pi / 180))
LINE (xdibl, ydib1)-(xdib2, ydib2), col
RETURN

lineapunt:

xdibl =yl - xI * COS(45 * (pi / 180))

ydibl = z1 - xt * COS(45 * (pi/ 180))

xdib2 = y2 - x2 * COS(45 * (pi / 180))

ydib2 = z2 - x2 * COS(45 * (pi / 180))

LINE (xdib1, ydibl)-(xdib2, ydib2), col, , &HEEEE
RETURN

ejes:

col =7

x! =200yl =0: 2] =0: x2=-200: y2 =0: 22 = 0: GOSUB linea
LINE (0, 6)-(0, -200), 7

x1 =200: yt =-200: z1 = 0: x2 =200: y2 = 200: z2 = 0. GOSUB linea
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x1=200: yl =200: z1 =0: x2=-200; y2 = 200: 22 = 0: GOSUB linea

x1 =-200: yl =200: z1 = 0: x2 = -200: y2 =-200: z2 = 0: GOSUB linea

x1 =-200: y1 =-200: z1 = 0: x2 = 200: y2 =-200: z2 = 0: GOSUB linea

LINE (-200, 0)-(200, 0}, 7: LINE (0, 0)-(0, 200), 7

LOCATE 25, 22: PRINT "X": LOCATE 16, 66: PRINT "Y": LOCATE 27, 42:
PRINT "-Z"

RETURN

texto:

LOCATE I, |

PRINT , "t1="; ; PRINT USING "###.#°"; 11 * (180 /pi), : PRINT " 12=";: PRINT
USING "### #°"; 2 * (180 / pi);

PRINT * 13="; : PRINT USING "###.#°"; 13 * (180 / pi); : PRINT " t4="; :
PRINT USING "###.4°"; 14 * (180 / pi)

PRINT , "t5="; : PRINT USING "###.#°"; 15 * (180 / pi); : PRINT " t6="; : PRINT
USING "###.#°"; 16 * (180 / pi);

PRINT " 17="; : PRINT USING "### #°": 17 * (180 / pi);

PRINT " fi="; : PRINT USING "##4.4°"; fig

LINE (-310, 180)-(-310, 125): LINE (-310. 180)-(-305, 180): LINE (-310, 125)-(-
305, 125)
LINE (-88, 180)(-88, 125): LINE (-88, 180)-(-93, 180): LINE (-8, 125)-(-93, 125)

LOCATE 5, 3: PRINT USING "##.#"; nx
LOCATE 6, 3: PRINT USING "##.4"; ny
LOCATE 7, 3: PRINT USING "##.4", nz
LOCATE 5, 10: PRINT USING "##.#"; sx
LOCATE 6, 10: PRINT USING "##.#"; sy
LOCATE 7, 10: PRINT USING "##.#"; sz
LOCATE 5, 17: PRINT USING "##.#"; ax
LOCATE 6, 17: PRINT USING "##.#"; ay
LOCATE 7, 1 7: PRINT USING “#4.#"; az

LOCATE 5, 24: PRINT USING "### #", Manx
LOCATE 6, 24: PRINT USING "### #"; Many
LOCATE 7, 24: PRINT USING "###.4"; Manz
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LOCATE 6, 31: PRINT "= °Tman"

LOCATE 10, 1: PRINT USING * al:###.#°"; al * (180 / pi);
PRINT USING " a2:###.4°"; a2 * (180 / pi);
PRINT USING " a3:###.6°"; a3 * (180 / pi)

LOCATE 12, 1: PRINT " beta:"; : PRINT USING "### #°"; beta * (180/pi)
LOCATE 14, 1: PRINT " Ux:"; : PRINT USING "# #####4#"; Ux
LOCATE 15, L: PRINT " Uy:"; : PRINT USING "# #####8"; Uy
LOCATE 16, 1;: PRINT " Uz:"; : PRINT USING "#.#####4": Uz

RETURN
calculos:

nx = COS(a3) * COS(a2)

ny = SIN(a3) * COS(a2)

nz = -SIN(a2)

sx = COS(a3) * SIN(a2) * SIN(al) - SIN(a3) * COS(al)
sy = SIN(a3) * SIN(a2) * SIN(al) + COS({a3) * COS(al)
sz = COS(a2) * SIN(al)

ax = COS8(a3) * SIN(a2) * COS(al) + SIN(a3) * SIN(al)
ay = SIN(a3) * SIN(a2) * COS(at) - COS(a3) * SiN(al)
az = C08(a2) * COS(al)

arg=(nx+sy+taz-1)/2

IF ABS(arg) =1 THEN
beta=(pi/2)-arg* (pi/2)

ELSE

beta = (pi/2) - ATN(arg / SQR(I - (arg ~ 2)))
END IF

Ux=(1/(2 * SIN{beta))) * (sz - ay)
Uy = (1 /(2 * SIN(beta))) * (ax - nz)
Uz =(1/(2 * SIN(beta))) * (ny - sx)

mx = Manx - I3 * (Ux * Uz * (1 - COS(beta)) + Uy * SIN(beta))
my = Many - 13 * (Uy * Uz * (I - COS(beta)) - Ux * SIN(beta))
mz=Manz - 13 * (Uz * Uz * (1 - COS(beta)) + COS(beta))
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m=SQR(mx"*2+my"2+mz"2)
d=(172-12*2+m"2)}/(2*m)
p=SQR(I1 ~2-d"2)
fi=fig * (pi/ 180)

cOx=(d* mx/m}+ (p/SQR{mx * 2 + my ~ 2)) * {my * SIN(f1) - (mx * mz *
COS(fi)/ m))

cly=(d*my/m)+ (p/SQR(mx * 2 +my* 2)) * (-mx * SIN(fi) - (my * mz *
COS(fi) / m))

cOz=(d*mz/m)+ ((p * COS{fi) * SQR(mx * 2+ my " 2)} / m}

IF cOx=0THEN ¢] =pi/ 2 ELSE tt = ATN(c0y / c0x)

ang = 11; x = cOx: y = cOy: GOSUB cuadrante: 1l = ang

clx =cOx * COS(t1) + cOy * SIN(tl)

clz=c0z

IF clx=0THEN 12 = pi ELSE 12 = (50 * (pi/ 180)) + (ATN(ctz / clx))
ang =(2: x = clx: y =clz: GOSUB cuadrante: {2 = ang

m2x = (COS(11) * COS(12) * mx) + (SIN(t1) * COS(12) * my) + (SIN(12) * mz)
m2z = SIN(11} * mx - COS(tl) * my

IFm2x=0THEN 3 =pi/ 2 ELSE t3 = ATN(m2z / m2x)

ang =13: x = m2x: y = m2z: GOSUB cuadrante: 3 = ang

arg=((m"2-1122-12722}/(-2*11 *12))

IF ABS(arg) = | THEN

tdp =(pi/2)-arg * (pi/ 2)

ELSE

tdp = (pi/ 2) - ATN(arg / SQR(] - (arg ~ 2)))
END IF

t4 =pi-tdp

mandx = ((COS(14) * (COS(t1) * COS(12) * COS(13) + SIN(t1) * SIN(13)} - COS(11)

* SIN(12) * SIN(t4)) * (Manx - 11 * COS(11) * SIN(12)}) + ((COS(14) * (COS(12) *
COS(t3) * SIN(t1) - COS(t1) * SIN(13)) - SIN(t1 )} * SIN(t2) * SIN(t4})) * (Many -

* SIN(t1) * SIN(12))) + ((COS(13) * COS(t4) * SIN(12) + COS(12) * SIN(td)) *
(Manz + 11 * COS(12)))
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mandz = ((COS{t3) * SIN(tl) - CO5(t1} * COS(12) * SIN(t3)) * (Manx - |1 *
COS(t1) * SIN(12))) + ((-COS(11) * COS(13} - COS(12) * SIN(tt) * SIN(13)) *
(Many - 11 * SIN(t1) * SIN(2))) + ((-SIN(12) * SIN(t3)) * (Manz + {1 * COS(12)))
IF mandx = 0 THEN 5 = pi /2 ELSE t5 = ATN(man4z / man4x)

ang = t5: X = mandx: y = mandz: GOSUB cuadrante: t5 = ang

Px =11 * COS(t1) * SIN(12) + 12 * (COS(t1) * COS(t4) * SIN(12} + SIN(14) *
(COS(t1) * COS(t2) * COS(t3) + SIN(t1) * SIN(t3}))

Py =11 * SIN(11) * SIN(12) + 12 * {COS(1d) * SIN(t1) * SIN(12) + SIN(1d) *
(COS(t2) * COS(t3) * SIN(t1) - COS(t1) * SIN(t3)))

Pz =-11 * COS(12) - 12 * (COS(12) * COS(14) - COS(t3) * SIN(t2) * SIN(14))
man5x = (COS(13) * (COS(t4) * (COS(t1) * COS(12) * COS(13) + SIN(11) *
SIN(t3)} - COS(t1) * SIN(12) * SIN(t4)}) + SIN(t5) * (COS(13) * SIN(t1) - COS(ti} *
COS(12) * SIN(13))) * (Manx - Px) + (COS(t5) * (COS@4) * {(COS(12) * COS(13) *
SIN(ti) - COS(11) * SIN(t3)) - SIN(tl) * SIN(t2) * SIN(td)} - SIN(13} * (COS(t1) *
COS(13) + COS(12) * SIN(tl) * SIN(13))) * (Many - Py) + (COS(15) * (COS({t3) *
COS(14) * SIN(12) + COS(12) * SIN{t4)) - SIN(12) * SIN(13) * SIN(13)) * (Manz -
Pz)

man3z = ((COS(11) * COS(14) * SIN(12) + (SIN{(14) * (COS(11) * COS(12) *
COS(t3) + SIN(t1) * SIN(t3)))) * (Manx - Px}} + ((COS(t4) * SIN(t1) * SIN(12) +
(SIN(14) * {(COS(12) * COS(t3) * SIN(t1) - COS(t1) * SIN(13)))) * (Many - Py)}+
((COS(13) * SIN(12) * SIN(t4) - COS(12) * COS(t4)) * (Manz - Pz))

IF man5x =0 THEN t6 =0 ELSE t6 ={pi / 2) - ATN(man5z / man3x)

ang = t6: x = manjx: y = man5z: GOSUB cuadrante: 6 = ang

rl1 = COS(t6) * (COS(t5) * (COS(t4) * (COS(t1) * COS(2} * COS(t3) + SIN(t) *
SIN(t3)) - COS(12) * SIN(12) * SIN(14)) + SIN(t5) * (COS(t3) * SIN(11) - COS(t1) *
COS(12) * SIN(13))} - SIN(t6) * (COS(11) * COS(td) * SIN{t2) + SIN(14) * (COS(1l)
* COS(12) * COS(13) + SIN(t1) * SIN(13)))

121 = COS(t6) * (COS(15) * (COS(t4) * (COS(12) * COS(13) * SIN(t1) - COS(11) *
SIN(13)) - SIN(t1) * SIN(12) * SIN(14)) + SIN(t5) * (-COS(t1) * COS(13) - COS(12)
* SIN(t1) * SIN(13))) - SIN(16) * (COS(14) * SIN(11) * SIN(12) + SIN(t4) * (COS(12)
* COS(13) * SIN(t1) - COS(t!) * SIN(t3)))

(31 = COS(16) * (COS(15) * (COS(13) * COS(14) * SIN(12) + COS(12) * SIN(14)) -
SIN(12) * SIN(13) * SIN(15)) - SIN(16) * (COS(13) * SIN(12) * SIN(14) - COS(12) *
COS(14))

arg=rll *nx+r21 *ny+r3l *nz

IF ABS(arg) = 1 THEN
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t7=(pi/2)-arg *{pi/2)

ELSE

17=(pi/2)- ATN(arg / SQR(] - (arg " 2))}
END IF

RETURN

terminal:

xl = Manx: y1 = Many: zI = Manz: x2 = Manx + (nx * 20): y2 = Many + (ny * 20):

22 = Manz + (nz * 20): col = 3: GOSUB linea
x1 = Manx: yi = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (sx * 20): y2 = Many + (sy * 20}
z2 = Manz + (sz * 20): col = 4: GOSUB linea

x1 = Manx: yl = Many: z| = Manz: x2 = Manx + (ax * 20): y2 = Many + (ay * 20):

22 = Manz + (az * 20): col = 5: GOSUB linea
RETURN

untterminal:

x! = Manx: y1 = Many: z1 = Manz: x2 = Manx + (nx * 20): y2 = Many + (ny * 20):

22 = Manz + (nz * 20): col = 0: GOSUB linea
xl = Manx: yl = Many: z] = Manz: x2 = Manx + (sx * 20): y2 = Many + (sy * 20):
z2 = Manz + {5z * 20): col = 0: GOSUB linea

x! = Manx: yl = Many: z1 = Manz: x2 = Manx + (ax * 20): y2 = Many + (ay * 20):

22 = Manz + (az * 20): col = 0: GOSUB linea
RETURN
terminalnom:

‘eje X

pax = Manx + (nx * 20): pay = Many + (ny * 20} paz = Manz + (nz * 20}

xl =pax+ 0.yl =pay-10: z1 =paz + 2.5: x2 = pax + 0: y2 = pay - 5: z2 = paz -
2.5: col = 3: GOSUB linea

xl =pax+0:yl =pay-3:zl =paz+ 2.5:x2=pax +0: y2 =pay - 10: 22 = paz -
2.3: col = 3: GOSUB linea

‘gje Y
pax = Manx + (sx * 20): pay = Many + (sy * 20): paz = Manz + (sz * 20)
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xl =pax+0:yl =pay-10:zl =paz + 2.5: x2=pax + 0: y2 =pay- 7.5: 22 =paz +
-4: col = 4: GOSUB linea

xl =pax+0:yl =pay-5:zl =paz+25: x2=pax+0:y2 =pay- 7.5: 22 = paz +
-4: col = 4: GOSUB linea

x1 =pax +0:yl =pay-7.5: zl =paz+ .4: x2 =pax +0: y2 = pay - 7.5: z2 = paz -
2.5: col = 4: GOSUB linea

‘eje Z

pax = Manx + (ax * 20): pay = Many + (ay * 20): paz = Manz + {az * 20)

Xl =pax+0:yl =pay- 10:z! =paz+2.5:x2=pax + 0:y2 =pay- 3: 22 = paz +
2.5: col = 5: GOSUB linea

xl =pax+0:yl =pay-5:zil =paz+2.5:x2=pax + 0:y2 =pay - 10: 22 = paz -
2.5: col = 5: GOSUB linea

xl =pax+0:yl =pay-10:zl =paz-2.5:x2=pax +(:y2 =pay - 5; z2 = paz -

2.5: col = 5: GOSUB linea

RETURN
unterminalnom:

‘eje X

pax = Manx + (nx * 20): pay = Many + {ny * 20): paz = Manz + {nz * 20)

x] =pax + 0:yl =pay - 10: zI =paz + 2.5: x2 = pax + 0: y2 = pay - 5: 22 = paz -
2.5: col = 0: GOSUB linea

xl =pax+0:yl =pay-5:zil =paz+2.5: x2 =pax + 0: y2 = pay - 10: 22 = paz -
2.5: col = 0: GOSUB linea

‘eje Y

pax = Manx + (sx * 20): pay = Many + (sy * 20): paz = Manz + (sz * 20)

Xl =pax +0:yl =pay- 10: z1 =paz+ 2.5: x2 =pax + (: y2 = pay - 7.5: 22 = paz +
-4: col = 0: GOSUB linea

Xl =pax+0:yl =pay-5: 2l =paz +2.5: 82 =pax +0: y2 = pay - 7.5: 22 = paz +
.4 col =0: GOSUB linea

xl =pax +0:yl = pay-7.5: z1 =paz+ .4: x2=pax + 0: y2 = pay - 7.5: z2 = paz -
2.5: col = 0: GOSUB linea

'eje Z

pax = Manx + (ax * 20): pay = Many + (ay * 20); paz = Manz + (az * 20)
xt=pax+0:yl =pay-10: z1 =paz + 2.5:x2 =pax + 0: y2 =pas - 5: z2 = paz +
2.5: col = 0: GOSUB linea
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x] =pax+0:yl =pay- 5:z]l =paz+2.5: x2 =pax + 0: y2 = pay - 10: 22 = paz -

2.5: col = 0: GOSUB linea

xl =pax +0:yl =pay- 10: zl = paz- 2.5: x2 = pax + 0: y2 = pay - 5: z2 = paz -

2.5 col =0: GOSUB linea
RETURN
cuadrante:

IF SGN(x) = | AND SGN(y) =1 THEN ang = ang: RETURN

IF SGN(x) = -1 AND SGN(y) =t THEN ang = pi + ang: RETURN

[F SGN(x) = -1 AND SGN(y) = -1 THEN ang = pi + ang: RETURN

IF SGN(x) =1 AND SGN(y) = -1 THEN ang = (2 * pi) + ang: RETURN
IF SGN(x) =1 AND SGN(y) = 0 THEN ang = 0: RETURN

IF SGN(x) =0 AND SGN(y) = 1 THEN ang = pi / 2: RETURN

IF SGN(x) = -1 AND SGN(y) = 0 THEN ang = pi: RETURN

IF SGN(x) = 0 AND SGN(y) = -1 THEN ang = (3 * pi)/ 2: RETURN

RETURN

errores:

SELECT CASE ERR

CASE5SAND(I1 "2-d"2)<0

LOCATE 4, 45: PRINT "Fuera de! drea de trabajo!”
CASE 11

LOCATE 4, 45: PRINT "Singularidad matematica!”
CASE ELSE

END SELECT

RESUME NEXT
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