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OBJETIVOS 

• Establecer y validar un modelo matemático del movimiento del brazo 

humano. 

• Efectuar una simulación por computadora del movimiento del brazo 

humano empleando la modelación desarrollada. 

DEFINICiÓN DEL PROBLEMA 

El brazo humano está constituido por tres articulaciones, dos de las 

cuales son esféricas. La primera ubicada en el hombro y la segunda ubicada 

en la muñeca. La articulación perteneciente al codo puede considerarse 

como una rotacional pura. Estas tres articulaciones le dan al brazo una 

enorme movilidad permitiendo la orientación y posicionamiento de su órgano 

terminal, la mano. Esta orientación y posicionamiento exigen seis grados de 

libertad (GOL). Pero además el brazo humano es capaz de cambiar su 

configuración sin cambiar la orientación y/o posición de la mano u objeto que 

sostenga, agregando entonces lo que llamamos redundancia cinemática. 

Esto significa que el segmento hombro-codo y codo-muñeca puede girar en 

el espacio (plano de inclinación del brazo), adicionando un grado de libertad. 

Asi pues, tenemos un total de siete grados de libertad para el brazo humano 

que corresponden a siete ángulos o variables articulares, desde 8, hasta 8,. 
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Blomecámca del brazo humano una descriPCIón matemática de su movImiento 5 

Este trabajo contempla determinar dos reglas de correspondencia F 

y G tales que: 

x = F(e) y e = G(X) e E 91' Y X E 91' 

donde e es el espacio articular y 

X es el espacio operacional. 

Una vez alcanzada la modelación está será sometida a simulación 

para obtener el comportamiento del movimiento de, principalmente, las dos 

articulaciones esféricas, indicando claramente sus limitaciones. 

JUSTIFICACIÓN 

"En el campo de la robótica, las bases para controlar 

estructuras con más de seis grados de libertad han sido intensamente 

estudiadas por más de dos décadas. La mayoria de los robots industriales 

tienen un diseño simple de manera que la formulación matemática 

necesitada para controlar su trayectoria sea simple. Existen varios 

problemas asociados con la manipulación de estructuras articuladas, pero la 

mayoria de estos problemas son concernientes a la formulación y resolución 

de ecuaciones para controlar manipuladores. Manipuladores teniendo más 6 

grados de libertad son dificiles de formular. Aún si la formulación fuera 

posible, podria ser susceptible a errores e ineficiencias de manera que su 

control real no podría ser alcanzado[ .. .]"' 

I "11/ lIJo: IlIdd o/rohollc;. ¡he ba.H.~ lar comrullmx ¡l/gM) ar/lClllaled SlrJK/lln!s III/h more Ihan 6 DOF 
hus been J¡ea~''¡) rcscorchcd {or more I"ml 111"0 decodo:s Masl mJuslnal robOH hove o .\"IlIIple do:s/gn su 
111m lile 1II0lllelllollcol fOrlllu/mlOlI lIt!cded lo conll'ol Ihelr 1raleclOry /S slIlIple 7here are varlOlIS 

problellu Ussoc.wled \f¡(1r malllpll/allllg orllcn/OIed s/rlle/lIreS bw moSI of //¡e.~e proh/ems aro: concen,ed 

Irulrjormu/u/mg ond so/vmg equa/1011S for cOIl/rollmg mompu/olors Mampu/aron hawng OOF ir/gira 
¡Jwn .H.t (lre dlffiu¡/f fu formula/e. ,~'vell Ij Ihe {orllllllafUIII 15 pass/ble. If cO/lld he .HI.\"Cl'pllhle lo I!rron' 

(/I1l1 lIIell/( lenue!> .. \"I/eh fha/ reol-I/llle cull/rol nllllluf he acl/leveJI 1" 
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I '"/1/ ,he /le/d uf robO/lcl, ,he ha,HS /or (onrrullmg '''KM} artlclllmed ,\lr/lclures wllh more IIwn 6 DOF 
has beell heavlly researched for lIIorl! ,film /lt'O dec(ldes Mm/ mdu.\'lr/U! robots l/avl! (1 ,\"Il11ple deS/gn so 
,11m ¡he lIIo/helllaflcal [ormulallOn needed ro con/rol lhelr fraJeClory /s s//I/ple H/ere are vonolls 

problem,s assCK/aled 11 o!! mampllftlllllg ar/lculaled ~IrUClllre.f bll! mosl o[ ,he.le problellu are (oncerned 
wllh [oml/lla/mg and solvmg eqll(l{lOns [01' cOlllrollll1g mompulalors MamplllalOrs IllIvmg DO¡.- IlIgher 
Ihan .H.t (trI! ("[fn IIIt 10 [o/"/IIulale Even 11 ,he {ormulallO" IS poss/hle. 11 could /JI! JIl.H.'ep"ble ¡o I!rr(Jn" 

m/CI md/lueIlCll's . .\uch ,hal real-Illlle culllrol,,'w1IIol he acl1levedf f" 
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Biomecanica del brazo humano: una descripción matemática de su mOVImiento 6 

[Kwan W. Chin, Closed-form and generalized solutions for animating the 

human articulated estructure,1996] 

"[ ... ]un sistema robótica deberia tener dos o más brazos, en 

lugar de uno: tres o más dedos, en lugar de una simple pinza: y siete o más 

grados de libertad para cada brazo, en lugar de seis o menos. Formulación y 

control adecuados de este alto grado de libertad es requerido si se quiere 

que el sistema satisfaga una meta dada.·2 

[Yoshihiko Nakamura, Advanced Robotics, redundancy and optimization, 

Addison-Wesley Publishing, 1991] 

Podemos notar de párrafos como los mostrados anteriormente la 

necesidad de tener sistemas robóticas con más de seis grados de libertad. 

También se destaca la necesidad y dificultad de crear una formulación 

adecuada para el control de manipuladores con alto grado de GOL 's, es 

decir la de crear un modelo matemático del cual su control aplicado sea 

eficiente y nos permita conocer claramente sus limitaciones. 

Siendo pues el brazo humano el equivalente a un manipulador con 7 

GOL's de tipo antropomórfico, surge la necesidad de realizar el estudio 

biomecánico de este, de tal manera que logremos crear un modelo 

matemático de su movimiento y limitaciones. 

ESTABLECIMIENTO DE HIPÓTESIS 

La articulación esférica está compuesta por tres articulaciones 

rotacionales cuyos ejes coinciden en un punto. Entonces el movimiento de la 

articulación esférica depende del movimiento de las tres articulaciones 

2 "/ /a robot sys/em should hove oro Qr more arms, rother tlum one, Ihree or more fingers, rother 
thall el Simple }(]l'i'-type gnpper, ond se~'en or more DOF for eae" arm, rotller ,hall SIX or less 
e OIl.Hstent managemelll of ¡h,s IlIgh degn:e of freedom IS reqlllred if ¡he syslem IS fU .wltsfy {I gn'en 
g()(l/ .. 
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rotacionales equivalentes. Pero estas a su vez tienen una manera clara y 

precisa de evolución para que la esférica produzca, por ejemplo, una 

rotación del plano de inclinación del brazo humano, ¿Cuál es esta 

evolución? Matemáticamente, como es ¿ (}ESF = ~¡¡ + ~ v + B,w? 

Como ya se mencionó anteriormente, el brazo humano tiene dos 

articulaciones esféricas, ¿ Qué relación existe entre estas? 

¿B,'fH =~¡¡+e,v+B,w = B,'fM =~¡¡+(}6V+B,W? 

¿ Qué pasa entonces con la articulación rotacional correspondiente 

al codo 64 ? ¿Tiene acaso influencia la orientación del parámetro de 

inclinación del brazo sobre ésta? 

¿Qué limitaciones tiene el modelo matemático a obtener, 

especialmente si existe dependencia entre variables articulares? 

La suposición es entonces que se puede obtener un modelo 

matemático que describa adecuadamente el movimiento del brazo, 

atendiendo apropiadamente las preguntas anteriores. 

METODOLOGíA DE INVESTIGACiÓN 

La metodología empleada, competente a este trabajo puede reunirse de la 

siguiente forma: 

a) Definir y analizar el problema 

b) Resumir todas las hipótesis fundamentales 

c) Buscar soluciones posibles 

d) Justificar las mejores ideas de solución posibles 

e) Simulación 

f) Obtener resultados y evaluarlos 

g) Concluir 
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"La llaruralezn es domÍJuuln 

por el brazo hultumo ... 

y. ni convertirse el! [énúm. 

/n untura/eza elltera si/ve a/hombre" 
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Introducción 9 

CAPíTULO U NO 

INTRODUCCIÓN 

EL BRAZO humano representa uno de tos sistemas mecánicos mejor 

capacitados para desarrollar una innumerable cantidad de tareas y 

trabajos. Este ha permitido efectuar cambios fisicos en la naturaleza como 

ningún otro. Con la ayuda de su inteligencia y por medio de su brazo, el 

hombre ha transformado el mundo en que vivimos de una manera jamás 

antes alcanzada simplemente por una capacidad que diferencia al hombre 

de los demás seres vivos: la posibilidad de crear herramientas para 

propósitos especificas. El brazo humano está constituido por una cadena 

cinemática sumamente fiexible y por un miembro prensil extremadamente 

adaptable que lo sostienen como la herramienta más poderosa que hemos 

conocido. 

El brazo humano es un sistema cinemática que cuenta con siete 

grados de libertad:3 tres en el hombro, uno en el codo y finalmente otros 

tres en la muñeca. Este es un sistema con redundancia cinemática ya que 

puede cambiar su estructura o configuración interna sin cambiar ni la 

posición ni la orientación de su órgano terminal u objeto que sostiene. Esto 

quiere decir que mientras mantenemos fijos el hombro y la muñeca, 

podemos cambiar aún la posición del codo. Esta redundancia puede ser 

utilizada para evitar obstáculos presentes y limites en las articulaciones y, en 

un robot, además permitiria evitar singularidades como también minimizar el 

David Bazaine ZeaIT esis de licenciatura 



Introducción 10 

consumo de energia. Es importante mencionar que, en este trabajo, al 

hablar del análisis del brazo humano estamos omitiendo el análisis de los 

movimientos de los dedos. Solo se estudiaran los movimientos efectuados 

desde el hombro hasta la muñeca, junto con la orientación de esta. El 

analizar el movimiento de los dedos implicaria el estudio de 

aproximadamente 45 GDL 4, lo cual estaria completamente fuera del alcance 

de este trabajo y además seria sumamente complejo, aún para estudios 

muy avanzados en la materia de robótica. 

Tal vez una de las definiciones más aceptadas en cuanto a que es la 

biomecánica seria " ... Ia ciencia que analiza las fuerzas y movimientos 

actuantes sobre y dentro de una estructura biológica y los efectos 

producidos por dichas fuerzas y movimientos" 5 Por tanto, esta definición 

implica el entendimiento de tres áreas i) estructuras biológicas, ii) análisis 

mecánico, y iii) comprensión del movimiento. Es mediante esta disciplina, la 

biomecánica, que podemos lograr nuestro estudio sobre el funcionamiento 

del movimiento del brazo humano correlacionado al análisis de los sistemas 

o estructuras robóticas. Esta es la razón por la cual primeramente se 

estudiará la fisiologia del brazo humano, sus tipos de articulaciones y 

músculos que animan dichas articulaciones para después hacer un estudio 

matemático en base a métodos de análisis para estructuras robóticas. 

Estaremos entonces realizando una investigación sobre una estructura de 

tipo antropomórfica, significando esto un manipulador de siete grados de 

libertad con tres articulaciones intersectadas en el hombro, tres 

intersectadas en la muñeca y una articulación en el codo. Este nombre es 

dado asi, por la semejanza con el brazo humano. 

La mayor parte de los libros sobre robótica investigan estructuras 

con seis GDL o menos. Yen el mejor de los casos son manipuladores cuasi

antropomórficos. Esto es debido a la complejidad matemática que implica el 

1 El numero de grados de libertad es el número de variables mdependlenll!s de posIcIón qu~ deben de ser 
especIficadas para localizar todas las partes de un robol 
~ John J Cralg, IlIlroduCl/On lo robotlcs, mechamcs andcolllrol, AddiSon·Wesle.\O Publlsl"ng, 1986 
s. '''e olCU!IICe Ihal examInes forces and II/()\!(!lnellls aClmg upon a/ll/lfllhm a b/O/oglca/ s'ruCf/lre a/UI 
Ihe e.DecJs produced by oSI/eh/orces and moveme"ts ", Hay, 1973, p XI 

David Bazaine ZeafT esis de licenciatura 



Introducción 11 

simple hecho de aumentar de 6 a 7 GDL. El número y extensión de las 

ecuaciones involucradas se incrementa de manera considerable y, la 

existencia de múltiples soluciones y puntos singulares desaniman el estudio 

de este tipo de estructuras. Pero, como ya se mencionó anteriormente, 

siendo el brazo humano una herramienta tan perfectamente creada vale 

bien la pena hacer un esfuerzo por tratar de plasmar su comportamiento y 

funcionamiento en modelos que nos permitan hacer uso sus capacidades 

para crear nuestras propias "copias" de estos brazos humanos. 

Este trabajo se divide básicamente en tres partes constitutivas: una 

investigación documental sobre la fisiologia del brazo humano, una 

modelación matemática y finalmente la simulación por computadora del 

modelo obtenido. 

El capitulo 2 expondrá las estructuras fisiológicas que conforman el 

brazo humano. Sus huesos, articulaciones y músculos serán estudiados en 

este capitulo con detalle, a fin de que el lector pueda comprender su función 

dentro del complejo sistema de movimiento del brazo humano. 

El capitulo 3 se adentrará en el análisis matemático de una 

estructura antropomórfica, utilizando las herramientas proporcionadas para 

el estudio de sistemas robóticos. Los dos principales métodos que son 

utilizados extensamente en robótica para controlar estructuras articuladas 

son la cinemática y la dinámica. La cinemática es la ciencia que estudia el 

movimiento sin importarle las fuerzas que lo afectan. Su única preocupación 

es la posición, velocidad y aceleración relativa al tiempo. La cinemática 

aplicada en la robótica está separada en cinemática directa e inversa 

(modelación en el espacio operacional y modelación en el espacio articular). 

En la directa, los ángulos para cada articulación son conocidos y la posición 

y orientación del órgano terminal son calculados. En la inversa, la posición y 
orientación del órgano terminal son conocidos y los ángulos de cada 

articulación son determinados. Por otro lado, la dinámica trata con fuerzas, 

momentos de inercia y masas de cada segmento. También puede ser 

separada en dinámica directa e inversa. La definición es similar a la de la 

David Bazaine ZeafT esis de licenciatura 
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cinemática pero las variables tratan con fuerzas, masas y momentos de 

inercia para cada articulación. Para este trabajo no se utilizará la dinámica, 

quedando sólo el estudio de cinemática del movimiento. Dentro de este 

mismo capitulo, ya habiendo obtenido el modelo matemático, se expondrán 

cuales son las limitaciones o restricciones a aplicar para nuestro modelo a 

manera de poder evitar posiciones o valores que expulsen datos erróneos y 
tratar de visualizar que posiciones son éstas. 

El capitulo 4 se adentra en la aplicación del modelo matemático 

utilizando una simulación por computadora en algún lenguaje de 

programación que nos permita verificar lo obtenido. Aqui se tratará de crear 

un sistema interactivo con el cual podamos modificar valores 

constantemente y observar los resullados tanto numéricamente como 

gráficamente. En este capitulo se tomará especial importancia a las 

limitaciones matemáticas obtenidas del capitulo anterior. 

y finalmente, en la última sección, se obtendrán los resultados y 

conclusiones analizando tanto individual como globalmente el movimiento de 

las siete variables articulares obtenidas para el brazo. 
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CAPíTULO Dos 
INVESTIGACIÓN DOCUMENTAL 

2.1 FISIOLOGíA DEL BRAZO HUMANO 

L A HABILIDAD de realizar tareas en el ser humano esta basada en la 

estructura del cuerpo (el esqueleto), los músculos que hacen mover este 

esqueleto, el sistema nervioso, y las características fisiológícas que 

controlan el metabolismo. Es necesario comprender el funcionamiento de 

este complejo sistema móvíl humano, mediante una división de estas partes 

conjuntivas. Este capitulo tratara de adentrarse en las partes que forman el 

brazo humano, para poder comprender el funcionamiento de cada una de 

ellas y su aportación en el movimiento global de este. Esto es, analizar los 

huesos, articulaciones y músculos constitutivos del brazo, dejando a un lado 

el estudio detallado del sistema nervioso y los procesos químicos 

involucrados en la creación de energia destinada al movimiento. 

Primeramente tenemos la estructura del cuerpo, los huesos. El tipo 

de huesos que a nosotros nos interesan son los llamados huesos 

esqueléticos, que conciernen principalmente la ejecución de actividades 
físicas. Este tipo de huesos están conectados en junturas. llamadas 

articulaciones. Las articulaciones de nuestro interés son las sinoviales, las 

cuales incluyen articulaciones de tipo bisagra, de pivote, etc. Los huesos del 

cuerpo se mantienen juntos mediante ligamentos en sus articulaciones. Los 

músculos esqueléticos (los que dan el movimiento a los huesos), se forman 
por paquetes de fibras que tienen la propiedad de contraerse; las fibras 

Biomecánica del brazo humano: una descripoón matemática de su movimiento 



Investigación documental '4 

musculares convierten la energía química en trabajo mecánico. El final de 

las fibras musculares forman tendones que se conectan a los musculos 

esqueléticos en tal manera que cuando los músculos son "activados", estos 

aplican palancas mecánicas al igual que los cables en una grua. Las fibras 

individuales pueden contraerse aproximadamente a la mitad de su longitud 

al recibir la señal nerviosa. Cada fibra se contrae con cierta fuerza, y la 

fuerza aplicada por el músculo entero es la suma de la fuerza de estas fibras 

individuales. Un músculo produce su máxima fuerza al inicio de la 

contracción (en su longítud más relajada), y mientras el músculo se hace 

más corto, la fuerza se reduce. 

En los siguientes subcapítulos se dará una descripción más amplia 

de los elementos constitutivos del brazo humano. 
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2.1.1 Tipos de huesos constitutivos 

Generalidades 

Los HUESOS son rígídos y elásticos 

resistiendo fuerzas tanto de tensión 

como de compresión con la misma 

eficacia, y soportando cargas estáticas y 

dinámicas de hasta muchas veces el 

peso del cuerpo. La naturaleza 

obviamente mecánica del esqueleto ha 

determinado que se hagan muchos 

intentos para interpretar la arquitectura 

externa e interna del hueso desde un 

punto de vista mecánico. Los huesos 

tienen una admirable construcción que 

combina resistencia, elasticidad y poco 

peso, propiedades que se pueden 

modificar bajo diversas condiciones 

mecánicas. 

En el esqueleto del cuerpo 

humano existen 206 huesos; pero este 

número puede variar ligeramente, ya que 

hay varios huesos pequeños que unas 

personas poseen y otras no· 

Observando la forma general del 

esqueleto humano (fig. 2-1), podemos 

notar que está formado por el llamado 

esqueleto axial, donde se encuentran el 

cráneo, en la parte superior, la columna 

A~.<br .. ~ ~ .. 
pro_i,¡. 

AQ .. "' ..... .. 
..."', .... "Q 

Mi ... l. 

Fig. 2·1. Esqueleto humano 
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b Chlhlro Yokochl, AI/asforográfico de ana/omia del cuerpo humano, Mexlco, McGraw-HIIJ, 1991, p 6 
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vertebral y las costillas, en la parte central, y la pelvis, en la parte inferior. De 

este esqueleto axial, salen unas prolongaciones llamadas esqueleto 

apendicular, que comprenden las extremidades superiores y las 

extremidades inferiores (brazos y piernas). 

Según su forma podemos clasificar los huesos en: largos, cortos, 

planos e irregulares (fig. 2-2). A continuación se da una breve descripción de 

cada una de estas clasificaciones. 

Huesos largos. Son aquellos en que la longitud predomina sobre la anchura 

y el grosor. Entre ellos se encuentran la clavicula, húmero, cúbito y radio en 

el miembro superior, y fémur, tibia y peroné en el inferior. También se 

incluyen los metacarpianos, los metatarsianos y las falanges, que son 

pequeños huesos que tenemos en manos y pies. Cada hueso largo presenta 

un cuerpo y dos extremidades, que por lo general son articulares. El cuerpo 

recibe el nombre técnico de diáfisis, y las extremidades, que suelen ser más 

voluminosas, el de epífisis. 

HUESO 
LARGO 

FEMUR 

HUESOS 
CORTOS 

HUESOS 
O( LA MUÑECA 

HUESO 
SESAMOIDEO 

AO'U~ ~ 

HUESO 
lAREGUl.A.R 

VE:RTEBRA. 

Fig. 2-2. Algunos ejemplos de los tipos de huesos del cuerpo humano 
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Huesos corlos. Son aquellos en que las tres 

dimensiones son aproximadamente iguales. Suele 

haber varios juntos para que su resistencia sea 

mayor, como es el caso de los huesos del carpo y 

el tarso, situados en la muñeca y el tobillo. Dentro 

de esta clasificación de huesos cortos también 

tenemos a los huesos sesamoideos, los cuales se 

encuentran sobre todo en manos y pies. Varían en 

tamaño y número. Algunos sirven claramente para 

modificar el ángulo de tracción de un tendón, pero 

otros son tan pequeños que tienen escasa 

importancia funcional. Un ejemplo claro de hueso 

sesamoideo es la rótula, situada en la articulación 

de la rodilla. 

Huesos planos. Son delgados, y mucho más 

largos y anchos que gruesos. Su misión es 

proteger partes blandas del cuerpo, como el 

corazón, los pulmones y el cerebro. Son huesos 

planos las costillas, los omó~latos y varios huesos 

del cráneo. 

Huesos irregulares. Son aquellos a los que no es 

fácil incluir en los otros tipos. Incluyen muchos de 

los huesos del cráneo, las vértebras y el sacro. 

Huesos que forman el brazo humano 

En términos anatómicos, el miembro superior está 

constituido por cuatro segmentos: cintura 

escapular, brazo, antebrazo y mano. En este 

17 

HÚMERO 

CUBITO 

RADIO 

Fig. 2-3. Antebrazo y mario 
derechos en supinactón 
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Fig. 2-4. Escápula u omóplato derecho 

trabajo se considerará el "brazo humano" como el segmento formado 

únicamente por lo mencionado anteriormente como brazo y antebrazo 

(húmero, cúbito y radio), pero claro que estos en conjunto con sus 

articulaciones respectivas en el hombro, codo y muñeca y además de un 

elemento terminal, la mano. A continuación tenemos una descripción y 

figuras de estos huesos para una posición anatómica estándar (ver sección 

2.1.4), la cual será utilizada en la generalidad de este trabajo a menos que 

sea especificada otra. 

Húmero (fig. 2-5 Y 2-6). Se articula con la escápula u omóplato (fig.2-4) en el 

hombro y con el cúbito y el radio en el codo. Es un hueso largo y asimétrico. 

Su cuerpo es cilindroideo en la mitad superior y prismático triangular en la 

parte inferior. Termina por arriba en una cabeza lisa, que se articula con el 

omóplato. En la parte inferior presenta una superficie articular compuesta de 

dos partes: una externa semiesférica, el cóndilo, que se articula con el radio, 

y una interna, la tróclea, en forma de polea, que se articula con el cúbito. En 

la figura (2-5) podemos ver la forma en que unen el húmero, radio, cúbito y 

los huesos que forman la rnano (carpo, metacarpo y falanges). Aqui se 

muestra el brazo en supinación, siendo esta posición la misma que para la 

anatómica estándar. 

BiomeCánica del brazo humano: una descripción matemática de su movimiento 
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ClJa.LO QUlRURGICO 
OH HUMERO 

Fig. 2-5. Húmero, brazo derecho, vIsta 
antenor 

Fig. 2-G. Humero, brazo derecho. vIsta 
posterior 

Biomecánica del brazo humano. una descripción matemática de su movimIento 

19 



Investigación documental 20 

Radio (lig. 2-7 Y 2-8). Este hueso es el más corto y extemo del antebrazo. 

Se articula con el húmero en la parte proximal, con el carpo en la distal, y 

con el cúbito hacia adentro. 

Cúbito (lig. 2-7 Y 2-8). Este hueso es el más largo e interno del antebrazo. 

Se articula con el húmero por arriba, el disco articular por abajo, y el radio 

por afuera. 

fig. 2-7. Radio y cúbito. antebrazo 
derecho, vista anterior 

Fig. 2-8. Cübito y radio. 
antebrazo derecho. 

vista posterior 
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2.1.2 Tipos de Articulaciones Constitutivas 

Generalidades 

EN LENGUAJE cotidiano, el término articulación significa lugar donde se 

unen dos cosas. En anatomia, se ha descrito una articulación como "la 

conexión que subsiste en el esqueleto entre cualesquiera de sus 

componentes rígidos, ya sean huesos o cartilagos".' Toda unión entre dos o 

más huesos, aunque éstos no se muevan, se conoce como articulación." 

Las articulaciones varian mucho en su estructura y disposición, y 

con frecuencia están especializadas para funciones especificas. Sin 

embargo presentan ciertas caracteristicas estructurales y funcionales 

comunes. Por tanto se pueden clasificar, en tres tipos principales: fibrosa, 

cartilaginosas y sinoviales, siendo esta última la de nuestro interés. 

En las articulaciones fibrosas (llamadas sinartrosis. por su 

movimiento) los huesos se unen por medio de tejido fibroso. Con pocas 

excepciones, muy poco o ningún movimiento se efectúa en ellas y carecen 

de cavidad articular entre los huesos que se unen. Para este tipo de 

articulación, tenemos como ejemplo, las suturas del cráneo. 

En las articulaciones cartilaginosas (también denominadas 

anfiartrosis, por su movimiento), los huesos se unen por medio de cartilago 

ya sea hialino o bien fibroso y presentan ligero movimiento. Tenemos como 

ejemplo las articulaciones entre los cuerpos vertebrales. 

Pero en el cuerpo humano, la mayoria de las articulaciones son 

sinoviales (denominadas diartrosis, por su movimiento) y tienen libre 

movimiento. Las articulaciones sinoviales presentan una cavidad articular 

que está llena con liquido sinovial y se encuentran envueltas por una 

cápsula articular. 

1 Ronan O'Rahllly, Anatomía, MéxICO, Nueva Edltoriallnteramericana, 1986, p. 19 
8 Chihiro Yokochi, AtlasfotograJico de anatomía del cuerpo humano. Mexlco, McGraw-HIII, 1991, p 8 
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Los mecanismos de lubricación de las articulaciones sinoviales son 

tales que los efectos de la fricción sobre el cartílago articular son mínimos. 

El coeficiente de fricción durante el movimiento es menor que el de 

deslizamiento de hielo sobre hielo. Esto es posible por la naturaleza del 

líquido lubricante (sinovial), la naturaleza de las superficies cartilaginosas de 

soporte que absorben líquido sinovial, y por diversos mecanismos que 

permiten la existencia de un líquido renovable en lugar de un mecanismo no 

renovable para reducir la fricción" 

Abajo se muestra una tabla donde se encuentran las clasificaciones 

de las articulaciones sinoviales según la literatura medica. Dentro de estas 

articulaciones sinoviales tenemos distintos grados de movilidad que nos 

indica que tan libres son estas. Así podemos tener entonces una 

clasificación según los grados de libertad (GOL) 

Clasificación de las articulaciones sinoviales (diartrosis) 

Tipo 

Troclear (bisagra) 

Trocoide (pivote) 

Artrodia (deslizante) 

Condílea (elíptica) 

Silla de Montar 

Enartrosis (esférica) 

Movimiento 

Monoaxial 

Monoaxial 

Monoaxial 

Biaxial 

Biaxial 

Triaxial 

GOL 

1 

2 

1 

3 

9 Los rUidos en las articulaciones, como los que se producen cuando se lira bruscamente de los dedos, 
se deben por lo general a la súbita formaCIón de un vado parcIal en la call/dad artIcular al separarse 
las superficIes arllculares por tracción. El vacío parclO/ es ocupado por vapor de agua y gases 
sanguineos a baja presión. & probable que olros tIpOS de rtf/dos (con mUs frecuenc/O chasqUidos) se 
deban al deslizamIento súbito de un tendón o ligamento sobre una prommenclU ósea o cartIlaginosa -
J B Rostan y RW. Haines, J. Analomy., Landan, 1947, pp 81 165 

Biomecánica del brazo humano: una descripción matemática de su movimiento 



Investigación documental 23 

Movimientos activos 

En las articulaciones sinoviales se realizan tres tipos de movimientos 

activos (movimientos voluntarios producidos por la acción de los músculos). 

Por lo general se habla de movimiento de una parte y de movimiento en una 

articulación; asi tenemos la flexión del antebrazo y la flexión en el codo. 

Estos movimientos activos son: 

• movimientos de deslizamiento 

• movimientos angulares alrededor de un eje horizontal o 

laterolateral (flexión y extensión) o alrededor de un eje 

anteroposterior (abducción y aducción) 

• movimientos de rotación alrededor de un eje longitudinal (rotación 

hacia adentro y hacia afuera) 

Si en una articulación en particular se realizan uno, varios o todos 

los tipos de movimientos, esto dependerá de la forma de esa articulación y 

de la disposición de sus ligamentos. 

En las articulaciones, la amplitud de los movimientos son limitados 

por los músculos, los ligamentos, la cápsula, la forma de los huesos y la 

oposición de las partes blandas, como lo es el contacto de la cara anterior 

del antebrazo y el brazo durante la flexión completa en el codo. Cabe 

mencionar que existe una gran variación en la amplitud de los movimientos 

para diferentes personas. Esto puede ser debido a ejercicios que se 

desarrollen desde la infancia. 

Movimientos pasivos y accesorios 

Los movimientos pasivos son producidos por una fuerza externa, 

como la gravedad o la acción de otra persona. Por ejemplo, si nosotros 

manipulamos la muñeca de otra persona, podemos lograr flexión, extensión, 
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aducción y abducción de esta, obteniendo movimientos que normalmente 

puede efectuar, sin embargo mediante la aplicación de una fuerza ajena; 

pero también podemos producir un ligero grado de deslizamiento y de 

rotación en la muñeca, movimientos que la otra persona no puede realizar 

activamente por si misma. Estos son los llamados movimientos accesorios y 

se definen como movimientos para los que no es adecuada la disposición de 

los músculos, pero que se pueden producir por manipulación. 

Articulaciones del brazo humano (fig. 2-9) 

Para la articulación del hombro, tenemos una de tipo esférica o 

enartrosis muy móvil entre la cavidad glenoidea de la escápula y la cabeza 

del húmero. El encaje mecánico laxo de la articulación del hombro, permite 

una gran libertad de movimiento. La resistencia y estabilidad están dadas 

por los músculos y tendones adyacentes. Los movimientos en esta 

articulación son: 1) abducción y aducción, 2) flexión y extensión, y 3) 

circunducción y rotación. La articulación del hombro tiene mayor libertad y 
amplitud de movimiento que cualquier otra articulación, en gran parte debido 

a los movimientos escapulares que por lo general acompañan a los 

movimientos en la articulación del hombro. Esta articulación cuenta pues, 

con 3 GOL (grados de libertad) 

La articulación del codo es la del húmero y los huesos del 

antebrazo (cúbito y radio). Se puede subdividir en articulaciones 

humeroradial y humerocubitaJ. El codo es una articulación troclear y el 

movimiento voluntario se limita a la flexión y la extensión, contando entonces 

con 1 GOL. 
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Después de la articulación del codo, tenemos las articulaciones 

radiocubilales que, como su nombre lo indican son las formadas entre el 

radio y el cúbito, y nos proporcionan los movimientos de pronación y 

supinación (descritos más adelante). Aquí tenemos dos articulaciones 

semejantes entre sí, la articulación radiocubital proximal y la articulación 

radiocubital distal, siendo las dos de tipo trocoide. Ambas funcionan de 

manera conjunta, aportando a el antebrazo 1 GOL. Al efectuarse el 

movimiento de pronación y supinación entre el cúbito y radio, es este último 

el hueso móvil aunque, en realidad, el cúbito tiene movimiento debido a la 

forma de articulación con la tróclea del húmero. El término supinación se 

emplea para la posición del antebrazo en que la palma de la mano mira 

hacia adelante, como en la posición anatómica. El término pronación se 

utiliza cuando la palma mira hacia atrás. Se puede considerar a la pronación 

A • 

e , 

Fig. 2-9. Articulaciones del brazo humano 

A. Esférica (Enartrosis) - Hombro 

B. Bisagra (T roclear) - Godo 

C. Pivote (Trocoide) - Antebrazo 

D. Elíptica (Condilea) - Muñeca 
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como rotación hacia adentro alrededor de un eje longitudinal, y a la 

supinación como la rotación hacia afuera, pero en realidad ambos 

movimientos son bastante más complejos. En realidad en la rotación del 

antebrazo, a menos que se fije el codo, se acompaña de rotación del 
húmero.'o 

Posteriormente tenemos la articulación radiocarpiana o bien llamada 

propiamente articulación de la muñeca. Es una articulación condilea 

formada por el radio. y la hilera proximal de los huesos del carpo. El cúbito 

no forma parte de esta articulación ya que este es aislado de los hueso del 

carpo por Un ligamento llamado triangular. Tenemos aqui 2 GOL. 

10 Se dIce que la supInación es mtirfuerte que la pronación del anlebra:o. y es por eso que el senlldo de 
gIro de los lomillos se disponen osi para poder aprovechar esto. de mallera que se mtroduzcan por el 
mOVImIento de supmación del antebrazo derecho. H.D Darcus. J Anatomy. London, 85 55, 1951 
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2.1.3 Tipos De Músculos Constitutivos 

Generalidades 

EL SISTEMA muscular del cuerpo 

humano está compuesto por más de 

700 músculos esqueléticos y tejidos 

conectivos asociados; constituye alrededor 

del 40% del peso corporal. " 

Al igual que otras partes del cuerpo 

como los huesos y los nervios, los 

músculos están formados por tejido 

construido por células. Podriamos hacer 

una comparación simple si tomamos a los 

tejidos como las paredes de una casa y a 

las células como los ladrillos necesarios 

para formar estas paredes. El tejido 

muscular se diferencia de otros tejidos, 

como del tejido óseo, en que tiene una 

forma muy alargada, que se denomina 

fibra. Cada fibra muscular está envuelta en 

una especie de membrana muy delgada 

(fig. 2-10). El conjunto formado por la fibra 

y la membrana se llama paquete muscular 

primario. A la unión de varios paquetes 
Flg. 2-10. Paquetes musculares 
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musculares envueltos en otra membrana delgada forman un paquete 

muscular secundario. Un músculo voluminoso puede estar formado por un 

tercer o cuarto paquete muscular. Rodeando los paquetes musculares, 

11 Chihiro Yokochi, Allasfotográfico de anatomía del cuerpo humano. MéxIco. McGraw-HIII, 1991, 
plO 
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existe una membrana de tejido conjuntivo, es decir resistente, llamada 

perimisio. 

En los músculos de fibra estriada (que, como se verá más adelante 

forman el aparato locomotor) el perimisio termina en un tejido de color 

blanco, llamado tendón. Los tendones unen el músculo al hueso. 

Los nombres de los músculos generalmente se asignan 

dependiendo de ciertos criterios los cuales suelen indicar alguna 

característica morfológica o funcional. Por ejemplo, el nombre de un 

músculo puede estar relacionado con la dirección de los fascículos (e.g. 

recto, transverso y oblicuo); localización, como el hueso subyacente (e.g. 

frontal) o huesos entre los cuales se extiende (e.g. intercostal); tamaño 

relativo, (e.g. mayor, menor, corto o largo); forma (e.g. triangular, cuadrado o 

redondo); número de inserciones (e.g. bíceps, tríceps o cuadríceps); tipo de 

movimíento que producen (e.g. flexor, extensor, pronador o supinador), y 

sitio de origen e inserción (e.g. esternocleidomastoideo). 

Los músculos del cuerpo se clasifican, según el tipo de fibra, en 

músculos de fibra estriada y músculos de fibra lisa. Músculos estriados son 

los que se ínsertan en los huesos, el globo ocular, la lengua y el miocardio. 

Para distinguirlo de otros músculos estriados, el miocardio es denominado 

músculo cardiaco y a los otros se les da el nombre de músculos 

esqueléticos los cuales forman el aparato locomotor. También los músculos 

esqueléticos son llamados voluntarios ya que se contraen cuando reciben 

ordenes por parte nuestra de manera intencional, aunque muchas de sus 

acciones son automáticas, y las de algunas de ellos son reflejas. Entonces 

se denominan músculos involuntarios a los músculos liso y cardiaco, los 

cuales realizan funciones "automáticas" como lo es el bombeo de sangre por 

parte del corazón. 
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Músculos gue intervienen en el movimiento del brazo humano 

Los músculos que influyen en el movimiento del brazo humano están 

localizados no solo en el brazo mismo, sino que existen algunos que actúan 

desde la región inferior del tronco, algunos en el hombro y otros en el brazo 

y antebrazo. Son 22 músculos los principales contribuyentes directos, siendo 

estos (los cuales de describirán más adelante de forma individual): 

1 ~ Pectoral mayor 

2 ~ Serrato mayor 

3 ~ Dorsal ancho 

4 ~ Deltoides 

5 - Supraesplnoso 

6 - Infraesplnoso 

7 ~ Redondo menor 

8 ~ Redondo mayor 

9 ~ Subescapular 

10 ~ Bíceps braqulal 

11 ~ Coracobraqulal 

Músculos de la región pectoral 

12 - Braqulal anterior 

13 ~ Tríceps braquial 

14 ~ Supinador largo 

15 ~ Pronador redondo 

16 ~ Supinador corto 

17 ~ Pronador cuadrado 

18 - Cubital anterior 

19 - Cubital posterior 

20 ~ Palmar mayor 

21 ~ Palmar menor 

22 ~ Primero y segundo radiales externos 

Pectoral mayor. Es un músculo ancho, multilaminar y en forma de abanico, 

que se origina en la clavícula, en el esternón y en la aponeurosis del 

músculo oblicuo mayor. Su inserción se realiza por medio de un tendón en el 

labio externo del canal o corredera bicipital del húmero, localizado cercano a 

la parte superior de este hueso. 

Acciones. El pectoral mayor es un músculo muy interesante; sus 

fasciculos claviculares (la parte del músculo que se origina en la clavícula) 

actúan sinérgicamente con la porción anterior del deltoides para elevar el 

brazo hacia adelante o regular su descenso. Los manojos esternocostales 

(originados en el esternón y en la aponeurosis del músculo oblicuo mayor) 
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actúan sinérgicamente con el dorsal ancho y el redondo mayor y tiran del 

brazo hacia abajo contra resistencia, o impulsan al tronco hacia arriba 

cuando los brazos están fijos, como al trepar. El músculo origina rotación 

interna del húmero y su acción de aducción puede hacer que el brazo se 

coloque por delante del tórax. Este músculo anima la articulación del 

hombro. 

'-_SEF<RATO MAYOR 

Fig. 2·11. Músculos de la región pectoral 

Serrato mayor. Es un músculo ancho que se origina por una serie de 

digitaciones en la cara externa de las ocho primeras costillas, y se inserta en 

la superficie costal del borde interno de la escápula. 

Acciones. El serrato mayor actúa en el movimiento de desplazar 

hacia adelante el brazo con fuerza, como al dar un puñetazo, y es importante 

para elevar verticalmente el brazo. Este músculo anima la articulación del 
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hombro, aunque lo hace mediante el 

omóplato) y no directamente del húmero. 

movimiento de la escápula (u 

PRIMERA COSTILLA 

OMÓPLATO 

Fig. 2-12. Vista lateral de la jaula toracica 
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Músculos superficiales del dorso 

Dorsal ancho. Es un músculo ancho y triangular situado superficialmente, 

excepto en su parte más superior, donde está cubierto por el trapecio. Tiene 

su origen en la apófisis espinosa de las seis últimas vértebras dorsales y en 

la cresta ilíaca. El músculo termina en un tendón que se inserta en el fondo 

de la corredera bicipital del húmero por delrás del tendón de la porción larga 

del bíceps. 

Acciones. Es un potente aductor y extensor del brazo. Desempeña 

un papel importanle en el movimienlo descendente del brazo al nadar, y 

también al remar, trepar, martillar y soslener el peso del cuerpo sobre las 

manos. Este músculo aníma la articulación del hombro. 

Músculos del hombro 

Deltoides. Es un músculo grueso, situado superficialmente, al que se debe 

la redondez caracteríslica del hombro. Se origina en la parte superior del 

omóplato (en la espina del omóplato), continuando en la parte superior de la 

clavícula. Se inserta en el húmero en la impresión deltoidea localizado 

aproximadamente ligeramente arriba de la mitad del húmero, en la parte 

externa. 

Acciones. Su porción media o acromial es un potente abductor del 

brazo. La porción posterior del deltoídes extiende el brazo y lo gira hacia 

afuera. Cuando las porciones posterior y media actúan juntas, abducen el 

brazo en un plano coronal. La porción anterior flexiona el brazo y lo gira 

hacia adentro. Cuando las tres porciones del deltoides se contraen 

simultáneamente producen la abducción o elevación del brazo en el plano 

de la escápula. El deltoides tiene una importante función como estabilizador 

en muchos movimientos, en particular los horizontales, como trazar una 

linea a través de un pizarrón o deslizar un libro a lo largo de un estante, que 

a veces reciben los nombres de abducción o aducción horizontales. El 
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Flg. 2-13. Músculos superficiales del dorso 

deltoides puede controlar la aducción directamente o modificar la acción de 

los aductores. Este músculo anima la articulación del hombro. 

Supraespinoso, Infraespinoso y Redondo Menor. Todos estos músculos 

tienen su origen en la cara posterior del omóplato. El supraespinoso se 

origina en la fosa supraespinosa; el infraespinoso en la mayor parte de la 
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fosa infraespinosa; el redondo menor en una rugosidad a lo largo del borde 

externo del omóplato. Es supraespinoso pasa entre el acromión y la 

articulación escapulo-humeral y se inserta en el troquiter del húmero. El 

infraespinoso y el redondo menor, que a veces eslán eslos fusionados entre 

si. convergen detrás de la articulación del hombro en tendones que se 

insertan en el troquiter del húmero. Los tendones de eslos tres músculos se 

confunden con la cápsula de la articulación escapulo-humeral. Eslos 

músculos eslán cubiertos en su mayor parte por el trapecio y el delloides. 

Acciones. El supraespinoso origina abducción y, el infraespinoso y 

redondo menor rotación externa del húmero. Estos tres músculos animan 

la articulación del hombro. 

Redondo mayor. Se origina en la cara poslerior del omóplato, y se inserta 

en el labio inlerno de la corredera o canal bicipital del húmero, por abajo de 

la inserción del músculo subescapular. Con frecuencia su lendón eslá 

fusionado con el del dorsal ancho. 

Acciones. El redondo mayor aclúa junio con el dorsal ancho en la 

aducción del brazo. Es probable que la acción del redondo mayor sea en 

gran parte estática; esto es, que con la escápula fija ayude a conservar el 

brazo en aducción contra resislencia. Este músculo anima la articulación 

del hombro. 

Subescapular. Forma parte de la pared poslerior de la axila. Se origina en 

casi lada la fosa subescapular, y su tendón de inserción pasa por delante de 

la cápsula de la articulación del hombro, a la cual se adhiere, y se inserta en 

el troquin del húmero. 

Acciones. Es un potente rotador del húmero hacia adentro y ayuda a 

sostener la cabeza del húmero en la cavidad glenoidea. Este músculo 

anima la articulación del hombro. 
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Músculos del brazo 

Los músculos anteriores del brazo son el bíceps braquia/, el 

coracobraquíal y el braquial anterior. El músculo posterior es el tríceps 

braquial. 

Bíceps braquial. Este es un músculo voluminoso y notable situado por 

delante del braquial anterior, se origina cerca de la articulación escapulo

humeral por virtud de dos tendones que, escapando por debajo del deltoides 

y el pectoral mayor, se ensanchan para formar las porciones larga y corta 

del músculo. El tendón de la porción corta del bíceps, el cual es el más 

grueso de los dos tendones, se origina en la punta de la apófisis coracoides 

localizada en una saliente del omóplato. El segundo tendón, el de la porción 

larga del biceps, se origina en la cápsula de la articulación escapulo-humeral 

para luego descender por la corredera bicipital del húmero. La inserción de 

este importante músculo se encuentra en la tuberosidad bicipital del radio. 

También existe una banda fibrosa (llamada expansión aponeurótica del 

bíceps) que se desprende del tendón de inserción hasta llegar a la 

aponeurosis de los músculos f1exores del antebrazo. 

Acciones. El biceps es muy interesante por su acción doble: como 

el supinador más fuerte del antebrazo, y como f1exor de la articulación del 

codo; ambas acciones son independientes. Este músculo anima la 

articutación del codo, 

Coracobraquial, Este músculo se inserta en la parte superior por medio de 

fibras musculares en la punta de la apófisis coracoides del omóplato y en el 

tendón de la porción corta del biceps; en la parte inferior se fija 

aproximadamente en la porción media de la diáfisis humeral, cercano al 

origen del braquial anterior. 

Acciones. El coracobraquial participa en la flexión, la aducción y la 

rotación interna del brazo. Este músculo anima la articulación del hombro, 
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Braquial anterior. Se origina en la mitad inferior de la diáfisis humeral 

(anterior). Desciende por delante de la articulación del codo. y termina en un 

tendón resistente que se inserta en la base de la apófisis coronoides del 

cúbito. 

Acciones. El braquial anterior actúa contra la gravedad o la 

resistencia como flexor puro y poderoso del antebrazo. con la ayuda del 

biceps braquial. supinador largo y pro nadar redondo. Este músculo anima la 

articulación del codo. 

Tríceps braquial. Es el único músculo de la cara posterior del brazo que 

antagoniza al braquial anterior y al bíceps; consta de tres vientres: vasto 

externo, vasto interno y porción larga. La porción larga y el vasto interno 

ocupan un plano superficial, mientras que el vasto interno esta en un plano 

mas profundo. El vasto externo se origina en la cara posterior del húmero, 

en la parte superior de su diáfisis. El vasto interno se origina por debajo del 

vasto externo. pero ubicado mas hacia el lado interno del húmero. La 

porción larga se origina en el cara infraglenoidea del omóplato. Los tres 

vientres de este músculo tienen una inserción común, en el· olécranon del 

cúbito 

Acciones. El tríceps es el extensor poderoso y único del codo, 

exceptuando la acción débil del ancóneo. Este músculo anima la 

articulación del codo. 
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DELTOIDES 

TRíCEPS 

CABEZA Y TUBEROSIDAD 
BICIPITAL DEL RADIO ___ ,..... 

SUPINAOOR CORTO 

PRONADOR 
REDONDO 

SERRATQ MAYOR 

DORSAL ANCHO 

___ BRAQUIALANTERIOR 

PAlMAR MAYOR 

PALMAR MENOR 

__ -- CUBITAL ANTERIOR 

Fig. 2~14. Plano superficial de los músculos anteriores del hombro y brazo 
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R'DQ,"O~Q MAYOR 

INSERCION DEL 
PECTORAL MAYOR 

VASTO EXERNO DEL ____ _ 

TR1CEPS 

SUPINADOR LARGO ----

SEGUNDO RADlAL 
EXTERNO 

DORSAL ANCHO 

PORCiÓN LARGA Y 
VASTO INTERNO DEL 

TRiCEPS 

1'11------ BRAQUIAL ANTERIOR 

EPITROCLEA DEL HÚMERO 

Fig. 2-15. Músculos profundos de la cara anterior del hombro y brazo 
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ACROMION y eSPINA DEL 

DELTOIDES 
(CORTADO) 

REDONDO MENOR 

VASTO INTERNO DEL 

TRICEPS 

--- BRAQUIAL ANTERIOR 

'1----- SUPINADOR LARGO 
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PRIMER RADIAL EXTERNO 

EPITRÓCLEA 

CUBITAL ANTERIOR --_.J 

Fig. 2-16. Hombro y brazo vistos por la cara posterior 

CUBITAL 
POSTERIOR 
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Músculos del antebrazo 

Los músculos del antebrazo se dividen en un grupo anterior y uno 

posterior. Los del grupo anterior son los flexores de la muñeca y de los 

dedos, asi como los pronadores. Los del posterior son los extensores de la 

muñeca y los dedos, asi como los supinadores. 

Supinador largo. Forma la curva del borde externo del antebrazo y el limite 

externo del triángulo del pliegue del codo. Tiene su origen en los dos tercios 

superiores del borde externo del húmero. Hacia la porción media del 

antebrazo, el músculo termina en un tendón que se inserta en la cara 

externa del radio, inmediatamente por arriba de la apófisis estiloides. 

Acciones. El supinador largo es flexor del codo y, a pesar de su 

nombre, nunca es supinador ni pronador del antebrazo, aunque resalta 

netamente cuando el antebrazo en semi pronación se flexiona contra 

resistencia. Este músculo anima la articulación del codo. 

Pronador redondo. Se origina en la epitróclea del húmero. El músculo se 

dirige hacia abajo y afuera, y se inserta en una zona rugosa de la parte 

media de la cara externa del radio. 

Acciones. El pronador redondo, que tiene ligera acción flexora, 

produce pronación del antebrazo con el auxilio del pronador cuadrado y, 

cuando se opone resistencia a la mano con ayuda del palmar mayor y el 

palmar menor. Este músculo anima las articulaciones radio-cubitales, y 

en menor grado la del codo. 

Supinador corto. Este músculo está oculto en gran parte por los músculos 

superficiales. Se origina principalmente en el epicóndilo del húmero. Se 

inserta en una zona ancha en la cara externa del radio, en su mitad superior 

Acciones. El supinador corto ayuda al biceps en la supinación. Este 

músculo anima las articulaciones radio-cubitales. 
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PAlMAR MENOR 

Fig. 2-17. Cara anterror del antebrazo Plano muscular 
superficial 
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Pronador cuadrado. Es un músculo pequeño y aplanado. situado en la 

parte inferior (o distal) del antebrazo y que se extiende entre los dos huesos 

del mismo (radio y cúbito). Se origina en la cara y borde anteriores del cúbito 

y se dirige hacia el radio. insertándose en la cara y borde anteriores de este. 

Acciones. Ayuda al pronador redondo en la pronación del antebrazo. 

Este músculo anima las articulaciones radio-cubitales. 

Cubital anterior. Se origina en la epi/roe/ea por el tendón común de los 

músculos epitrocleares, pero tiene una segunda porción de origen en el 

o/écranon del cúbito y el borde posterior de la diáfisis del cúbito. Este 

músculo es más notable visto por la cara posterior del antebrazo. Se inserta 

en el hueso pisiforme (localizado en el carpo en el lado del meñique). 

Acciones. El cubital anterior flexiona la muñeca junto con el palmar 

mayor, y actúa asociándose con el cubital posterior en la aducción de la 

mano. El cubital anterior y el cubital posterior tienen acción sinérgica, en lo 

que se refiere a impedir la abducción de la mano cuando se extiende el 

pulgar. Este músculo anima la articulación de la muñeca. 

Cubital posterior. El cubital posterior, al igual que el anterior, está formado 

por dos porciones: epicondí/ea y o/ecraniana. La porción epicondilea se 

origina en el epícondi/o del húmero por medio del tendón común de los 

músculos epicondileos. La porción olecraniana nace del borde posterior del 

cúbito. en el epícondi/o. Este músculo se inserta en la cara interna de la 

base del quinto metacarpiano. Anima la articulación de la muñeca. 

Acciones. El cubital posterior extiende la muñeca, actuando 

simultáneamente con los radiales externos primero y segundo; junto con el 

cubital anterior, pone en aducción la mano. Al actuar junto con otros 

extensores, mantiene la extensión necesaria en la muñeca para que los 

flexores digitales puedan ejercer la prensión adecuada. 
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Fig. 2-18. Cara posterior del antebrazo. Plano muscular profundo 
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Palmar mayor. Se origina por medio de un tendón en la epitróclea, y se 

inserta en la cara anterior de la base del segundo y tercer metacarpianos. 

Acciones. El palmar mayor actúa sinérgicamente con el cubital 

anterior para flexionar la muñeca, y pone en abducción la mano al funcionar 

junto con los radiales extemos. Este músculo anima la articulación de la 

muñeca. 

Palmar menor. Se origina por medio de un tendón en la epitróclea, y se 

inserta en la cara anterior del ligamento anular anterior del carpo y en el 

vértice de la aponeurosis palmar. Este músculo falta con frecuencia, hecho 

que se relaciona con el sexo y la raza. 

Acciones. El palmar menor flexiona la muñeca y pone tensa la 

aponeurosis palmar en los movimientos de la mano, en particular los del 

pulgar. Puede ayudar al pronador redondo. Este músculo anima la 

articulación de la muñeca. 

Primero y Segundo radiales externos. El primer radial externo tiene su 

origen en el borde externo del húmero, arriba de el epicóndilo. El segundo 

radial externo tiene su origen en el epicóndilo. estando cubierto por el 

primer radial externo. Cada tendón de estos músculos pasa por un canal 

especial labrado en el dorso inferior del radio. El primer radial se inserta en 

la parte dorsal de el segundo metacarpiano. El segundo radial se inserta en 

la parte dorsal de el tercer metacarpiano. Ambas inserciones están 

localizadas en el extremo cercano a los huesos del carpo. 

Acciones. Estos músculos extienden la muñeca al actuar 

sinérgicamente con el cubital posterior; ponen en abducción la mano 

contrayéndose simulttmeamente con el cubital anterior; su actividad principal 

es la extensión sinérgica de la muñeca para permitir la presión de los dedos 

Ambos músculos animan la articulación de la muñeca. 
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TRlcEPS 

EPITRÓCLEA \ 

CUBITAl 

EXTENSOR PROPIO 
OEl MEÑIQUE 

Fig. 2-19. Cara posterior del antebrazo. Plano muscular 
superficial 
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2.1.4 Glosario y terminología 

CON EL FIN de describir la localización de las 

partes del cuerpo, así como las relaciones 

que hay entre las mismas, se observa al cuerpo 

humano en una posición anatómica estándar. 

En esta posición, el cuerpo se halla en postura 

erguida (de pie), los pies juntos, planos sobre el 

piso y los miembros superiores colgando rectos a 

los lados, con las palmas hacia adelante y los 

pulgares dirigidos hacia afuera. 

Superior/craneal/cefálico. significan hacia la 

cabeza o la parte más alta del cuerpo; por 

ejemplo, el hombro es superior con respecto a la 

cadera, pero la cadera es superior con respecto a 

la rodilla. 

Inferior/caudal. significan hacia la parte más baja 

del cuerpo; por ejemplo, la cadera es inferior con 

respecto al hombro, pero la rodilla es inferior con 

respecto a la cadera. 

Anterior/ventral. Significan hacia el frente del 

cuerpo; por ejemplo, las costillas y el esternón 

son anteriores con respecto al corazón y los 

pulmones. pero el corazón es anterior con 

respecto a la columna vertebral. 

Posterior/dorsal. Significan hacia la superficie de 

la espalda, lado opuesto a la superficie anterior; 
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Fig. 2-20. Términos 
posicionales y direccionales 

comúnmenle utilizados 

1. Superior/craneal/cefálico 
2. Inferior/caudal 
3 Anterior 
4. Postenor 
5 Medial 
6 Lateral 
7. Proximal 
8. Distal 
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por ejemplo. la columna vertebral es posterior con respecto al corazón. pero 

éste es posterior con respecto al esternón. 

Medial. Significa hacia la linea media del cuerpo; por ejemplo. el estemón 

es medial. 

Lateral. Significa hacia uno de los lados del cuerpo. lejos de la linea media; 

por ejemplo. las costillas son laterales con respecto al estemón. Los brazos 

se describen como laterales con respecto al tronco del cuerpo. y los dedos 

meñiques como mediales con respecto a los pulgares. 

Proximal. Significa hacia el sitio de unión u origen de una parte del cuerpo. 

cercania a dicho origen o coyuntura; por ejemplo. el hueso del muslo. el 

fémur. es proximal cuando se compara con los huesos bajo la rodilla. la tibia 

y el peroné. 

Distal. Significa alejado del sitio de unión o de origen de una parte del 

cuerpo. o su distancia relativa a dicho origen o coyuntura; por ejemplo. la 

tibia y el peroné son distales cuando se comparan con el fémur. 

Superficial. Significa cerca de la superficie; por ejemplo. el músculo oblicuo 

mayor del abdomen (externo) es superficial con respecto al músculo oblicuo 

menor del abdomen (interno). 

Profundo. Significa bajo la superficie. a distintos niveles; por ejemplo. el 

músculo oblicuo menor del abdomen (interno) es profundo con respecto al 

músculo oblicuo mayor del abdomen (externo). 

Palmar. Se refiere a la superficie anterior del antebrazo y la mano (palma). 

Ptanos del cuerpo humano 

En disección. el cuerpo y las partes del cuerpo se cortan siguiendo 

planos verticales o longitudinales y planos horizontales o transversos. Un 

plano vertical que divide al cuerpo en porciones derecha e izquierda es el 

plano sagital o mediano. Cuando este plano pasa a través de la linea 

media. dividiendo al cuerpo en mitades derecha e izquierda. hablamos del 
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plano sagital medio (mesosagital); cuando 

este plano pasa a la derecha o a la 

izquierda de la línea media. hablamos de 

un plano parasagital. El plano frontal o 

coronal es vertical y se traza en ángulo 

recto con respecto al plano sagital; divide al 

cuerpo en porciones anterior y posterior. Se 

llama plano transverso al que se traza en 

ángulo recto con respecto a los planos 

frontal y sagital; este plano corta al cuerpo 

en secciones transversales de izquierda a 

derecha y de adelante hasta atrás. 

dividiéndolo en porciones superior e 

inferior. 

Terminología del movímiento articulatorio 

Fig. 2-21. Planos del cuerpo humano 

1 Frontal 
2 Sagital 

3 Transverso 

Flexión. Curvatura o reducción del ángulo que forman partes del cuerpo. 

Extensión. Enderezamiento o incremento del ángulo que forman partes del 

cuerpo. Se define. por lo general. como el retorno de la flexión. Cuando la 

extensión de una articulación excede a lo normal. se denomina 

hiperextensión. 

Abducción. Movimiento de un segmento del cuerpo más allá del eje medio 

de éste o de la parte a que va unido. 
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Aducción. Movimiento de un segmento o combinación de segmentos del 

cuerpo hacia el eje medio de éste o de la parte que está o están unidos. 

Rotación media. Giro hacia el eje medio del cuerpo. 

Rotación lateral. Giro más allá del eje medio del cuerpo. 

Pronación. Giro del antebrazo de manera que la palma de la mano se 

oriente hacia abajo. 

Supinación. Giro del antebrazo de manera que la palma de la mano se 

oriente hacia arriba. 
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2.2 RANGO DE DESPLAZAMIENTO 

DE LAS ARTICULACIONES 

50 

EL ESTUDIO, medición y evaluación de la magnitud de movimientos 

articulatorios es una ciencia relativamente compleja y alambicada. Las 

técnicas de medición no son perfectas y quedan muchas por inventar. La 

investigación que concierne a aspectos encerrados en la propia dinámica, 

sobre todo en función de la interacción de dos o más articulaciones o 

músculos, se halla todavia en sus primeros pasos. Los datos son escasos y 

la información relativa a estudios con gran número de población es 

~ 
I 

NElITRO 

~.- ~~-

" 00-," 
I 

! , 
• 

ROTACIÓN EN 
POSICION NEUTRA 

O' 

ROTACION 
EN ABOucetON 

Fig. 2-22. Movimiento articulatorio Hombro 
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inexistente. La mayoría de los datos mostrados se basan en observaciones 

de la población militar'2 y tan s610 del movimiento de una articulación, 

independientemente de su influencia sobre otra . 

... -YSUP!NAOÓN 

Fig. 2-23. Movimiento articulatorio. Codo-antebrazo 

oESVlAOON 

Flg.2-24. MOvimiento articulatorio. Muñeca 

11 Fuente original Human Faclors Engineermg. AFSC Design Handbook 1-3. Departamento de la 
Fuerza Aérea. Cuartel Genera] de los Sistemas de Mando Andrews de las Fuerzas Aéreas AFB. DC 
20334. enero 1977. pp. 16 Y 17 
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CAPíTULO TRES 

MODELACIÓN MATEMATICA 

3.1 INTRODUCCiÓN 

L A REALIZACiÓN de movimienlos en las articulaciones de un brazo 

humano o de un robot, da como resultado un movimiento de la mano u 

órgano terminal para una posición y orientación deseada. La cinemática del 

brazo es entonces el estudio analitico de la geometria del movimiento de 

una brazo con respecto a un sistema de coordenadas de referencia fijo, sin 

considerar las fuerzas/momentos que originan dicho movimiento. 

C 

H 

}J 
M 

Fig. 3-1. Modelo simplificado del brazo 

Surgen entonces dos preguntas básicas para el estudio cinemállco 

del brazo: ¿cuál es la orientación y posición de la mano con respecto a un 
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sistema de coordenadas de referencia, para configuraciones conocidas de 

las articulaciones? ¿qué configuraciones deben tener las articulaciones del 

brazo para una posición y orientación dada de la mano? 

La primera pregunta define el problema cinemático directo 

(modelación en el espacio operacional), mientras que la segunda el 

problema cinemático inverso (modelación en el espacio articular). 

3.2 MODELACIÓN EN EL ESPACIO OPERACIONAL 

PARA LA modelación utilizaremos álgebra vectorial y matricial para poder 

describir y representar la localización de los elementos del brazo. El 

problema cinemático directo se reduce a encontrar una matriz de 

transformación homogénea que relacione el sistema de coordenadas de 

referencia con el sistema localizado en el órgano terminal. Una matriz de 

transformación homogénea es una matriz 4 x 4 que transforma un vector de 

posición desde un sistema de coordenadas hasta otro sistema de 

coordenadas. Una matriz de transformación homogénea se puede 

considerar que consiste de cuatro submatrices: 

~Xl) ( matrizde rotacion 

llx I - transfomlacion de perspectiva 

vector de PosiCion) 

escalado 
(1 ) 

Las submatrices inferior izquierda e inferior derecha se han puesto 

como O y como 1 respectivamente, ya que son utilizadas para visión por 

computadora y para escalados globales de las coordenadas en informática 

gráfica, y por tanto en este trabajo no se utilizarán. Quedan entonces 

solamente las submatrices R y P las cuales nos indicarán la rotación y 

posición de los elementos del brazo, siendo de suma importancia para 

nosotros. 
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Para describir la relación traslacional y rotacional entre elementos 

adyacentes, Denavit y Hartenberg (1975) propusieron un método matricial 

para establecer de forma sistemálica un sistema de coordenadas (sistema 

ligado al cuerpo) para cada elemento de una cadena articulada. La 

representación de Denavit-Hartenberg resulta en una matriz de 

transformación homogénea de 4 x 4 que representa cada uno de los 

sistemas de coordenadas de los elementos en la articulación con respecto al 

sistema de coordenadas del elemento previo. Así, mediante 

transformaciones secuenciales, el efector final expresado en las 

coordenadas de la mano se puede transformar y expresar en las 

coordenadas de base que constituyen el sistema inercial de este sistema 

dinámico. 

La representación de Denavit-Hartenberg de un elemento rigido 

depende de cuatro parámetros geométricos asociados con cada elemento. 

Estos cuatro parámetros describen completamente cualquier articulación 

prismática o de revolución. Estos se definen como sigue: 

a'_1 Es llamado "longitud real de eslabón" y es la distancia más corta 

entre el eje i-1 y el eje i, y como vector va desde el eje i-1 hacia el eje ;. 

!l'_1 Es llamado "torsión de eslabón" y es el ángulo empleado en llevar el 

positivo del eje ;-1 hacia el positivo de la proyección del eje ;, donde a'_1 corta 

al eje ;-1, alrededor de a'_1 según la regla de la mano derecha. 

d, Es la distancia medida sobre el eje; desde donde a,., corta al eje; 

hasta donde a, corta al eje i, y como vector va desde donde a,_, corta al eje I 

hasta donde a¡ corta al eje ;. Este parámetro da la dirección positiva del eje. 

O, Es el ángulo empleado en llevar la prolongación de a,., hasta la 

proyección de aj en el punto donde ajo' corta al eje; alrededor de di según la 

regla de la mano derecha. 
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Para una articulación giratoria, di. ai y a¡ son los parámetros de 

articulación y permanecen constantes para un robot, mientras que e, es la 

variable para una articulación que cambia cuando el elemento i se mueve (o 

gira) con respecto al elemento i-1. Para una articulación prismática, e,. ai Y a¡ 

son los parámetros de la articulación y permanecen constantes para un 

robot, mientras que di es la variable de la articulación. 

Se puede desarrollar una matriz de transformación homogénea que 

relacione el sistema de coordenadas i-ésimo con el sistema de coordenadas 

i-1 ésimo. Esto se logra mediante cuatro operaciones, siendo estas: una 

rotación, una traslación, otra rotación y por último una nueva traslación. 

Cada una de estas operaciones se expresa con una matriz homogénea 

básica, y el producto de estas cuatro matrices da una matriz de 

transformación Denavit-Hartenberg para sistemas de coordenadas 

adyacentes i e i-1. Obteniéndose la siguiente matriz, 

ce, -SO , O Q,-I 

Ca,_ISe, Ca'_ICe, -Sa -Sa d 
,-IT = ' -1 ,-1 , 

, 
Sa,_ISe, Sa'_ICe, Ca'_1 Ca'_ld, 

(2) 

O O O 

donde e y S son abreviaturas para Cosenos y Senos. 

La matriz homogénea °T, que especifica la localización del sistema 

de coordenadas i-ésimo con respecto al sistema de coordenadas de la base 

es el producto en cadena de matrices de transformación de coordenadas 

sucesivas '-1 A, Y se expresa como 

¡ 

°T=oA lA ¡-lA =OJ-tA - 12 ¡ l 2 . - . ¡ J para l = , , ... , n 
J~t 

(3) 
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Específicamente, para i=8, obtenemos la matriz °Ta (o bien °TMAN , 

donde MAN=manipulador) que especifica la orientación y posición del punto 

final del manipulador con respecto al sistema de coordenadas de la base. 

(4) 

Por tanto, la solucíón cinematica directa de un manipulador de 8 

elementos es simplemente un asunto de calcular °T MAN mediante la 

multiplicación en cadena de las ocho matrices l·' Al Y evaluar cada elemento 

en la matriz °T MAN. 

y, 

x. 

y. 

Fig. 3-2. Bases referenciales y ángulos obtenidos mediante 

el método de Oenavit-Hartenberg 
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Para poder crear nuestra matriz necesitamos entonces obtener 

todos los parámetros de eslabonamiento desde ;=1 hasta ;=8. Es una buena 

costumbre ordenar estos datos en forma de tabla: 

i ai-1 a¡-1 di fJi 

1 O O O 9, 

2 O 90 O 9, 

3 O 90 L1 9, 

4 O 270 O 9. 
5 O 90 L2 95 

6 O 270 O 9. 
7 O 90 O 9, 

8 O O L3 

Vaciando los datos de la tabla sucesivamente en la ecuación (2), se 

obtienen las 8 matrices correspondientes: 

Ce, - Se. , O O CO2 - S02 O O 

0r, = Se, Ce, O O O O -1 O 

O O O '0. = 
S02 C~ O O 

O O O O O O 

c~ -S~ O O Co. - SB., O O 

O O - 1 -11 O O 1 O 
2~ ;:= )r. -

SO) CO) O O ' - -So. -CO O O 4 

O O O O O O 
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COs -Se, O O Ce. - Se. O O 

O O -1 -/2 O O 1 O 
'7: - sTr, = s -

SOs COs O O -Se. CB¡ O O 

O O O O O O 

(5) 

CO, -SO, O O 1 O O O 

O O -1 O O 1 O O 
"r - 'T'JA.' = , -

SO, CO, O O O O /; 

O O O O O O 

Multiplicando estas 8 matrices en cadena, finalmente tenemos 

11, s, a\ p, 

ur: 11, s, a, p, 
(6) = AlA.\¡' 

11, s, a, p, 

O O O 

donde 

n~ = e1 (e6 (es (e" (e, el e J + s, SJ) • el S2 S,,) + (eJ s, . e, el SJ) Ss) ·(e, e 4 S2 + (e, e2 

eJ + s, SJ) S,,) S6) +{es (eJ s, . el e 2 SJ) -{e" (C, e 2 CJ + SI SJ) . e, S2 S,,) Ss) S7 

ny = e7 (e6 (es (e4 (e2 eJ SI • e, SJ) • S, S2 S,,) + He, e J) • e 2 SI SJ) Ss) ·(e" s, S2 + (e2 e 3 

S, • el SJ) 5,,) S6) +(es He, eJ)· e2 s, 53) ·(e" (e2 eJ 8, • C l SJ) • SI Sl S4) Ss) S7 

n, = e7 (es (es (e3 e" 82 + e 2 S .. ) • 8 2 8 3 Ss) . He2 e,,) + CJ S2 S,,) S6) +Hes Sl S3) . (eJ e4 

82 + e2 S4) Ss) 8 7 

s. = e7 (es (eJ 8, • e, el S3) ·(e" (e, e 2 eJ + 8, S3)· el S2 S4) Ss) ·(C6 (es (C 4 (e, e2 eJ + S, 

S3)· el S2 8 4) + (eJ S, • el el SJ) Ss) -{e, e" S2 + (e, el e3 + SI 8J) 84) 86) S7 
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Sy = C1 (Cs (-{C, Cl) - C2 S, Sl) -{C .. (C2 Cl S, - e, Sl) - S, S2 s .. ) Ss) -{Ce (Cs (C .. (C2 Cl S, -

e, S,) - S, s, S.) + (-(e, e,) - e, s, S,) ss)-(e. S, S, + (e, e, S, - e, S,) S.) S,) S, 

S;r = C1 (-{Cs S2 Sl) - (C3 e. 82 + e 2 S .. ) Ss) -(Ce (es (C3 C. S2 + C2 5.) - 52 53 Ss) -( -(C2 C .. ) + 

Cl S2 S .. ) S6) 87 

a. = Cs (C, e. S2 +(C, C2 e3 + S, 83) S.) +(es CC .. (e, C2 C3 + S, 83) - e, S2 8 .. ) +(C3 S, - c, 
e, S,) Ss) S, 

ay = Cs (C. S, S2 +(C2 C3 S, - c , S3) S.) +(Cs (C. (e2 C3 S, - C, Sl) - S, S2 S.) +(-(C, Cl ) - C2 

S, S,) Ss) Se 
al = Cs (-(C2 C.) + C3 S2 S.) +(Cs (C3 C. S2 + C2 S .. ) - S2 S3 Ss) 8s 

p. = 1, C, 82 -12 (-(C, C. 82) -(e, C2 C3 + S, S3) s.) +Il (Ce (C, C. S2 + (e, C2 e3 + S, S3) 54) 

+(Cs (e .. (e, e 2 Cl + S, S3) - e, S2 s.) + (e3 s, -C I C2 S3) Ss) S6) 

Py = 1, S, S2 -12 (-(C .. s, S2) - (e2 e3 s, - c, S3) S.l +1] (C6 (e. s, S2 + (e2 C3 s, - c , S3) s.) 
+(es (e. (e, e, S, - e, S,) - S, S, S.) + (-(e, e,) - c, S, S,) Ss) Se) 
PI = -(1, C2) -12 (e2 e. - e3 82 S4) +13 (es (-(e2 c.) + C3 S2 S4) + (Cs (e3 c. 82 + e 2 s.) -S2 S3 
Ss) S,) 

donde ei :: eos 9i; Si :: Sen 9i 

3.2.1 Posición del brazo humano de acuerdo a °T 8 

ASIGNANDO valores a los ángulos 0" podemos obtener posiciones para 

el brazo humano a partir de la matriz "T., (o bien °T MAN) la cual nos 

indicará tanto la posición terminal de la mano como su orientación. 

Analizando los resultado de esta matriz °T. para diferentes ángulos, 

observamos que para las coordenadas de la base {Xo, Yo, Zo) es idónea una 

localización de esta en el hombro del brazo izquierdo directamente. Esto es 

debido a el obstáculo que crea el propio cuerpo humano y a un movimiento 

tógicamente posible de una persona común. Si quisiéramos simular el 

movimiento para el brazo derecho, simplemente es cuestión de localizar la 

base {Xo, Yo, Zo) en el hombro del brazo derecho e introducir los ángulos 

correctos en las articulaciones adecuadas, por ejemplo un 0,=90°, lo 

cambiariamos por un 0,=-90° o bien 0,=270° 
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90" 

02 

O' 

O" 

Ejemplos de posiciones del brazo humano 

para el brazo izquierdo: 

8, 8, 82 9, 8, 85 o, 
O O O O o o o 

1 O O O 

O - 1 O O 
0r" = 

O O -1 -11-12-13 

O O O 

8, 8, 82 8, 8, 85 

I 
8s O, 

O 1800 O O O O O 

-1 O O O 

O -1 O O 

~ 0r" = 
O O 1 11 + /2 + 13 

O O O 1 
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8, 8, O, 8, 8, 85 86 8, 

O 90° O O O O O 

O O 11+/2+/3 

O -1 O O 0'[ _ 
8 -

1 O O O 

O O O 

8, 8, 8, 8, 8, 85 

I 
86 8, 

O O O 90° O O O 

O O /'2 + /3 

O -1 O O J .,'[ = 
8 O O -11 

O O O 

8, O, 8, 8, 8, 

I 

85 

I 

06 8, 

90° 90° 90° 90° O O O 

O O 1 12 + /3 

- 1 O O 11 

~ 0'[ _ 
8 -

O - 1 O O 

O O O 

Blomecanlca del brazo humano' una descnpción matemática de su mOVimiento 



Modelación matemática 62 

8, 8, 8, 83 8, 8, 8, 8, 

90° 90° 90° O O O O 

1 O O O 

O O I /1+/2+/3 ~~ 
"T = , 

O - I O O 

O O O 

0, 8, 0, 83 8, 8, O, O, 

90° 90° O O O O O 

O 1 O O 

O O 11 + 12 + 13 ~~ 
"7: -8 -

I O O O 

O O O 

0, 8, 8, 83 8, 0, 86 8, 

90° O O O O O O 

O O O 

I O O O -y, "r. -, -
O O - I -11-12-/3 

O O O 
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8, 8, 82 83 8. 

I 
85 

I 
8. 8, 

90° O O 90° O O O 

O 1 O O 

O O /2 +/3 ~ 07: -H -
1 O O -/1 

O O O 

0, 8, 82 83 8. 85 8. 87 

90° O 90° O O O O 

O O O 

O - 1 O O -y, 0y: _ 
H -

O O -1 -11-12-/3 

O O O 

o, 8, 82 83 O. 

I 
85 8. 8, 

O 90° O 90° O O O 

- 1 O O /1 

O - 1 O O ~ "T, = 
O O 1 12+/3 

O O O 
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9, 9, 92 93 9, 95 96 97 

O O 90° O O O O 

O -1 O O 

- 1 O O O ,y, 
"7: -8 -

O O - 1 -/1-/2-/3 

O O O 

e, e, O2 93 9, 05 

I 
86 8, 

O 90° 90° O O O O 

O O 1\ + /2 + /3 , -1 O O O 
07: ~ 

8 O - 1 O O 

O O O 

9, e, 82 93 9, 

I 
95 06 87 

o o 90° 90° o o o 
O - 1 O O 

O O -1 -/2 -/3 ~ 0r. = 
1 O O -11 

O O O 1 
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8, 8, 8, 83 8, 85 86 8, 

O 90· 90· 90· O O O 

- I O O II 

O O -1 - 12-13 ~ "T -, -
O - 1 O O 

O O O 

para el brazo derecho mostramos solo algunas posiciones ya que 

baslcamente son las mismas que para el brazo izquierdo: 

u, 

I 
8, 

I 
O, 83 8, 85 8. O, 

-90· 90· -90· 90· O O O 

O O I 12+13 

O O 11 rrw-y
, 0T, = 

O I O O 

O O O 
x, 

f __ 8~ _ L~:~.L O, ± 83 8, 85 86 8, 

O O O O 90·. . .. -90· 

I O O O 

O O -1 -11- 12-13 p=:::::¡: =<:Q/ "T = x O I O O 

O O O 
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o, O, O2 03 O. 05 O. 8, 
_900 O O 900 O O O 

O -1 O O ¿, 

O O - 1 -/2 -/3 ~-Y °r -, -
1 O O -11 

O O O 1 

3.2.2 Parámetro de inclinación del brazo Cjl 

A L HABLAR de un manipulador con 7 grados de libertad, estamos 

hablando de un manipulador con redundancia cinemática. Es decir, 

tenemos más grados de libertad de los requeridos para realizar una tarea 

especifica. Por eso al mantener fijos en un brazo humano tanto el hombro H, 

como la muñeca M, podemos tener aún cierta inclinación del codo C con 

respecto a un eje de giro situado entre la muñeca y el hombro, ver figura (3-

3). Queremos conocer entonces, alguna relación matematica que nos 

muestre en que forma están vinculadas las variables articulares On con este 

mencionado ángulo de inclinación del brazo '1'. 

Como puede apreciarse en la figura (3-3), el plano HCM puede tener 

una inclinación diferente a un plano vertical que pase por los puntos HM. El 

ángulo plano comprendido entre los planos vertical y HCM es un parámetro 

que permite cuantificar la orientación del brazo y controlar a éste para evitar 

colisiones con posibles obstáculos dentro del area de trabajo. 

El plano vertical llamado plano de referencia contiene al vector 

unitario V y a la linea HM. El ángulo '1' es aquel que va desde el plano de 

referencia al plano HCM alrededor de la linea HM y de H a M, según la regla 

de la mano derecha. 
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Necesitaremos del uso de 'P, y de 'P,. ya que son los vectores que 

nos indican la posición del codo y de la muñeca respectivamente. Los 

mostramos a continuación. 

x, 

Fig. 3-3. Parámetro de indinaclón del brazo I.p 

[

O P1X: [l,ce,se.,: 
donde,O P, = :Ply = I,Se,Se., 

Pl, -I,Ce, 
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.. o ) 
(

O R. 
tamb,en tenemos, T, = O 

[

OP5'] [I'Ce,sB, -((-Ce,CB,SB,)-(Ce,C(I,C(I, +Se,S(I,)S(I,)] 
donde,O?, = :P" = I,Se,S(I, -l~( - C(I~e,SB,) - (~B,C(I,Se, - Ce,S(I,)Se,) 

P" ',C(I, I,(C(I,S(I, C(I,S(I,S(I,) 

La minima distancia desde la línea HM al punto e esta a lo largo del 

vector P, el cual obtenemos de la siguiente manera 

Ud ,(U ,) de la figura (3,3) notamos que = m c· m 

~ M () p, o o 
donde, m = ~MII = 11" p,11 y c= p, 

también o p="c-od, que es uno de los vectores que forman el angulo <jl 

el otro vector es k = (';1181 íi) 181 m, el cual es un vector que esta en el plano 

de referencia, siendo ortogonal a m. 

, k 
transformando a vectores unitarios k = !lkli 

U 

o· P 
y p= II"pll 

El vector k es tratado como un vector libre que se desliza a lo largo 

de la linea HM hasta que su base coincide con la de p en el punto ce. Asi <jl 

es el angulo formado desde k hasta p. 
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De la definición de producto punto sabemos que 

f . p = IlfllllpllCosqJ 

por tanto el ángulo buscado <p es : qJ = COS -1 (f. p) 

3.3 MODELACIÓN EN EL ESPACIO ARTICULAR 

EN ESTA sección planteamos el segundo problema cinemática: la 

cinemática inversa o solución del brazo para nuestro manipulador de 7 

grados de libertad. Con el fin de controlar la posición y orientación de la 

mano u órgano terminal para alcanzar un objeto, es más importante la 

solución cinemática inversa. En otras palabras, dada la posición y 

orientación de la mano, nos gustaria conocer los ángulos de las 

articulaciones del brazo de manera que se pueda posicionar como se desee 

la mano. 

En general, el problema cinemática inverso se puede resolver por 

diversos métodos, tales como la transformación inversa (Paul y col. [1981]), 

el álgebra de tornillo (Kohli y Soni [1975]), matrices duales (Denavit [1956]), 

cuaterniones duales (Yang y Freudenstein [1964]), iterativo (Uicker y col. 

[1964]), y métodos geométricos (Lee y Ziegler [1984]). A menudo se utilizan 

soluciones iterativas, pero generalmente requieren más cálculos y no 

garantizan la convergencia a la solución correcta especialmente en los 

puntos singulares. Más aún, no existe indicación sobre como escoger la 

solución correcta para una configuración de brazo particular. En este trabajo 

utilizaremos por tanto, un método geométrico que proporciona más 

comprensión en resolver este tipo de manipuladores, un brazo humano. 

Entonces para el análisis cinemática inverso de este trabajo 

necesitamos de la entrada de 2 datos cruciales, siendo eslos el ángulo de 
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inclinación del brazo '1', y la matriz °T MAN que nos indica la posición y 

orientación del elemento terminal o mano. Esto es 

n, s, a, MAN, 

°TMA ..... 

n, Sy ay MAN, 

n, s, G, MAN, 

O O O 1 

Las variables n, s y a son las correspondientes a la rotación, es 

decir DR •. Recordemos que al ser ortonormal, se debe cumplir que: 

En los siguientes subcapitulos mostraremos la obtención de cada 

una de las siete variables articulares, desde O, hasta 8,. 
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3.3.1 Obtención de la primera variable articular 91 

e 

Xo 
M 

Fig.34. 

PARA la obtención del ángulo 8" ver figura (3-4), que es aquel formado 

entre los vectores Xo y X, alrededor del eje Z" necesitamos conocer la 

relación existente entre la posición del brazo formado por los puntos 

HCM (Hombro, Codo y Muñeca) y la base {O}, es decir {Xo• Yo. Zo}. Esto 

quiere decir que si fijamos tanto el punto H como el M, pudiendo el codo 

realizar un giro alrededor de la linea formada entre estos dos puntos, el 

ángulo 8, tendrá una variación que podemos cuantificar analizando la elipse 

(ver figura 3-4) que se forma en el plano XoYo. Esta elipse es la proyección 

del punto C al evolucionar el ángulo de inclinación del codo <p el cual ya 

definimos previamente. Cada punto de esta elipse lo ubicaremos mediante 
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un vector que llamaremos CXOYo• et cual parte de la base referencial {O} 

sobre el plano Xo Yo hasta tocar la elipse (ver figura 3-4 y 3-5). 

Observando la figura (3-5). que muestra el plano Xo y o. podemos 

descomponer el vector CXOYO en sus proyecciones sobre los ejes Xo y Yo. lo 

cual nos permite cuantificar el ángulo 9, mediante: 

(7) 

El problema entonces es encontrar los vectores oC, y oC,. referidos a 

la base generadora {O}. 

Yaux 
M 

a 

--'<=--_-\_.1-_-7 X au, 

H~----~~~----------~~~Xo 

Fig.3-5. 

Si observamos la figura (3-4) desde el punto M en dirección al punto 

H obtendriamos una vista similar a la figura (3-6). Desde esta vista notamos 
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un vector que llamaremos "c, el cual es un vector originado en una base 

referencial {CC}, la cual esta orientada de la siguiente manera: el eje X" con 

la misma dirección y sentido que el vector k (ver figura 3-3), eje Z"" con la 

misma dirección y sentido que el vector m y por último el eje Y ce mediante el 

producto vectorial Y" = Z"" x X". Aquí podemos ver la evolución del angulo 

qJ al moverse el codo C. Descomponiendo el vector "c y presentandolo en 

forma de columna tenemos: 

[
"e,] [reos(rp)] 

"e = ::¿: = rSe~(rp) (8) 

donde la componente en Z" es nula debido a que el vector "c solo existe 

en el plano Xee y oo. 

La longitud r (equivalente al módulo del vector p) se obtiene de la 

siguiente manera: 

De la ley de cosenos tenemos que 

1,' = 1,' +llrnll' -2l,llrnlleosB (9) 

y observamos que eosB = Ilodllll, (10) 

sustituyendo (10) en (9) 

1,' = 1,' +llrnll' -2I,lIrnll(llodll/ 1,) 
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despejando d 

de Pitágoras sabemos que Id21+lp21=I,2, por lo tanto 

(11 ) 

! 

Fig.3-6. 

Para poder utilizar la ecuación (7), es necesario encontrar el vector 

Oc (la posición del codo respecto a la base {O}). Pero, nosotros tenemos la 

posición del codo respecto a la base {ce} y, por tanto, precisamos de la 

utilización de transformaciones para obtener Oc a partir de 'OC, esto es 

( 12) 
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donde la matriz de transformación "Toe, se compone de una traslación y de 

una rotación 

(13) 

La parte correspondiente a la traslación significa el mover nuestro 

sistema de referencia {cc} hasta el sistema de referencia {O}. Esto implica 

moverse a lo largo de la linea creada por un vector °CC que va desde el 

origen hasta el punto ce. Por tanto este vector se expresa de la siguiente 

manera: 

o () o _ 1,- -1,- + m 1 

[
OCC,] (" II 11')( )[m,] 

ce = o~~: = 11 dllm = 211mll Ilmll:: (14) 

Ahora bien, para determinar la parte correspondiente a la rotación de 

la ecuación (13) °Roe, se necesitó crear una base referencial auxiliar {aux} la 

cual se encuentra orientada de la misma manera que la base {O}, pero 

trasladada al punto ce. Nuestra matriz de rotación au,R.oc, está formada por 

sus respectivos elementos, siendo estos: 

[" 
ru ,,,] 

aI,.\ R = ( al/X X (111.\ Y maz )_ rn r:!3 = ce ce ce ce - r21 

r31 r32 rJ] 
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['-,o Xau.r . Ycc i.,io 1 
= Ywu"Xcc Yozu"Ycc Yaux"Zcc (15) 

Z ·x Zmu "Ycc Z(//IX "Zcc OIU ce 

Ya previamente habíamos eslablecido la dirección de los ejes de la 

base referencial {ce}. de donde notamos que ·4, está dispuesto con la 

misma orientación y sentido que el vector m. y por tanto '"'4, también lo 

estará Tenemos entonces que, 

Observando la figura (3-7), podemos encontrar una relación para 

obtener ,u'Y" de la matriz de rotación de la ecuación (15). 

r,~ = x,,"x 'y" = cos(90-a) = sen(a) 

r" = )-, .' )', .. = cos( 180 - a) = - cos( a) __ U/H • 

rJ:! :::: Z'IUX "Yec = O 

por lo que tenemos 

[
r,,: [sena 1 
r:!2 = - cosa 

"r~ O 

( 17) 
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Podemos además obtener el ángulo a en términos de parámetros 

conocidos como lo son el vector m que va desde et hombro hasta la 

muñeca. que viene siendo la matriz de transformación °T 5. 

mi m.l 

Sena = 11m,,',. 11 = I '1m; +m: 
(18) 

m m 

cosa=ll '11= J " " Imn m_1 +m., 
(19) 

M 

Yo a 
~"",",..... __ ..J....._~ Xaux 

Yee 

H ""-----'-----------4 )(0 

Fig.3-7. 

De la ecuación (15) solo nos hace falta la primera columna. es decir 

la parte correspondiente a ,u'X". La podemos obtener fácilmente mediante 

el producto cruz entre auxy cc yauxZcc. 
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aux X =aux Y ®aux i 
ce ce ce 

m, 
-cosallmll 

m, 
-sena Ilmll (20) 

De esta manera completamos ya la matriz de rotación, ecuación 

(15). Podemos entonces calcular la ecuación (13) que nos permite también 

el cálculo de la ecuación (12). Esta ecuación nos otorga el vector oC, el cual 

es el que necesitamos para el cómputo de nuestra variable articular e,. 
Solo necesitamos las componentes X y Y del vector oC, las cuales 

mostramos a continuación (obtenidas mediante las sustituciones antes 

mencionadas): 

Oc, = II~~~, + ~m, ~p~ m,' ( m,Sen<p 
m,m,cosqJ) 

Ilmll 
(21 ) 

° _ lldllm, Ilpll ( _ m,m, COS qJ) 
C,.- Ilmll + ~m,'+m/ -m,SenqJ Ilmll (22) 

lldllm IlpIICosqJ~m,' +m,' 
oC, = Ilmll' + Ilmll (23) 
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Recordamos que ~ = tan-'( OC/OC,) 

Aqui surge un detalle de suma importancia. Debido a que el vector 

CXovo puede estar en cualquiera de los cuatro cuadrantes formados por los 

ejes X e Y de la base {O}, y la función arco tangente solo expulsa ángulos 

comprendidos entre 0° y 90° o bien 0° y _90°, es necesario tener una 

correcta interpretación del ángulo 8, para lograr formar un intervalo entre 0° 

y 360°. Para esto se expone la siguiente tabla donde se muestran los 

ángulos a sumar para todos los cuadrantes. 

I Cl/adran!e (Cx-+ 1, Cy=+ 1) 8, 

11 Cuadran!e (Cx--I, Cy=+ 1) 8,+180' 

111 Cuadranle (Cx--I, Cy--I) 0,+180' 

IV Cuadran!e (Cx=+ 1, Cy=-I) 8,+360' 

El mismo sistema se usará para todas las variables articulares 

donde se usen arco tangentes para su obtención. 

Ángulo-ilje equivalente 

Si bien hemos logrado obtener las ecuaciones (21), (22) Y (23) que 

nos determinan la posición del vector oC, estas se encuentran en función de 

la variable m, la cual es un vector que va desde el hombro hasta la muñeca 

de nuestro brazo. Pero este vector no es un dato conocido para la 

cinemática inversa de nuestro trabajo, pero si lo es el punto MAN (MANx, 

MANy, MANz). Este punto es aquel que se encuentra entre el dedo pulgar y 
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los otros cuatro de la mano humana (recordemos que no estamos haciendo 

un análisis de la mano humana con los cinco dedos con sus respectivos 

grados de libertad, sino que la consideramos como una pinza que 

simplemente puede abrir o cerrar. O bien como la mano tomando alguna 

herramienta, donde el punto MAN se trasladaria a algún punto de esta 

herramienta de nuestro interés como lo podria ser comúnmente la punta de 

la misma). Por tanto tenemos que lograr encontrar una relación entre el 

vector °m y datos que si sean conocidos, como lo es el punto MAN y la 

orientación de la mano. Para lograr esto necesitamos del concepto de 

ángulo-eje equivalente, que mostramos a continuación. 

x. 
Fig.3-8. 

Suponiendo que tenemos dos bases referenciales, ver figura (3-8), 

las cuales tienen la misma posición y orientación, y queremos que alguna de 

elias tenga una rotación fJ con respecto a la otra pero alrededor de un cierto 

eje u cualesquiera, se puede demostrar" que la matriz de rotación 

equivalente es 

13 Craig. John J .. Introduction to Robotics. mechanics and control. Ob. cit 
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[ 

U,U, vfJ + CfJ U,U,yfJ - u,SfJ u,u, vfJ + u, SfJ] 

R..(fJ) = U,U,yfJ + u,SfJ uyu)yfJ + CfJ uvu,vfJ - u,SfJ 

u,u, vfJ - uySfJ uvu, vfJ + u,SfJ U,U, vfJ + CfJ 

(24) 

donde vp = 1 - Cosp y u = (u, u, uz) T ; Sp =Senp, Cp =Cosp 

El signo de p se determina por la regla de la mano derecha con el 

pulgar apuntando en la dirección positiva de u. La ecuación (24) convierte de 

una representación de ángulo-eje hacia una representación de matriz. 

Nótese que dado un eje de rotación y una cantidad angular, podemos 

fácilmente construir una matriz de rotación equivalente. 

El problema inverso, la determinación de u y p desde una matriz de 

rotación dada, es de nuestro interés. Tenemos entonces, 

(
n + S + a -1) fJ=Cos- 1 

., '2 ' .. (25) 

u (26) 

[ ", s, ",] donde o RilAN = n, Sv ay 

n, s, a, 

Esta solución siempre calcula el valor de p entre O y 180 grados. 
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Las ecuaciones anteriores implican que nosotros podemos tener, 

como datos conocidos, la matriz °T MAN Y de aqui obtener el ángulo y eje 

equivalentes de rotación, ecuaciones (25) y (26), para después obtener la 

matriz de rotación equivalente, ecuación (24). 

ZO' 
Z\I.MI 

Fig.3-9, 

Una vez definido este concepto, podemos hacer uso de éste de la 

siguiente manera. Observando la figura (3-9) notamos que la mano puede 

girar libremente alrededor de una esfera con centro en el punto MAN y de 

radio 1, 

En la figura (3-9) se ha colocado una base auxiliar {O'} que se 

encuentra trasladada hasta el punto MAN pero con la misma orientación que 

{O}. Necesllamos conocer el punto M en relación a {O'}, esto es, 
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() (0T. )0' m= (r m (27) 

I O O MAN, 

O I O MAN, 
donde 07;,. = 

O O I MAN, 

O O O 

O' Pero hasta el momento desconocemos m, que para obtenerlo 

utilizaremos nuestra matriz de rotación equivalente encontrada 

anteriormente 

O' o tlAN 
m= R\I~\ m (28) 

"~o'" "" m o [ _:J '" ,,", "'",," '" """" """" " "'''" '"~" "" 
el punto M, y la base {MAN} ubicada en la mano siempre sera solo una 

traslación de 13 unidades en la dirección negativa del eje ZMAN. 

La matriz °RMAN es nuestra matriz de rotación equivalente RuO}), 

ecuación (24). Sustituyendo (28) en (27) junto con (24), 

.• _[; 
O O 

M'N][ I O MAN, 1/,II,v/3+C/3 1I,II,y/3- u,S/3 ,,,,,p.,, SP][ O 1 
O I MAN. 1/,1/, v/3+ II,S/3 1I,II,v/3+C/3 1I,1(V/3-II,S/3 O 

O O 
I . 1I,II,v/3-II,S/3 1I,II.v/3+II,S/3 u.lIy/3+C/3 -1, 

Biomecánlca del brazo humano· una deSCripción matematlca de su movImiento 



Modeladón matemática 84 

y finalmente efectuando operaciones 

[

m,] [MAN' -1,(U'U,(I-COSj3)+u,senj3)~ 
"m= m, = MAN, -1,(u,U~(I-COSj3)-ll,senj3) 

m, MAN, -I,(u, -(1- Cosj3) + Cosj3) 

(29) 

Asi podemos ya utilizar esta ecuación para el calculo de la variable 

articular 9,. 

Resumimos la manera de obtener O, : 

1) Teniendo como dato la posición y orientación de la mano. es decir la 

matriz homogénea "T MAN. junto con el angulo de Inclinación del brazo '1'. 

calcular el angula-eje equivalente. ecuaciones (25) y (26). 

2) Calcular el vector °m. ecuación (29) 

3) Calcular oC, y oC,. ecuaciones (21) Y (22). 

4) Calcular 9,. ecuación (7) 

3.3.2 Obtención de la segunda variable articular O2 

QUEREMOS ahora conocer alguna relación para el angula 9,. el cual es 

el que se forma entre los vectores X, y X, alrededor del eje Z, (ver fig 3-

2) Podemos notar que el eje formado entre los punlos H y C (vector 'C) 

siempre va a mantener un angula de 90° con respecto a el eje X, Esto 

debido a la forma en que se eligieron los parametros de eslabonamiento 

según Denavit-Hartenberg. También encontramos un angula entre el eje HC 

y el vector X,. el cual llamaremos O,.. Por tanto el angula O, que a nosotros 

nos interesa es: 
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(J, = 90° + (Jo' (3D) 

tenemos entonces que. 

(31 ) 

'e =('T.,)"e =(0r,-I )oe 

Sabemos que la inversa de una matriz de rotación es equivalente a 

su traspuesta. sin embargo la inversa de una matriz de transformación 

homogénea no es equivalente a su traspuesta. Necesitamos alguna forma 

de calcularla. En general. la inversa de una matriz de transformación se 

puede encontrar que es 14 

nI SI a, p, n, n, n I - n p 

T' = (~ s a ~)' n, s, a, p, s, s. 1 
S, - S P 

= 
O O n, s, a, p, r a, a, a, - a p 

O O O 1 O O O 

De tal forma 

Co, So, O O ue , 
-St.l et.l O O Oc 

'e= 
, 

O O 1 O oC, 

O O O 

------

14 K S Fu. R e González. e s G Lee. Robot/cs. Ob cit Pág 32 
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eo.°e +SB."e 1 \ 1 I 'e , 

'c= 
- se, Ue, + ce, oc, 'e , 

oc: = 'c , 

Sustituyendo los valores oC" Oc y, oC, obtenidos de las ecuaciones (21), (22) 

Y (23) 

" " '1 11 " I,d;, ( , ) IIP ( ( , ( ~'. -c m (osB. + m SenB. +' -.= 0= '.' Sen m m (osO, 
,'1 , \ , i ,fo ~ ~ 't' I I :,m¡, m ~ +m ~ , , 

, ) m.eosrp ( , )) 
m"Sen(~ - - :1" II~ m,(oso, +m,SenD, 

,.nI 

Recordamos que, (), = 90o+lan '('e,l'c,) 

3.3.3 Obtención de la tercer variable articular 83 

(32) 

(33) 

E L ÁNGULO O, es el formado entre los ejes X, y X" alrededor de Z, 

(Debido a que la base (3} esta alejada una distancia 1, de la base (2}, es 

decir no son coincidentes, ver figura (3·2), nosotros supondremos que si lo 

son ya que Visto desde un plano perpendicular a Z, es valido y suficiente 

para estos calculas, ver figura 3·10) 
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x, 

Fig. 3-10. 

Observando la figura (3-10), notamos que el vector M"" es la 

proyección del punto M sobre el plano X,Z,. cuya magnitud y dirección 

varían conforme evolucionan las vanables articulares O, y O, 

respectivamente. Es importante mencionar que el vector M"" puede no 

existir, esto es cuando O, es igual a cero, ya que el vector 'm seria paralelo 

a Z,. En esle caso no podremos definir la variable articular 03 . 

De lo dicho antenormenle y nuevamente observando la figura (3-10) : 

(34) 

para obtener 'm necesilamos del uso de una matriz de transformación 

(35) 
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y esta matriz es equivalente a 

C~Co, S~Co, So, O 

'T¡,=0r,-1 = (0J;Ir, r' = -c~se, -S~So, Co, O 

S~ -C~ O O 

O O O 

sustituyendo en la ecuación (35) tenemos, 

Por lo tanto nuestra variable articular a3 es 

1( S~om, -Ct),"III, ) 
o, = tan ° " o 

c~ce, m, + s~ce, m, + se, m, 
(36) 

3.3.4 Obtención de la cuarta variable articular 84 

PODEMOS ver en la figura (3-11) la relación existente entre el ángulo a_ 
(cuarta variable articular) y las bases {3} y {4}. Por definición O_ va 

desde el vector X, hacia el vector X. alrededor de z.. El ángulo formado 

entre las líneas HC y CM (1, y 1,) lo llamaremos a •. Observamos una sencilla 

relación entre a. y a .. : 

e = 180°-e' 4 , (37) 
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H 

Y. 

Fig.3-11. 

Necesitamos entonces obtener 9. en función de términos 

conocidos, y, ya que este ángulo depende únicamente de la posición del 

punto M y no de la inclinación diedra del brazo, podemos obtenerlo 

fácilmente sin aún conocer las primeras variables articulares antes 

encontradas. Por tanto, de la ley de cosenos tenemos, 

Ilmll' = 1,' + 1; - 2I,I,CB,' 

despejando 9. 
'_ _,(llmll' -1,' -1;) 

~ - Cos _ II 
2 I :! 
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Entonces la cuarta variable articular 8. es: 

e = 180o-C -1 m - I - , (11 11 ' l' ") 
, os _ 21,1, (38) 

3.3.5 Obtención de la quinta variable articular 8s 

SIENDO 85 el ángulo formado entre los vectores X. y X5• alrededor de Z5. 

podemos utilizar un método similar al utilizado para encontrar 03 . En la 

figura (3-12) podemos observar las bases {4} y {S} vistas desde un plano 

perpendicular al eje Z5. Aqui se muestra el vector MAN,., •. el cual es la 

proyección del punto MAN sobre el plano X.z.. cuya magnitud y dirección 

varian conforme evolucionan las variables 8, y 85 respectivamente. donde 

precisamente 85 es la variable de nuestro interés. por lo que el movimiento 

de el vector MAN,.,. nos determina 85 . Aqui también es importante 

x, 

2, ~--------~~-------------

Fig. 3-12. 
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mencionar que M'4>4 puede no existir cuando (l. sea nulo, ya que la línea 

entre el codo e y la mano MAN seria paralela a Zs_ En este caso no 

podremos definir es_ 

De lo dicho anteriormente y nuevamente observando la figura (3-12) : 

B; = tan-'(' MAN,/'MAN,) (39) 

para obtener 4 MAN necesitamos del uso de una matriz de transformación 

'MAN =('7;,)" MAN =(UT;' JOMAN 

r11 rl2 rl3 

liT. -
r21 r22 r23 , -
rJl r):! rlJ 

O O O 

donde, 

r" = C~(C,C,c, +S,S,)-C,S,S, 

r" = S, (- S,S, - C,C,C,) - C,C,S, 

r" = C,S, - C,C,S, 

rOl = C, (C,C,S, - e,s,) - S,S,S, 

roo = S, (C,S, - e,c,s,) - C,S,S, 

rOl = -e,e, - C,S,S, 
r ll = C,C,S, + es, 

I,C,S, 
I,S,S, 
-/,C, 

1 
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entonces tomando la inversa de esta matriz y multiplicando por °MAN 

obtenemos 

'HAN, = (C,(C,C,e. +s,s,)-e,S,s,)(MAN, -I,C,S,)+ 

(e,(c,c,s, - C,S,)- S,S,S,)( MAN, -I,S,S,) + (c,c, S, + c,s,K MAN, + I,C,) 

'.l-f.4N, = (s,( - S,S, - c,c,e,) - c,e,s,)( MAS, -I,e,S,) + 

(s,(e,s, -e,e,s,)-e,s,S,)(Ai4N, -I,S,S,) + (e,c, -e,s,S,)(:\I.4,'''' +I,e,) 

'HAN = (CS, - r,r,sJ( :lf.J'\", -I,C,S,) +( - l,r, - cs,s.)( .\I.'/.\" , -I,S,S,) 

+ (- S,S,)( AL4N + I,e,) 

la variable articular 05 es por consiguiente: 

(c,s, -(",C,S,)(AlAN, -/,C,S,)+ 

(-l,C, -e,s,s,X MAN,-I,S,S,)+(-S,S,)(AHV, + I,C,) 
~ \C,(c,c,e, +S;.~:) -e,s,s,)( .~1AN,-::¡,C,S,) +- -

(c,{c.es, - C,s,) - s,s,s,)( MAN, -/,S,S,) + 

(c,c,s, + eS,)(.1IA l' + I,C,) 
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3.3.6 Obtención de la sexta variable articular es 

pODEMOS ahora obtener 9 •. el cual es el ángulo comprendido entre los 

vectores X, y X •. alrededor de ;z.. Observando la figura (3-13) vemos 

que 9. lo podemos obtener mediante el uso de un ángulo auxiliar. el cual 

llamaremos O,. Este ángulo está formado entre la linea que forma el 

antebrazo y la que forma la muñeca. es decir C-M y M-MAN 

respectivamente. De tal manera. la relación requerida es 

x, 

y, 

Fig. 3-13. 

( 
'MAN ) o. = 180°+0.'= 900 -lan'. ' 

ó 6 'MAN , 

MAN 
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y la matriz de transformación requerida es 

r" rl~ r,] I,C,S, + 1,( C,C,S, + S,( C,C,C, + S,S,)) 

(IT.. ::::::: r~1 r').~ r').) I,S,S, +I,(C,S,S, +S,(C,(',S, -C,S,)) 
rJl r)~ rll -I,C, -I,(C,C~ -e,s,s,) 
O O O 

donde, 

/"" = e,( e,( e,e,e, + S,SJ - e,s,s,) + S,( C,S, - c,e,s,) 

r" = C,( C,S, - C,C,S)) - S,l c, (C,c,c] + s,s,) - c,S,s.) 

r ll = c,c4s, + S, (e,c,c] + S,s]) 

';, = c,( c, (c,c,s, - c,sJ - s,s,s,) - s,( c,c, + C,s,s,) 

roo = c,( - c,c, - c,s,s,) - s,( c, (c,c,s, - e,sJ - S,s,s,) 

r" = c4s,s, +s,(c,c,s, -e,s,) 

rJl = c,( C,c,S, + c,s,) - s,s]s, 

r" = -c,S,S] - s,( e]c,s, + c,s.) 
r11 = C,S,S, - cc, 
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por lo tanto, 

'",s, ~ (e,(c.(e,c,e, + S,S,) - C,s,s,l + S,(C,s, - c,c,s,s,)X MAN, -(/,e,s, + /,(C,c,S, +s,(c,cc, + s,s,)))) + 

(e,(c,(cc,s, - C,S,) - s,s,s,l- s,(c,c, + Cs,s,)X -'''N, -(I,S,S, ./,(c,s,s, • s,(CC,S, - c,s,)I)) + 

(c;(c,c,s, + c,s,) - S,S,S,X .\L~' -(-I,C -I,(C,C, -C,S,S,))) 

'lj,\. -(e(c,s, - cc,S,) - s,(e,(c,ce, + S.S,) -c,s,s,)X """, - (/,c,s, .J,(c,e,s, + s,(e,ce, + S,S, ))1) + 

(e.( -e C. - cs,s,) -s,(r,(ce,s, - e s,) - s.s,s,IX .\.tAN, - (/,s,s, + 1,(c,S,S, + S,(CC,s, - r,s,lI)) + 

(-(',S5, S,(I,S, .c,S.lX.\LI.' (le. -I,(CC, c,s,s,))) 

'Af.<,v. = (c,c,s, + s,(c,c,c, + s,s,¡X .IIAS, -(/,C,S, + I,(C,(~S, +s,(c,(~c. + .1',.1',1)))+ 

(e,s.s, + s,(e,c,s, - e,s,)X ~HV - (f,S,S, + f,((~S,S, + s,(c,c,s, - c,s,)))) + 

(e,s,s, - ce,l( MAS - ( - f,C - 1,( ce -c,S,S,))) 

tomando lo anterior, la variable articular O. es finalmente: 

(45) 

3.3.7 Obtención de la séptima variable articular 97 

HASTA el momento conocemos ya todos los ángulos desde O, hasta O., 

solo fallándonos O, para lograr completar nuestro análisis cinemático 

para un brazo con 7 grados de libertad. Conocemos pues la matriz oTo la 

cual está en función de estos angulas O, hasta O •. De aqui tomaremos 

solamente la matriz de rotación DR •. También conocemos la matriz "T 8 ya 

que es un dato de entrada por ser un análisis de cinematica inversa. De aqui 

Biomecanica del brazo humano una descrrPCIón matematlca de su movImIento 



Modelación matemática 96 

tomaremos solamente la matriz de rolación oRa, de donde sabemos que 

°Ra= °R7 debido a que no existe rotación entre las bases {7} y {8}, sino solo 

una traslación de 1, unidades (por lo cual °Ta #- "T7). De lo dicho 

anteriormente sabemos entonces que 

(46) 

despejando 6R7 

6 (O) 'o R, = R6 R, 

(" 
1"11 '''lr Sr :J {,", H~, H,,", 

= r1t r11 r1) nJ S, 

rll r)1 r)) n z S, 

donde las variables n, s, a son datos de entrada de cinemática inversa. (En 

la última matriz expuesta, no mostramos todos los elementos ya que, como 

veremos más adelante, no serán necesarios para la obtención de 07) 

también sabemos que 

!j, = C6(C,(C4(C,C,C] +S,S])-C,S,S4)+S,(C]S, -C,C,S]))

S6(C,C4S, +S4(C,C,C] +S,SJ) 

r" = C6(C,(C,(C,C]S,-C,S])-S,S,S,)+S,(-C,C, -C,S,S]))

S6(C,S,S, +S,(C,C,S, -C,S))) 

r" = C6(C,(C]C4S, +C,S4)-S,S]S,)-S6(-C,C4 +C]S,S4) 
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y por definición 

["" X6 'y, ",,] 6 --

R, = ~6 '~' Y6' y, Y6 'Z, 

Z6 . X, Z6' y, Z6 . Z, 

(51 ) 

tomando el primer elemento X6 ' x, de la matriz anterior y utilizando la 

definición de producto punto 

x6 • x, = IIx61IIIx,IICose, . (52) 

y por ser el módulo de un vector unitario igual a la unidad 

X6 . x, = Cose, 

finalmente despejando 8, 

(53) 

donde r11, r21 Y r31 se obtienen de las ecuaciones (48), (49) Y (50) 

respectivamente. 
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3.4 LIMITACIONES DEL MODELO MATEMÁTICO 

OBSERVANDO con detenimiento las ecuaciones que han sido obtenidas 

hasta el momento, notamos que existen valores para los cuales no es 

posible obtener una solución de estas. Esto puede ser debido a, por 

ejemplo, divisiones entre cero, raices cuadradas negativas u otras que no 

permitan su solución, Es por esto que, a continuación, se enlistan los casos 

en que existen estos puntos singulares o limitaciones matematicas. 

De la ecuación (7), e, = lon- I
( oC, ¡OC,), notamos que la tangente 

esta indeterminada para un valor de oC, igual a cero. Entonces siempre que 

oC, = O la ecuación anterior no sera valida. En la figura (3-14), podemos 

observar casos en los que nuestra ecuación sera Indeterminada. Aquí se 

muestra la ya antes mencionada elipse de la figura (3-4 y 3-5), con la cual 

Yo 
M 

'--'----~ Xo 
H 

Yo 
M 

H <--'----~ 5<0 

M 

Yo 

c .. 

H '--~--_7 5<0 
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obtuvimos la variable articular 9,. (Cuando la componente en Z de M es 

nula, se forma una línea y no una elipse) 

Sabemos entonces que cuando oC, ->0, 8,->90°. Por tanto tenemos 

que poner atención al utilizar nuestro modelo matemático, de manera que 

siempre que oC, sea nulo, pondremos un condicional para un ángulo 8, igual 

a 90°. 

Observamos también que en la obtención de oC" °Cy, y oC" 

ecuaciones (21,22 y 23), se utiliza la variable Ilpll = J JI' -lldll' en cada una 

de ellas. Estas ecuaciones no son válidas cuando d es mayor que 1, Si esto 

llegara a suceder seria debido a que se está tratando de invadir un punto 

fuera del espacio de trabajo posible de nuestro manipulador. Esto quiere 

decir que físicamente no es posible tal configuración. 

Otra limitante que notamos en las ecuaciones (21,22 y 23) es el 

divisor J m,' + m,' , el cual si llegase a ser nulo invalidará nuestras 

ecuaciones. Para que este divisor sea cero, el punto correspondiente a la 

muñeca M debe estar colocado en algún lugar sobre el eje 20. Para esta 

configuración del brazo, la evolución del ángulo <p, dibujará un circulo de 

radio P, con centro en el origen de la base {O}. 

De la ecuación (30 y 31).8, = 900 +lan''('C,/ICJ, tenemos el 

mismo problema que para la primera variable articular, la tangente no está 

definida para 'c, = O. Entonces cuando 'c, ->0, tan" CC/C,) ->90°. De 

aqui la variable articular 8, = 90° + 90° = 180°. 

El condicional de nuestro modelo matemático indicará pues, que 

siempre que el vector 'c, sea nulo, 9, tendrá el valor de 1800. 
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De la ecuación (34), e) = lan" (' m)'m,) , análogamente notamos 

que cuando 2m, --->0, 83--->90°. 

Pero tenemos también otra limitante para la existencia de 83 . Ya que 

esta variable está en función de la proyección del punto M sobre un plano 

paralelo a X,Z" ver figura (10), puede no existir tal proyección (simplemente 

seria un punto) cuando 'm se vuelve paralelo a el vector y" es decir cuando 

es colineal a la línea formada entre el punto H y el punto e Esto pasará 

cuando 8, sea iguat a 0° Nuestro modelo matemático esta limitado en este 

aspecto, de manera que no podemos obtener 83 cuando 8, = 0° 

Para la ecuación (41), O, =tan"('MAN,i'MAN,), al haber sido 

obtenida de manera similar que para la tercer variable articular 03 . 

tendremos las mismas restricciones. Primeramente cuando 'MAN, tienda a 

cero, 05 tenderá 90". Segundo, debido a que 85 está obligado a la eXistencia 

de MAN"" y este a su vez depende de un ángulo 8, no nulo, tendremos 

aquí un punto singular para nuestro modelo matemático. Es deCIr cuando O, 

= O", entonces 05 no está determinado. 

De la ecuación (45), e. = 1800+lan- I
(; MAN,I'MAN,) , cuando 

5MAN, tienda a cero, el ángulo cuya tangente tenderá a 90" por lo que la 

sexta variable articular 8, = 270". 

Las restricciones anteriores han sido en su mayoría debidas a 

divisiones entre cero. Igualmente tenemos una restricción para la obtención 

del ángulo-eje equivalente, más específicamente la obtención del vector u, 

ecuación (26) 
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Aqui, cuando el valor del ángulo 11 toma el valor de 0° ó 180° 

tenemos como resultado una división entre cero. En este caso simplemente 

la ecuación quedará con un punto indefinido, y no como en el caso de las 

arco tangentes que podiamos sustituirlas por ángulos como 90°, 

Fisicamente es dificil darse cuenta en que posiciones se adquieren estos 

valores de ángulos, ya que tendriamos que visualizar las dos bases 

referenciales Intrinsecas que utiliza la ecuación (26), junto con su vector u, el 

cual es el eje de rotación de 11. De hecho, el solo tratar de visualizar la matriz 

de rotación ya es complicado. 

Finalmente es importante mencionar que al ir obteniendo resultados 

para las ecuaciones, es esencial el tener siempre en consideración una 

correcta interpretación geométrica de estos. No hay que olvidar, por 

ejemplo, que los arco tangentes solo nos proporcionan valores entre O y 90° 

ó 0° y _900 cuando en realidad el ángulo podria ser 1350 si se tratara del 11 

cuadrante. (ver página 79). 
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CAPíTULO CUATRO 

SIMULACiÓN POR COMPUTADORA 

EL SIGUIENTE paso a realizar en este trabajo es utilizar lo obtenido del 

capitulo anterior mediante la aplicación de las ecuaciones para las 

vana bies articulares en algun lenguaje computacional Lo que estamos 

buscando es primordialmenle una simulación interactiva, es decir que 

permita entradas y salidas de dalos de manera inmediata, capaz de crear 

una imagen gráfica del brazo preferentemenle en un espacio tridimensional 

La aplicación de esto se hará para la modelación en el espacio articular o 

bien cinemática inversa la cual, como ya vimos en el capitulo anterior, es la 

más laboriosa pero también la más utilizada en las aplicaciones prácticas 

Entonces en el programa a desarrollar necesitamos que el usuario 

introduzca los datos requeridos para la cinemática inversa del manipulador 

con 7 grados de libertad, siendo estos la matriz de transformación °T MAN Y el 

ángulo de inclinación del brazo '1'. Pero recordemos también que la matriz de 

Iransformación °T MAN está compuesta por un vector de posición MAN 

(MANx, MANy, MANz, que es el punlo medido desde el hombro, base {O}, 

hasta el punto MAN, base {8}), y una malnz de rotación °RMAN Estos datos 

deben ser introducidos por el usuario, y entonces la computadora calculará 

los valores correspondientes para las variables articulares O, hasta O, y 

también mostrará la pOSición visual correspondiente para esa configuración 

del brazo. Al ir cambiando la matriz °T 8 Y el ángulo '1', se logrará observar el 

cambio en los valores y la posición del brazo en un sislema tridimensional 
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Otro punto importante en la programaclon es el considerar las 

limitaciones del modelo matemático (ver sección 3.4), de manera que estas 

sean sustituidas por los valores adecuados en caso de ser posible, o bien se 

de notificación al usuario de que el cálculo para cierta posición e inclinación 

especifica no es factible. Dentro del programa se creó una subrutina que 

verifica estas limitantes matemáticas para dar aviso de ellas. 

El código para el programa terminado se muestra en los ANEXOS, 

al final de este trabajo. La programación fue elaborada en el lenguaje 

QuickBAS/C, siendo este un lenguaje sumamente sencillo de programar, lo 

cual demuestra que no se necesitan de lenguajes de alto nivel, ni mucho 

menos programas extremadamente complejos para poder utilizar el modelo 

mate matico obtenido en este trabajo de tesis. 

El primer problema que se tuvo para la elaboración de este 

programa fue la inlroducción por parte del usuario de la matriz °R.. Seria 

ideal que el usuario diera directamente esta matriz a la computadora, pero 

es realmente dificil lograr visualizar esta en el sentido fisico además de que 

los componentes de la matriz tienen cierta dependencia entre si. 

Observemos la matriz °T. o bien °T MAN: 

n, s, a, MAN, 

°T.\fAN 
n, s, a, MAN, 

= 
n, s, a, MAN, 

O O O 

La submatriz °R. es la correspondiente a la formada por las 

variables n;, s; ya;. Por el hecho de ser una matriz ortonormal, se debe 

cumplir que, 
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junto con n, ® s, = a, 

De esta manera, seria dificil para el usuario introducir valores para 

esta matriz los cuales cumplan con estas reglas, además de poder obtener 

la rotación deseada. Por estas razones se optó por utilizar una matriz auxiliar 

de rotación que permite una visualización sencilla, siendo esta: 

[

CC'Cr 

R_,r,a = S_Cr 
-S r 

C_SrSa -S_Ca 

S.SrSa + CJCa 

CrSa 

Esta es llamada matriz de representación para ángulos de Euler 

YPR (yaw, pitch, roll)15, desviación, elevación y giro, ver figura (4-1), los 

cuales han sido denominados Ó, y, a respectivamente. 

y 

y 

x 
Fig. 4-1. DeSViación, elevación y giro 

15 K S Fu, Re Gonzalez. e S G_ Lee, Robollcs. Ob. CH., pag 26 
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Utilizando el concepto de giro, elevación y desviación, serán estas 

tres variables las que el usuario tendrá que dar a la computadora para luego 

ella calcular la matriz anterior y sustituirla por la matriz de rotación DR •. 

Mediante el cambio de estos tres ángulos, el usuario será capaz de ir 

rotando la muñeca gradualmente alrededor de los ejes correspondientes y 

observar el cambio que se produce en pantalla, donde se mostrará la matriz 

.,.. con los valores correspondientes para esta posición y orientación. 

[

0.0 
-1.0 
0.0 

0.0 
0.0 

-1.0 

tl= 17.1" t2=133.4" t3=lBO.0" t1= 81.0" 
tS=296.B e tb= 10.7- t7= 6'3.1- ri= 0.0-

1.9 
0.0 
0.9 

10.0 = -r"411 150.0 ] 

20.9 r=-t-----~-------__1 

41:278.0· al: O.S· 43:270.0-

beta: 129. O-

Ux -.577350 

lJy 0.5773S0 /L----------,P-*=----------~ Uz - .577350 

x 

-2 

Fig. 4-2. Salida del programa para una posición aleatoria 

Podemos observar en la figura (4-2), el resultado al correr el 

programa computacional para una posición aleatoria de la mano, una 

inclinación paralela de la muñeca con respecto al eje X, y una inclinación de 

O· para el ángulo <¡> (fi). Apreciamos en la figura la matriz DT MAN, que incluye 
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la matriz de rotación DR., y la posición final del órgano terminal (se han 

eliminado los ceros y unos que vuelven homogénea la matriz, ya que no 

tienen importancia para su presentación). Aquí podemos ver también los 

ángulos de Euler de desviación, elevación y giro, nombrados al, a2 y a3 

respectivamente. En la parte superior de la pantalla se despliegan todas las 

variables articulares O, hasta 97 (t, hasta t7). Se muestra adiCionalmente el 

ángulo-eje equivalente calculado (Il y U). 

El pequeño sistema de referencia móvil {8} es mostrado al final de la 

linea que forma la mano (que viene siendo el punto MAN) con el propósito 

que se pueda ir visualizando la rotación de la misma. Las lineas punteadas 

son las proyecciones del punto e localizado en el codo y del punto M 

localizado en la muñeca, sobre el plano XY cuyo objetivo es también facIlitar 

la visualización. Se utilizaron 1,=100, 1,=80, Y 1,=20. 

QuickBASIC no permite la obtención de arco cosenos, los cuales 

son necesitados para el cálculo de O., de 87 y del ángulo Il Por tanto se 

utilizó la sigUiente identidad trigonométrica, 

I ( ) J[ I ( arg ) Cos- arg = - - Tan /,' , 
2 ,,1 - arg-

Pero el inconveniente de hacer esto, es que se crean más 

limitaciones matemáticas que hay considerar durante la programación 

Entonces, cuando el argumento (arg) toma el valor de 1 ó de -1, el arco 

tangente tiende a 90· ó a _90· respectivamente, de donde el arco coseno 

será O· ó 180·. De esta manera es corregido el problema. 

A continuación se muestran mas salidas del programa para 

pOSiciones aleatorias 
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tl=J1".l· t2.=113.0· tl-Zi'3.s· ti: 81.0· 
t5=198.r tb= 58.1· t7= 17.1- ri= bO.O· 

[ .. O. 1.0 15 •• ] 
-1.0 o .• 0.0 "e.o = ·Tfllan 1--o .• -, o o .• 20.0 ~;-._~ 7 / , 

,,1 :270 O' ,,2. o O' 1'13:2.70.0· 

beta:120.0· 

Ult: - 577350 

Uy:O 571359 .-.........---------::::0""'/'------------7, 
Uz:-.577~/ ____ //Y 

\(/ /. 
'. /D" 

, .~-
/ 

, 

tl'123.1- t2'12I.S- t3=1I9 l· ti" 71.7· 
t~, 10.0· Uj""71.I· t7' ':JO 1· ri~310.0-

• o , o 1 O./. , O' 

1-0 2 -0.7 ·0.7 126.0 J " -Tillan 
¡ O" O b -. 7 2. O - - -

,/ 

(1):320.0. ,,2:205.0· d3:í-/0.0· 

u" El %88'H 
UIJ:- lb1105 
Uz:0.165253 

/ 

-z 

/ 

--

/ 

/ 
/ 

/ 
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tl ~.o· lZ= ~.O· 13: '30.0" ti: '3ELO· 
tS= "JO .0" lb=1S8.0· t7' '30 .0· ri~l7e,O· 

[~O 1.0 ~.O 
800] 1.0 0.0 -0.8 100.0 : ·r_n 

0.0 -0.0 -1.0 -l8.0 / 
/ 

.1 :ISO.e· «2 : 0.0· .J' '36 .0· 
/ 

bettl :lBO.O· , 
, 

Ib:l .6635'31 
Uy:l.Bb3S'3S1~ - ---""7V UZ : o . 000000 , ,"""-. 

/ 
, 

/ / / , 

.} / / , 
/ , / 

/ 
, 

.~ 

x 

-2 

t1 0.0· tl'll'J.S· t3'lBO.0" t1_ b7.b· 
t5=180 O" tb-16B.O" t7'lOS.l· ri' 0.0" 

ISOO 1 
Sinyul«rid«d /II"tellldticd! 

1.0 -0.0 
0.0 1.0 
o o 0.0 

di: 0.0· ",2: 

beta: 0.0· 

U:o::O.OOOOOO 
Uy:O.OOOOOO 
Uz O 'l'l':l':J'J·'91 

/ 

/ 
/ 

r-------

0.0 
0.0 0.0 "·Tllldll 
1.0 20.0 / _/ 

/ 
/ 

o O' d3: 8.0" 

, 

,------1---

-2 

/ 
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RESULTADOS y 

CONCLUSIONES 

DURANTE el desarrollo de este trabajo se ha buscado determinar el 

comportamiento de tres articulaciones que conforman el brazo 

humano' una articulación esférica en el hombro, una articulación rotacional 

en el codo y una articulación esférica en la muñeca Concluimos también 

que las articulaciones esféricas pueden sustituirse por tres articulaciones 

rotacionales cuyos ejes de movimiento fueran coincidentes en un solo punto. 

De esta manera las articulaciones correspondientes al hombro y a la 

muñeca serian sustituidas por rotacionales, dando como resultado un brazo 

con 7 variables articulares O, hasta 8,. 

Para poder obtener resultados sobre la forma en que evolucionan 

estas variables articulares, según los modelos matemáticos obtenidos, se 

crearon gráficas correspondientes a cada variable. Los datos tomados para 

graficar fueron los siguientes (ver figura 4.2): 

1,=100 ; 

MANx=150; 

a=2700; 

1,=80 ; 

MANy=40; 

y=O· 

t3=20 

MANz=20 

0=270· 

Todos los demás valores son calculados por la computadora. 
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Evolución de la 2a variable articular 
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Evolución de la 3' variable articular 
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Evolución de la sa variable articular 
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Evolución de todas las variables articulares 
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Evolución de todas las variables articulares 
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Las gráficas mostradas están en función de la variación del 

parámetro de inclinación del brazo '1' desde O· hasta 360·, es decir una 

revolución completa. 

Las gráficas (R-1), (R-2) Y (R-3) muestran la variación para cada 

variable articular 9,. 92 Y 93 respectivamente. Notamos que tanto 9, como 92 

presentan ser funciones periódicas '6 con máximos y mínimos, pero no así la 

variable 93 la cual asemeja una recta creciente que en principio se podria 

pensar que tiene un desenvolvimiento lineal, pero esto no es así. 

Observando con más detenimiento 93 tiene una forma sinuosa, la cual se 

verificaria si se vieran los valores punto a punto de la gráfica. Entonces esta 

variable presenta también un comportamiento similar aunque, para esta 

posición específica, no tan notorio. 

9, comienza y termina con un valor de 17.10·, teniendo su mínimo 

en '1'=80· con -18.34·. El máximo se encuentra en '1'=280· con 52.55·. 92 

comienza y termina con 133.44·, teniendo su mínimo en '1'=180· con 63.28·. 

93 comienza con un valor de 180·, pasa por 360· en '1'=180· y termina con un 

valor de 540· en '1'=360·, pero recordemos que un ángulo de 540· es 

equivalente a 180· por lo que se cumple el ciclo (la gráfica real mostraría dos 

cuasi-rectas ascendentes que se cortan en <p= 180·, pero para una 

presentación más adecuada se optó por permitir ángulos mayores a 360·, 

como también ángulos negativos). 

La variable articular 9. presenta un valor constante de 81· a lo largo 

de toda la variación de <p. Esto era bastante obvio y de esperarse, ya que 9. 

no depende de <p, como de ninguna otra variable articular. Solamente está 

en función de las longitudes del brazo y antebrazo (1, y 12) Y de la posición de 

18 Matemáticamente, una función es periódica sí existe un numero p diferente de cero, tal que 

f(x+p)=f(x) 
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la muñeca (ver ecuación (38)), las cuales se han mantenido constantes. No 

tendria caso mostrar una gráfica con solo esta variable ya que seria una 

linea horizontal a todo lo largo de las abscisas. 

Agrupando las gráficas analizadas anteriormente, obtenemos la 

gráfica (R-4) donde podemos apreciar las posiciones relativas para las 

variaciones de las tres primeras articulaciones del brazo. 

Analicemos ahora las gráficas (R-5), (R-6) Y (R-7). Estas son las 

correspondientes a las articulaciones rotacionales equivalentes para la 

esférica de la muñeca. Nuevamente distinguimos un comportamiento 

periódico formado por máximos y minimos, pero esta vez bastante claros en 

las tres variables 9.,9. Y 97 Y no solo en las dos primeras. 

9. comienza y termina con un valor de 206.780., presentado un 

minimo de 153.160. en <p=220° 9. comienza y termina con 40.740., 

siguiéndole un máximo de 64.860. en <p=120D
, para después llegar a un 

mínimo de 26.460. en <p=290D• 87 comienza y termina con 690., luego llega a 

un minimo de 1.440. en <p=80D
, para después presentar un máximo de 177.30. 

en <p=280D
• 

Agrupemos estas tres variables para obtener la gráfica (R-8). Aqui 

se puede observar que 87 tiene el mayor rango de oscilación (amplitud) de 

las variables para la articulación de la muñeca, siendo este de 

aproximadamente 1750. a comparación de unos 530. para 8. y de 380. para 9 •. 

Finalmente tenemos la gráfica (R-9) que conjunta las siete variables 

articulares incluyendo 9. que no se habia mostrado en ninguna otra. 

Cambiemos de posición y de inclinación el brazo. Mostramos la 

gráfica (R-10) que corresponde a una posición como es presentada en la 

figura superior de la página 108. Aqui todos los ángulo adquieren un valor de 

900. solamente cuando la inclinación del brazo alcanza los 2700.. De hecho no 

existe ning~na otra posición en el espacio en la cual todas las variables 
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articulares tomen este valor. La posición del órgano terminal es [80. 100. -

20( 

Esta última gráfica nos sirve para observar nuevamente el 

comportamiento periódico de máximos y mínimos de todas las variables 

artículares excluyendo claro esta. la constante 8 •. Comparando las últimas 

dos gráficas vemos que los valores de amplitud de las variables cambian y 

no mantienen un orden de valores. es decir no siempre 8, será mayor que 

8,. por ejemplo. 

Concluyendo de manera general. sin restarle Importancia a lo 

sostenido anteriormente se resumen los siguientes puntos: 

• Se logró cumplir el objetivo de este trabajo. siendo este el establecimiento 

de un modelo matemático del movimiento del brazo humano Junto con una 

simulación por computadora que pone en manifiesto su validez funcional. 

• Se lograron modelos tanto para la cinemática directa. como para la 

cinemática inversa. de donde esta última es la que tiene la mayor utilización 

práctica pero también. por desgracia. es donde existen las singularidades 

matemáticas que hay que tener cuidado a manera de evitarlas. 

• Ambas articulaciones esféricas. la del hombro y la de la muñeca. se 

comportan como funciones periódicas pero no son iguales. ni tampoco lo 

son las articulaciones rotacionales equivalentes para estas articulaciones. 

• Como era de esperarse. sobre la cuarta variable 8, no se tiene influencia al 

cambiar el parámetro de inclinación del brazo. Su dependencia solo esta en 

la posición de la muñeca y en las longitudes del brazo y antebrazo. 
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• Al sobrepasar los 6 GOL, las ecuaciones se complican de manera 

sustancial, al igual que la extensión de las mismas. La existencia de varias 

soluciones para una misma posición existe, dando lugar a la redundancia 

cinemática (la cual es una de las primordiales razón de querer utilizar este 

tipo de manipuladores). 

• Es sumamente recomendable el acercamiento geométrico y no uno por 

métodos numéricos (iterativo) o similar, ya que los cálculos se volverían 

excesívos y sumamente lentos, aún para computadoras con alta capacídad. 

• Se obtuvieron limitaciones en el modelo matemático que restringen su uso. 

Se llegó a dos clases de estas limitaciones: las singularidades que pueden 

ser sustituidas mediante programación, como lo pueden ser los arco 

tangentes con divisores cero. Y las singularidades que simplemente no 

tienen reemplazo y deben ser evitadas, por ejemplo posiciones para 1\=0° y 

180°. Nuevamente aquí se destaca la importancia del enfoque geométrico ya 

que nos permite saber que posición se tiene para una solución que nuestro 

modelo no puede calcular directamente. 

• Este trabajo permite la posibilidad de tener una extensión abordando la 

parte que Cinemática y dinámicamente le seguirían, el estudio de las 

velocidades y aceleraciones y más adelante de momentos y fuerzas. 
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ANEXOS 

Código para el programa de QuickBAS/C 

ON ERROR GOTO errores 
CLS 
CONST pi = 3.141592654# 
fig = O 
11 = 100: 12 = 80: 13 = 20 'POSICiÓN INICIAL 
MaJe' = 1 50: Many = 40: Manz = 20 

beta = 120' (pi /180) 
Ux = -1/ SQR(3): Uy = 1 / SQR(3): UZ = -1/ SQR(3) 
al = 270 • (pi / 180): a2 = O: a3 = 270 • (pi / 180) 

SCREEN 12: WlNOOW (-320, -240)-(320, 240) 

DO 
GOSUB calculos 
GOSUB ejes 
GOSUB dibujobrazo 
GOSUB texto 
GOSUB terminal 
GOSUB temlinaInom 

DO 
k$ = INKEY$ 
LOOP WHILE k$ = .... 

GOSUB borrar 
GOSUI3 untcnninal 
GOSUB ulltenninalnol11 
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GOSUB 1eclado 
LOCATE 4, 45: PRlNT " 

LOOP UNTIL k$ = "q" 
END 

teclado: 

Simulación por computadora 

IF k$ = "a" THEN Manx = Manx + 1 
IF k$ = "z" THEN Manx = Manx - 1 
IF k$ = "5" THEN Many = Many + 1 
IF k$ = "x" THEN Many = Many - 1 
lF k$ = "d" THEN Manz = Manz + 1 
lF k$ = "e" THEN Manz = Manz - 1 

IFk$="f'THENal =al +5 "(pi/ 180) 
IF k$ = "v" THEN al = al - 5 " (pi / 180) 
IF k$ = "g" THEN a2 = a2 + 5" (pi /180) 
IF k$ = "b" THEN a2 = a2 - 5 " (pi / 180) 
IF k$ = "h" THEN a3 = a3 + 5 " (pi / 180) 
lF k$ = "n" THEN a3 = a3 - 5 "(pi / 180) 

IF k$ = "o" THEN fig = fig + 5: IF fig = 360 THEN fig = O 
IF k$ = "p" THEN fig = fig - 5: IF fig = -5 THEN fig = 355 

RETURN 

dibujobrazo: 

xl = O: yl = O: zl = O: x2 = cOx: y2 = cOy: z2 = cOz: col = 6: GOSUB linea 
'HOMBRO-CODO 
xl = cOx: yl = cOy: zl = cOz: x2 = rnx: y2 = rny: z2 = rnz: col = 6: GOSUB linea 
'CODO-MUÑECA 
xl = rnx: yl = rny: zl = rnz: x2 = Manx: y2 = Many: z2 = Manz: col = 6: GOSUB 
linea 'MUÑECA-MANO 
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xl = cOx: yl = cOy: zl = cOz: x2 = cOx: y2 = cOy: z2 = O: col = 8: GOSUB lineapunt 
'PROYECCION CODO EN PLAONO X-Y 
xl = rnx: yl = rny: zl = mz: x2 = mx: y2 = my: z2 = O: col = 8: GOSUB lineapwll 
'PROYECCION MUÑECA EN PLANO X- Y 
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xl = Maroe yl = Many: zl = Manz: x2 = Maroe y2 = Many: z2 = O: col = 8: 
GOSUB lineapunt 'PROYECCION MANO EN PLANO X-Y 
RETURN 

borrar: 

xl = o: yl = O: zl = o: x2 = cOx: y2 = cOy: z2 = cOz: col = o: GOSUB linea 
xl = cOx: yl = cOy: zl = cOz: x2 = mx: y2 = my: z2 = mz: col = O: GOSUB linea 
xl = mx: yl = my: zl = mz: x2 = Manx: y2 = Many: z2 = Manz: col = O: GOSUB 
linea 
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xl = cOx: yl = cOy: zl = cOz: x2 = cOx: y2 = cOy: z2 = O: col = o: GOSUB lineapunt 
xl = mx: yl = my: zl = mz: x2 = mx: y2 = my: z2 = O: col = O: GOSUB lineapunt 
xl = Manx: y I = Many: z I = Manz: x2 = Manx: y2 = Many: z2 = O: col = O: 
GOSUB lineapunt 
RETURN 

linea: 

xdibl = yl - xl * COS(45 * (pi 1180» 
ydibl =zl-xl*COS(45*(pi/180)) 
xdib2 = y2 - x2 • COS(45 • (pi/ISO» 
ydib2 = z2 - x2 * COS(45 * (pi 1180)) 
UNE (xdibl, ydibl )-(xdib2, ydib2), col 
RETURN 

lineapunt: 

xdibl = yl - xl * COS(45 * (pi 1180)) 
ydibl = zl - xl * COS(45 * (pi 1180» 
xdib2 = y2 - x2 * COS(45 * (pi 1180» 
ydib2 = z2 - x2 * COS( 45 * (pi I 180)) 
UNE (xdibl, ydibl)-(xdib2, ydib2), col" &HEEEE 
RETURN 

ejes: 

col = 7 
xl = 200: yl = O: zl = O: x2 = -200: y2 = O: z2 = O: GOSUB linea 
UNE (O, 0)-(0, -200), 7 
xl = 200: yl = -200: zl = O: x2 = 200: y2 = 200: z2 = O: GOSUB linea 
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xl = 200: yl = 200: zl = O: x2 = -200: y2 = 200: z2 = O: GOSUB linea 
xl = -200: yl = 200: zl = O: x2 = -200: y2 = -200: z2 = O: GOSUB linea 
xl = -200: yl = -200: zl = O: x2 = 200: y2 = -200: z2 = O: GOSUB linea 
UNE (-200,0)-(200, O), 7: UNE (0,0)-(0,200), 7 
LOCATE 25, 22: PRINT "X": LOCATE 16,66: PRINT "Y": LOCATE 27, 42: 
PRINT "-Z" 
RETURN 

texto: 

LOCATE 1, 1 
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PRINT ,"11=";: PRINT USING "###.#0"; ti· (\80 I pi);: PRINT" 12=";: PRINT 
USING "###.#0"; 12 • (180 I pi); 
PRlNT" 13=";: PRINT USING "###.#0"; 13' (180 I pi);: PRlNT" 14=";: 
PRINT USING "###.#0"; 14 • (180 I pi) 
PRlNT, "15="; : PRINT USING "###.#0"; 15 • (180 I pi); : PRlNT" 16=";: PRlNT 
USING "###.#0"; 16' (180 I pi); 
PRINT" 17=";: PRINT USING "###.#0"; 17' (180 I pi); 
PRlNT" fi=";: PRINT USING "###.#0"; fig 

UNE (-310, 180)-(-310, 125): UNE (-310. 180)-(-305, 180): UNE (-310, 125)-(-
305, 125) 
UNE (-88, 180)-(-88, 125): LINE (-88, 180)-(-93, 180): UNE (-88, 125)-(-93, 125) 

LOCATE 5, 3: PRlNT USING "##.#"; nx 
LOCA TE 6, 3: PRlNT USING "##.#"; ny 
LOCATE 7, 3: PRINT USING "##.#"; nz 
LOCATE 5,10: PRINT USING "##.#"; sx 
LOCATE 6,10: PRINT USING "##.#"; sy 
LOCA TE 7, 10: PRlNT USING "##.#"; sz 
LOCATE 5,17: PRINT USING "##.#"; ax 
LOCATE 6,17: PRINT USING "##.#"; ay 
LOCATE7,17:PRINTUSING"##.#";az 

LOCATE 5, 24: PRlNT USING "###.#"; Manx 
LOCATE 6, 24: PRlNT US1NG "###.#"; Many 
LOCATE 7, 24: PRlNT USING "###.#"; Manz 
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Simulación por computadora 

LOCA TE 6, 31: PRINT "= °Tman" 

LOCATE lO, 1: PRlNT USlNG" al :###.#0"; al • (180 / pi); 
PRINT USlNG" a2:###.#0"; a2 • (180 / pi); 
PRINT USING" a3:###.#o,,; a3 • (180/ pi) 

LOCATE 12, 1: PRINT" beta:";: PRINT USING "###.#0"; beta' (180/ pi) 
LOCATE 14, 1: PRlNT" Ux:";: PRlNT USING "#.######"; Ux 
LOCA TE 15, 1: PRlNT" Uy:";: PRINT USlNG "#.######"; Uy 
LOCATE 16, 1: PRlNT" Uz:";: PRlNT USlNG "#.######"; Uz 

RETURN 

calculos: 

nx = COS(a3) • COS(a2) 
ny = SlN(a3) • COS(a2) 
nz = -SlN(a2) 
sx = COS(a3)' SIN(a2)' SIN(al) - SIN(a3)' COS(al) 
sy = SIN(a3)' SIN(a2)' SIN(al) + COS(aJ) • COS(al) 
sz = COS(a2)' SIN(al) 
ax=COS(a3)' SIN(a2)' COS(al)+ SIN(a3)' SIN(al) 
ay = SIN(a3) • SlN(a2) • COSta 1) - COS(a3) • SIN(a 1) 
az = COS(a2) • COS(al) 

arg=(nx+sy+az-I)/2 

IF ABS(arg) = 1 THEN 
beta = (pi / 2) - arg' (pi / 2) 
ELSE 
beta = (pi / 2) - ATN(arg / SQR(1 - (arg A 2))) 
END1F 

Ux = (1 / (2 • SIN(beta))) • (sz - ay) 
Uy = (1/ (2' SlN(beta))) • (ax - nz) 
Uz = (1 / (2 • SIN(beta))) • (ny - sx) 

mx = Manx - 13 • (Ux • Uz' (1 - COS(beta)) + Uy • SIN(beta» 
my = Many -13 • (Uy' Uz' (1 - COS(beta» - Ux • SIN(beta)) 
mz = Manz -13' (Uz' Uz' (1 - COS(beta)) + COS(beta)) 
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Simulación por computadora 

m ~ SQR(mx A 2 + my A 2 + mz A 2) 
d ~ (11 A 2 - 12 A 2 + m A 2) / (2 • m) 

p ~ SQR(II A 2 - d A 2) 
ti = tig' (pi/180) 

eOx ~ (d • mx / m) + (p / SQR(mx A 2 + my A 2»' (my' SIN(fi) - (mx • mz' 
COS(fi) / m» 
cOy ~ (d' my / m) + (p / SQR(mx A 2 + my A 2»' (-mx' SIN(fi) - (my' mz' 
COS(fi) / m» 
cOz ~ (d' mz / m) + «p' COS(fi) • SQR(mx A 2 + my A 2)) / m) 
11' eOx ~ O THEN ti ~ pi / 2 ELSE ti ~ ATN(eOy / eOx) 
ang ~ 11: x ~ eOx: y ~ cOy: GOSUB euadranle: I I ~ ang 

elx ~ eOx' COS(II) + cOy' SIN(II) 
elz ~ cOz 
IF elx ~ O THEN 12 ~ pi ELSE 12 ~ (90' (pi /180» + (ATN(elz/ el x» 
ang ~ 12: x ~ elx: y ~ elz: GOSUB euadranle: 12 ~ ang 

m2x ~ (COS(I 1)' COS(12) • mx) + (SIN(II) • COS(12) • my) + (SIN(12) • mz) 
mIz ~ SIN(tI)· mx - COS(II)' tny 
I F m2x ~ O THEN 13 ~ pi / 2 ELSE 13 ~ A TN(m2z / m2x) 
ang = 13: x = m2x: y ~ m2z: GOSUB euadranle: 13 = ang 

IF ABS(arg) = I THEN 
14p ~ (pi /2) - arg • (pi /2) 
ELSE 
14p ~ (pi /2) - ATN(.rg / SQR( I - (arg A 2))) 
END IF 
14 = pi - t4p 
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man4x = «COS(14) • (COS(tI) • COS(t2) • COS(13) + SIN(II) • SIN(13)) - COS(I 1) 
• SIN(t2)' SIN(14»' (Manx -11' COS(II)' SIN(12))) + «COS(14)' (COS(12)' 
COS(13) • SIN(II) - COS(II ) • SIN(13» - SIN(t1 ) • SIN(12) • SIN(14» • (M.n)' - 11 
• SIN(II)' SIN(t2))) + «COS(13)' COS(14)' SIN(12) + COS(12)' SIN(t4))' 
(M.nz + 1 I • COS(12))) 
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Simulación por computadora 

man4z ~ «COS(t3) • SIN(tl) - COS(tl)' COS(t2) • SIN(t3» • (Manx - II • 
COS(t 1) • SIN(t2))) + «-COS(tl) • COS(t3) - COS(t2) • SIN(tl) • SIN(t3» • 
(Many - II • SIN(tl) • SIN(t2))) + «-SIN(t2)' SIN(t3))' (Manz + 11 • COS(t2») 
IF man4x ~ O THEN t5 ~ pi /2 ELSE t5 ~ ATN(man4z / man4x) 
ang ~ t5: X ~ man4x: y ~ man4z: GOSUB cuadrante: t5 ~ ang 

Px ~ 11 • COS(tl)' SIN(t2) + 12' (COS(tl)' COS(t4)' SIN(t2) + SIN(t4)' 
(COS(tl) • COS(t2) • COS(t3) + SIN(tl) • SIN(t3»)) 
Py ~ 11 • SIN(t 1) • SIN(t2) + 12 • (COS(t4) • SIN(tl) • SIN(t2) + SIN(t4) • 
(COS(t2)' COS(t3)' SIN(tl) - COS(tl)' SIN(t3))) 
pz ~ -11 • COS(t2) -12' (COS(t2)' COS(t4) - COS(13)' SIN(t2)' SIN(t4» 
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man5x ~ (COS(t5) • (COS(t4)' (COS(tl) • COS(t2) • COS(t3) + SIN(t 1) • 
SIN(t3)) - COS(tl)' SIN(t2)' SIN(t4)) + SIN(t5)' (COS(t3)' SIN(tl) - COS(tl)' 
COS(12)' SIN(t3)))' (Manx - Px) + (COS(t5)' (COS(t4)' (COS(t2)' COS(t3)' 
SIN(t 1) - COS(t 1) • SIN(t3» - SIN(t 1) • SIN(t2) • SIN(t4» - SIN(t5) • (COS(tl) • 
COS(13) + COS(12) • SIN(II) • SIN(t3»)) • (Many - Py) + (COS(t5) • (COS(t3) • 
COS(t4)' SIN(t2) + COS(12)' SIN(t4» - SIN(12)' SIN(t3)' SIN(t5»' (Manz
pz) 
man5z ~ «COS(t 1) * COS(t4) • SIN(t2) + (SIN(t4) • (COS(tl) • COS(I:n • 
COS(t3) + SIN(II)' SIN(t3))))' (Manx - Px)) + «COS(t4)' SIN(II)' SIN(12) + 
(SIN(14)' (COS(12)' COS(t3)' SIN(tl) - COS(tI)' SIN(13))))' (Man) - Py»+ 
«COS(13) • SIN(12) • SIN(14) - COS(12) • COS(14)) • (Manz - pz)) 
IF man5x ~ O THEN t6 ~ O ELSE t6 ~ (pi /2) - ATN(man5z / man5x) 
ang ~ 16: x ~ man5x: y ~ man5z: GOSUB cuadranle: 16 ~ ang 

rll = COS(t6) • (COS(15) * (COS(14) • (COS(I 1) • COS(12) * COS(13) + SIN(I 1) • 
SIN(13)) - COS(12)' SIN(12)' SIN(14)) + SIN(15)' (COS(13)' SIN(II) - COS(II)' 
COS(12) • SIN(13))) - SIN(t6)' (COS(tl) * COS(14) • SIN(t2) + SIN(14) • (COS(II) 
• COS(12) • COS(13) + SIN(tl)' SIN(13))) 
r21 ~ COS(16) • (COS(15) • (COS(14) • (COS(12) • COS(13) • SIN(I 1) - COS(I 1) • 
SIN(t3» - SIN(II)' SIN(12)' SIN(14)) + SIN(t5)' (-COS(II)' COS(13) - COS(12) 
• SIN(tl)' SIN(t3))) - SIN(16)' (COS(14)' SIN(II)' SIN(12) + SIN(14)' (COS(12) 
* COS(13) * SIN(II) - COS(tl)' SIN(13))) 
r31 ~ COS(16)' (COS(15) * (COS(13) * COS(14)' SIN(12) + COS(12) * SIN(14))
SIN(12) • SIN(13) • SIN(15» - SIN(16) • (COS(13) • SIN(12)' SIN(14) - COS(12) • 
COS(14 )) 

arg=rll *n.x+r21 *ny+r31 *nz 

IF A!3S(arg) ~ I TIIEN 
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17 = (pi /2) - arg • (pi /2) 
ELSE 

SImulación por computadora 

17 = (pi /2) - ATN(arg / SQR(I - (arg A 2))) 
ENDIF 

RETURN 

terminal: 

xl = Manx: yl = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (nx * 20): y2 = Many + (ny * 20): 
z2 = Manz + (nz * 20): col = 3: GOSUB linea 
xl = Manx: yl = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (sx * 20): y2 = Many + (sy * 20): 
z2 = Manz + (sz * 20): col = 4: GOSUB linea 
xl = Manx: yl = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (ax' 20): y2 = Many + (ay * 20): 
z2 = Manz + (az * 20): col = 5: GOSUB linea 

RETURN 

Unlcrminal: 

xl = Manx: yl = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (nx * 20): y2 = Many + (ny' 20): 
z2 = Manz + (nz * 20): col = O: GOSUB linea 
xl = Manx: yl = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (sx * 20): y2 = Many + (sy * 20): 
z2 = Manz + (sz * 20): col = O: GOSUB linea 
xl = Manx: yl = Many: zl = Manz: x2 = Manx + (ax * 20): y2 = Many + (ay * 20): 
z2 = Manz + (az * 20): col = O: GOSUB linea 

RETURN 

lerminalnom: 

'eje X 
pax = Manx + (nx * 20): pay = Many + (ny * 20): paz = Manz + (nz * 20) 
xl = pax + O: yl = pay - 10: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pay - 5: z2 = paz-
2.5: col = 3: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pay - 5: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pay - 10: z2 = paz-
2.5: col = 3: GOSUB linea 

'eje Y 
pax::: Manx + (sx * 20): pay = Many + (sy * 20): paz = Manz + (sz '* 20) 
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Simulación por computadora 134 

xl = pax + 0:)'1 = pal' - 10: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: l'2 = pal' - 7.5: z2 = paz + 
.4: col = 4: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pay - 5: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pal' - 7.5: z2 = paz + 
.4: col = 4: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pal' - 7.5: zl = paz + .4: x2 = pax + O: y2 = pay - 7.5: z2 = paz-
2.5: col = 4: GOSUB linea 

'eje Z 
pax = Manx + (ax • 20): pay = Many + (ay' 20): paz = Manz + (az • 201 
xl = pax + O: yl = pay - 10: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pay - 5: z2 = paz + 

2.5: col = 5: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pay - 5: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pa)' - 10: z2 = paz-
2.5: col = 5: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pay - 10: zl = paz - 2.5: xl = pax + O: y2 = pay - 5: z2 = paz-
2.5: col = 5: GOSUB linea 

RETURN 

untenninalnol1l : 

'eje X 

pax = Manx + (nx • 20): pay = Many + (ny • 20): paz = Manz + (nz • 20) 
xl =pax+O:l'l =pay-IO:zI =paz+2.5:x2=pax+0:l'2=pay-5:z2=paz-
2.5: col = O: GOSUB linea 
xl = pax + O: y 1 = pay - 5: z 1 = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pa)' - 10: z2 = paz -
2.5: col = O: GOSUB linea 

'eje Y 

pax = Manx + (sx • 20): pay = Many + (sy' 20): paz = Manz + (sz' 20) 
xl = pax + O: yl = pay - 10: zl = paz + 2.5: x2 = pax + O: y2 = pa)' - 7.5: z2 = paz + 
.4: col = O: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pay - 5: zl = paz + 2.5: xl = pax + O: y2 = pay - 7.5: z2 = paz + 
.4: col = O: GOSUB linea 
xl = pax + O: yl = pay - 7.5: zl = paz +.4: x2 = pax + O: y2 = pa)' - 7.5: z2 = paz-
2.5: col = O: GOSUB linea 

'eje Z 
pax = Manx + (ax • 20): pay = Many + (ay' 20): paz = Manz + (az • 20) 
xl = pax + O: yl =pay- JO: zl =paz+ 2.5: x2 = pax+ O: y2 =pa) - 5: z:! = paz + 
2.5: col = O: GOSUB linea 
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Simulación por computadora 

xl ~ pax + O: yl ~ pay - 5: zl ~ paz + 2.5: x2 ~ pax + O: y2 ~ pay - 10: z2 ~ paz-
2.5: col ~ O: GOSUB linea 
xl ~pax+O:yl ~pay-IO:zl ~paz-2.5:x2~pax+0:y2~pay-5:z2~paz-
2.5: col ~ O: GOSUB linea 

RETURN 

cuadrante: 

IF SGN(x) ~ 1 ANO SGN(y) ~ 1 THEN ang ~ ang: RETURN 
IF SGN(x) ~ -1 ANO SGN(y) ~ 1 THEN ang ~ pi + ang: RETURN 
IF SGN(x) ~ -1 ANO SGN(y) ~ -1 THEN ang ~ pi + ang: RETURN 
IF SGN(x) ~ 1 ANO SGN(y) ~ -1 THEN ang ~ (2 • pi) + ang: RETURN 
IF SGN(x) ~ 1 ANO SGN(y) ~ O THEN ang ~ O: RETURN 
IF SGN(x) ~ O ANO SGN(y) ~ 1 THEN ang ~ pi / 2: RETURN 
IF SGN(x) ~ -1 ANO SGN(y) ~ O THEN ang ~ pi: RETURN 
IF SGN(x) ~ O ANO SGN(y) ~ -1 THEN ang ~ (3 • pi) / 2: RETURN 

RETURN 

errores: 

SELECT CASE ERR 

CASE5ANO(ll A2_d A2)<0 
LOCATE 4, 45: PRINT "Fuera del área de trabajo'" 
CASE 11 
LOCA TE 4,45: PRlNT "Singularidad matemática'" 
CASE ELSE 
ENOSELECT 

RESUME NEXT 
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