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Introduccion

Resolver un problema de Matematicas estd ligado a la creatividad, en si mismo el hacerlo muestra cierto
grado de creatividad de la persona que lo resclvié.

Hablando de los problemas que encontramos en las competencias Olimpicas de Matematicas (estatales,
nacionales, continentales o mundiales). Ademas el resolverlos sirve de un entrenamiento para la creatividad
en Matematicas, en particular, y la creatividad en general.

En este trabajo presentamos algunos problemas de las Olimpiadas Internacionales, de Qlimpiadas de
Estados Unidos, Olimpiadas Hungaras, etc., y algunos problemas que son lamados “problemas practicos
para entrenar alumnos de Olimpiadas”, el tema de estos problemas especificamente “desigualdades™ con el
objeto de que los estudiantes se entrenen en la resolucidn de este tipo de problemas e indiréctamente para
que desarrollen su creatividad.

El método que s¢ emplea para este entrenamiento no descansa en algdin aspecto psicopedagdgico o algiin
otro concepto de la solucién de problemas desde el punto de vista de la educacién matematica, aqui simple-
mente recopilamos una serie de problemas de desigualdades y los clasificamos de acuerdo a las técnicas y/o
clase de problema con el objeto que el estudiante primero observe las diferentes técnicas y posteriormente
con el repetido uso de estas el alumno enfrentard con mds posibilidades de éxito al tratar de resolver un
problema “nuevo™ de desigualdades.

Este trabajo estd dirigido para estudiantes de nivel bachillerato, preparatorianos y niveles equivalentes.
Los conocimientos necesarios son: propiedades de desigualdades, algunas desigualdades muy famosas y
demasiado \tiles como: desigualdad media aritmética - media geométrica, desigualdad media armdnica,
desigualdad de Cauchy, desigualdad de Jensen, desigualdad del rearreglo, desigualdad de la potencia, etc. y
conocimientos elementales de geometria.

Este trabajo ha sido seccionado de acuerdo a las herramientas utilizadas para ser resueltos. Sin embargo
en muchos de ellos el uso de la creatividad es fundamental, pero también esta se puede ir desarrollando con
la practica.



Capitulo 1

Desigualdades Mas Importantes y
Algunas Definiciones Basicas

1.1 Desigualdades

Desigualdades que involucran valores medios

Para cada conjunic de nimeros positivos A = {e),43,...,8,) se tiene:
. n
min(a;,az,-..,8,} € F————p {media armdnica)
atat ot
< (o83 an)" (media geométrica)
< a—‘-“’—:‘“i—al {media aritmética)
2 2.1 a2\ 12
< (_‘ﬂ‘lz':;_‘tﬂ_n) (media raiz cuadrada)
< mex(ay,az,...,¢5)
Desigualdad del tridngulo
Para dos conjuntos de nimeros reales A = {a,,63,...,8,} ¥ B = {b1,b2,...,ba} se tiene:

[(m«l-ln)’+(a:+bz)’+--~+(a.=+1.'».)’]!F < (af+ai4---+al)

Designaldad de Cauchy-Schwarz

Para dos conjuntos de nimeros reales A = {a;,4a,, ..

1/2 /2

+ (] +63+- - +8)

sanly B={b.bs,..

.,b.], entonces

() <(2) (£9)

Para cada funcién f{z) convexa en el intervalo [, ]

1< 1
f(;éan)5;£f(aa)

Desigualdad de Jensen

donde ax € [a, f] ¥ n es un nimero natural.



Desigualdades Més Importantes y Algunas Definiciones Bisicas 5
Desigualdad del Rearregle

Seas € a3 <+ < ayyb €8 £+ < by niimeros reales. Para cualquier permutacién

(a},a5,...,8%) de {e1,a3,...,an) tenemos

aiby + @b+ 4 anbe 2> allbl. + a;b: + -4 ﬂgbn
> @abitanibat -+ ab,

con igualdad &i y solo si {a], 6%, ...,a}) es igual respectivamente a (ay,02,...,an} 0 {Gn,80-1,--.,81).
Corolario 1 Sea a1,a3,...,8, nimeros reales y (a}, 6}, .. .,a),) una permutacidn de {a;,ay,..., ¢,)} enton-
ces

al +al+---+al > a4 +aar+ - +aaa.

Corolario 2 Sea ay,a3,. .., 6, numerss reales y (a), 8}, ...,a,) una permulacién de (ay, az,
ces
I ‘) ’
a a a,
_1+_3+...+_“:_>n_
o ax an

Desigualdad de las Medias Potenciales Para s <1

(Pla'l +Pzﬂ§+'“+Pnﬂ:1)l’! < (plai+maa+m+pﬂa;)m
pL+pzt o+ pa = ptprt---+Pn

donde las p's y las a’s son nimeros reales positivos arbitrarios.

1.2 Definiciones Basicas

Centroide de un tridngulo Punto de interseccién de Jas medianas.

...,ay) enton-

Circuncentro de un tridngulo Centro del citculo circunscrito del trisngulo, o punto de interseccién de

las mediatrices.

Funcién convexa Una funcidn f (z), definida sobre ¢! intervalo [a, 5] es convexa sobre ese intervalo si para

cada a,bd € [o, J] se tiene

1
(3 sjr@e+sen
Férmula de Herén El drea (ABC) del trisngulo AABC con lados e, b, ces
(ABC) = ls(s —a) (s - B) (s — )1""*

donde & = %(a+b+c).
Teorema isoperimétrico para tridngulos Se tiene lo siguiente

- De todos los tridngulos con drea dada, el equilétero tiene el perimeiro mas pequefio.

- De todos los tridngulos con perimetro dado, e! tridngulo equildtero tiene el drea méxima.

-

-]



Capitulo 2

Problemas

2.1 Propiedades de Orden

Problema 1 (IMO 1960) Determina todos los nimeros reales =, los cuales sotisfacen la desigualdad
1
Vi—z=ve+l> 7

Problema 2 (IMQ 1960 Para que valores de la variable z, lo siguiente desigualdad se cumple

F]
_E___.<23+g

(- ViT5)
Problema 3 (IMO 1965) Determina todos los valores z, sobre el intervalo
0<z<in
para los cuales se satisface la siguiente desigualdad
2cosz < (V14 sinlz - ml < V2
Problema 4 (IMO 1977} Sean a, b, A, B cuatro constanies reales dados y
f{8) =1- acosf — bsind — Acos 20 — Bsin 20,
Probar que si f(#) > 0 para todo real 8, entonces
e+ <2yA’+Bi<1
Problema 5 (IMO 1974} Dadas las funciones F{z) = az? + bz + ¢ y G(z) = cz? + bz +a donde
IFOR <L [FOI<L  [F(=1)1<]
Probar que, para |z] <1
i) IF(2) < %
i) [Glz)] < 2



Problemas 7

Problema 6 (MO 1970) Sean a, b, n, ndmeros enteros mayores que 1. Sean a, b las bases de dos sistemas
de niimeros,

Aq_y ¥ An
nimeros en el sistema con base a.
B, ¥ B,

nimeros en el sistema con base b estos nimeros estdn relacionados de la siguiente manera

An = TpTn-1...2¢ Apy = Zne1Zp-z...%0
v
B, =zpzp-y...20 By 1=z, 1Zpn-2...25
con
zZn >0 Tp_1 0
Probar que
2ot ¢ Bt a>

Problema 7 Sea n un entere posilivo ya; > 1 parai=1,2,... n. Probar que

]

(1+ai)(1+az)--(14+an) >

.1
m—y (14014 +a,)

Problema 8 Parc cade entero n > 1, probar que

1424ty gl 30
23 n? " ni1l

Problema 9 (VRO 1986) Supongamos que z;,Z3,...,2, son tres 0 mds enteros positivos, acomodados en
orden alrededor de un cireulo, de tal forma que lo suma de los vecinos de cada z;, es un miiltiplo de z;, es

decir
Zi—1+ Tiyy

i

=K;
un entero positivo, donde (2n41 = x1). Probar gue la suma S, de todos estos enleros K; es siempre por lo
menos 2n pero nunca mds grande que 3n, es decir
n<S<in
Problema 10 (/MO 1974) Seon a,b,c,d > 0. Encontrar todos los posibles valores de lo suma

_ a " b + c " d
T e4b+d at+bte btc+d atctd

Problema 11 Para z,y,z >0
a) ’

qul“
»
+
s,
+
B|N
bal e
v
L L=
LN
N W



Problemas 8

b)
:7+y2+27 z,
Fta

72y
Problema 12 {OMM 1398) Si A y B son subconjuntos ajenos del conjunto {1,2,...,m — I,m} y la suma
de los elementos de A es igual a la suma de los elementos de B, pruebe que el nimero de elementos de A y
tambicn de B es menor gue Vl-z-m.

N

+

NN

Problema 13 Probar gue para reales a, b, ¢
a+bP+e?>abtbetea

Problema 14 Si a, b, ¢ son ndmeros reales {ales que 0 < a,b,c <1 entonces

a 4 b + ¢ <2
14+be 14ac 14ab-—

Problema 15 Sean a, b, ¢ > 0, ¢ > ¢, b > ¢. Probar que

vela—ce}+ e(b—e) < vab

Problema 16 Sean a,b, ¢ reales positivos, probar que

a+b-2c b+c—20 c4+a—2
> 0.
b4 ¢ c+a a+b ~—

Problema 17 (HMO 1896} Probar que logr > klog2, donde n es un niimero natural y k es el ntimero de
primos distintos que dividen a n.

2.2 Desigualdad Media Aritmética - Media Geométrica

Problema 18 (IMO 1969) Probar que para todos los nimeros reales =, =3, 41, Y1, 21, 22, COn

z > 0
3 > 0
-z > 0
tayz—3 > 0

Se cumple la desigualdad

8 1 1

< +
(Zi+za)y +) — (a1 + 22 ~ T~ 30 Taps~ 73

Dar una condicidn necesaria y suficiente para gue 3¢ cumpla lo igualdad.

Problema 19 (IMQ 1984} Probar que

Ogyz-l—zz-i-zy-—?zyzs-;?

donde z, y, z, son mimeros reales positivos los cuales cumplen

rt+ytzr=1.



Problemas 9

Problema 20 (IMO 1972} Encuenira todas las saluciones (z1, 732, %3, 24, 25) del siguiente sislema de desi-
guaidades.

(212 - if-‘:iilfs)(x‘.‘2 — z3%s)
(22 = zaz1)(z4? — z421)
(23 — z5z2)(z4” — zp22)

(247 — 7173} (76" — 7123)

(25% ~ 2324) (21" - £224)

IA A TA A A
o oo oo

donde 21, %3, 23, T4, Is son numeros reales positivos.
Problema 21 {CMO) Si g, b, ¢ son numeros reales mayores que I. Probar para cualquier exponente r > 0
5 = (log, be)" + (logyca)” + (log ab)” > 3-2"
Problema 22 Sia, b, ¢, son nimeros reales no-negativos tales que
{(l+a)(1+b8)(l+c)=8
Probar que abe < 1.
Problema 23 Probar la desigualdad

1.1 1 =
n[(n+l)*—l]<l+§+§+-'-+;<n—(n—l)nf"_‘lﬂ

Problema 24 (QPF) Supongamos que z, y son numercs reales no-negalives, con
z+y+ Vel +2ry+ 3yt =4
Probar que 2%y es siempre menor que 4.

Problema 25 Dados p, ¢, r ndmeros positives tales que 2p = ¢ 4 r, con q¢ # r Mostrer que

p‘!"l"’

i <1
Problema 26 5i los ndmeros reales positivos £y, %3,...,Zn41 o0 lales que
1 1 1
S =1
1+1:+1+12+ 1+ a4

Probar gue
EL 2y Zagr 2 it

Problema 27 (LHSO 1388) Sia, b, ¢, d son ndmeros reales positivos tales que
a+b+edd=1
Probar que

S=via+ T+ Vb +1+Vic+1+Vid+1<6
Problema 28 Supongomos gue z; > 0,i=1,2,...,n y sea 2,41 = z,. Probar que

S ()< (X)

i=1 iz \Fiel
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2.3 Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Problema 29 (USAMO 1978) Sean a, b, ¢, d, ¢ mimeros reales {ales que

e+bt+ctdt+e = 8
4P+ +d¥+E = 16
Determinar el valor mdzimo de e.
Problema 30 Sean z),Z3,...,%n donde n > 2 nimeros positives tales que

ntzztotoa=1

Probar que
1 L] £n n

§= + +.. >
l+za4xa+ +2n l+zi+23+---+2n +1+x|+---+tﬂ_1"2n—l

Problema 31 Probar que si @ y b son numeros posilivos tales que a4 b = 1, entonces

1y? 1V2_ 25
(a+;) +(b+3) 2?

Problema 32 (IMQ 1995) Sean a,b y ¢ ndmeros reales positivos tales que abc = 1. Probar que

1 4 1 + 1 )E
ad(b+c) Wla+c) Sla+bd)~ 2

Problema 33 Sea a+ b+ c =1, probar la desigualded
VI T+ VB +14+V/Ac+1< V2

Problema 34 Sia,b,c> 0, jes verdadero gue acos? f+bsin® 8 < ¢ implica que /acos? 8+ vEsin? 0 < /c?

Problema 35 Supongamos que ay,4z,...,8, son reales y
n l n 2
A+ i< oy (Z“-‘)
i=t i=1

probar que A < 2603 para 1 < i< j<n.

2.4 Desigualdad del Rearreglo

Problema 36 (IMO 1975} Sea z;, 3 con (i = 1,2,...,n) nimeros reales tales que {zy > 23 > --- 2> Zn} ¥
{th 2 wa >+ > yn} Probar que si {21,22,- .., 2n} es cualquier permutacicn de {y1,¥2,...,Un} entonces

n L]
Yo -w) <Y (=i =)
i=] i=l
Problema 3T Seaz; >0, S ==z + -+ 2,. Probar que
b S s n?
>
S—-z, S-1 +S—::n—n—l




Problemas 11

La desigualdad de} rearreglo es un resultado de fundamental importancia. Debido a esic probaremos
algunas desigualdades muy dtiles y familiares utilizando rearreglos.

Problema 38 (Desigucldad wmedia arilmélice - medic geométrica) Sean zy,22,...,Zn mimeros postlivos,
entonces

I B e Y ey
> T

n
con la igualdad si y solo si 2y =22 = - - = xq.
Problema 39 (Desigualdad media gcométrica - medio armdnica) Sean T1,%3,...,Tn ntimeros positivos,
enlonces
n
Yoz a2 731 T T
ntntot
con la igualdad 8i y solo sizy = 23 =+ = I,.
Problema 40 (Desigualdad media raiz cuadreda - medic oritmélica) Sean zy,23,...,Zn nimeros reales,
eniences
feltait 4zl Titaet-tig
n = n

con la igualdad si ysolo siz) =23 =+ = &n.
Problema 41 {Desigualdad de Cauchy) Sean a1,82,.-.,85,b1,b2, ..., bn niémeres reales, entonces

(@b +azby + -+ 4 anba)” < (ad +af +- 4 a3) (BF + 83+ 4+ 8])
con la igualdad si y solo si pora alguna constante k, a; = kb; paral < i<nolj=kaj para 1 <i<n.
Problema 42 Si g, b, ¢, son nimeres reales positivos, probar que ¥ + b + &8 > a%b + b%c + c’a.

Problema 43 Seag; >0,i=1,2,...,nyS5=a;+ a3+ -+ an. Prober la desigualded

ay ag an n

> .
S-a1+S—az+ +S—an-n—1

2.5 Convexidad, Desigualdad de Jensen

Problema 44 (USA 197{) Probar que si a, b, ¢ son mimeros reales positivos, entonces
a%dbc > (t:bc]x._ti'ﬁl

Problema 45 (USAOQ 1980) Probar que si 1 > a,b,¢ > 0, entonces

8 by
b+e+]l c+a+l a+d+l

(1-a)(l-b)(1—c) <1



Problemas 12

2.6 Desigualdades Geométricas

Desigualdades para los lados de un tridngulo son muy populares. En este caso la desigualdad del triangulo
juega un papel central. Durante las pruebas tienes que usar la desigualdad del tridngulo o también la
desigualdad es vélida para todas las tripletas (a,6,¢} de nimeros reales positivos que incluye todos los
triangulos, la desigualdad del tridngulo ocurre en cuatro formas equivalentes.

Problema 46

De+b>c,b+tc>a,c+a>b,

IMa>lh—c,bt>la—clc>la~bf

) (a+b—c)(b+c—a){cta—-b)>0

IV) a=py+:z,b=z+z, c=z+y donde 2, y, z s0n posilives.

Problema 47 (IMO 1961} Sean a, b, ¢ los lados de un tridngule y T' su drea. Probar a? +1 + ¢ > 4/3T.

Problema 48 {IMO 1961) Considera el AP\PyPy y un punio P en él. Sen PP, P,P, PyP lineas que
intersectan los lodos opuestos del tridngulo y sean los punlos de interseccién @y, Qz, Q3 respectivamente.
Prueba que de los nimeros fbﬁl, ;20%, -Ebf; al menos uno €5 < 2 y al menos uno es > 2

Problema 49 (MO 1964) Si a, b, c son los lados de un lridngulo. Probar que
a®(b+c—a)+b(c+a=b)+c*a+b—c) < 3abe

Problema 50 (IMQ) Para cada punto P, que eatd dentro del AABC. Seon D, E, F los puntos de inter-
seccidn de las lineas AP, BP, CP con los lados opuestos a A, B, C respectivamente. Determina P, tal que
el drea del ADEF sea la mdrima.

Problema 51 (IMQ) Dos tridngulos equildteros estdn inscritos en un circulo de rodio r. Sea K, el drea del
conjunto de todos lva puntos interiores a ambos tridngulos. Probar que

2K > /3

Problema 52 Sea P un punto interior del AABC. Sean D, E, F los pies de las perpendiculares desde P
a las lineas BC, CA, AB respectivamente. Encuentra todos los puntos P, para los cuales

BC  CA 4B
PD PE ' PF
es minimo.

Problema 53 (USAMO 1976} Si la suma de las longitudes de los seis lados de un tetraedro trirectangular
PABC (es decir ZAPB = LBPC = LCPA=%") es 5, determinar su volumen mdsimo.

Problema 54 Sea P un punto en el interior del AABC y sean ry, r3, ra las distancias desde P a los lados
a1, a3, ag del tridngulo respectivamente. Sea R el circunredio de ABC. Probar que

1

N e Y P m-{aﬂamaf)*

donde la igualdad se cumple < AABC es equilitero y P es el incentro.
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Problema 55 {KMO 1988) Sea H = PQRSTU un herdgono determinado en el AABC dibujando tangen-
tes a el incirculo que son paralelas a los lados del tridngulo. Probar que el perimetro de H, nunco es mayor
que dos tercios del perimetro del AABC.

Problema 56 (KMO 195§} Un circulo estd inscrito en un Iridngule y un cuadrado estd circunscrito alre-
dedor del circulo. Probar que mds de la mitad del perimeiro del cuadrade esté dentro o sobre el tridngulo.

Problema 57 (HMQ 1897) Mostrar que si a, §, ¥ son dngulos de un tridngulo arbitrario entonces

Lo By ]
smzsmzmnz(‘.

Problema 58 (IMO 1966} En el interior de los lados BC, CA, AB de un trifngulo ABC, cualesquiera
K, L. M puntos respectivamente son seleccionados, Probar que el drea de por lo menos uno de los tridngulos
AML, BKM, CLK es menor o igual que un cuarto del drea del tridngulo ABC.

Problema 59 i a,b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo. Probar que
3(ab + be 4 ca) < (a4 b+ c)? < 4{ab + be + ca).
Problema 60 Sean a,b, ¢ los lados de un tridngulo, entonces
ab+4 bo+ca < a® + b + ¢t < 2ab+ be+ ca).
Problema 61 Si a, b, ¢ son los lados de un tridngulo, probar que
2 + 8+ ) < (a+b+0)°.
Problema 62 Sia,b yc son los lados de un tridngulo, entonces

3<a b [

2 b+e c+a+a+b<2'

Problema 63 Un punto es escogido sobre cada lado de un cuadrado unitario, los cuatro puntos son lades
de un cuadrildtero con lados a,b,¢,d. Mostrar que

2<al 48+t 4+d¥ <4

2Wi<atbte+d<4

Problema 64 5% z,y, z sen lados de un tridngulo, entonces

Problema 65 Las diagonales de un cuadrildtero convero se infersecton en 0. Cual es el drea mds pequeria
que este cuadrildtero puede tener si los tridngulos AOB y COD lienen dreas 4 y 9 respectivamente.

Problema 66 (BrMO 1978} Encontrar un punfo P dentro del tridngulo ABC, tal que el producto PL -
PM . PN tea mdrimo, L, M, N son los pies de las perpendiculares desde P sobre BC, CA, AB.

Problema 67 (IMO 1983) Pare cualquier tridngulo con lados a,b,¢

a’b(a — B) + B2¢lb — ¢) + cPa(c — a) > 0.
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Problema 68 Sean t, y, 2 los longitudes de los lados de un tridngulo y sea

zT-y Yy—z z—2x
z+y y+z 4=z

fiz,v7) =

probar gue

a) flz,m2) <1

b) fx.02) < }

€} Encontrar el limite superior de f(z,y,2).

Problema 69 Sean a,b,c las longitudes de los lados de un tridngulo y sea S;, Sy, S. las longitudes de las
medianas. D es el didmetro del circuncirculo. Probar que

a2+bz+bi+c2+52+a2
Se Su 5

Problema TO Sea a,b, ¢ los lados de un tridngulo. Probar que

< 6D.

a ] [
b+c—a+c+a—b+a+b—-023'

Problema 71 Sean R y r los radios del circuncirculo y del incfreulo de un tridngulo, respectivamente,
probar gue R > 2r.

Problema 72 Veinte cuadrados disjuntos estdn dentro de un cuadrado de lado 1. Probar que cuatro de ellos
tienen la suma de las longitudes de sus lados menor o igual « :};.

Problema 73 (IMO 1991) En un tridngulo ABC, los bisectores AD, BE y CF se inlersectan en el punito
1. Mostrar que

IA IB IC _ 8

Problema T4 (OQIM 1992} A partir del tridngulo T de vértices A, B y C se ha construido un hezdgono H
de vértices Ay, Ay, By, By, C) y Ca como se muestra en la figura 2.6, Demostrar que el drea del hezdgono H
es mayor o igual gue frece veces el drea del tridngulo T
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Problema T5 (HMQ 1904) Sean A A3 y By By las dingonales de un rectdngulo y sea O el centro. Encontrar
y construir el conjunito de todos los puntos P que satisfacen ol mismo tiempo las cuatro desigualdades

AP > OP, AP > OP, B\P > OP, B3P > OP.

Problema 76 (OMM 1998) Ses ABCDE un pentdgono (convezo} de manera gque los tridngulos AABC,
ABCD, ACDE, ADEA y AEARB son todos de igual drea. Demuestra que

dres (ABCDE) drea (ABCDE)

. < drea (AABC) < >

Problema 77 (OMM 1998} Sean ay,az,4a3,84,05, las longitudes de los lados de un pentdgono convezo y
my, ma, ma, My, g las longitudes de sus diagonales. Demosirar que

l< ay+aztazteqtay
2" mp+matmatmy+mg T

Problema 78 TYes lineas son dibujodas a través de un punto O adentro de un tridngulo con drea S tal
que cada lado del tridngulo es cortado por dos de ellos. Las lineas cortan el tridngulo en tres tridngulos con
vértice comin O y dreas 5y, 52, 53. Probar que

SER L

by L+ +32 ¥



Capitulo 3

Sugerencias

3.1 Propiedades de Orden
1 Encontrar el intervalo donde la funcién f () = V3 - z — vz + 1 decrece continuamente.

2 Encontrar los valores para los cuales la desigualdad estd definida, manipular algebraicamente la expresidn
y resolyer. N

3 Utilizar el resultado: el volor absoluto de la diferencia de dos nimeros posttivos es a lo mas igual a el
mds grande, e ulilizar olgunas identidades trigonométricas.

4 Utilizar ezpresiones trigonoméiricas y analizar el comportamiento de lo funcidn cosenc en determinado
intervalo.

§ Ayudarse del resultade: una funcién cuadrdtico F(z) estd dada por tres pares de valores (z,F (z)), y
" aplicar la desigualdad del tridngulo. Escribir G (2) en términos de F(z) y aplicar desigualdad del tridngulo.

6 Escribir los nimeros utilizando P(t) = 2,t™ 4+ 241" "1 4 - + 2 un polinomio y resolver.
T Manipular algebraicamente y utilizar el resultado (1 + 2} (14+39) > 14+ z + ¥

8 Fijarse en los secuencias generadas en los lados de lo desigualdad, compararlas término e término y
analizar su crecimiento. Utilizar el resultado: 0 < f <lyz>0entoncesy >z y £ = 5”—‘%&_";’)“—" =

vty
>0.

z -X
yip+:

9 Para el lado izquiendo aplicar el resultade: sia > 0, b > 0 entonces £+ & > 2. Para el lado derecho usar
induccidn,

10 Acolar s y demostrar que s loma valores muy cercanos a los limites de acetemienio,

11

&) Descomponer la desigualdad como ;31 producte de dos sucesiones y aplicar la desigualdad del rearreglo.
b) Manipular algebraicamente y aplicar eslo idea muy it s —z =z -py+y—z.

12 Utilizar la relacidn que existe entre la suma de los elementos de los conjuntos dados.

13 Aplicar propiedades de orden.

16
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14 Ordenar los niimeros. Aplicar propiedades de orden.
15 Desarrollor la desigualdad y factorizar, ulilizar (ab— ac — be)? > 0.
16 Resolver algebraicamente y factorizar con términos cuadrdlicos ya que eslos son no-negatives.

17 Utilizar que cualquier nimerc notural se puede expresar como producio de sus divisores primos.

3.2 Desigualdad Media Aritmética - Media Geométrica

18 Encontrar una ezpresién equivalente y aplicar desigualdad media aritmética - medic geométrica.

19 Para demostrar el lado izquierdo escribir G como una suma de términos no negativos. Paru el derecho
aplicar desigualdad media aritmética - media geométrica.

20 Primera solucion: Aplicar propiedades de orden y reescribir algebraicamente.
21 Utilizar propiedades de logaritmos y aplicer desigualdad media aritmética - media geoméirica,

22 Multiplicar la expresién dada y aplicar la desigualdad media aritmélica - media geométrica o (a + b+ <},
(ab + bc+ ca}.

23 Manipular la expresidn algebraicamente y aplicar la desigusldad media oritmélica - media geométrica.

24 Aplicar la desigualdad media aritmética - media geomélrica a los factores (%, %,4) similarmente para
2 2 2 -

(F+E 44 F) (P 2y (P )

25 Si los mimeros son enferos, aplicar la desigualdad media aritmética - media geoméirica, para nimeros
na enteros reescribir la desigualdad y usar G (z) = In F(z}.

26 Trabajar clgebraicamente y aplicar la desigualdad media aritmética - media geométrica.
27 Aplicar la desigualoded media aritmética - media geométrica ¢ (4da+1) y 1.

28 Desarrollar la sumatoric para el case n = 3, utilizar § = $1 y aplicar la desigualdad medic aritmética
- media geométrica.

3.3 Desigualdad de Cauchy-Schwarz

29 Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los conjuntos {a,b,¢,d} v {1,1,1,1), seguir los mismos
posos para el caso general.

30 Reescribir S, manipular el término general y aplicar la desigualded de Cauchy-Schwarz.

31 Utilizar el resultado i‘;—”: > (%:“L)2 v aplicar Cauchy-Schwarz.

32 Hacerz =1, y=1}, =1, reescribir la desigualdad en estos términos y después aplicar la desigualdad

de Cauchy-Schwarz a los veclores (7‘%, yﬂ—:, ;;;'q_-;;) v (V¥ o, vatoJoTy).

33 Aplicar ln desigualdad de Cauchy a los vectores .(1, LY y{vVaa+1,v3 +1,v/4c+1).
34 Usor cos®f +6in® 8 = 1 y aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
35 Aplicar lg desigualdad de Couchy-Schwarz a {@y,a2,...,a8a) v (1,1,...,1}.
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3.4 Desigualdad del Rearreglo
36 Lg desigusidad o probar se reduce a demostror
n n
z iy > Z iz,
i=1 i=1
paru esto analizamos los factores tanto del lado derecho como del lado izquierdo de la desigualdad.
3T Aplicar desigualdad del rearreglo.

38 Hocer G = T2z - Zn, 01 = Ziay = 55 a0, = Lf-Efa = ). Aplicar el corolario 2 de lo
desigualdad del rearreglo,

39 Lo mismo que el ejercicio anlerior.

40 Aplicar directamenle el corolario 1 de la desigualdad del rearreglo.

41 Hacer § = \Jaf+af+ 4ol T= /B 483+ £83, z; = &, Za4i = § para 1 < i < n. Aplicar
el corolario 1 de la desigualdad del rearreglo.

42 Hacer ay = a?, a3 = 0%, a3 = ¢ by =0, b3 = b, by = ¢ y aplicer la desigualdad del rearreglo.

43 Haceray,....an ¢ 3-_'-;;, <oy §ogo secuencios y aplicar rearreglos.

3.5 Convexidad, Desigualdad de Jensen

44 Probar este resultado zy¥ > zVy* y aplicarlo. Para el caso general aplicar la desigticldad de Jensen.

45

Primera prueba: Usar el hecho de que mdzimo valor de una funcidn convera sobre un intervalo tiene que
ser un punto final del intervalo.

Segunda prueba: Monipulacién algebraica utilizando la factorizacién adecuada.

3.6 Desigualdades Geométricas
46 Utilizar propiedades de orden.
47 Este problema se resolvid de diferentes maneras, para esto necesitamos

1° Usar el teorema isoperimétrico para tridngulos “de todos los tridngulos con el perimetro dado, el equildtero
tiene el drea mds grande”.

2° Por contradiceidn y uttlizando la ley de los cosenos.
3 Usando la fSrmula de Herdn y la desigualded media aritmética - media geométrica.
4° Usar la identidad | -- cos o = Zsin® £,

48 Utilizar el resultado: dos tridngulos que tienen la misma base ¥ sus alturas estdn en la razén de sus

lados por lo tanto sus dreas estdn en la razon de sus lados. Ademds aplicar el resultado "—‘;’3 =24 g.
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49 Varias soluciones

1° Reescribir a, b, ¢ en términos de z, y, 2 y aplicar la desigualdad media aritmélica - media geomélrica.
2° Aplicando propiedades de desigualdades.

3° Utilizando propiedades trigonométricas.

50 Ezpresar el drea de un tridngulo en forma del seno del dngulo, es decir dreal ABC] = laesin B y aplicar
el teorema de Ceva. .

51 Utilizar la simelria de la figura, aplicar el teorema isoperimélrico “de todos los tridngulos con un
perfmelro dado, el equildtero tiene el drea mdmima”, y “el drea de un fridngulo equildlero es igual a un
cuarto del cuadrado de un lado multiplicado por V3"

52 Ezpresar az, by, ez en términos de sus dregs y minimizar £ 4 5 + £, para esto aplicamos lo desigualdad

de Cauchy-Schwarz o vaz, vy, ez v /3, \/E, VE

53 Aplicamos Pitdgoras, y pare mazmimizar el volumen usamos la desigualdad media geométrica - media
aritmética.
54 Aphear Cauchy y ezpresar el drea de un tridngulo en términos del circunradio R.

55 Probar que el hezdgono liene lados opuestos iguales. Utdizar la férmula pare el drea del tridngulo en
términos del radio del circulo tnscrito A = rs y aplicar la desigualdad de la potencia.

58 Utilizar que en un {ridngulo recidngulo tenemos la especial relactdn:
suma de los catetos - lo hipotenusa = didmetro del incireulo
usar el hecho que tenemos inidngulos isdsceles con dngulo recto.
57 Varias soluciones

1° [tilizamos identidades trigonométricas y el comportamiento del incremento de un dngulo agude con el
incremento del seno de ese dngulo

2° Expresar

L@ ’(S—b)(S—c)

sing = be
sing (S—a)(5—¢)

2 ac
N ’(S-a)(S—b)

mng = ab

y el teorema de Euler.
58 Utilizar el resullado:
drea del tridngulo = abs;nC _ bcs;nA - cas;nB

59 Utilizar propiedades de orden y aplicar desigualdad del ¢ridngulo.
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60 Manipular algebraicamente y ulilizar el hecho de que la suma de cualesquiera dos lados de un tridngule
es mds grande que el tercer lado.

61 Aplicar el resultado del problema anterior.

62 Parg el lade derecho de la desigualdad aplicar el resultado “la suma de dos lados de un tridngulo es
mayor que ¢l semi-perimetro.
Para el lado izquierdo se probard de verias formas. Ponerlo en términos de f (a,b,c)

1* Utilizar § + ¢ > 2.

2° Utilizar la desigualdad media aritmélica - media geomélrica, la desiguoldad media armdnica y por res-

rreglos.
63 Aplicar Pitdgoras y manipular la ezpresion.

64 Socar denominador zyz. Resolver el polinomio cibico en z, y, z para el caso en que se hace cero y
aplicar la desigualdad del tridngulo.

65 Aplicar que dreas de dos tridngulos con alturas iguales son proporcionales a sus bases.

66 Aplicar desigualdad media aritmética - media geoméirica y probar que P es el centroide del tridngulo
ABC. Usar ley de cosenos.

67 Aplicar la desigualdad del rearreglo.

68 Resolver sacando denominador comiin, resolver el polinomio de grade § iguslado a cero y aplicar la
desigualdad del tridngulo y el resultadoa + 52> /ab.

€9 Prolongar los medianas hasta que intersecten al circuncireulo, utilizar A1Az - AAz = BAy - AxC ¢
congruencia de tridngulos.

70 Utilizor desigualdad del tridngulo y ef resultado § + & > 2.
1 Utilizar ley de los senos, A = 1S donde S €3 el semiperimetro.

72 Tomar las diferencias de las longitudes ol cusdrado de los cuadrudos escogidos y trabgjar la ezpresidn
para liegar of resultade.

73 Aplicar el teorema geométrico: un bisector de un tridngulo divide el lado opuesto en la razon de los otros
lados. Trabajar el resultado y aplicer la desigualdad media arilmética - media geométrica. Usar desigualdad
del tridngulo.

74 Usar la ley de senos y abc = 4RS donde a, b, ¢ son los lados del tridngulo, S es el drea y R el radio de
{a circunferencia circunscrita.

75 Encontrar un punto P en el plano y su proyeccién sobre una recta. Trozar las perpendiculares bisectores
de los segmentos 410, A20, B0, B,0.

76 Utilizar el hecho de que las dreas de los tridngulos son iguales, y la base comiin, entonces las alturas son
fguales.

7T Aplicar la desigualdad del tridngulo y sumar.



Capitulo 4

Soluciones

4.1 Propiedades de Orden

Problema 1 (IMO [960) Determina iodos los ntimeros reales z, los cucles satisfacen lo desigualdad ’
Vi-z—-vz4il> %

Solucién:
Sea

Hey=v3-z-vz+1
Para que f{z) sea real debeinos tener que —1 < = < 3 en este intervalo f(x) decrece continuamente desde
f(=1) =2 a f(3) = -2. Pues fi1{z) = - (W!—n + 72‘1) < 0. Por lo tanto hay un dnico valor z = a tal

que f(a} = § y la solucidn consiste de todos los z tales que —1 < = < a. Nosotros notames que f(1)y =0,
entonces a < ). Para encontrar a nosotros resolvemos la ecuacién

1
fla)=v3-a~- a+l=§
elevando al cuadrado ambos lados, nosotroe encontramos que

-2 /B s = %
por lo tanto
VE-aE+ =3

elevando al cuadrado otra vez, nosotros obtenemos la ecuacién cuadratica

AT = (%)

(3-alat =22

las raices de esta ecuacidn son

a=l:l:-‘/si_1.

21
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Como a < 1, nosotros tenemos

a=1 V3l
- 8
entonces la solucidn es
-1<z<l— g

Problema 2 (IMQ 1960) Para que valores de la variable =, la siguiente desigualdad se cumple

2
<49

I—vit oy

Solucién:
El lado izquierdo de la desigualdad estd definido si # # 0, y para nimeros reales con = > —1/2.
Asumimos que z satisface estas condiciones. Multiplicamos numerador y denominador del lado izquierdo
por {1 + /1 + 2z)? y obtenemos la siguiente desigualdad equivalente

4z3(1 + T+ 2)?

yo <2r+9. .

Volvemos a cancelar términos semejantes ¥ llegamos a la desigualdad equivalente

1+ V1 + 2z <2049,
Desarrollandc el cuadrado y cancelando llegamos a que
Wl+2z <7
y entonces
49
1 + 2r < T
z < 45
S =

La solucién completa del problema anterior consiste de todas las x que satisfagan

~1 45
—-§—$z<?cona:;60

Problema 3 (IMO 1965) Determina todos los valores z, sobre el intervalo
0<z<2n

para los cuales se salisface la siguiente desigualdad

2cosz £ I\fl+sin2z- V1 -sin2z’ <v?

Solucién:
Nosotzos observamos que la desigualdad

|\/l+sin2z—\f1-sin2xi < V2
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se cumple para toda z, ya que el valor absoluto de la diferencia de dos nimeros positivos es a lo mds igual
a ¢l mas grande. Asi tenemos

Vitsiniz - Vi —ain?:i < ViZsniz < V2.

Ahora bien, tomamos el lado izquierdo de la desigualdad a probar, es decir

2cosz < I\/l +5in2z ~ 1 —sin?.zl
ciertamente esta desigualdad se cumple para z, que cumplen con cosz < 0. Y esos valores son
3
<=
<z<3

Para encontrar todos los otros valores de z, vemos gue si

B[

cosz >0

la desigualdad anterior es equivalente a la siguiente que es el resultado de elevar al cuadrado ambos lados.
Es decit
4cos’z < 1 +sin2z - 2v/1 —gin?2z + 1 — sin 2z = 2 ~ 2Jcos 2z].

ya que
cos?z = 14082z
- 2

sustituyendo obtenemos
2 4 2cos 2z < 2 — 2|cos 2z

finalmeante tenemos
Jeos 22| < —cos 2z

esta desigualdad se cumple si y solo i cos2x < 0 es decir cuando z estd en evalquiera de los siguientes

intervalos [, 3] 6 [%%, ZX] combinando estos intervalos con el primero es decir con [Z.22]. Por lo tanto
el conjunto solucién son las x, tales que estin en el intervalo T TT’ .

Problema 4 (IMO 1977) Sean a, b, A, B cuatro constantes reales dadas y
f(8) =1 — acosé ~ bsin ! — Acos 20 — Bsin 26.
Probar que si f(8) > 0 para todo real 6, enlonces
S+ <2y AT+ B <1

Solucidn:

Sea +/aZ + b2 = r entonces

Hay un éngulo a tal que
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usamos estas expresiones para escribir

gcosd + bsind = r(g ~cosl + ?_ -ainﬂ)

= r{cosa-cos? +sine - gind)

rcos (§ — a}

Similarmente tenemos, que si
VAT + B? A B _ 4 in &
A'4+ BT =R, i cos 28, | =80 27, para algin angulo g,
usamos estas exptesiones para escribir

Acos 20 + Bsin 28

1

A B .
R(}_Z -cos 20 4+ 7 Asm29)

Ricos2f - cos 20 4 sin 28 - sin 26)
Reos 2(0 - B)

it

ahora f puede ser escrita de la siguiente forma
F(8)=1—rcos(f ~ a) — Reos2{6 - B)
para

.4 T
8= —yld=a- -
a+4y a 1

la ecuacién (1) quedaria

o+

l—rcoa(a+§—a)—Rcos2(cr+%-,@)
= 1-%-&082(&—,8+%)

o) =1- G- oo

Sir>ﬁ,entoncesl—ﬁ;(ﬁysilos&ngulos
x T
2(a-s45)y2(e-8-3)
difieren por 7, sus cosenos tienen signo opuesto. Por lo tanto una de las expresiones
x r
Rcos?(a—,ﬂ-l-z). Rcos?(a—ﬂ—z)

es positiva, entonces el lado derecho de una de las ecuaciones (2), {3) es negativo.

(1)

(2)

{3)

Esto significa que por lo menos uno de los valores fle + §), fla - %) es negativo, lo que contradice la

hipétesis. Por lo tanto
P=at+h <2
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Similarmente nosotros evaluamos f, para § y para §+

f(B)=1—-rcos(f—a)— ReosB=1-rcos(f—-a)-R 4)

f(B+m)=1—-rcos(f4+n—-a)— Reos2xr=1~rcos(f—a+m)—R (5)

8i R> lentonces 1 — R < 0 y desde § —a y 8 — a+ n son diferentes por n, sus cosenos tienen signos
positivos. Esto quiere decir que el lado derecho de una de las ecuaciones (4} y () es negativo, es decir que
por lo menos uno de los valores f(5), f(# + m) son menores que cero.

Lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto

R=A4+B <1
Problema 5 (IMO 1974) Dadas las funciones F(z) = az? + bz + ¢ y G{z) = cz? + bz + a donde
IFo)l <1, (F()I<L, |F(-1)I<!
Probar que, para |z]{ < 1
i} |F(z) < }
i) 1G(z)] < 2

Solucién:
(i} Sabemos que una funcién cuadritica F(x), estd determinada por tres pares de valores, {z, F(z)}. Elegimos
los siguientes pares

(~LF(-1), (0, F{0), (LF(}

obtenemos

(z+1)z
2

Fz) = "'(L;.ll.p(qp(zu)(:- 1)-F(0) + F(1) 1)

por hipStesis sabemos que |F(0)| < 1, |F(1)| €1, |F(—-1)I € 1 y aplicando la desigualdad del tridngulo
tenemos ’

x(z (x+1):: {(z+ 1)z
2

22N p 1)tz +D)-)FO) +

mt) [+|(z + Dz - V)+

|F(=)] = Fuﬂ

2|F ()] < [=(z - )] +2]2* = 1} + fa(z + )]
Sabre el intervalo =1 < # < 1 tenemos

0<l+2<2,0<1-2<2,0<1=-27<1
entonces

2IF(z) < lel(l -z + 14+ 2) +2(1 = 2%) =2(Jz| + 1 — £7)

Pl < - Oﬂ—i) +3<2
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donde la igualdad se da para,
Flz)=14|z| -2

pues

{i%) Si F(£) = az? 4 bz + ¢ entonces

zF (%) =z’ (:—7+ £+C) :c:2+bx+a=G(z).
Ahora por (1)
F(l) = 503 [ = 2)P(=1)+ 2(1 = 2HF(0) + (14 ) F (1]

T

entonces por =1 < z < 1 y aplicando la desigualdad del tridngulo tenemos

AG(z) € fl—-z|+2l -2+ |1+z]=4~22?
IGx) < 2-2<2

donde la igualdad se cumple para
Flz)=2z"-1,6(z)=2- 2% G{0) =2

Problema 6 (IMO 1970) Sean a, b, n, nimeros enteros mayores que 1. Sean a, b las bases de dos sistemas
de ntimeros.

An_y ¥ An
nimeros en el sistema con base a.
By, ¥ B,

ndmeros en el sistema con base b estos nimeros estdn relacionados de la siguiente manerg

Apn = ZTaZp_1...3g Anc1=Zno1Znez...2¢
by

By =zpz.4...2¢ Byy=znp12p_2...2¢
con

Zn >0 Zn1 #£0
Probar que
A;:‘ < B;;‘ & a>b

Solucién:

Asi como en base diez escribimos cualquier nimero. Por ejemplo

144=1-104+4-10' +4.1= P(10)



Scluciones

27

Sea P{t}), un pohinomio

entonces

A, = P(a)

lo cual es equivalente a

Bn = P(b) Ay = Pla) — z,a" Bp_y = P{) — 2,b",
En esta notacién la desigualdad que queremos probar queda escrita de la siguiente forma
Pla) — zqa®  P(b) - z,b"
Pla) P e>t
1— zna” <1 T, b"

Pl =zt + gp_ai® " 4+ 2g
al utilizar este polinomio nuestro ejemplo, anterior quedaria escrito de la siguiente forma

plt) =t +41+1

Pla) = P

Como x5, > 0 se tendrd la desigualdad anterior, si y solo si

lo cudl es equivalente

sustituimos y obtenemos

=

a” "

P B

Pl PO)

a" [

2o + 210”4t 2 < N N SUIRY Lt ¥ UPRI S
an [
1 1 1 1 1
zn+— Zn.i+ — P “¥n-2- ’s+a_n’30<3n+"‘:n—1+“'+—

- o

b b

m

esta desigualdad es c]aramente verdadera ya que T, # 0, si a > b, y esta desigualdad es falsasia < &
como ha sido probada.

Problema 7 Sea n un entero positivo ya; > 1 pare i = 1,2,...,n. Probar gue

Solucién:

(l+a1)(l+a2)»--

(1+ea)(1+az)--

(1 +an)

(1+aa) >

-+ an)

*(305)(3) ()

o, — 1
" -{l+ i
{1+ ) 2 7
n al--l 02—1 an — 1
2 ( 2 +---+ 3 )
n a;—l az —1 a,,—l)
2 ( n+ 1 n+1+ +n+1

n+l4+a—t+a3—1+ - 4a,—1)

n

n+1'(|+a[+az+"'+ﬂn)
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pot lo tanto

n

(t+ai)(l +az) (1 +aa.) > (l+ay+as+---+a,)

n41

Problema 8 Para cada entero n > |, probar que

1+ ! + ! + + ! > 3n
22 " 32 n? " In41l
Solucién:
Come no tenemos una férmula para el lade izquierdo de la desigualdad, consideraremos el hecho de que
¢l deminio de n, es esencialiente el conjunto de enteros positives. Come n, corre a través de 1,2,3, ..., el

lado izquierdo genera una sucesidn a,
L
n - e
k=1 k2
similarmente el lado derecho genera otra sucesidu
3n

b"=2n+l'

El problema puede ser ahora interpretade en términos de sucesiones de la siguiente manera

Para cada n > I, probar que a, > b,. Podemos ver que para n = 1, esto no se cumple pues los dos lados
son iguales a 1, pero esto no se toma en cuenta pues n = 1, no esté incluido en el dominio de n.

Sin embargo esta informacién nos dice que las dos sucesiones

an ¥ bn
inician en el mismo valor.
Para n = 2, tenemos
G o= ltm=l4i=d
2 27T T
3(2) 6
by = —————z= -
22 +1 5
por Lanto
az > b,

Vamos a investigar las relaciones de incremento de tamaiio de los incrementos en general, es decir
Gy —Gn_1 ¥ b —bny

Podemos observar lo siguiente

Gt = lbaaia gt 1ol Y1
Gn — OBn-1 = OV AT 2 2737 m—1p) m
b b _ 3n_ 3n-1) —3[_* _mn-11_ 3
Tl T iyl m-D+1 1+l Zn—1] dnfo1
para n > 1, esta fraccion es positiva pero menor que 1. Luego
1 4 1
by —bo_r = 3 3+ =5 =4n —0n-}

fln?—l(‘lnz—l+1=4_n_3_nz




Soluciones 29

ea decir
by = bae1 <85 —Gp-1 (1)

YEmOos que Gy, siempre aumenta més de término a término gue b,,. De (1), tenemos cambiando términos
1
G~ bp > apy = bu1 > - D>ag b= >0
20
entonces an — 8, > 0 para toda n. Por lo tanto a, > b, para toda n.

Problema 9 (URO 1986) Supongamos que Z1,%3,...,Zn s0n ires o mds enlferos positivos, acomodados en
orden alrededor de un circulo, de tal forma que la suma de los vecines de cada #;, es un multiplo de z;, es
decir
Ti—1+ %41
T

= Kj

un entero positivo, donde (2441 = x1). Probar que la suma S, de todos estos enteros K; es siempre por lo
menos 2n pero nunce mds grande que 3n, es decir

LS <in

Solucién:
Un ejemplo con n = 7 {ver figura 4.1)

-

Figura 1: Problema 9

Sr=T+2+3+2+1+4+1=20,14< 5 =20<2L.

Comenzamos nuestra prueba. Claramente

S = KitKat - +Kn
Ttz n+z 2tz Ln_1+T
- " 2+ 1 a+ 2 4+._.+ n—1 3 )
) I3 I3 Tn

esta expresion contiene estas dos fracciones

z; z; .
4y 1 paracadai
z; Titl
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gt 4
1,
LT
¢ %

Figura 2: Problema 9

y utilizando el siguiente lema
Lema % + % > 2, para niimeros reales positives a, b.

PRUEBA DEL LEMA
a b a*+d?

i >2 & 4 >% o a-2ab+b=(a-b° >0
b a ab — -

sabemoas que (a — b)!, siempre es positivo.
Ahora podemos escribir la expresion (1), en los siguientes términos y aplicarle el resultado. Tenemos

n
_ Ligl L
Sn = E (J:_.'+—)22n"

i=t Ti

Tenemos demostrado que S, > 2n. Ahora nos dedicaremos a probar por induccién que S, < 3n.
Observemos que el caso para tres enteros se cumple.
{(a)y n=3
I3+ =z Ty + T Ttz
g=fatT, it o
I EL) I3
esto se cumple, para e} caso que los niimeros z;, son todos los iguales ya que K; = 2, y tenemos fécilmente
que

Saz=2+4242=6<3-3,

suponemos entonces que algunos, dos de z, %3, #3 son diferentes y ademas los denotaremos de la siguiente
forma, sea 2, el mas grande y sea z3 el més pequefic.

Ninguno, ni el méds grande, ni el mds pequenio son \inicos y con esto hay tres posibilidades para z3, que
son

I > Iy > 23 I > Ty=23 ) =3T3 > T3
en cualquier caso, podemos siempre contar con las siguientes dos relaciones
T2 T3Y T > 2.
Consecuentemente tenemos

F 4 F4
=4y >0+ 13 = 2>'2_+'_3
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implicandc que
I3+
K, = 2+73
£

como K1 es un entero positivo menor que 2, entonces K tiene que ser K; = 1. En tal caso se sigue que
Zy = z9 + Z3, sustituyendo este valor de z; en la expresion para S3 tenemos

<2

. . £+ z z

Sy = I\'1+I£2+Ii3=1+—'+ "-;-.._"":2
Iy L3

xg+ra+-‘ta+:2+ra+=n

= 14
z2 I3
zz + 223 + 2z, % 23

z3 za
2
= 1+(1+—I—3)+(31—2+1).
F 4] I3

Por que K2, K3 son entercs, entonces las fracciones en esta iltima expresion y sabiendo ademds que son
claramente positivas estas fracciones, mas aiin son enteros positivos, vemos que su producto es iguel a 4 es

decir
(3‘_3) (23) 1.
T T3

Esto implica que sus valores tienen que ser 2y 2 6 1 y 4, en cualquier caso, la suma de ellos no puede exceder
de 5, y tenemos

S3<l+4+1+1+5=8<«23-3
por lo tanlo decimos que es vélida para n=3.

(b) Supongamos que S,—; < 3{n — 1} en una coleccién de (r ~ 1) enteros positivos y que z1,%2,...,Zn €5
un conjunto apropiado de n enteros.

Trabajaremos este caso como el caso para n = 3. Si todas las z; son iguales, tenemos inmediatamente
que S, = 2n < 3n. Ahora suponemos que hay por lo menos dos diferentes valores de las z;, otra vez las
denotamos como z, &l méximo entero y 2, ¢l més pequedio; de nuevo ninguno de estos dos es tnico por lo
tanto las otras z;, Lienen tres posibilidades.

Tp > Tn-1 In > In-{=I1 Tn = In..t > &5
en cualquier caso, podemos siempre contar con dos relaciones
Ta > ZIn-1¥In2> T

consecuentemente ienemos

rn_1+ 2
224 = Tn + 2n > Taoy + ) = 2>—"—;——l
n
haciendo &, = 1 ¥ 2o = Zn—1 + 21, nos fijamos en los enteros
., Tptz Zp-1+ 14T Zpa+ 2
K= n+2=n1+ 1+ 2=1+n1+2
E31 I T

haciendo la fraccién
pw Zn-t+ 32

I
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un entero positivo. Similarmente para

Kuoy = Tpne24 In - 14+ Tn—1+ 1 —14 Tn-2 ¥ T1

In-] Tnel L |

haciendo
5= En-2+ Ty

Tn-1)
un eniero positivo.
Resumiendo tenemos

Ki=14+ryRa1=1+4s

donde r, 5, son enteros positivos. Ahora consideraremos el conjunto zy,z3,...,fa-1 Que resuita de haber

quitado el méximo entero Zn.
La pregunta es ;La hipdtesis de induccién puede ser aplicada a este conjunto reducido?

Si todas las fracciones asociadas K1, K3,..., K;,_, son enteros positivos, estos valores K3, K3, ..-

son los mismos, es decir
Kiy= K2, Ki=Ka.....Kp 2= Kn-a

todo lo demds depende de K| y A, pero

Tn-1+Z . F . z
K= In-17 %2 (— el enteror) y j‘i:,,_l:"_a----'-—l

{= el entero 5)
I Zn-1

entonces tenemos
Spt=r+Ke+ Ka+ -+ Kn_a+s <3n-1)
recordando que, para el conjunto completo 2y, #2,...,%a tenemos
Ki=l+ry Koo1=1+43s

entonces

S = K +Ki+-—-+ K1+ Kn
(L+r)+HKa+ -+ Kaz+ (1 +8)+ Kn
1+[r+Kg+-~-+Ku_z+a]+l+l{recordamosK,.:l)
14+ Sa-1+1+1

= S +3<3Hn-1)4+3=23n

1

Problema 10 {IMO {974} Sean a,b,¢,d > 0. Encontrar todos los posibles valores de la suma

a + b + [ + d
e+b+d ae+bdc bietd atc+d

S=

Solucién:
Claramente
Sy — 4y d___)
atbtc+d a+bt+etd et+btctd a+btc+d

Supongamos sin pérdida de generalidad que d es el mayor de los cuatro nimeros g, b, ¢, d. Entonces

a [ c d d
= 1=2
SSa+b+c+a+b+c+a+b+c+a+c+d l+a+r:+d<1+ 2

L
'an
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Probaremos que S toma todos los valores en el intervalo abierto (1,2). Observamos que § varia conti-
nuamente con los mimeros positivos a, &, ¢, d.

Si mosiramos que S toma valores arbitrarios cercanos a los puntos extremos 1 y 2 de este intervalo.
Entonces § toma todos los valores entre 1 v 2.

Seaa=1b=¢ c=d=¢?, donde ¢ > 0. Entonces

1 € €2 €

S = .
Tte+e T Toered " ev2a T 113

2

Comeo ¢ —+ 0, ¢l primer término se aproxima a 1, los ottos se aproximan a {, entonces § — 1.
Seaa=c=1,b=d=¢, entonces
i € 1 €

S=1+2c+2+e+l+2c+2+('

Cuando ¢ — 0, la primera y tercera fracciones se aproximan a 1 mientras que la segunda y cuarta se
aproximan a 0, entonces § — 2. ’

Problema 11 Paraz,3,z2 >0
a)

[%]
b
~

T H z X
R LIt
v z z r y oz
b)
7 2 L2
x z xr z
L T I
¥ z z y =z
Solucién:
&) Reescribimos la desigualdad de la siguiente manera
T x
AN AN AN S
Yy v 2z z z"zz zy y z

el lado izquierdo es el producto escalar de dos secuencias en el mismo sentido y el lado derecho es el
producto escalar de un rearreglo de secuencias (por la desigualdad del rearreglo, nuestra desigualdad
es vélida).

b} Vamos a aplicar una idea muy iitil, primero limpiamos denominadores y queda
A2y 482 5 2y et 4 s
ahora suponemos que z > y > z, entonces transformamos como sigue
B2+ -2+ 2 -2) > 0

en esta desigualdad, los dos primeros paréntesis son mayores o iguales a cero, pero el tercero es negativo.
En este caso usualmente escribimos z — z = z — y + y — z, al ponerlos juntos

2z —y)+ 2 (- 2) PPz - ) =P (y—2) 20

2P -y - N+ Py - - >0

esta dltima desigualdad es obviamente correcta.
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Problema 12 (OMM 1998) 51 A y B son subconjunitos ajenos del conjunte {1,2,...,m —1,m} y la suma
de los elementos de A es sgual a la suma de los elementos de I, pruebe que ¢l nimero de elemenios de A y
también de B es menor que ;l;im.

Solucidn:
Supongamos que A= {a,...,a.} ¥y B={b,.... b}, por hipstesis

1 1
a4+ +an=b +---+b < 5{1+2+ -4} = Zm(m+ 1)
comao loa elementos de A son al menos tan grandes como los primeros » ndmeros, tenemos que

1
1+2+-~-+n§a|+a:+---+anszm(m+l)

luego
n{pn+1) 1
——?——Sam(m-i-l)
por tanto
2 m®+m (m)2+ ((m)7+m
n n =] —= — —_ —_
2 Vi 2 \V2) V2
de donde
)=o) <(a) e (3
- V2 vz 4T \vZ 2
Por tanto
n< =
7

Problema 13 Probar que para reales a, b, ¢
A +b* + P >abtbetea

Solucién:
Primera prueba: Multiplicamos por 2 y obienermos

2a% + 267 + 2¢* — 2ab — e — 2ca > 0

(6-8°+(-c)’+{c-a)’20

esta tiltima desigualdad es cierta y queda demostrado.
Segunda Prueba: Tenemos que a® + b? > 2ab, b2 + % > 2be, ¢ + a® > 2eq, entonces

a4+ 02482+t +ef+a’ > Zab+ e+ 2ea
2(a®* + 6%+ > 2(ab+ be+ ca)-

dividiendo entre 2, tenemos

ad4 b et >ab+betea
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Tercera prueba; Supongamos que a > b > ¢, entonces

o+ 824 c* > ab+be+ca

-
a{a=b+b(b—c)—cla-c) 20
=
ala—b)+bb—c)—cla—b+b=c) 20
&
ale-b)+b(b—c)mcla—b)—c{b-ec)20
&

(a—c)(a—b)+({t—c)* 20
y esta iltima desigualdad es verdadera.

Problema 14 5i a, §, ¢ son nimeros reales tales que 0 < a,.b,c <1 entonces

a n b + 3 <
14bc l4ec l4ab—

Solucién:

Sin pérdida de generalidad supongamosque 0 L e <6< c <1y 0< {L-a)(1—8b).

Como (1 —a) {1 —b) > 0, entonces a+b < 1+ab < 14 2ab, yaquec < lentonces a+b+c<a+b+1<
2+ 2ab=2(1+ab}.

Asi
a " b ¢ a + b + c
1+bc  Ll+ae  l4ab = 1+ab 1+ab 1+ab
< atbte
- 1+ ab
< 2(1+ab) _
= {l+ab)

Problema 15 Sean a, b, ¢ >0, a > ¢, b > ¢. Probar gue
Vela—-c + velb—e) < vVab

Solucion:

Vele— 6+ Velb=r¢) € Vab

elevando al cuadrado

cla—c)+ 2/ela—)elb ~c)+elb—c) < ab

2v/e(a—c)/elb~¢€) < ab~ca+c—ch4 ot
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2v/c(a—c)e(b-c) Sel-a+2—b)+ab
elevando de nuevo al cuadrade
4{(ca - ) (eb— )] € P (-a+2- b} + 2 (ab) (c (= + 2c — b)) + &®F?
<«
dctab — 4c%a — 4c% + 4¢% < ¢* (a? + b7 + 20b — dca — dcb+4c7) + 2¢ {—a%b + 2abe — ab?) + a*h?

cancelando términos semejantes, nos queda

0 <ale? + M 4 a2b? — 2ca®h — 2ab%c + 2abe?
factorizando

0<(ab—ac— bc}2

donde {2 igualdad se cumple si
__fb_
a+b
Problema 16 Sean a,b, ¢ reales pesiivos, probar que

- b - —
a4 b—2¢ +e 2a+':+a 2b>0_
b4c c+a a+b ~

=

Solucidén:
Efectuamos la operacién

{a+b—-2c)(c+aj{ath) +(b+ec—2a}(b+c){a+ b+ [c+a—28 (b+cl(c+a) >0
FFa)(cta)a+h) 2
multiplicando y cancelando términos semejantes, nos queda
&® + 1® + ¢ — 2a%c — 2% — 2c%b + cPa + a®b + cb? >0
(b+ay{cta)(at+b) =

factorizando el numerador, tenemos
afe—c)? +b(b—a) +c(c— )
(btc)(c+a)(ath) =

que siempre es positivo.
Problema 17 (HMQ 1896) Probar que logn > klog?2, donde n es un nimerc natural y k ¢s el mimero de
primos distintos que dividen a n.

Solucidén:
Sea n un nimero natural mayor que 1 y sean py, Pz, - - - Pk SUS divisores primas y sean pi', p3°,....py"
las potencias mas grandes de estos primos que dividen a n. Entonces
n=pytope Ak
ya que ninguna de las p;’s es menor que 2ycadaca; > 1
n> 2ﬂ|+a:+- o s, 2#

esta es verdad también para n = 1, entonces k=0 yn=1= 2% — 2% i aplicamos el logaritmo entonces
puestra desigualdad nos da el resultado querido

logn > klog2.
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4.2 Desigualdad Media Aritmética - Media Geométrica

Problema 18 (IMO 1969) Probar que para todos los nimeros reales: Ty, 3, Y1, Y2, 71, %2, Con:

z; > 0
s > O
nm—4 > 0
Tayz — Z; > 0
Se cumple la desigualdad:
8 1
7 S 5 + 7
(z1+ z2){ + 1) — (21 + 72) npm—Iy - %

Dar una condicidn necesaria y suficiente para que se cumpla la igualdad.

Solucién:
Introducimos las siguientes abreviaciones:

Dy = nin-—at
2
Dy = zapr— 12

D = (m+z)n+w)-(a+n)

{1

y notamos que de las relaciones dadas: D; > 0, z; > 0, tenemos entonces y, > 0 {i = 1, 2). También tenemos:

D=y -5l =2,

La desigualdad a ser probada es equivalente a:

1,1
Dy 2 =
o g1 D > 0 tenemos:
Dy 4+ Dy
—_ >
D]D; -
(D 3+ DD >

ahora escribimos D, en términos de D, 2, #:

D

1

(z1+ zallys + o) — (21 + 22)°
£1y + Z1ya + Tam + Lol — 21 — 20122 — 2

= Di+ D4+ T — 20

D, +37

D+ Dy + 22
= D4 Dt 2oy 2Ty 2y
¥ ¥
D D 2 2
= DI+D2+1—y2+ 2 a 2+:—2'y1"21122
th ¥z n
Diya D n o\’
= Di+D+ 22y 2y]+(—1——2) ‘e >0
1 Y ] Fir)

(2)
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sustituyendo esta expresidn de D en (2), obtenemos:

D D 2
(Dl+Dz)'[(D1+D2+ L ]yl)+(fl‘—2) 'ylyz] > By
n i n ¥
D D )2
(DI+D=)*+(D.+D2)-( L ’”‘)HD +Dy)- (———’) wwe > 8Dy
i W2 n o w

sustrayendo 40, D, a ambas lados, encontramos que la desigualdad deseada es equivalente a:
2 Diya | Dy 5 nl?
(D= D)+ (D + ) | ==+ —— |+ D1+ D) =~ —=| w240 (3)
L)} b n

Ahora vamos a ver si el factor de en medio es > 4D, Dy, y para 50 aplicamos la desigualdad media aritmética
y Ia desigualdad media geométrica {r + s > 2/Ts) es decir satisface:

D+ Dy > 2 inDy

Dy + Doy > 2 DDy - 2\/m
h y2 i
. Diya . Dapr
L (Dl + D) [‘";‘:— + " > (2 Dy Dg) . (2 P] D?)
= 4D|_Dg.

La igualdad se cumple en (3), st y solo si Dy = Da, —:"— —ﬁzﬂ, o= y L las primeras dos de estas
ecuaciones implican que: y, = y1, con la tercera nos da: z; = z3 y estas combinadas con D) = Dy nos da

£y = z3. Por lo tanto la igualdad se da si y solo si
=T =W 0L = 5

Problema 19 {IMO 1984} Probar que

7
0<pet+zztay— 2:yz<27

donde z, y, z, son mimeros reales positivos los cuales cumplen:
z+y+z=1

Solucién:

Como z,y, z, 800 positivos y £ + y+z = 1, por lo menos uno de estos tres nimeros, digamas que z, es
<

Sea G = yr + 2z + zy — 2zyz = z(z + y) + zy(1 — 27), ahora G estd escrito como una suma de términcs
no-negativos es no-negative. Por lo tante G > 0.

Nos queda probar que G < z-. Para esto, usaremes la desigualdad media aritmética - media geométrica,
es decir, 2+ ¥ > 2,/7¥

Sabemos por hipétesis que & + y = 1 — z entonces:

(1-2=(z+p)" 242y
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entonces sustituyendo estos valores en G, y restando % es decir:

7 7
G—ﬁ = z(t+v)+zu(1—2)-ﬁ
1 2 7
< 2(1-:)+3(1-2) (1*211-55
__Bz-Y6z+1)
. 108
<0
entonces 7
0<G< 5

¥ ¢l maximo valor de G, es decir G = 7+ es alcanzado solamente cuando

1
3

roy=z=

Problema 20 (IMQ 1972} Encuentro todas las soluciones: {z1, %2, 73,24, 25) del siguiente sistema de de-
sigualdades.

(:I:;z - 33.1:5)(1'22 —zzzs) < 0
(z2¥ —maz1)(zs® — 24z} < 0
{za® — z523)(z4® —z523) < O
(z4® — ziz3){zs’ —z1za) < O
(z8? = zazy)(z12 —2az4) € €

donde 11, %3, 73, T4, T Son nimeros recles positivos.

Soluci6n:
(utilizando algunas propiedades de las desigualdades):

(22 = zip2ziga) (2 — TinaTivs) <0 m

donde los indices son leidos médulo 5, es decir: zj46 = z;.
Multiplicamos cada expresién de! lado izquierdo de las desigualdades y luego las sumameos y nose queda
la siguiente expresién.

0 > zzt- 71223z — 2lzgzg + 2alzsT + 22725
—=:2=4£1—33214=: 424322 a2 — z3lzgza

F) 2,2 2
—z4 rsTz+ 257" + 242057 — 2423173 — a2y

Jay%za + 252217 — T5izazq ~ 31 Tate + Z2024"

encontramos que en la suma anterior hay diez términos de la forma:
2 2 - -
z;°r; i£1J)
y diez términos cruzados de los cuales cinco son de la forma:

2
=T Tig1Tiga
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y los otros cinco de Ja forma:
-3-’671i+?li+4-
Entonces agrupamos los Lérminos y llegamos a la siguiente representacién de las suma de las desigualdades
dadas:

-3
0 > 3 (2 - ziazivalTin® — ZisaTiss)
i=1
5
2 2
= 3 3 (mizies - ziziea) + (Zic1zin — T Tiga)
i=1
esta suma de cuadrados no puede ser negativa, concluimos que es cero. Lo cual significa que cada término
se desaparece, esto implica que z; = 23 = T3 = 24 = z5, Cada conjunto de cinco nimeros positivos iguales
es una solucién del sistema de desigualdades.

Problema 21 (CMQ 1987) 5i g, b, ¢ son numeros reales mayores que 1. Probar para cualquier exponente
r>0, ’
S = (log, be)™ + (log, ca)” + (log, ab)"™ > 3-2°

Solucién:
Primero recordaremos €l siguiente resultado:
Iny

log, ¥y = e

‘Tenemas que:
log be= nbc_ Inbtloc _nb  Inc
%8 = e = " Ina  Ina  Ina

aplicando la desigualdad media aritmética - media geométrica

Iné  Inc Indlne 5
—p— >2
Ina  Ina = 7| {lna)?

entonces sustituyendo nos queda:
2lnt-Inc)h
b Sk ol
log, be > v
elevando a la r > 0, ambos lados tenemos

2(lné-lnc)®

(log, be)” 2 Taa)

similarmente tenemos

2 (lne-Ina)f
r N

. ¥{na-Ind)k
{log ab)” > o

de esta manera la suma 5, estd acotada por

>2'(|nb-|nc)’f' 9 (Inc-lna)® . 2°(lna-lnd)®

$2 (ina)” {Inb)r {lnc)"
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tenemos:

finalmente aplicando la desigualdad media aritmética - media geométrica a los términos sobre el lado derecho
S 2°(lnb-lnc)f 27 (lne-lna)d 2"(lna-|r|b)5]*
|

3= (tnay = (m& (e
Y
2 (Ina-lnb-lne) |
st[ {tna-Ind-Inc)r ]
que &s

5>3.7
como queriamos probar.
Problema 22 S$i a, b, ¢, son nimeros reales no-negativos tales gue:
(t+e)(l+6}{1+¢)=8
Probar que abc < 1.

Solucién:
Vamos a multiplicar la expresién dada:

$=(1+a)l+b){l4+c)=1+(a+b+c)+ (ab+ be+ca) + abe

aplicamos la desigualdad media aritmética - media geométrica, a los términos (a + b + c) entonces

9_+_3H_c > Vabe

Sea P = vabc entonces la desigualdad anterior quedaria de la sigutente forma

at+b+ec>3P
ahora aplicamos la desigualdad media aritmética - media geométrica a los siguientes términos {ab, be, ca),
entonces b4 bet
a__;__c_r.l > Vab.bc ca = FP?
M

ab+bctca> P2,

Comio un resultado la relacién dada quedaria expresada en la signiente forma:

1+3P+3P* 4 P®
(1+ Py

{1+ P)

P.

- w0 o
IV IV IV IV

Tenemos que P < 1, recordemes que P = Vabe, por lo tanto
Pl=abc <1
Problema 23 Probar la desigualdad:

1 1 -
ml(n+ 0¥ = <14 4 344 = <n= (n = PotEw

2°3
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Solucidn:
Sea 1 1
Sp=l4g4-+=

2 n

ahora analicemos el lado izquierdo de la desigualdad, tenemos lo siguiente:
5u > nf(n+ )% - 1]

si y solo si
Sn+n

—= > (n+ 1y* {1)

Para probar (1), tiene un ligero parecido a la desigualdad media aritmélica media geométrica; primero
trabajaremos el lade izquierdo de (1} de la siguiente manera y después le aplicaremos la desigualdad media
aritmética - media geométrica

n4S _ nt(l+i+-+3)
n - n
NN+ (14D
n
_ 2434424
- n
3 4 ntl ®
> (252 .
2 ( 23 n )
= (n+1)%

lo que queriamos probaz.
Ahora para el lado derecho de la desigualdad necesitamos demostrar que:

Sa <n=(n—1nT0

81 y solo si

de nuevo utilizaremos la desigualdad media aritmética - media geométrica pero primero trabajaremos el
resultado de la siguiente forma:

n—8 _ n—(l+i+}+-+1)
(n-1 n—1
-+ -344+(1-1)
- n-1
R Bt e
- n—1

aplicamos la desigualdad media aritmética - media geométrica tenemos:

-1
brdeo+ BB 428 aolymw
n—1 234 "
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lo que queriamos probar. )
alin+ 1) = 1] < 8 <n—(n—LnT=D

Problema 24 (OPP) Supongamos que z, y son nimeros reales no-negativos, con
zHy+ 223+ 2zy+ 32 =4
Probar que z%y es siempre menor que 4.

Solucién:

Vamos a utilizar la bien conocida desigualdad media aritmética - media geométrica. Nosotros tendriamos
que escoger con mucho cuidado nuestros niimeros de tal manera que al hacerlo nos quede del lado derecho
de la desigualdad el término

Sabemos que z%y, es el producto de tres factores

z z ¥
entonces se nos ocurre tratar de usar:
t+T+yY . 3
3 2 VEY

si utilizamos esos niimeros nuestro lado derecho esta bien, pero el lado izquierdo solo necesitamos tener
z 4y, s decir necesitamos tener solamente £ + y del lado izquierdo y z%y del lado derecho. Si hacemos unos
pequeiios ajustes, es decir si usamos 5, dos veces en vez de z, tendriamos lo siguiente:

§+§+v>,55y
3 =~Vz2

221}
b —
z+y2 3[ 1 ]
lo cual es una parte que necesitamos. Ahora vamos a tratar de obtener un resultado similar con
2z 4 2y + 34"

en e! tado izquierdo al aplicar la desigualdad media aritmética - media geoméirica. Después de varios intentos
llegamos a lo siguiente:

(B3 3] P R P+ )
15

dentro de los corchetes tenemos respectivamente 8, 4, y 3 términos iguales.
i
2:2\® 2zy 4 243
2 [(‘s‘) (%) @

que es: .
2
922 4+ 2zy + 3y? > 15 (%)
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pouiendo todo junto nos queda:

v
[

TN TN
>l

Luego

Lo que queriamos probar.

Problema 25 Dados p, ¢, r nimeras positivos lales que 2p = ¢+ 1, con ¢ # r Mostrar que:

pll+r
1
9o <
Solucién:
Suponemos que ¢ ¥ T son enteros positivos y consideramos los ¢ mimeros %,%. .. ,% y los T niimeros
‘l_, }7,. ey .l, Por la desigualdad media aritmética - media geométrica tenemos:
(1 1)1‘*‘7- T g(+r(®) 2 4
g g+r T g¥r p
( 1 1 )t'*'i 1
— — < _
oo J
elevando a la (g + r), tenemos:
1 1 platr

e A

lo cual es equivalente a la desigualdad querida. Este método no furciona cuando cualquiera de losdosgor
Do es un ntimero entero. ;Qué haremos ahora? Una idea es reescribir la desigualdad de la siguiente manera,
sabemos que:

g+t
2

p=gq+r = p=

tenemos:
pq+r < g

sustituyendo el valor de p, nos queda:
ot
(q; r) ' < 97"

@ < F'GE

B -
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sacando ralz ¢ + r, tenemos:

observamos que

< (i) (%)

2< g+r g+r
-1 - _T
z_q+ryy_q+r

z4+y=1y0<z,y<l

entonces ¢l problema es equivalénte a probar que:

Flz)sz(1-2)""*> <, 0<z<l,

1
2

1
Z?‘-‘i

Introduciendo la funcién de esta manera estanios habilitados para usar los métodos de anilisis. La idea

es encontrar el valor minimo de F aobrze (0,1). Para simplificar la derivada consideraremos la funcién:

Giz) = log F(z)

para encontrar los puntos criticos derivamos:

podemos ver que:

log

N

G'(z)=0 & z=

%[zlogz +{1 - z)log(l ~ z)]
{logz+1)—1-log(l —z)

L

més ain G'(x) < 0 sobre el intervalo (0, ) ¥ G'(z) > 0 sobre el intervalo (,1). Por lo tanto G(z) toma su

valor minimo sobre (0,1 en z =

E! valor minimo de F{z), sobre (0, 1}, es:

de lo anterior tenemos que:

CRONORE

1
F(.r)>5 Vzen(ﬂ,l),:;é-;-
por lo tanto
41
P <1
"
Problema 26 §i los ndmeros reales positives £1,23,- - -, 2n41 S0n tales que:
I LS —
1+z; 1422 1+ T

Probar que:

EIRETRRIT RS ¥ Lk
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Solucidn:

Sea:
1

—— =g
(T+z)
entonces tenemos
]_ -
Gtozi=lyzz—0"

+
denotando a;a;---an4: por A tenemos el siguiente producto:

n+l
simrnn = ||

f=i

-0 _ [I2H (1 - ay
- A

a;

ahora dando la condicién:
e +az+ - 4a=1

tenemos que:
l—a;=a, 4+ g3 + i1+ -+ Caya1.

Aplicando la desigualdad media aritmética - media geométrica, tenemos: para cada i

@ +---+a8j_Fai41+ - F oy
n

> {a17 o184 - '-an+1]*

i
n = lai

que 5.

multiplicando las n + 1 relaciones dadas:
vl | R+l i nt11d
H|=1 (l G.) > [ A ] _ [A ] =A

nntl a1832...0n41 A -

Por lo tanto tenemos:

n+1
o (1 —aq
2123 2yt = ;f%._‘l > gt

lo que quetiamos demostrar.
Problema 27 (LHSO 1980} 5i a, b, ¢, d son mimeros reales positivos tales que
a4b+ct+d=1

Frobar que:

S=vVia+1+Vab+1+Vic+14+Vid+1<6

Solucién:
Por 1a desigualdad media aritmética - media geométrica tenemeos:

ECL*%}'{P_]Z‘/(“*_]}.]

es decir:

Visti<Za+l
déndose Ia igualdad si 4a+ 1 =1, es decir si a = 0.
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Por hipStesis a es positivo, entonces la desigualdad es estricta y tenemos:

Vvéa+1<2a+1

similarmente tenemos las relaciones para b, ¢, d es decir:

Vib+1<2b+1

sustituyendo estos valores en S, nos queda:

s

por lo tanto § < 6, lo que necesitamos probar.

Problema 28 Supongameos que z; > 0,i=1,2,...,n y 360 £p41 = z1. Probar que

)<3

>

Solucién:

1 A

vic+1<2c+1

Vidti<od+1

e+ D)+ + ) +(2c+1)+(2d4+1)
2a+bd+c+d)+4

2+4

6

2

i=1

T3

Ty

I3
zy

T2

&3

Tz Ty
3
3 _ T
I3 T2
fl o _ N
z3 xg
también
1 Z; Iz T3
. - 2 Ia L T

Tiq1
i

—
[1a)

—
1A

= LRl LA

—
1A

T

_(__

T3

i=1

a8

)+

(

Consideremos el caso para n = 3, por la desigualdad media aritmética - media geométrica, tenemos

y

+
GOl a3l
TN TN
NIH hIH
- Jta = e

@ w @
+ o+
GOl CAje L2

+
I
N
Hili
a Jw
pa———

+

Iz

)+ (5)
Z3 3 ]

sumando estas desigualdades nos da el resultado querido. El caso para n entero positivo arbitrario es similar.

4.3 Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Problema 29 (USAMO 1978} Seon a, b, ¢, d, ¢ mimeros reales tales que:

Determinar el valor mdrimo de e.

g+btc+d+te
a3+b2+ci+d2+82

B
16
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Solucién:
Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los siguientes dos conjuntos {a,b,¢,d} ¥ {1, 1, 1, 1},
tenemes:

4@+ 87+ +dN) > (a+b+c+d)f {1)
sabemos que
atbtetd=8-cyad® +®+ 2 +d=16-¢"

8l sustituir estos valores en (1), tenemos:

4(16-¢%) > (8-¢)
64—4e2—(8-¢)® > 0
64— de? - 64+ 16e~e® > O
—~(5¢* +16e} > O
eSe—16) < 0

resolviendo para ¢, encontrames que la solucién es el intervalo: 1 > e > 0. La cota superior 12 es oblenida
cuandoa:b:c:d:%.
En un camino similar podemos generalizar el problema y encontrar el valor méximo de a,, donde

al+gz+-n+an=K)’ﬂla+ﬂin+"'+an2=L

y las als, son niimeros reales.
Prueba: Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a Jos siguientes conjuntos:

{01..62.. ..,an_l] ¥ {l, L... 1}
y oblenemos
n—1 n-1 2
(=13 a2 (Za.-) (2)
izl i=l

sabemos que:

aytazt--+ap; = K-aa
a¥+a’+ - taa® = L-as?
sustituyendo estos valores en (2} tenemos
(n=1(L=-as?) > (K-aa)
(n—1)L—(n-1)a,? 2 ¥ -2Ka, +a,?
=
ne,? — 2K an + K? = (n— 1)L <0
=

na? = 2Ka, + K2 - (n- 1)L <0
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& {n — 1)L = K? cancelamos esos términos y nos queda:

na,.z —tKa,
2a(na, — 2K)

1A A

entonces
a, > 0yna,—2K <0

de lo anterior tenemos que:

na, < 2K = ap < %
por lo tanto
0<a, < E
n
y el valor méximo de a,, se alcanza cuando tenemos:
8, =063 = -+ 8-
Problema 30 Sean z,,23,...,2, donde n > 2 nimeros posilivos toles que
i +rg+-4z,=1
Probar que:
§= l+-‘::+:3|+---+z., + 1+:1+x-:=+---+x,, oot 1+=.+f'-'-+z..-; 2 2r:- 1

Solucién:
Por hipdtesis tenemos lo siguiente que =, + 23 + - -+ £, = 1 entonces

T 2

n
X Iy

5= e = s
- 1F0-z 7 T T30 =2n) E?—z;

shora vamos a manipular el término general, de la siguiente manera:

5 _2-2+4z 2 2-3 _ 2

-z 2-z  2-% 32—z —2—3,-“1

Luego:

|-£-e[E ] -

i=1

n - n 9
S=Z‘2—z,—= [Z?—xi
=1 =1

nuestro siguiente paso s la aplicacién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que dice:

(@340 4+ aa) b ? 55 4+ 8,.7) > (erby + azby 4+ + anba)’

con
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tenemos:
3 ! 1 1 2
(Z2—:-)((2-zl)+(2_:7)+"'+(2—3n)) > ( _xlﬁ:-’_l+"'+ L \/2_:__1_:)

J=1

v
a
2

(ig_l:,)uﬂ-(:l +z:+...+z“))
i=t 1

=1
(2n-1) ?
;2—:;

A%
E]

7
X
[
B
A%
E

&~ 2n-1
n
1 In? n
3’2[?;2—:,-]'" 2 i "S-l
n
o8 2 2n -1

Problema 31 Probar que si a y b son nimeros positivos tales que a + b = 1, enlonces:

1y? 1N?_ 25
(a-l-;) +(b+s) 2?

Solucidn:
Sabemos que: )
2 + ¢ z+y
>
2 ()
sea
r= +l —b+l
=at-yy=bty
entonces:

Lo ]
_—
T
-]
4
| w=
T
-
+
-3
o+
had ]
S
—
v
[
—y
P
1~
<+
| b=
N’
+
N
o
+
re |
S
[S——)
»

aplicamos 1a designaldad de Cauchy-Schwarz

(§+%)@+¢)gu+1f=4

D] 2ot - (5 -2

entonces

¢l resultado sigue después de poner juntas las dos anteriores desigualdades y multiplicando cada lade por 2,

es decir, tenemos:

(CHRCHIF T -
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multiplicando por dos ambos lados tenemos:

1y? 25
(d+;) +(b+b) 2?

Problema 32 (IMO 1995} Sean a,b y ¢ nimeros reales positivos tales que abe = 1. Probar que

1 1 1 3
F6+9 e TS Eein 22

Solucidn:
Sean
I U
=oy=goe=s
entonces zyz =1y
a*{d+¢) b(ct+a) SF(a+bd) y+z z4z z4y
ya que
1 n 1 + 1 _ z? + " + 22
a(b+c) c+a) cF(at+d) ~ abtac be+ba  ac+be
z? e 22

y+z+z+z+=+y (I)

Para probar que § > & 5 aplicamos la desigualdad de Cauchy a los vectores

(\/y:- z' \/zy+z' ‘/:::- y) y (WFEVata oty

y cbienemos
z 2 v 2 R 7
(ﬁﬁ?”+ AT A y”+0 < (ﬁwz)+(w+=)+(w+y)'
[(\/y + z)’ + (Vi t ::)2 + (VT + y)’]
nos queda
(z+y+2)°<S 2z+y+2)
0
{(z+y+9)
P

usando la desigualdad media aritmética - media geométrica tenemos

S>:+y+z 3

2 3 Z vy

la igualdad se cumple si z =y = z = 1, lo cusl es equivalenteaa=b=c=1.
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Problema 33 * Sea a4 b4+ c =1, prober la desigualdad

ViaF T4+ VBT I +vac+1< VI
Solucién:

Consideremos los vectores (1,1,1} y (vV4a + 1, vV4h + 1, /dc + 1}, aplicando la desigualdad de Gauchy-
Schwarz

(1 VRa+T+1-vab+ 1+1-\/4¢+1)2 < [(*+1241%) [(\/47:+ 0+ (vaE+ 1)2+ (\/4c+1)2]

A2
(VEFT+VBFT+VicT1) < 3(a+1+4b+1+4c+1)=3(d(a+b+0)+3) =21

o=

¥ tenemos la igualdad si y solosiea=b=c=
Problema 34 *Sig,b,c > 0, jes verdadero que a cos® §+bsin? # < ¢ implica que \/a cos? 94+v/bsin? 8 < /&7

Solucidn:
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Vaces® 8 + Vbsin? g < [(\/Ecoso)z + (\/l;sin 9)2] i [((:089)2 + (Binﬂ)z] i

172

{acos? 8 + bsin? )

s

‘También hay una buena solucién basada en la desigualdad media aritmética - media geométrica

acos* 8 + 2vavhcos? §sin’ ¢ + bsin' 4
acos® § + (a + b) cos® Gsin® 6 + bsin' 8
{acos® 6 + bsin? §) (cos? # 4 sin* §)

c.

(\/E cos® 8 + vbein? 6)2

A

A

Problema 35 * Supongamos gque a;,4z,...,8, son reales y
n N 1 n 2
A+ gai < ol (2 ﬂ-‘)
probar que A < 2a;a; para 1 <i<j<n.

Solucidn:
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(&)

(a1 +a3) +az+ -+ an’

1A

-+ 1) ((ar +02)* + a3+ 4 a)

"
Z aiz + 2a, az]

=1

(n-1)
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esto, junto con la desigualdad dada implica que

f (B ()

i=l =1

< - (i:a,?) + ﬁ [(n— 1) [Zn: a?+2a.a,”

i=1 i=1

= 2aja;

de manera similar A < 2a;a; para 1 <i<j<n.

4.4 Desigualdad del Rearreglo

Problema 36 (IMQ 1975) Sea z;, y; con (i=1,2,...,n) nimeros reales lales que {21 > z3> - > za} ¥
{22 2> va). Probar quesi {z1,22,...,7a} €3 cualguier permutocidn de {y1,32,...,Un)} entonces

Yoz -w) <Y (2 - =)
=1 =}

Solucién:
Sabemos que:

n n n n
Y w-uP =)=ty nni+yu’
i=1 i=1

i=1 i=1

i(zi - z.-)’ = i:;z —Zi iz + iz,'2
i=1 =t

i=l i=1

ademas sabemos que:

En: W= zn: x’
i=1

i=l

entonces la desigualdad a ser probada es equivalente a probar la siguiente desigualdad:
n n
Ez;y,- > z:c.-z.- 1
i=1 izl

en la suma del lado izquierdo, los factores yi, ocurren en orden descendiente, mientras en la suma del fado
derecho, los factores z;, quizds no ocurren en orden descendiente, es decir, hay términos

Thzk ¥ iy
con k < { tales que:
Tz Yy u<y {2)

cualquiera que sea el caso, intercambiamos zx y 2, reemplazamos los términos: Tizx + Tin POr Zez + T2k
aseguramos que este reemplazamiento, no decrece la suma del lado derecho de (1).
Para el producto:

{zx ~ 1)« (2 — 2t} =.a:kz;., +xizn— (zez +xizk)es <0
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por (2)
ZeZk 4 2121 S Ixdt + Ty

Después de un nitnero finito de estos intercambias, la suma del lado derecho de (1), es reemplazada por
una suma como la siguiente:
n
S

i=1
donde:
{22224}

¥ en este punto tenemos que: 2! = y;. Por lo tanto la suma del lado derecho de (1), es menor o igual que
S ziwi lo cual prueba lo que queriamos, es decir:

Y lmi-w) <) mi-a)

i=1 i=1

Problema 37 Sea z; > 0, S=z) + -+ + £,. Probar que

k) ) 5 n?
+ - >
S—zy S-1z4 S—z,"n-1
Solucién:
Utilizando el siguiente Lema: Si a;, a3, . ..,a, son nimeros reales positivos

SO 1
{81 +az+ - +a,.)( ot )zn’

Prueba del Lema: Apliquemnos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las colecciones

s (g )

para obtener que

= (Vg g4 ) <D E () - (299 (£3)

Tenemos que

e | e B

el segundo factor del lado izquierdo es {n ~ 1) ¥ eso implica el resultado.

Problema 38 (Desigusidad media aritmética - media geoméirica} Sean z),zz,..., %, mimeros posilivos,
entonces

rntzz+--+za
n

2 Yzza o ZTa

con la tgualdad 8i y solo siz) = T3 = - = Xq.
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Solucién:
Sean

T1%2

z
G=ziz3 Ty, 1 = El' ﬂ:-——'G'T,'-'.a

por ¢l corolario 2 de la desigualdad del rearreglo, tenemos

Gn

n < E|_+E.:_+...+ n
an 131 an-1
Z I Zn
¢ i 23,  .4nm
2 etetts
lo cual es equivalente a
z;+zz+---+x,.ZG

n

la igualdad se cumple si y solosiay =az=---= @, 02 =23 = T Za.

Problema 39 (Desigualdad media geométrica - media armdnica} Sean z1, 23, ..

_ Tira2-cc¥a

=1

., Tn ntimeros positivos,

entonces
n
L TESRERE M T I
ntntoot
con la igualdad si y selo sizy =22 = --- = Zn.
Salucidn:
Sean G, a;,43,...,0n como en el problema anterior, aplicando el corolario 2 de la desigualdad del rea-
rreglo, tenemos
n _<_ & +a—2-+...+a_”
a3 a3 a1
G G G
= —4—4+ —_
Iy I3 L2
lo cual es equivalente a
n
Gz T I
R R

con la igualdad si y solosizy =23 =--- = Z.

Problema 40 (Desigualdad medio raiz cuadrada - media arilmética} Sean £,,23,.

entonces
/=§+z§+-~+z3>x1+mz+-~+:n
n = n
con la igualdad si y solo sizy =23 ==z,
Solucidn:
Por el corolario 1 de 1a desigualdad del rearreglo, tenemos
zi +z§+---+.1:§ 2> nizz+zazat -tz
i+t 42l 2 mzstzizat o+ 2az2
3, .2 2
zit+ratta, 2 ZiZnt+razri+ o+ EnIn-a

.., 2, ntimeros regles,
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sumando egtas y
24zt tri=zl+ed 42
tenemos
@42+ tal) 2@ttt o)
lo que queriamos probar.
Problema 41 {Desigualdad de Cauchy) Sean ay,a3,...,8n,b1,b2, ..., b niimeros reales, entonces
{ardy +agbz + -+ apba) < (a4 ad +-- +ad) (BT + 8+ +80)
con la igualdad ai y solo si para clgune constante k, ¢; = kb; para 1<i<n o bizkayparel <i<n,

Solucién:
Siay=az=---=ay=00b =b=--= b, =0 entonces ¢l resulatdo es trivial. Por otro lado, sean

S=zyfal+al4---+a}, T= \/b'f-l-b%-l--"-i-ﬁ,’.

son ambos no-cero.

Sea

. b )
:iz%y:nﬁ:?',panlgugn

aplicando el corolario 1 de la desigualdad del rearreglo

al+al+--+ad bi+bi4-- 482

2 =
& + T3
= 4zi+ 42
> zlzn.“+Iz'—'—'ﬂ+2+"'+2n32n+3n+|31+3n+232+"'+32n3n

2(a1by + azby + - .-+ €nba)
5T

lo cual es equivalente al resultado querido. La igualdad se cumple i y solo si £; = Tn4 para 1<i<no
a;T=bSparal <i<n.

\

Problema 42 i a, b, ¢, son ndmeros reales positivos, probat que o> + 5* + > ab + bl + ca.

Solucién:
Sea a; = 0%, a3 = b%, a3 = €%, b, = ¢, by = b, b3 = ¢, aplicando la desigualdad del rearreglo, tenemcs

a¥-a+b bl e a4t cia

P+ 42> a’b+ e+ cta
Problema 43 Seaa; > 0,i=1,2,...,n y § = a; + a3 + - - - + an. Probar la desigualdad

a1

S—a1

tn n
> .
§-a, “n-1

az
tgo ot
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Solucién:
Obviamente las sucesiones a;,az,...,4n ¥ -g;";, e ﬁ: ambas crecen o ambas decrecen, por lo tanto
1 1 1 1 1
. . . >l . e g —
GrgorttangT 2 g e g e e
donde {a},...,a,} es una permutacién de {a1,...,an}, 8i consideramos las (n — 1) permutaciones
(62,a3,...,80,01)

{za,84,...100-1,03)

(a1 @1r- o1 Onm)

la suma de estas desigualdades nos da el resultado esperado.

4.5 Convexidad, Desigualdad de Jensen
Problema 44 (USA 1974) Probar que si a, b, ¢ son nimeros reales positives, entonces
a®b’cf > (abe) e

Solucién:
Primero probaremos que:

2y > By 8

para £ >0,y > 0.
Podemos decir sin pérdida de generalidad que x > y. Ahora

z z\*Y
>y = ;215(;) >1
= ¥ 5,
vy —

= £y >V
por lo tanto (1), es obviamente verdadera. Entonces multiplicando las siguientes tres desigualdades:
a®tt > ot B0 > b°cb, cfa® > c®at

tenemos: 2
(aubbcc) 2 ab+ebc+aca+b

ahora multiplicamos ambos lados de la desigualdad por a®5®c®, tenemos (a%8%¢)° > (abe)***° la cual es
equivalente a ¢l resultado querido. La igualdad se cumple & a=b=¢
Podemos generalizar la desigualdad (1), de la siguiente manera:

(G?' . a;’ s .a:‘)n 2 (6102 . an)¢1+“1+"'+0- (2)

donde las a!s son niimeros reales positivos.
Prueba: Aplicaremos la desigualdad de Jensen para funciones convexas, recuerde que esta dice que

1S Ha) 2 f (%Za.-).
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Sea f(z) = lnz", que es convexa, aplicando Jensen nos queda:

= o 1 \E
;;lna; * > In (;;u;)

aplicamos la desigualdad media aritmética - medin geoméirica a el argumento de esta funcién es decir:

»
w1 B

1 n
;Z a; > (a1as.. .u,.)é
i=1

de donde .
(EZW) > (e1az...6a) o
i=1
entonces £
) »
l n - EI-I-! bl
In(n;""'“n“‘)"L >In (;ga;) >n (Ha,-)
es decir:

(a;% 3% ...2,°")" > (@02 .ag)titert tee
Lo que queremos demostrar.
Problema 45 * (USAO 1980} Prober que 5i 1 > a,b,¢ > 0, enlonces

e ,_ b 4 4
bdc+1l c4a+l a+b+l

(l-a)(1-B{l-¢ <1

Solucién:
Primera pruecba:
La funcién F (g, 5, ¢} sobre el lado izquierde de la desigualdad es convexa en cada una de las variables
a, b, ¢ separadamente. Por decir a dos de los términos son lineales, mientras los otros dos términos son de la
forma
A
B4z

con A > 0, B > 0, la grifica del término

A
B+z

pata z > ~B es una rama de una hipérbola. Podemos probar esta copvexidad observando que gn segunda
derivada

2A

m(OPMET-)”B.
I

Usar el hecho que €] maximo valor de una funcién convexa sobre un intervalo tiene que ser un punto final
del intervalo, por lo tanto el maximo valor de F (a, b, c) serd alcanzado en uno de los 8 vértices del cubo
dado por0<a<1,0<54<1,0%<c<1,en coordenadas rectangulares (a,4,¢). De hecho, en cada vértice
Flab,c)=1.

Segunda prueba:
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Primero asumir, sin pérdida de generalidad, que 0 < @ € b < ¢ € 1. Entonces, tenemos que: a4+ b4 1 <
cta+1<bi4e+l, porloque,

a + b + ¢ at+b+c
b+¢e4+1 c+a+l a+b+l - a+b+1

Por lo tanto la desigualdad original se reduce a probar que

(n

atb+ec
m-{-(]—a](l—b)(l—*c)Sl.

Expresamos asi

a+b+1 c—1

+Hl-a)(1-8(1-¢) = gt g (=g (1= (1-0)

l—(;i—;%)[l—(l-ra-{vb)(l-a)(l—b)]

a+b+c
a+b+1

la desigualdad requerida se sigue de esta expresién después de notar que

(14a+8)(1-a)(1-8) < (l+a+b+ab)(1-a)(k—b)
= (l+a)(1+b)(1-a){1—8)

(1-0%) (1~ 57)

1

IA

4.6 Desigualdades Geométricas

Problema 48

DDa+b>e¢, dbt+e>a,cta>b.
IMa>p—e,b>ja—cle>la-3

HY) (a4 b= (b+c—a){c+a—-0)>0

IV)a=ypy+z b=z+z,c=z+y donde z, y, z son positivos.

Solucién:

(I « (1)
at+b>e a>c-byb>c—a a>[b-¢f
b+c>a & bda-cyc>a—-b & b>|e—al ¢
cta>d e>b—ayas>tb-c c>|b-a

(I) « (I11)
a+b>c e+b—c>0
b+c>a & btc=a>0 = (a+b—-c)j(d+c—a)lc+a-b) >0
ct+a>h cta-b>0

{a+b=c){(b+c—a)(c+a—b) > 0implica los tres factores positivos o uno positive y los otros dos
negativos, esto iltimo no es posible pues si por ejemple

a+b-c<0ybte—a<l

entonces, al sumar tenemos que 2b < 0 lo cual es imposible.
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) & (1V)
a=y+z 2r=a+b-¢
b=z+z < y=c+a-b
ce=z4+y z=btc—a.

Problema 47 (IMO 1961) Sean a, b, ¢ los lodos de un tridngulo y T su drea. Probar a? +5% +¢* > 4/3T.

Solucién:

Sea p el perimetzo del tridngulo, p = a + b+ ¢. De acuerdo al Teorema Isoperimétrico para Tridngulos
que dice: “De todos los trisngulos con el perimetro dado, el equildtero tiene el drea mas grande”. El drea
de un tridngulo equildtero con lado p/3 es:

4
A =
12/3
pz
T < 1
= 12v3 ()

més adn, la suma de las identidades

pP=(a+b+e)’ =a+ b7 4c* + 2ab+ 2bc+ 2ac

Yy
(e~ )%+ (b—¢)* + (c—a)® = 20” + 2% + 2¢” — 26 — 2bc — 2ac
€8
PPt(a—0+d-c)?+{c-a) =3’ + b +%).
Entonces

PP <3a® +67 4 %) (2)
con lo igualdad si y solo si @ = § = ¢. Desde (1} y (2} tenemos que

232, .2 24474 2
S3(a+b+c):T5(a+b+c)

T
123 1/3

que es equivalente a

o + 5 + ¢ > V3T
la igualdad en (1) y (2) se da, si y solo 8i a = 4= ¢ y en la iltima desigualdad i y solo si el tridngulo es
equilitero.

Problema 48 {IMO 1961} Considere el AP P3Py y un punio P en él. Sea PP, PaP, P3P lineus gue
intersectan los lados opuestos del tridngulo y sean los puntos de interseccidn Qy, Q2, Qa2 respectivamente.

i PP PP P3P
Prueba que de los nimeros 557, 5g, Pa; al menos uno es < 2 y ol menos unc es > 2

Sclucidn:

Refiriéndonos a la Figura 3 y denotando el drea del AXY Z por {XY Z). Sea A = (PPyFs), B = (PP,Ps)
y C = {PP,P;), entonces A+ B+ C = {P,P3P3). Ahora los tridngulos PP2Ps y P1PyPs tienen la misma
base P2 Ps y sus alturas estin en la razén %%‘I-. Por lo tanto sus dreas estdn en la razén:

Pou_ 4
PQ, (A+B+0C)
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Figura 3: Problema 48

similarmente con los tridngulos PP Py y PPy P, relacionados con Py P2 P3 tenemos
PQ: B PQa C

P, (A1 B10) ' PQs (A+B+OY

Por lo tanto
PQi PO POy _A+B+C_
PQ: RQ: P A+B+C

lo cual implica que al menos una de las razones:

PQi 1
Q" %3
y al menos una es
PQ; 1
Qi 23
esto es equivalente a la desigualdad propuesta.
Para PO
R <13 -
<

PQi _RP+PQi_ PP _ PQ_ PP

=N s S g 123
PQi T PQ PQi PQiT P T2
=
PP PP
-P—Q'>3 1=2= -P—Q":-Z
Similarmente PQ. -
PQi =
@
PQi_PP+PQ PP PQ_PRP . .
PQiT T PQ PQPQPQTE
=
il 1—2=>P—P<2

PQ; = PQ; =
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Por lo tanto

para alguna LiLid >2

PQ,
y para alguna -W <2
Problema 49 ({MO 1964) 51 a, b, ¢ son los lados de un tridngulo. Probar que
a®(b+c—a) +b%{c+a—b)+c*a+b—c) < Jabe
Solucidn:

Prueba 1: (Ulilizando la desigualdad media geométrica - media aritmética).
Sea

z=b4+c—a
p=c+a-—>b
t=a+b—¢

Notamos que z, y, z son positives, ya que g, b, ¢ son lados de un tridngulo. Entonces:

z+y _ (b+e-a)+{c+ta—b) 2 _
2 2 I
viz _ (cta-B+e+b—c) 2a
2 2 T2
i+zT (a+b—c)+(b+c—a)_3§_b
2 - 2 T2
de acuerdo a la desigualdad media geométrica - media aritmética

S > A

2 v

z-;—z > \/z_::

por lo tanto, multiplicando estas desigualdades tenemoas:

z+y y+zr 4z

S e vE VR V) = e

Ia cual sustituyendo valores tenemos:

abe> (b+c—a)(c+a—bjlat+b—ec)

Cuando los factores del lado derecho son multiplicados y los términos son agrupados entonces esta desigualdad

toma la siguiente forma:

az(b+c—a)+bz(c+a—b)+c2(a+b—c}—2abcsabc

desde 1a cual, nosotros llegamos a la desigualdad deseada.
ab+c—a)+be+a~b)+(a+b-c) < dabe.
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Prueba 2: (Utilizando propiedades de desigualdades}
Llamémosle a los lados, talesque ) < a < b < c,entonces c —b>c—a>b-a>0y

clc— b)(c—a)} > b{e~b)(b~a) > 0

clc—b{c—a)—b{e —b){b—a}> D
sumamos el siguiente término no-negativo a(a — b)(a — ¢) 2l lado izquierdo, obteniendo
afa —bYla—c)+eclc-b}{c—a}—blc—b){b—a) >0
o equivalentemente:
a®+ 8+ - @%b — aPc — ®b — ca — b — bla + 3{abe) > 0
Esta puede ser escrita en la siguiente forma
a?(b+c—a)+b*c+a—b)+cfa+b—c) < 3abe)

la igualdad se dasiysolosia=b=¢
Prueba 3: (Utilizando Propiedades Trigonomeétricas).
“Ley de los Cosencs” El lado izquierdo de la desigualdad a ser probada, podemos escribirla en la siguiente
forma
a(B? 4 —a®) b +a? - P)+e(ad + 87— )

splicando la Ley de los Cosenos a la expresion anterior tenemos lo sigutente
a{2bc cos A) 4 b(2accos B) + ¢(2abcos C) = 2abe{cos A + cos B + cos C)

donde A+ B + C = 180° Ahora, si conservamos € fijo, la expresidn cos A + cos B + cos € es la m4s grande

cuando A = B. Como At B A B
cosA+cosB=2cos(—L)-cos( — )

2 2

y siendo A + H constante, este producto es el mas grande cuando

cos (M) =1
3 =
es decir, pare A = B. Ya que A, B, C estan ubicados simétticamente cos A + cos B + cos C tiene su maximo
valor cuando A = B = ¢ = 60, en tal caso

cosA+cosB+cosC=-g-

por lo tanto
a*(b+c—a)+b%c+a—b)+cPa+ b~ e) € 2abe) (%) = Jabe)

Problema 50 (IMO) Para coda punto P, que estd deniro del AABC. Sean D, E, F los puntos de inter-
seccidn de las lineas AP, BP, CP con los lados opuestos a A, B, C respectivamente. Determina P, tal que
el drea del ADEF sea lo mdrimao.
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Figura 4: Problema 50

Solucién:
Sea [UVW] el rea de un tridngulo U VW, refiriéndones a la figura 4, vemos que:
[DEF] = [ABC] ~ [BDF) - [DCE] - [EAF] n
sabemos que

{ABC) = %acsin B

y tenemos que

1 inB = —[ABC]
2 ac

entonces

(BDF] = %:(c —z)sinB = Eﬂ;&:ﬂ

snilogamente damos las expresiones para las otras dreas es decir

[ABCly(a — =)

1 :
[DCE) = Ey(a - z)sinC = ba

(EAF] = 16 - uina = AECEE D)

sustituyendo estas en (1) tenemos:

_ zle—2) pa-z) z{t-y)
[DEF] = [ABC](l-— =1 _dema) 0o )
= [ABC](1—u(l — w) — (]l — u}) — wil —v}) (2
donde R
u—a,v—i,w_-.

Queremos maximizar el segundo factor del lado derecho de (2] el cual escribimos de la siguiente forma

F=(1-u)(l-v){l —w)+uvw (3}
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aplicando ¢l Teorema de Ceva, tenemos:

z ¥ z

sustituyendo tenemos lo siguiente
z ¥ r _ u v L
a—:b—yc—z—l—ul-ul—w-

por lo tanto u, v, w satisfacen que
uyw:(l—u)(l-—v)(l-w) (4)

Sea uvtw = G, entonces por (3), tenemos que F = 2G y F, alcanzaria su maximo cuando G lo alcance, es
decir, cuando
z Yy z
U= -, V= -, W=
a [

b
Fécilmente deducimos que los anteriotes valores de u, v, w, alcanzardn su valor méximo cuando el
denominador sea el nimero mas pequedio y ademds todos los denominadores sean iguales. Entonces es ficil

decir que esto ocurre cuando |

U=v=w= —

2
¥ satisface (4). Por lo tanto, sustituyendo estos valores en (2) tenemos

s Maz[DEF}= [—A;%g

y esto se alcanzara cuando el punto P sea el centroide del AABC es decit P, &8 el punto donde las medianas
se intersecian.

Problema 51 {IMO) Dos tridngulos equildteros estdn inscritos en un cfreulo de radio r. Sea K, el drea del
conjunto de todos los punlos interiores a ambos tridngulos. Probar que:

2K > r*V3

Solucién:

Sean AABC, APQR, dos tridngulos equiléteros; Sean D, E, los puntos de interseccién del lado AR, con
el lado PRy el lado PQ respectivamente. La figura entera es simétrica respecto a 1a linea OD y también ala
linea OE, también tenemos que K = AreaAABC - 3-AreaAPDE. Asi K, tendra su valor minimo cusndo
el APDE alcance su drea maxima. IEntuitivamente esperamos esto cuando P, sea el punto medio del arco
AB. Para ptobar esto, sabemos qgue PD = ADy PE = BE por la simetria antes mencionada; entonces el
APDE tiene perimetro constante ¢ igual 8 AB = /3.

Ahora utilizando el siguiente Teorema Isoperimétrico que dice “De todos los Tridngulos con un perimetro
dado, el tridngulo equilitero tiene el drea méxima”. En consecuencia el APDE, tiene su drea mixima
cuando P, es el punto medio del arco AB, en este caso, los lados del APDE son 31,- de la longitud de los
lados del AABC, entonces el drea del APDE es % del drea del AABC.

Sabemos que el Area de un tridngulo equilétero es igual a un cuarto del cuadrado de un lado multiplicado
por V3, aplicando este resultado obtenemos lo siguiente: .

2 V3 i3
(rVAE =

K > (AreaABC) (1 - g) =3
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Figura 5: Problema 51

por lo tanto
riv3

i 2K > r3V3.

K>

lo que queriamos probar.
Problema 62 Ses P un punto interior del AABC. Sean D, E, F los pies de las perpendiculares desde P
a las lineas BC, CA, AB respectivamente. Encuentra todos los puntos P, parg los cuales:
BC N CA + AB
PD " PE  PF
es minimo.
Solucién:

Secan a, b, c, las longitudes de los lados opuestos det AABC, respectivamente y sean z, y, z, las longitudes
de los segmentos PD, PE, PF como se muestes en la Figura 6. Sea i, el drea del AABC. Sabemos que

Figura 6: Problema 52

ar = 2(drea del ABPC)
by = 2(édrea del ACPA}
2(drea del AAPRB)

€z
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por lo tanto
az + by + cz = 2(area del AABC)
es decir
az + by +czr = 2K, (1)
Ahora, nosotros queremos minimizar -

a b ¢

— + - + -

* ¥y oz

sujeto a la restriceién {1). Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz que dice

(S < () (E)

con /az, by, €z sirviendo como las s y /%, \/g, /%, como ¥'s, tenemes

(m\/s;l m\/} \/—\F) < (V& V' + ve) (\/: + \/E +\/§2)

que noe lleva a

w+a+q’gmx+w+¢ﬂ(5+i+f)=2x(5+9+5) (@)
r y % zr y z
es decir s (a+b+0)

a c at+b4+c

ztytiz Tk

La igualdad se cumple, si y solo si los vectores (f. 3, §) y (az, by, ¢z) son proporcionales, decir, si y solo
siz=y=3.

Por lo tanto el minimo valor de (2), ocurre cuando P es el incentro del AABC.

Problema 53 (USAMO 1976) 5i la suma de las longitudes de los seis lados de un tetraedro rirectangular
PABC (es decir LZAPB = LBPC = LCPA =100} es 5, determinar su volumen mdzrimo.

Solucidn:
Sea PA=a, PB =5, PC = ¢ como se muestra en la figura 7. Aplicando Pitigoras a ABPC, ACPA
ABPA, tenemos _
BC' =8+, CA =t +a?, BA* =a* + 17

sustituyendo en § nos queda:

Sza+btct VT E+VE+a+ Va2 + 8 (1

Ahora tenemos que maximizar el Volumen V = %, sujeto a la restriccién (1). Aplicamos la desigualdad
media aritmética - media geométrica y tenemos

a:l-i-b+t:23(u.'zi§c)i y b+ > 2be
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Figura 7: Problema 53

por lo tanto

5> 3(abe)? + (v2he + Vca + V2ab)

aplicando de nuevo la desigualdad media aritmética - media geométrica a la suma en parentesis obtenemos
lo siguiente

3(v/Tbe - vaea - vVaah)?

Ve + VIea + V2ab >
$ > 3(abe)} +3(vZhe - vZea - vaab)}
> 3(ab)t + 3(2v2abe)t
= 3abc)tpi+2% .24
3(1 + v2{abe)}

sustituyendo (V) nos queda
s =31+ Vvt

despejando el Volumen tenemos

£ 8
Vs 63314 v3)°  162(5v2+7)

y esto se alcanza siysolosia=b=rc.

. Problema 54 Ses P un punto en el interior del AABC y sean vy, r2, r3 las distancias desde P a los lados
a1, a3, 63 del tridngulo, respectivamente. Sea R el circunradio de ABC'. Probar que

1 )g‘

VIR RVOE BV IR (@ ? +02% 4 a5’
VIR

donde la igualdad se cumple si y solo si AABC es equildtero y P es el incentro.

Solucién:
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz Tenemos lo siguiente:
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\/rT+\/r_:+\/E=\/nTn\/_+\/m\/-+\/ﬁ?§\/_

< (a,r1+a;rz+a3r3)é ( +i+ 1)
a2 @3

la igualdad se cumple si y solo st

Vair _ @tz _ Afasrs
f1 fL f1
a) ag ay

5121’1 = 022?'2 = ﬂaz"a-

o equivalentemente ai y solo si

Sabemos que a;r; + azrg + azrz = 24 donde A es el irea del AABC. También sabemos que el drea de un
tridngulo en términos del circumradio R, estd dado por

g1d3a3
A= —F
4R
por lo tanto
ajazay
617 +a3ry +agry = °R
y tenemos:

WO SV TR RV

1A

ajazazyt 1 1 1y
(*7) (al ot E)
(a;agaa)i {a103 +a3a1 4+ a1a2 ¥
2R a)asad;z

! {2:a3 + a3a +au)g
T3 0202+ 8305 +a102)%.
Ahora aplicando de nueveo la Desiguladad de Cauchy-Schwarz
azas + a3a; + 0ya; € (a2 +aa? + d1z)é Aas® + a4 Gi':’)i ={ar? + 8" + 03%)
donde la igualdad se cumple si y solo si

92 _8_a (c laztaata)
ay a4, 4z (03 + a1 + a3)

-~ 4y =gz =ax

por lo tanto, tenemos:

1
VAT SRS Aa?+ e +a3?)
la igualdad se cumple si y solo si
a;*ri = aa’ra = 032!'3 Yay=az;=4d;
i y solo si

Q) =403 =d3 yrp=rg=r3
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B 5 T C

Problema 55 (KMO 19588} Sea H = PQRSTU un hezdgono determinado en el LABC dibujando tangen-
tes a ¢l incfrculo que son paralelas o los lados del tridngulo. Probar que el perimetro de H, nunca es mayor
que dos lercios del perfmetro del AABC.

Solucién:
Si las longitudes de las tangentes son PQ = o', RS = V', TU = ¢’ entonces o’ + ' + ¢’ es el semiperimetro

de H,y la razén querida es L, donde

3

perimetro de H semiperimetrode H &'+ +¢

= perimetro del AABC  semiperimetro del AABC ~ 5
8i AD = h, es la altura desde A, {ver figura 8), entonces ya que QP es paralela a BC, el AAQP es semejante

L) o . c
Figura 8: Problema 55

al AABC y tenemos

Q£=_’=AlturaAE =h.—DE=h¢—2r=1_zf:
BC ~ a  AlturaAD he ha ha
Usando la férmula para el drea de un tridngulo en términos del radic del circulo inscrito. A = rs. Tenemos
A= %ah‘I =rs de donde ’2,—: = g,
asi
f a a?

a
—=1--ya=a——
a s 7 )
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similarmente tenemos tas expresiones para b’ y ¢’. Sustituyendo nos queda lo siguiente

a—"_—’+b—9;+c-£‘-,-_a+b+c—}(a’+b’+c’)

L=
s 8
y sabiendo que
b
s=ﬁ+.2J = 2s=a+b+c¢

tenemaos
a? +6% +¢ —o_ 4(a® + ¥ + %)

L=2 =
P (a+b+e)

Necesitamos acotar
(02 + bz + cz)

(a+b+c)?
para esto utilizamos la desigualdad de la Potencia que dice: Para { < 5

i i
(pxa:'+pzﬂz'+---+pnnn‘)' < (mai +p:az'+---+pnan')'
pPitpat -+ pn - Prtprt---+pn

donde las p's, las a’s son numeros reales positivos arbitrarios con la igualdad si y solo si todas las a's, son
iguales.

Para aplicar este resultado a nuesiro problema hacemos t =1, 8= 2, p; = 1, p2 = 1, ps = 1, aplicamos
y lenemces

(a+b+qt (a’+b’+c’)*
3 < 3

elevando al cuadrado tenemos 1
{a+b+¢) < a?+ b +c?

9 - 3
lo que queriamos acotar. Entonces
a+¥+e2_ 3 1
_—— >o=c
(a+b+¢) g 3
titui
sustituimos L<s 41_2
= 373
por lo tanto g

con lo que queda demostrado.

Problema 56 (KMO 195{) Un civculo estd inscrito en un tridngulo y un cuadrado estd circunscrito alre-
dedor del circulo. Probar que mds de la mitad del perimetro del cuadrado estd denlro o sobre el tridngulo.

Solucién:

En general tres orillas del cuadrado quedan fuera del tridngulo. Sean p, ¢, r, 8, 1, u las partes del
cuadrado que cortan al tridngulo formando tridngulos rectangulos, sean los pares de tangentes iguales a el
circulo tienen longitudes a, &, ¢, d, ¢, [, g como se muestra en la figura 10.
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N

Figura 9: Problema 56

Figura 10: Problema 56

Entonces la longitud del perfimetro del que esta dentro del tridngulo es

(a+d)+(c+d)+(F+g)+2

donde e es el radio del circulo. La longitud del perimetro que esta afuera del tridngulo es

(p+g)+(r+s+(t+u)

Como sabemos, en un tridngulo rectingulo tenemos la especial relacién:

(la suma de los catetos) - la hipotenusa = el didmetro del incirculo.
Esto se ve mas claro con la siguiente figura.

Consecuentemente nosotros tenemos

(p+q)—(a+8) dy
(r+8) —(c+d) dy
tru) - (f+e) = 4

n

donde d,, dj, d3, son los respectivos didmetros de los incirculos de los triangulos rectos traslapados. Sumando

tenemos

Ptad+(r+e)+(t+u)—[(a+8)+{c+d)+ ([ +g)l=di+dtds
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reatando 2¢, a cada lado tenemos
[p+q)+{r+a)+(t+u)—[(a-Ha)+(c+d)+(f+g)+2e}=d,+dg+d3—2c

es decir
perimetro de afuera — perimetto de adentro = d; + d3 + d3 — 2e.

Ahora multiplicando por (—1) tenemos
Perimetro de Adentro — Perimetro de Afuera = 2e — (dy +dy + da}.

Esto se reduce solamente a probar que la diferencia es positiva 6 equivalentemente que 2¢ > dy + d2 + da.
Esto nos da mucha informacidn relevante acerca de estos didmetros.

Ahora s nosotros notamos cada uno de estos pequeiios tridngulos estdn contenidos en un tridngulo
isdsceles con #ngulo recto, teniendo lados iguales a el radio ¢ del circulo, por ejemplo, consideramos el
tridngulo rectangulo con lados p y ¢ (como se muestra en la figura},

tenemos

prea=c¢yg+b=ec

Claramente, entonces cada uno de los didmetros dy, dz, d3 no es més grande que el didmetro d del
incitculo del tal tridngulo rectangulo issceles, pero d es justamente

d=(c+e)-ev2=e(2- v3) = e2— 1.4142..) < e(.6) = gc
entonces sumando los didmetros tenemos

d|+d3+d3< §e<2e
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es decir
2e>di+da+ds

lo que queriamos probar.
Problema 57 (HMOQ 1897} Mostrar que si a, 8, 4 son dngulos de un tridngulo arbitraric entonces
B.

sin asin —sin - < 1
27722 T 4
Solucién:

Sabemos que a + B + 1 = 180°, entonces los dngulos
e B 1
2" 2t 2
son dngulos agudes. También sabemos que cuando un dngulo agudo incrementa su seno lambién incrementa.
De que

A Y
3 + 3 + 7 = 90
y como sin 26 = 2sin fcos §, tenemaos
2 g0 BEY g0 B gpe
2 2
entonces tenemos:
in %sin & < ain (90° = Zysin £ = cos Bein B
sin o8in o < 8in (90 ) }sin g =cosgsing
¥ ¥a que:
- N
sm2-§ = 2sin 2(:035
tenemos:
g. 8 1. 1
cos gsin 5 = 2amﬁ$ 3
por lo que ’
P D 1
sin Zsin 5 < ialnﬂ 3 1)

Supongamos que v es el més pequefic de los tres dngulos, entonces

180°

i 0
T$ y2sm
entonces:
sin 7 <sin30° = % ()

desde (1) ¥ (2) obtenemos
=7 {3)

Segunda solucién:
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Es conocido que

Lo, By v
sin osin Zsin 5 = oo {a}

donde r es el radio del incirculo (Circulo inscrito) del tridngulo con dngulos a, 8, v ¥ R es ¢l radio del
circuncireulo {Circulo circunscrite). Ya que, claramente r < R, el producto sobre el lado izquierdo es menos

1
que ;.
Vamos a probar 1a desigualdad (3) Sabemos que

L (s—b)(s—¢)
|y T VT e
sing = \/-———(s — ac)"(:s ~¢}

sin% - (s—alga—b)

entonces obtenemos

sin %sin gsin % = (’_“_‘.’.l(_‘iM

s{s—a)(s—b)(6~c)
sabe

A? _ (rs)abc

sabe  sabodR

_r

= im

Ahora probar que .

r
—_ =
4R~ 8
es equivalente a probar que

1 R
r< 4R§ & r< 0

pata esto utilizamos el Teorema de Euler: d* = R? - 2Rr donde d es la distancia entre ¢l centro del incirculo
y ¢l centro del circuncirculo. Y Tenemos

2R+ < R?
R R

Si el tridngulo es equildtero, entonces d = 0 y el valor del producio

L 2T I
81N =810 TSIn

2 272
es exactamente §.

Problema 58 (1M0 1966} En ¢l interior de los lades BC, CA, AB de un tridngulo ABC, cvalesquiers
K, L, M puntos respectivamente son seleccionades. Probar que el drea de por fo menos uno de los tridngulos
AML, BKM, CLK es menor o igual gue un cuarto del drea del tridngulo ABC.
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Solucidn:

Seana, = KC=ra, by = LA =sby ¢, = MB = tc. Supongamos ademaés que las tres dreas son mayores
que } del drea del Lridngulo ABC.

Recuerde que e} drea de un tridngulo

absinC _ besinA _ casinB

(4BC) = ZELT - X904 _ )
Asi
(KCL) = 28 =hi)sinC :‘)s‘“c. (aMz) = Ble=alsind ;‘)’“M y (BEM) = Sle=esinB ;”““B.
Que las tres dreas sean mayores que } (ABC) nos Ileva a las ecuaciones;
aj(b—bi}> jab = r{l—s)>1}
by{c—c1) > ibc = s(l—t))i
ci{fa—a)) > 3ea = t{l-r)>3
Luego
1
r(l—:)s(l—t)t(l—r)>4—3 (1)
Por otro lado, para 0 < 2 < 1, se tiene que 0 < 2{1 —2) < (?—‘f-z"u)z = } ¥ entonces
r(]—r)s{l—s)t(l-!)salg (2)

(1) ¥ (2) nos llevan a una contradiccién.
Problema 59 Si a,b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo. Probar que
3(ab 4 be + ca) < (a+ b+ ) < 4(ab + bc + ca).

Solucidn:
Primero probaremos el lado izquierdo de la designaldad, es decir

3(ab+betea) < (a+b+c)

3(ab+bcteca) < a® 4874 +2{ab+be+ca)
abtbctea < af+4i 4+t

entonces
a* 4+ b4 —ab—-bc—ca>0
multiplicando por 2

2a% + 287 + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca
(a® ~ 2ab + b%) + (87 — 2be + *) + (¢* = 2ca + a?)
(e-0*+0-c)+(c~a)

v IV IV

esta ditima designaldad es verdadera para todos los valores de g, b, c.
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Ahora consideremos 1 desigualdad de! lado derecho, es decir

(a+b+¢c)® < 4(ab+be+ca)
a4+ 82 +cf+2(ab+bectea) € 4(ab+ b4+ ca)
A +03+c® < 2(ab+bc+ca)
A 4+b4c? < albtc)+blatclHc(bta)

esta iltima desigualdad es verdadera (aplicando la desigualdad del tridngule) ya que la suma de cualesquiera
dos lados de un tridngulo es mayor que el otro lado.
Entonces tenemos

a<b+e, b<b+e, c<b+a,

e?<alb+e), b2<blb+c), F<c(bta)
sumando, tenemos

A+t 4t Calb+)+bb+e)Felb+a)

cada paso en cada uno de estos argumentos puede ser reversible, entonces la prueba esta completa. Este
problema nos ilustra un tema muy comiin, manipular la expresién a una forma para tomar la ventaja del
hecho que un ndmero cuadrado es no-negativo.

Problema 60 Sean a,b, ¢ los lados de un tridngulo, entonces
ab+ be+ ca < a® + 6% + ¢ < 2(ab+ be+ ca).

Solucidn:
Consideremos el lado izquierdo de la desigualdad

abtbetea < 2 +H 4+
0 < a+b¥+cP—ab-bc—ca
0 < 2a%+2b? +2¢% — 2ab— 2bc — 2ca
0 < (a%—2ab+ %) + (b7 ~ 2bc+?) + (¢ — 2ca + a®)
0 < (@a-b’+(b~0c+(c—a)

esta Gltima desigualdad es verdadera para todos los valores de a, &, ¢.
Ahora consideramos el lado derecho de la desigualdad

a2+ +F < 2(ab+be+ca)
a2+ < alb+c)+b(ate)+c{b+a)

esta iltima desigualdad es verdadera, ya que la suma de cualesquiera dos lados de un tridngulo ¢s mds grande
que ¢l tercer lado, es decir

a?<alb+c), P <blate) y F<e(b+a).
Los pasos en cada uno de estos argumentos puede ser revertido, entonces la prueba estd completa.
Problema 61 Sia, b, ¢ son los lados de un tridngulo, probar que

2@+ 5 +c%) <(atb+c).
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Solucién:
Por el problema 60 sabemos que

a'2+b‘.'+c2
2(a® + b7+ ¢%)

< 2{ab+bc+ ca)
< 2ab+%c+2ata’ 460 4+cP=(a+b+c)’

entonces

2(a® + 02+ ) < (a4t b+
Problema 62 $ia,b y ¢ son los lados de un tridngulo, entonces

3 a b ¢

S< £ < |
2"b+c+c+a+a+b<

Solucidn:
Primero demostraremos el Jado derecho de la desigualdad y para eso solo necesitamos aplicar el siguiente
resultado “la suma de dos lados de un trisngulo es mayor que el semiperimetro (s = etbie)” oy decir,

bres a+b+c‘ cta> a+b-}-c’ atb> e+b+c
2 2 2
==
1 2 1 2 1 )
F4c atlic cte “avite a¥d<ative
=

2
[
a
o

< < 25 ¢ < 2e
b+c “at+b+c’ c+a " a+btc' a+bh “atbte

sumando obtenemos
a L ¢ 2{(a+b+c)
bre T ora Taws  Tavbie
Ahora el lado izquierdo lo demostraremos de varias formas, este es un problema favorito de Olimpiadas
y daremos algunas pruebas muy instructivas. Transformar et lado izquierdo como sigue:

a b

c
b+c+c+a * a-!-b_f(a’b'c)'

Entonces
at+b+c a+b+e ad+bte
bte e+ a+bh

(a+b+c)[ Lyt ]—3

fla,b,c) -3

b+c+a+c a+b
= l[(a+ufa)+(i‘:+c)+(c+u)] —-L-+—1—+L -3 (1}
2 b+e a+c a+b

Primera prucba: En (1), sea a+ b=z, b4c=y,a+c= z, entonces

2> (a,be) = {z+y+2) G+$+%) -6

x
= 23 ¥ 2 2,005 55
¥y ¢ 2z z 2z gy
S’

>2 22 >2
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la igualdad se cumple para z =y =z, queesa=b=c.
Segunda prueba: Usando media aritmética - media armdnica como sigue
u+ttv+4w
3

2

e} &3 -

L4l

1
(u+u+w}(%+l+n) >9

de (1) tenemos

TESIS M3 DEBE
BE LA BiSLIGTECA

Jlabe)2;9-3=3

Observacidn, vamos a probar la forma del producto de la media aritmética - media arménica

ESTA

SALR

1 1
(a|+az+---+a..)(——+~~+——) >n?
a1 Oy

multiplicando el lado izquierdo nos queda n veces 1 y (7) pares de b+ 1 donde cada par es al menos 2,

por o tanto el lado izquierdo es a lo menos n + 2(3}) = a?, donde (}) = k_-(ﬁj?
Tercera prueba: Aplicamos la desigualdad media aritmética - media geométrica a (1}, es decir u+v+w >

Yuvw, a ambos paréntesis y noe queda

s R 1 _3
fla,b,¢) > E'3\/(ﬂ+b)(b+c)(t:+0)'3\/’m—3— 3

Cuarta prucba: Sea s, = a, a3 =b, a3 =cy by = Bﬁ' by, = ﬁ_%, b3 = ;i-; Por la desigualdad del

rearreglo tenemos
1 1 i 1 1 1

b+c+b'c+a+c.a+6Za'c+a+b-m+c-b+c

aq-

- +b- L +c 1 >a- ! +5-L+c- !
b+e cta a+b =" a4+ btc c+a

sumando estas dos desigualdades nos queda

a b ¢
— >
2(b+c+c+u+a+b) z3

DL R -

b+c c+a o4bd™ 2
Problema 63 Un punto es escogido sobre cada lado de un cuadrado unitarie, los cuatro puntos son lados
de un cuadrildtero con lados a,b,¢,d. Mostrar que

2<a’+b° 4P+t <4

V2<a+b+etd< s
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Figura 11: Problema 63

Solucidn:
En la figura 11 nosotros tenemos

a4+l d? =22+ (1-2) 4+ (- + 2+ (-2 +u? + (1 - w)? m
ahora

2
2 1oof -1y 4151
'+ (1-x2) _2(.-. 2)-{-222

¥ por otro lado z7 + (1 - 2)? < 1. Similarmente decimos para y* + (1 - 3)°, 22 + {1 - 2)? y u? + (1 - u)?,
sumando estas cuatro desigualdades obtenemos que
2<a’+8+E+d* <4
Para la otra parte, sabemos que 2 < e? + 8% + ¢ + &% < 4 y sacando raiz cuadrada a (1) tenemos
a+b+c+d5:+1—:-|:y+1-y+z+l—-z+u+1—u=4

queda probar que a 4 b+ ¢+ d > 2v/2. El perimetro de ABCD es minimo si tenemos que los cuatro puntos
son los puntos medios de cada lado y este perimetro es 2/2, entonces cualquier otro movimiento en los
puntos, ¢l perimetro serd mayor o igual a 2v2.

Problema 64 Si x,y, 2 son lados de un tridngulo, entonces

Solucidn:

El denominador es zyz. El numerador es un polinomio cdbico en z, y, z.

QObservamos que: z = Y, ¥ = z, z = z, son ceros del numerador. Por lo tanto ¥ aplicando la desigualdad
del tridngulo nos queda:

f(x,y.z):—-f-—-- z —U—<1

Por una especial seleccién de las variables. Trataremos de acercarnos a 1 como sea posible.
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Seaz=1,y=14¢ z = ¢+ entonces

i B |
S i 1t L L !

F(L1+ee+é) 11

cuando ¢ = 0.

Problema 65 Las diagonales de un cuadrildtero convezo se intersectan en Q. Cual es el drea mds pegueria
que este cuadrildtero puede tener si los tridngulos AQB y COD tienen dreas 4 y 9 respectivamente.

Solucidn:
Sean las dreas de BCO y DAO, = y y respectivamente. Sabemos que las ireas de dos tridngulos con
alturas iguales son proporcionales a sus bases, es decir
£ _9 I E
4y b= z
de lo anterior, el drea de ABCD es

_f(::):z+3:—6+13

es decir
6 1\?
flz)= (\/“~—ﬁ) +25
esta formula prueba que el valor minimo de! dres es 25 y esto cuando 2 = y = 6.

Problema 66 (BrMQ 1978) Encontrar un punto P dentro del tridngule ABC, tal que el producto PL -
PM - PN seq mdrimo, L, M, N sor los pies de las perpendiculares desde P sobre BC, CA, AB.

Solucién:
Sea a, b, ¢ las longitudes de los lades BC, AC y AB respectivamente {ver figura 12}, aplicando la

Figura 12: Problema 66

desigualdad media aritmética - media geométrica tenemos

YTaPLYGPM) (PN < “.%‘L’.’%Z’.tﬂ = E?E"‘;)..
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Sabemnos que ¢PL + bPM + ¢PN = 2A donde A es ¢l area del tridngulo, entonces el maximo valor de
PLPMPN es f’,ﬁ; y esto ocurte si y solo si aPL = bPM = cPN.

Mostraremos que aPL = $PM = ¢PN si y solo si P es localizado en el centroide del tridngulo ABC.
Para esto suponemos que CP intersecta a AB en D. Sea a, 3, 4, § los dngulos como se muestra en la figura
13, es conocido que

Figura 13: Problema 66

bainf AD
asina DB

(estas relaciones son muy ttiles en muchos problemas) para ver que ato es verdad, aplicamos la ley de los
senos 8 AADC y ACDB para obtener

AD _ b DB a
sinf siny Y oo snd
usando estas ecuacicnes tenemos que

bsinf _ ADsiny _ AD
agsina DBsind DR

como v y § son obviamente suplementarios, usando la ecuacién de arriba tenemos

AD _ bsinf _ bPM/CP _ bPM
DB~ asine ~ aPL/CP ~ aPL

y esto sigue que AD = DB si y solo si BPM = ePL, aPL = bPM &i y solo st P esta sobre la linea de la
mediana desde C.

En una formna similar aPL = CPN si y solo 8i P estd sobre la linea de la mediana desde B. De esto se
sigue que aPL = bPM = CPN si ¥ solo sl P es el centroide del AABC.

Problema 67 (IM(O 1985) Parg cuslquier tridngulo con lados a, b, ¢
a*bla — b) + b2c{b — ) + afc — a) > 0.

Solucidén:
Primera prueba: Asumamos que a > b > ¢. Como en el problema 34 tenemos

glt+c—a)2blctda—b)>clat+b—c)
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splicando la desigualdad del rearreglo, tenemos

(E)c(b+c—a)+(é)b(t:+a—b)+(%)c(u+6-6) < G)a(b-l-c—aH(%)b(c-{-a—b)
+G)c(a+b—c)
= at+bd+te
esta designaldad se reduce a .
a(b—a)+b(c-b}+c(u—c)<0
¢ a b =

la cual es equivalente a la desigualdad querida.

Segunda prueba:
atbla—by+ b c(b-c)+cfafe—a} > 0
e - Pc— PP+ cfa-cla® > 0
=
& + e+ fa > ab? 4 42 4+ oPa? (1)

Cuando probamos desigualdades triangulares es muy comin usar transformaciones. Sea a = y 4+ z,
b=z+z,¢=z+uy, donde z, y, z son nimeros pesitivos. Ver figura 14 que muestra la interpretacién
geométrica de esta tranformacién.

Figura 14: Problema 67

Resolviendo para £, ¢, 2 nosquedaz=s—a,y=s~b,z=s—-ccons= ‘-’-i’%ﬂ, aplicando los valores
de a, ¥, ¢ transformados a (1), la desigualdad (1) se reduce a

i+ Pr+ Py > 2ty bzt 42y (2

dividiendo entre #yz nos queda

w e,

+
wln,
IV

T+y+z (3)

=[N,
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ahora estas dos sucesiones {z7,%,2%) ¥y (f, %, -:-) estin colocadas colocadas opuestamente, aplicando la
desigualdad del rearreglo '

que es lo que queremos probar.

Problema 68 Sesn z,p, 7 las longriudes de los lados de un tridngulo y sea

zZ-y y—% z—1I
x+y y+z z1+2z

I(z'y’z) =

probar que
a) f{z,pz) <1
b) f(z,;2) < §

€} Encontror el limite superior de f(z,y,2).

Solucién:

Sea

t—y y-r t—-=x

m y+z z+4z

Dyt ey’ + P2+ Py -z

(z+wy+z}(z+2)

(z—wly—2)(z-2)
(z+y)(y+2){z+2)

1l

J(z,p.3)

P(z,u,z) = (£ — 9 {y — 2){z — ) tiene grado 3 y asi

(z-ly-2(=-2)
E+y)ly+z)(e+z)

a) Sabemos que |t —y| < z+yp, [y — 3| <y+z [z~ z| < z4z, entonces tenemos |f (z,p,2)] < 1.

flzp)=

b) Usando |z ~ y] < 2, Jy — z| < 2, |2 — 2| < g, nos queda

o r y N WE VE

z,4,2 & e ———— A
If (=3, 2)] z4+y Ytz zt+z z+y y+z 4=z
. 1 '
< -
- 8

aqui usamos el hecho que a + b > 2Vab.

<) Por analisis una de las mds pequefias cotas superiores, la cual se da para un tridngulo degenerado, z = 1,

y= YIRS 5 = ¢ 4y, tenemos

2- .
M < 0.04446.

f (xly| z) =
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Problema 69 Sean a,b,c las longitudes de los lados de un tridngulo y sea Sa, Sy, S. las longitudes de las |
medianas. D es el didmetro del circuncirculo. Probar que |
2432 1 2 2, .2
a’ + b ¥iac? etta
< 60
5. t7s tTg s

Solucién:

Extendemos las medianas AAz, BB;, CC; hasta que ellas se intersecten al circuncirculo en Ay, By, Cy.
Se tiene AAy £ D, BB; £ D, CCa £ D, esdecir mg+ AjlAa £ Dy my+ BBy € D, me + CiC3 < D. Un
conocido teorema implica

A]A: M AAz = BAz . Agc,

es decir
2
a
ArAr =
. Hhe 4m,
similarmente
b2 cz
0By = — =
1B = gy Gl = o

poniéndo esto en las desigualdades de atriba y suméndolas, nos queda
dm?4+a? ami+4$2  4m? 4 c?
+ +
4m, 4m, 4m,

<3D

¥a que los {ridngulos AA3 B y AA3C son congruentes, por L.A.L. tenemos que
am? +q’ =27 4+ 267
similarmente con los tridngulos AC3C y BC3;C y B;BA vy By BC, tenemos
a4m? + 52 = 2% + % y 4m? 4 7 = 2¢% 4 2a°
sustituyendo tenemos
2 2 2 2 2 2
uzr:,b + b:e::: M c;:

<3D

multiplicando por 2 nos gueda el resultado.

Problema 70 Sea a,b, ¢ los lados de un tridngulo. Probar que

a + ] + ¢ N
b+c—a c+a—-b a4b-c™

Solucidn:
Sear=b+c-a,y=c+a—-b z=a+b-c Ladesigualdad del tridngulo implica que z, y, 7 son
nimeros positivos, mds aun

a= (y+z)‘ b= (z+z)‘ c= (z+y)!

2 2 2
entonces la desigualdad a probar se puede reescribir asj
a b c _ y+z, 24z z4y
b+c-—a+c+a—b+a+b—c T 2 + 2y + 2z

1
- _(£+£+£+.‘.+i+£)
2\y = z y z =z

¥ esto es obviamente mayor o igual que 3.
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Problema 7% Sean R y r los radios del circuncirculo y del incirculo de un tridngulo, respectivamente,
probar que R > 2r.

Solucidn:
El drea de un trisgngulo es A = r5 donde S es el semiperimetro.
Aplicando la ley de los senos, tenemos & = 2R sin ¢, multiplicando por bc ambos lados nos queda
abc = 2Rbesina = 4RA

de donde R = %. sustituyando A y despejando r nos queda

E_ Subc _ 2abe

r T 45(S-a)(S-8(S-c) T (a+b-—c){a—b+e){-a+bd+c)
=

abe _ 2abc
4(S-a)(5-8(5-¢c) {a+b-clla-b+c)(-a+bdte)

i=4

abc(a+b—c){a—b+c)(—a+b+c)=8abc{S—a)(S—b){S—e)
-

(a+d-clle~-b+e){-a+b+c)=2-2-2(5—a)(5-8)(5-c)
=3

{fa+db-clla—b+c){~a+b+c)

=(S—a}(5—b)(5—¢)

2-2.2
ahora decimos
R > 2abe
r = Jatbicd
es decir, que
2abe 2abe
{a+b—cl{o~b+c)(—atb+c) = /g2bic?
L=
1 > 1
. {(a+b—cl(a—b+c)(~a+b+c) = abe
<

{(a+bd—cl{a—b+c)(—a+b+c)<abe

esta riltima desigualdad la demostramos aplicando la desigualdad media aritmética - media geométrica, ver
la demostracion en el problema 49. Por lo tanto

R 2abe

>
~ Va?hic?

=2 = R=12r

r
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Problema 73 Veinte cuadrados disjunios estdn dentro de un cuadrado de lado 1. Prober que cuatro de ellos
tienen la suma de las longitudes de sus lados menor o igual a -3;;.

Solucién:
Escogemos los cuatro cuadrados mds pequefios. Denotamos las longitudes de sus lados por a), a3, a3,a4
¥ la suma de sus dreas por A. Es obvio que A < g% = {. Ahora

(a1 — az)® 4 (a1 — a3}’ + (a1 — a4)’

+ (a3 — a3)” + (a2 — a4)* + (a3~ ay)’

3(a} + a3 + a3 +a3)

-2(a1az + @183 + aja4 + aaa4 + azaq)

= 4(al+a}+ai+a]) ~ (o1 +aztoatal)
= ‘Ul-—(cu-l-ctg+ct_-,+¢x.)z

que es

4A—(01+G:+ua+a‘)220

2
a1+a;+a3+a4g2\/zs _ﬁ

Problema 73 (IMO 1991) En un tridngulo ABC, los bisectores AD, BE y CF se intersectan en el punto
I. Mostrar que

ig
< .{i —_— I_C. < 8 (1)

Solucién:
Para resolverlo usamos e} siguiente teorema geométrico (ver figura 15), un bisector de un tridngulo divide
el lado opuesto en la razén de los otros dos lados, b:c=p: 4.

C

A ¥ ’
Figura 15: Problema 73

Tenemos a =p+gq,a—p=4g, L = £, bg = cp, sustituyendo g,
g c T q P

ba
c+b

ba-p)=cp = ba—bp=cp = ba=cp+ip=plc+d} = p=
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similarmente, para encontrar el valor de g, tenemos, |

ab ac

p:cd:m,qz =m.

Ahora aplicamos el mismo tecrema, pero al tridngulo ADC, es decir

b_CA_ Al
p CDID
esto nos da
Al b _b+e Al Al b4e

—_— - —_— =

ID p a "AD T AI+ID  a+b+ec

similarmente
Bl s4c CI = a+b
BE a+4b+c’ CF a+b+c

aplicando la desigualdad media aritmética - media geométrica a el numerador, nos queda

3
flabog=AL BL CI _{atblbtccta) _ 8 3(““’“)
AD BE CF (atb+e) {a+b+c) 3

el cual es . Con esto quedo demostrade el [ado derecho de la desigualdad.
Para probar el lado izquierdo usamos la desigualdad del tridngulo

{a+b-c)latc=b)(bdtc—a)>0 (2)
tntroducimos las siguientes funciones simétricas
p=a+btec, v=ab+tbc+ca, w=abc (3)

poniéndo (3) en términos de (2) nos queda

~p® + 4pr — Bw > 0 (4)
sobre el otro lado
Fla,be) > % (5)
dando
=¥y — 4w >0 ) (6)

ahora, (4) es correcta, por lo tanto (6) también. Daremos una prueba de (5).
Seaa=y+z, b=z+z, c=2z+y (ver figura 18). Con
_ z _ ¥ _ z

, 5= = .
z+y+z z+y+z' T+y+z

Tenemeos

Al
AD

Br 1 cl 1
BE — 32Ut gp =30+l

1
—5(1-{-"'), —5



Solucicnes 89

Figura 16: Problema 73
con r+ 841 =1, de donde

fla,b,c) %(l+r}(l+a)(l+t)

= -;-(1+1+r8+st+ir+rsi)

5 1
i
Problema 74 (IMO) A partir del tridngulo T de vértices A, B y C se ha construido un hezdgono H de
vértices Ay, Az, By, B2, C1 y C3 como 3¢ muestra en lo figura. Demostrar que el drea del herdgono H es
mayor o igual que trece veces el drea del tridngulo T.

Figura 17: Problema 74

Solucién:
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Sea S el area del tridngulo ABC. Tenemos
dreade H = (AB;C\)+ (BCrA)+ (CA3By) - 2{ABC) + (AA1 A2} + (BB Ba) + (CC\Ca)
= %(b+c)2ainA+ %(a+c)zsin3+ -;—(a+b)?sinC
25+ Le?sin A+ L%sin B+ Le?si
25+ 20 sin A + 26 sin B + 2c sinC

R P . o . . .
= 3 [(u + 5% + ¢*) {sin A + sin B + 5in C) — 45 + 2besin A + 2acsin B + 2absin C
as 45 45

= % [{a® + " + ) (sin A + 5in B +5in C) + 85]
por €] teorema de los senos,

g sinB:'L, sinC = —C—

2R 2R 2R

sin A =
Entonces
; iz gy 1
arcadeff.—z[(a +b +c)2R(a+b+c}+BS] )

por la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, tenemos

u+b+c_>_3o\/’abcya2+bz+c223- Y (abc)!

luego
ieade B = 3 [Elﬁs- $ftabey?s - Vabe + ss]
-3 [-921}25 + ss]
como abc = 4 S, tenemos finalmente
ireade 2 1 [%ws} = 1265 = 1S

Problema 75 {HMO 1904) Sean Ay Az y By By las diagonales de un rectingulo y sea O el centro. Encontrer
y construir el conjunto de todos los puntos P que satisfacen al mismo tiempo las cualro desigualdades

A P> 0P, A2P > 0P, BiP > OP, BoP > OP.

Solucidn:

Sea P cualquier punto en el plano y sea P’ su proyeccidn sobre la linea a través de Ay y A3 (ver figura 18).
Entonces A; P es mayor que, igual a, menor que OF de acuerdo como A P’ es mayor que, igual a, menor
que OF', similarmente el conjunto de puntos que satisfacen A; P > OP es la mitad del plano conteniendo
O y bordeado por el bisector perpendicular del segmento A;0. El conjunto de puntos P que satisfacen
A3P > OP es la mitad del plano conteniendo O y bordeado por el bisector perpendicular de A20. El
conjunto de puntcs P que satisfacen, respectivamente Bi P > ‘OP y BaP > OP consiste de la mitad del
plano conteniendo O y bordeado por el bisector perpendicular de 5,0 y B30. El conjunte de puntos que
satigfacen las 4 desigualdades simultdneamente es el interior del paralelogramo formado por los bisectores
perpendiculares de los segimentos A0, A;0, B0, B:0. Este paralelogramo es siempre un rombo porque
estas diagonales bisectan los dngulos a los cuales A} A3 y B1B; intersectan y por lo tanio son perpendiculares.
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L] ~

Figura 18: Problema 75

Problema 76 (OMM 1993} Sea ABCDE un pentdgono {convezo) de manera que los tridngulos AABC,
ABCD, ACDE, ADEA y AEAB son todos de wgual drea, Demuestra que:

drea (ABCDE)
4

< drea (AABC) < f‘l‘fi—(‘is-'ED—E_.
Solucién:

Si las dreas de los tridngulos AABC y ABCD son iguales, como tienen la misma base BC, entonces
las alturas son iguales y asi los vértices A y D se encuentran sobre una linea paralela a BC, es decir
AD || BC. Por la misma razén como las dreas de los tridngulos AEAB y AABC son iguales se tiene
que AB || CE; lo anterior implica que ABCX es un paralelogramo, donde X es la interseccién de AD ¥
CE. En el paralelogramo ABCX, es claro que las 4reas de los tridngulos AABC y AACX son iguales.
También observemnos que el drea del AAXE es estrictamente menor que el drea del ADEA (la base AX es

Figura 19: Problema 76

estrictamente menor que la base AD y ambos tienen la misma altura sobre tales bases). Finalmente se tiene

que el drea del AACE es mayor que el drea del AACX (la base AE del AACE es mayor que la base AX
del AACX y ambos tienen la misma altura sobre esta base).
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Si (XY Z...) denota ¢l drea de la figura XY Z ... tenemos:

{ABCDE) = (ABC)+ (ACX)+ (CDE)+ (EAX)
3(ABC) + (EAX) < 4{ABC)

por tanto
%(ABCDE.‘) < (ABC)
y también
{ABCDE) = (ABC)+ (CDE) + (EAC) > 3{ABC)
y de aqui que

{ABC) < % (ABCDE).
Problema 77 (OMM 1998} Sean @, a3, 23,0445, las longitudes de los lados de un pentdgono convero y
my, Mg, ma, my, ms las longitudes de sus diagonales. Demostrar que:

a4+ 62+ aa+as+as <1
my+ma+mag+mg+mg — )

Solucién:

Figura 20: Problema 77

Por la desigualdad del tridngulo tenemos que:

ay + ay
ay + as
az + a4

a4 + as

E
IA A IA IA TA

as + a;

Mo
3
IA
[:jo-

"
-

luego my + ma + ma + my + ms < 2(a1 + a2 + a3 + a4 + as) por loque%_
1]
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Figura 21: Problema 77

Nuevamente por la desigualdad del tridngulo tenemos que:

0 < no+my
a; < nzins
a3 < netons
a4 £ net oy
a; < ngtnyg

s b b 5
entonces 3. a; < 3 n;, ¥ el resultado se sigue observando que 3. n; < 3. m;.

i=1 i=0 i=0 i=1
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