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i Qué es el Razonamiento
Automatico?

Para entender qué es un razonamiento automético primero debemos entender
que es un razonamiento. Razonamiento es el proceso de obtener conclusiones a
partir de hip6tesis, a las que en adelante nos referiremos como hechos'. Para
que el razonamiento sea correcto las conclusiones deben geguirse inevitablemente
de los hechos. En esta situacién nos referimos al razonamiento ldgico, no ra-
zonamiento probabilistico o al sentido comiin. Las tinicas conclusiones que son
aceptables son las consecuencias l6gicas de las hip6tesis proporcionadas.

El objetivo del razonamiento automaitico es escribir proerar

que sirvan de a0 bl resoludion de problen..

tas que requieran del razonamiento. La siguiente pregunta es ;Como mstruu' a
un programa de razonamiento automatico para que lleve a cabo una tarea es-
pecifica? El primer paso es “explicarle” al programa el problema que se quiere
resolver, proporcionandole un conjunto de hechos que modelen la situacién en
cuestién, para lo cual se utilizan los lenguajes formales de la l6gica matematica.
En nuestro caso esoecifico utilizaremos la légica de primer orden, aunque cabe
senialar que las diversas [6gicas de orden superior también sirven como base a
programas de razonamiento automaético, tema que no trataremos aqui.

Una vez que el programa conoce el problema, busca nuevos hechos generando
conclusicnes a partir de hechos anteriores, aplicando tipos especificos de razona-
miento conocidos como reglas de inferencia. Los hechos obtenidos al aplicar las
reglas de inferencia ge agregan a la base de datos de informacién o conocimiento
de acuerdo con ciertos criterios. La aplicacién de reglas de inferencia a un con-
junto de hechos de manera exhaustiva es una manera demasiado ingenua para
atacar un problema. El intento de resolver atin el mds simple de los problemas
o acertijos mediante el ataque exhaustivo produciria una cantidad enorme de
informacién, la mayor parte de ella irrelevante, por lo que es necegario controlar
de una manera considerable la aplicacién de reglas de inferencia.

Esta necesidad de control se cubre mediante una estrategia de razonamiento.
En ajedrez, por ejemplo, jugar simplemente de acuerdo a las reglas sin evaluar
las consecuencias generalmente lleva a perder el juego. En poker, apostar sola-

1 Nos referimos inicamente al razonamiento deductivo.
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xii 0. ;QUE ES EL RAZONAMIENTO AUTOMATICO?

mente de acuerdo a las posibilidades usualmente cansa la pérdida del dinero. La
egtrategia es un aspecto importante de cada juego y es indispensable para ganar.
Similarmente, un programa de razonamiento automéatico debe usar estrategias
si quiere tener una oportunidad de resolver el problema que estd atacando, Al-
gunas estrategias gufan a los programas de razonamiento en su eleccién de la
informacién o conocimiento en la cual deben enfocarse. Es més, algunas estrate-
gias hacen que el programa explore clases enteras de conclusiones. Incluso hay
estrategias que permiten transmitir al programa de razonamiento automatico
la intuicién y el conocimiento propios acerca de cémo resolver un problema.
Podemos decir entonces que, un programa de razonamientc automético aplica
reglas de razonamiento continuamente, pero sujetas a diversas estrategias.?

En este trabajo nos ocupamos de analizar algunos de los aspectos descritos
anteriormente en el caso particular del programa de razonamiento automético
OTTER, del laboratorio nacional de Argonne, . USA, principalmente en lo
que atafie a las reglas de inferencia que éste ofrece, asf como a su estrategia
principal.

Para que el lector obtenga una visién general de las aplicaciones de este pro-
grama sugerimos leer el artfculo introductorio [Wos98] antes de este trabajo.

2 Adaptacién de la introduccién a [WOLB92].



Capitulo 1

Preliminares

En lo que sigue, se supone un conocimiento medio de la sintaxis y la semantica,
de la ligica de primer orden con igualdad, incluyendo los teoremas més impor-
tantes. Aquf solo presentamos una introduccién al lenguaje de cladusulas, asi
como el teorema de Herbrand y el teorema de Compacidad. Todo concepto no
definido se supone conocido, pudiendose aclarar cualquier duda en [Mir99] o
[SA91).

1.1 El lenguaje clausular

En esta seccién presentamos las definiciones basicas del ienguaje de cliusulas,
asi{ como un algoritmo para transformar cualquier férmula de un lenguaje de
primer orden al lenguaje clausular.

Definicién 1.1 Una literal es una férmula atémica o su negacién.

Las literales constituyen los objetos bésicos del lenguaje clausular, a partir de
los cuales se construyen las cldusulas.

Definicién 1.2 Una cldusula es una disyuncién de literales. Recursivamente:
s [ es una clausula, llamada la cldusula vacia.
o Si L es una literal entonces L es una cldusula.
¢ Si C, D son cldusulas entonces €'V D es una cldusula.

¢ Una expresién es una cldusula sélo si es de alguna de las formas descritas
anteriormente.

Con |C| denctamos al nimero de literales de la cldusula C. Ademds se observan
las siguientes convenciones: CVOV D =CvDyOvO=10.
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Al preguntarnos si una férmula o conjunto de férmulas tiene ¢ no un modelo
a veces es dificil manipular las expresiones involucradas. Una manera de faci-
litar las cosas es obtener un conjunto légicamente equivalente, aunque tal vez
esto sea pedir demasiado. Atn asf, podemos restringirnos a obtener un conjunto
que comparta con el conjunto original la propiedad de tener un modelo. Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3 Sean y, 1 dos férmulas. Decimos que i, 1 son satisfaciblemente
equivelentes cuando  es satisfacible si y s6lo si 1 es satisfacible. Esta propiedad
sera, dentotada con @~ .

Ea claro que @ = 1p implica que @ ~ g4y 9, mas no al revés.

Ejemplo 1.1 Claramente Vx P(2,a) ~sq Y& Pla,2) pero si interpretamos a
como 0 y P como < en N observamos que Yz P(z,a) # ¥z Ple, z).

Ejemplo 1,2 3zP(z) ~4: P(c). Este ejemplo muestra que una férmula satis-
faciblemente equivalente a la férmula existencial dada, resulta mucho mas facil
de manejar.

1.1.1 Formas Normales

En esta seccitn desarrollaremos diversas formas normales, que se obtienen trans-
formando una férmula sin perder su satisfacibilidad. Al terminar la seccién po-
dremos construir la forma clausular de cualquier férmula dada.

Definicién 1.4 Una férmula @ estd rectificada si y s6lo si se cumplen las si-
guientes condiciones:

1. i no tiene presencias libres y acotadas de una misma variable.
2. ¢ no tiene cuantificadores de la misma variable con alcances ajenos.

3. ¢ no tiene cuantificadores que acotan las mismas presencias de una varia-
ble (cuantificadores miltiples).

4. ¢ no tiene cuantificadores vacuos.

Siempre es posible transformar, de manera algor{tmica, una férmula ¢ en una
férmula Rec(p) de manera que Rec(y) esta rectificada y Rec(p) = .

La primera forma normal que presentamos es la llamada forma normal conjun-
tiva que consiste en expresar cualquier férmula libre de cuantificadores como

Una conjuncion de disyunciones de literales, es decir, como una conjunci6n de
clausulas.
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Definicidn 1.5 Una férmula ¢ estd en forma normal conjuntive, (FNC) si

w=A xiyparacadai, x; = V Lj donde para cada i,J, Li; es una literal.
i<n j<m;

Proposicién 1.1 Para cualquier férmula @ libre de cuantificadores se puede
encontrar, de manera algoritmica, una fdrmule ¢ en forma normal conjuntiva
tal que ¢ = . A 1 se le denota con FNC(p).

dem:

Podemos suponer que ¢ solo contiene negaciones y conjunciones. Si ¢ es una
literal L entonces ya estd en FNC pues L = (L V L) A (L Vv L). Anélogamente
8i ¢ es una conjuncién de literales entonces p ya estd en FNC, pues ¢ = ¢ A .
En cualquier otro caso mediante distributividades o la siguiente equivalencia,
obtenida con distributividad, se puede obtener la FNC deseada:

(0!1 V...Van)/\(ﬁl V..ViL)= (011 /\ﬁ])V(Cl] /\ﬁg)V...(al /\ﬁm)V...V
(an AL V{an AB) V... (ay A Pu). .

Definicién 1.6 Una férmula de la forma Qx; ... Qn,2zsx donde x es libre de
cuantificadores y para toda i, @; € {V, 3} se llama forme normal prenez.

Es facil ver que para cualquier férmula ¢ existe una férmula ¢ en forma normal
prenex tal que ¢ = 1. Fsta altima férmula se denota con FN P(g).

Ahora centramos nuestro interés en los cuantificadores existenciales y buscamos
un posible método para eliminarlos de una férmula, de manera que se preserve
la satisfacibilidad. Para esto utilizaremos el proceso de skolemizacidn!, el cual
consiste en eliminar los cuantificadores existenciales en favor de testigos de los
mismos de la siguiente manera:

Jz¢ se substituye por {z/c}

Vay...Verdyy se substituye por Vo, ...Vrpe{y/g(zi,...,2:)}

donde c es un nuevo simbolo de constante, llamado constente de Skolem y g es un
nuevo sfmbolo de funcién llamado funcidn de Skolem. Con Sko(yp) denotamos
cualquier skolemizacién de ¢ que se obtenga al eliminar, mediante este proceso,
todos los cuantificadores existenciales de la férmula  de izquierda a derecha.

Ejemplo 1.3

y ako(yp)
3yR(y) R{e)
VriyP(z,y) YzP(z, g(z))

VaVz3yR(z, gy, f(2)) VaVzR(z,g(h(z,2)), /(2))

15\ nombre es debide a su creador, Thoralf Skolem (1887-1963).
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Si bien en general no es cierto que una férmula sea légicamente equivalente
a su skalemizacidn, con ayuda del siguiente teorema demostraremos que g ~vgq,
sko(ip).

Lema 1.1 Sean T una signetura, % una T-interpretucion, s un estado de las
variables, ¢ un término y ¢ una férmula tol que p{z/t} es admisible. Sia = %]

entonces:
%= o{z/t}s] & A = pls(z/a)]

[o%

em:

Véase [Amo99, Mir99). 4

Teorema 1.1 (AE? ) { Forma normal de Skolem).

Sea Vz...Vz,dyp una L-férmula cerreds tal que las variables xy,...,z, no
figuran acotadas en ¢ (asf que p{y/g(21,...,2,)} es admisible), donde g es
un nuevo simbolo de funcidn n-ario. Sea L; = X U {g}. Entonces todo T,-
modelo de Vy .. Vanp{y/g(@1,...,20)} es un modelo de ¥z, ...Vz, Jyp. In-
versamente, todo L-modelo de Vz; . ..Yz,3yp prede expendirse a un T;-modelo
de Vzy ... Veop{y/g(z1,...,2n)}

dem:

La primera afirmacién es inmediata a partir de la validez de la férmula

V.. . Veae{y/g(zy, ... zn)} = V21 .. V2,3yp

Inversamente, sea A un E-modelo de Va;...Va,Jyp, es decir, dado cualquier
(a1,-..,a,) € A", donde || = A, hay un a € A tal que si 3(z;) = a; entonces
A pls(y/a)).

Sea G : A® — A una funcién de eleccibn tal que G(a1,...,a,) = a syss®
A = w[s(y/a)). Expandemos A a un X,-modelo B tal que g® = G. Por
Gltimo, utilizando el lema 1.1 concluimos que para cada estado s se tiene que

B = p{y/g(z1,...,2,)}, asf que B eg modelo de YV, ... Venp{y/g(z1,.. ., 24)}-
_‘
Corolario 1.1 Si ¢ es una férmula enfonces @ ~zqt Sko(p)
dem:
Els consecuencia inmediata del tecrema. -

A partir de todos los resultados anteriores podemos construir para cada férmula
su forma normal de Skolem.

2AE denota el uso del axioma de eleccién.
3De ahora en adelante “syss”, abrevia la frase “gi y sdlo si”.
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Definicién 1.7 Una férmula cerrada, es decir sin variables libres, de la forma
¥x;1 ...V, donde @ no tiene cuantificadores y estd en forma normal conjun-
tiva, es una férmula en forma normal de Skolem.

La condicién de que ¢ esté en forma normal conjuntiva no es necesaria pero
facilita las cosas.

Teorema 1.2 Para cada férmula ¢ podemos construir efectivamente una fdr-
mula P en forma normal de Skolem de manera que @ ~gz . FEsta tdltima
férmulag se denota con FNS(yp).

dem:
Es consecuencia inmediata de todos los resultados anteriores de esta seccién. -

Por dltimo obtenemos la forma clausular de una férmula, que consiste simple-
mente en eliminar los cuantificadores universales en la forma normal de Skolem
respectiva.

Deflnicién 1.8 Sea @ una férmula tal que FNS(p) =Vx, ... Vo, x. A xsele
llama la forma clausular de ¢ y se denota con Cl{yp).

Obsgervemos que Cl{yp) es una conjuncién de cldusulas libre de cuantificadores;
ademds es inmediato que existe un proceso efectivo para construir Cl(yp) y que
Cl{p) ~gat . Uno de nuestros intereses es probar la no satisfacibilidad de
algunos conjuntos de férmulas, por lo que habremos de trabajar con las respec-
tivas formas clausulares que nos ofrecen diversas ventajas, como caracterizar
ciertas propiedades seménticas mediante propiedades sintacticas.

Para un estudio a fondo acerca de procedimientos para obtener formas clausu-
lares véase [Sab88).

1.1.2 El Paradigma

Existen dos maneras de cimentar la automatizacién del razonamiento. Una de
ellas consiste en estudiar y emular a la gente, lo cual se conoce actualmente
como razonamiento orientado en personas (véase [WV94]); la otra consiste en
acudir a la légica.

Entre los paradigmas para el razonamiento automéatico basados en légica uti-
lizaremos el paradigma del lenguaje clausular. Ademas de basarse en el uso de
cldusulas para representar informacién, el paradigma del lenguaje clausular -en
contraste con los paradigmas basados en la programacién légica- se basa en la
retencién de cliusulas, el uso de reglas de inferencia, asi como en ciertas estrate-
gias y otros procedimientos. De manera mds especifica podemos distinguir lo
siguiente:

e Retencién de cladsulas derivadas anteriormerite.
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Uso de diversas reglas de inferencia para obtener conclusiones a partir de
la descripcién de un problema.

Estrategias para restringir la obtencién y retencién de cldusulas, asf como
para controlar la aplicacién de reglas de inferencia,

Demodulacién?® para simplificar y estandarizar conclusiones.

Subsuncién® para eliminar una clage importante de conclusiones que son
légicamente més débiles que otras retenidas anteriormente.

El interés por implementar el paradigma del lenguaje clansular proviene de 1a
necesidad de probar tecremas en diversas dreas de la matemaética. Influenciados
sin duda por la prictica constante en matemdticas de demostrar lemas que
ge ugaran después en la demostracién de un teorema, los investigadores han
asumido tdcitamente que la mejor manera de atacar un problema es reteniendo
conclusiones derivadas durante el intento de completar una tarea dada.

Para una introduccién avanzada al tema véase [WV94].

1.2 El Teorema de Herbrand

L.as formulas en forma normal de Skolem son f6rmulas cerradas y cuantificadas
universalmente. El teorema de Herbrand muestra algunas de las ventajas de
tales férmulas y conjuntos de férmulas.

Definicién 1.9 Sea ¥ una sighatura con al menos una constante. Una in-
terpretacion o estructura de Herbrand es una X-interpretacion % tal que el
universo de 2 es el conjunto de términos cerrados de X (es decir, | A |= {t |
t es un X —término cerrado}), llamado el universo de Herbrand de X; la inter-
pretacién de cada simbolo de constante ¢ € ¥ es ¢® = ¢ y la interpretacién de
los sfmbolos funcionales es:

F2 ) = flty e, ta)

Un Modelo de Herbrand para un conjunto de férmulas M es una estructura de
Herbrand que es un modelo de M.

Obsérvese que lo dnico que no estd determinado en una estructura de Herbrand
es la interpretacién de los simbolos de predicado y que los simbolos de constante
y de funcidn se interpretan como ellos mismos. Por esta razén a los modelos de
Herbrand también se les llama modelos sintécticos.

FEl siguiente lema dice ¢6mo se evaluan los términos en una estructura de Her-
brand:

4Este término se explicard més adelante.
5Idem.
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Lema 1.2 Sean ¥ una signature con al menos una constante y A una T-
interpretacién de Herbrand. Sean t un término con variables z,,...,%, y 8
un ¢stado de las variables tal que s(z;) = r; donde r; es un término cerrado,
para 1 < i < n. Entonces:

t%[8] = t{z1 /r1,.. ., Zn/Tn}
En particular si t es un término cerrado, t%[s) =1t

dem:
(Por induccién sobre los términos). Ejercicio. 4

El lema anterior dice que la interpretacién de términos en una estructura de
Herbrand consiste en aplicar una substitucién al término, y que los términos
cerrados se interpretan como ellos mismos.

Definicién 1.10 Sean g una fSrmula y o una gustitucién. Decimos que yo es
una instancia cerrade de ¢ syss wo no contiene variableg libres.

Deflnicién 1,11 Sean ¥ una signatura con al menos una constante y M un
conjunto de férmulas universales cerradas. El conjunto de instancias cerradas
wo donde V21 .. . Vo, pertenece a M se llama conjunto de instancias cerradas
de M y se denota IC(M) .

Obsérvese que si M consiste de férmas normales de Skolem entonces
IC(M) = {Cl{p)o | v € M y Cl(p)o es una instancia cerrada}

es decir el conjunto de ingtancias cerradas de M es el conjunto de instancias
cerradas de las formas clausulares de las férmulas de M.

A continuacién presentamos el Teorema Cldsico de Herbrand en una forma
moderna:

Teorema 1.3 (Teorema de Herbrand).
Sean ¥ una signatura con al menos una constante y M un conjunio de X-
enunciados universales. Las siguientes eondiciones son eguivalentes:

(a). M tiene un modelo.
(b). M tiene un modelo de Herbrand.
(c). IC(M) tiene un modelo.

(d). IC(M) tiene un modelo de Herbrand.
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dem:

Debido a que todo modelo de Herbrand de M es un modelo de M, las implica-
ciones b => a y d = ¢ gon triviales.

La vélidez universal de la férmula Yz, .. . Vo, = @{2/t1,...,Zn/tn} hace in-
mediatas las implicaciones a = ¢ y b = d. Asf que basta probar la implicacién
e=b

Sea % un modelo de IC(M). Para definir una estructura de Herbrand 8, basta
decir cdmo se interpretan los sfmbolos de predicado, pues por definicién los
simbolos de constante y de funcién se interpretan como ellos mismos. Si P es
un simbolo de predicado n-ario, entonces definimos:

P? = {{t1,..,t0) |A = Pt1,.. ., ta)}
Obsérvese que, por construccién de B, se cumple que:
A Pty,...,t,) © B = Plty,...,t,)

es decir, % y B validan a las mismas f6rmulas atémicas cerradas. Dicho re-
sultado se puede extender a cualquier férmula cerrada libre de cuantificadores
mediante induccién sobre férmulas (gjercicio).

Por 1iltimo veamos que ‘B es modelo de M. Sea Yz, ...¥2,¢ una férmula de
M. Queremos demostrar que B = ¥z, ... Ve, lo cual es equivalente a mogtrar
que para cualesquiera ty,...,t, € Bl, B E o{z1/t,...,2u/tn}.% Pero esta
altima afirmaci6n es equivalente, utilizando el dltimo ejercicio, a lo siguiente:

Para cualesquiera &y,...,t, €| B |, A= {z1/t1,...,2n/tn}

lo cual es cierto pues @{z1/t1,...,25/tn} pertenece a IC{M) y, por hipGtesis,
A es modelo de JC'(M). De manera que B |= Vz,...Vz,0 y B es un modelo
de Herbrand de M. -

1.3 El Teorema de Compacidad

En esta seccién enunciamos el teorema de Compacidad, el cual es crucial en
la automatizacién del razonamiento, ya que permite reducir €l problema de la
satisfacibilidad de un conjunto arbitrario de férmulas al de la satisfacibilidad de
sus subconjuntos finitos.

Enunciamos el teorema para el caso de férmulas cerradas y libres de cuantifi-
cadores, es decir, férmulas sin variables.

Teorema 1.4 (AE) (Compacidad para conjuntos de férmulas cerradas y libres
de cuantificadores).

Sean ¥ una signatura y M un conjunto de L-férmulas cerradas y libres de
cuantificadores. Enionces, M tiene un modelo si y sdlo si todo subconjunto

Nnito de [V ftene unl modeio.

®Recuérdese que |B) = {t | t e8 un T — término cerrado}
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dem:

La demostracién utiliza el lema de Kénig dependiente del axioma de eleccién
y puede verse en [SAD1]. Otra demostracién cldsica, que sigue el método de
Henkin y también depende del axioma, de eleccién puede verse en [Amo99).

Ahora, a partir de los teoremas de Herbrand y de Compacidad restringido,
demostramos el teorema general de Compacidad.

Teorema 1.5 (AE) (Teorema de Compacidad).
Sean ¥ una signature y M un conjunto de T-formulas cerradas. Entonces M
tiene un modelo st y 36lo si todo subconjunto finito de M tiene un modelo.

dem:

=} Es trivial,

4 ) Supongamos que M no tiene un modelo.

Sea M' = FNS(M}, el conjunto de formas normales de Skolem de los elemen-
tos de M, donde para cada ¢ € M se usé un juego diferente de funciones de
Skolem. Puesto que ¢ ~gqp FNS(p), se tiene que M’ no tiene modelo. Por el
teorema de Herbrand, concluimos que IC'(M’) no tiene modelo y como IC(M')
consta de férmulas cerradas y libres de cuantificadores, utilizando el teorema
anterior, concluimos que existe un subconjunto finito B' € M’ tal que E’ no
tiene modelo. Pero tal £’ tiene que ser de la forma E' = FNS(E), donde F es
algin subconjunto finito de M, de manera que E no puede tener modelo. -

Corolario 1.2 Sean ¥ una signatura y M un conjunto de T-férmules. En-
tonces, M es satisfacible si y sdlo si todo subconfunto finito de M es satisfacible.

dem:
Utilizar que para cualquier férmula  se tiene que @ ~ g Jyp. !

El siguiente corolario, proporciona otra forma del teorema de Herbrand.,

Corolario 1.3 Sean ¥ una signatura con al menos una constante y M un con-
junto de L-fdrmulas cerradas y universales. Sea Jxz1p una férmula cerrada, con
i libre de cuantificadores. Las siguientes condiciones son eguivalentes:

1. M3y

2. Existe un ndmero finito de términos cerrados, &1,...,t, tales que

M pla/ti} V...V ¥ lo/in)

dem:
Véase [Mir09, SA91]. -

Para la descripcién de procedimientos de demostracién automatica que se basan
en esta versién del teorema de Herbrand véase [AM98, Ram96].
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1.4 Unificacién

Los sistemas de programacién légica tienen dos puntos de partida, la regla de
resolucién que analizaremos en el siguiente capftulo y el proceso de unificacién,
que consiste en encontrar, dado un conjunto de literales o términos W, una subs-
titucién o de tal forma que el conjunto imagen Wo conste de un solo elemento.
Como lo veremos més adelante, adem4s de sus aplicaciones en programacién
légica, la unificacién también es importante para los sistemas de reescritura de
términos y para el razonamiento automético, al ser la herramienta principal
para el funcionamiento correcto de la regla de resolucién. Para un panorama
general del tema, sugerimos consultar [BS94, Lio87)

Definicidn 1.12 Una ezpresidn es una literal o un término.

Definicién 1.13 Sea W un conjunto no vacfo de expresiones. Un unificador
de W es una substitucién o tal que | Wo [= 1.

Ejemplo 1.4 Sea W = {P(z, f(y)), P(z, f(x)), P(u,v)} entonces la sustitucién
o = {z/a,y/a,ufa,v/f(a)} es un unificador de W, ya que Wo = {P(a, f(a))}

Un conjunto de férinulas puede tener una infinidad de unificadores ¢ ninguno.
Dado un conjunto finito de férmulas W, es decidible mediante un algoritmo si
W es unificable 0 no; ademds, si W es unificable el algoritmo proporciona un
unificador llamado unificador mds general.

Definicidén 1.14 Un unificador ¢ de un conjunto de férmulas W, se llama, uni-
ficador mds general ( abreviado umg ) si para cada unificador T de W, existe
una sustitucién 9, tal que ¢ = 1.

Ejemplo 1.5 Sean W = {f(g(a,),9(, b)), (2, g(w. )}, 7 = {z/a,2/9(a, a)
y/u,v/b}, 0 = {z/9(a, ),y /u,v/b}. Entonces 7 y o son unificadores de W y
o resulta ser umg; en particular si ¥ = {x/a} entonces o = 7.

1.4.1 El Algoritmo de Unificacién

Definicién 1.15 Sea W # @ un conjunto de expresiones. Definimos el con-
junto discorde de W como sigue:

Se localiza la posicién del sfmbolo més a la izquierda en el que al menos dos ex-
presiones de W difieren y se extrae de cada expresién de W la subexpresién que
inicia en esta posici6n; el conjunto Dy de dichas subexpresiones es el conjunto
discorde de W.

Ejemplo 1.6 Si W = {f(z,¥),9(a)} entonces Dy = W.
Ejemplo 1.7 Si W = {P(z, f(y)), P(z, f(a)}, P(z, f(h(y))}} entonces Dy =

{"l Fil h("l\l
LN et R v g e

A continuacién presentamos el algoritmo de unificacion AU:
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Precondicién: k=0, 0 =2
while W, no sea unitaric do
Hallar el conjunto discorde Dj de Woy;
if existen v,¢ € Dy tales que v no figura en ¢ then
Oxy1 = ax{v/t};
k:=k+1
else
write("W no es unificable’);
halt
end if
end while
Postcondicidén: o es umg de W 6 W no es unificable.
Para finalizar la seccién haremos el andligis del algoritmo de unificacién
mostrando que la especificacién:

{k =0, 09 =@} AU {0\ es umg de W o W no es unificable }
es correcta.

Lema 1.3 (Terminacidn de AU)
St m es el niimero de variables que figuran en W, entonces el mdzimo k tal que
oy ¢y caleulado en AU es menor o igual que m.

dem:

Obsérvese que todas las variables que figuran en oy, Woy, Dy son variables de
W, de manera que AU no introduce variables nuevas.

Al calcular oy := ogx{v/t}, la variable v que figuraba en W se sustituye por
un término que no la contiene, por lo que al calcular Woy se reduce el niimero
de variables en uno y como hay m variables, este proceso se puede efectuar a lo
m4s m veces. 4

Lema 1.4 {Correctez parcial para un conjunto no unificable)
St W no es unificable, AU termina con el mensaje 'W no es unificable’.

dem:

Como Wy no es nunca un unitario y AU siempre termina, por el lema anterior,
necesariamente debe terminar con el mensaje requerido. 4

Lema 1.6 (Las sustituciones intermedias son mds generales)
Sea ¥ un unificador de W. S5i op es la sustitucidn obtenida en la k-ésima
iteracidn de AU, enfonces existe una sustitucidn 1y, fal que ¥ = op 1y,

dem:

Induccién sobre k.
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+ k= 0 es obvio, al tomar 79 = 9.
o Hipdtesis de Induccién: Existe un 73 tal que 9 = op 7.

¢ Pasoinductivo. Basta analizar el caso en que Wog no es un unitario, pues
si lo fuera el algoritmo habria terminado. Como Woy no es unitario, AU
produce el conjunto discorde Dy de Way,. Por HI, tenemos que ¥ = oy
y como ¥ unifica a W, se sigue que 7 unifica a Dy. Por lo tanto debe
exigtir una variable v € Dy. Seat cualquier otro término de D, Sabemos
que v no figura en ¢, pues vry = 1. Sea ¢ry1 = or{v/i}. Definimos
Thet = T \ {v/vTk}. Debemos a considerar 2 casos:

1. vrg # v. Entonces
T {o/vm} Ui
(v = t7s)
{v/tm} U T
(tmr = tThia)
{v/t}rr4a

Il

2. vty = v. En este caso se tiene que Dj sélo tiene variables como
elementos, puesto que 7, unifica a Dg; ademés 1.1 = 7, por lo que
Th = {v/t}Th41-

Asl que en cualquier caso, 7, = {v/t}7x41, de donde se sigue que ¥ =
OkTk = Uk{v/t}'rk+1 = Oy 1Tht1-

Lema 1.8 {Correctez Parcial para un conjunto unificable)
Si W es unificable entonces la ultima sustitucidn generada por AU es un umyg
de W.

dem:

Sean ¢ un unificador de W y a,, la tltima sustitucién calculada por AU. Por
el lema 1.5 sabemos que existe 7, tal que ¥ = opTm. Como W19 es unitario,
se sigue que Ty, unifica a Wa,,, €8 decir, se cumple la condicién del ciclo while;
pero como ¥ = o7y, ¥ ¥ era arbitrario, concluimos que o, esumgde W.

Teorema 1.6 (Correctud total de AU)

Dado un conjunto finito de expresiones W, el algoritmo AU termina dando
como resultado el mensaje 'W no es unificable’, en el caso en que W no ¢s
unificable, y un umg de W en el caso en que W es unificable.

demm:

Es congecuencia inmediata de los lemas 1.3, 1.4, 1.5, 1.6. 8
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1.5 El Método de Davis-Putnam

El primer demostrador automtico de teoremas para la l6gica de primer or-
den fue escrito por Gilmore en 1960 {Gil60]; estaba esencialmente basado en el
teorema de Herbrand y reducia el problema de no satisfacibilidad a la no satis-
facibilidad proposicional. Tal método también puede consultarse en [Lei97].
Dicha implementacién no pudo obtener pruebas de algunas férmulas simples de
la légica de predicados. Una posible mejora en el método consistié en evitar la
transformacidn a forma normal disyuntiva, desarrollando métodos de decisién
para satisfacibilidad en forma normal conjuntiva. Una mejora de este tipo fue
lograda poco después por Davis y Putnam [DP60)].

Al igual que el método de Gilmore, el método de Davis-Putnam (DP) se basa
en la construccién sucesiva de conjuntos de cldusulas cerradas, de los cuales
se prueba su satisfacibilidad. Aunque no es adecuado para la l6gica clausal
de predicados, es eficiente para probar la satisfacibilidad de formas normales
conjuntivas proposicionales; ademds, lo usaremos més adelante como una herra-
mienta para algunas demostraciones.

Definicién 1.16 Una clausula C se lama reducida si cada literal en ella figura
a lo més una vez.

Definicién 1.17 8i L es una literal, definimos la literal contraria de L, deno-
tada L°, como sigue:
{ -P siL=PFP
L=

P §iL=-P
donde P es un predicado. Las literales L y L° son complementarias.

A continuacién definimos las cuatro reglas del método de Davis-Putnam.
Sea § un conjunto de cliusulas cerradas y reducidas.

1. Regla de la Tautologia (RT'). Elimine de § todas las cldusulas que contienen
literales complementarias, es decir, lag tautologfas.

2. Regla de la Clausula Unitaria (RCU). 8i € € 8§ y C es una cldusula
unitaria, entonces elimine de S todas las cldusulas que contengan a C' y
elimine C° de las cliusulas restantes.

3. Regla de la Literal Pura (RLP). Si D C S es un conjunto tal que existe
una literal L que figura en todas las clausulas de b y L® no figura en 8,
entonces reemplace 8§ por S — I

4, Regla de Descomposicién (RD). Si existe una literal L tal que S se puede
descomponer como S = {4y,..., 45, B1,...,Bn} U R y se cumplen las
siguiente condiciones:

{a} En R no figura ni L ni L°.
(b) Todas las A; contienen a L pero no a L¢.
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{c} Todas las B; contienen a L pero no a L.

entonces reemplace S por los siguientes conjuntos

S;={A4!,...,A'}UR
Sy ={B,...,B.}UR

donde A} = A;\ Ly Bj = B; \ L°.7

Definicidn 1.18 Sea S un conjunto de cliusulas cerradas y reducidas. Con 8™
denotamos al conjunto que resulta al aplicar a § alguna de las reglas RT, RCU,
RLP. Con 8,, S, denotamos a los conjuntos que resultan al aplicar a § la regla
RD.

El siguiente teorema agegura que las reglas anteriores son correctas

Teorema 1.7 (Las reglas de DP son correctas). Sea S un conjunto de cldusulas
cerradas y reducidas. Fntonces:

1. 8i alguna de las reglas RT,RCU,RLP es aplicable, § ~,,; 8™,

2. 8t la regla RD es aplicable, entonces, S es satisfacible gi y sdlo s S, es
satisfacible 0 Sq es satisfacible.

dem:
la demostraci6n es rutinaria y se puede consultar en {Leid7]. -

Definicidn 1.19 Un drbol de Davis-Putnam o DP-drbol T para un conjunto
finito de cldsulas cerradas reducidas S es un arbol con las siguientes propiedades:

1. Los nodos de T son conjuntos finitos de clausulas reducidas.

2. Los nodos de T son de grado menor o igual que 2, puesto que las reglas
de DP, reemplazan un conjunto a lo més con dos conjuntos.

3. Laraiz es §.

4. Si §' es un nodo de grado 1y (§',8") es un arco en T, entonces 8" = §™
para alguna aplicacién de RT,RCU o RLP.

5. Si 8’ es un nodo de grado 2 y (S', M), (S',N) son arcosen 7 (en ese orden)
entonces M = 8} y N = 8}, para alguna aplicacién de RD.

Un DP-drbol para 8 es un DP-drbol de decisidn para S si todas sus hojas son

o olgmma-iojaes e

"La notacién C\ L indica que se elimine la literal L de la ctéusula C.
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Ejemplo 1.8 SeaD={PVv@Q,RVS,~RVS RV ~S,-RV-S PV-QV-P}
Aplicando RT a D obtenemos Iy =D — {PV ~Q V —-P}.

Aplicando RLP a Iy obtenemos Iy = {RV S,-RVv S,Rv ~§,-Rv -5}
Aplicando RD a I; obtenemos Dy = {7, R} = Dys.

Aplicando RCU a Dy, g2 obtenemos {[1}.

De manera que el 4rbol 7 cuyos conjuntos de nodos y arcos son

NOd(T) = {D,m’th,Dthzzs{D}}

AT(T) = {(D: By ): (Dl ? ]DQL ([DQ,DM ): (DL]DH)UD?I H {D})r (Dza, {D})}
es un DP-4rbol de decisién para ID.

Deflnicién 1.20 Sea T un DP-4rbol de decisién para $. Decimos que 7 prueba
la satisfacibilidad de S si hay una hoja que es @, y decimos que 7 prueba la no
satisfacibilidad de § si todas las hojas son O.

Resulta evidente a partir de la definicién anterior que encontrar un DP-
drbol de decisién para § de manera algorftmica decide su satisfacibilidad. Para
facilitar la prueba. de los teoremas de correctud y completud del método supon-
dremas 8.p.g. que S no contiene tautologfas. Obsérvese que RCU, RLP y BRD no
introducen tautologfas, de manera que la eliminacién de las tautologias puede
considerarse como un paso previo. Decimos que un conjunto de cldusulas estd
taut-reducide si no contiene tautologias.

Ahora ya podemos formular los teoremas de correctud y completud para el
método de Davis-Putnam.

Teorema 1.8 (Correctud de DP). Sea S un conjunto de cldusulas cerradas re-
ducidas y taut-reducidas y sea T un DP-drbol de decision para S. SiT prueba la
satisfacibilidad (no satisfacibilidad) de S enfonces S es en realidad satisfacible
(no satisfacible).

dem:

Resulta inmediato mediante induccién sobre el ntimero de nodos de T, utilizando
el hecho de que las reglas de DP son correctas. -

Teorema 1.9 (Completud de DP).
5i'S es un conjunto finito de cldusulas cerradas,reducidas y taut-reducidas y si T
es un DP-drbol para S, entonces T puede extenderse a un DP-drbol de decisidn

T
dem:
Por induccién sobre el nimero de dtomos que figuran en §, denotado con at(S).

e Base delainduccién. af(S) = 0. En tal caso tenemog que S = @ 0§ = {0}
y en ambos ¢asos tenemos que la rafz S forma un DP-4rbol de decisién.
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e HI. Para at{8) < n
s Paso Inductivo. a¢(8)=n + 1. Vamos a distinguir dos casos:

1. T consiste solamente de la raiz §. Como at(S) # 0 entonces debe
haber una cldusula en 8 que contiene una literal L. Si L no figura
en § entonces RLP es aplicable. Si L figura como cldusula unitaria
entonces RCU es aplicable. Si L no figura ni como clausula unitaria
ni como literal pura entonces RD es aplicable. As{, alguna de las
reglas RCU, RLP, RD es aplicable y, de la definicién de las reglas, se
gigue que at(S™) < n o ai(S,), at(Ss) < n.

Considerenge las siguientes extensiones de T a 77

Nod(T") = {§,8~}, Ar(T") = {(8,8™)} o
Nod(T") = {8,51,82}, Ar(T") = {(§,81), (8,82)}-

Por HI cualquier DP-4rbol con rafz ™ (81, S respectivamente) puede
extenderse a un DP-4rbol de decisién. En particular, T puede exten-
derse a un DP-drbol de decisién, agregando a S como nueva rafz del
drbol dado por le HI.

2. T contiene arcos.

Sean IIy,...,Dy todas las hojas de 7. Como las B; son hojas, en-
tonces at(I;) < n. Sean 7; los Arboles que constan dnicamente de la
rafz ;. Por HI, cada 7; puede extenderse a un DP-4rbol de decisién
T.. Sea T' el arbol obtenido sustituyendo en T las hojas I; por los
arboles 7;'. Por construccién 7' es una extensién de 7. Ademds como
las hojas de 7" son las hojas de los 7;', entonces 7’ es un DP-4rbol
de decisién,

.I

En realidad el teorema anterior es un resultade de completud fuerte que
muestra que gin importar cémo empecemos a aplicar las reglas de DP, siempre
obtendremos un DP-drbol de decisi6n. Esto significa que cualquier DP-4rbol
que no se pueda extender propiamente es en realidad un DP-4rbol de decisién.

En este capftulo hemos presentado las herramientas necesarias para el estudio
de la regla de resolucién asf{ como una introduccién al paradigma del lenguaje
clausular, el cual es utilizade por QTTER.

El resultado de mayor relevancia derivado de este capftulo consiste en la re-
duccién del problema de busqueda de un modelo para un conjunto de férmulas
a la blsqueda de un modelo para los subconjuntos finitos del conjunto de ins-
tancias cerradas de las formas cldusulares de las férmulas del conjunto original.
Sin embargo, tal reduccién estd muy lejos de ser préactica, atin cuando tenemos
métodos de decision como el de Davis-Putnam.

En el mgmente capftulo estudla,mos la regla de resoluc16n bmarla que nos ayu-

tos de resolu(:lén especm.lmente aquellos que generan procesos 1mplementa.dos
en OTTER.



Capitulo 2

Resolucién y sus Refinamientos

2.1 Definiciones preliminares

Nuestro proposito es desarrollar el principio de resolucién con unificacién, pre-
gentando su completud como un procedimiento de refutacién. Empezaremos
con algunas definiciones:

Definicién 2.1 Una substitucién o es una permuiacidn si o es inyectiva y
ran o C VAR, es decir, el rango de ¢ consta de variables. Una permutacién es
un renombre de un conjunto de expresiones E, si V(E)Nran o = @.!

Definicién 2.2 Una cldusula C' es una variagnte de una cldusula D , si existe
una permutacién o tal que Co = D.

Definicién 2.3 Sean C, D cldusulas y C),D; variantes respectivas tales que
V(Ci)NV(D,) = 2. Supongamos que C; : AVLV B, Dy : Ev MV F detal
forma que {L¢, M} es unificable mediante el umg o,

Entonces la clausula (A V BV E V F)o es un resolvente binario de C'y D. El
Atomo de L es el dtomo sobre el cual se resolvié.

Deflnicién 2.4 Sea C una cldusula y A un conjunto no vacio de literales que
figuran en €. Si A es unificable mediante el umg y entonces Cu se llama una
snstancia general o G-instancia de C.

Definicién 2.5 Sea C una cldusula. Si C* se obtiene de C omitiendo algunas
literales miltiples, se dice que C' es un reducto de C.

Definicién 2.6 Un reducto de una G-instancia de una cldusula C es un factor
de €. Un factor C’ eg no trivial si el nimero de literales de "' es estrictamente
menor que el mimero de literales de C.

Ly (E) es ¢l conjunto de variables de F.

17
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Ohsérvese que los conceptos de reducto y factor coinciden en cldusulas cerradas
y que todo reducto es un factor trivial.

Definicién 2.7 Sean C, D cliusulas con factores C’, D' respectivamente, Si B
es un resolvente binario de C', I’ decimos que F €3 un reselvente de C' y D.

Por tltimo definimos formalmente lo que es una R-derivacién o deduccién:

Definicién 2.8 Sea § un conjunto de cldusulas y C una cldusula. Una sucegién

de cldusulas C\,...,Cy es una Rt-derivecidn de ¢ a partir de 8 si se cumple lo
siguiente:
1. Cp=0C

2. Para toda i = 1,...,n sucede alguna de las siguientes condiciones:

(a) C; es variante de alguna cldusula de §
(b) C; es resolvente de C4,C}, con §,k < i

Notacién: 8 ; C significa que existe una R-deduccién de C' a partir de 8. Si
S 11-2 O decimos que se obtiene una R-refutacién de S.

2.2 Completud de la Resolucién

La prueba de completud refutacional de la resolucién consiste esencialmente
en la técnica de “levantamiento”. Levantamiento es el reemplazo de una R-
derivacién por una R-derivacién mas general. Esto significa que cada instan-
clacidn puede ser reemplazada por un umg.

Definicién 2.9 Sean I' : Cy,...,Cy, A : Dh,..., Dy R-derivaciones. Decimos
que I' es mds general que A si existen sustituciones 4,,...,%, tales que Cj¥; =
D;, esto lo denotamos con T’ <, A. En particular si €, D son cldusulas definimoes
C <, D si existe una sustitucién ¢ tal que C'o = D.

Los siguientes dos lemas muestran que la propiedad de levantamiento se
cumple para la factorizacién y la resoclucién.

Definicién 2.10 Si X’ es un factor de una cldusula X, se define el grado de
X' como el mimero de literales que permanecen en X al eliminar X', lo cual se
denota con | X | —[X'|. Decimos que X' es un k-factor de X syss | X|-|X'| =k

Teorema 2.1 (Los factores de instancias son instancias de factores).
Sean C, D cldusulas tales que C <, D.
Si F es un factor de D entonces existe un factor E de C tal que E <, F\

dem:

Induccidn sobre el grado del factor F.
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o Base de la Induccién. Supongamos que F' es un factor trivial.
En este caso tenemos, por definicién, que F = Do donde Do es una
G-instancia de D. Ademds por hipétesis hay una sustitucién A tal gue
D = CA. Por lo tanto, si tomamos E = €, tenemos que E es un factor
(trivial) de C'y EXo = F es decir, E <, F.

o Hipétesis de Induccién: Si F es un k-factor de D entonces existe un factor
EdeCtalque E <, F.

o Paso Inductivo: Supongamos que F es un (k+1)-factor de D.
Por definicién tenemos que |{D| - |F| = k + 1. Ahora bien, como ¥ es un
reducto de una G-instancia de D y al eliminar F de D, en D quedan k+1
literales, entonces podemos eliminar primero k de esas k+1 literales en D
obteniendo asf un k-factor ' de D tal que F' es un 1-factor de F”. Es mas
F es un reducto de F".
Asf F' debe ger de la forma F! = VLV R VLV F; yspg F =
FvLvFvFE;,
Aplicando la hipétesis de induccién al k-factor F' de D existe un factor
E' de C tal que E' <, F', digamos que E' = By v M|, vV Ea v My v Ea,
donde hay una una X tal que

Elz\ = Fl, E2A = Fg, Ea)\ = F3, Mll = MQ)\ =L
observemos dos cosas:

1. M, M; pueden ser literales diferentes, pero A unifica a {M,, M, }.

2. E' es un reducto de una G-instancia de €, digamos que es reducto
de Cr.

Debemos analizar dos casos:

— M; = M,. En este caso definimos E = E, vV My vV E; v Eg, asf
claramente £ es un reducto de E' y como E' es factor de C ( por
la hipétesis de inducci6n), entonces F es un factor de C, tal que
Ex=F, . E<,F

— M; # M. En este caso en C figuran dos literales K, Ky tales que
Kyt = M, Kyt = M: (por la observacién 2). Obviamente 7 no
unifica a {M,, M2}, pero como A sf unifica a este conjunto entonces
existe un umg ¢ de {My, My} tal que 0 <, A. Sea ¥ tal que g = A
Por definicién sabemos que Cte es una G-ingtancia de ', Es més
existe una literal Ly tal que Mo = Myo = Lo y Lo = L.

Sean E} = E;o parat = 1,2,3 y tomemos E" = E{VLoVE)vLyvE].
De esta manera E” es un reducto de C'to, asi que E” es un factor
de C y como E' <, F' (ie, E'PA=F')yoesumg de {M;,Mz}
entonces E" <, F' (es facil cerciorarse de que E" = F' 2)

Por iltimo ha.gamos

E=E VIL,VE,VE,

IE"d=FEad=EXrX=F
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entonces F es un reducto de E” tal que E <, F. Pera E es adem4s un
factor de C, pues reductos de factores son factores. Lo cual concluye
la prueba.

Lema 2.1 (Lema del levantamiento).

SiC,D,C', )" son cldusulas tales que C <, C' y D <, D' y E' es un resolvente
binario de C' y D', enfonces existe un resolyente binario E de C y D tal que
E <, E.

dem:
Supongamos g.p.g. que V(C)NV(D) =@ =V(C")YNV(D".

Por hipdtesis existen A, g tales que CA=C'y Du=D'. Sean C' = C{ VL' V()
y D' =Dj v M'v Dj, entonces E' = (C] VvCj v D} v D})e donde & es umg de
(L', M'}

Por la forma en que estan dadas ¢, D' tenemogs que C =CYy VLV Oy vy D =
Dy V MV Dy, donde L\ = L', Mp = M' y G\ = C}, Dys = D,

Como V(CYN V(D) = & entonces la sustitucién n = AU p estd bien definida
y cumple Cp = C', Dy = D'. Ademds como o es umg de {L'*,M'} y L' =
Ly, M' = My entonces ¢ es umg de {L°, M }n por lo que neo unifica a {L°, M},
asf que existe un umg de {L°, M} digamos 7.

Como 7 €3 umg entonces existe una sustitucién p tal que 7p = no. Sitomamos
E=(CyvCavDy VDz)'i:' entonces F es un resolvente binario de C' y D. Més atin:
Ep={C1VCyvD;VDyyrp = {C1vCeVD 1V DaYno = (CiVCivDIVD)e = F
- E<, F -1

Ahora podemos demostrar €l teorema del levantamiento, pieza fundamental
para la completud de la resolucién.

Teorema 2,2 (Teorema del levantamiento).

Sea S un conjunto de cldusulas y 8’ un conjunto de instancias de cliusulas de
S. S A es una R-derivacidn a pertir de 8’ entonces existe una R-derivacién T
apartirde S tal que ' <, A

dem:

La prueba es por induccién sobra la longitud de la R-derivacién A denotada
I(A).

s [(A)=1.
En este cazso A = D' donde D' es una variante de D y D € §', por lo
que existen C € 8§ y A tales que CA = D. Como IV’ es variante de D
existe una permutacién ¢ tal que D'g = D. As{i CA = D'o y como g eg

permutacién entonces ¢~ esta bien definida y se tiene que CAo—! = D/,
es decir C' <, D'. Por lo que definimos a I' como C.
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e HI El teorema es vélido si {(A) < n.

e l(Ay=n+1
Descomponemos a A como A = A’,C. donde I{A’) = n, Tenemos dos
casos:

1. C es variantede Dy D € §'.
Este caso es inmediato a partir del caso base y de la hipétesis de
induccién,

2. C es resolvente binario de D', E' donde D', E' son factores de cldu-
sulag D, E que figuran en A’

En este caso podemos expresar a A’ como A' = Ay, D, Ay, E, Ag.

Mediante la hip6tesis de induccién existe una R-derivacién I' tal que
I <, A'. Entonces I debe ger de la forma IV == 'y, F, I3, G, T
donde F <, D, G <, E. Ahora bien, dado que D', E' son factores
de D, E y D, F son instancias de F,G, como factores de instancias
son instancias de factores (teorema 2.1) entonces existen factores F*
deFyG' deGtalesque /<, D'y G' <, E'.

Finalmente como € es un resolvente binario de D' y F’, mediante el
lema, del levantamiento obtenemos un resclvente binario H de F', &
tal que H <, C. Por lo tanto H es resolvente de F,G. Asi que si
hacemos I' =TI, H obtenemos que T =T, H <, A’,C = A

_|

Hasta aquf hemos seguido los métodos presentados en [Lei97). Sin embargo,
para obtener el teorema de completud general, tenemos que partir del teorema,
de completud para RC-derivaciones, que es el caso particular para clausulas
cerradas, este es una adaptacién propia del método presentado en [SA91]. El
corolario y la manera de concluir la completud son aportaciénes nuestras.

Deflnicién 2.11 Sean § un conjunto de cldusuias y € una cifugula. Una RC-
derivacién de C a partir de § es una sucesion de cldusulas C\,...,C, tal que:

1.C,=C
2. Para todai =1,...,n, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

{a) C; es una instancia cerrada de alguna clausula de S.
{b) C; es resolvente de D), E, donde D, E son reductos de Cj, Cy para
algunas j, k < ¢
Notacién: S 1‘1_0 ( significa que existe una RC-derivacién de € a partir de §. Si
S A—C (1 decimos que se obtiene una RC-refutacion de S.
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Qbsérvese que la nocidn de RC-derivacidn es gobre conjuntos arbitrarios de
clausulas, sin embargo en lag derivaciones sélo figuran instancias cerradas, de
ahi el nombre de “RC”, por Resolucién Cerrada.

Para obtener el teorema de completud para las RC-derivaciones utilizaremos
una nocién equivalente que solo actia sobre conjuntos de clavsulas cerradas,
llamada Resolucién Proposicional (RP).

Definicién 2.12 Sean M un conjunio de cldusulas cerradas y C' una cldusula.

Una RP-derivacién de C a partir de M es una sucesién de cldusulas G,,...,C,
tal que:
1. C,=C

2. Para toda i = 1,...,n, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) CieM
(b} C; se obtuvo de reductos de C;, Cy donde j, k < i mediante regolucién
proposicional.d
Notacién: M PEE—P ¢ significa que existe una RP-derivacién de C a partir de M.
S M }5} O decimos que se obtiene una RP-refutacién de M.

Ahora presentamos €l teorema de completud para las RP-derivaciones.

Teorema 2.3 (Completud pare RP-derivaciones).
Sea M un conjunto de cldusulas cerradas. Si M es no satisfacible entonces
M }Iz—‘D 1

dem:

Podemos suponer que [1 ¢ M pues de lo contrario el resultado serfa trivial.
Ademaés utilizando el teorema de Compacidad podemos suponer que M es finito,
digamos que M = {Cy,...,Cp}.

La prueba es mediante induccién sobre el mimero k(Cly,...,C,) definido me-
diante n
k(Ch, ..., Co) = Y ICH]) — n.

i=1

o k(C,...,Cn) =0. Lo cual significa que cada cldusula es una literal, C; =
L;, i=1,...,n. Como M no tiene un modelo entonces necesariamente
hay un par complementario en M, digamos que L; = L{, 1 < i,j < n, el
cual produce de inmediato mediante RP la cldusula vacia 0.

31.a resolucién proposicional es aguella que no admite unificacidn, sino que el par comple-
mentario de literales tiene que estar presente de entrada.
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¢ HI. Supongamos vélido el resultado para 0 < m < k(C\,...,Ch)

® k(Cy,...,Cn) > 0. En este caso podemos suponer s.p.g. que [Ci| > 2.
Sea L una literal de C, y E = (1 \ L. Obsérvese que k{L,Cs,...,Cy) <
K(Ch,...,Ch), B(E,Cy,...,Cp) = k(Ch,...,Ch) =~ 1 < k(CY,...,Cp) ¥
claramente los conjuntos My = {L,C,,...,Cu} y My = {E,Ca,...,Cp}
no tienen un modelo puesto que LV E = €, vy M no tiene un modelo.

Asf que utilizando la hipétesis de induccién obtenemos que M, II;P Oy
M, RI-P O

Sea I': Dy,..., Dn una RP-refutacién de Ms y sea I’y la RP-derivacién
obtenida a partir de I" sustituyendo D; por D; V L parai = 1,...,m,

claramente I';, es una derivacién de L a partir de M, de manera que
M A—P L,

Por dltimo a partirde M | Oy M, F L concluimos que M + 0
RP RP RP

Carolario 2.1 (Completud para RC-derivaciones)
58S es un conjunto de cldusulas no satisfacible entonces hay una RC-refutacidn
de 8.

dem:

Como § no tiene un modelo entonces por el teorema de Herbrand 1.3, IC(S)
no tiene un modelo. Pero como IC(S) es un conjunto de cldusulas cerradas,
por ¢l tearema anterior IC(S) 1'1_13 [1. Pero esto iltimo claramente implica que

}_
s v O -
Ya podemos presentar €l teorema de completud general para R-derivaciones.

Teorema 2.4 (Completud para R-derivaciones)
5i S es un conjunto no satisfacible de cldusulas entonces hay una R-refutacidn
de S.

dem:

El corolario anterior nos proporciona una RC-refutacién I' de S. Sea §' el
conjunto de instancias cerradas de § que figuran en I'. Como las nociones de
reducto y factor coinciden en cliusulas cerradas entonces, por definicién, T es
una R-refutacién de §’. De manera que, usando el teorema del levantamiento,
existe una R-derivacién A a partir de S tal que A <, T, pero como A = I'e
para alguna substitucién o entonces claramente A es una R-refutacién de §. +
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2.3 Refinamientos de Resolucién

En esta seccién nos dedicamos a estudiar los refinamientos de resolucién, que
constituyen una manera de optimizar las derivaciones obtenidas con resolucién.

Definijcién 2.13 Sea S un conjunto finito de cldusulas. Definimos el conjunto
Q(S) como el conjunto de todas las R-derivaciones a partir de §, es decir, Q(S) =
{X | X es una R-derivacién a partir de S}.

Con € denctamos al conjunte de todas las cldusulas y con CL denotamos al
conjunto de todos los conjuntos finitos de cldusulas. Por tltimo el conjunto de
todas las R-derivaciones serd denotado con 2. Claramente se tiene

a=1] as)

SeCL

Definicién 2.14 Considérese una funcién ¥ : CL — P(Q). ¥ es un refi-
namiento de resolucidn syss se cumpien las signientes condiciones:

1. Para todo 8 € CL, ¥(S) C O(8).
2. El conjunto {I1 | T € ¥(S)} es decidible para cualquier § € C'L.

3. Existe un algoritmo @ que construye T(S) para cada § € CL. (N6tese que
¥(8) puede ser infinito).

4. 8i 8 C Q entonces ¥(8) C T(Q)

Definicidn 2.15 Un refinamiento de resolucién ¥ se llama completo syss para
cada conjunto finito no satisfacible de cldusulas S, ¥(S) contiene una R-refuta-
cién de S.

El siguiente teorema proporciona una condicién necesaria para que un refi-
namiento sea completo.

Tearema 2.5 Sec U un refinamiento. Si U es completo entonces debe existir
un conjunto finito de cldusulas S tal que U(S) es infinito.

dem

Supongamos que ¥ es completo y que T(S) es finito para todo § € CL. Por
definicién existe un algoritmo a tal que a(8) = ¥(S)} y como ¥(S) es finito
entonces a siempre termina. Ademés, como ¥ es completo entonces ¥(S) con-
tiene una R-refutacién syss S es no satisfacible. De manera que construyendo
¥(s) medxa.nte ay verlficando si ¥(S) contiene una refittacion, obtenemos un
isfacibilidad de la légica

clausular, lo cual es absurdo puesto que si la léglca, claugsular fuera decidible
entonces la légica de predicados también serfa decidible, lo cual es absurdo por
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el teorema de indecidibilidad de Church [SA91). -

Este teorema muestra que el problema de la parada para refinamientos comple-
tos siempre es indecidible.

En general una aplicacién de un refinamiento completo ¥ lleva a uno de los
siguientes resultados:

1. La derivacién de O, es decir, (0 € T(8).

2. ¥(S) es finito y no contiene una refutacién de §. Lo cual significa que
¥ , considerado como un proceso, termina en 8 y por la completud de ¥
sabemos que § es satisfacible,

3. ¥(8) es infinito y no contiene una refutacién de S. En este caso ¥ no
termina en S y, por completud, § es satisfacible. Este caso corresponde,
en programacién, a entrar en un ciclo sin fin.

Muchos refinamientos, tales como resolucién ordenada, resolucién seméntica y
resolucién asegurada’, se pueden especificar mediante operadores conjuntistas.
En estos casos el conjunto de todas las derivaciones a partir de un 8 € CL dado,
especificado por un refinamiento ¥, se puede describir mediante el conjunto de
todas lag clausulas derivables a partir de 8.

Definicidén 2.18 Sean C, D dos clausulas. El conjunto de todos los resolventes
de C, D serd denotado por Res(C, D).

Obsérvese que aunque Res(C, D) puede ser infinito, es ficil ver que el conjunto
Res(C, D)/ ~, de clases de equivalencia bajo la relacién “ser variante de” es
un conjunto finito. Al usar operadores de resolucién es conveniente evitar dife-
rentes variantes de cldusulas en el conjunto de resolventes derivados. Como es
inconveniente trabajar con clases de equivalencia, seleccionamos una cldusula de
cada clase. Mediante ¢(S) denotamos las cldusulas representativas de cada clase
de 8/ ~,. Podemos usar un méiodo estandar para renombrar variables en lag
clausulas que consiste en reemplazar la primera variable por 3, la segunda por
T2, y asf sucesivamente. El operador  se conoce como el operador de renombre
estandar.

A continuacién definimos el primer operador conjuntista de resolucién:

Deflnicién 2.17 Sean S un conjunto finito de cldusulas y n € N. Definimos:
Res(S) = [J{Res(C,D)|C,D cS}

5%(8) = »(8)

SpHI(8) = S3(S)Up(Res(SE(S)))
Rz(8) = nler %(8).

41lock resolution.




26 2. RESOLUCION Y SUS REFINAMIENTOS

Ry es el operador de resolucién ilimitada.

Ra(S) es el conjunto de todas las cldusulas (con variables en forma estandar)
derivables mediante R-deducciones a partir de 8. Utilizando el operador ¢
garantizamos, para cada n, la finitud del conjunto S%(8S), que es el conjunto de
las clausulas deducibles mediante una R-derivacién de longitud < n. La finitud
del conjunto Rg(S) ( asf como la de ¥(S) para algun refinamiento ¥ ) implica
la “terminacién de la resolucién” en 8. Tal terminologfa estd justificada puesto
que Rx(8) se puede considerar, de acuerdo a la definicién anterior, como un
algoritmo definido en CL. Si Ry(S) es finito entonces el célculo termina, en
otro caso no lo hace.

Definicién 2.18 Un operador de refinamiento de resolucién R, es una funcién
R; : CL — P(€) que satisface las siguientes condiciones: Existe una funcién
ps : CL — CL tal que:

1. pz(8) es un subconjunto finito de Re(S), para toda S € CL.

2, Existe un algoritmo a que caleula p;(S), para toda S € CL.

R, se define, via p,, como sigue:
S2(8) »(S*)

SyTHS) = SR(S)Up.(SE(S)

R(8) = U 52(8)

nEW

il

donde §* s un conjunto de cliusulas tal que § ~yy 8% Esta manera de
definir el primer estrato S2(S) es una mejora nuestra a la original de [Lei97)
pues proporciona mayor claridad y flexibilidad en los operadores que veremos
posteriormente.

Definicién 2.19 Un operador de refinamiento de resolucién R, es completo
8yss para todo conjunto no satisfacible de cldusulas S, se tiene que 0 € R;(8).
Es directo probar un resultado andlogo al teorema 2.5 para un operador de re-

finamiento de resolucién completo. En este caso debe existir un § € CL tal que
R (8) es infinito.

Definicién 2.20 Sea R un conjunto de R-derivaciones. Definimos al conjunto

Der(R) como el conjunto de las clausulas , con variables en forma estandar,
derivadas mediante R-deducciones de fR.
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Claramente, para cualquier § € CL se tiene que Der(Q(S$)) = Ra(S).

En algunos casos los conjuntos de R-derivaciones no pueden ser descritos simple-
mente mediante operadores de refinamiento sobre conjuntos de cldusulas, como
es el caso de los refinamientos lineales. Pero por otra parte, los operadores de
refinamiento siempre definen refinamientos en el sentido de la definicién 2.14,
como lo asegura el siguiente teoremas:

Teorema 2.6 Si R, es un operador de refinamiento de resolucién entonces
existe un refinamiento ¥ tal que, para toda 8 € CL:

Der{¥(8)) = R.(S).

dem:

Sea 8 € C'L entonces cada C' € S es también una R-derivacién de longitud 1 y
S se puede considerar también como un conjunto de R-derivaciones.

Vamos a definir ¢ mediante saturacién de niveles (como los operadores de refi-
namiento).

o Sea TO(8) = (S*).
Por definicién, la funcién p; es calculable, ademés p.(S*) es un conjunto
finito, digamos que pz(8*) = {C1,...,Cn} ¥y p=(8*) C Rp(S*). Asi que
existe un algoritmo o (independiente de § ) que produce un conjunto de R-
derivaciones a partir de §, I[(8) = {A;,...,Ay} tal que S'Et C; mediante

la derivacién A;. Claramente se cumple que Der(II(8)) = p;(8) y I es
calculable.

¢ Supongamos que ¥"(S) esta definido y sea ¥"(8) = {41,..., ¥k}, A
partir de todas las derivaciones de ¥"(S) obtenemos la derivacién

X(T™E)) =t x... x g
donde + denota al operador de concatenacién.
o Ahora definimos, U™+ (S) = T*(S)U{x(T™(S))xy | ¥ € II(Der(T"(S)))}
¢ Por tiltimo definimos ¥(8) = |J T"(S).

new

Observemos que por construccién ¥(S) es un conjunto de R-derivaciones a partir
de §.

Para mostrar que Der(¥(S)) = R;(S), basta mostrar que paratodaS ¢ CLy
para toda n € w , se cumple que Der(¥"(S)) = SP(S) y utilizar la definicién de
R.(S). Esto lo haremos mediante induccién sobre n:
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s Base de 1a induccién, n = 0.
Der(8°(S)) = Der(p(8*)) = ¢(8*) = S3(8)

¢ Hipétesis de induccién, Der(T7(8)) = Sp(S)
¢ Paso inductivo. Probaremos la doble contencién:

D) Para esto basta ver que los dos uniendos que conforman a ST+1(S)

egtan contenidos en
Der(Int1(8)).

* Utilizando la HI tenemos:
5%(8) H Der(¥™(S)) C Der(¥™+1(S))
* Por definicién de II se tiene que Der(II(S?(S))) = p(SH(S)).

Pero para cada ¢ € II(S?(S)}, x(¥"(S))x ¢ es una R-derivacién
apartirde Sy

Der(x(T™(8))* %) = Der(y)

por lo tanto concluimos que p(52(S)) C Der(T"+1(8)).

C) Por definicién se tiene que ST(S) C SP*'(S), asf que usando la HI
obtenemos
Der(¥™(8)) C S7*1(8).

Si ¢ € II(Der(I™(8))) entonces
Der(x(2"(8))* ) = Der ()
Utilizando la HI obtenemos:
Der(p) € Der(II(SZ(8)))

Ahora bien, por la relacién entre II y p,, obtenemos Der(y) €
Sn+1(8), y finalmente

{X(T"(8)) x 9 | § € M(Der(T"(S))} C ST ().

2.4 Hiperresolucion

2.4.1 Normalizacién de Cldausulas

Definicién 2.21 Una cliusula es positiva i todas sug literales son 4tomos no

negados. Es negativa si todas sus literales son dtomos negados y es mizta en
cualquier otro caso.
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Definicién 2.22 Sea < C £ x £ un orden para las literales (positivas antes de
negativas y orden lexicografico en cada grupo). Si C es una clausula, denotamos
con C, a la clausula C con sus literales ordenadas mediante <. Definimos el
operador de ordenacidn N, : € — € como N,(C) =C,

Ejemplo 2.1 8i C = -Q(z,y) v R(u) V R(b) V P(a,c) entonces N,(C) =
Pla,c) v R(b) V R{u) v -Q(z,y).

Definicién 2.23 Sean C una cliusula y 5 una substitucién tal que Cy es una
variante de C con variables vy,...,v, (ordenadas de izquierda a derecha) y que
cumple V(Cn) N{z; | i € N} = @. Definimos el operador de normakizecidn de
varigbles Ny : € — € como N, (C) = Cp{v1 /21, .., Um/Zm}-

Ejemplo 2.2 Si C = P(w)} V P(a) V Q(,y) entonces N,(C) = N,(P(w) V
Pa) v Q(z,y)) = P(z1} V P(a) V Q(z2, %3).

Definicién 2.24 Sea ¢ una clausula y €, el menor reducto de C, es decir, C,
es un reducto de C que ya no es reducible. Definimos el operador de reduccidn
Ny :€ — € como N.(C) =C,

Ejemplo 2.8 5i ¢' = Pa) v @(b) v R{z) v @b} v R(z) entonces N.(C} =
P{a) v Q(b) v R(z).

Definicidn 2.25 El operador N, : € — € definido mediante N, = Ny e N,o N,
se lama €l gperador de normalizacidn estandar.

Ejemplo 2.4 Si C = ~Q(x, z) V ~P(a) vV R(y) vV ~P(a) vV Q(a, 2} entonces
Ns(c) = N;oN, (Q(aa Z) v R(y) v _'P(a) v _‘P(a) v _‘Q(Iiz))

i

N,.(Q(a., 1‘1) v R(:’Cg) A" ﬂP(G) v —|P(a) vV —lQ(:L‘s, Fi2) ))

= Qa,z1) V R(z2) V ~P(a) V ~Q(z3, 1)
Definicién 2.26 Una cldusula C esta condensada si no existe una literal L en
C tal que C'\ L es un factor de C. Definimos

C Si C esta condensada.
v(C) =
¥(C\ L) Si L es la primera literal de €' tal que C'\ L es factor de C.
el operador N, : € ~— €, definido como Ny (C) = Ny o ¥(C), es la forma nor-
mal condensada o N -normalizacién de C.
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Es facil ver que la N -normalizacién, considerada como regla de inferencia
es correcta, es decir, 8 C es verdadera entonces N (C) es verdadera. Es mds,
para cualquier clausula C, se tiene que N (C') es 16gicamente equivalente a C,
como lo agegura la siguiente proposicién,

Proposicién 2.1 Para teda cldusula C, se tiene que VN,(C) =VC.

dem:

Puesto que es obvio que VN,(C) = VC, basta demostrar que ¥v(C) = VC' y
para esto es suficiente con mostrar que s8i C' \ L es un factor de C entonces
Y(C\ L) = VC. Es obvio que & V(C'\ L) =+ VC y ademds para cualquier factor
D de C, se tiene que | VO — VD, de manera que, como C \ L es un factor de
C, podemos concluir que Y(C'\ L) = VC. 4

Ejemplo 2.5 Sea C' = P(z)VR(b)VvP{a)VR(z), como R(b)vP(a)VR(z) es un
factor de C entonces ¥(C) = y(R(b)VP(a)VR(z)). Obsérvese que ni Pla)V R(z)
ni R(b) v R(z) son factores de ¥(C) pero R(b) V P(a) es un factor de R(b) Vv
P(a)V I(z). En consecuencia tenemos y(R(b) v P(a) vV R(z)) = y(R(b} V P(a)).
Como R(b) V P(a) no tiene factores, entonces v(R(b) v P(a)) = R(b} v P(a).
Asf que concluimos que ¥{C) = R(b) V P(a) y N(C} = P(e) vV R(b).

2.4.2 El Operador de Hiperresolucién

Fl objetivo de la regla de hiperresolucién es producir una cléusula positiva a
partir de un conjunto de cldusulas, una de ellas negativa o mixta y las demés
positivas. Veamos un ejemplo

Ejemplo 2.6 Mediante Hiperresolucién con el unificador
i = {z/Tere,y/Pedro,z/Sergio} a partir del conjunto

- Casado(z,y) V = Madre(z,z) V Padre(y, z)
Casado(Tere, Pedro) v Masviejo(Tere, Pedro)
Madre(Tere, Sergio)

aplicando g obtenemos:
Padre(Pedro, Sergio) V Masviejo(Tere, Pedro)

A continuacién iniciamos el estudio formal de 1a hiperresolucion, hasta mostrar
el teorema de completud correspondiente.

Definicidén 2.27 Sea €' una cldusula de la forma €1 V C; tal que € es positiva

y C, es negativa, (alguna o ambas podrian ser 0). Entonces C esta en PN-
forma. Oy (Cy) se llama la parte-positiva{negativa ) de C' v se denotapor O+

().
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Deflnicién 2.28 Sean C, D dos PN-cléusulas tal que D es positiva y C es de la
forma €'V ~@ donde @ es un 4tomo. Sea D' una variante de un factor de D tal
que V(D')YNV(Cy=@ y I = D,V PV D; donde P es un dtomo. Supongase
que {P,Q} es unificable mediante el umg o. Entonces (D; V D2 vV C')o es un
RFP-resolvente (Restriccién a Factores Positivos) de C'y D.

Obsérvese que cada RFP-resolvente es también un resolvente ordinario en PN-
forma ( resolviendo D desde la izquierda ). La factorizacién esta restringida a
cldusulas positivas y la regla de resolucién solo puede aplicarse a la literal que
estd mds a la derecha en la cldusula no positiva.

Ejemplo 2.7 Sea S = {C},Cs, Cs, Cy} donde Cy = P(z) vV P(y),C2 = Plx) v
~R(x),Cs = ~R(z)V-R(y)V-P(z),Cs = R(b). Los resolventes ~R(z) vV - R(y)
y P{z)}V —R(z) Vv -~(y) son RFP-resolventes de C; y Ca.

- R(z)V-R(u)V-R(v) es un resolvente de Cz y C3 pero no es un RFP-resolvente,
puesto que ni €% ni C3 son positivas.

-R(z) es un resolvente de ) y C3, pero no es un RFP-resolvente, pues se ha
aplicado la factorizacién a una cldusula no positiva.

~P(b) es un resolvente de Cy y €y pero no es un RFP-resolvente puesto que la
literal eliminada en la cldusula no positiva no es la que estd més a la derecha.
De hecho no hay RFP-resolventes de (0 y Cy.

La idea en la hiperresolucitn es definir una sucesién de RFP-resolventes que
produzca una cldusula positiva. E] paso para la macroinferencia se basa en una
tupla de cldusuias que contienen una cldusula no positiva y diversas clausulas
positivas.

Definicién 2.29 Sean ¢ una PN-cidusula no positiva y Dy,..., D, clausulas
positivas. La tupla ¢ : (C;Ih,...,Dy) se llama una sucesidn conflictiva. Si
{C,Dy,...,D,} C 8 decimos que p es una sucesién conflictiva a partir de 8.
Las clausula C es el nicleo y las D; son los satélites de p.

Definicién 2.30 Sea ¢ : (C;Dh,...,D,) una sucesién conflictiva. Parai < n
tomense las siguientes cldusulas: By = C y Ry;; un RFP-resolvente de R; y
Dy, (si tal resolvente existe). Si R, existe y es positiva entonces la forma
normal condensada de R,, N.(R,) es un hiperresolvente de p.

Ejemplo 2.8 Sea 8 = {C1,C3,C3} con C1 = Q(z,y) V -~P(f(z)) vV ~P(g(¥)),
Cy = P(z) V R(z),Cs = P(y) vV P(f(y))-

Sea ¢ = (Cy;C:,C3), claramente g es una sucesién conflictiva. Definimos
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Ry =Cyy By = R(g(y)) vV Q(z,¥) v ~P(f(x)). Hay 2 posibilidades para definir

Ry, asaber: Ry = P(z)VR(g(y))VQ(=x,y) vy B3 = P(F(f(z))VR(a)VQ(z,y).
Ambas cliusulag definen respectivamente a los hiperresolventes

P(z1) V Qz1,23) v R(g(22)) y P(f(f(21))) V Q(21,22) V Rglza)).

Definicién 2.31 Sea S un conjunto finito de PN-cldusulas. Definimosla funcién
oy : CL — CL como

pr(S) = {X € €| X es un hiperresolvente de g ¥ p es una sucesion
conflictiva a partir de S}

pr (8) es el conjunto de todos los hiperresolventes definidos mediante sucesiones
conflictivas a partir de §. Sea ST el conjunto de cldusulas positivas de S, defi-
nimos el operador de Mperresolucidn Ry como sigue:

SH(8) = @(N(SHuU(S-8Y)

SE8) = SHE)Upu(SEHES))
Ru(8) = U S§(8).
neN

Obsérvese que realmente S (S) = N.(S8H) U (S —St)

2.4.3 El Teorema de Completud

Ya estamos preparados para demostrar la completud del refinamiento de hiper-
resolucién, para lo cual demostraremos primero, la completud para clausulas
cerradas, utilizando en parte el método de Davis-Putnam,

Lema 2.2 ( Completud de la hiperresolucién para cldusulas cerradas)
Sea S un conjunto no satisfacible de PN-cldusulas cerradas entonces [ € Ry (S).

dem:

Podemos suponer s.p.g. que S es finito. La demostracién serd por induccién
sobre el nimero de presencias de literales en S, denotado npl(S)

o Base de la induccién, npl(S) = 0. En este caso § = {0} y claramente
0 € % (S)c Ru(S).

» Hipétesis de induccién: para npl(S) < n

» Paso inductivo: Supongamos que npl(8) = n + 1. Hay que analizar dos
casos:
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1. Todas las cldusulas de S son positivas o negativas y todas las cliusulas
positivas son unitarias®. Como § es no satisfacible, debe haber una
clausula negativa D € S tal que D = -P; V..,V -P, donde las
cldusulas unitarias Py,..., P, pertenecen a 8. Si tal cldusula no exis-
tiera todas las cldusulas negativas podridn eliminarse mediante la
regla de la literal pura de DP; las cldusulas restantes serfan positi-
vas y S serfa satisfacible. Por lo tanto tal D existe y la sucesién
(-P V...V P,; P,,..., P) es una sucesién conflictiva cuyo hiper-
resolvente es [J. De manera que, por definicién de Ry, concluimos
que 0 € Ry (8).

2. Hay cldusulas mixtas en S o hay una cldusula positiva no unitaria en
S.

(a) En 8 figura una cldusula mixta, digamos C.

Como € es una PN-cldusula debe ser de la forma P v E, donde
spg P es un 4tomo. Como S es no satisfacible, es facil ver que
los conjuntos de clausulas 8; = (8§ — {CHU{P} y Sa = (8§ -
{C}) U {E} son ambos no satisfacibles y npl(8,),npl(S2) < n de
manera que O € Ry (8,) y O € Ry(Ss).

(b) Existe una, clausula positiva no unitaria D € 8, Entonces D es de
la forma PV E, con E una cldusula positiva, analogamente al caso
anterior, descomponemos a S en 8 y 8, obteniendo mediante la
HI que O € Ry (Sy) y U € Ru(S,).

Ahora mostraremos que a lo maés la diferencia entre Zy{S)y Ru(Sq)

se dd en las presencias del dtomo P en algunas cliusulas. Para un

tratamiento formal definimos, para cualquier literal L, una relacién
<L como sigue:

C <1 D syss N,(C) = No(D) 6 No(D) = N,(C v L)

Dejamos como ejercicio el cerciorarse que (€, <1) es un preorden.
Si P, Q son conjuntos de cldusulas, decimos que P <, & syss para
toda clausula C € P existe una cliusula D € Q tales que C < D.
Utilizando este orden parcial mostraremos en ambos casos

Ry (82) <p Ru(S).

Para demostrar la relacién sobre los estratos de Ry, procedemos por
induccién sobre los naturales, es decir, vamos a demostrar que

SH(S2) <p SE(S) paratodan e N
— Base de la induccién, n = 0: las relaciones
N.(83) <p N.(8M) y (82— 87} <p (§ - §1)

son triviales puesto que E <p PV E.

Srecuérdese que una cliusula unitaria es aquella que contiene exactamente una literal.
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Es facil ver que el paso inductivo se reduce a lo siguiente: Sean v =
(B Dyy...,Dg) y v = (£, Dj,...,D},) sucesiones conflictivas tales que
E<p E'yD; <p Djparai=1,...,nylas D, D} estdn en forma normal
condengada. Si F' es un hiperresolvente de 4, entonces existe un hiperre-
solvente F' de 7y, tal que F <p F'.

La iltima aseveracién puede todavia reducirse a la preservacién de la
relacién <p en los pasos internos al resolver la sucesién conflictiva. Un
resolvente internc es un resolvente de las cldusulas E, v - y I, donde
D; es positiva y de la forma ¥} V@ v Fo. y el preservar la relacién significa
que: 8i By V@ <p Gy D; <p H entonces si K es un RFP-resolvente de
Eyv-QyD;y K' es un RFP-resolvente de G y H, entonces K <p K’.

Tomemos pues B, V-Q <p Gy i vQVF; =D; <p H. Como P es
positiva y G esta en PN-forma tenemos que G = E} V -~ para alguna
cldusula Ej tal que E; <p Ej. La cliusula H debe contener a @ y es de
la forma F} v Q vV F; donde F; vV F; <p F| V F; (todas las relaciones se
dan sin importar si P es o no Q).

El RFP-resolvente de B, V-Q y i VQ vV Fa es Fy VF vV By, ya que
las cldusulas positivas estdn en N -forma, por lo que no necesitamos re-
duccién. Andlogamente F] v F} v E! es RFP-resolvente de Bj V -Q y
F} v Qv Fj. Porque, en general, C; <p Ca y Dy <p D; implica que
C\ vV D, <p Cy Vv Dy, podemos concluir que Fy VF, VE, <p F{VF,V E].

De manera que podemos concluir que, para los hiperresolventes F, F' de
MY Y2 que F <p F'.

Estando completa la induccidn, utilizando la definicién de Ry podemos
concluir que
Ru(8S2) <p Ry (S)

Es importante observar que el agregar literales positivas a una cldusula no
bloquea, lag posibilidades de pasos de resolucién antes existentes.

Por 1ltimo tenemos Que concluir que £1 € Ry (S). Por HI sabemos que
0 € Ry (S2) <p Ru(S), de manera que, por definicién de <p, debe existir
una cldusula, C € Ry (8) tal que O <p C, lo cual implica dos casos:

1. € = 0O, por lo que inmediatamente O € Ry (S).

2, C = P, puesto que lag cldusulas positivas de Ry(8S) estan en N~
forma.
Ahora obsérvese lo siguiente:

S1= (8- {C})U{P}yS—{C} CSC RuS);

Comg P € Ryu(S), obtenemos 8; € Ry(S), de manera que, por la

monotonia e idempotencia de Ry concluimos que Ru(81) C Ru(S).
Asf que O € Ry(S), puesto que, por HI, 0 € Ry (81)
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Con esto termina la induccién sobre npl(S) y la prueba misma. gl

Definicién 2.32 Sean C,D dos cldusulas. Definimos la relacién <, como:
C <o D syss existe o tal que N,(Co) = D.

Observemos que para cualquier cldusula C y cualquier o, se cumple que C <,
N(Ca).

Definicién 2.33 Sean C,D dos PN-clausulas. Definimos la relacidén <gc, como:
C <ycv D 8yss existe ¢ tal que N,(Cto) = N(D*) y C-o =D~

Lema 2.3 Sean C' = C| V@', D' =D{v@Q'v D)} dos PN-cldusulas cerradas,
D' en N.-formo y positiva. Sea E' = D} Vv D} Vv C} el RFP-resolvente de C’
y D'. 8iC,D son dos cldusulas con variables ajenas tales que C <4os C' ¢
D <,. D' entonces existe un REP-resolvente E, de C y D tal que E <gep E'

dem:

Primero veamos que C debe ser de la forma Oy, v@Q, con O] <, Cl y @ <4 &'
C <ses C' = N (CHo) = N((CIv-Q')}) y C~o = (C{V~Q')~ para alguna g.
Obsérvese que '+ = Ci* y '~ = 0} v-Q' de manera que C~o = C{” V-,
de donde se obtiene que deben existir C" y () tales que Qo = @', es decir,
@<, QyC =C"v-Q.

De manera que ¢ = CtvC~ = CtvC"~v-@, y si tomamos C; = CTv (¥,
es facil ver que € <y Cf.

Ahora bien, D <,. D' implica que existe 5 tal que N;(Dn) = D' y como
V(C)NV (D) = @ entonces la substitucién u = o U7 esta bien definida y cumple
las siguientes 3 condiciones: N, (Ctpu) = N (C'), C~pu=C"" y No(Du) = D'.
De esta dltima condicién, como D' = D] v @' vV D} entonces D, debe tener, la
siguiente forma, D = DyVL,...vD VL,V Dy, donde Ly,. .., L, son literales,
tales que Lp = {Ly,...,La}p = {Q} y Ne((Dy V...V D)) = DYV Ds.
Como L es unificable, tomemos un umg de L, digamos p. Tal p define al factor
DipVILipV...V DppV Dyy1p de D. Es facil ver que g unifica a {L,p, Q},
de manera que con el factor dado de D y C obtenemos el RFP-resolvente
E=((D1V...VDy1)pV Ci), donde ¢ es un umg de {L,p,Q}.

Por 1ltimo veamos que E < ., E'. Obsérvese que pf <, 4 pues pf es umg de
LU {Q}.

Como p define una G-instancia de D y V(C) N V(D) = @ entonces domp N
V(D)=@,porloque C1p=C, y E= (D1 V...V Dpy1 VCi)pb.
Consideremos ahora la parte negativa de E. E~ = C{ p#, puesto que las D; son
positivas. De la misma manera, concluimos que E'~ = C;~. Observemos que
C;u=C;” = E'~, puesto que Cp = C'~.

Por otra parte, E* = (Dy V...V Dypy1 V CiF}pf. Mediante las relaciones
N(Ctp) = N(C™) y Ne((D1 V ...V Dyy1)p) = D V D} obtenemos que
N((D1V...VDn VCHp) = N(D) v Dy vCiH).



36 2. RESOLUCION Y SUS REFINAMIENTOS

Finalmente, sea 7 tal que pfT = u, entonces, a partir de lo arriba demostrado,
es facil ver que, No(Et+r) = N (E'*) y E~7 = E'", e3 decir, F <, E'. 4

Lema 2.4 Sea S un conjunto de cldusulas tal que N.(S*) = 8% y §' C IC(S).
Para cada cldusula en N.-forma C' € Ryu(8') existe una cldusule C € Ry(8S)
tal que C <, C'. Tal propiedad la denotamos con Ry (S) <, Bu(S").

dem:

La demostracién se hara por induccién sobre n, para los estratos de Ry.

¢ Base de la induccién, n = 0. P.D. S%(S) <,c SH(S.
Para esto, dado que las cliugulas de 8% ya est4n en N.forma y que el
operador ¢ no afecta la forma de las cldusulas, basta mostrar que 8 <,
N(S"*) U (8' — §'t). Pero esto tltimo es consecuencia inmediata de que
C <. N.(Co) para cualquier substitucién & y C € S.

o HL S}(S) <4 SE(S)

e Paso inductivo, P.D. SF™(8) <,5c SHT(SY)

Por la definicién de S, utilizando la hipbtesis de induccién, solamente
basta demostrar que py (SF(S)) <ec pu(SH(S).

Sea E' € pi{SH(8"), entonces por definicién de py, existe una sucesién
conflictiva, digamos v2 = (C'; D{,...,D!), de elementos de S%(S') tal
que E' es un hiperresolvente de 2. Utilizando la HI, obtenemos una
sucesién conflictiva 1y = (C; Dy,...,D,) de elementos de SF(S) tal que
C <, C'y Dy <, D} para cualquier i < n.® Es ficil ver que C' %,
C' = C <45 ¢, por lo que podemos aplicar el lema 2.3 a las cldusulas
C', D}, R}, siendo R} el RFP-resolvente de C' y Dy ; con lo cual obtenemos
un RFP-resolvente Ry, de C' y Dy tal que Ry <, Rj. Iterando este
proceso n veces, obtenemos que Ry <, Rl,, pero, por definicién, 1, es el
hiperresolvente de «4, de manera que, haciendo E = R,, obtenemos que E
es un hiperresolvente de v, es decir, E € pu(SE(S)) y ademas E <, E'.

-

La aparente restriccidn N,(§1) = 8t impuesta en las hip6tesis del lema anterior
resulta inofensiva pues, por la proposicién 2.1, N.(S*) = §*. Sin embargo el
lema se enuncia de esta manera por motivos de claridad en la demostracion.
Con los lemas anteriores podemos concluir de inmediato la completud para la
hiperresolucién.

Teorema 2.7 (Completud de la Hiperresolucidn).

~ o A F. L I Ly
57 e un Corunto o satisfacitie de PN-cituynins emtonrey e Rp(S—

8C <, C' no por ta HI sino porque ST (8') se generd a partir de instancias cerradas de 8.
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dem:

Podemos suponer spg que N, (S*) = §*. Utilizando los teoremas de Herbrand
y de Compacidad, tomemos un conjunto finito de instancias cerradas de §,
digamos §' C IC(S) tal que 8' es no satisfacible. Por el lema 2.2 podemos
concluir que 0J € Rg(S'). Por el lema 2.4, tenemos Ry(S) <,. Ru(S'), de
manera que existe una cldusula C € Ry (S) tal que C <, O, pero esto sélo
puede suceder si C == 0. Por lo tanto O € Ry(S). -

2.5 Hiperresolucién Negativa

Definicién 2.34 Sea P = {P,,...,P,} un conjunto de simbolos de predicado
¥ v una funcién con dominio P tal que para toda i = 1,...,n, ¥(F) = P; o
¥(Py) = ~F;. Entonces 7 es un cambio de signos. Denotamos a -y mediante su
imagen, v = {¥(R),...,7(Fa)}. Un cambio de signos v se puede extender a
cldusulas y a conjuntos de cldusulas de la siguiente manera:

V(P 1) = ¥{P)t,-.. 1) para férmulas atémicas
Y(P(t1,..,tn)) = Y(Plt,...,t0))° para literales negativas
YCiv...VvC) = y(C)V...vy(C,) paracliusulas

1(8) = {¥(C)| CeS§} para conjuntos de cldusulas

Es facil ver que log cambios de signos preservan la satisfacibilidad, es decir, que
para todo conjunto de cldusulas 8§, § ~, ¥(S). Si definimos el conjunto de
literales SL(S} de un conjunto de cldusulas S, como SL(8) = SP(S)U {~P |
P € SP(S) y -P figura en S}, donde SP(8) denota al conjunto de simbolos de
predicado que figuran en 8, entonces la hiperresolucién, como la hemos definido,
es un principio que genera solamente cldusulas C tales que SL{C) C SP(C).
El principio de hiperresolucién puede generalizarse al substituir en las defini-
ciones concernientes, el concepte de cldusula positiva por el concepto de cldusula
4-positiva, que definimos a continuacién.

Deflnicién 2.35 Sea S un conjunto de cldusulas y -y un cambio de signos para
SP(8)= {P,...,P,}. Decimos que una cliusula C es y-positiva si SL(C) C

{7(P1)a e -:"T(Pﬂ)}'

En particular si 73 = SP(8) entonces una cldusula v -positiva es simplemente
una cldusula positiva y si v2 = {~P,...,-P,}, entonces las cliusulas +o-
positivas son las clausulas negativas.

Al tener bien determinado el concepto de cldusula v-positiva obtenemos, para
cada cambio de signo 4, el principio de y-hiperresolucién. En particular, parael
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v anterior la ~ -hiperresolucién es simplemente la hiperresolucién y para el -+,
anterior se obtiene el principio de hiperresolucién negativa que simplemente con-
siste en intercambiar los papeles de las cldusulas positivay y negativas en el prin-
cipto de hiperresolucién. La completud de los principios de +y-hiperresolucién,
para cualquier -y, se sigue inmediatamente de la completud de la hiperresolucién
positiva, que ya demostramos, modificando las definiciones y el operador Ry de
manera adecuada.

2.6 UR-Resolucién

En esta seccién presentamos el refinamiento de UR-resolucién, el cual es més
simple que la hiperresolucion y suele presentarse antes que ésta, sin embargo
aqul lo tratamos como un cago particular de ~-hiperresolucién por lo que lo
presentamos hasta ahora.

Durante algiin tiempo el problema central en el 4rea de razonamiento au-
tomatico fue el desarrollo de estrategias de restriccién y la investigacién de
sus propiedades.

Una de las estrategias de restriccién més simples es la Hamada resolucidn uni-
taria, la cual prohibe la generacién de resolventes a partir de dos cldusulas no
unitarias, es decir, se exige que cada resolvente tenga como padre al menos
una cldusula unitaria. Esta estrategia siempre produce resolventes con menos
literales que el mas grande de los padres.

Definicién 2,36 Sean C, D) dos clausulas y E un resolvente de C' y D. Decimos
que E se obtuvo mediante resolucidn unitaria o U-Resolucidn, o que E es un
U-resolvente de C' y D si al menos unc de los factores de O y D, utilizados para
obtener F, es una cliusula unitaria.

Una U-derivacidn es una R-derivacién donde cada resolvente es un U-resolvente.
Una U-refutacién de un conjunto S es una U-derivacién de O a partir de S.

El principio de U-resolucién resulta incompleto. Por ejemplo, el conjunto S =
{PaVvQe, ~PaV Qa, PaV —-Qa, ~PaV ~(a} es no satisfacible y sin embargo
no existe una U-refutacién de S.

Aun cuando la U-resolucién es incompleta, es un principio eficiente y suficien-
temente poderoso como para probar una gran clase de teoremas, o lo que es
lo mismo, para refutar una gran clase de conjuntos que incluye a todos los
conjuntos de cliusulas de Horn. A la clase de conjuntos refutables mediante
U-resoluci6n, se le llama clase de conjuntos U-refutables.

La resolucién que resulta en cldusulas unitarias o UR-resolucién es un caso par-
ticular de y-hiperresolucién donde los satélites son cldusulas unitarias.

Definicién 2.37 Sean C una cldusula y Dy,..., Dg cldusulas unitarias. Con-

sidérense las siguientes clausulas: Ry = C y Ry un U-resolvente de It; y I y,,
si tal resolvente existe e ¢ < k.



2.7. RESOLUCION SEMANTICA Y EL CONJUNTO DE SOPORTE. 39

Si Ry, existe y es una cldusula unitaria entonces la sucesién g : (C; Dy,. .., D)
es un UR-conflicto y N.(Ry) es un UR-resoluente de o.

Es claro que ¢} principio de UR-resolucién es incompleto puesto que es una
macroinferencia basada en U-resolucién.
De manera andloga a la construccién de Ry podemos construir el operador de
UR-resolucién Ry g y adaptando la prueba de completud para la hiperresolucién
podemos obtener el siguiente teorema de completud para la UR-resolucién res-
tringida a conjuntos U-refutables.

Teorema 2.8 Sea S un conjunto U-refutable y no satisfacible entonces O €
Ryr(S).

2.7 Resolucién Semantica y el Conjunto de So-
porte.

2.7.1 Resolucién Semdntica

Definicién 2.38 Sea S un conjunto de clausulas y % una interpretacidn de 8.
Sean C, D cldusulas de la signatura de 8 tales que al menos una de ellas eg falsa
en A. Entonces cada resolvente de C' y D es un 2-resolvente.

El siguiente lema, es de gran importancia para la completud de la resolucién
semantica y es una consecuencia inmediata del teorema del levantamiento.

Lema 2.5 Si D;, Dy son instancias cerradas de C1,Cy y F es un Y-resolvente
de Dy, Dy entonces eziste un A-resolvente E de C1,Cy tal que E <, F .

dem:

En realidad el teorema del levantamiento proporciona un resolvente E de €y, Cy
tal que & <, F, asi que lo iinico que hay que mostrar es que F es un Y-resolvente.
Como F es un A-resolvente, entonces spg D; es falsa en 2, y como D) es una
instancia cerrada de O entonces la f6rmula VC; ~ D;7 es vélida, lo cual implica
que C) es falsa en 2. Por lo tanto E es un 2-resolvente. 4

Definicién 2.39 Sean 2 una interpretacién de un conjunto finito de clausulas §
y C,Dy,..., D cldusulas de la signatura de 8, tales que paratoda j =1,...,k,
D; es falsa en . Para i < k témense las siguientes clusulas: Ry = C'y R4
un A-resolvente de RB; y Dy ( 8i tal resolvente existe }.

Si R; existe y es falso en 2 entonces la sucesién g : (C; Dy, ..., D) se llama un
conflicta semdntico y Ry, es un resolvente semdnlico de g con respecto a 9.

T¥a dencta a la cerradura yniversal de la férmula o,
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Ejemplo 2.9 Sean C = -~R(f(z)) v =P(g(z)), D1 = -P(z) v R(=z), =
P(f(z)). Tomemos § = {C,D,} y A una, mterpretac:lén tal que | A |= {0, 1},

P = (1), R% = @, f% = {(0,0),(1,0)}, g% = {(0,1), (1, 1)}.

En este caso tenemos que (C; Dy, Da)} es un conflicto seméntlco cuyo resolvente

seméntico es —P(g{z)). Note que (D;; Ds) también es un conflicto seméntico

porque su resolvente es R(f(z)) que es falso en %, en cambio (C; D;) no es un

conflicto semdntico.

Obsérvese que el niicleo de un conflicto puede ser falso en 2, pero debe tener

“instancias verdaderas”, es decir, debe ser satisfacible.

Definicién 2.40 Sean § un conjunto de cliusulag, 2 una interpretacién de 8 y
I un conjunto de cldusulas de la signatura de §. Definimos ps o como:

os.a(D) = ¢({E | E es un resolvente semantico a partir de D})

donde ¢ es el operador de renombre estandar. Definimos de la manera usual e]
operador de resolucidn semdntica como:

8 a@) = @(N(D*)U (D~ D))
Sght M) = S84(D) U ps al(SE (D))

R = U Sgu(D).
nenN

Definicién 2.41 Sean S C €, A una interpretacién de S y D C IC(S). Sea A
el conjuntoc de dtomos de . Definimos un cambio de signos yp con dominio A

como yp{A) = A si y s6lo si A es falso en A. yp es el cambio de signos asociado
a ID.

Es clare que si D es no satisfacible, entonces yp (1D} es no satisfacible. Ademés, ge
cumple la siguiente propiedad que nos serd, de gran utilidad: para toda clausula
D e D, D es falsa en %A syss yp(D) es positiva.

La completud de la resolucidén semdntica se reducird a la completud para la
hiperresolucién, mediante el siguiente lema

Lema 2.6 Pora cualesquiera S, % y D C IC(8) se cumple que yp(Rs z(D) =
Ry(y(D)) -

dem:

Basta probarlo para los estratos correspondientes mediante induccitn sobre n.

nea Y = -



2.7. RESOLUCION SEMANTICA Y EL CONJUNTO DE SOPORTE. 41

¢ Base de la induccién. n = 0, es inmediato a partir de y(N.(D%)) =
Ne(v(D)*} y v(D — DF) = (D) — v(I¥).

¢ Hip6tesis de induccién. y(Sg (D)) = SF (v(B))

e Paso inductivo. Por las definiciones correspondientes y utilizando la HI,
basta demostrar que v(ps a(S5§ «())} = pu (S (¥(D)))

2) Sea R € pu(SE(v(D))), entonces existen cldusulas C, D,,...,Dp €
T{y(D)} tales que R es hiperresolvente de g : (C; Dy,...,Dy).

Por 1a HI existen cldusulas Ey,...,Eny € 5§ 4(DD) tales que y(E;) =
D; y como D; = ¥(E;) es positiva entonces, dado que E; se generd a
partir de D, concluimos que E; es falsa en ¥.
Sea o' : (v"H(C); By, ..., Ey). Es facil ver, mediante una simple in-
duccién, que para cada i = 1,...,7n, existe R} tal que v(R}) = H;,
donde R} es un A-resolvente intermedio al resolver ¢' y R; es el co-
rrespondiente RFP-resolvente al regolver p. De manera que podemos
concluir que existe un R’ tal que v{R') = R, pero como R es positiva
entonces B' es falsa en 2, de manera que R’ resulta ser un resolvente
seméntico de ¢'. Por lo tanto B = y(R') € v(ps a(S§ 5(D)})-

C) Es totalmente andlogo.

De manera que podemos concluir que yp(Rg 2(D)} = Ry (mw(D)) -

Lema 2.7 (Completud de la resolucidn semdntica pare cldusulas cerradas).
818 es un conjunio de cldusulas, % es una interpretacion deS y D es un conjunto
no satisfacible de instancias cerradas de S, entonces O € g y(D).

dem:

Como I} es no satisfacible entonces yp(ID) es no satisfacible, de manera que
utilizando la completud de la hiperresolucidn para cldusulas cerradas tenemos
que O € Ry (w(D}). Por dltimo mediante el lema 2.6 obtenemos que O €
Yo(Bs (D)), lo cual implica que O = 45" (0) € Rs m(D). 4

El siguiente lema nos muestra una propiedad de levantamiento, mediante la cual
concluiremos el teorema de completud correspondiente.

Lema 2.8 Si D C IC(S) entonces Hs 24(S) <, Hs a(D).

dem:

La demostracién se hace por induccién de la manera usual para los estratos
correspondientes, los detalles se dejan como ejercicio, aquf sélo probaremos que

ps (5§ a(8)) <5 ps,u(SE (). _
Tal problema se reduce a mostrar que dado cualquier conflicto seméantico ¢’ :
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(C'yDy,..., D) de elementos de S§,(D) existe un conflicto semintico g :
(C;Dy,...,Dy) de elementos de SE’Q(S) tal que para los respectivos resolventes
seménticos se cumple R’ <, R y esto a su vez se reduce a probar la preservacién
del orden para los U-resolvenies intermedios, lo cual es consecuencia inmediata
del lema 1. ‘ 4

Por dltimo, como corolario del trabajo anterior, obtenemos el teorema de com-
pletud para la resolucién seméntica.

Teorema 2.9 (Completud de la resolucidn semdntica).
Si S es un conjunto no satisfacible de cldusulas y A es una interpretacidn de S,
entonces O € Rg o(8S).

dem:

Sea D C IC(8) un conjunto finito y no satisfacible, proporcionado mediante
los tecremas de Herbrand y de Compacidad. Por el lema 3 tenemos que O €
Rs a(D) y por el lema 4 debe existir una cldsula C € Rg «(S) tal que C <, 0,
pero esto s6lo es posible si € = 0. Por lo tanto O € Rg o{S). -

2.7.2 La estrategia del conjunto de soporte

ILa estrategia del conjunto de soporte ([WRC65]) es un caso especial de la resolu-
cién semantica. Se trata de una estrategia de restriccién que consiste en distin-
guir entre las cldusulas descendientes de las hipétesis y las cldusulas obtenidas
a partir de la conclusién negada. Suponiendo que las hipbtesis no son contra-
dictorias, la obtencién de una contradiccién debe involucrar a la conclusién.
Por lo tanto, esta estrategia prohibe la generacién de resolventes a partir de
dos cldusulas hipétesis. De manera més general se puede distinguir cualquier
subconjunto satisfacible del conjunto inicial de cldusulas y prohibir la resolucién
entre miembros del subconjunto distinguido; sclamente las cldusulas restantes
tienen “soporte”. Aunque basadoen {WRC65] y [CL73] el procedimiento incluye
algunas ideas nuestras.

Definicidén 2,42 Sea § un conjunto de eldusulas, decimos que T es un conjunto
de soporte para S sl ys6losi TC S y S — T es satisfacible.

Una cldusula con soporte T es una cldusula que pertenece a T, que es un
factor de una cldusula de T o que es resolvente de dos cldusulas donde al menos
uno de los padres tiene soporte, como lo formaliza la siguiente definicién; con
Fae(T) denotamos al conjunto de factores de cldusulas de T.

Definicién 2.43 Sea § un conjunto de clausulas y T un soporte para S. Con-
gidérese la siguiente sucesion de conjuntos:

Ty Tu Fac(']l")

Il

Toyr = U {Res(C,D)| C€TnoD e Ty}
€s
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Sea Sopr(S) == |J Ty,. Se dice que una cldusula C tiene T-soporte si y sélo si
neN

C € Sopr(S).

Por ltimo definiremos qué es una R-derivacién con soporte.

Definicién 2.44 Sea S un conjunto de cldusulas y T un soporte para S. Una
R-derivacién A : (Cy,...,C\,) tiene T-soporte si y sélo si para cada § < m, &
C; se obtuvo mediante resolucién entonces al menos uno de los padres C;, Cy,
con j, k < i tiene T-soporte .

El siguiente lema es la base para el tecrema de completud del conjunto de
soporte.

Lema 2.9 Sean S un conjunto de cldusulas, T un soporte para § y A una in-
terpretacion de S que satisface o S - T.

81 C € Rg u(S) entonces existe una R-derivacidn A de C a partir de S que tiene
T-soporte.

dem:

Por induccién sobre n, para los estratos de Rg «(S).

¢ Base de la induccién, n = 0. Es obvio, tomando A = C.

« Hip6tesis de Induccidn. Si C' € S 4(S) entonces existe una R-derivacién
A de C que tiene T-soporte.

e Pago Inductivo. Sea C € Sg;l (S). Basta analizar el caso en que C €
ps,u(S8 (8)). En tal caso tenemos que C' es un resolvente semintico
del conflicto g : (E;Dy,...,Dy) donde E,D; € 5§4(S). La hipGtesis
de induccién nos proporciona R-derivaciones de E, D;, digamos Ag, A;
a partir del conjunto S. Tomemos la concatenacién de tales derivaciones,
Al = ApxQAx. . xAg. Porotra parte consideramos los 9-resolventes inter-
nos del conflicto g y con ellos obtenemos la derivacién A" : (Ry, ..., Rg),
pero como Ry = C, entonces la derivacién buscada serd A = A’ x A",

_{
Como corolario del lema anterior, obtenemos el teorema de completud para el
conjunto de soporte, tal y como se enuncia en [CL73].

Teorema 2.10 (Completud de la Estrategia del Conjunto de Soporte).
51 S es un conjunto no satisfacible de cléusulas y T es un soporte para §, en-
tonces eziste una R-refutacidn con T-soporte de S.
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dem:

Sea 2 una interpretacién de S que satisface a § — T.

Por ¢l teorema de completud para la resolucién semdntica, tenemos que [l €
Rg 2(8), de manera que, utilizando el lema anterior, tenemos una R-derivacién
con T-soporte a partir del conjunto § de O, es decir una R-refutacién de §, con
T-soporte, 4

En este capftulo hemos presentado diversas reglas de inferencia, basadas en
la regla de resolucién binaria, que generan procesos de decisién que estdn im-
plementados en OTTER. Dichos procesos de decisién funcionan correctamente
debido a los teoremas de completud presentados aqui.
Ademés presentamos una introduccién general a los operadores de refinamiento,
la cual sirve de base para estudios posteriores sobre nuevos procesos de decisién
o construccidén de modelos. Sin embargo todos los resultados anteriores no in-
volucran al predicado de igualdad, al menos no explicitamente, aunque podrfan
servir en casos particulares al considerar la igualdad como un predicado mas sin
explotar sus propiedades caracteristicas.
El punto de estudio del siguiente capftulo es precisamente la igualdad mediante
la regla de paramodulacién y los sistemas de reescritura de términos.




Capitulo 3

La lgualdad

Hasta este momento hemos trabajado con simbolos de predicado arbitrarios.
Sin embargo, existe un sfmbolo de predicado distinguido, el simbelo =, que
representa a la relacién de igualdad. Es ésta una relacién tan importante que
su tratamiento dentro del razonamiento automatico merece atencién especial.
En este capftulo analizaremos la regla de paramodulacién desarrcllada origi-
nalmente por Larry Wos y George Robinson en 1969-1970 para manejar la
igualdad [RW69, WR70] y hablaremos del concepto de demodulacién también
desarrollado por Wos y sus colegas [WRC67].

Por 4ltimo presentaremos una breve introduccién al tema de sistemas de rees-
critura de términos, especialmente al método de complecién de Knuth-Bendix,
presentado originalmente en [KB70]. Cabe mencionar que los procesos de para-
modulacién y demodulacién estdn implementados en OTTER, mientras que el
proceso de Knuth-Bendix no se implementa directamente, pero se modela con
ayuda de otros procesos y opciones que ofrece el programa.

Empezamos recordando cudles son los axiomas de igualdad.

Definicién 3.1 Sea ¥ una signatura. El conjunto de aziomas de igualdad para
3, denotado Ex 0 simplemente E es €l conjunto de las siguientes cldusulas:

1. Axioma de Reflexividad, 2 = x.

2. Axioma de Simetria, z £y Vy = .

3. Axioma de Transitividad, z #y Vy# 2 Vva = 2.

4 Paracada fEL, o A V... VT, #yn V f(Z1,. o 25) = fn, ..., 1)
5. Paracada PE€ E, 01 #1n V.. . VZn F VP&, .. .20} VP00, ..., Un).

La siguiente notacién serd de gran utilidad en adelante, Si L es una literal
entonces L{t] indica una presencia del término ¢ en L. Ademds si se dice que
se reemplaza L[r] por L{s] en alguna regla de inferencia, la notacin llevari
implicito que el reemplazo se hizo en la misma posicién. Lo mismo sucede con
la notacién t[r] para términos y Cfr] para cldusulas.

45
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3.1 Demodulaciéon

Demodulacién es el proceso de reeseribir expresiones mediante la aplicacién au-
tomatica de cldusulas unitarias de igualdad disefiadas para este propdsite (Cf.
[(WRC67]). Una igualdad de tal tipo se llama un demodulador. Tipicamente,
todos los términos de las cliusulas recién generadas por un programa de razo-
namiento automdtico se examinan para una posible demodulacién. Un término
es demodulado si existe un demodulador tal que uno de sus argumentos pueda
unificarse con el término sin reemplazar ninguna de las variables del término.
Una convencién comin es utilizar inicamente el argumento de la izquierda del
demodulador para unificacién con el término en consideracién. El término de-
modulado se obtiene reemplazando el término por el segundo argumento del
demodulador después de haber aplicado el unificador. Finalmente se sustituye
ia clagsula original por la cldusula demodulada. Cuando un programa de ra-
zonamiento automdtico encuentra un nuevo demodulador, dependiendo de las
ingtrucciones que se le hayan dado, todas las cldusulas retenidas previamente
se examinan para una posible demodulacién con el nuevo demodulador. Este
proceso se conoce como demodulacidn hacta atrds.

El proceso de demodulacién expresado como regla de inferencia es el siguiente:

Clta]

donde ¢ es un unificador de {s,7}. 8 = ¢t es el demodulador y Clto] es la
clausula demodulada que se obtuvo reemplazando la presencia distinguida de r
en C por to. El proceso no funciona como regla de inferencia sino como regla de
reescritura, pues la clidusula original se elimina sustituyéndose por la clausula
demodulada.

Ejemplo 3.1 A partir de la cldusula C' : P(f(z,¢),a) vV Q(z,w) y del demodu-
lador f(y,w) = g(w,y) obtenemos la cldusula demodulada C’ : P(g(c,x),a) V
@(z,w) mediante el unificador ¢ = {y/z,w/c}. A partir de este momento se
elimina la cldusula C a favor de €',

Este proceso, si bien de gran utilidad, no es suficiente para simplificar igual-
dades, pues puede darse el caso en que dos términos se demodulen a términos
diferentes que ya no puedan ser demodulados a un mismo término.

3.2 Paramodulacion

Ls dltima regla de inferencia que analizaremos es la regla de paramodulacidn.
Paramodulamén es una generahzacxén de 1a regla de substitumén de lguales en

perrmte un reemplazo de 1gua1dad con el reemplazo en si mismo. Mientras las
reglas de inferencia que hemos visto anteriormente estdn en el nivel de literales,
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esty regla estd orientada hacia el nivel de los términos, situacién que resuita
clara, puesto que las igualdades se dan siempre entre términos.
La regla de paramodulacién es la siguiente:

u=vVMyV...VM,
L]_[S]VLQV...VLm
(Lilp]VEL V.. VLo VM V...V My)o

donde la notacién L[s| distingue una presencia del término s en la literal Ly o
es un umg de {s,u}. Dentro de las premisas la cldsula con la igualdad se llama
cldusula origen o “desde” y la otra cldusula se llama cldusula destino o “hacia™;
la conclusién se llama paramodulante. Obsérvese que en la paramodulacién se
estd haciendo una demodulacién a unz de las literales de las cldusulas padres.
Veamos un par de ejemplos

Ejemplo 3.2
a=>bv R(b)
Pla) v Q(b)
P(b) v Q(b) Vv R(b)

en egte caso el término distinguido es g y el unficador es o = @.

Ejemplo 3.3
f(g(®)) = a Vv R(g(c))
Pg(f(z))) V Q(z}
P(g(a)) vV Q(g(b)) v R(g(c)}

aquf el término distinguido es f(z) y el unificador es o = {z/g(b}}

En esta seccién probaremos que la combinacién de RFP-resolucién y para-
modulacién es completa siguiendo el método de modificacién de Brand [Bra75).
Todo el tiempo trabajaremos en la 1égica de predicados gin igualdad, de esta
manera, estamos justificando el uso de la igualdad sin usar a la igualdad misma.

3.2.1 S-Interpretaciones y E-Modelos

En este apartado probaremos como se pueden garantizar las propiedades de
subgtitucién de la igualdad evitando el mayor nimero posiole de axiomas de
igualdad. Como necesitamos asegurar que = es una relacién de equivalencia,
incluiremos los axiomas z = z y el siguiente axioma que es una forma débil de
transitividad.

A=as#yVe#zVy=2z'

de este Gltimo axioma prescindiremos posteriormente.

Lo primero es ordenar todas las literales cerradas mediante una numeracién de
Gidel.

1Durante toda la seccidn con = denotamos a la igualdad en e} metalenguaje.
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Definicién 3.2 Sea ¥ una signatura. Asociamos a cada sfmbolo ¢ € ¥ un
tinico ndmero natural impar denotado G'(¢). Definimos el nidmero de Gddel del
término cerrado t = f(t,,...,¢,) recursivamente como sigue:

n
G(t) = 2900 . T PrEt
i=1
donde Pr; es el i-ésimo ndmero primo.

Proposicién 3.1 Los nimeros de Gédel cumplen con las siguientes propieda-
des:

1. Sit es un subtérmino de 8, entonces G(t) < G(3) y la igualdad se da syss
s =t

2. SiG(t) < G(s), s es un subtérmino der, y ' se obtiene de r reemplazando
una presencie de s por t, entonces G(r') < G(r).

dem:
Por induccién sobre log términos cerrados. -

La nocién de nimero de Gddel se extiende a literales y cldusulas como sigue.

Definicién 3.3 Sea L una literal positiva. Definimos el nimero de Géddel de
L como

26(P) T Pré) siL=P(t,...,t,)

G(s) siLl=s=1

En el caso de que L sea una literal negativa definimos G(L) = G(L¢).
Proposicidn 3.2 Si L es una literal en la que figura s entonces
G(s =1t} < G(L{s)]),
exceptuando posiblemente los cesos L= s=roL=s#r.2
dem:
Resulta claro a partir de la definicién de G. 4

Definicidn 3.4 Sean € una cldusgula cerrada y &y,. ..,y todos log términos que
figuran en C a nivel de argumento. Definimos el nimero de Gddel de C' como

G(C) = Zc‘(m

2La desigualdad tampoco es clerta 8i G(p) < G{s) y L =p =5 0 L = p # a pero este caso
no gerd permitido.
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Proposicién 3.3 Si G(s) < G(t) y la cliusula C' se obtuvo a partir de C
reemplazendo algunas presencias de s por t entonces G(C) < G(C").

dem:
Por induccién sobre los términos cerrados. -

Para evitar exceso de simbolos, algunas veces abusaremos de !a notacién escri-
biendo C < C” en lugar de G(C) < G(C").

Definicidn 3.5 Una interpreiacidn simétrica o S-interpretacidn es una asig-
nacién de valores (verdadero o falso) a cada literal cerrada, la cual interpreta a
la igualdad de manera simétrica, ¢s decir, 8 = ¢ y t = s tienen el mismo valor
de verdad.

Generalmente denotamos a una S-interpretacién como el conjunto de cldusulas
que son verdaderas en ella. Para facilitar el trabajo, en el caso de la igualdad,
s6lo utilizaremos igualdades orientadas, de manera que el término més complejo
sea €l del lado izquierdo. Por ejemplo una S-interpretacién puede contener a
la igualdad f(b) = b pero no a b = f(b). Esto se formaliza en la siguiente
definicién.

Definicién 3.8 Una literal L pertenece a la S-interpretacién M syss L es ver-
daderaen M y no es de la forma s =t 0 8 # £, donde G(s) < G(¢t).

Si tenemos una S-interpretacién parciel, es decir, un subconjunto (no nece-
sariamente propio} de una S-interpretacién, a las literales de ésta las ordenamos
seglin sus mimeros de Gdel. Las literales con igual nimero de Godel son las
igualdades o sus negaciones y se ordenan segin el nimero del término de la
derecha. Obsérvese que si la literal s = ¢ pertenece a una S-interpretacién
entonces 8 no es un subtérmine propio de ¢.

Definicién 3.7 Una S-interpretacién M es un S-modelo para un conjunto de
cldnsulas S syss M es un modelo de JC(S).

Resulta adecuado observar que S tiene un S-modelo syss SU{z # yvy = 2}
tiene un modelo.

Deflnicion 3.8 Sea M una S-interpretacién parcial. Una F-inconsistencia
cr.a® s =t en M es un par de literales (L[s],~L[t}) que son verdaderas
en M. Una E-inconsistencia en M es una terna (s = ¢, L[s], ~L[t]) tal que a = ¢
es verdadera en M y (L{s], ~L[t]) es una E-inconsistencia cr.a. s = ¢ M es
E-consistente c.r.a. 8 = ¢t 8i no contiene E-inconsistencias c.ra. ¢ =t M es
E-consistente si no tiene E-inconsistencias.

Las literales de una S-interpretacién M estan ordenadas de manera que si
Mesmodelode {zr ZyVae # z2Vy=z2=2c}y(s=tLs],~Lt) es una
E-inconsistencia en M entonces L[s] es mayor que s = ¢ y —L[t].

oy
3¢.r.a. abrevia “con respecto a”.
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Definicién 3.9 Una S-interpretacién M es un E-modelo para S syss M es un
S-modelo para SU {z = z} y M es E-consistente.

Proposicién 3.4 M es un E-modelo para S syss M es un modelo para SUE.

dem:

4= ) Como M es un modelo de los axiomas de igualdad, basta ver que M es
E-congistente, pero esto es inmediato, pues la existencia de una E-inconsistencia
contradice a log axiomas de igualdad.

=> ) Supongamos lo contrario. Tenemos tres casos:

1. M no satisface al axioma
zAYyVoPxy,... 5. . ,20) VP21 08, 20),

entonces existen términos cerrados ry,...,ry, 8, tales que las tres literales
8 =¢P(ry...,8,...,ma),—Plry,...,t,...,r,) son verdaderas en M, lo
cual contradice la E-consistencia de M.

2. M no satisface al axioma de transitividad

ey Vy#zvVe=z

de manera que existen términos cerrados #,,1,25 tales que las literales
t, = by,ty = t3,4; # i3 son verdaderas en M. En tal caso, dichas literales
constituyen una E-inconsistencia en M, lo cual es absurdo.

3. M no satisface al axioma

m#llvf(mlt“-:w:‘-wmn)=f(mh-"1ys-“smn)3

entonces hay términos cerrados r1, .. ., q, 8, ¢ tales que las dos literales s =
L f(ry,. . 8. 1) # f(ry, ..y, ,7n) son verdaderas en M y como
flryyooy8,...,m2) = f(r,...,8,...,7) es verdadera en M entonces M
es E-inconsistente c.r.a. 8 = ¢, lo cual contradice la E-consistencia de M.

4

Definicién 3.10 Sean M una S-interpretacién, s, ¢ términos tales que G(s) >
G(t). Para cada literal L. € M definimos la S-interpretacion parcial My recur-
sivamente como gigue:

Supéngase que My ests definida para cada K € M tal que K < L. Sea

M _— ' l a‘t': Hﬂsﬁ dos-casos:

1. 8i s no figura en L definimos My, = M U {L}.
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2. Supongamos que s figura en L. Sea I’ la literal obtenida a partir de L
reemplazando una pregencia arbitraria de s por £ Por la proposicién 3.3
tenemos que L' < L. Definimos

M,U{L} SiM,EL

1

M,
M; U{-L} en otro caso.

Proposicién 3.5 La S-interpretacidn parcial My, tiene las siguientes propieda-
des:

1. Para cada K € M, 3i K < L entonces K € My, 0o ~K € My y sélo una.
Ademds estas son las vnicas literales que pertenecen a My,.

2. My es E-consistente c.r.q. 8 = t.
8. Si K < L entonces My C M.

dem:

Por <-Induccién sobre L.

a) s no figura en L. Las propiedades 1 y 3 son claras. La propiedad 2 se
cumple puesto que si hay una E-inconsistencia c.r.a. 3 = ¢, por HI, en
ella tiene que participar L. As{ que L tendria que ser de la forma L[t
donde —L{s] también es verdadera en M, lo cual no es posible pues, por
la proposicién 3.3 se tiene L{t] < —L[s} lo cual no es posible segin lo
observado al terminar la definicién 3.8.

b) ¢ figura en L. Nuevamente las propiedades 1 y 3 resultan claras. ILa
propiedad 2 se cumple por construccién de M.

=

Definicién 3.11 Sean M una S-inferpretacién y 8, términos tales que G(s) >
G(t). Definimos la S-interpretacién M([s/t] como

Mls/t]= | M
LeM

Proposicién 3.6 M{s/tf] cumple lo siguiente:
a) Si s no figura en L entonces M |= L syss M[s/t] = L.
b) M[s/t] es E-consistenle c.r.a. s =1
c) s=te M(sft)sdlosit=te M.

4La definicién es independiente de la eleccién de una presencia de s pues, como veremos
adelante, My, serd E-consigtente c.r.a. s =t¢.
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dem:

Esta demostracién no figura en la literatura sobre el tema.

a) = ) Supongamos que M |= L y s no figura en L. Entonces I € M;, =
M U {L} C M[s/t]. Porlo tanto M[s/t) = L.
< ) Si L ¢ M entonces L € M, as{ que por lo anterior tenemos =L €
Mi{s/ft], es decir M[s/t] }~ L.

b) Si existiera L tal que M(s/t] = {L[s],~L[f],s = £}. Tendrfamos que
M, = M} u{-L}, por lo tanto =L € M[s8/t] , lo cual es absurdo, pues
Ms/t|E L.

¢) Sit=1t¢ M entonces, por a), t =t ¢ M(s/t], es decir, t #¢ € M[s/t]. Si
ademas suponemos que s = ¢ € M{s/t] tendrfamos que (5 = ¢, £ £,8 = 1)
es una E-inconsistencia, lo cual contradice a b).

_1

Definicidn 3.12 Un términoe ne variable es un término que no es una variable,
e3 decir, e3 una constante ¢ un término compuesto.

Definicién 3.13 Una cldusula C estd en E-forma syss todo término no variable
que figura en €' lo hace tnicamente como argumento de = 6 de #.

Ejemplo 3.4 La cldusula C = f(c) = 2 V g(z,y) = wVy = z no estd en E-
forma pues el término no variable ¢ no figura como argumento de igualdad sino
como argumento de un simbolo de funcién.

M4s adelante veremos como construir, dada una cldusula C, una cldusula ¢’
en E-forma tal que C' ~gzq C'.

Lema 3.1 Sea M un S-modelo para un conjunio de cldusulas en E-forma S que
contiene e los aziomas A= sk yvae #zVy=2yz=z Sig=teM
entonces M[s/t] es un S-modelo para S.

dem:

Supongamos lo contrario. En tal caso existen Co € S y C € IC(S) tales que
C' es una instancia de Cy con nimero de Gédel minimo entre las cldusulas que
cumplen M(s/t) = C. Hay tres posibilidades:

o g no figura en C. Entonces M [ C, por la propesicién 3.6a, lo cual es
absurdo, pues M es un S-modelo para S. ‘

) Ha.y una presenma de s en O' que no es argumento de 1gualdad Sea o

r[s] a una vanable x de C(]. Sea. o' ta.l que ro’ = r[t] y yo' = yo si
z # y. Entonces se tiene G{Cyo') < G(C) de donde M(s/t] = Coc’, por
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la minimalidad de C. El valor de verdad de todas las literales de C es
el mismo que el de lag literales de Cyo’, pues de lo contrario habria una
E-inconsistencia c.r.a. s =t en M[a/t]. Por lo tanto M[s/t] |F C lo cual
es absurdo.

o Todas las presencias de s en C son argumentos de igualdad.

Basta observar que el valor de verdad de las literales s = r,rr = 5,3 #
r,7 # 8 en M[s/t] es el mismo que en M. Por ejemplo, si M |= s =7,
para que M[s/t] £ s = r se tendrfa que cumplir M =t # r (de lo
contrario M |= ¢t = r y por 3.6a, M[s/t] = t = r, obteniéndose una E-
inconsistencia c.r.a. s =1, lo cual es absurdo por 3.6b).

As{ que tendrfamos M = s = 7 At # r, pero esto contradice claramente a
los axiomas 4 y £ = z debido a que 3 = ¢ € M. Por lo tanto M{s/t] = C'
lo cual contradice a la eleccién de C.

-

Teorema 3.1 Sea S un conjunto satisfacible de cldusulas en E-forma tal que
A,z =x€8. Entonces 8§ tiene un E-modelo.

dem:

Tenemos que ver que SU{z = z} = S tiene un S-modelo E-consistente, es decir,
debemos mostrar que existe una S-interpretacién E-consistente que es modelo
de IC(8). Como A,z =z =z # y Vy == x entonces cualquier interpretacién
que sea modelo de JC(8S) es simétrica. Por lo tanto basta ver que IC(S) tiene
un modelo E-consistente.

Como § es satisfacible tiene un modelo y, por el teorema de Herbrand 1.3, IC(S)
tiene un modelo. Asf que basta ver que hay un modelo E-consistente. Para, esto
construiremos modelos M de IC(S) tal que dado cualquier n € N el conjunto
M, de las primeras n literales de M resulta E-consistente.

Sea M un S-modelo para § y n mixima tal que M, es E-consistente, si no
hay tal n entonces M es consistente y terminamos. En tal situacién existen
términos 8,¢ y una literal L tales que L[s] es la (n+1)-ésima literal de M y
(s = t,L[s),—-L[t]) es una E-inconsistencia en M. A partir de M vamos a
construir un modelo M* de S tal que M, ., sea E-consistente. Sea M* = M|s/t],
por €l lema 3.1 este es un modelo de S. Como M, es E-consistente tenemos que
M} = My, as{ que para mostrar la E-consistencia de My, basta ver que no
. hay inconsistenciag que involucren a la (n + 1)-ésima literal de M* que es ~L[s].
Supongamos lo contrario, esto obliga a que exista una E-inconsistencia, digamos
cra. p=gq€ M, (G(g) < G(p)); por lo que p debe figurar en ~L[s]. Tenemos
tres casos:

o p es subtérmino de s. Entonces s = s[p].
Dado que sfp] == t € My y slg} = t € M entonces, como G(s(g]) <
G(s[p}) tenemos s[q] =t € My, ot = slg} € M, y ademds L[s{p]] € M,.
Supongamos spg que s8[g] = € Mp, esto lieva a la E-inconsistencia (s[q] =
¢, ~L{t), L{slg]]} en M, contradiciendo la E-consistencia de M,.
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© 3 es un subtérmino de p. Entonces p = p[s] y L{s] = L[p[s]].
De manera anéloga al caso anterior podemos suponer que p{t] = ¢ € M;,.
Asf tenemos la E-inconsistencia (p[t] = g, -L[p[t]], L{g]) en M,, lo cual
resulta absurdo.

o 8y pson términos ajenos. Entonces L(s] = L[s, p|, asi que -L[t,p], L[s, q]
€ M,. 8i M |= L[t,q), (p = q,~L[t,p], L[t, q]) es una E-inconsistencia en
M,,. En caso contrario (8 = ¢, L[s, ¢, ~L[¢,q]) es una E-inconsistencia en
M,,. Nuevamente obtuvimos una contradiccién.

-
Para terminar la seccién mostramos como eliminar €l axioma A.

Definicién 3.14 Una clausula C estd en forma fransitiva o T-forma si cada
igualdad que figure en C es de la forma 3 = w donde w es una variable, C
contiene también una literal ¢ 3 w y estas yon las (inicas presencias de w en C.

Una cldusula se transforma en T-forma si cada una de sus igualdades s = ¢ se
sustituye por s = w V¢ # w, donde w es una variable que no figuraba en la
cldusula.

Definicién 3.15 Un conjunto de clusulas § estd en forma simétrice-trangitiva
0 ST-forma si cada cldusula de Sestden T-forma ysi (i A wvs=wivC)I €S
entonces (s AwVvi=w)v(C')€S.

En una clausula en ST-forma tenemos que se consideran ambos lados de una
igualdad s =t y t = s sustituyéndoles por sus T-formas.

Proposicidn 3.7 Sea S un conjunto de cidusulas en ST-forma. Entonces

SU{z =2} ~p SU{A,z =12}

dem:

Véase [Bra75)]. 4

3.2.2 El Método de modificacion

La nocién fundamental para el método de modificacion es la de socio. La idea es
la siguiente: “sacar” un término £ de una literal P(¢) y hacerlo su socio mediante
una variable. Por ejemplo, la literal P(f(a)) se reemplaza por f(a) # wV P(w),
donde w es una variable nueva. A f(a)} # w se le llama socfo de P(w). A cada
literai se le asocia un ndmero natural llamado el nivel, en el ejemplo anterior
el nivel de Pw es 0 y el nivel de f(a) # w es 1. La literal f(a) # w se sigue

a # u es socio de f(u) # w y su nivel es 2. Una literal se puede ver como un
4rbol, donde los nodos son los socios y en la rafz figura el predicado original.
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Definicién 3.16 Una cléusula aplanada C es un bosque de literales tal que
cada literal L que no es raiz tiene la forma s # w, donde la variable w tiene
exactamente otra presencia en C en el predecesor inmediato K de L. En tal
situacién L es socio de K. Si K es de la forma ¢t = w entonces L es un T-socio
de K y (L, K} es un par de T-socios.

Pefinicién 3.17 A toda literal de una cliusula aplanada se le asocia un nivel
como sigue: las raices tienen nivel 0 y los socios de K tienen el nivel de K més
uno.

Definicién 3.18 La E-modificacidn EMod(C) de una cldusula C se define re-
cursivamente como sigue:

¢ Si C estd en E-forma entonces EMod(C) = C.

¢ Sea s un término no variable que figura en €' pero no como argumento de
= y sea C" obtenida a partir de C reemplazando L[s] por 8 # w V L{w]
donde w es una variable nueva. Entonces EMod(C) = EMod(C').

Ejemplo 3.5 Sean D = Q(ha, gb,z)vga = hb, C = Pfla, gz)Vf(z,y¥) = g(a).
Construimos detalladamente sus E-modificaciones:

EMod(D) = EMod(D')

D' = ha#uvQu,gbz)Vvga=hb
EMod(D') = EMod(D")

D" = a#vVhv#uvVQ(u,gbz)Vge=hb
EMod(D") = EMod(D")

D" = aftvvVhvFuVgbhZwVQu,w,z)Vga=hb
EMod(D") = EMod(D™)

D" = a#uvVhv#uVb#yVay#wVQu,w,z)Vga=hb
EMod(D"™) = EMod(D")

DY = a#vVv.. . VQuw,z)Va#zvgz=nhbd
EMod(D?) = EMod(D")

DV = g#uVv.. . VQuwz)Va#zVb#mz Vgz=hz

EMod(D") Dvi

It
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Por lo tanto EMod(D) = D",
Para ' tenemaos lo siguiente:
EMod(C) = EMod(C')
' = fla,gz)#wVPuwV f(z,y)=ge

EMod(C") = EMod(C")

c" = a#uV flu,g9z) #wV PwV f(z,y) =ga
EMod(C") = EMod(C™)
C" = a#uVgz#oVfluv)#ZwVPwV f(z,y)=ge
EMod(C™) = EMod(C™)
C% = auvVgrZvV fluy,v)#FwvVPwva#zV flz,y) =gz
EMod(C¥?) = CW

Por lo tanto EMod(C) = C**
Es claro que toda E-modificacién estd en E-forma.

Definicién 3.18 Sea € una cliusula sin T-socios. La T-modificacidn T Mod(C)
de C se obtiene reemplazando cada igualdad s = t de C por el nuevo par de
T-socios t # wV 8 = w. Donde w es una variable nueva llamada la nueva
T-variable.

Obgérvese que log T-socios tienen nivel 1.
Ejemplo 3.8 Las T-modificaciones de las cldusulas del ejemplo 3.5 son:
TMod(C) = Pfla,gz}Vga#wV flz,y)=w

T'Mod(D)

il

Q(ha,gb,z)VhbFvVga=v
Toda T-modificacién esta en T-forma.

Definicién 3.20 La ST-modificacién ST Mod(S) de un conjunto de clusulas S
ap obtiene como sigue: Sea $’ el minimo conjunto gue contiene a 8 v que cumple

que si 8 = tVC € §' entonces t = sV C € §'. Entonces STMod(S) =T Mod(§')
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Ejemplo 3.7 Siguiendo con las cldusulas del ejemplo 3.5, sea 8§ = {C, D}. La
ST-Modificacién de § eas:

STMod(S) = {Pf(a,gs)Vga#wV f(z,y)=w,

Pfla,gz)V f(m,y) #wVga=mw,
Qha, gb,z)Vhb# vV ga=r1,

@(ha,gb,z) V ga # vV hb = v}

Definicién 3.21 Sea S un conjunto de cldusulas y 8’ = EMod(S). Entonces la
STE-Modificacidn STEMod(S) de § es STMod(S'). Es decir, STEMod(S) =
ST Mod(EMod(S)).

Ejemplo 3.8 Sea S como en el ejemplo 3.7, donde
EMod(S)={C=C"v f(z,y) =gz, D= D' vgz = hn }

entonces
STEMod(S) = {C'Vgz#mnV flz,y)=mn,

D'V hzt #y2 V 92 =y,
C'V flz,y) #ys V 92 = ys,

D'vgr#ysVhz =ya}

Las diferentes modificaciones guardan una estrecha relacién con loz axio-
mas de igualdad y la resolucién, como se ve en la siguiente proposicién que
- demostramos a partir de una observacién en [Bra75].

Proposicién 3.8 See C' una cldusula. Cada paso realizado para producir cual-
quier modificacidn de C se puede hacer resolviendo C con algin arioma de
igualdad.

dem:

Vamos a analizar cada modificacién.

o E-Modificacién. Para producir EMod(C) se sustituye cada literal Ljs],
donde s figura como argumento de funcién o predicado, por s # wV Lw].
Digamos que C = L[s] v C’ entonces Ia siguiente aplicacién de resolucidén
binaria a C y al axioma de igualdad  # y V -L{z] Vv L[y realiza el
reemplazo deseado mediante el umg o = {z/s,y/w}.

z#yv-LizlvLiyl LlsjvC
sF#wV Lw)v
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o T-Modificacién. Para obtener T'Mod(C') se reemplaza cada igualdad s = £
port #wVs=w. SiC = C'V s = { entonces resolviendo €' con el axioma
deigualdadz # y V y# w V z = w mediante el umg o = {z/s,y/t}
obtenemos el reempiazo deseado.

C'va=t s#yVytwvVr=w
C'VtwVs=w

o ST-Modificacién. Sea C = s =t vV (’. Para obtener ST Mod(C), debemos
obtener antes la cldusula t = s VC' y despues obtener las T-modificaciones
de ambas. Como el caso de T-modificaciones ya lo analizamos, basta ver
como obtener {a cljusula con la igualdad invertida.

Tal cldusula es el resolvente de C con el axioma de iguaildad z #y vV y = &,
mediante o = {z /3, y/t}.

z#EyVy=z s=tvC'
t=av <’

o STE-Modificacién. Resuita obvio de los casos anteriores.

_|

Ademas podemos, a partir de una modificacién, recuperar la cldusula original
resolviendo con z = z, como lo asegura la siguiente proposicién también de-
mostrada por nosotros a partir de una observacién en [Bra7d].

Proposicién 3.9 Si D es EMod(C) 0 TMod(C) para alguna cldusula C y D'
es la cldusula que resulla al resolver todos los socios de D con el avioma de
igualdad © = = entonces D' es igusl a C.

dem:

Basta, analizar que sucede al resolver log socios.
En una E-modificacién, el reemplazo de L{s] por s # w V L{w] se puede invertir
resolviendo con ¢ = = mediante ¢ = {z/s,w/s}.

z=z sFwVLuw
Lis]

Andlogamente, para revertir la sustitucién de s = ¢ por el par de T-socios
t #w V8 = w, se resuelve este par con z = z mediante o = {z/t, w/t}.

z=x tFwVae=w
s§=1

el

Con el siguiente teorema conseguimos un método para decidir la satisfacibilidad
de un conjunto de cldusulas con igualdad. Con la ayuda de la proposicién

antenior mejoramos la gemostracidn origimal de [Brais].
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Teorema 3.2 Sea S un conjunto de cldusulas,
S tiene un E-modelo syss STEMod(S)U {z = &} tiene un modelo.

dem:

= ) Sea M un E-modelo para S, por la proposicién 3.4 M es un modelo para
SUE en particular M = 2 = 2. Asf, como la regolucién es correcta entonces por
la, proposicién 3.8 podemos concluir que M es un modelo para STEMod(S) U
{z = z}.

¢= ) Como ST EMod(S)U {z = z} tiene un modelo, entonces la proposicién 3.7
garantiza que STEMod(S)U { = =, A} tiene un E-modelo, digamos M, pero
cada conjunto obtenido a partir de STEMod(S) resolviendo con ¢ = = tiene
también a M como modelo. De manera que en particular, M es un E-modelo
de 8, por la proposicién 3.9. -

3.2.3 El Teorema de Completud

En esta seccién demostraremos el teorema de completud para la paramodu-
lacién con RFP-resolucién sin los axiomas funcionales reflexivos, si bien nos
seguiremos basando en [Bra75], la incorporacién de la RFP-resolucidn es una
aportacién nuestra que proporciona mayor claridad que el tratamiento original.
La idea es transformar una refutacién obtenida mediante hiperresclucién del
conjunto SU {z = z} a una refutacién que sustituye en ciertos casos una apli-
cacién de RFP-resolucién por una aplicacién de paramodulacién.

Lema 3.2 See S un conjunto de cldusules aplanadas. Si E es un RFP-resol-
vente de cldusulas de S entonces E es aplanada,

dem:

Sean C = C'v-Qy D' = D, VPV D; tales que @, P son dtomos unificables
mediante el umg o y D' es variante de un factor de la cldusula positiva D y
C,D € S. Queremos demostrar que E = (D; V Dy v C")o estd aplanada. Puesto
que D es positiva y aplanada, su factor D’ no puede producir soclos asf que D’
permanece aplanada. Analicemos ahora al RFP-resolvente . Cada socioen E
se obtiene aplicando o a un socio de €' (D no tiene socios pues es positiva); un
socio en C es por hipétesis de la forma 8 # w y para que ¢ mueva a w ésta
tendrfa que figurar en una de las literales sobre las que se resolvié pero esto no
puede ser pues éstas no tienen socios, ya que la resolucién solo se aplica a la
cldusula mas a la derecha en C. Por lo tanto E es aplanada. -

La siguiente definicién nos proporciona una correspondencia unfvoca que asigna
a cada literal de una cldusula aplanada cierta expresién mediante la cual po-
dremos transfomar una derivacién dada.
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Definicién 3.22 Sean € una clgusula aplanada y L una literal de &, definimos
recursivamente (L) y L como sigue:

Si L no tiene socios entonces L=s#wy definimos (L) = 8. En otro caso,
gean L1, L todos los soclos que figuran en L. Entonces, L S8 Fwy
L= L[wl, . »wn). Supongamos definidos L; a partir de L;. Entonces definimos
L a partir de L como L = Lip(Ly),. .+.»%(Ln)]. Finalmente, si L tiene nivel
cero entonces definimos 9(L) = L y si L tiene nivel mayor que cero entonces L
es de la forma 8 # w y definimos ¢(L) = s.

Por dltimo extendemos v a cldusulas aplanadas como:

(&) =\/{w(Z)| L figura en C'y L tiene nivel cero}

Esta complicada definicién se verd mejor con un gjemplo.

Ejemplo 3.0 SeaC =a # uVgz # vV f(u, v) #FwVPwVa # zV f(z,y) = g2.
Obtenemos 3(L) para todas las literales de C:

1. ¢(a # u) = a pues a # u no tiene gocios.
2. ¥(gz # v) = gz pues gz # v no tiene socios.

3. L = f(u,v) # w tiene como socios a a # u, gz # v y tiene nivel mayor que
cero, pues es socio de Pw. Asf que L = (f(u,v) # w)[y(a # u),¥(gz #
v] = (f(u,v) # w)a, g7] = fla,92) #w. . P(f(u,v) # w) = fla,93).

4. L = ¢(Puw) tiene nivel cero, asf que ¢(L) = L, donde L = Puly(f(u,v) #
w)] = Pw(f{a, g3)] = Pf(a, 92). .. ¥(Pw) = Pf(a,gz).

5. ¥(a # z) = a pues a # z no tiene socios.

6. L = f(x,y) = gz tiene nivel cero. En este caso L = (f(z,y) = g2)[¢(a #
2) = (f(z,9) = g2)lal = fle,y) = ga. . ¢¥(f(2,y) = g2) = f(z,p) = ga

La idea para la prueba de completud es reemplazar cada aplicacién de RFP-
resclucién donde se resolvié un socio de una cldusula aplanada por una apli-
cacién de paramodulacién cuyo paramodulante es el RFP-resolvente.

Teorema 3.3 (Completud de la Paramodulacidn).

Sea S un conjunto de cldusulas que no tiene E-modelo. Entonces existe una
refutacién de SU {z = z} que sdlo utiliza las reglas de RFP-resolucidén y
Paramodulacion.

dem:

Sea§ = EMod(S). Por el teorema 3.1 el conjunto SU{A,z = z} es no satisfaci-
ble. Asf que, por la proposicién 3.7 el conjunto 8U{z = z} es no satisfacible, por

1o tanto el teorema 2.7 garantiza que SU {x = =} tiene una refutacién mediante
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hiperresolucién®. Dicha refutacién se puede ver como una refutacién utilizando

RFP-resolucién, pues asf est4 definida la hiperresolucién. Sea A una refutacién

de SU {z = z} que utiliza dinicamente RFP-resolucién. Puesto que SU {x = z}

consiste de cl4usulas aplanadas, el lema 3.2 garantiza que A consta de cléusulas

aplanadas.

A partir de ~ﬂ vamos a definir una refutacién A que utiliza paramodulacién.

Sea A = (C4,...,Cn) entonces definimos A = (P(C1),...,¢¥(Cw)). Ahora

falta definir las justificaciones de cada paso en la derivacién A.

Con ayuda de la proposicién 3.9 podemos ver fécilmente que si C € EMod(S)

entonces 9(C) = C. Asi que si C; se justificaba como elemento de § entonces
(C } 8e justifica como elemento de S en A.

Si €; se obtuvo mediante RFP-resolucién de C'“.,,G';= entonces hay dos casos:

1. Se resolvié un socio. Este caso corresponde a la paramodulacién, ’La
situacién es como sigue: C"j = C'j’ v f.['w] Ve #w, Co=8=tVCy y
- e - 2=
entonces C; = (Cj Vv Ljw] Vv Cy)o donde o es umg de {s' = w,s = ¢}.
Es decir, se aplicé RFP-resolucion de la siguiente manera:
C;' vEw| Vs #w s =tvG
(G; v iw viyo

Las imagenes respectivas de Cj,c_l“Ci son Cy = C; VL[E,Cp = a=
tv Cy, C; =(C; V Lw] v Cy)o de manera que el RFP—resolvente Ci se
mapea en un paramodulante desde Cy, hacia €';. Como 8'c = g, wo =to
la. paramodulacién queda como sigue:

s=tvC}
C! v Lis']

iCJ’. VL[]V Ck’ Yo

Supongamos que este caso ge ha realizado exhaustivamente y pasemos al
giguiente caso.

2. Se resolvi6 una literal I de nivel cero. Como ya no hay socics tenemos
(L) = L y todo queda igual en A.

Finalmente, como A es una refutacién de SU {z = #} mediante RFP-resolucién
y claramente #%((J) = O, entonces A es una refutacién de S mediante RFP-
resolucion y Paramodulacién. =

De manera que con el método de modificacién hemos logrado probar la com-
pletud de la paramodulacién junto con resolucién, o en nuestro caso RFP-
resolucién. Una de las ventajas del método con respecto a la paramodulacién
es su completud junto con la estrategia del conjunto de soporte, cuestién que
no debe ser dificil de mostrar con lo desarrollado hasta ahora: para mostrar

¥Pues todo operador de refinamiento define un refinamiento, segin el teorema 2.6.
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la completud de paramodulacién con conjunto de soporte necesitamos los axic-
mas reflexivos funcionales, una prueba de esto se encuentra en [WR70]. Una
de las desventajas del método con respecto a la paramodulacién es que resulta
deductivamente mds débil, como se muestra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.10 A partir del conjunto 8§ = {a = b,Pfa,~Pz V Qzz,z = z}
se puede derivar mediante paramodulacién @ fafb. Mientras que a partir del
conjunto modificado 8 = {b # wVa = w,a # wV Pfw,-Pz V Qzz,z = z}
resolucién puede derivar Q fefa,Q fbfb pero no Qfafb.

Actualmente el estudio de la paramodulacién sigue en progreso. Para un pano-
rama del estado actual de las investigaciones en este campo véase [McC97].

3.3 Reescritura de Términos

La habilidad para razonar con ecuaciones es importante en diversas aplicaciones
en ciencias de la computacién, incluyendo especificaciones algebraicas, lenguajes
de programacién de alto nivel y, por supuesto, razonamiento automéatico. El
razonamiento sobre ecuaciones tiene que ver, por ejemplo, con el problema de
decidir si una determinada ecuacién se sigue como consecuencia l6gica de un
conjunto dado de ecuaciones, si una ecuacién es verdadera en un modelo dado,
o qué valores de las variables satisfacen una ecuacién dada.

3.3.1 Sistemas Ecuacionales

Definicidén 3.23 Una ecuacidn es una férmula atémica del tipo s = ¢, donde
8,t son términos de la signatura dada.

Definicién 3.24 Un sistema ecuacional es un conjunto de ecuaciones.

Frecuentemente estamos interesados en saber si una ecuacién es consecuen-
cia logica de un sistema ecuacional dado. Por ejemplo, tal vez quisieramos saber
si todo grupo de exponente 2 es abeliano, es decir, para el no iniciado en teorfa
de grupos, si la ecuacién x *y = y * & es consecuencia légica del sistema ecua-
cional {zxe =z, z%i(z) = ¢,(T *xy) %z = 2 % (y * 2),2? = e}. Los sistemas
ecuacionales son de interés para lag ciencias de la computacién asi como para las
matemé4ticas. Estructuras de datos muy comunes como listas y stacks (pilas) se
pueden describir mediante un sistema ecuacional.

Ejemplo 3.11 El siguiente sistema ecuacional describe el tipo de datos pila
(stack):

pop(push(y,x))=y.
pop{nil}=nil.

top{ml)=0.
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top{push(y,x))=x.

Los sistemas para mecanizar €l razonamiento ecuacional en una computadora se
estdn volviendo cada dia m4s poderosos. Por otra parte un programa funcional
es esencialmente un sistema ecuacional, que incluye tfpicamente funciones de
orden superior, y la ejecucién del programa es entonces un tipo de razonamiento
ecuacional. Para una introduccién avanzada al tema sugerimos consultar [K1092,
Pla94].

Definicién 3.25 Sea F un sistema ecuacional. Definimos la relacién — g entre
términos, como sigue:

8 g t syss existe I = r € E tal que 8 = wilo] y t = wiro]

para algun término w y sustitucién ¢. Donde la notacién w(t] significa que el
término w contiene a ¢t como subtérmino.
A partir de = g definimos las siguientes relaciones:

—7 es la cerradura transitiva de —p.

—}; es la cerradura reflexiva y transitiva de = p.
+j; es la inversa de = 5.

“pes—=plU+pg

Para una definicién més detallada de los conceptos anteriores véase el apéndice
de [SA91}.

La relacién — g tiene relacién con el llamado Cdleulo de Birkhoff.

El Célculo de Birkhoff B es un subcdleulo del cdlculo de Hilbert con igualdad,
. que consta del esquema de axioma de reflexividad ¢ = ¢ y de las siguientes reglas
de inferencia:

= =t ft=r ..
gt—t— Simetrfa 8—_—— Transitividad
Sk TR el Congruencia Sustitucién
Fls1,.eua8n) = flt1,...,1a) a0 =to

Ejemplo 3.12 Sea E el sistema ecuacional del ejemplo 3.11.Entonces
E Fp push(s, 1) = push(pop(push(s,0)), 1) mediante la siguiente derivacién:

pop(push(s,z)) = s Elemento de E
pop(push(s,0)) = s Sustitucién
1=1 Axioma

push(pop(push(s,0)),1) = push(s,1) Congruencia
push(s, 1) = push(pop{push(s,0}),1) Simetria
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B es un célculo completo y correcto.

Teorema 3.4 (Birkhoff, 1955)
Sea F un sistema ecuacional. Entonces para cualesquiera términos s, t:

EEs=tsyssEtgs=1t

dem:

Véase [SA91] 4

Este teorema proporciona un método para derivar las consecuencias l6gicas de
un sistema ecuacional. Sin embargo es ineficiente, desde el punto de vista com-
putacional, por eso estamos interesados en encontrar restricciones de las reglas
de B que sean capaces de derivar las consecuencias l6gicas de un sistema ecua-
cional dado. Esto es la motivacién para la teoria de sistemas de reescritura de
términos.

La ventaja de la relacién — 5 resalta en este momento al compararla con la
derivacién que acabamos de hacer, pues push(pop(push(s,0)),1) =g push(s,1)
lo cual es claramente mds simple de obtener que la derivacién. En la siguiente
seccién quedara més clara la importancia de la relacién —p.

3.3.2 Sistemas de Reescritura de Términas

La idea de un sistema de reescritura de términos (s.r.t.) es orientar una ecuacién
r = s convirtiéndola en una regla r — 3, la cual indica que las instancias del
término r pueden reemplazarse por instancias de s pero no al revés.

De qué manera orientar reglas y qué condiciones garantizan que los sistemas
resultantes tengan el mismo poder computacional que los sistemas ecuacionales
de los que provienen, son dos de los principales tépicos de estudio en el drea de
reescritura de términos.

Definicidn 3.26 Un Sistemn de Reescritura de Términos R sobre un conjunto
de términos 7 es un conjunto de ecuaciones orientadas, llamadas reglas de
reescritura. Cada una de ellas es de la forma ! = r donde 1,7 € T. De manera
que un 8.r.t. se puede ver como una relacion binaria sobre 7.

De manera ansloga a la relacién — i se definen las relaciones g, =%, 2%
R, +*g para cualquier s.r.t. K.

Una primera relacién entre un s.r.t. y un sistema ecuacional es la siguiente.
Dado un s.r.t. R definimos el sistema ecuacional asociedo a R, Eg como Eg =
{s=r |38 =+ € R}, el corolario al siguiente teorema relaciona a R con Eg.

Teorema 3.5 Sean s = ¢ una ecuacién, R un s.r.t y Egx el sistema ecuacional
asociado ¢ R. Entonces

EpfFa=1sysss g, ¢t
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dem:

Ver [SA91] -
Corolario 3.1 Ep |=a=t syss s 5 ¢

dem:
Es trivial. «

Afin cuando ya tenemos una relacién entre los dos conceptos, el hecho de que la
reescritura pueda ir en ambag direcciones en s <3} ¢ es una desventaja puesto
que la completud del sistema no genera un procedimiento de decisién Sptimo.
Lo que mostraremos es que si R tiene ciertas propiedades entonces Eg | s = ¢
syss cualquier forma normal de g es idéntica a cualquier forma normal de £.
Esto genera un procedimiento que permite decidir la consecuencia légica ree-
scribiendo ambos términos en formas normales y checando si éstas son idénticas
sintdcticamente.

Las siguientes definiciones son para cualquier relacién binaria -+ C 7 x 7.

Definicién 3.27 Un termino ¢ es irreducible si no puede ser reescrito. Sir =* 8
y 3 es irreducible decimos que s es una forma normel de r o que r se reduce a
3.

Definicién 3.28 La relacién binaria — tiene la propiedad de Church-Rosser si
y 86lo si +*C—* o «*. Es decir, sl s ©&* ¢ implica que existe r € T tal que
5% r "1t

Definicién 3.29 La relacién binaria — es confluente si y sélosi <" o 2*C*
o +*. Eg decir, para cualesquiera términos r, 8, ¢, 8i s +-* 7 —" ¢ entonces existe
un término [ tal que 8 2% 1 +* £

Diremos que un s.r.t. R es Church-Rosser {Confluente) en el caso en que —» g
sea Church-Rosser (Confluente). Uno de los resultados bdsices de la teorfa de
reescritura de términos es la equivalencia entre las dos propiedades anteriores;
para facilitar la demostracién de tal hecho introducimos las siguientes relaciones
auxiliares:

8|t syss s—*r+*t paraalginreT

stt syss s+*r—o*t paraalginreT

Con estas relaciones auxiliares, las propiedades de Church-Rosser y confluencia
quedan enunciadas como sigue:
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— es Church-Rosser syss s +* ¢ implica s | &.

— es Confluente syss 81t implica s | t.

Los siguientes lemas son necesarios para la demostracién del teorema 3.6;
con |" denotamos la composicién de J consigo misma n veces.

Lema 3.3 Si R es confluente y s 1% ¢ entonces s | &.

dem:

Como s J2 ¢ entonces existe un término r tal que s { 7 y r J t. Asf que existen
términosg ¢,¢2 tales que 8 +* ¢ +* r y r —* g2 «* ¢, lo cual implica que
q1 +* r 9" @, es decir, q1 T g2. Ahora bien, ya que R es confluente y ¢; 1 g2
entonces ¢; | g2. Por lo tanto existe un término w tal que ¢ =" w «* ¢q, de
donde obtenemos 8 —* g; =* w +* g «* ¢t y en conclusién s | ¢. 4

Lema 3.4 Sis &* ¢ entonces 3 |" t pare elguna n € w.
dem:

Obsérvese que para cualesquiera términos r,u, sir =" u du =" r entonces v L u
debido a que r 5* r y u =" 4, puesto que entonces se obtiene r 9* u +*wu 0
r =* r +* u, 8 decir, r | u. Asf que por lo anterior y por la definicién de &%,
dado que existen términos r1,...,7r, tales que s &+ r &% ... Oy 5
podemos concluir que existe una 2 € w tal que g ® ¢. -

Con la ayuda de los dos lemas anteriores podemos probar la equivalencia anun-
ciada.

Teorema 3.8 Si R es un s.r.t. entonces R es Church-Rosser si y sdlo si B es
confluente.

dem:

Sea ===,

= ) Tomemos dos términos tales que g 1 ¢, lo que queremos ver es que s | .
Por hipétesis existe un término r tal que 8 +* r —=* £,

r —* g implica r «* 8 y r =* ¢ implica r ©* ¢; finalmente s &+ r <* ¢ por lo
que 3 ©* t y como R es Church-Rosser entonces s } ¢.

< ) Tomemos dos términos tales que 3 ©* ¢. Queremos demostrar que s | .
Por el lema 3.4 tenemos que s |™ ¢ para alguna n € w. El caso no trivial es
cuando n > 2.

Mediante induccién sobre n mostraremos que si 8 |™ ¢ y n > 2 entonces s | 1.
La base de la induccién resulta inmediata a partir del lema 3.3. Supéngase que
8"t yn>1,en tal caso existe un término r tal que s {* r {*~! ¢. Usando

. ellema33tenemosques)r porlogues)® iy por HI podemos concluirque

st -
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Definicidén 3.30 Un s.r.t R es terminal si no tiene sucesiones infinitas de rees-
critura, es decir 8i la relacién —5 es bien fundada.

Informalmente lo anterior significa que el proceso de reescritura aplicado
a un término terminari eventualmente sin importar ¢cdmo se aplicaron las re-
glas de reescritura. Los sistemas terminales también se conocen como sistemas
fuertemente normalizables o Noetherianos.

Ejemplo 3.13 El sistema R = {g(z) — f(z), f(z} - z} es terminal.

Esto es claro, pues la primera, regla, que cambia las presencias de g por f, sélo
puede ser aplicada tantas veces como presencias de g haya en el término y la
segunda regla sélo se puede aplicar tantas veces como presencias de f tenga el
término.

Como ejemplo de sistema no terminal tenemos a B = {z = f(z)}

Definicién 3.31 Un orden de terminacidn para los términos es un orden par-
cial > que satisface las siguientes propiedades:

1. > es bien fundado.

2. Propiedad de Invariancia Total: Sea ¢ una sustitucién. Si s > ¢ entonces
3o > to.

3. Propiedad de Reemplazo: Si s > t entonces f{...5...) > f(...£..)

Los 6rdenes de terminacién son una herramienta para mostrar si un sistema
es terminal, como lo asegura el siguiente teorema.

Teorema 3.7 Sean R un s.r.t y > un orden de terminacidn. Si R C > entonces
R es terminal.

dem:

Esto es inmediato puesto que > es bien fundado, de manera que la existencia de
una R-sucesién infinita decreciente implicaria la existencia de una >-sucesién
infinita decreciente, lo cual es absurdo. 4

Si R es terminal siempre podemos encontrar una forma normal de cualquier
término, pues toda secuencia de reescritura termina de manera que el dltimo
elemento sera una forma normal. Sin embargo, un térming puede tener ms de
una forma normal.

Si R es terminal y ademas confluente, cualgquier término tendrd siempre una y
gélo una forma normal.

Deflnicién 3.32 Si R es terminal y confluente decimos que R es candnico.

Aiin no tenemos herramienta suficiente para mostrar si un sistema es con-
fluente, por lo pronto damos un ejemplo de s.r.t no confluente.
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Ejemplo 3.14 Considerese el s.r.t. R que consta de las siguientes reglas:
(1) not(not(z)) - =
(2) not(or(z,y)) = and(not(z), noi(y))
(3) not(and(z,y)) — or(not{z),not(y))
(4) and(z,or(y,z)) - or(and(z,y), and(z, z))
(5) and(or(z,y),z) = or(and(z, z),and(y, z))

este sistema convierte una expresién booleana a forma normal disyuntiva.

Es claro que R es terminal pues las negaciones y conjunciones se van reco-
rriendo a la derecha, proceso que sélo puede realizarse un mimero finito de
veces. Sin embargo R no es canénico ya que no es confluente. El término
and(or(2,y), or(u,v)) tiene dos formas normales distintas:

or(or{and({z, u), and(z,v)), or(and{y, u), and{y, v)))
or(or (and(z, u), and(y, u)), or(and(z, v), and(y, v)))

aunque las dos formas normales son equivalentes bajo asociatividad y conmu-
tatividad del end. Tal vez quisieramos agregar las reglas de asociatividad y
conmutatividad del and, pero el agregar reglas para la conmutatividad causarfa
la pérdida de terminalidad.

Si tenemos un sistema canénico R entonces ya tenemcs un proceso de de-
cisién para la teorfa ecuacional subyacente Eg. Para ello, basta seguir los si-
guientes pasos para contestar la pregunta j Egpl=a=1¢t ™

1. Reducir s y ¢ a sus respectivas formas normales s’ y t/
2. Comparar 8’ yt'. Egl=s=tsyss & =t

Aun no hemos dicho como probar la propiedad de confluencia. En la forma
como se ha enunciado resulta una propiedad complicada pero si I es terminal la
confluencia es decidible mediante la confluencia local, come lo asegura el lema
de Newman que demostramos a continuacién.

Definicién 3.33 Una relacién binaria — es localmente confluente si para cua-
lesquiera términos r, 8,t, si 8 + r —  entonces s | &.

Resulta obvio que si R es confluente entonces R es localmente confluente. Si
ademés R es terminal entonces tenemos la equivalencia.

Teorema 3.8 (Lema de Newman)

Sea R un s.r.t terminal. Si R es localmente confluente entonces R es confluente.
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dem:

Como R es terminal entonces -+ es bien fundada. Por lo que podemos aplicar
—-induccién para probar que si s 1 ¢ entonces g | ¢.
Hipdétesis de Induccién: Siu — u' y 8 «* v’ —* ¢ entonces s | &.

Paso Inductive: Supongamos que s +* v —* £. El caso no trivial es cuando
v es digtinto de s y t. En tal caso, por definicién de —* existen términos 84,4
tales que 8 +* 57 « u = t; —=* ¢t. Como R 8 localmente confluente existe un
término v tal que 8y —* v +* t;. Aplicando la HI a 3, (puesto que 2 — 8 ¥
8 +* 8, =" v) obtenemos un término w tal que s &* w «* v. De la misma
manera, usando la Hl con #; (ya que w — #) y ¢ «+* £, =" w), obtenemos un
término r tal que ¢ =* 7 «* w. Finalmente tenemos 8 —* w =" r +* , es
decir, 3 | £. -

3.3.3 Pares Criticos

Hasta este momento hemos reducido el problema de la confluencia al de la
confluencia local para un sistema terminal, pero todavia nos queda por estable-
cer cuando un sistema es localmente confluente. Esto lo haremos utilizando el
concepto de pares criticos. Para mostrar que un s.r.t es localmente confluente
necesitamos saber que si un término se reescribe de dos maneras distintas, en-
tonces éstas tienen una forma normal comin.

Primerc vamos a considerar las relaciones entre las diferentes reescrituras de un
término.

Definicidén 3.34 Sean R un sr.t., ¢t un término y u un subtérmino de £. Siu
es instancia del lado izquierdo de una regla de R entonces u« es un redez de £.

Cada forma de reescribir un térming ¢ corresponde a un redex de t. Nos
interesa analizar que sucede si un término ge reescribe de dos maneras distintas.
Existen 3 casos que ejemplificamos enseguida:

1. Los redexes para la reescritura son subtérminos ajenos de &.

t es f(a,b) R={a—e¢bd}
Los redexes son e, b

Primer paso de reescritura:  f{c, b) 6 f(a,d)
Segundo paso de reescritura:  f(e,d) 6 f(c,d)

2. Un redex es subtérmino del otro.
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les g(a) Rz{a_)b1g(x)—’f($:$)}
Los redexes son a, gla)
Primer paso de reescritura:  g(b) 6 f(a,a)

Segundo paso de reescritura:  f(b,b) 6 f(b,b)
en este caso el redex e es subtérmino del redex g(a) y corresponde a la
posicién de la variable = en la regla g(z) — f(z,z). En general, esta
posibilidad sucede cuando un redex es subtérmino del otro y corresponde
& la pogicién de una variable en otra regla o bien cuando es subtérmino
del tal posicién.

3. Un redex es subtérmino del otro pero no corresponde a la posicién de una
variable en otra regla.

tes(zhe)kz R={(z+y)¥xzaz*(y*xz),z%e > x}
Los redexes son (zxe)xz,zxe

Primer paso de reescritura: zx*(e*z) 6x*z

Segundo paso de reescritura: No es posible.

Estas son las tinicas posibilidades para que un término se reescriba de dos
maneras diferentes. Las dos primeras siempre producen un par de términos con
una forma normal comun. El tercer caso es €l que viola la confluencia local. En
este caso se dice que las reglas se traslapan o que ha ocurrido un trasiopamiento
y el par de términcsg resultantes es un par critico. A continuacién formalizamos
todo esto.

Definicién 3.35 Sea ¢ un término, definimos la cadena de ¢, denctada 1, como
la sucesién de simbolos de ¢ sin paréntesis ni comas. Si ¢ es I para algin ¢
entonces ¢ es tnico y definimos g como £.

Ejemplo 3.15 Si t es f(z, g(y)) entonces f es fzgy e inversamente frgy es
flz,9(y)). Obsérvese que no hay ambigiiedad al obtener fzgy pues la aridad
de los simbolos estd determinada de manera dnica por la signatura.

Definicién 3.36 Sea s un término y ¢ una presencia de algin subtérmino de
s. La descomposicién de 3 en afy se denota con (a,%,7). El par (a,) es el

contesto de t.

Es facil ver que si &, 8 son presencias de subtérmines de £ entonces son ajenas

O una es subtérmino de la otra.
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Definicién 3.37 SiZes NTL1V2T2 - - - TnBnTuti donﬂa las +; no tienen variables

¥ ¢ es una sustitucién tal que fo es yif172t2 . .. YnlnTne1 decimos que la pre-
sencia del subtérmino ¢; es una presencia de variable instanciada.

Ahora analizamos formalmente las tres posibilidades anteriores, Suponga-
mos que ¢ tiene dos redexes I o y lro y digamos que f B8 Y1Z17222 -« - TnEnTntt-
Supongamos que [0 es el redex de mayor | longltud ( si ambos son de la misma
longltud no 1mporta) Y que I— es 1 tl’mtz 'ynt,,fy,,.l.l Entonces I resulta ser
a'ylrfygtg 7,,tnfyﬂ+lﬁ para algunas cadenas ¢, §.

El redex lz¢ puede figurar en 3 lugares:

1. Puede ser subcadena de o o de 8, lo cual significa que los redexes son
ajenos.

2. Puede ser subcadena de algin ¢;

3. Puede ser subcadena del redex ;¢ y no subcadena de ¢; para toda i. Este
es el linico caso que corresponde a un par critico.

No hay més posibilidades pues, como ya se dijo, dos presencias de subtérminos
son ajenas o una es subtérmino de la otra. Por fin podemos dar la definicidén
formal de par critico.

Definicién 3.38 Sean R un s.r.t., [} - r, s —+ ro dos reglas de R sin variables
en comin, % un subtérmino de /; que no es una variable. Supéngase que u y I
son unificables mediante ¢l umg o y que I, es yiuy2. El par (m1ray20,70) es

un par critico paral; — r1,la — r2 0 para K. u es un subtérmino con presencie
eritica de Iy y o es la sustitucidn erdtice.

En esta definicién tenemos las siguientes observaciones: u podria ser I, (a
menos que }; sea una variable), las reglas §; — r1,l3 — ra son distintas o «w no
es I; (esto prohibe pares criticos triviales de una regla consigo misma).

Ejemplo 3.18 Considérese el sistema R = {g(u)*u - 1, (zxy)*x2z - zx(y*z2)}.
El término g(u) * u se puede unificar con el subtérmino z *xy de (z * y) * 2
obteniendose el término (g(u) * u) * z). Este término se reescribe como 1 * z
usando la primera regla y como g(u) * (u * z) usando la segunda regla. Esto
produce el par critico (g(u) * (u* 2}, 1% 2}

Ejemplo 3.17 Las reglas
f(f(u,v), 9(v, 1)) = h{u,v), g(f(z,9),9(y,2)) - k(z,y)

tienen cuatro pares criticos, obtenidos unificando los lados izquierdos con un
subtérmino de ellos mismos o con un subtérmino del otro lado izquierdo. Uno
de ellos es (g(h(u,v), g(g(v, u), f(u,v))), k(f{u,v),g(v,u))) el cual se obtiene
unificando el lado izquierdo de la primera regla con el subtérmino f(z,y) del
lado izquierdo de la segunda regla.
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Con el siguiente teorema finalmente damos una manera para probar si un
sistema R es confluente. Esta demostracién es aportacién nuestra basada en el
bosquejo dado en [Plag4).

Teorema 3.9 (Teorema de los pares criticos)

Sea R un g.r.t terminal. R es confluente i y sdlo si para todos los pares criticos
{s,t) de R y para formas normales arbitrarias s',t' de 8,1l respectivamente, 8’ y
t' son idénticas.

dem:

=> } Supongamos que R es confluente. En tal caso como R también es terminal,
todo término tiene exactamente una forma normal. Dado cualquier par critico
(s,t), se tiene que s 1 ¢, por lo que la confluencia nos lleva a s | t. Ahora
bien, sea u tal que 8 =* u +* ¢, puesto que 8' y t' gon formas normales tnicas
entonces tenemos que s =* v =* 8’ y t +* u —* ¢/, de donde se concluye que
g' 1t y utilizando la confluencia tenemos &' | ¢' lo cual implica que &' y ¢’ son
idénticas.

<= ) Supongamos que se cumple tal propiedad. Queremos demostrar que K
es confluente, es decir, si 8 1 ¢ entonces s | ¢. Basta analizar que se cumple la
propiedad para un solo paso de reescritura, es decir, basta probar la confluencia
local pues tenemos el lema de Newman. Digamos que el término r se reescribe
enr; yen g, 2 — 7 = 71 (es decir, r; T r2). Vamos a mostrar entonces que
r1 4 ro. Tenemos que analizar log tres casos ya expuestos:
Sean l; = ma1,lz = mg € Ry 01,03 sustituciones ajenas tales que el redex para
r; es Lio;.

1. Los redexes parar —+ 71 y r — ra S0n ajenos.
Este es el caso trivial. Fes allal ﬂlgag'y para algunas cadenas a, 3,v. Asf
que T €s afﬁl_afb’lga'g'y y 73 es ol 0, P03, de manera que si aplicamos
la primera regla a r9 y la segunda regla a r, obtenemos en ambos casos
affio; fmaoz7y. Por lo tanto 7 § 7.

2. El redex para r — 75 es subtérmino de una presencia de variable instan-
ciada para r — m (0 viceversa).
Tenemos que ¥ es ady 010 para algiin contexto (a, 8) y 1oy s viao26 para
algiin contexto (y,d). Analizando a {01 tenemos que Ea_l ge reescribe en
o1 mediante la primera regla y en #2020 mediante la segunda regla.
Por lo tanto basta ver que myo, y Yymqo2d se pueden reescribir en un
término comin.
Puesto que lyoy es presencia de variable instanciada entonces hay una va-
riable £ tal que l; esy'zd’ donde v¥'oy =7, 8'ay = 6,261 = laoz. Definimos
la sustitucién ga como sigue: zog = M0 y 8 ¥ # T, Yoz = Yo1.
Claramente zo; = l303 — maoy = Tog y de esto se sigue que myon —*
mos.

Veamos ahora que ymeoad —* myo3. ymaozd se obtuvo a partir de 1oy



3.3. REESCRITURA DE TERMINOS 73

reemplazando la imagen de una presencia de x bajo o) por maos pero
podria haber mis pregencias de z en I;. Si tomamos todas las presencias
de z en l; y también las reemplazamos por myop obtenemos !,03. Por lo
tanto lyo1 —* {13 = my 03 de donde se concluye que yYmaoad —* myos.
De todo lo anterior podemos concluir que ry | 7o

3. El redex para r —+ ry es subtérmino del redex para r — 1 (0 viceversa)
pero no es presencia de variable ingtanciada para r — ry. Este es el caso
critico.

En esta situacidén existe un contexto (o, §) y un subtérmino u de [; tal
que ) es ofid y [0, es o'Ta; 0’ donde aoy = o, 6oy = & y ugy = laos.
Dado que 01,02 son ajenas, ¢' = gy U o2 esta bien definida y cumple que
wo' = uoy = laag = lao’. Por lo tanto u y !> son unificables. Sea o un
umg de {u,/2}.

El par (amgdo,mi0) es un par critico y como R es terminal, existen
formas normales »y, nz2 de amade, m) o respectivamente, que por hipétesis
son idénticas. Fsto permite concluir, de manera andloga al caso anterior,
que ry | ra.

_{

Corolario 3.2 (Knuth-Bendiz, 1970). See R un s.r.t. terminal. R es con-
fluente syss todo par critico (s,t) de R converge, es decir, s | ¢

dem:
Es inmediato. 4

Este resultado implica que si R es un s.r.t. finito y terminal, entonces la con-
fluencia de R es decidible pues sdélo hay un niimero finito de pares criticos.
Veamos un par de ejemplos.

Ejemplo 3,18 Considerese el sistema R que consiste de lag siguientes tres re-
glas que modelan las propiedades que definen un monoide:

(1) ((zxy)rz) = (zx(y*2)

(2) (z*e) 2>z

(3) (exy) 2y

Es claro que R es terminal pues las reglas 2 y 3 reducen el nimero de pregencias
de ¢ en un término y la regla 1 mueve paréntesis hacia la derecha, por lo tanto
cada regla sélo puede aplicarse un ndmero finito de veces. Para ver que R
es Church-Rosser vamos a analizar todos los pares criticos de K. Para ello
congideramos cada subtérmino que no es una variable del lado izquierdo de una
regla que sea unificable con el lado izquierdo de una de las reglas.
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1. Consideremos la ecuacién (1). ((z *y) * 2) tiene como subtérmine no
variable a (z * y) que puede unificarse con el lado izquierdo de cualquier
regla:

(a) Unificando (z * y) con el lado izquierdo de (1), después de renom-
brar variables, digamos z,y, # por #1,1, 21, obtenemos el par critico
(((m1 *x 1) * (21 % 2)), ((@1 * (31 * 21)) * 2)) mediante el umg ¢ =
{x/(z1 * 3.}, 4/z}. Pero tal par converge pues

(21 %30} * (21 % 2)) = (21 % (31 % (21 % 2)))

(1 * (g1 % 21)) % 2) = (@1 % (1 * 21) # 2)) = (21 % (0 * (21 % 2)))

(b) Unificando (z *y) con el lado izquierdo de (2), después de renombrar
# por 1, mediante ¢ = {z/x;,y/e}, producimos el par critico (z; *
(e * z), z; * z)) y tal par converge pues z; * (e * z) =3 1 * 2.

(c) Unificando (z *y) con el lado izquierdo de (3), después de renombrar
¥ por y obtenemos el par critico ({e * (y1 * z)), (3 * z)) mediante
o = {z/e,y/1}. Dicho par converge pues (e * (31 * 2)} = (11 * z).

2. Consideremos la ecuacién (2). Hay dos subtérminos no variables de (zxe),
que son e y (x *e).

(a) € no es unificable con ninguno de los lados izquierdos de las reglas,
por lo que no produce pares criticos.

{b) Si unificamos (z * €) con ((x; * y1) * 21) obtenemos el par critico
((z1 * (e % 21)), (z) * 21)) que obviamente converge.

(¢) Si unificamos (z *e) con (e *y) obtenemos el par critico trivial {e, e}.
3. La ecuacién (3) se analiza de manera anéloga a la (2).

Por lo tanto por el corolario 3.2 podemos garantizar que R es un sistema
candnico.

Ejemplo 3.19 Para representar la funcién de concatenacién en listas tenemos
el sistema R que consta de

(1) append(cons(z,y), 2) = cons(z,append(y, z))
{2} append(nil,z) = z

claramente R es terminal. Ademds es ficil ver que no tiene pares criticos. Por

lo tanto A es candnico.
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3.4 El Método de Knuth-Bendix

El método de complecién de Knuth-Bendix [KB70] fue concebido originalmente
como un medio para transformar una axiomatizacién de alguna teorfa ecuacional
y generar a partir de ella un sistema de reescritura que se pudiera utilizar para
decidir la validez de ecuaciones en la teorfa dada. Sin embargo actualmente
tiene diversas aplicaciones, como la generacién de soluciones de ecuaciones, la
sfntesis de programas recursivos y, dentro del razonamiento automatico, la de-
mostracién de teoremas acerca de estructuras definidas recursivamente y en
general la demostracién de teoremas del célculo de predicados. En esta seccién
86lo nos limitaremos a describir el método; en lo que respecta, a las aplicaciones
recomendamos consultar [Der89).

Antes de dar el procese formal, presentamos un ejemplo informal.
Consideremos el sistema ecuacional para la teorfa de grupos E = {e- 2z =
z,iz)-z=¢, (x-y)-2==x-(y 2)} A partir de este sistema obtenemos un
s.r.t R orientando de manera “adecuada” las ecuaciones:

l.e-z >z
2. iz) z e
3 {z-y)-zo2-(y-2)

Este sistema no es Church-Rosser pues el término i(x} - z se unifica con el
subtérmino no variable z - y del lado izquierdo de la regla 3, produciéndose el
término (i(z) - z) - z. BEste término nos lleva al par critico (e - 2z, i(z) - (= - 2))
que es un par no convergente, puesto que i(z) - (z - z) es una forma normal y
¢ » z solamente se reescribe en la forma normal z. Esto nos ileva a adoptar una
nueva regla

4. i(z)-(z-2) =2 2

Ahora tenemos un traslapamiento de las reglas 2 y 4 (el subindice indica que
regla se utiliz6): i(i(y)) - (i(y) - ¥) 2a y, W) - (iy) - y) —=2 (i(y)) - €, lo cual
produce el par critico (y,i(i(y)) - ) que no converge. Adoptamos la regla:

5. i(ily))-e—y

esta regla sera eliminada posteriormente, continuando con el andlisis de la regla
4, tenemos un traslapamiento de 4 y 1: i(e} - (e- z) —4 2, i(e) - (e- 2} =1 i(e) - 2,
lo cual nos lleva a la nueva regla:

6. i(e)-z2 o2

Traslapamiento de 3 y 5: (i{é(y))-€) -z —3 i(i(y)) (e-z), ((i(¥))-€)-z =5 y- z.
Adoptamos la regla:

7. i)z 2y -z
Traslapamiento de 5 y 7: i(i(y))-e =7 ¥ €, i(i(y))-e =5 y. Agregamos la regla
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B.y- ey

Traslapamiento de 5 y 8: i(i(y)) - e ~s y, i(i(y)) - € =3 i(i(y)). Agregamos la
regla

9. i) - v

con la regla 9 eliminamos la regla 5 pues i(i(y)) e —+p y-€ —s ¥y y laregla 7 ya
que i(i(¥)) -z 2oy =
Traslapamiento de 6 y 8: i(e) - e —+g €, i(e) - e —g i(e). Agregamos la regla

10. i(e) = e

esta regla cancela a la 6, pues i(e) - 2 10 -2z 2 2.
Traslapamiento de 2 y 9: i(i(y)) - ¢(y) =2 e, i(3(y)} - {y) 2o ¥ - i(¥y), agregamos
la regla

11 y-i(y) = e

Traslapamiento de 3 y 11: (y-i(y)) -z —s y- (i(y) - 2), {g-i(y)) -2 =11 €z,
adoptamos la regla .

12. y- (i(y)  2) > =

Tenemos otro traslapamiento de 3 y 11: (z-y) -i(z-y¥) 2 e, (z-y)-i(z-y) -3
z(y-i(z-y)), agregamos la regla

Bz (y iz y) e

Traslapamiento de 13 y 4: i(z) - (z-(y-i(z-¥))) 24 y-i(z-y), i(x) - (z-(y-
i(x - ¥))) =13 i{z) - e, adoptamos la regla

4. y-i(z-y) > i(z)

esta regla cancela ala 13, pues z- (y - i{z - ) 214 z-i(x) 21 e
Por iltimo, tenemos el traslapamiento de 4 y 14: i(y) - (y - iz - y)) —4 i(z
¥), i(y) - (v iz - y)) 914 i(y) - i(z), agregamos la regla

15. i(z - y) = i(y) - i(z)

esta regla cancela a la 14, ya que y - i(z - y) =15 ¥ - (G(y) - i(z)) 12 i(2).
Asi hemos analizado todos los pares cr{ticos y agregamos reglas de manera que
todos convergieran. Con lo cual garantizamaos que el sistema R’ que consiste de:

l.e-z—x
(@) m e

rey)z—oz(y2)

2
3
4. i(z)-(z-2) >z
8

Lyre—y
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9. i(i(y)) = v
10. i(e) = ¢
1L y-i(y) = e
120 y-Gi(y)-z)— z

18, i(z y) = i(y) - i(z)

es un s.r.t. terminal y confluente. El proceso de anélisis de los parey criticos
que realizamos fue bastante ineficiente, pues solamente nos guiamos por la intui-
cién al momento de orientar las reglas; aunque en algunos casos la orientacién
es clara, en casos como el de la regla 15, la otra orientacién también es plausible.
No obstante, esto habrfa causado complicaciones que se describen en [KB70].
Este problema se resuelve mediante la eleccién de un orden de terminacién para
los términos que debemos proporcionarle al proceso de Knuth-Bendix como en-
trada. Sin embargo la manera de como encontrar tal orden sigue siendo una
cuestién experimental.

Ahora presentamos una versién simple del proceso de complecién de Knuth-
Bendix.

Precondicién: Un sistema ecuacional E. Un orden de terminacién > para
TERM.
R=p
while £ # @ do
Escoger una ecuacién s =t € E;
Reducir s y ¢ a formas normales &',t' con respecto a R
if &’ = ¢ then
E:=E\{s=t}
else
if s’ > t' then
n:=3s, 3=t
else
if ¢ > ¢’ then
a=t, f:=4
else
falla
end if
end if
CP:={p=4q| (p,q) es un par critico para RU {a = §}}
R:=RU {a— B}
E=(EUCP)\{s=t}
end if
end while
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éxito.
Postcondicién: Un s.r.t. canénico Rtalque EgrFs=tgyss EFg=1¢
A la hora de ejecutar este proceso tenemos tres posibilidades:

1, Terminacién exitosa, en cuyo caso se obtiene un g.r.t. candnico.
2. Entrada a un ciclo infinito, provocando la no terminacién.

3. Terminacién con falla dado que un par de términos no pudo orientarse, es
decir,nig >t nit> s

El tercer caso muestra la restriccién més importante en el proceso, los sis-
temas ecuacionales que incluyan operadores conmutativos no pueden comple-
tarse. La prueba de que se obtiene un s.r.t. canénico en el caso 1 no es sencilla
y queda fuera de esta exposicidn, el interesado puede consultarla en [Hue81].
Existe toda una rama dedicada al estudio del método de Knuth-Bendix de ma-
nera abstracta, para una introduccién véase [BDP89, Der89].

En este capitulo hemos descrito algunos procesos de decisidn, para el caso
en que esté involucrada la igualdad, de manera que se puedan explotar sus pro-
piedades caracterfsticas. El primer proceso, que involucra paramodulacién con
RFP-resolucién, es de utilidad cuando tenemos cldusulas que contienen igual-
dades ademds de predicados ordinarics. El segundoe proceso, que involucra un
sistema de reescritura de términos canénico, es 1itil cuando se tienen puras igual-
dades.

Los capftulos 2 y 3 proporciocnan una visién general de los procesos de decisién
involucrados en OTTER ademéas de que los teoremas de completud correspon-
dientes justifican el funcionamiento correcto de dichos procesos.

En el siguiente capitulo presentamos la técnica de subsuncién que propor-
ciona un proceso de eliminacién de cléusulas redundantes.




Capitulo 4

Subsuncién

En este capitulo estudiaremos la técnica de subsuncién! que es un proceso para
eliminar cldusulas duplicadas o menos generales, es decir, cldusulas l6gicamente
més débiles que otras ya disponibles para el programa de razonamiento au-
tomatico. El proceso de subsuncién se debe a J. Alan Robinson (ver [Rob65})
y es considerado por algunos como su aportacién mas importante al campo
del razonamiento automdtico, incluso por encima de la regla de resolucién
(consiiltese [WOL91]).

4.1 Preliminares

Definicién 4.1 Sea C una cldusula. Con LIT(C) denotamos al conjunto de
literales de C. Es decir, &t ¢ =L, V...V L, entonces LIT(C) = {L1,...,Lp}

Definicién 4.2 Sean C, D cldusulas. C subsume a D si existe una sustitucién
o tal que LIT(C)o C LIT(D). Tal situacién se denota con C <,, D.
8i € <, Dy D <,, C entonces escribimos C =,, D.

Ejemplo 4.1 Sean 1 = Pz VvV Pfz, Cs = Pfyv Pffyv Ry, C3 = PaV
Pffa, Cy = PfyV PyV Pfz Tenemos las siguientes relaciones:

Ci <ee Cz pues {Pz,Pfz}{z/fy} C {Pfy,Pffy, Ry}
C <ss Cs4 pues {Pz,PfxHz/y} C {Pfy, Py, Pfz}

Ci <s C1 pues {Pfy,Py,PfzHy/e,2/z}C {Pz,Pfz}

Obsérvese que tenemos C; =gz, C4; ademas C) €., C3 puesto que si existiera o
tal que {Pz, P fz}o C {Pa,Eﬂgl.gmfi}cgﬁ M &ptja.gn}\ ii

Peo=Pa  rDETAMIBTIGALTS

Pzo = Pffa porloque Pfzro=Pfffa¢ LIT(Cs)

YDel ingles subsumption, cuya traduccién es subsuncién o premisa menor

79
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aunque O £, Cs, oheérvese que Pz <;, C3 ¥ Pfz <as Cs.

A continuacién mostramos algunas propiedades de la relacién <,,.
Proposicién 4.1 La relacidn <q5 tiene g siguientes propiedades:

1. <,q es refleziva,

2. <,y es transitiva.

3. 8i C <45 D entonces C <z DO parg cualguier sustitucidn 9.

4. SiC <45 D entonces =YC = VD,

2.
-]
8

—

. Es inmediato utilizando la sustitucién vacia.

b

.81 C £, Dy D <, E entonces ge tienen las siguientes inclusiones.
LIT(CYoe C LIT(D) y LIT(D)y C LIT(E). Asi que LIT(C)op C
LIT(E). Es decir, C <4 E.

Si LIT(C)e C LIT(D) entonces LIT(C)o¥ C LIT(D)Y, pero LIT(D)J
= LIT{DY). Por lo tanto C <,y DY

&

o~

Resulta inmediato puesto que = VC — VCo para cualquier ¢ y como
existe alguna ¢ tal que LIT(C)o C LIT(D) entonces | ¥Co —+ VD para
tal o. Finalmente por transitividad obtenemos |= VC — VD

_|

La siguiente proposicién serd de utilidad para decidir el proceso de sub-

suncién, pues asegura que para verificar si la cldusula C' subsume a D), basta
verificar si C' subsume a clerta instancia, cerrada de D.

Proposicién 4.2 Sean C,D cldusulas tales que V(D) = {z1,...,2a}; €1,
«+«yCm sfmbolos de constante que no figuran en C nien D y o = {z1/ey,---,
Tmfcm}. Entonces C g D 5i y 86lo 38 C <4 Do

dem;
= ) Es inmediato por la proposicién 4.1(3).

< ) Supongamos que C <4 Do. Seay = {y1/t1,...,yn/ta} tal que LIT(C)y €
LIT(Do} y V(C) = {#1,...,Yn}.- Como Do es cerrada entonces 7y debe reem-
plazar todas las variables de C. Sean s; = t;[¢1 /21, .. .,¢mn/%m), donde s/t indica
el reemplazo de cada presencia del término s por t y 4 = {y1/81,...,¥n/8n}
Obsérvese que g = Y[c1/21,...,Cm/®m] De manera que si L € LIT(C)

entonces Ly = Ly[c1/Z1,...,cm/2m] € LIT(Do)lei/®1,...,cm/Tm]. Pero
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nétese que LIT(Do)ci/zy,...,em/2m] = LIT(Dole1/21,. .., Cm/Tm)) v ade-
més Dole) /21 ...,em/2,) = D, porque las constantes ¢; no figuraban en D.
Por lo tanto concluimos que Ly € LIT(D). Es decir, LIT(C)p € LIT(D). Es
decir, C <,, D. —

Con este resultado podemos decidir el proceso de subsuncién.
Proposicién 4.3 El proceso de subsuncion es decidible.

demn:

Dadas dos cldusulas C' y D queremos verificar si se cumple C <,, D. Sin
perder generalidad podemos suponer que la cladusula D siempre es cerrada. Sean
d = (D) la profundidad® m4xima de un término que figure en D y el universo
de Herbrand de la signatura de D. Definimos

A = {¥| 9 es una sustituci6n, dom(¥) = V(C), ren(¥) ¢ H}

De ésta definicion resulta inmediato que C <,, I syss existe ¥ € A tal que
LIT(CY C LIT(D). Adem4s obsérvese que sid € A y (ran(#)) > d entonces
T(C9) > d y por lo tanto LIT(CY) € LIT(D).

Sea Ag = {9 € A| T(ran(¥)) < d}, por la dltima observacién tenemos que
C <, D syss existe ¥ € Ay tal que LIT{C)® C LIT(D). Ahora bien, como
Ay es un conjunto finito entonces el proceso de decisién se obtiene al checar si
LIT(C)9 C LIT(D) para ¥ € Aq. -

Es claro que el proceso de decisién proporcionado es ineficlente y poco préctico,
mds adelante proporcionaremos un algoritmo de subsuncién mas efectivo.

Ahora vamos a extender el orden <,, a conjuntos de cldusulas de la manera
- usual.

Definicién 4.3 Sean €, conjuntos de cldusulas. Entonces C <,, I} syss para
toda D € D existe C € C tal que C <,y D.

La siguiente proposicién muestra que la omisién de clausulas subsumidas,
al probar la satisfacibilidad de un conjunto, es correcta. Esto justifica el uso
més simple del proceso de subsuncién, que congiste en simplificar un conjunto
de cldusulas mediante subsuncién antes de proporcionarlo a un programa de
razonamiento automdtico,

Proposicidn 4.4 Sean C un conjunto de cldusulas y C € C tal que C—{C'} <4,

{C}. Entonces
AN vD= AvD
Dec—{C} Dec

2La profundidad r(t) del término ¢ se define como 0 si ¢ es un término simple y como
14 max{7{t;) | 1 < i < n} sites el término compuesto f{1,...,%s). La profundidad de un
conjunto de términos es la profundidad méxima de un término que figure en él.
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dem:

<= } Es trivial.

> ) Supongamos que Ao ) YD

Por hipétesis existe D € C — {C} tal que D <z C. Ademds sabemos que
= VD — V¥C, por la proposicién 4.1(4), y por nuestra suposicién tenemos ¥D.
Por lo tanto obtenemos VC, lo cual junto con la suposicién nog leva a concluir
que Apec VD. -

Asf que en adelante podemos considerar solamente conjuntos de cldusulas re-
ducidos bajo subsuncién, es decir, conjuntos C tales que para cualesquiera
C1,C2 € C, si €y <45 Gy entoneeg €y = Cs.

Maés importante y complicado, desde el punto de vista computacional, que
el uso de la subsuncién como proceso preliminar es su uso durante la derivacién
de cldusulas. Al combinar subsuncién con resolucién o con algin refinamiento
tenemos tres posibilidades:

¢ Subsuncién hacia adelante (ferward subsumption). Este proceso consiste
en eliminar las cldusulas recién derivadas que son subsumidas por cldusulas
derivadas anteriormente.

» Subsuncién hacia atras (backward subsumption). En este caso una cldusula
derivada con anterioridad y que es subsumida por una cliusula recién
obtenida se eilimina. Esto provoca algunoes problemas de completud como
mencionaremos en la siguiente seccién,

¢ Reemplazo. En este caso el conjunto de cliusulas derivadas se reduce
periddicamente bajo subsuncidn, es decir, después de cierto periodo de
tiempo fijo, se aplica la subsuncién al conjunto.

4.2 Completud de Resolucién bajo Subsuncién

El uso de subsuncién como un paso previo a la deduccién no trae problemas
de completud, e incluso ofrece ventajas, pues si €' se obtiene de C mediante
subsuncién, entonces Rz (C') € R:(C) y O € R, (C') syss O € R (C).

El uso de subsuncién durante el proceso de derivacién depende esencialmente
del método de bisqueda. Como ya se dijo, la subsuncién hacia atrds provoca
problemas de completud, ya que no podemos eliminar la cliusula C' obtenida
anteriormente sin afectar el 4rbol de derivacién. Para evitar esto lo que suele
hacerse es desactivar la cliusula C en lugar de eliminarla de manera que si al
final la clausula C' que subsumi6 a C no resulta ser ancestro de C, entonces
ésta se activa nuevamente.
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Por otra parte, la combinacién de subsuneién hacia adelante con un operador
de refinamiento siempre define un refinamiento.

Definicién 4.4 Sean C,IP conjuntos de cldusulas y nse(C,D) = {D € D |
C £ {D}} el conjunto de cldusulas de 1D que no son subgsumidas por C. Sea
R un operador de refinamiento de resolucién. Definimos

520 = SO
SEHC) = S3,(C) U nsa(SE,(C), p= (S, (C))

U 52(C)

neN

Rze(S)

1

Rz, es el operador de refinamiento R, bajo subsuncidon hacia adelante.

Los siguientes lemas constituyen el camino hacia el teorema de completud
de resolucién bajo subsuncién hacia adelante.

Lema 4.1 La subsuncidn se preserva bajo factores, es decir, 31 C, D son cldu-
sulns tales que C <,y D y D' es un factor de D entonces C <, D',

dem:

Esta demostraci6n es nuestra respuesta a un ejercicio de [Lei97].
Mediante induccion sobre el grado del factor D',

¢ Basge de la induccién. D' es un factor trivial de D. En tal caso existe una
sustitucién o tal que Do = D', y como €' <,, D entonces C <4y Do =D’
por la proposicién 4.1(3).

¢ Hipétesis de Induccién: Si D’ es un k-factor de D y € <, D entonces
C <, D',

¢ Sea D' un (k 4 1)-factor de D. En tal caso podemos obtener un k-factor
D" de D tal que IV’ es un 1-factor de D". M4s aiin, D’ es un reducto de
DY,
Por HI tenemos que C' <,, D", es decir, LIT(C)n C LIT(D") paraalguna
sustitucién n. Pero coma D' es un reducto de D" entonces LIT(D") =
LIT(D'). Por lo tanto LIT(C)n C LIT(D"), es decir, C <4 D'

-

Lema 4.2 Sean Cy, Dy,Ca, D2 eldusulas tales que C) <45 D1, Cy <4e Dy, Si
D es un resolvente de Dy y Dy entonces se cumple alguna de las siguientes
propiedades:

a) Cl <ss D,
b) 02 Sas D.



84 4. SUBSUNCION

c) Egziste un resolvente C de Cy y Cy tal que C <,y D.
dem;

Por la definicién 2.7 existen factores con variables ajenas, B, VM V F| de D,
y B2 VNV F3 de D, tales que {M, N°} es unificable mediante el umg o y
D = (E\V KV BV F3)a. Como la subsuncién se preserva bajo factores (lema
4.1) entonces Cy <,y E\VM VP y C; <,y B3 VNV Fy, es decir, existen 9,9,
tales que LIT(Cy)d, C LIT(Ey VMV F\) y LIT(Cy)9, C LIT(E; VN vV B).
Vamos a analizar dos casos

o M ¢ LIT(C\)¥, o N ¢ LIT(Cy)}¥-.
Supongamos que M ¢ LIT(C\)¥,. En tal caso LIT(C,)% C LIT(E; v
F), es decir, C) <45 E1 VF. Ademés tenemos E) VF) <4 (E\ V)0 <,
(By VIRV E;V Fy)o = D. Porlo tanto C; < D, de manera que se cumple
la condicién a).

En el caso en el que N ¢ LIT(Cy)¥2 se prueba andlogamente que Cy <,
D, es decir, se cumple la condicién b).

o M ¢ LIT(Cl)'ﬁl yNe LIT(02)192
Sean £, = {L [ LIT(C1) 1 If, = M} y f,z = {L € LIT(Cz) | LY, =
N}. Obsérvese que ¥; unifica a £y, por lo que existen unificadores mas
generales Ap, Az de L1, L» respectivamente. En tal situacién, las clausulas
CiA1, CaAq son G-instancias de Cy, Cs.
Maés adn existen factores irreducibles Gy VRV H,; de C; y G2 v SV Hy de
Cotalesque R<, M, GiVH, <4 ByVE, S <, N, GaVHy <,y ExVF,.
Estos se obtienen tomando el mayor reducto posible de Ch A1 y CaXg res-
pectivamente.
Sean 71,72 tales que Ay; = 93, Aana = ¥4, entonces Ay =M, Sny =
N, LIT(G, v Hy\ijy C LIT(E, v B, LIT(G. v Holne C LIT(E; v ).
Definimos n = m U7, lo cual es correcto pues V(EL VM VER)NV (B v
Nv F2) = .
Obsérvese que Rp = M y Sy = N, por lo tanto el conjunto {R,5¢}
es unificable mediante no y podemos encontrar un umg de {R, S}, di-
gamos 7. Por lo tanto existe p tal que p = 5o. Como LIT(G, v
H)m C LIT(E, v Fy) entonces LIT(G, v Hy)Jne C LIT(E, v Fl)ﬂ',
es decir, LIT(G, vV Hy)tp C LIT(E, V Fi)o. Anélogamente concluimos
que LIT(Gy V Ha)tp C LIT(E, V Fy)o.
Finalmente observemos que la cldusula C = (G1 V H, V Gz V Hz)T es un
resolvente de C) y Ca y que LIT(C)p = LIT(G, v Hy VG3 V Hy)1p C
LIT(E, v |y V E; V Fy)e = LIT (D). Por lo tanto C <z D, es decir, se
cumple la condicién c).

_|
El siguiente lema, junto con el teorema de completud son una adaptacién

nuestra, basada en un teorema mas general de [Lei97)].
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Lema 4.3 Sean € un conjunte de cldusulas y Rg el operador de resolucidn
tlimitada. Enfonces las cldusulas generadas por Rg, subsumen a las generadas
por Rp. Es decir, Rg,(C) <, Res(C).

dem:

Basta ver que para toda n, las cldusulas del estrato n de Rg, subsumen a
las cldusulas de Ry, Es decir, S5,(C} <;s S3(C). Esto lo haremos mediante
induccién sobre n.

¢ n=0. Es trivial.
¢ HI. 53 (C) <, SE(C).
o PD. S3H(C) <4 SZH(C), es decir,
53+(C) U nsa(55,(C), w(Res(55,(C)))) <us 55(C) U w(Res(S3(C0)))

Sea D € SE(C) U p(Res(SE(C)).

Basta ver el caso en que D € ¢{Res{S3(C))) ya que el otro caso resulta
inmediato de la HL

Sea D € p(Res(S%(C))). Asf que existen Dy, Dy € SZ(C) tales que D es
un resolvente de Dy y D;. Mediante la HI, tomemos €y, Cs € 53,{C) tales
que C) <gp D1 ¥ C2 <55 D2. Tenemos log siguientes casos, de acuerdo al
lema 4.2.

1. C1 <4 D. En cuyo caso, como Cy € 55,(C), podemos concluir que
§3.(C) <, {D} y por lo tanto SZF(C) <, {D}

2. Cy <ps D. Andlogamente al caso anterior obtenemos S5 (C) <44
{D}.

3. Existe C resolvente de C1, (s tal que C <,, D. Aqui hay dos subca-
808.

(a} S3,(C) <4 {C}. En cuyo caso, por la transitividad de <,
obtenemos S%,(C) <, {D}, de donde concluimos que SE+(C)
<es {D}

(b} 5§3,(C) £, {C}. Dado que C € Res(53,(C)) entonces con-
cluimos que C' € nsa{S%,(C),(Res(5%,(C)))). Por lo tanto,
como C <, D, obtenemos que S31(C) <., {D}-

De manera que en cualquier caso obtenemos que SEH(C) <, {D} ¥ como
D € S (C), entonces concluimos que S5HHC) <. S5HYC). 4

Ahora podemos demostrar el teorema de completud correspondiente.

Teorema 4.1 (Completud de Resolucidn bajo Subsuncidn hacte adelonte)
8i C es un conjunto no satisfacible de cldusulas entonces O € Re,(C).



a6 4. SUBSUNCION

dem:

Como Ry es completo entonces O € Rg(C) y por el lema 4.3 tenemos que
Ry (C) <40 Ra(C), por 1o que existe C' € Req(C) tal que R <,, 0. Pero esto
solo es posible si £ = (. Por lo tanto (0 € Ry, (C). 4

4.3 Completud de Hiperresoluciéon bajo Reem-
plazo

El proceso de reemplazo consiste en eliminar cada cldusula subsumida sin impor-
tar como ni cuando fue derivada. Mientras que los refinamientos aon un método
mas cercang a las derivaciones, el reemplazo es esenclalmente un método de
reduccién,

Dado un conjunto de clausulas C, éste podrfa tener mds de un conjunto equiv- ~
alente y reducido bajo subsuncién. Sin embargo, si dotamos al conjunto con un
orden {como el lexicogrifico) y mantenemos la cldusula més pequefia de cada
clase de equivalencia segliin =,, obtenemos un conjunto dnico al reducir bajo
subsuncitn a C.

De esta manera podemaos considerar la reduceién bajo subsuncién como un ope-
rador sub(C) que tiene lag siguientes propiedades:

1. sub(C) C C.
2. sub{sub(C)) = sub(C).
3. Para cualquier I, si € <,, D entonces sub(CUD) =,, sub(C).

Con ayuda de este operador definimos el concepto correspondiente a los
operadores de refinamiento.

Definicién 4.5 Sean R, un operador de refinamiento y C un conjunto de
clusulas. Definimos

53,(C) = sub(C)
SO = sub(57(C) U pa (S5 (ON)

La sucesién (SZ,(C))nen €8 la R,-sucesidn de reemplazo 0 Ry, -sucesidn para C.

Definicién 4.6 Una R,-gsucesién de reemplazo {SP.{C))nen €8 convergente si
existe k € N tal que para toda I > k, §%,.(C) = S% (C). En otro caso la sucesién
es divergente,

Definicién 4.7 Una R,-sucesién de reemplazo (S7.(C))nen €8 refutacional si

existe k € N al que 5, [C) = {0}.
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Ejemplo 4.2 Sea C = {Pz;, v Qxy,Pr V ~Qx,,Q21 V - P2y, -Px V-Qx }.
Entonces

1. La sucesién
C, {le ’ Qxl, Pz, H'Qxl }1 {D}
es una, Rg.-sucesidn refutacional.

2. La sucesi6én
C: {Pwl ) Q'Tl}a {g}
es una Ry ,-sucesién refutacional.

3. Sid = C — {~Pzy V-Qz,} entonces I es satisfacible y la sucesiéon
D, {Pz1,Qz1}, {Px:1,Q21},. ..

es una R g,.-sucesién convergente.

4. 5i D = {Pa,Pfx V Pz} entonces ID es satisfacible y la sucesién de
reemplazo para [D es:

D,D U {Pfa},bU {Pfa, Pfa},...
que resulta divergente pues Pf*q € §%.,.(C) ~ §571(C) para k > 0.

5. 81D = {Pf%x,,Pfx; V Pz} entonces la sucesién de reemplazo para
D converge. De hecho S}, (D) = §%.(D) = D pues {Pf3z,} = pu(D) y
Pf2m1 S“ Pfa:r:l.

Como se ohserva en el ejemplo anterior, si un conjunto es satisfacible, nada se
puede decir acerca de la convergencia de la sucesién de reemplazo. Para los
conjuntos no satisfacibles, como veremos, la sucesién de reemplazo es refuta-
cional, y es en este sentido como entendemos la completud bajo reempiazo.
. Especificamente probaremos la completud de hiperresolucién bajo reemplazo,
la prueba. se sirve en gran medida de los siguientes lemas.

Deflnicién 4.8 Sean C, D cldusulas en PN-forma. Definimos la relacién < 4
como: C <,z0 D syss existe una sustitucién 9 tal que LIT(C*)Y C LIT(D*)
yC~9=D"

Resulta inmediato que si C' <40 D entonces C <,; D. El siguiente lema

mejora la exposicién original de [Lei97), en sentido de claridad.

Lema 4.4 Sean I : (C; D!,...D}),T : (C; Dy,...Dy;) sucesiones conflictivas
tales que D; <,, Di. Sea R} el i-ésimo resolvente intermedio de I'. Entonces
eziste una cldusula R; tal que R; <0 R;.

dem:

Vamos a construir R; recursivamente. Para i = 0 tenemos Ry = C'y definimos

Ry = R)). Trivialmente Ry <,s0 Rp.
Supongamos que R; se ha definido, para i < n. Hay que analizar dos casos.
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a) R; es positiva. En tal caso definimos R;y; = R;. Como R; <;,0 R! y R;
es positiva entonces R; <,y K. Dado que R}, es un RFP-resolvente de
R} y D; entonces I} debe ser de la forma R} = E} , V-Q’ donde Q' es un
dtomo. Asf que claramente R; <qs Ej,,, pues R; es positiva y By <, R
Ademds R;j,, contiene una instancia de Ej_, pues es un RFP-resolvente
de E{ , V-Q' y D}y el 4tomo que se resuelve es (. De esto concluimos
que R; <z R}, es decir, Riy1 <55 R, pero como Ry es positiva
entonces Ry <po Ry .

b) R; no es positiva. Tenemos dos subcasos.

ba) Diy1 <4 Itj, ;. En este caso definimos R;y, = Djy; y como Dy es
positiva entonces Ry <q0 Ry, -

bb) Diy1 £ee Ry, Como I <440 R} entonces existe una sustitucién o
tal que LIT(R})Y C LIT(R;Y)y R ¢ = R,”. Puestoque R, | esun
RFP-resolvente de R} y D}, , podemos encontrar cliusulas negativas
T3, T) (o tal vez T; = T{ = O) tales que B; = Bf vT;V-Q, R, =
REVTIV-Q, Tw=Ty Q9=Q".

Sea Fl,, = G} vV P’V G} un factor de D}, tal que P’ es la literal
sobre la que se resolvid en el resolvente binario de R} y Fj,,. Como
por hipétesis Dy <gs D}, ¢, hay dos posibilidades.
bba) Diyy <. G V Gh. Entonces claramente Dy, <, Ri,, y con-
cluimos como en el subcaso ba).
bbb) Existe un factor Fi;; de Dy tal que Fiyy = G VPV Gy,
donde LIT(G, vV G2)p C LIT(G| vV G}) y Pn = P' para alguna
sustitucién 7. Sea o un umg de {P', @'}, entonces R}, = (G} V
@, v R;T v T!)o. Suponiendo spg que dom(n) N dom(¥) = @,
U est4 bien definida y (nU¥)e unifica a {P,Q}. Por lo tanto
podemos tomar un umg 7 de {P, @}
Definimos Ry = (G vV Gy V Rj' v Ti)r y como existe p tal que
Tp = (nU )0 es facil ver que Ry <a00 Ry, .

-

Lema 4.5 Las sucesiones de reemplazo para hiperresolucidn subsumen a los
estratos del operador de hiperresolucidn (sin subsuncidn). Es decir, si C es un
conjunto de N,-cldusulas entonces para toda k € N, S§,.(C) <, S%(C).

dem:

El lector puede cerciorarse de que S% (sub(C)) = SF(C) para toda k € N, por lo
que podemos suponer s.p.g. que C es reducido bajo subsuncién. Dicho lo cual
procedemos por induccién sobre k.

ok — 0. Tenemog Qg ((r‘} =C = R'uh((f‘) = S?‘.' (C) De manera que

5% (C) <45 SY(C) trivialmente.
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¢ Hipétesis de Induccién. §%,.(C) <, S5(O).

¢ PD. SEHC) <40 S (D).
Claramente S}‘;’;l(C) <ss S%_(C) por lo que, usando la HI y la transitivi-
dad de <,, tenemos S%''(C) <,, S§(C). Asf que basta con demostrar
que S53H(C) <o o1 (SH(C)).
Sea E' € pu{S%(C)), es decir, existe una sucesién conflictiva I : (C'; Dy,

., D}), con €', D} € §%(C) tal que E’ es un hiperresolvente de I".

Por HI existen C,D,,...,D, € 8% (C) tales que C <,5 C' y D; <, D},
Si C no es positiva entonces I' : (C; Dy,...,Dy) es una sucesién conflic-
tiva sobre S¥,.(C). Tenemos dos casos, el caso ficil es cuando C ¢ C.
Como C' € 5%,.(C) — C entonces & = C*, es decir, C es positiva y dado
que C <, C' entonces existe 9 tal que LIT(C)9 C LIT(C't). Puesto
que C' es el nucleo de T entonces E' debe contener una subcliusula
de la forma C''7n para alguna sustitucién 5. De lo anterior concluimos
que LIT(CYn C LIT(E'), es decit, C <, E'. Como C € §4,.(C) y
SHHC) <45 S§,.(C) entonces existe D € SEH(C) tal que D <,, C. Por
lo tanto I <4, E' y terminamos este caso.
Veamos ahora qué sucede cuando € € C. Tenemos C' € C pues en
otro caso I no serfa una sucesién conflictiva y ademés como C es re-
ducido bajo subsuncién y C' <, C' entonces C = C’, en particular
T : (C;Dy,...,D;) es una sucesién conilictiva sobre S%,.(C). Aplicando
el lema 44 con IV : (C;D{,...,DL) y T : (C;Dy,...,Dy), obtenemog
que R, <450 R, = E'. Por la manera en que se construyen los R;
en el lema 4.4, R, es D; para alguna ¢ < n o bien es hiperresolvente
de una sucesién conflictiva (C; Dq,...,D4) para alguna [ < n. Por lo
tanto R, € S§.(C) U pu(Sk,.(C)). Si definimos E = R, entonces
E <., E', pues E <,,0 E' y E es positiva; ademas existe una cliusula
Ey € sub(8§,.(C) U o1 (S%,.(C))) tal que By <,y E, (Ep podria ser E).
Por lo tanto existe Ey € S¥*! tal que By <, E.
Por lo tanto S5E(C) <,, S (C) y la prueba estd terminada.

Finalmente concluimos el teorema de completud correspondiente.

Teorema 4.2 (Completud de Hiperresolucion bajo Reemplazo).
Sea C un conjunto no satisfacible de N;-cldusulas. Entonces la sucesién de
reemplazo para €, {S2,(C))nen €3 una sucesion refutacional.

dem:

Como C es no satisfacible, el teorema 2.7 garantiza que existe kX € N tal que
0O € 8%(C). Mediante el lema 4.5 sabemos que S5, (C) <o S5(C) y como
inicamente O subsume a O, concluimos que L1 € §% (C} lo cual implica que
Sk = {01}, es decir, {(S”.(C))nen €3 una sucesién refutacional. —+
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4.4 El Algoritmo de Stilllman para Subsuncién

En la proposicién 4.3 mostramos que el proceso de subsuncién es decidible. No
obstante, el procedimiento de decisién que puede obtenerse de esa proposicitn es
altamente ineficaz. En esta seccién presentamos un procedimiento de decisién
6ptimo mediante el algoritmo de Stillman [Sti73] para subsuncién. La idea
principal del algoritmo consiste en buscar la sustitucién adecuada de izquierda
a derecha. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.3 Sean C = Pz V Pfzy, D = PaV PbV Pfba. Queremos de-
cidir 8i C' <,; D. Para enviar la primera literal Pz de C' a D tenemos varios
candidatos, a saber, %1 = {z/a}, ¥ = {z/b}, ¥s = {z/fba}. Claramente la
eleccién adecuada es ¥2 que podemos extender a g = {z/b,y/a} con lo cual
tenemos LIT(C)u C LIT(D), es decir, C <, D.

Si hubieramos elegido ¥, eventualmente debemos corregir la eleccién con d,.
Supéngase que intercambiamos lag literales de € de modo que Pfay es la
primera; entonces claramente g es la inica sustitucién que permite la subguncién

Con este ejemplo se ve la importancia del orden de las literales en el proceso
algoritmico para hallar una sustitucién que subsuma.
La idea del algoritmo de Stillman, ST en adelante, es la siguiente: Sea C =
Lyv...v L, y supbngase que ya se hallé ¥; tal que {L1 V...V L;}¢; C LIT(D),
si se logra extender alguna 1¥; a 9, entonces C <, D, en caso contrario C' %£,; D
En el gjemplo anterior, 95 puede extenderse a u lo cual no es posible con ¥;, ¥3.
Para la especificacién de ST usamos las siguientes funciones auxiliares: uynif (L,
M) que es una funcién booleana que es verdadera syss {L, M} es unificable; la
funcién umg(L, M) que calcula un umg de {L, M} en caso de que este conjunto
sea unificable y estd indefinida en otro caso. ST queda representado mediante
la funcién booleana 5-aria STI(C, D, i, §,79} donde i apunta a las literales de C,
j apunta a las literales de D y 7 es una sustitucién. Esta versién del algoritmo
es nuestra y se basa en la versién de [Lei97).
Precondicién: C =L V...V L, D=K, V...V Kip

function STI(C, D, i, j,¥):Boolean.
begin
if § >| C | then
STI(C,D,i,3,9) := false;
else
a=j
while not unif(L;9,K,)and a <| D | do
a:=a+1;
end while
if a >| D | then
STI{C,D,i,5,9) = false;
else
pi = umg(Li¥, K );

if ¢ =| C| or STI(C,D,i+ 1,1,9u;) then



4.4, EL ALGORITMO DE STILLMAN PARA SUBSUNCION 91

© STI(C, D,i,§,8) = true;
else
STI(C,D,i,a+ 1,4)
end if
end if
end if
end

begin
§T{C, D} := STI{C,D,1,1,2)
if ST(C,D) then
write("C <q D);
else
write{’C' €5 D’);
end if
end
Postcondicién: LIT(CY), C LIT(D) o C &, D.
La ejecucién de ST puede describirse con ayuda de un &rbol que definimos
engeguida.

Definicidn 4.9 Sean C =L, V... Ly, D=K; Vv ...V K, dos cldusulas. De-
finimos el ST-drbol T(C,D) mediante la definicién recursiva del conjunto de
nodos y de aristas del i-ésimo nivel, para 1 < ¢ < n. Los nodos serén parejas de
naturales, ademas definimos una sustitucién ¥;; correspondiente al nodo (3, j) .
Para i = 0 sean Np = {(0,0)}, 4o =@ y Yoo = @.

Sean N € N;,1 € § < m y p una sustitucién sobre V' (L;p19n) tal que
Lip19np = K;. Entonces (i + 1,5) € N1 y (N, (i + 1,5)) € A;, finalmente
definimos ¥(;41); = O p. Si no existe K; tal que Li1¥n <5 K entonces N es
una hoja.

Ejemplo 4.4 Sean C = PxyV PyzV Pzz y D = PabV PbeV Pba. Entonces
Yoo =2, 911 = {z/a,y/b} y Ln¥, = K.
Existe u = {z/c} tal que Layp = Ka, por lo tanto (2,2) € Ny y V2 =
{z/a,y/b z/c}. Después de calcular 922 no existe K; tal que Lyt <; Kj, por
lo tanto (2,2) es una hoja. En este momento se aplica el proceso de retroceso
(backtracking) y ST produce o3 = {z/a,y/b,z/a}. Pero también se obtiene
L3933 £ K; paraj = 1,2,3 y ST retrocede paradefinir 915 y asf sucesivamente.

Por definicién de ST-4rbol, ST(C, D) = true syss existe un camino de longitud
|D| en T(C, D). Ademds el nimero de nodos en 7(C, D) coincide con el nimero
de sustituciones generadas por ST.

Para terminar la seccién hacemos el analisis de correctud del algoritmo de
Stillman.

Teorema 4.3 ST es un algoritmo de decisidn para subsuncidn, es decir, s
C # 0O y D es cerrade entonces ST siempre termina y ST(C, D) = true syss
C<uD.
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dem:

Primero veamos que 5T siempre termina. El nidmero de llamadas anidadas de
ST estd acotado por |C|, ademés el méximo nimero de llamadas correspondi-
entes a un nodo del ST-arbol es |D|. Por lo tanto el ndmero total de llamadas
a STT es menor o igual que |[NOD(T (C,D)|D|.

Para demostrar la correctud de ST hacemos induccién sebre |C|.

s |C| = 1. Calculamos STI(C,D,1,1,2). El proceso entra en ¢l ciclo-while
cona =1y ¥ =@ Tenemos dos casos:

— Existe a tal que a < |\D| y wnif(L1, K,).
En tal caso existe ¢ tal que L9 € LIT(D) y como C = L, entonces
C Zs D. Pero como |C| = 1 entonces ST(C, D) = STI(C,D,1,1,
@) = true.

— Paratoda a < |D|, unif(L1,K,) = false.
El ciclo-while devuelve @ = |D} + 1 y por lo tanto ST(C,D) =
STI(C,D,1,1,@) = false. Como las K, son cerradas y unif(L,,
K.} es falso entonces L, £, K, para toda K, € LIT(D), por lo
tanto Ly = C €4, D.

¢ Hip6tesis de Induccién. Si |C| < k entonces C <, D syss ST(C,D) =
true.

e Sea C' tal que |C| = k + 1 con k 2 1. Tenemos dos casos.

— La primera ejecucién del eiclo-while devuelve ¢ = |D| + 1.
Por definicién tenemos STI(C,D,1,1,2) = ST(C,d) = false, ade-
m4s como a = |D| + 1 entonces no existe ¥ tal que L1 € LIT (D).
Pero egto significa que L; €5, D lo cual implica que C <,, D.

— La primera ejecucién del ciclo-while devuelve a < |D| y el umg gy =
umg(L1,K,). Como |C|# 1 entonces se llama a STI(C, D, 2,1, 1)
obsérvese que si C' = O\ Iy entonces STI(C'w, D, 1,1, 8) devuelve
el mismo valor que STI(C,D,2,1,p) y como |C'} = k entonces
por HI STI(C'uy,D,1,1, ) = true syss O’ <4 D. Ahora bien,
si STI(C,D,2,1, ) = true entonces STI(C,D,1,1,@) = true =
ST(C, Dy, por definicién de ST. Por otra parte tenemos Ly €
LIT(D) y LIT(C'11, )¢ C LIT(D) para alguna ¢, pues C'py <45 D.
Como Ly p es cerrada entonces Ly = Ly, por lo que ¥ €
LIT(D). De todo esto obtenemos LIT(C)m@¢ = LIT(Lyud vV
C'i9) € LIT(D), es decir, C <, D.

Si STI(C,D,2,1, 1) = false entonces podemos buscar una nueva
sustitucién g;. En general podemos obtener sustituciones u;; ejecu-
tando el ciclo-while correspondiente a los nodos de nivel 1de T(C, D).
Si STI(C,D,2,1, ;1) = true para algin p; se procede como arriba,
obteniéndose C <,, D y por definicién ST(C, D) = true. Asf que

supongamos que para cualquier u; definido en el nivel 1 de 7(C, D)
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se obtiene STI(C, D,2,1, un) = false. Egto significa que para toda
K € LIT(D), si Lip = K entonces C'u £,; D. Ahora obsérvese lo
siguiente

(%) C <45 D 8yss exisie 9 tal que dom(d) = V(L,), L9 € LIT(D)
¥y (C\Ll)ﬂ <os D.

Pero STI produce todas las sustituciones ¢ tales que dom(d) =
V(L1) y L1¥ € LIT(D). Sea A el conjunto de tales sustituciones. En
este caso A solo consiste de las 4, asf que STI(C, D, 2,1,9) = false
para toda ¥ € A. Por lo tanto ST(C'¥, D, 1,1, @) = false para toda
¥ € A, de donde por HI obtenemos que C'¢ €., D para toda ¥ € A.
Mediante (%) y la definicién de A obtenemos que

C <ss D oyss existe 9 € A tal que O'0 <40 D

Finalmente como no existe tal ¥ € A concluimos que C €,, D y
por definicién de STI obtenemos STI(C,D,1,1,@) = false. Con-
secuentemente ST(C, D) = false y la prueba estd completa.

En este capftulo presentamos, mediante la técnica de subsuncién, una ma-
nera de evitar redundancia y eliminar cldusulas innecesarias. Este proceso per-
mite optimizar la bisqueda de una refutacién, al reducir el nimero de cldusulas
retenidas.

Ademds hemos mostrado que el proceso de subsuncién es compatible con la
regla de resolucién, en el sentido de conservar la completud, lo cual justifica
que la combinacién de subsuncién y resclucién durante la bisqueda permanece
correcta.

Con este capftulo terminamos la exposicién de resultados que justifican los pro-
cesos implementados en OTTER, si bien alguna combinacién de procesos podria
resultar incompleta, como el uso de UR-resclucién en cldusulas que no sean de
Horn, su uso puede resultar de utilidad en casos particulares para resolver un
problema especffico, (véase [McC95], pag 43).

E] gigniente y Gltimo capftulo se ocupa de describir, a grandes rasgos, la

arquitectura de OTTER y de dar algunos ejemplos especificos que muestran los
procesos descritos en los capftulos anteriores.



Capitulo 5

OTTER

En este capftulo presentaremos brevemente al programa de razonamiento au-
tomético OTTER (Organized Techniques for Theorem Proving and Effective
Research), del laboratorio nacional de Argonne, 11, USA. No pretendemos dar
aquf un curso tuterial para su manejo; s6lo haremos una descripcién general de
sus principales aspectos y daremos algunos ejemplos que utilizan las reglas de
inferencia y procesos descritos anteriormente.

Para conocer a fondo todas las funciones del programa véase [McC05], ademds
en [WOLB92} se puede encontrar un tutorial basico del programa, mientras que
[Wos96] contiene un tutorial avanzado.

Antes de pasar a la descripcién de OTTER hacemos un paréntesis histérico del
desarrollo de programas de razonamiento automético en el laboratorio nacional
de Argonne.

1963 Primera Generacién. PGl (Program 1), diseitado por Larry Wos, Dan
Carson y George Robinson. Implementacién de la estrategia de preferencia
de unidades.!

1867 RG1, disefiado por Wos y George Robinson. Implementacion de resolucién
binaria, factorizacién, paramodulacién asf como de la estrategia del con-
junto de soporte.

1970 Segunda Generacién iniciada por Ross Overbeek, estaba basada en NIUTP
(Northern Illinois University Theorem Prover) programa que evolucioné
en AURA (AUtomated Reasoning Assistant) y sus variantes. Contribu-
cioneg de Brian Smith, Rusty Lusk, Bob Veroff, Steve Winker y Wos. La
generacién NIUTP/AURA fue escrita principalmente en IBM ensamblador
y PL/1 e inclufa las primeras implementaciones eficientes de hiperresolu-
ci6n, demodulacién, paramodulacién e introdujo UR-resolucién y peso. El
resultado fue el primer conjunto de programas que produjo respuestas a

1 Esta estrategia causa que un programa de razonamiento automaético prefiera escoger al
menos una cléusula unitaria como padre de una regla de inferencia.

95
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diversos problemas abiertos en 4lgebra booleana y semigrupos entre otros
temas.

1980 Tercera Generacién, Iniciada por Overbeek, Lusk y William McCune,
Consistfa principalmente de LMA (Logic Machine Architecture) e ITP (In-
teractive Theorem Prover). LMA era una herramienta para construir sis-
temas de deduccién, escrito en Pascal; ITP fue construido con LMA y su
funcionalidad era similar a la de AURA. Las motivaciones para construir
los dos programas fueron una ingenierfa de software correcta y su portabi-
lidad. Diversos demostradores experimentales basados en tecnologia para
compilar programas légicoa fueron también parte de la tercera generacién.

1987 Cuarta Generacién. En junio de 1987 McCune inicio la escritura de un
nuevo demostrador; para diciembre ya habia suficiente codigo en lenguaje
C 1til para la investigacién acerca de reglas de inferencia y estrategias
de bisqueda. Tal programa fue llamado posteriormente OTTER. Otros =
miembros de la cuarta generacién son ROO (Radical OTTER Optimiza-
tion) que es una versién paralela de OTTER escrita por John Slaney, Lusk
y McCune; FDB (Formula DataBase) una herramienta para unificacién
e indexacién escrita por Overbeek y Ralph Butler; MACE (Models And
CounterExamples) un buscador de modelos finitos escrito por McCune;
y el més reciente programa de razonamiento automdtico de Argonne es-
crito también por McCune, EQP (Equational Theorem Prover) que es un
programa, para la l6gica ecuacional que implementa AC-Unificacién.

Para un poco més de historia véase [OL97).

5.1 Estrategia

Si bien resulta claro que los métodos de razonamiento automdtico basados en
resolucién son mucho mejores que aquellos basadoes en el teorema de Herbrand,
como el presentado en [AM98)], necesitamos mucho més para lograr que un
programa de razonamiento automadtico sea efectivo; una de las cosas que esto
requiere es el uso de estrategias. Una estrategia es una serie de metarreglas
que gufan la aplicacién de las reglas de inferencia. Si una estrategia decide que
regla de inferencia debe aplicarse en cierto momento del proceso, decimos que
s una estrategia de direccidn. Si una estrategia evita el uso de ciertas reglas de
inferencia entonces decimos que es una estrategia de restriccién. Ambos tipos
de estrategia son necesarios para la efectividad de un programa de razonamiento
automético.

Actualmente la estrategia de restriccién mds poderosa es la estrategia del con-
junto de soporte [WRC65]. Intuitivamente dicha estrategia le prohibe a un
programa de razonamiento automatico aplicar una regla de inferencia a menos
que uno de los padres o premlsas ge haya deduc1do o sea mlembro de un con_]unto
distinguido de cldus 8
estrategia resulta. completa en comb1na.c16n con resolucidn, por lo que tamblen
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lo serd para hiperresolucién. La completud de esta estrategia con paramodu-
lacién puede verse en [RW69].

En la préctica el conjunto de soporte debe escogerse con criterios seménticos
para explotar con mayor efectividad la estrategia. Por ejemplo, si se desea
probar un teorema de la forma P, A ... A P, —+ (J, basta probar la no
satisfacibilidad de § = {CI(R),...,Cl{(P,},Ci(~Q)}. Ahora bien, podemos
identificar tres subconjuntes en 8, el conjunto de axiomas o hipétesis del 4rea
de estudio del teorema a probar; un conjunto de cliusulas particulares del teo-
rema en particular (que ocasicnalmente es vacio) y el conjunto de cldusulas que
corresponde a la negacién de la conclusién, Una eleccién adecuada para el con-
junto de soporte es este dltimo conjunto.

En contraste con las estrategias de restriccién, una estrategia de direccién
dicta hacia donde dirigir la atencién. Una de las mds poderosas estrategias de
este tipo es la esirategia del peso. Para utilizar esta estrategia el usuario asigna
prioridades o pesos a las variables, sfmbolos de funcién y de predicado y a los
términos. De esta manera el usuario informa al programa acerca de qué con-
ceptos considera claves para la resolucién del problema en cuestién. A estas
prioridades se les confia la direccidn del programa en la eleccién de la siguiente
clfusula a procesar. Un programa de razonamiento automdético que emplea pe-
sos elige la clidusula con el peso mas favorable; en el caso de OTTER, se prefieren
cldusulas mas ligeras, es decir, cldusulas con menor peso.

La estrategia del peso puede utilizarse independientemente de las reglas de in-
ferencia en accién, imponiendo una estrategia de direccién en el procesamiento
de cldusulas. Ademas, el peso también pone un limite que causa la eliminacién
de cladsulas cuyo peso es mayor que el limite, de esta forma el peso impone
también una estrategia de restriccién.

En cualquier forma que sea usada, esta estrategia puede causar la pérdida de
la completud refutacional. Como estrategia de restriccién la completud refuta-
cional puede perderse mediante la posibilidad de eliminar una cldusula dema-
siado pesada. Como estrategia de direccién la pérdida resultarfa de la posibili-
dad de que el programa mantenga nuevas cliusulas tan ligeras que la cldusula
necesaria nunca se examine. Sin embargo, si no hay limite en el peso y el pro-
grama analiza exhaustivamente todas las cldusulas, la completud refutacional
no se perderd mediante el peso.

OTTER también ofrece una técnica efectiva para bisqueda de pruebag cortas
conocida como la esirategia de la razdn. Esta estrategia fue formulada para
combinar la bisqueda en la base de datos de cldusulas retenidas, es decir, para
escoger que cldusula debe ser la siguiente en procesar. Aunque el peso es de gran
utilidad para guiar la bisqueda de un programa, su uso retrasa y hasta evita
el procesamiento de cléusulas muy pesadas. Una manera para seleccionar con
anticipacién cldsulas pesadas es utilizar la bisqueda a lo ancho (breadth-first
search). Esta manera serd exitosa al menos para las clusulas de bajo nivel.?

2En referencia al nivet del arbél de bisqueda, las cldusulas de entrada tienen njvel cero
y una ctdusula obtenida mediante inferencia tiene como nivel el sucesor del mixime de los
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Sin embargo una busqueda a lo ancho fuerza al programa a escager en cada
nivel un nimero mayor de cldusulas. Para combinar lag dos estrategias tenemos
la estrategia de la razén, que dado un entero k causa que el programa elija para
procesar k cldusulas por peso y después una por nivel.

El estudio de nuevas y mejores estrategias es de gran importancia y es uno de
los principales temas de investigacién actualmente.

5.2 Arquitectura

OTTER esté escrito en lenguaje C el cual proporciona velocidad y portabilidad.
Consta de aproximadamente 35000 lineas de c¢6digo (incluyendo comentarios).
Las cldusulas y términos se almacenan en estructuras de datos compartidas, lo
cual optimiza la indexacién y las operaciones de inferencia y ahorra memoria.
Para accesar términos y cliusulas para operaciones de subsuncidn, aplicaciones
de reglas de inferencia y demodulacién existen algoritmos de indexacién egpe-
cialmente disefiados. OTTER esta disefiado para correr en un ambiente UNIX
aunque existen versiones limitadas que corren bajo DOS o Macintosh.

OTTER lee un archivo de entrada que contiene un conjunto de férmulas o
cldusulas de la légica de primer orden con igualdad, dividido en listas y al-
guna informacién extra para controlar la ejecucién. EIl conjunto de férmulas
incluye a las hip6tesis y la negacion de la conclusién (todas las pruebss son por
contradiccién); la informacién de control consiste de diversos pardmetros y ban-
deras que especifican lasg reglas de inferencia que se utilizardn y las estrategias
de biisqueda. Mientras OTTER busca, va escribiendo la informacién obtenida a,
un archivo de salida, incluyendo la refutacién buscada si esta se encontré. Las
férmulas se construyen con los siguientes simbolos:

. negacién -~
conjuncién &
disyuncién |
implicacién ->
equivalencia <=>

cuantificacién existencial | exists
cuantificacién universal all
igualdad =
desigualdad !

Las reglas de inferencia que OTTER conoce son resolucién binaria, hiperre-
solucién, hiperresolucién negativa y UR-resolucién. El razonamiento ecuacional
se hace mediante paramodulacién y diversas formas de demodulacién. La fac-
torizacién, a diferencia de la manera en que la tratamos en el capitulo 2, no

niveles de sus padres.
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estd incorporada en la resolucidn sino que se considera como una regla inde-
pendiente. Mediante el comando set(ri) se le indica al programa que regla de
inferencia usar y mediante ! comando clear{ri} se le indica que regla dejar
de usar. Aquf ri puede ser una de las siguientes:

binary res. Si esta bandera se habilita se utiliza la regla de resolucién
binaria para generar nuevas cldusulas.

hyper res. Si esta bandera se habilita se utilizar4 la hiperresolucién para
generar nuevas cliusulaa.

neg_hyper res. Si se habilita se utilizar4 la hiperresolucién negativa para
generar nuevas cliusulas.

ur_res. Si se habilita, la regla de UR-resolucién se utilizard para generar
nuevas clausulas.

para_into. Si se habilita se utilizard paramodulacién hacia la eldusula
dada® para generar nuevas cliusulas. Al usar paramodulacién se debe
incluir en la entrada la cliusula z = z.

para from. Si se habilita se utilizard paramodulacién desde la cldusula
dada para generar nuevas cldusulas.

demod_inf Si se habilita se utilizard la demodulacién como inferencia.
Esto es titil cuando el objetivo principal es reescritura de términos. Si la
bandera esta habilitada la cldusula dada se copia y procesa como cualquier
cldusula recién generada.,

En lo que respecta al control, un proceso de OTTER puede ser vigto como
una cerradura computacional con control de redundancia, es decir, OTTER in-
tenta calcular la cerradura de un conjunto de enunciados de entrada bajo un
conjunto de reglas de inferencia, aplicando reglas de eliminacidn y simplificacién
(subsuncién y demodulacién} que preservan la completud refutacional del sis-
tema de inferencia. Tal proceso de cerradura es controlado por un ciclo que
veremos en la siguiente seccidn.

5.2.1 El proceso de inferencia de OTTER

OTTER trabaja con cliusulas Ginicamente, pero es posible proporcionarle férmu-
las cualesquiera como entrada, las cuales serdn transformadas automaticamente
a forma clausular. El mecanismo bésico de inferencia de OTTER es el algoritmo
de la cldusula dada que se puede ver como una implementacién de la estrategia
del conjunto de soporte. OT TER mantiene cuatro listas de cldusulas:

usable. En esta lista estén las cldusulas disponibles para hacer inferencias.

3¢f. siguiente seccién
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sos. Es la lista del conjunto de soporte (set of support), las cldusulas de
esta lista no estan disponibles para hacer inferencias por si solas; estdn
esperando para participar en la bisqueda de una refutacién.

passive. Las cldusulas de esta lista no participan directamente en la
bisqueda; se usan (nicamente para subsuncién y conflicto de unidades.

Esta lista estd fija desde el iniclo y no cambia durante el proceso.

demodulators. Aqui estdn los demoduladores que se usan para reescribir
las cldusulas inferidas.

Alguna de estas listas puede estar vacia. El ciclo de inferencia principal es

el algoritmo de la cldusula dada que opera en las listas sos y usable

while sos # @ o no haya una refutacién do

Sea Cd la cldusula més ligera de sos;
sos := sos — {Cd};

usable := usable U {Cd};

Infiere(Cd);

end while

Donde el proceso Infiere(Cd) genera nuevas clausulas utilizando las reglas de
inferencia en accién con la condicidn de que cada cldusula nueva debe tener
a Cd como uno de sus padres y elementos de ia lista usable como sus padres
restantes. Ademés las nuevas cliusulas se someten a pruebas de retencién y
aquellas que sobreviven se agregan a la lista sos.

e
B = S

13:
14:

- B = T R VR

El proceso por el que pasa una cldusula recién inferida Cn es el siguiente:

: Renombrar lag variables de Cn;
: # Imprimir Cn;
: Aplicar demoedulacién a Cn;

* Orientar igualdades;

: % Aplicar eliminacién de cliusulas unitarias;

. Fusionar literales idénticas (se mantiene la que est4 mas a la izquierda);
.+ Simplificar mediante factorizacién;

. # Eliminar Cn y terminar si Cn tiene demasiadas literales o variables;

. Eliminar Cn y terminar si Cn es una tautologfa;

: Eliminar Cn y terminar si Cn es muy pesada;

: * Ordenar literales;

: % Eliminar Cn y terminar si Cn es subsumida por alguna cldusula de usableU

s0s L passive (Subsuncién hacia adelante);
Agregar Cn a sos;
* Imprimir Cn;

15:

Si Cn tiene cero literales entonces se hallé una refutacién;



5.2. ARQUITECTURA 101

16: Si Cn tiene una literal, buscar en usableUsosUpassive un conflicto de unidades
(refutacién) con Cn;

17: * Imprimir la demostracién si se halld una refutacién;

18: * Intentar agregar Cn como demodulador;

19: o Si se aplicéd el paso 18 demodular hacia atris;

20: ¢ Eliminar cada cldusula de usable U sos que sea subsumida por Cn (Sub-
suncién hacia atras);

21: o Factorizar Cn y procesar los factores.

Los pagos marcados con # son opcionales y los marcados con ¢ son pasos op-

cionales que se aplican hasta que los anteriores se aplicaron a todas las cldusulas
obtenidas mediante Infiere(Cd).
La eliminacién de cliusulas unitarias a las que se reflere el paso b congiste en
eliminar una literal de una cldusula recién generada si es la negaci6n de una
instancia de una cldusula unitaria que figura en usable U sos. Por ejemplo, la
segunda literal de P(a,z)V Q(a,z) es eliminada por la literal ~Q(u,v), pero no
ge elimina mediante -+Q(u, b) pues la unificacién requiere la instanciacién de z.
El paso 11 ordena las literales de manera que las negativas aparezcan antes que
las positivas.

5.2.2 El Modo Auténomo

Aunque OTTER no es un programa interactivo, se utiliza casi siempre de esta
manera. Realizamos una bisqueda, examinamos la salida, cambiamos las ban-
deras para ajustar el comportamiento e iniciamos una nueva biésqueda. Si bien
el proceso de elegir nuevos pardmetros para reiniciar una biisqueda no puede
ger automatizado ain, OTTER ofrece un modo de hacerlo bastante efectivo en
algunos casos, lamado el modo auténomo que es Gtil para usuarios inexpertos
as{ como para resolver problemas sencillos o para situaciones en las que OTTER
" es llamado desde otro programa.
En el modo auténomo, OTTER habilita incondicicnalmente diversas opciones y
particiona las clausulas de entrada en las listas usable y sos. Después analiza
la entrada para verificar si todas las cldusulas son proposicionales, si son de
Horn, si la igualdad esta presente y en tal caso si hay axiomas de igualdad. El
algoritmo del modo auténomo es el siguiente:
max.mem = 12 megabytes;
set{control.memory);
pick_given_ratio := 4;
set{processinput);
Poner las cldusulas positivas en sos;
Poner las cldusulas negativas en usable;
if todas las cldusulas son proposicionales then
set(propositional);
set(hyper.res);
else
if hay cldusulas no unitarias then
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set(hyper res);
if todas las cldusulas son de Horn then
clear(ordered hyper).
else
set{factor);
set(unit_deletion);
end if
end if
if hay igualdades then
get(knuth_bendix);
if hay axiomas de igualdad then
clear(paramodulation flags);
end if
end if
end if

El pardmetro max_men limita la memoria disponible para almacenamiento de
cldusulas y estructuras de datos relacionadas, el pardmetro pick.given ratio
implementa la estrategia de la razén, la bandera process_input causa que
las cldusulas de entrada se procesen como cldusulas derivadas, propositional
provoca que se efectuen diversas optimizaciones, la bandera ordered hyper ha-
bilitada por default evita que los satélites se resuelvan con literales no maxi-
males, la bandera factor habilita la factorizacién, la bandera unit.deletion
provoca, que cada cldusula unitaria digamos P se utilice como regla de reescri-
tura P = TRUF para simplificar cliusulas no unitarias derivadas, la bandera
knuth_bendix provoca que ge habiliten diversas opciones para que la bisqueda
se comporte como un proceso de complecién de Knuth-Bendix, con la frase
paramodulation.flags indicamos diversas banderas de paramodulacién. Para
una mejor descripcién de estos conceptos véase [McC95].

5.3 Literales de Respuesta

Muchas veces se le puede presentar a un programa de razonamiento automaético
una pregunta existencial. En este caso ial vez no es suficiente con hallar una
refutacidn, sino que nos gustarfa hallar la respuesta a tal pregunta. Por ejemplo,
si tenemos las cliusulas P(a,b), P{b,c), P(z,y) V ~P(y,z) V A(z, z) donde P
significa “ser padre de” y A “ser abuelo de” y nos preguntamos si A(z,z)} en-
tonces nos gustarfa saber no solamente si existe un par en la relacién “ser abuelo
de” sino también saber cual es. Esto es lo que hacen las literales de respuesta.
La clausula ~A(z, z) representa a la negacién de la pregunta 3z, z A(z, z), pero
si se le proporciona al programa esta cldusula junto con las anteriores, este
tinicamente respondera con la cliusula vacfa sin producir la respuesta explicita
de quienes son z y 2. Si agregamos a la pregunta una literal de respuesta deno-
tada Ans(z,z)} entonces al ejecutar el programa este no terminard con L] sino

AEAren
£} vy

En general si la pregunta es 3z P(z) entonces la cldusula correspondiente es
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-1P(z) V Ans(z) la cual corresponde a la férmula VYz(P(z) —+ Ans(z)) que sig-
nifica que si €l objeto x cumple P entonces “x” es la respuesta que necesitamos.
Si se halla una refutacién entonces en lugar de la clausula vacfa obtendremos en
la literal de respuesta el objeto cuya existencia se ha probado.

El uso principal de literales de respuesta es para recordar instancias de variables
realizadas durante la busqueda por una refutacién. En OTTER una literal de
respuesta se denota con los sfmbolos $ans,$Ans o $ANS. La mayoria de las ruti-
nag de OTTER incluyendo las que cuentan cldusulas o deciden si una clausula
es positiva o negativa ignoran las literales de respuesta, ademss OTTER nunca
intenta factorizar literales de respuesta.

En mateméticas es practica comin encontrar la solucién de un problema sim-
plemente probando su existencia. Por ejemplo, para encontrar la solucién de
una ecuacién primero se puede probar que ésta existe y tal vez a partir de esta
prueba hallemos €l chjeto que representa la solucién. Veamos un ejemplo al
respecto. En lenguaje de OTTER escribiremos, log comentarios inician con un
signo %.

Ejemplo 5.1 Tenemos los siguientes axiomas.
VaVyVz ((z +y) + 2 = o + (y + 2)) Asociatividad.
VYzV¥y3z (z + = = y) Existencia de solucidn por la izquierda.
VzV¥y3dz (¢ + z = y) Existencia de solucién por la derecha.
¥y queremos preguntarnos si hay una identidad derecha, es decir, si
JaVy (y+ T =1y)

Proporcionamos a QTTER el sigulente programa de entrada.

% Iniciamos el modo auténomo en OTTER 3.0.5, si se usa OTTER 3.0.4 hay que
%poner set (auto).

set (auto2).

% Se colocan los axiomas en la lista usable como férmulas,utilizando el co-
mando list{usable), si se desean dar lag % cldusulas directamente se debe
usar 1list en lugar de formula list. La lista debe terminarge con el comanto
end of list.

formula list(usable).

all x y z (f(£(x,y),2)=f(x,f(y,2))).
all x y exists z (f(z,x)=y).

all x y exists z (f(x,z)=y).

end of list.



104 5. OTTER

% Se coloca la negacién de la pregunta ya en forma clausular junto con la literal
% de respuesta en la lista sos. Obsérvese que h es una funcién de Skolem.

list(sos).
f(h(x),x) = h(x) | $Ana(x).

end.of liat,

% Hasta aquf el programa de entrada.

Despues de unos segundos OTTER devuelve un archivo de salida el cual
contiene entre otrag cosas la. lista usable transformada a cldusulas de la siguiente
manera:

list{usable).
f(£(x,y),2)=f(x,f(y,z)).
£($£1(x,y),x)=y.
£(x,$f2(x,y))=y.
end of 1list,

donde lag funciones $f1 y $f2 son funciones de Skolem. Ademds en lugar de la
clausula vacia la respuesta es $Ans($f2(y,y)). Lo cual significa que la identidad
buscada es $f2(y,y).

La prueba que también aparece en el programa de salida se analizara en la
siguiente seccién.

Para una visién més general del uso de lasliterales de respuesta asf como para
ver mas ejemplos sugerimos consultar el capftulo 11 de [CL73]. Para cuestiones
de la seméntica de las literales de respuesta el articulo {Kun96] es muy accesible
después de haber leido esta seccidén y el primer eapitulo de este trabajo.

5.4 Ejemplos

Para culminar este trabajo presentamos algunos ejemplos sencillos que mues-
tran las principales funciones de OTTER. Todos los ejemplos son tomados de
[CL73, Lov78, McC95] pero la implementacién y eleccién de reglas en cada caso
es aportacién niestra.

OTTER manda su salida a la salida estandar pero es mis comodo redirec-
cionar la salida hacia un archivo, por ejemplo si el programa de entrada se llama
prol,in, mediante la instruccién

[ekaterina)$ 4 otter < prol.in > prol.out

4Esto denota al prompt de UNIX
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se genera un archivo prol.out que contiene los resultados obtenidos por el
programa.

La primera parte del archivo de salida contiene a la entrada asi como alguna
informacién adicional, como las cldusulas obtenidas, si se dieron férmulas como
entrada, identificacién de cldusulas mediante una numeracién y las banderas
habilitadas si se usé el modo auténomo. La segunda parte del archivo de salida
refleja la busqueda, en esta parte figuran las cléusulas dadas, cldusulas
retenidas as{ como diversos mensajes acerca del procesamiento.

La tercera parte del archivo consta de la o las pruebas halladas mientras que la
liltima parte presenta diversas estadisticas.

Para entender una prueba de OTTER debemos explicar que significa la lista
que precede a cada cldusula. Cada cldusula C' que figura en la salida tiene la
siguiente forma:

donde 7 e2 un ndmero llamado el identificador de la clausula y la lista [...]
consta de lo siguiente. Si la lista es vacfa entonces se trata de una clausula de
entrada, si no el primer elemento de la lista puede ser:

- Una regla de inferencia. Indicando que la cliusula se generd mediante tal
regla de inferencia, los identificadores de los padres se listan después del
nombre de la regla de inferencia, listando en primer lugar a la cldusula
dada.

- Un identificador de cldusula. Indicando que la cliusula fue generada por
demodulacién, siempre y cuando la bandera demod.inf, que indica el uso
de demodulacidn como regla de inferencia, esté habilitada.

- new.demod. Indicando que la cldusula es un demodulador recién generado;
esta cldusula es una copia de la cldusula cuyo identificador se lista despues
de new_demod.

- back demod. Indicando que la cldusula se generé demodulando hacia
atrés la clausula cuyo identificador figura inmediatamente después de
back._demod.

- demod. Indicando que la cldusula se generd demodulando hacia atrds una
cldusula de entrada.

- factor simp Indicando que la cldusula fue generada factorizando una
cldusula de entrada.

la sublista [demod,Id,,...,Td,] indica demodulacién con Idi,...,Idy, la sub-
lista funit_del,ld;,...,Id,] indica eliminacién de unidades con Id,,..., Idy.

Si la bandera detailed.history est4 habilitada entonces al utilizar las reglas
parafrom, para.into, binary res las posiciones de las literales o términos
unificados se listan junto con los identificadores de los padres. Por ejemplo,
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[binary, 67.3, 30.2] significa que la tercera literal de la cldusula 57 se re-
solvié con la segunda literal de la cldusula 30.

Para la paramodulaci6n la clausula “desde™ se lista como Id.i.j donde i es el
nimero de la literal de igualdad y j es 1 0 2, que indica el ndmero del término que
se esta unificando en la igualdad; la cladusula “hacia” se lista como Id.i.5;. .. .. Jn
donde { es el mimero de la literal del término “hacia” y 5..... Jn €8 el vector de
posicién del término “hacia”; por ejemplo, 400.3.1.2 denota al segundo argu-
mento del primer argumento de la tercera literal de la cldusula 400. Veamos un
ejemplo trivial para analizar el archivo de salida y entender la notacién.

Ejemplo 5.2 Considérese el siguiente programa de entrada:

set(binary_res).
set(para_into).

list (usable).
P(x) | -Q(x,y).
Q(a,b).
a=f(b,c).
end_of_list.

list(sog).
_P(f(bsc)) .
end_of_list.

OTTER produce inmediatamente el giguiente archivo de salida, los comen-
tarios iniciados con % no figuran en el archivo, los agregamos para explicar los
componentes del archivo :

————— Otter 3.0.5, Feb 1998 ———--

The process was started by favio on ekaterina,
Wed Sep 16 15:45:46 1998

The command was "otter". The process ID is 688.

set (binary_res).
dependent: set(factor).
dependent: set{unit_deleticn).
set(para_into).

list(usable).

1 [1 P -Qlx,y).
2 ] q¢a,v).

3 [J a=f(b,c).
end_of_list.

list(so0s).
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4 [1 ~P{f(b,c)).

end_of _list.

% Hasta aqui la primera parte del archivo de salida, el cual incluye simplemente
a la entrada y habilita las banderas de factorizacién y eliminacién de unidades por
ser dependientes de binary.res.

% A continuacién mostramos la segunda parte del archivo, que incluye a la
generacién de cldusulas mediante el algoritmo de la cldusula dada (given clause) y
a la refutacién.

given clause #1: (wt=4) 4 [1 -P(£(b,c)).
#% KEPT (pick-wt=5): 5 [binary,4.1,1.1] -Q(f(b,c),x).
*x KEPT (pick-wt=2): 6 [para_into,4.1.1,3.1.2] -P(a).

given clause #2: (wt=2) 6 [para_into,4.1.1,3.1.2] -P(a).
*xk KEPT (pick-wt=3): 7 [binary,6.1,1.1] -Q(a,x).

-——=>» UNIT CONFLICT at 0.03 sec -——-> 8 [binary,7.1,2.1] §F.

Length of proof is 2. Level of proof is 2.

% con pick-wt ¢ wt se denota el peso de cada cldusula. UNIT CONFLICT
quiere decir que se generd la cldusula vacia denotada con $F. En este caso hubo
dos cldusulas dadas {#1 y #2) y la cldusula vacia se halio en 0.03 segundos.

% A continuacién viene la prueba, con la notacién ya explicada.

1 [ P(x}l -Q(x,y).

2 [] Q{a,b).

3 [1 a=f(b,c).

4 [] -P(f(b,c)).

6 [para_into,4.1.1,3.1.2] ~P(a).
7 [binary,6.1,1.1] -Q(a,x}.

8 [binary,7.1,2.1] §F.
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Search stopped by max_proofs cption.

% Hasta aqui la segunda parte de! archivo de salida. La bisqueda terminé
pues el pardmetro max_proofs vale por default uno, lo cual indica que se pare [a
bilsqueda en cuanto se halle la primera refutacién.

% La tercera parte del archivo de salida mostrada a continuacién simplemente
proporciona diversas estadisticas.

clauses given

clauses generated
binary_res generated
para_into generated
factors generated

demod & eval rewrites

clauses wt,lit,sk delete

tautologies deleted

clauses forward subsumed
(subsumed by sos)

unit deletions

factor simplifications

clauses kept

new demodulators

empty clauses

clauses back demodulated

clauses back subsumed

usable size

sos size

demodulators size

passive size

OO oMo OO OoO000 oo oW

hot size
Kbytes malloced 63
——————————— times (seconds) —-—-—--—-——
user CPU time 0.04 (0 hr, ©¢ min, O sec)
eystem CPU time 0.00 (0 hr, O min, 0 sec)
wall-clock time 0 (0 hr, 0 min, O sec)
input time 0.01
clausify time 0.00
binary_res time 0.00
para_into time 0.00
pre_process time 0.01
renumber time 0.00
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demod time 0.00
order equalities 0.00
unit deleletion 0.00
factor simplify 0.00
weigh cl time 0.00
hints keep time 0.00
sort lits time 0.00
forward subsume 0.00
delete cl time 0.00
keep cl time 0.00
hints time 0.00
print_cl time 0.00
conflict time 0.01
nev demod time 0.00
post_process time 0.00
back demod time 0.00
back subsume 0.00
factor time 0.00
unindex time 0.00

That finishes the proof of the theorem.

Process 688 finished Wed Sep 16 15:45:46 1998

Por 1iltimo presentamos algunos ejemplos mds interesantes, nog limitamos a
dar los programas de entrada completos y la prueba que proporciona el archivo
de salida.

Ejemplo 5.3 Tenemos el siguiente problema de geometrfa tomado de [Lov78).
Problema: Un tridngulo isosceles tiene dos dngulos iguales,

a, b, ¢ representan los vértices del tridngulo.

T(=,y, z) significa que los puntos z,¥, 2 forman un tridngulo.

C(u,v,w,z,y, z) significa que el tridngulo uvw es congruente con el tridngulo
TYz.

S{u,v,z, y) significa que el segmento uv es igual al segmento zy.

Au, v, w, z,y, 2) significa que el 4ngulo uvw es igual al 4ngulo zyz.

El programa de entrada es el siguiente:

%set (auto2) . %Clausula vacia en 49,
%set (hyper_res). %Clausula vacia en 36
%set(binary_res). Y%Clausula vacia en 64,

%set (neg_hyper_res). }Clausula vacia en 56.
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set{ur_res). }%Clausula vacia en 32.

list(sos)}.
T(a,b,c).
S(a,c,b,c).
~A(c,a,b,c,b,a).
end_of_list.

list (usable).

S(x,y,y,x).

-8{u,v,x,y)| S(x,y,u,v).
-8(u,v,x,y)| S(v,u,x,y).
-T(x,y,z)| T{y,z,x).

’T(x,Y,Z)l T(y:X;Z)~
-C(u,v,w,x,y,z)| A(u,v,w,x,y,2).
-C(u,v,w,x,y,z)| A(v,u,w,y,x,2).
”C(U,V,st,Y,Z)| A(ulwlv’x!z!y)'
-S(u,v,x,y)| -8(v,w,y,z}| -8(u,w,x,2)| -T(u,v,w)
| ~T(x,y,2)}| Clu,v,w,x,y,2).
end_of_list.

Dependiendo de la regla que se utilice para hacer inferencias el nimero
de cldusulas generadas crece. A continuacién presentamos la prueba con UR-
resolucién que es la que produjo menos cldusulas, resultando més eficiente que

el modo autdénomo que hallé la refutacién en 49 pasos.

] T(a,b,c).

1 s(a,c,b,c).

fl1 -A{c,a,b,c,b,a).

{1 8(x,y,y,x).
-5(u,v,x,¥)I80x,y,u,v}.

[0 -8(u,v,x,y)|S(v,u,x,¥).

[] —T(X,Y,Z)lT(y,Z,x).

{1 -T(x,y,2)IT(y,x,2).

1 [] —C(“,V,W:X.Y,Z)|A(us“:st,z,Y)-

QN O R W N
—
(S

2 [1 -S(u,v,x,y)} -8{v,w,y,z}{ -S(u,w,x,2)| -T(u,v,w}| -T(x,y,2)

IClu,v,w,X,¥,2).
14 [ur,1,7] T(b,c,a).
16 [ur,14,8] T(c,b,a).
17 [ur,14,7] T{c,a,b).
18 [ur,2,6) S{c,a,b,c).
20 [ur,18,5] S(b,c,c,a).

24 [ur,20,6] S(c,b,c,a).
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27 [ur,24,8] S(c,a,c,b).

28 [ur,27,12,24,4,16,17] C(c,b,a,c,a,b).
31 [ur,3,11] ~C(c,b,a,c,a,b).

32 [binary,31.1,28.1] $F.

Ejemplo 5.4 Todo grupo de exponente dos es abeliano.
Con este ejemplo mostramos el uso de la paramodulacién desde y hacia la
cldusula dada.

Yset (auto2).

set{para_from),
set(para_into).

set(process_input}.

% Con la siguiente bandera se analizaran todas las igualdades
A generadas como posibles demoduladores.

set{dynamic_demod_all).

list{sos). % En este caso se soportan todas las clausulas.
X=X. % Agregamos el axioma de reflexividad.
£(e,x)=x.
f(x,g(x})=e.
18 (x,y),2)=1(x,E(y,2)).
f(x,x)=e.
f(aab) 1= f(b,a).
end_of_list.

A continuacidn presentamos la prueba obtenida con este programa de en-
trada.

3,2 {1 f{e,x)=x.

4 [1 £(x,g(x))=e.

6 [] £(f{x,y),z)=t(x,f(y,2)).

8 [1 f(x,x)=e.

10 ] f(a,b)i=f(b,a).

11 [copy,10,£f1lip.1] £(b,a)!=f(a,b).

14 [para_into,6.1.1.1,4.1.1,demod,3,f1ip.1] £(x,f(g(x),y})=y.
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16 [para_into,6.1.1.
20 [para_into,6.1.1
25,24 [para_into,16.
27,26 [para_into,16.
30 [para_from,20.1.1,1

demed,3,flip.1] £(x,f(x,y))=y.

lip.1] £(x,f{y,£(x,y))}=e.

1.1] f(x,e)=g(x).

1.1,demod,25] g(x)=x.

2,demod, 25,27,27,£1ip. 1]
f(x,f(y,x))=y.

34 {para_from,30.1.i,14.1.1.2,demod,27] f(x,y)=£(y,x).

36 [binary,34.1,11.1] $F.

8.1.1,
.1.1,f1
.1.2,4,
.1.2,8.
4.1.1.

Si no se hubieran procesado primero las cldusulas de entrada, omitiendo la
bandera process_input, la cldusula vacia se hallaria en 79 pasos y no en 35.

Ejemplo 5.5 Mostrar que el conjunto
8 = {z = aVe = b,~(g(z) = z), R(a,}), R(g(a), g(b)), ~R(a, g(a)) V-E(b, g(b}) }

es no satisfacible.
El programa de entrada es el siguiente.

set (auto2).

%set(para_into).
%8et(binary_res).
%aet (back_demod).

list(usable).
X=X.

x=a| x=b.
g{x) 1= x.
R(a,b).
R(g(a),g(b)).
end_of_list.

list(soB).
-R(a,g(a)) | -R(b,g(b)).
end_of _list.

Vamos a presentar tres pruebas, la primera usa regolucién binaria y paramo-
dula.c16n hacia la clé.usula, da.da Se obtuvo la refuta;mén en 1050 pasos y 8.72

lac16n 702 por fa.ctorlzamén Ademés se subsumleron 1006 cldusulas.
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[0 Rig(a),g(b)).
6 [1 -R(a,g(a))l -R{b,g(b)).
9 [para_into,6.2.1,2.2.2] -R(a,g(a)}| -R(x,g(b))[x=a.
35 [binary,9.2,6.1,unit_del,3] -R(a,g(a}).
36 [para_into,35.1.1,2.1.2] -R(x,g(a)) |x=b.
39 [para_into,36.1.2.1,2.1.2] -R{x,g(y)) |x=bly=
40 [para_into,36.2.2,36.2.2] -R(x,g(a))|x=y| —R(y,g(a)).
41 [para_into,36.2.2,2.2.21 -R(x,g(a)}|x=yly=a.
42 [factor,39,2,3] -R(z,g(x))Ix=b.
68 [para_into,42.2.2,2.2.2] -R(x,g(x)}|x=yly=a.
355 [binary,41.3,3.1] -R(x,g(a))lx=g(a).
423 [binary,58.3,3.1] -R(x,g(x))ix=g(a).
857 [para_into,40.1.2,365.2.2] -R(x,y) Ix=z| -R(z,g(a))

| -R{y,glal)).

874 [factor,857,3,4] -R(x,y)Ix=y| -R(y,g(a)).
882 [binary,874.1,4.1] a=b| -R(b,g(a)).
924 [para_into,882.1.1,2.1.2,factor_simp] x=b| -R(b,g(a)).
959 [binary,$24.1,3.1] -R(b,g(al)).
976 [para_into,959.1.1,36.2.2,factor_simp] -R{x,g(a)).
998 ([para_into,976.1.2.1,2.1.2]1 -R{x,g(y)) |y=b.
999 [para_into,976.1.2,423.2.2] -R(x,y) | -R{y,g(y)).
1022 {binary,999.1,4.1] -R(b,g(b))}.
1030 (para_into,1022.1.2.1,998.2.2,factor_simp] -R{b,g(x)).
1037 (para_into,1030.1.1,2.2.2] -R(x,g(y)}|x=a.
1049 [binary,1037.1,5.1] g(a)=a.
1050 [binary,1049.1,3.1] $F.

En la segunda prueba se consigue la refutacién en 508 pasos y 1.89 segundos
simplemente agregando la demodulacién hacia atrs en la segunda prueba.

== PRODF =—-—nmmmmmmmmmmm
2 [} x=alx=b.
3 [1 gx)t=x.
4 [1 R(a,b).
5 [1 R(g(a),g(b)).
6 [1 -R(a,g(a))| -R(b,g(b)).
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9 {para_into,6.2.1,2.2.2] -R(a,g(a))| ~R(x,g(b)) 1x=a.
35 [binary,9.2,5.1,unit_del,3] -R(a,g(a)).

36 [para_into,35.1.1,2.1.2] -R(x,g(a))|x=b.

37 [para_into,35.1.2.1,2.1.2] -R(a,g(x)) {x=b.

39 [para_into,36.1.2.1,2.1.2] -R(x,g(y)) |x=bly=b.

41 [para_into,36.2.2,2.2.2] -R(x,g(a)) Ix=yly=a.

49 [para__into,37.2.2,2.2.2] -R(a,g(x}) ix=yly=a.

363 [binary,41.3,3.1,f11p.2] -R(x,g(a)) lgla)=x.

375 [para_into,363.1.2.1,2.1.2] -R(x,g(y))|g(a)=x|y=b.

381 [factor,375,2,3] -R(b,gl(g(a)}) lgla)=b.

393 [para_into,381.1.1,39.2.2,factor_simp,factor_simp]
-R(x,g{g(a))}lg{a)=b.

460 [binary,49.3,3.1,flip.2] -R(a,g(x})Ig(a)=x.

488 [para_into,460.1.1,2.1.2] -R(x,g(y)}g(a)=ylx=b.

491 [para_into,460.1.2,393.2.1,unit_del,4,3] -R(x,g{g(a))).

500,499 [factor,488,2,3,unit_del,5] g(a)=b.

6§07 [back_demod,491,demod,500] ~R(x,g(b)}.

508 [binary,507.1,5.1] §F.

———————————— end of proof ------—--———-

La tercera prueba muestra la efectividad del modo auténomo mediante el
cual se obtiene una prueba con hiperresolucién y demodulacién hacia atrés en
gélo 12 pasos:

---------------- PROOF —---——memmmmmmmm
1 [J g(x)!=x.

2 [1 -R(a,z(a)}] -R(b,g(b)).

4 [1 x=al|x=b.

65 {1 R(a,b).

6 [1 R(g(a),g(b)).

8,7 [hyper,4,1] g(a)=b.

10,9 [hyper,4,1] g(b)=a.

11 [back_demod,8,demod,8,10] R(b,a).

12 [back_demod,?2,demod,8,10,unit_del,5,11] $F.

———————————— end of proof --———-—---——-
Los siguientes dos ejemplos muestran el uso de las literales de respuesta.

Ejemplo 5.6 En este ejemplo mostramos la prueba del ejemplo 5.1.

1[I £(h(x) x}1=h{x)|$Analx)

2 [1 £(£(x,y),2)=1(x,1(y,2)).
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4 ] £($f1(x,y),x)=y.

68 [J £(x,$f2(x,y))=y.

9 [para_inte,2.1.1.1,4.1.1,f1ip.1] £($£1(x,y),f(x,2))=f(y,2).
18,17 [para_into,9.1.1.2,6.1.1] £($f1(x,y),2)=£(y,$f2(x,z)).
26 [back_demod,4,demod,18] £(x,$£2(y,y))=x.

28 [binary,26.1,1.1] $Ans($£2(y,y>).

———————————— end of proof —-—vemmm———n

Ejemplo 5.7 Veamos la solucién al famoso problema del chango y el platano
utilizando literales de respuesta.

P(z,y,z,u) denota que en el estado w, el chango est4 en la posicién z, el plitano
eny y lasillaen 2.

R(z) denota que en €l estado w el chango puede alcanzar el plitano.
camina(y, 7, u) denota al estado obtenido si el chango estaba en el estado v y
camina de y a 2.

carga(y, z,u) denota al estado obtenido si el chango estaba en el estado u y
camina de y a z cargando la silla.

sube(u) es el estado obtenido si el chango estaba en el estado u y sube a la silla.

Suponemos que el chango estd en la posicién @, el pldtano en la posicién b, la
silla en [a posicién ¢ y que el chango estd en el estado sl. El progra.ma de
entrada es el siguiente:

set{auto2) .

list(a03).
P{a,b,c,sl).

-~ R{u} | $ANS(u).
. end_of_list.

list (usable).

-P(x,y,2z,u)| P(z,y,2, camina(x,z,u)).
'P(ansxvu)l P(y,¥,¥, carga(x,y,u)).
-P(b,b,b,u) | R{subelu)).

end_of_list.

La prueba obtenida mediante el modo auténomo es:

1 [ -P(z,y,z,u) P(z,y,z,camina(x,z,u}).
2 [1 -P(x,v,x,2) IP(y,y,y,carga(x,y,2)).
3 [1 -P(b,b,b,x) |R(subelx)).

4 [] p(a,b,c,sl).

5 [1 -R{x)I$ANS(x).

6 [hyper,4,1] P(c,b,c,camina(a,c,s1}).
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7 [hyper,6,2] P(b,b,b,carga(c,b,camina(a,c,s1))).
9 {hyper,7,3] R(sube(cargalc,b,caminaa,c,s1)))).
10 [binary,9.1,5.1) $ANS(sube(carga(c,b,camina(a,c,s1)))).

De manera que si el chango camina desde ¢ hasta ¢ toma la silla ¥y camina
hasta & cargando la silla y sube a la silla podra alimentarse.

Para finalizar el capitulo veamos como QT TER resuelve el problema de com-
plecién de Knuth-Bendix de la seccién 3.4.

Debe quedar claro que mediante la bandera knuth bendix OTTER simple-
mente altera una serie de opciones para que la biisqueda se comporte como
un procedimiento de complecién. OTTER no fue disefiado como un sistema
de complecién de manera que tal implementacién no ha sido optimizada. Sin
embargo, si al colocar el conjunto de ecuacicnes a completar junto con z = &
en la lista sos, la blisqueda termina con la lista sos vacfa, entonces la lista de
demoduladores contiene la complecién del conjunto original.

Ejemplo 5.8 (Jueremos completar el conjunto
E={exz=uz,ifz)xz=e (Txy)rz=z%y*x2}
El programa de entrada es el siguiente:

get (knuth_bendix).
set(print_lists_at_end).
list{sos).

X=X.

e¥xX=X,

i{x)*x=a,

(X*y) kz=x*y*z,
end_of_list.

En este caso OTTER termina con el mensaje “sos empty” y las listas finales
son:

Search stopped because sos empty.
ss========== and of search zss==s=======

list{usable)}.

1 [] x=x.
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2 [] ewx=x.

4 [1 i(x)*x=e.

6 [1 (xwy)xz=x*y*z,

8 [para_into,6.1.1.1,4.1.1,demod,3,£1ip.1] i(x)*x*y=y.
14 [para_into,8.1.1.2,4.1.1,demod,11] x*e=x.

18 [para_into,14.1.1,4.1.1,flip.1]} i(e)=e.

20 {para_into,10.1.1,14.1.1,demod,16] i{i(x))=x.

24 [para_into,10.1.1,4.1.1,f1ip.1] x#i(x)=e,

22 {para_into,10.1.1,8.1.1,flip.1] x*i(x)*y=y.

42 [para_from,34.1.1,8.1.1.2,f1ip.1] i(x#y)=i(y)*i(x).
end_of_list.

»

list{=zos).
end_of_list.

list({demodulators).

3 [new_dsmod,2] e*x=x.

b [new_demed,4] i{(x)*x=e.

7 [new_demod,B] (x*y)*z=xky*z.
9 [new_demod,8] i(x)*x*y=y.

15 [new_demod,i4] x*e=x,

19 [new_demod, 18] i(e)=e.

21 [new_demod,20] i{i{x))=x.
23 [new_demod,22] x*i(x)*y=y.
25 [new_demod,24] x*i(x)=e.

43 [new_demod,42] i(x*y)=i(y)*i(x).
end_of_list.

Con estos ejemplos bemos mostrado los principales mecanismos de OTTER.
Otros ejemplos sencillos pueden verse en [AM98]. Para ver la gran variedad de
aplicaciones, tanto a las matemdticas como a lag ciencias de la computacion,
consiltese [WOLB92] o la pigina web de OTTER. Ademés una gran variedad
de teoremas importantes de la teoria de conjuntos de Von-Neumann-Bernays-
Gdédel, la aritmética de Peano, la geometria de Tarski y los teoremas de incom-
pletud de Gédel con ayuda de la 16gica modal K4 pueden consultarse en la tesis
doctoral de Art Quaife, reproducida en [Qua92].

Queremos terminar este trabajo con una tesis bastante atrevida del mismo
Quaife:

Cualquier problema formulable matematicamente y que puede ser resuelto, podré
ser resuelto por un programa de razonamiento automdtice.

}, Cierto, falso, inverosimil, concebible ? la pregunta queda en el aire.
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