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Prefacio 

El Análisis de Regresión es una de las más extensas técmcas estadísticas 
usadas para el análisis de datos múltiples. Las aplicaciones del análisis de 
n~gresión son numerosas y se presenta con frecuencia en cualquier campo, 
tal como: la ingeniería, ciencias físicas, econorrúa, administración, ciencia..s 
biológicas y ciencias sociales. 

Con frecuencia el número de variables1 tomadas para el estudio del fe
nómeno, es muy grande por lo que, para efectuar las operacioes aritméticas, 
se recurre al uso de una computadora; sin embargo se debe tener cuidado 
con los métodos numéricos utilizados para el cálculo de las estadísticas, pues 
éstas deben ser lo máS precisas y confiables posible, ya que a partir de estas 
se toman decisiones importantes sobre el fenómeno de estudio; y en caso de 
no considerar los métodos numéricos adecuados la toma de decisiones puede 
verse afectada al no poderse evitar los errores por redondeo en la..<, operac10-
nP...s realizadas con ayuda de una compntadora digitaL Por esta razón, los 
métodos numéricos utilizados en la realización del presente trabajo fueron 
obtenidos de textos que gozan de prestig;io internacional; además, algunas de 
las funciones utilizadas fueron obtenidas del paquete Matlab 5.0, el cual goza 
de reconocimiento internacional y que poco a poco va ganando terreno en su 
uso, en distintas áreas del conocimiento. 

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo de un sistema computa
cional amigable, interactivo y fácil de usar; con el cual se pueda llevar a cabo 
el análisis de regresión para un modelo lineal de la forma: 

1i. = X f!. + s, con ¡: ~ N (Q, o-
2 I) . (0.1) 

Con tal sistema computacional se busca entonces, el calcular las estimaciones 
Gauss-Markov para /3 y (j

2 así como e1 análisis de las observaciones y de los 
regresores que intervienen en el modelo, realizando de esta manera análisis 
estadístico mediante pruebas de hipótesis (validación del modelo y pruebas 
t - studer1,t), coeficiente de determinación, análisis de residuales, detección 
de colinealidad, predicción, etc.; también se realiza un análisis gráfico para 
llevar a cabo la verificación de los supuestos que acompañan al modelo dado 
en (0.1) 1 q_ue son el de varianza constante (homoccda.sticidad)i errores inde
pendientes y normalidad del vector de errores no-observables~. 



En el Capítulo 1 se hace una breve revisión de los conceptos básicos uti
lizados en el análisis de regresión lineal. 

En el Capítulo 2 se presentan estadísticas y coeficientes ( o indicadores) 
que permiten la validación del modelo de regresión lineal ajustado, mediante 
pruebas de hipótesis, correlaciones, coeficientes de determinación entre otros. 

Los capítulos anteriores representan el Manual de Referencia de as
pectos Estadísticos del sistema. 

En el Capítulo 3 se presentan temas que permiten la detección de ob
servaciones aberrantes en el modelo, así como el análisis de residuales por 
medio de métodos gráficos y, finalmente la verificación de los supuestos del 
modelo como el de normalidad y vananza constante (homoccdasticidad). Es
te capítulo representa el Manual de Referencia de procedimientos de 
Análisis Gráficos. 

En el Capítulo 4 se discuten métodos numéricos, tal como la descom
posición QR de la matriz X, que permiten la obtención de las estimaciones 
Gauss-Markov para /3 y a 2 mediante procedimientos que resultan más con
fiables que los comúnmente conocidos. Este capítulo representa el Manual 
de Referencia de procedimientos de Análisis Gráficos. 

En el Capítulo 5 se hace la presentación del sistema 
ANA_RELLrvI VER. 2.0, cuyas características y objetivos son el ser un sis
tema amigable y de fácil manejo, transparente en sus resultados y confiable 
en el aspecto numérico; para alcanzar tales logros, se programó en :'vfatlab 
5.0 teniéndose así la ventaja de algunas de las funciones numéricos como la 
drncomposición Q R de la matriz X 1 así como del diseño de ventanas, botones 
y diálogos de ayuda, que permiten al usuario tener pleno conocimiento de la..s 
opciones con que cuenta el sistema. Este capítulo representa el 1\ianual de 
Ayuda rápida. 

En el Apéndice A se revisa la estructura del sistema1 las funciones que 
lo componen y su clasificación, dependiendo de la finalidad que tengan en 
el sistema. Este apéndice es considerado como el l\1anual de Aspectos 
Técnicos del Sistema. 



En el apéndice B se presenta el Documento inicial del Análisis del Siste
ma ANA_ RELI.M, mencionándose la parte estadística y numérica que se ha 
logrado con la presentación de este trabajo1 así como las partes pendientes 
del mismo. 

En el Apéndice C son presentados los Demos de algunos ejemplos pro
puestos obtenidos de textos reconocidos en el ambiente del Análisis de Rc-
grcRión y el Análisis Númerico1 dichos ejemplos son presentados como salida..<; 
del sistema ANA_RELI.M VER 2.0. Ademá.<;1 se mencionan algunos coman~ 
dos de :tvlatlab que permiten la realización (o creación) de ventanas 1 mcnús 1 

hot.ones y presentación de texto en la ventana. 

Finalmente, quiero externar los siguientes agradecimientos a la gente que 
siempre estuvo presente en los momentos difíciles. 
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Capítulo 1 

Conceptos básicos utilizados en 
el Análisis de Regresión Lineal. 

Introducción. 

En este capítulo se presenta una breve revisión sobre los fundamentos ma
temáticos del Análisis de Regresión Lineal, tema al cual está enfocado el 
siguiente trabajo. Para ello, se utilizarán ejemplos por medio de los cuales 
se ilustrará la aplicación de esta teoría. 

Se hará referencia a la bibliografía en que se pueden encontrar las demos
traciones de los teoremas mencionados, en vez de incluirlas en este texto, ya 
que son ellas muy conocidas. 

1.1 Modelos lineales. 

1.1.1 Conceptos básicos. 

El Análisis de Regresión es una de las más extensas técnicas E:>.Stadfstica5 
usadas para el análisis de datos múltiples. Las aplicaciones de la regresión 
son numerosas y se presenta casi en cualquier campo1 incluyendo ingeniería, 
ciencias físicas, economía, administración, ciencias biológicas y las ciencias 
sociales. 

Los modelos de regresión son usados para varios propósitos, incluyendo 
lo'< -:igui1mtes• 

l. Descripción de datos. 

4 



2. Estimación de parámetros. 

3. Predicción y estimación de datos. 

4 Control de fenómenos. 

1.1.2 Construcción de modelos de regresión. 

El Análisis de Regresión es una herramienta estadística que se basa en una 
rdación funcional entre dos o más varia.bles cuantitativa...:; tiil que una va
riable esté en función de las otras. Específicamente supóngase que se tiene 
una variable observable y en función de las variables de control o regresares 
x0 , x1 , ... , Xp-l de un determinado proceso bajo estudio, i. e. 

y= f (xo,X¡, ... , Xp-1; /30,/31, ... ,/3,) + E (1.1) 

donde e representa una variable aleatoria debida a diversos factores que in
tervienen en dicho proceso y que el experimentador no puede controlar, y 
(30 , (31 , .•. , /3q son ciertos parámetros1 generalmente desconocidos. 

La forma más sencilla de (1.1) es la siguiente: 

Y= /Jo+ /3¡X¡ + ... + /Jp_¡Xp-1 + € (12) 

La forma funcional dada por (1.2), se propone con frecuencia como inicial 
entre estas variables, que es lineal en los parámetros y en las variables o 
regresares. 

Para iniciar el análisis con el modelo de regresión lineal, es necesario que 
el estudio se haga sobre un conjnnto de datos previamente obtenidos, de esta 
manera se pueden agrupar las observaciones obtenidas junto con las variables 
de control en forma matricial, de la siguiente forma: 

De esta manera el estudio de y se puede enfocar a estudiar la función de 
asociación del vector y E ffi_'n con respecto a la matriz X E ~n:i:p ri 2: p; así, 
el modelo lineal (1.2) en forma matricial toma la forma: 

5 



(1.3) 

donde 'fJ._ es el vector de observación, X la matriz de variables de control, (}_ 
un vector de parámetros desconocidos y s. el vector de errores no observables. 

Como se mencionó, s. es el vector de errores no observables, dehidos a 
elementos del proceso que no son controlables, ya que cuando se observa al
gún fenómeno, existe Siempre cierta diferencia o desviación entre lo que se 
observa y lo que teóricamente debe ocurrir, estas diferencias son los errores 
de observación. Estos se consideran variables aleatorias, idénticamente dis
tribuidas, independientes, de media cero y varianza constante, esto es, vector 
de medias E (f) ~ Q y matriz de Varíanzas-Covarianzas Var (s:) ~ "' I, es 
decir: 

(1 4) 

Si se desea hacer inferencias estadísticas sobre el modelo de regresión, 
entonces se le pide un supuesto adicional a los residuales, este es que tengan 
una distribución Normal con los mismos parámetros, es decir: 

;;: ~ N (Q, o-' J) (1.5) 

1.2 Mínimos cuadrados. 

El problema inicial, una vez propuesto el modelo, es el ajuste del mismo al 
conjunto de datos, de tal manera que se minimicen las distancias de los valores 
observados con los ajustados por el modelo. El total de estas distancias está 
dada por la siguiente expresión: 

donde f = y - X /3 es el vector de residuales y X /3 es el vector de valores que 
son ajustados po~ el modelo. -

El método a usar es el conocido como Mínimos Cuadrados, el cual es 
el rr½ \'.l::-'..,,P;ª.4"" rAr'1"º porrnit-o ls:, nt-;\;z,;:,,...;,',,n rlnl ,...~l,...11ln rlil'r>rpnf'inl prir[l 

solucionar el problema. 

Diferenciando la función SCE (ª) con respecto aª tenemos que: 
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8SCE (~) 
----'-~ = -2X'1i. + 2X'X~ = Q 

{)~ 

A 

que es igualada a cero para encontrar un punto crítico §., llegando a: 

(16) 

Ahora solo faltaría verificar que el punto crítico, dado por la relación en 

(1.6), minimiza la función SCE (~). Para ello, basta con comprobar que 

é!'SCE (~) 
-2 

8[!_ 

es una matriz definida positiva. En efecto, se tiene que: 

=2X'X>0 p.t. (}_, 

es una matriz simét.rica y definida positiva siempre que X sea una matriz de 
rango igual p. 

Esto comprueba que efectivamente existe un mínimo@. para SCE (~), 
si se tiene que X E lRnxp, n 2 p, tiene rango p. 

A las ecuaciones (1.6) se les conoce como las ecuaciones normales. 

Si X tiene rango p, entonces Xt X es definida positiva, y 1as ecuaciones 
normales tienen una única solución, dada por: 

i= (X'xr' X'y, - -

A 

donde el vector §._ se conoce como el estimador de Mínimos Cuadrados de f!... 

7 



1.2.1 Propiedades de los estimadores Mínimos Cua
drados. 

Bajo el supuesto que s ~ (Q1 o-2 I) , las principales características de los esti
madores Mínimos Cuadrados son: 

A 
L Para f!_. 

A 

Por lo que el estimador f!_ es un estimador insesgado de f!. 
(Montgomery [8], pag. 128). 

(b) Var (J) = 11
2 (X'Xf 1 

En efecto, ya que Var (y)= (J
2I, se tiene que 

Var (§) 

2. Para rr2• 

Var ((X'X)-1 X'u) 

(X'X)-' X'Var (u) X (X'X)- 1 

cr2 (X'X)- 1 (X'X) (X'X)- 1 

cr2 (X'Xf 1 

A 

(a) El estimador insesgado de cr2 , el cual es independiente de[!_ es: 

n-p n-p 

En efecto, debido a que ~ ~ (Q, a 2 I), ba.sta demostrar que la 
covarianza es cero. 
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(b) E (s2
) ~ a 2 . 

Cov [(X'X)-1 X']!_,]!_-X(X'Xf 1 X'J!.] 

Co11 [(x'x)-1 X'J!., (I - X (X'Xf 1 x') J!.] 

(X'X)-1 X' Cov (¡¿,J!.) (I - X (X'X)-1 X')' 

(X'X)- 1 X' Var (]!_) (I - X (X'X)- 1 X')' 

a 2 (X'X)- 1 X' (I - X (X'x)- 1 x') t 
o 

Por io que se tiene que ei estimador s2 es insesgado para a 2
• 

(Montgomery [8]. pag. 129). 

3. Si además se cumple (1.5) entonces y tiene distribución N (XB. a2 I) 
donde X es de ( n X p) de rango p, y 'entonces se tiene que: -

( /J - Q )' X' X ( /J - J) 
2 

(a) cr' ~ X(p)· 

(
b) SCE (n-p)s 2 

2 ---¡;:¡- - 0 2 ~ X(n-p) · 

(Seber [15], pag. 54-56). 

Con base en tales suposiciones se determinarán estadísticas que permiti
rán evaluar qué tan bien se ajusta el modelo mencionado a los datos1 eliminar 
variaOles, etc. 

A 

Finalmente es conveniente mencionar que (}_ e.s un estadístico además de 
inscsgado, de mínima varianza. consistente y eficiente. 

1.2.2 Resultados probabilísticos. 

Algunas estadísticas básicas de muC'ha utilidad en el análisis ele regresión sr 
basan en los siguientes hechos probabilísticos: 
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l. Si k-variables aleatorias X1, ... , Xk, se distribuyen normal e indepen
dientes con media µ.1 y varianzas aZ. entonces 

k 2 U=~(X,:,µ,) 

tiene una distribución ji-cuadrnda con k grados de libertad (iviood [9], 
pag. 242), lo cual se denota por U ~ x/,1. Corno ejemplos de esta 
distribución se tiene a SCT, SC R y SC E que se definen en la siguiE.•nte 
sección, y que juegan un papel relevante en el análisis de regresión 

2. Sean U y V variables aleatorias que se distribuyen como ji-cnadrada 
con m y n grados de libertad respectivamente, e independientes entre 
sí, entonces la variable aleatoria 

Z= U/m 
V/n 

se distribuye como una F con m y n grados de libertad 
(Mood [9], pag. 247), lo cual se denotará por Z ~ Fcm.n)· 

3. Si Q1 ~ xfr,) para i = 1, 2, r 1 > r2 , y Q = Q 1 - Q2 es independiente de 
Q2 , entonces Q ~ xf,1 donde r = r 1 - r,. (Seber [15]. pag. 20). 

4 Si Z es una variable aleatoria normal estándarizada, y U tiene una 
distribución ji-cuadrada con k grados de libertad, y Z y U son inde
pendientes, entonces 

z 
W---- ,,fiJ7k 

tiene una distribución t de Student con k grados de libertad 
(Mood [9], pag. 250), y se denotará W ~ t(kl· 

En la siguiente sección se definen las sumas de cuadrados utilizadas en el 
análisis de la varianza de los e.Stimadores. 
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1.3 Sumas de cuadrados. 

Se tiene que :'la suma de cuadrados de las desviaciones de las y1 observadas 
de sus valores esperados" (Searle [14], pag.92) es conocida como la Suma de 
Cuadrados de los Errores, y es denotada por SCE. En símbolos, 

SCE d0 (¡¿-Q)' (¡¿-Q) = (¡¿-xJ)' (¡¿-xJ) (1.7) 

La Suma de Cuadrados Totales está definida por: 

SCT = ¡¿'¡¿ (1.8) 

Se tiene que SCE es una medida de la variación en y después de estimar 
A 

a fJ e indrca qué tanto se separan los datos del modelo, si SCE es "pequeño'' 
inq)lica que los datos se ajustan bien al modelo, y la SCT es una medida de 
la variación en y sin considerar la estimación de !}_. 

La diferencia entre (1.7) y (1.8) es conocida como la Suma de Cuadrados 
atribuible a la Regresión, y es denotada por: 

SCR=SCT-SCE, 

y "representa qué porción de SCT es atribuible al tener la regresión ajusta

da" (Searle [14], pag. 94) es decir, indica la variación de la estimación (0,) 
con respecto al promedio (y). 

1.3.1 Presentación de los datos. 

Existen dos formas de pre-procesamiento de los datos, el centrarlos respecto 
a su medía y el de estándarizarlos: 

l. Centralización: tiene su justificación en el hecho de que s1 los intervalos 
que definen los valores de las variables son muy grandes 1 al efectuar 
operaciones en una computadora esto puede provocar redor:.deos que 
generen soluciones numéricas inadecuadas. 
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2 Estandarización: además de tener la ventaja de centralizar los datos, 
se tiene la posibilidad de comparar dos modelos de regresión que sean 
similares en cuanto al significado de las variables de estudio, pero dife
rentes en cuanto a las unidades de medida empleadas en la obtención 
de los datos. 

Centralización de los datos. 

Para centrar los datos con respecto a sus media."3 es necesario: 

l. Obtener Iris medias de las columnas de la matriz X r¡ue se denotan 
como:i\, -i = 1, ... ,p~-1. 

2. Obtener la media de la variable de respuesta y (y) . 

3. Tomar x;J = xiJ - Xj, i = 1,2, ... ,n, j = 1,2, ... ,p- 1. 

4. Tomar y; = Yi - Y, i = 1, 2, ... , n. 

A 

Al centrar los datos los parámetros /3 estimados son los mismos que se 
obtienen en el caso de que los datos no se centren con respecto a sus medias; 
si se desea consíderar en el modelo una constante /30 (véase 1.2), ésta queda 
determinada por la siguiente expresión: 

A p-l A 

f3o- ¡¡ - L /3, x; 
J=l 

Las suma de cuadrados que se tienen cuando se centran los datos son las 
siguientes: 

SCTm - (Jt)' J[ 

donde X* y 'fl son los datos centrados. 
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Estandarización de los datos. 

El procedimiento para estándarizar los datos es el siguiente: 

l. Obtener las medias de las columnas de la matriz X que se denotan 
como X1 , i = 11 ••• , p - l. 

2. Obtener las varianzas para cada columna de la matriz X
1 

denotadas 
por s;,j = 1, ... ,p-1. 

f:: (x,, - x,) 2 

82 = ·_.~_1 ___ _ 

J n - 1 
J = 1,2, .... p-l. 

3. Obtener la media de la variable de resp\lesta y (y) 

4. Obtener la varianza de la variable de repuesta y ( si) . 

f:: (y, - y)' 
2 i=l 

3 ;; = ~-n-. ---!--

X -X 
5. Tomar x* = iJ J 

'J SJ 
i=l,2, ... ,n, j=l,2, ... ,p-1. 

i = 1, 2, ... , n. 

Con estos cambios, a partir del modelo 

se construye un nuevo modelo 

'l x·¿·+é.-

Los datos que han si.do estándarizados tienen media cero y varianza igual 
~* A 

a uno, y los parámetros fi estimados están relacionados a los parámetros f_}___ 

de la siguiente manera: 
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p-1 
A A 

f3o= Y - L /3, x, 
;=l 

1.4 Estadística F. 

Siempre que se ajusta un modelo de regresión es neceBario saber si las varia
bles de control propuestas aportan explicación alguna a la variable observable 
del modelo; para ello, se plantea el ensayo de hipótesis 

el estadístico que nos ayuda a tomar la decisión sobre esta hipótesis es: 

(p~,iu SCR/ (p- 1) 
F=--=-----

Cn~pJ V SCE/ (n - p) 
(19) 

recordando de la sección (1.2.2) que este estadístico se genera a partir del 
cociente de ji-cuadradas divididas entre sus grados de libertad y que las 
siguientes sumas de cuadrados tienen distribuciones ji-cuadradas: 

SCR 2 
U= - 2- ~ X(p-1)1 

(T 

V SCE 2 
= ~ ~ X(n-p) 

En el Análisis de la Varianza se compara a la estadística F determinada 
por (1.9) con el cuantil (1 - a) que hay en las tablas de la distribución F 
con p - 11 n - p grados de libertad respectivamente. Éste cuantil se denota 

F l-a 
como: \P- l,n.-p). 

Cuando el valor de la estadística F es mayor que el del cuantil encontrado 
en las tablas de la distribución Fa un nivel (1 - a), se rechaza la hipótesis 
de que /3 1 = · • · = /3p-l = O al nivel de significancia n. 
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Ejemplo 1.4.1 (N eter) En un pequeño estudio de regresión. se obtuvieron 
los siguientes datos: 

Datos Ventas Gastos Marcas 
Mes y X1 X2 

Enero 42 7 33 
Febrero 33 4 41 
Marzo 75 16 7 
Abril 28 3 49 
Mayo 91 21 5 
Ju,nio 55 8 31 

donde (y) representa las ventas realizadas por una Compañía dumnte el pri
mer srmestre de un cierto año, (x1) representa los gastos realizados para 
dichas ventas y (x2) representa el número de marcas registradas en el merca
do por la competencia. Mediante un modelo de Regresión Lineal, las venta,s 
t'~peradas están dadas por: 

A partir de estos datos el método de Mínzmos Cuadrados proporciona la 
estimación: 

" E (y)= 33.9321 + 2.7847x1 - 0.2644x2 

La estadística F correspondiente a éste modelo es F = 72.73453522, dada 
p01· {1.9) y el 1Jalor en tablas del cuantzl F(~:i'í con un nivel de signzficancza de 

a = .05 es de F(t1¡ = 9.55. Dado que F = 72.734 > 9.55 = F(~~31 se concluye 
que el modelo explica la 1Jariación que hay en y por las variables x1 y x2 , por 
lo tanto se puede decir que al menos {31 ó {32, (o ambos) es diferente de cero, 
rs decir, existe una relacíón entre las 1Jariables de control y la variable de 
respuesta. 

1.5 Intervalos de confianza. 

Con el mútodo de Mínimos C11adrndos se obtienen estimt1clorcs 1mntuak.s 
dP los parámetro~ del modelo linPal, f}, ,,-2 , y E (11). Una vez C'ncontradn:-i 
estos estimadores se pueden encontrar itltcrvalos que con una confianza dada 
contengan el valor verdadero del parámetro. 
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A 

l. 5.1 Para (3, 

Dircnamente no se puede calcular un intervalo de confianza para el vector 
(!__. es por ello que se calcula para cada una de sus coordenadas, sabiendo que: 

o sea que 

A 

/3,~ N (/l,,cr2c,,), i = O, .. ,p- 1 (1.10) 

donde e,, es el i-ésirno elemento de la diagonal de la matriz C = (X'X)- 1
. 

Como la distribución en (1.10) contiene 2 parámetros dcsconoc1dos 1 /J1 

y rr 2
, directamente no se puede encontrar un intervalo para fi

1
, por lo qne 

se utiliza un resultado visto en la sección 1.2.21 el cociente de una normal 
cstándarizada y la raíz de una ji-cuadrad.a entre sus grados de libertad tiene 
distribución t-student con los grados de libertad de la ji-cuadrada. U&ando 
E'-Ste resultado se llega a lo siguiente: 

P (\/l,- ~,\ < asft;;) = 1- a 

c,quivalente P~: 

P (~, -asft;; < /3, <~, +asft;;) = 1 - "' 

donde s es la raíz cuadrada del valor estimado de la varianza y a= t;
1
~_%p) es 

el cuantil al ( 1 - ~) de confianza de una distribución t-studcnt con ( n - p) 
grados de libertad. 

Por lo tanto se tiene que los intervalos al (1 - o:) x 100% de confianza 
para cada /31 , están dados por: 

¡3, E (~, -asft;;, ~' +asft;;) , i=O,l. .. ,p-1 
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1.5.2 Para a 2. 

En ocasiones es necesario saber, con un nivel de significancia dado, entre qué 
valores está la varianza origmal de los errores. Es a partir de su estnnación 
s2 que podemos saberlo, teniendo corno resultados previos, de las secciones 
1.2.1 y 1.4 que: 

SCE (n-p)s2 2 

rr2 ~ X(n-p) 

o sea que, con un nivel de significancia a tenemos· 

Pquivalente a: 

~-~-<rr <~-~- =1-o: l ,((n-p)s2 
2 (n-p)s') 

b a 

donde s 2 es la estimación de la varianza y a = x7,, ) f; = x7 " ) 
\2°• n-p, ,1- 2 , n-p, 

son los cuantiles al ( % ) y ( 1 - % ) de confianza, respectivamente, de una dis
tribución ji-cuadrada con (n - p) grados de libertad. 

Por lo tanto, el intervalo al (1 - o:) x 100% de confianza para rr2 es: 

rr2 E (
(n-p)s 2 

b , 
(n-p)s') 

(1 

Ejemplo 1.5.1 A continuación se calculan los intervalos de confianza para 
los parámetros y la varianza del EJemplo J.4.1: 

1. Pam los parámetros /3i 1- = O, 1, 2. 

s2 = 20.6911, 

(a) Para /30 

60 E ( 33.9321 ± 3.1825 * J20 6911 * J34.5785) , 

por lo que el intervalo r1,l .95% de confi.anza pa,a fo es: 

(-51. 194, 119 OG). 
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{b} Para {31 

/3 1 E (z 7847 ± 3.1825 * V20.6911* v.0803), 

por lo que el mten 1alo de confianza al 95% para /3 1 es: 

(-1. 3175, 6. 8869). 

( e) Para {3 2 

/32 E (-0.2644 + 3.1825 * v20.69i i * ✓.0126) , 

por lo que el intervalo de confianza al 95% para /32 es: 

( -1. 8894, l. 3606) . 

2. Para o-2 . 
2( 025) r:: 

a= XcsJ = .2108, b - 21 9751 - 9 3484 -X¡s¡ -

por lo que el intervalo de confianza al 95% para la 1Jarianza queda: 

(
3 * 20.6911 3 * 20.6911) 

9.3484 ' .2158 

entonces, el valor real de la varianza a 2
, tiene límites de confianza 

(6.64, 287.64). 
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Capítulo 2 

Revisión de estadísticas que 
permiten la validación del 
J\1odelo de Regresión Lineal. 

Introducción. 

En este capítulo se presentarán los supuestos básicos planteados para llevar 
n cabo el Análisis de Regresión Lineal, y se obtendrán las estadísticas que 
permiten la evaluación de dicho modelo de regresión y de las variables que 
intervienen en el mismo. 

2.1 Supuestos básicos en el Modelo de Regre
sión Lineal. 

Para obtener en forma conveniente el ajuste de un !vfodelo Lineal Múltiple ó 
de Regresión Lineal de la forma: 

JL=X/3,+~ (2.1) 

es necesario observar que se cumplan los siguientes supuP..stos: 

l. El modelo debe ser lineal en los parámetros (3,, i =O,. ,p - l. 
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2. Los errores en las observaciones deben ser estocásticamente indepen
dientes, tener 1ma distribución idéntica de media cero y la misma va

rianza constante, esto es. 

~ ~ (Q,a' !) 

El supuesto de distribución normal en los errores se plantea para que 
con ello sea posible efectuar pruebas de hipótesis al modelo y verificar 
sus supuestos, esto es, 

~ ~ N (Q,o-2!) 

3 X es una matriz de entradas reale..s <le ( n x p) , n > p, donde se pide 
que el rgo (X) = p; o sea, que las columnas de X :,oII linealmente 
independientes. 

A continuación se plantea un problema que da lugar a un modelo lineal 
con tres variables para estudiar la satisfacción de un paciente al haber egre
sado de un hospital 

Ejemplo 2.1.1 (Neter, pag. 266) :El administrador de 1111 hospital desea 
estudiar la relación entre la satisfacción de un paciente (y) , la edad del pa
ciente (x1, en años), severidad de la enfermedad (x2 , un índice) y el nivel 
de ansiedad (x 3 , un {ndice). Se seleccionaron 23 pacientes al azar, colectan
do los siguientes datos, donde valores grandes de y, x2 y X3 están asociados 
respectivamente con mayor satisfacción, mayor severidad de la enfermedad 
y más ansiedad. 

x 1 = AGE =Edad en arios. 
x2 = SEV =Severidad de la enfermedad, (Índice). 
x 3 = AN S =Nivel de ansiedad, (Índ1.ce). 
y = SAS =Satisfacción del paciente, (%). 
Los datos a este ejemplo son presentados en la figura 2.1, y los coeficientes 

del modelo de regresión aJ7.LStado se presentan en la figura 2.4, en la columna 
que tiene el nombre de /(Beta", lf'Ls otras estadísticas se revisarán en secciones 
posteriores. 

Dados los valores de los parámetros el modelo de regresión lineal aJustado 
c,;ustado queda de la siguíentc forma: 

y= 162.9358 - l.2187x1 - .6731x2 - 8.3501x, 
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Figura~2.l: Datos del eJemplo 2.1.1. 
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Figura ~2.2: Resw-nen de la Regresión 

Las siguientes secciones presentan algunas de las estadísticas que permiten 
analizar ( estudiar o verificar) la validación del modelo. 

2.2 Matriz de correlación. 

La matriz de correlación de un modelo de Regresión Lineal Múltiple contie
ne todos los posibles coeficientes de correlación entre todas las parejas de 
regresores Xi, i = 1, ... 1 p - 1, incluidas en el modelo, éstos están definidos 
como: 

donde: 

n 

cov (xi, xJ) = ¿ (xki - X,) (xkJ - XJ) 
k=l 

22 

COV (x1 , XJ) 

se (x,) * se (x,) 

n 

y Var (xi)=¿ (x1.1 -x,)2 
k=I 



Figura ~2.3: Matriz de Correlaciones. 

si el valor de lri1 I tiende a 1, indica que los respectivos regresores i y j, 
presentan una estrecha relación lineal y si el coeficiente tiende a O indica una 
pobre relación entre dichos regre,sores. 

Ejemplo 2.2.1 La Matriz de Correlaciones del E;emplo 2.1.1 se mnestra en 
figura 2. 3. De ésta matriz se tiene que los regresores mayormente rnrre
lacwnados son ANS y SEV, con lr23 I = .7921 y los menos correlacionados 
son SEV y AGE con iri,1 ~ .4666. 

2.3 Errores estándares. 

Los errores estándares y las covarianzas estimadas de los /3i: i =O, ... ,p- 1 
son encontradas a partir de u2 y (Xt xr1 

, si u 2 es conocida; y de s2 y 
(X 1 X)- 1

, si a 2 es desconocida. Para calcular los errores estándares y las 
mvarianza::- se supondrá el segundo caso, u2 desconocida. 

De la sección 1.2.1 se tienen los siguientes resultados: 
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de las cuales se obtienen las siguientes expresiones: 

se (.a;) = sft;: 

c011 (,0,, ,61) = s 2c,1 

donde e,, es el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz C = (X' X)- 1 y c,3 

es el elemento en el i-ésimo renglón y la j-ésima columna de la misma matriz, 
sin considerar en ambos casos el renglón y la columna correspondiente a la 
constante. 

Ejemplo 2.3.1 Para el E;emplo 2.1.1, la matriz (XtX)-1 es: 

const AGE SEV ANS 
const 6.27496 .00151 -.15099 60083 
AGE .00151 .00084 -.00037 -.00685 
SEV -.15099 -.00037 .00635 -.06840 
ANS .60083 -.00685 -.06840 1.37245 

A A 
Entonces se tiene que el error estándar de {31 y la co11aríanza entre {31 y 

A 

;32 son: 

se (,01) = svcll = 10.29357 * J.000845 = .29922 

C01J (.a1, fi2) = S2C12 = (10.29357)2 * (- .00037) = - .039204 

.~ 
El error estándar del estimador {3 1 es una medida de la precisión con 

la que el e.stimador ha sido calculado i.e., mientras mayor sea su valor la 
estimación será menos exacta. 

2.4 Estadística t-student. 

Una pregunta interesante, una vez ajustado el modelo es saber el peso que 
tienen cada uno de los regresores en la explicación de la variable de respuesta 
y considerando la existencia de otras variables en el modelo, la estadística t 
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proporciona una medida de tal inlluencia, mientras más grande es el valor 
que torna esta estadística, más grande es el peso de la variable regresora 
en el modelo, y si es pequeño indica que el regresar tiene poco peso en la 
explicación de la variable de respuesta y; es por ello que el valor de esta 
estadística puede sugerir la eliminación de ciertas variables en el modelo de 
regresión. El cálculo de esta estadística se recomienda que se efectúe después 
de la validación del modelo. 

En el caso de que no exista colinealidad, y un regresor presente una es
tadística t pequeña) se puede recurrir a la siguiente prueba de hipótesis para 
determinar si dicho regresar puede ser eliminado del modelo: 

Hipótesis: 

Ho: (3, = O Vs. H1 : (3, ,(, O; i=O, ... ,p-l 

Estadístico: 
A 

t 
(3, 

,= se(J,) 

Regla de decisión: La e..stadística ti se compara con el cualtil ( 1 - ~) que 
tiene la distribución t-student con (n - p) grados de libertad, denotado por 

<,~-"IP)' esto al nivel de significancia a) y si el valor absoluto de la estadística 
E'B mayor al valor encotrado en las tablas de la distribución, se rechaza la 
hipótesis de que !3i = O, en caso contrario se acepta. 

Ejemplo 2.4.1 Para el Ejemplo 2.1.1, la figura 2.4 muestra el Resumen 
estadístico de la Regresión: 

Como ilustración se considera la siguiente prueba de hipótesis: 

Ho: (3, = O Vs. H1 : (3, ,(, O; i = O, 1,2,3 

1--"-
el valor de la estadística tc19) de tablas) con un nivel de sigmficancrn o:= .05 

es t(~11 = 2.093: luego, para los regresares x 2 y x3 se tiene que el valor absoluto 

de t1 es menor que el valor de t(;~~, por lo que se inclinarla a no rechazar 
la hipótesis nula H0 para estos dos regresares, lo que indica que son pos1,bles 
candidatos para descartarse del modelo. 

A menudo se recurre al uso de esta estadística cuando se tiene el problema 
de querer seleccionar el número mínimo de regresares que expliquen de forma 
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Figura -2.4: Resumen de la Regresión 

adecuada la variable de respuesta y, para hacer dicha selección se realiza el 
siguiente procedirníento: 

L Se ordenan los coeficientes de regresión en forma decreciente con res
pecto a la magnitud de la estadística it,I donde i = 1, ... ,p - 1, y 
se introduce en el modelo un regresor a la vez en este orden, lo cual 
permite encontrar el mejor o uno de los mejores modelos reducidos. 

2. En el caso de que haya varias variables ( Xi, 1 x.,2 , ... , xtm.) que tienen 
valores de t muy pequeños y se sospecha que se pueden eliminar se 
recurre a una prueba de hipótesis en términos de la estadística F, en la 
que se discute la siguiente prueba de hipótesis: 

Ho : /3, 1 = · · · = /3,"' = O Vs. H1 : fJ,, f O, para algún j = !, .. , m 

Nota: Como se mencionó previamente éste procedimiento funciona cuan~ 
do no se presenta colinealidad. 
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2.5 Coeficiente de determinación. 

Una pregunta de interés es cómo medir la proporción de variabilidad en y 
C'Xpliv.1.da por la r0gresión sobre las x:s 1 ésto se suele hacer en tórminos del 
Coeficiente de Determinación el cual se define como sigue: 

R' = SCR = 1 _ SCE 
SCT SCT 

(2.2) 

y es por ello que se utiliza conjuntamente con otro tipo de esta<lfstica.s y 
prueba.,:;; para establecer un diagnóstico completo del modelo ele regresión. 

Un R2 grande no necesariamente implica que el modelo ajustado es muy 
útil. Adicionar más regresares al modelo puede sólo incrementar R2 y nunca 
reducirlo1 porque SC E no puede nunca llegar a ser más grande con más 
regresares y SCT es siempre el mismo para un conjunto dado <le respuestas. 
Lél interpretación que se da a éste coeficiente debe ser cuidadosa pues en 
ocasiones se puede tener R2 significativo pero el ajuste no ser muy bueno, 
para ello se puede hacer uso del siguiente indicador. 

Coeficiente de determinación múltipie ajustado. 

El Coeficiente de Determinación !vfúltiple Ajustado, denotado por R~, ajusta 
R2 dividiendo cada Suma de Cuadrados por sus grados de libertad. 

R' = 1 _ ;¡1;;SCE = l - (n -1 \ SCE = 1 _ (n-1) (l _ R') 
" n1_,SCT n-p) SCT n-p 

Este valor puede llegar a ser más pequeño cuando otro regresor es intro
ducido al modelo, porque la disminución en SC E puede ser más que com
pensado por la pérdida de un grado de libertad en el denominador n - p Es 
conveniente que los valores R; y R2 no difieran mucho entre sf, en caso de 
que llegara a ocurrir esto, entonces se puede pensar que el modelo ha sido 
sobreA~pecificado; esto es, términos que no contribuyen significativamente al 
ajuste han sido incluidos. 

En el ejemplo 2.1.1 se tienen los siguientes valores parn estas estadísticas: 
R2 = 67239 y R; = .62066, (obtenidos de la figura 2.4), por lo que se 
puede decir que aproximadamente el 68% de la variabilidad observada en la 
respuesta es modelada por las x:s 1 ya que R2 = .67239; ahora bien, como 
ambas estadísticas difieren en 5 puntos porcentuales aproximadamente, se 
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podría considerar que el modelo tiene al menos un regresar que no contribuye 
en forma. significativa al ajuste del modelo. 

No se puede llevar a cabo ninguna prueba de hipótesis con esta estadística 
debido a que las expresiones dadas en el cociente en (2.2) no son independien
tes, lo cual impide encontrar alguna distribución probabilística que permita 
llevar a cabo tales propósitos. 

A pesar de esto, su uso es común. Aunque debe interpretarse con cuidado, 
ya que se puede obtener un Coeficiente de Determinación cercano a 1 sin 
saber con exactitud, y en base a cierta probabilidad, qué tan representativo 
sea este valor en cuanto a la explicación del ajuste del modelo. 

En general1 si el coeficiente de determinación R2 tiende a 1 ésto indica 
que el modelo lineal se ajusta de manera aceptable a los datos. 

2.6 Prueba de hipótesis general. 

En la sección 2.4, se vio que el valor de la t puede sugerir la eliminación de 
ciertos regresares en el Modelo Lineal General ( M LG) , otra alternatrva es 
que el investigador decida descartar algunos regresores en dicho modelo. 

En esta sección se revisará la prueba de hipótesis que permite tomar la 
decisión de eliminar varios regresares a la vez que se suponen no son relevantes 
para. el modelo; para el caso de una sola variable, en la sección 2.4 se vio como 
resolver este problema. 

Si se considera el modelo lineal general: 

if.=X{!_+;:, a ~ N (Q, ,,.2 I) . 

se obtiene un Modelo Lineal Reducido ( M LR), éste modelo tiene sólo un 
subcojunto de todas las variables que se incluyen en el modelo inicial por 
lo que el número de parámetros considerados en el M LR es menor que el 
mímero de parámetros del M LG. 

En la hipótesis nula se prueban algunos parámetros específicos para los 
respectivos regresares, quedando un modelo reducido ( M LR) , ( un criterio 
para la elección de estos coeficientes es el que se basa en los valores de la 
estadística t) y se prueban las hipótesis siguientes: 

Ha · !3i1 = · · · = !311., = O Vs. H, : /3,, ¡!, O, para alguna j. 

El procedimiento que lleva a tomar la decisión de rechazar o aceptar la 
hipótesis nula es el siguiente: 
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c A 
l. Obtener los valores de Y y y' que son los valores estimados que se fijan 

con el M LG y el A1 LR respectivamente. 

2. La ausencia de ajuste rf'lacionada a los datos en el M LG es la suma 
de cuadrados del error o de los residuales, denotada por SCE (MLG). 
Esto es, 

" c 2 
SCE(MLG) =¿(y,- v,) 

icccl 

en el caso del .1.W LR tal cantidad es: 

" ( '\ 2 

SCE(MLR) =~\y,- Y,) 

Para el .NI LG se supone que se tienen p parámetros. si se considera la 
presencia de una constante (/30 ) en el modelo y p - l en otro caso, sin 
pérdida de generalidad, supondremos que en el !vf LR se considera la 
estimación de la constante (,80 ), entonces, para el .Af LR se consideran 
k parámetros. 

3 Para saber qué tan bien se adecua el M LR, se compara 

SCE(MLR)-SCE(MLG) conSCE(MLG) 

utilizando para ello el siguiente cociente: 

F=~[S_C_E_(_M_L_R~)-_SC_E_(A_1L_G_)~]/~(p~--k) 
SCE (AJ LG) / (n - p) 

(2.3) 

donde las constantrB (p - k) y (n ~ p), en el numrrndor y denominador, 
sirven para compensar el 11úmero de parámetros que se mvolucran en lo~ 
dos modelos y para obtener la...;; distribuciones ji-cuadrada (vóa.c.;c srcción 
1 4) que permiten construir la t\'3tadística de prueba ron dic:tribuc1ón 
F. con (p - k) y (n - p) grados de libertad. 
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4. El valor resultante del cociente en (2.3), se compara con el cuantil 
(! - n) de la distribución F con (p - k) y (n -p) grados de libertad, 
y a un nivel de significancia a, si el cociente es mayor que el cuantil 
(1 - a) de la distribución F, se rechaza la hipótesis nula, y se considera 
que el M LR no explica de manera satisfactoria la relación que existe 
entre los regresares y la variable de respuesta. 

Un caso particular de las pruebas de hipótesis son las que se utilizan para 
la validación del modelo 

1j_=X{!_+~, 

y que se verán. a continuación. 

2. 7 Validación del modelo de regresión lineal 
ajustado. 

Al plantearse un modelo de regresión siempre se incluyen ciertas suposiciones 
(o llipótesis de trabajo), tales como: 

• Los errores tienen media cero y matriz de varianza-covarianza 6 2 I ( equi
valente a la independencia de los errores y la homocedasticidad de las 
varianzas de los errores). 

• Los errores tienen distribución normal. 

Con base en estas suposiciones es que se pueden efectuar todas las pruebas 
de hipótesis que permiten el análisis estadístico del modelo. 

Resulta natural la pregunta de verificar si estadísticamente existe una 
rdación lmeal entre los regresores ( variables independientes) y la variable de 
respuesta (dependiente) 

A continuación se presenta el procedimiento para efectuar tal verificación, 
usualmente conocido como v1Llidación del modelo. 

Esto se lleva a cabo a partir del siguiente ensayo de hipótesis: 

Ho : {31 = · · · = {3P_ 1 = O Vs. H, : {3, # O, para alguna i (2.4) 

Cua...'1dO la hipótesis nula (H0) se acepta, estadísticamente se tiene que 
no existe evidencia de que los regresares x1, ... ,xp-l se asocien linealmente 
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a la variable de respuesta y, en caso contrario, cuando se rechaza la hipótesis 
nula e.stadísticamente se tiene que sí existe evidencia de que los regresorr:s x, 
se asocian linealmente a la variable de respuesta. 

Este procedimiento se lleva a cabo con el Análisis de Varianza, con base a 
la estadística F. Para esto se supone que todos los coeficientes de regresión son 
cero (excepto la constante), equivalente a suponer que no hay una asociación 
lineal entre los regresares y la variable de respuesta. Esto se logra con el 
planteamiento de hipótesis dado por (2.4). 

Esta prueba estadística se basa en la varianza obtenida por el modelo 
completo 

'IL == XI}_+ II_ 

la cual es comparada con el modelo sin regresores (dado por H0 ) mediante 
las sumas de cuadrados, donde se R = SeT - se E es la suma de cuadrados 
de y explicada por el modelo lineal general que no es explicada por el modelo 
lineal reducido. Los grados de libertad asociados a la SeR es el número de 
re.stricciones dadas en la hipótesis nula, que en este caso son (p - 1) , el de 
la SCE es (n - p) y el de SCT en la suma de los grados de libertad de los 
anteriores. Estos datos son presentados en la siguiente tabla: 

Tabla de Análisis de Varianza (ANOVA) (Ho: 81 = · · · = f3p-I = O) . 

Fuente de Sumas de Grados de Cuadrado.s F 
Variación Cuadrados Libertad Medio5 

Regresión SeR p-1 SeR/ (p- I) SCR¿(p-1) 
SCE/(n-p) 

Re5idual SCE n-p SCE/ (n - p) 

Total SCT n-1 

Si la estadística F dada en esta tabla es mayor que el cuantil de la distri
bución F, denotado por F~~~.n-p)' con (p- 1) y (n - p) grados de libertad, 
y un nivel de significancia a. se concluirá que la información dada por los 
rcgmsores al modelo completo es significativamente mejor que aquel mode
lo que no las toma en cuenta (modelo reducido), por lo que se rechaza la 
hi póte.sis nula ( H o) . 

Esta prueba se utiliza cuando se desea verificar qué tan bien se ajustan los 
t, 

datos itl modelo encontrado al estimar el vector de parámet.ros [!_ del modelo 
lineal general. 
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Figura-2.5: Análisis de Varianza. 

Ejemplo 2.7.1 La Tabla de Análisis de Varianza para el Ejemplo 1.4,1 se 
muestra en la figura 2.5: 

Ahora se obtiene el cuantil de la distribución F con un nivel de s1,gnifi
canna a = 05, es decir, F• = F(~:3) = 9.55 y este valor es comparado con 
el estadístico de la tabla F = 72.734, como este valor cae en la región de 
rechazo dada por F*, se puede concluir que al menos uno de los regresares 
(.r 1 ó x26 ambos) crphca la vanación en el modelo dado JJOr la 11anable de 
respuesta 1/· 

El rechazo de la hipótesis nula H0 · /31 = • • • = /3p-l = O indica que el 
modelo lineal es adecuado o que estadísticamente existe una relación lineal 
entre los regresores (x1, ... , Xp_ 1) y la variable de respuesta (y) 
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Figura -2 6· Anáiisis de Varianza. 

Ejemplo 2.7.2 La Tabla ANO VA del Ejemplo 2.1.J es mo8trada en la figura 
2.6. pam re.alizar la prueba de hipótesis: 

Vs. Hi : (3, f O, para algún i = l. 2. 3 

Ya que F = 12.9!J8 excede el valor del cuantil F(rl9l = 3.13. se puede 
conchiir que la sati,<far,cíón del paciente es expl1mdo por al mrnos alguno de 
In, regresares q11e son cons1demdos en el modelo. 

2.8 Colinealidad. 

T..:na de las suposiciones m±:; importantes en e1 análisis de regresión. es que los 
regresores x, son independientes entre sí o que al menos no están fuertemente 
correlacionados. si ta1 suposición no se cumple, el cambio que ocurra en 
algún regresor puede implicar cambios en otro regresar, y esto provoca una 
interpretación equivocada de los coeficientes de regresión, ya que se considera 
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que el i-ésimo coeficiente de regresión es '(la medida del cambio en la variable 
de respuesta cuando el regresor x, es incrementado en una unidad, y los 
regresore.s restantes permanecen constantes" (Montgomery ¡s), pag. 110); y 
r-sto como se mencionó no ocurre en la mayoría de los ca.sos. 

Si se observa que no existe alguna relación entre los regresore:; 1 se dice 
que son independientes1 sin embargo. en la práctica la mayoría de los casos 
estudiados presentan regre:;ores no independientes por lo que se considera 
que existe colinealidad o datos colineales. 

La presencia del fenómeno de colineahdad en la matriz de datos del mo
delo de regresión lineal, ha provocado una gran preocupación a estadistas y 
analistas numéricos. Es un tema controvertido el cual es abordado con téc
nicas estadísticas, aunque para otros es un problema numérico y lo ;i honl.:tn 
con técnicas finas del Análisis Numérico. 

La colznealidad para un estadista significa redundancia en las variables de 
control en el modelo de regresión lineal, y le interesa su diagnóstico puc.s esto 
~ignifica la posible aparición de estimadores mínimos cuadrallos inaccptahks 
y/ o inflación de la varianza de tales estimaciones, obteniendo pruebas de 
hipótesis poco confiables que llevan a la toma de decisiones equivocadas. 
La detección de colznealidad también conlleva a una selección de aqueilas 
variables de control que no son redundantes para el modelo y quC' "mejor 
expliquen" a los datos observados (véase sección 3.4). 

El diagnóstico de colinealidad¡ para una analista munérico significa la 
cktección de rango deficiente de una matriz, lo cual puede dar lugar a una 
fuerte acumulación de errores por redondeo en su tratamiento numérico, A 
la hora de detectar colinealidad, el analista numérico está interesado en de
terminar el rango numérico de la matriz del modelo y un subconjunto de sus 
columnas que ''mejor genere" al espacio imagen de tal matriz (Ver López & 
'>!adrid [61). 

2.8.1 Perspectiva histórica. 

Se haü empleado mucho.s procedimientos para la detección de la colínealidad. 
Los más comúnmente usados son los siguientes (Belsley [1]), se indicarán sus 
problemas y debilidades. 

A 

1. Hipotéticamente1 los signos de los parámetros estimados [3! son inco
rrectos. Regresares que se consideran "importantes·' en la explicación 

34 



de la variable de respuesta. tienen estadísticos t muy chicos. Hay gran-
A 

des cambios en el vector de estimaciones /3, al borrar un renglón o una 
columna de X. -

Desafortunadamente. ninguna de estas condiciones es necesaria o sufi
ciente para la existencia de colinealidad, y técnicas más avanzadas son 
requeridas para detectar la presencia de colinealidad. 

2. La examinación de la matriz de correlaciones C de los regresares, para 
observar el nivel de asociación entre los distintos regresores x 1 y x1 , 

z =f j (véase sección 2.2); o la inversa de esta matriz. c-1
. 

La matriz de correlaciones, por si sola1 no siempre es buena para la 
detección de colinealidad. pues sólo presenta correlaciones dos a dos y 
se puede tener una fuerte dependencia de algún x, con los restantes x1 . 

Al observar la inversa de la matriz de correlaciones, c-1 se tienen 
indicadores importantes. conocidos como Coeficientes de Inflación de 
la Varianza ( C IV) y denotados por: 

(-1) 1 
CIV;=c" =l-R'; 

J 

conc- 1 = fcHIJ 
~ } tJ 

donde c;; 11 es el j-ésimo elemento en la diagonal de la matriz c- 1 . 

y RJ es el coeficiente de determinación múltiple ( véase sección 2.5) 
obtenido al haber ajustado el j-ésimo regresar en términos de !ns j - 1 
regresores restantes, i. e., 

X;= fo+ /1X1 +' .. + f;-lXJ-1 + "f1...,1X1+l + ... + 'Yp-IXp-1 

Cuando RJ tiende hacia 1 indica la presencia de una relación lineal 
entre los regresares, y el CIV para el coeficiente estimado de X; tiende 
a infinito. Esto sugiere que cuando un CIV excede el 10, la colinealidnd 
puede causar problemas en la e..<stimación de los parámetros. 

La desventaja de éste método es que es débil en su cálculo pues ('S 

inestable -numéricamente-, debido a la colinealidad presente, por lo 
que no son del todo confiables los resultados. 

Nota: Si cada. uno de los regrcsores de la matriz de datos X es est.ci.nda-
- ~t-

rizado, X (véase sección 1.3,1) 1 entonces la matriz X X será fa matriz 

de correlaciones e, entre los regreso res y c-1 = ( _x t _x) -I 
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:3. Otra técnica para el diagnóstico. empleando información de las matricPS 
C y c- 1, es d mencionado por Farrar y Glauber (1967). 

Bajo la suposición de que X tiene columnas ortogonales. ellos discutf'n 
que una transformarión del df't (C) es aproximadarnf'nte distnhuida 
como una \ 2 y por lo tanto provee una medida de la dPs,·iadc'm d" la 
ortogonalrdad o la presencia de colinealidacL Además proponen f'l uso 
de la medida 

HI -e,; 
r,; = -{0~=-{cf'i~c;~;~,=I' 

que es. la corrdación parcial entre x, y x J. ajust c1dc1s por todos los 
otros regrcsorcs. para investigar las interdependencias (~ll mayor cktnllc. 
Estas técnicas han sido presas de varias críticas. 

Primera. el uso del dct (C) no puede diagnosticar la prc<::f'IlC'in de varias 
dependencias cncnnas Cof>xistcntcs, la exü,tcncia dP una c!PpPrnk•ncia 

cercana hará un det ( C) cercano a cero. 

Segunda. el uso de los elementos r,; carece de d1scriminación. E~ta.s 
correlaciones. todas se aproximan a la unidad (±1) cuando la colmca
lidad llega a ser más molesta. De este modo r 1; puede ~cr cercano a 
la unidad aunque las \'ariables x, y xJ no C'$tén E'm·iwlta.s C'n cualquiPr 
r"1ac1ón colineal (Belsley [1]. apéndice 3C). 

L El análisis de los <'igf'nYaiorcs ~- eigC'nvertorcs de la matriz ck corrda
ciones: C I<cndall (1957) y Silvc:v (1969) han sug:cndo el uso de los 
eigC'malores de X 1 X como una llave a la presencia de colincahdad. la 
cual dicen que es indicada por la prC'.scncia de un eige1n-alor "p0qu0iio··. 
Desafortunadamente no se está informado de lo quP ('!'- '·1wquC'Üo··, y 
hay una tendencia natural por comparar pcqncüo con C'l cPro. E11 alg11-

11os casos es indicado. pero sin justrficación. que la colincal1dad pnPdP 
existir si ··uu f'IgenYalor es pequeño en relación a los otros·· .'\(111í. pe
queño es interpretado en relación a los más grandP$ eigcnYalon-s quf' 
en relación al cero. 

-Cna vez que se ha detectado el problema de colinC'alidad en los regresorcs. 
f'S necesario, eliminarlo o disminuirlo al rná.-ximo, de tal manera que no afpctr 
f'Il forma considerable en la estimación de parámetros dei modcio de regresión 
linPal. 
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2.8.2 Remedios para eliminar la colinealidad. 

Técnicas avanzadas se han desarrollado para la eliminación del problema 
de colinealidad. En éste trabajo sólo se hará mención a ellas, indicando 
la bibliografía donde el lector puede profundizar sobre cada una de estas 
técnicas. 

Componentes Principales. 

En este método se construye el modelo de regresión lineal dado por: 

donde 
Z=XQ, ~ - Q'/3 =- _l Q'X'XQ=Z'Z=/\ 

recordando que A = diag (,\1 , ,\21 ••• 1 ,\p) es una matriz diagonal con los 
eigcnvalores de xt X y Q es una matriz ortogonal donde sus columnas son 
los eigenvectores asociados a >.1 , ,\ 2, ... 1 ,\P_ Las columnas de Z, definen un 
nuevo conjunto de regresares ortogonales. 

El estimador de mínimos cuadrados de g es 

g= ( Z' zr 1 Z'y = 11-1 Z'y - -

y la matriz de covarianzas de Q. es: 

Var(g) =a'(z'zr1 =a'11-1 

El método de regresión con Componentes Principales combate la colinea
lidad usando menos del conjunto completo de Componentes Principales en 
el modelo. Para obtener el estimador de Componentes Principales, se asu
me que los regresares son arreglados en orden decreciente, .\1 2 .\2 2 • • · 2 
Ap > O. Suponga que los últimos s de estrn eigenvalores son aproximadamen
te igual a cero. En la Regresión con Componentes Principales se eliminan 
los estimadores asociados a x1 que tienen un valor )..1 cercano a cero. 

Esto es, 

donde 

A A 
gcp= B g, 



E11to11c<'s ('l ('SlimlHlm de ComprnH'lllt;s P1inripalc:H ns 

[ 

A l fY¡ 

,\,_, 
-º~ 

¡\ ¡¡-., 

a QA L·-1 'X' P,.1,= · rrcr= A, q q ?J 
- -J-J -

J=I 

Un l's\ndio üe Simulad(n\ por Gnnst y ~vln~m (1977) 1m1<'strn qm~ la 
Regresión con Componentes Principales ofrece considerables mejoramientos 
sohn\ \os mínimo;-; crnulraclos nw.ndo los datos ¡.;;on mal cornlirionndos. 

l?<'Ú'r<111ci!l.c;· .Aiontp,ome1y & Pcck [8]. 

Selección de Variables. 

Para la SelPcción de Variables existen varios mN.od.os a aplicar al moddo de 
1 ('gl c:sión lillcal, cntr e ellos (\S1 {n1: 

l. i\ló!odo H>rward. 

2. ;vlótodo Ilackwnr<l. 

3. Estadística CP de Mallows. 

E:-;1 ;1s U·mirnH d(i Sdc<"d(ín d(: Variables Sl'rún revisadn.<; rn,í.<; a fondo <'TI 
la sección 3.4, por lo que son omitidas en esta sección. 

Rcfcrcndas: Mont¡;omery & Pcck /8}, Neter [11}, Ryan /13/. 

Regresión Ridge. 

La B<W t•sir'ln Hidge ('S u110 de varios mól odos q1w }1,111 sido proprn:..c;tos c()mo 

n'nHxlio al problema de la estimación de los parámetros del modelo ele rcgre
~q(m linc,tl bajo coli.nealiclad, modificando el mótodo de mínimos cuadrados 

A 

para. obtc11er estimadores sesgados. El vector de cst.ima<lores (}_ usual, cumple 
con la propiedad de ser inscsgado pero impreciso1 mientras que el estimador 

38 



" 1ü!g( 1 /1 <'S 1tnH·ho miÍs ¡no:iso P<'Io pl('S()J1t.11 m1 S()Sgo plXJlWÜ<). La p:obabi_¡¡ 
Á 

lidad dr: que ~n cniµ;a C('rcn df'l valor verdadero (!_ es mucho 1m'is grande q_uc 
A 

parn d ('si immlor insc.<-;gado ji. 
Para los mínimos cn,ulrITTlrn, ordiua.rios, las PClrndoncs nornrnh's rntún 

dadn.-; por: 
Á 

X' X(/_= X'11 (2.fía) 

Los estimadores para la regresión ridge son obtenidos después de intro-
ducir en las ecuaciones normak8 (2.5a) mut constante k 2:'. O, en la siguicnto 
forma: 

Á 

(X'X +kI) (1_
11
= X'11 (2.G) 

Á 

donde f3..n es el vector de parámetros estimados para la regresión ridge. La 
sohirión de lns ecuaciones normal('s (2.G) ('..."itarú chulo por: 

(2.7) 

La const.ant(\ k reílPja la cantidad dd S(\<;g:o en los estimadores. Cuando 
h = O, (2.7) se n~<luee a la. estimaei(m de los codki(~ntes de n\~n•sión para los 
u1ínimos cuadrados ordinarios. 

P1H 1cle mostrar.se qun la <"Omponcute dPl .se.c;go dd error cuadnít.ico m<'dio 

" tot nl dd estimador dP la rcgr(~•;ióu ridgc j, drn-rprc c11audo k tfond(' a <TPC('f, 
-11 

111Hm1 ras q1l{' la varianza Jlpgn a s(;r 1rnís p<)qnciia. Pn('dc tnostrnrs<' ndcmfü,; 
Á 

<pw ('xistc siempre algún valor k para el cual el estimador ridgi: f3 t.if'nc 
-11 

1It1 c1ror nw<lrüt.ico wedio total 1wís pcqucüo que el estimador de mínimos 
Á 

cuadrados ordinarios /J . La dificultad es que el valor óptimo ele /,; varía de 
1ma aplicaci(m a otra Y es d('sconocido. 

llcforcncin.s· Mnntgomcry & Prrk /8/. Nctcr {11}. 

2. 9 Resumen estadístico. 

A nmtinnarión se pr('senta un rf'sum('n Pstadfstico básico ('rt el que se p1wdPn 
ohsi)rvar d promedio, varianza, desviación estándar, y ios valores mínimos y 
m:íximos dr: c;1da r<'grn'ior. E8tos n:s11ltados nos ayndan a tener mm icka a 
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Figura-2.7: Estadísticas Büsicas. 

pi io1 i dd po:,;ibk <·ompor1.altli<'11t.o q1H' !<wlní11 los datos llllíl VC'1/. n js111.ndos 
al modelo de regn'~sión. 

l)<trn. lu:-:. datu..s dd EjemJ)lo 2.1.1, la figma 2. 7 muestra éste primer re8lm1e11 
('~t,vlí;;;tko. 

Un segundo rcsnrncn que permite verificar en forma breve las carnctcrís
i irns dd modelo dP n'!p,resión 

incluye las Pstadí:c,tic:,w 

A 

• La c~t.iuiacir'm de[!_. 

• La estadística F. 

y_=Xf3_+s 

• El Coeficiente de Dctennirnición R:2 y ci ajustado R~. 

• Matri7, de (X'X)- 1
• 
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• Matrií: de CotTPlaci{m. 

2.9.1 Aspectos numéricos en el cálculo de la media y 
la varianza. 

Cuando se efectúan operaciones aritméticas en una cornputadora, se incurre 
('11 <'rron's por rcdornleo, es pa.rticulannentc import.,mtP evitar eancclac-ión 
J111mfaica, y para conseguirlo se recun·1) H algoritmos que efectúan los cálculrn 
numéricos de la manera más exacta posible. En los casos particulare.,s del 
cálculo <le la media y la varianza, uno de los proccdirnicntos que se puede 
11í ilizm rs Pl signkntc: 

Para la media. 

l. Ordenar los datos en fonn(L descendente. 

2. Sumarlos en Pl orden rn que fm~ron arrcg;hdos 

:t Dividir b suma obtenida en el paso anterior entre el número do datos. 

Para la varianza. 

l. ílcstar a cada da.to sn media y elevar el resultado al cuadrado. 

2 Ordenar los resultados obtenidos en el paso 1 en forma dcsrcndcnte. 

:t Sumarlos. 

/4 Dividir la suma m1h)rior tmt.re el número de datos menos l. 

Este p10ccdimicnto que se sugiere en Thistcd l 18], pag. 101 es costoso en 
twmpo de máquina por d número de operaciones que se realizan, ya que es 
n0.cPSario ordenar en dos ocasiones los datos, f'~'> por ello que para el cálculo 
de la media y la varianza St) prefirió utilizar el algoritmo desarrollado por 
H .J. H1msu11 [5]. 

En d slµ;u\p1)t.p l',l{'mplo S<' vPrá ln. np\irnci{m d<' laf.t (•stnd(stirn.s mPncin--
nadas en é.,sta sección. 
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Ejen1plo 2.9.1 Como porlc de un cstwho para invcsbgar lo. rdacu5n que 
(':risfí' ndn' el tsl7é.,; y otras van,ablí's, S<' 'lü:opüaron los szguu:ntes datos dr. 

ww. mw:strn aleatoria de 15 CJccutivos asociados. Las medidas fueron: 
:1: 1 = A1erbda r/(' la importancia de la empresa . 
. r 2 =Núml:ro rlc mfos r.n la presente po,;1,ción. 
1;'.$ =Salario anual/JODO. 
:i:4 =Edad. 
y -=- Afrdula rll'l 1·.,;f11'-s 

• Motriz de Correlanán: 

En genr'rni1 las corre.ladones entre los u:grcsorcs no son muy qrandes1 

cTccpto r 12 = 50108, este 11ulor no se ¡mede consi,dernT mny gnmdc 
para concluir que existen problemas de colznealzdad1 pero se deja a con~ 
s1,dcraczán del analista el dcculir 1,0~1·e el valor de esta estadística. 

• Volidru:uín del moddo y 1·stadísticas f. 

Tomando un nivel de szgníficancia a = .05, tenernos que el cuantzl 
F(rlO) = 3.48, es menor que el valor F = 13.365 dado en fo figura 
2.11, ln rual lleva a la conr,lusión dr, que al mOW.<; uno dr, los regre,c;on-s 
lomados c:r:plica la vorianá11 di' la Ml'dida del f'Sl1f.'> (11). 

Hl cuanhl t-studcnt es t./i1) 2.228, que comparado con 

\t1I, 1 = 1, ... ,4, csf.ad(sb.ca t pam cada 1cgrcsor, dado en la figmu 
2.10, sr ticnr qnr el Núm('ro dr afio.'> rn la prcsrnte posu:1,6n (x2), es 
m('nor qur, el ciwnhl dado por lo que .<;C concluye que la vm1al,lc númmv 
tfr m1os f,frne poco ¡icso en la c:cplicación del C8trés. 

• Cocjicicnles de Dctcnmnaci6n. 

En la jiqura 2.10 se. ob,'wn1a que R2 = 84242, lo r:nal i1UÍ1co. que los 
·u•qrc.~m·r:s c:171lu;an npm.1:zmadmw'J,',f,(' el 84 % de la vanar:zón f.olal so
bre la variable de respuesta que es el estrés. Para este mismo caso 
/?~ = .77039, most,rado en la nnsma figura, por lo que se verifica que 
1·.1:·1sfr' 11110 d1J1•ffnti11 .'>1q'llijtcofzva 1·1dn· nn1bas r'sfad[sfltns (7% opro:r,}, 

rnn lo r·ual s(' co11dny1' qne ¡nu·d(' 1':1·1 .. '>fu· ol nwno.<; un H'.'}7'tsor 1'11 f'l mo~ 
delo que no tiene gran relación con la variable de respuesta, y qnc hace 
que estos do.e; i11d1-tadorc.,;; difi<'mn en fonna "sign-ificaliva .,. Como se 
rnr.nnonó en la serr:ión 2. 5, la intcrprdar,1,6n del R 2 de/Je sr:r cuidadosa 
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Figura ~2.8: Datos para el ejemplo del Estrés. 
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Fig11ra~2_9 ivfatriz de Correlaciones 
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Figurn-2.11: Análisis de Varianza para el ejemplo del estré..,;;. 

¡mc.'i (·si<' mrhnulor sólo du·I' la r·:17Jlu·ru·1á11, de los rt'f¡rrson·s solnr la 7/n
ri.ablc de respuesta, sin zmpoltarlc el número de regrrsorcs mnsiderados 
en el modelo y que si son demasiados pueden llegar a tmer prvblemas 
en los n\9ultados, rnmo se mm1r.101ia rn el sigm.cntc punto. 

• Co!lní'ahdad. 

La colmcalidad es un pmblcma que con Jrccucncía se presenta. en el 
rmáHszs 1fr,_ dntos. La drteccián de c;,tc problema no tiene una sol11ci6n 
vráctica todavía. Pero aqui se hace referencia a este problema, úni
camente obsrrvando las cstadístu:.as básicas. Obsó11e8c la figma 2.12: 

El s1,gno de rada uno de los rshmadores enront.mdos debe winr;uhr co11 

su rCS]H'r'two cocjicu'11,f,e dri ronclru:u5n rntrc la 11arwl1le dt'. rcs¡mr'sta y 
I'! rcq11:sor. pw::,; sz se 71'cucnla, en la scccíún 2.8 se mnu:umú que cada 
corjicwrdr dr n'gresi6n rrprr,s('nta la mrduln de camlno en la vm-i.ablc 
de n'spursta. c·s por eso que los 11<ilorcs dados en la ültima figura dcb(;n 
comcidir en su signo. Lo cual lleva a la conclusión de qne hay presencia 
d(' r·olmtalulad 
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Figura -2.12: Detección de Colinealidad. 

Nota· Si lo antciior 110 oc:11rrc, 110 rn'cC'smúunentc imlicc1 q11c no lu~y 
colíncalídad entre los rf'grcsores. 
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Capítulo 3 

Análisis de los datos y las 
variables que intervienen en el 
Modelo de Regresión Lineal. 

Los siguientes temas .serán visto.,;,; en el presente capítulo: 

A' 
l. El auálisiH de los residnaloR, obtenidos al estimar los paní.uwtros fJ s 

del modelo lineal 

mcdiaut.c la graficación de los mismos. 

2. La influencia de las observaciones ( outliers o datos aberrantes), me-
<liantc la cstadfr:;tica conoC'ida corno Distancias de Cook. 

3. Los criterios para sclccdouar lm; 1ncjorcs regresares que intervienen en 
d mocklo lineal, para llegar a nn modelo reducido. 

3.1 Análisis de residuales. 

El Awilisis de los RCRiduakB permite determinar observaciones aberrantes, 
violaciones a los supuestos clcl moddo como son que el vector de errores 
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' ''t : 
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Fig1ira ~ ;3. 1: íl:(•si<lwtl( 1S Est <Ín<iari2atlos Vs. Y Est irn<Hio. 

ll<> (llisf'rvalllPs sn11 irnh'Jll'IHIH'niPs, q11P tirnien 111111 clistrib11ci(n1 1ion1wl c<m 

media cvto y varia11;1,a co11sta11tc1 también mediante (~'-itü análisis(~ posible Vl-'

Iifü:ar si la Il'lnción quC' pxistt\ C'ntrc la variable de rl'spucsta y y los n'gresmc.c;; 
{'S lill('ill 

Este análisis se ba:-;a P!l los n'<>iduaks y los n•sid11al<•s e.-;Líndarizados qw' 
:-,rn1 n'SJ)('ctivanw11tc·· 

A 

r, = y,- Yi, T8, = 
e, 

i=l. .... 71 y 2 SCE 
s =---

71 - p 

Al (\-,! ;\11dat Í1/,lll los n 1sid11aks (~-;1.o:-; t iem'n IIH•di:1 et'l o y v,11 i:inza np1oxi

tnada a la nnidad. 
A rnntinuación se indicarán lM grti.ficas que connínmcntc se acostumbran 

wvisar pm a dicho análisis. 
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3.1.1 

• 

• - - ~ - - -- - - - - - - - - - - - - - - ,- - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - -

• ------------------,------------------------------------. 
• 

. 
• 

Figm;t-3 2: íl:esidm1JpAc; Est;imlarizadoéi Vs. Y Observado. 

A 
Graficación de rs, Vs. Y; 

r\\ g1c\Íi( en lo~ lf':--idnak.'- n;t,í11darih:1dos (r.~ 1 ) y los valrn<':-; nj11~tado.-; por <11 

rnoddo ( Jl1 ), S(' verifica el snp11csto de homoccda.sticidnd 

(i (' r ~ N (!.l.rr2/)). y S(' <ldPcta 1H p(1silllP CJ<·1111P11d;1 <h: <lnl<ls alwnr11i1cs. 

En p,ern'rnl. <·ua11<lo d lH()(klo ('S ('OlT(1do los n:sidnalcs ('..<-;tánrlarizados :-><) 

1111cm'ritran di:=;pcrsos de marn•ra aleatoria alrededor del cero, y toman valores 
d(•ntro dd int()rvalo (-2, 2); e.'llo timw su justificación e11 el lwdio de que 
la probabilidad que se encuentra dentro de r,,c;tc intervalo, para una variable 
alt'aloria rnn distrib11ció11 nonuaJ {'St.úndarizada <'S del n5%, por lo que ;il gra
íka,r los rcsi<luak•.s cstáudariza.dos deben estar en este intervalo, si un residual 
<'stándarizado q11cda muy al~jado de f'Bte intervalo uno estaría dispuesto a 
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• 
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·:_;/&l:t; • • 

Fig11rn - ~t3. HC's1duak-; Ec;tándariwdos V s. Y Obwrvado 

ptmsa.r qnf! la n'SI)('Ct.iva ohscrvadón no corresponde a 1a pohlación y por ello 
u'snlta razona.ble) considerarlo como u11 dato aberrante ó "ontlicr'' en Iugl6.s. 

L<t <'xistl'1:da d<\ un pnfr(m sistemático <h• variación Pn los n•sidnakfl p11rnh) 
ccm!-.ickrnrsP (·orno rvidencia de m1a violación <'n nno ele los s111nH•.stos del mo
dPlo, que PS d de la varianza constante de los residualrB u homocedasticidncl 

(i. "·• [ ~ (Q.rr'J)). 
Cuando S(\ cumple la suposición de varianza constante en los <:rrorn.-; <h~ 

un modelo lineal, se dice que los errores son homocedásticos ( véa.se gráfica 
3 I); cuaI1do no fü) cumple tal suposirVin se: (!ict' qllt' lwy hetcro('C<b1st.iridnd 
o q11c los errorr,s son hctcroccdásticos 

EH la ~rMkn :t2, se ohsmva q1w In varianza de los crrorPs 110 PS consta ni.e 
y ade111ús que rn una función creciente <le la variable de respuesta; cxistc11 
casos en los que la varianza de los errores se incrementa al decrecer los valores 
de la varüthle. de rc..-=-pucst.a JI. 
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C\wndo :-w til·1H' ('l cnso dC' <pw ln vminnza ch• los Ptron's 110 PS <'Onsta11tc1 
\(is l<'~ulta<los <'ll las prueba.e; 110 scr;í.n de utilidad, pues a1111c¡1H' los cstima
don's obtenidos son in .. ,-;esgado~, no son generalmente los mejores en c1:anto a 
sH precisión o v<ffinm;a. 

Algunas de las cm1s<'Cl!f't1cin:-; que provoea Pl q1w la varianu1, c'n los Pnon-s 
110 :-,ca constante, ::.cm la.e; siguicnt('s: 

1. I ,(is ('SI i1n;Hlcln•s J)(l(lnín i('JH:r g1 a11<ks dC'svincioJJ('S ('st;í1Hla1. 

2 Corno co11s('ClH'11cia d('l p1mt.o ,111tl'1 ior, los int<'rval()s d<' conlinuia pnrn 

ins ¡mnímctros :-;('l'iÍll grnuch•s 

;~ La:-; prnc•ba.c; tc)rn!nín baja sensibilidad 

Cuando una tra11sf0111Jac1Úll es aplica.dn sohn\ los n•g,n·sorcs (v(:a:·w Chat.
tic:rj{'e, l3D p,m, oh tener, dentro del modelo. una varianíla eonst ante en los 
errores, se logra tambión en forma casual, el obtener buena.e; uormalizacicnH'S. 

En la p;ráfica 3.3, se ilustra un caso donde el problema no es de vananza. 
('oll::.ln11te sino qne la tcrnknc:ia curva de los puntos i11dica. ni;ís bíen que d 
rnmportamiento de la variable y con respecto a sus regresores x 11 no es lineal. 

Ell 1111 moddo con 1m s(ilo n'gresor ('S n•cornendnhln graficar dH'lin r<'gn>:Sor 
(.1) v:-.. In v;11i;1\>!<' 1J¡, tt•:-,¡)1H·sta (y) ¡J:11,1 c<i111il>(Ha! si la 1dn("j()11 Plill<' ;1111!):1.c; 

(".-i lin(~;ll. 
Si sP del ermina que 1111 mod('lo lineal no PS d ad0<·11ado para describir 

la relación que Px1stc entre la variable de respuesta y y los rcgresores x,, se 
sngiP!(' c'l ('f(d.11ar unn tra11sfonnnci<'m r\(' vmiab\('s que dqwndPt<Í rkl tipo 
df' gdlirn IC':>nlt.antP. 

()t ra gnífica qw) pPrmite llegar a c·011cl11simws amí.log,1s a las mc11<.:i011ada.s 
1'11 (':-;t;1 :-,('cción t•s la tl(' his 1<\sid1rnles ¡~c;t;índarizados y los r<'p.,n'sor<'s. 

l~u h, siµ,nicnt.e r,c(-ción S(' dis(·ntc'. la grúfica q1w p('rrnih) vTrificar d su
plic:-,!o el{) nmwalidad. 

~.1.2 Gráfica de probabilidad Normal de los residuales. 

U no de los s:1p1tcst os bü..<,icos, aunaJos al plant.camicnt.o del modelo de rPgrc-
:-,i(m lineal, es quC' los crrorC'S tengan distribución normal con media. E e~.) = Q 
y rna\ r1z 1h~ vm \an·,,a -<·ovarimr,,;a \/ t,.r (r) = n 2 J, esto\\<,, 
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Figunt-3.4· Verificación del supuesto de Normalidad en los Residuales. 

ya qnc a pnrt.ir d<1 t ni supuesto se g-ernmut la.<; i11fon)11cia.c; cst.adíst.ic:as q1w 
permiten la validación dd rnoclelo de regru,i(m líucal njusta<lo, así rnmo 
d nílculo de otras ('stadísticas irnport.antrB (vh,tas en el capítulo anterior). 

Para la W'rificaci(m de dicho supuesto, a continuación se plantea una forma 
s< 11J('1lla y rápida, basada en la graficad<m de los rcsidnnlus ('st.riudarizados 
cor1 su valor esperado. El procedimiento r~s el siguiente: 

1. Se ordena.u los residuales eshírnimizaclos C\11 orcleu ;1sccrnlc:11te. 

2. El valor <'spcrndo dd i-fo,imo rrnidual ¡mrn mm rnrn'sl rn akntoria de 
Lmrnüo u (Ndt'I [llj, pa~. 125) t'S: 
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SCE 
donde 8

2 = --, es la estimaci(m inscsgada de la varianza rr 2 de los 
n-p 

C'tTorr•.s, y z (A) es el cmmtil de la distribución normal Pstá.ndarizmln 
que ha acmnula<lo la probabilidad de A. 

;3 A continnacióu se f,,r:rnfican los residualC's cst.árnlarizaclos con su valor 
C'spcrado respectivo. 

El snpurnr.o de normalidad se cumple si los puntos resultantes en esta. 
grMica se (~11cm~11tra11 dispersos sobre una linea recta, ( como se muestra en la 
g1Mica 3.4), ('n ('lL-;o de no cumplirse fo;to) se cousidern.ní. que se ('stá violando 
d supuc¡;to <le normalidad en los errores. 

Nnt.a:La cll'ci::;ió11 sohr<' tnl s11p11(~'>f,o qm•rln sinn¡ne ;1 co11:-;id<'rnc'i<í11 dd 
,111;distn. 

La venficación de estC' supuesto es importante para el caso en el que 
f-i(; d(\secn rcali:;;ar infonmcia.s estadfatica.<'l; sin dicho supuesto no se) podría 
('(l!H"]11ir nm rit•tta C(lllÍialiili(ln<l ;H·1·1rn e]¡, los n•s11lt:Hi<>s ohl('nic](l:-. 

3.2 Prueba Durbin-Watson para autocorrela
ción. 

Para los modelos de regresión lineal considerados se asume que los errores 
aleatorios E1 son variables aleatorias no correlacionadas o variables aleato
ria;-; indq>mHlil'll\.l'S, idónti('amentP clistrihnidas con clistrH:mclón nonnnl. A 
wcnudo, la suposición <le errores no correlacionados o inde¡wndie11tes IHJ e .. -.; 
;qnopitt( lo, los c•rrorcs están frccucntemcutc correlacionados prn-ütivamcntc 

sobre el ticn:po. A los crrorPs correlacionados sobre el tiempo se les llama 
;111 t <H'(ll rcl,icirn ia( los 

3.2.1 Problemas de autocorrelación. 

La 1m~c•11cia, ele ant.ocorrd.u:i611 en un 1nodelo <le regresió11) t.ieue uu mímero 
dP <·rn1st'CllC'ncias irnp01t;mt.c•s con d uso di' las !'sf.irnacioll('S mínimo c1mdrn
da.·-, 

1 .. Los codicinnt es de rcgn!Bi(rn <~st imados son mse:-,gados, pPro qni1/-,l no 
tengan la propiedad de varianza. mínima y quizá sean indicied{).':i. 
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2 Los Cnndrndos M<'dios de los Erron's ( C i\I E) pllc(kn hnjo-('slimm la 
varianza de los en ores. 

3. 8C (»,) pueden bajocstimar la desviación estándar vcnhukra lle los 

codicien'. l'S de n!grcsióll c~<;tirnada. 

3.2.2 Durbin-Watson. 

La prndia Dmbi11-Wnt.so11 pa1n n11íoc·orrl'ln<'i611 ast1111P <>l lll(H!do d<' ('J!Or 
n11t c>n\c,rnsivci. 

!)1 /Jo+ /31Xt1 + .. • + /J¡,-¡Xt,p-1 + ét 

€¡ == f}Et-1 + 'U.t (3.1) 

<loHdc !PI < 11 y 11,1 es una variable alct.oria N (O, rT
2

) indcpcndicmtc\ de los 
valores de los regresares ajustados. 

La prucb.1 consiste en ddenninar si el parámetro de autocorrelación p en 
(3.1) es cero. Note que si p = O, Et = Ut. De aquí, los errores E, son entonces 
independientes porque Ut son independientes. 

1.,as hipótt'sis 11s1mlrncntc considera<b.s son: 

IIo:p=O Vs. II1 : p > 11 (:l.2) 

El estadístico D para esta prueba es obtenido por el método de ·mínimos 
cuadrados al :1juste de la función de regresión, y su expresión es la siguiente 

11 1 I: (e, - e,_,) 
D = º'ª~'~-,-, ---

I; e¡ 
1 1 

donck '11 ('S Pl lllÍllH\l'O dP ca.<;os. 

U 11 procedimiento exacto para esta pnwba 110 está d1spouible, pero Dm biu 
y \Vatson han obt.<•11i(lo límites infPrior y superior d¡, y du tal que un valor 
de D ftwra de (~-;tos limiic~c, conduce a una decisión <fofiuitiva. La regla de 
d(x·isirín p,1.rn esta prncba (entn, las hip(Jt,¡~,-;is (3.2)) es: 

Si D > du, inclinarse a. aceptar Ho. 

Si D < d1,, indinarse a aceptar H¡. 
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Valores pequeños de D conducen a la conclusión de que p > O porque 
d error adyacente de Et y Et-l tiende a ser de la misma magnitud cuando 
ellos son positivamente autocorrelacionados por lo tanto, la diferencia en los 
residuales, et - et-i, tendería a ser pequeña cuando p > O, conduciendo a 
1m mmwrndor pC'qnr:ño 0n D y por lo tanto a un P~tadístico ele prudm D 
I){'(llleiío. 

3.3 Influencia de las observaciones. 

En ocasiones, hay observacione.,s que influyen de manera importante en el 
ajuste del modelo, por lo que es necesario identificarlas y determinar s1 deben 
o no permanecer en el modelo, para conocer la magnitud de tal influencia se 
utilizan las siguientes estadísticas: el levcrage del i-ésirno caso, los resrduaks 
cstudentizados y las distancias de Cook. 

El leverage o potencia del i-ésimo ca50 u observación esté dado por 

( ' ) -1 ' h11=;f.1 XX ;r_,, i = 1, .... n (3.3) 

donde ;r1 es el i-P...simo renglón de la matriz de datos X, entonces 3.3 indica 
el efecto de la i-ésima observación en la regresión, i. e., indica si los valores 
ele L para la i-ésima observación son muy alejados porque puede mostrarse 
que ha es una medida de la distancia e:itre los valore.'3 de 2;;_1 para la i-ésima 
observación y la media de los valores de 2:, (Neter [11], pag. 395), para todos 
los n casos. Esto es, un valor grande de h" indica que el z-ésimo caso f'8 

distante del centro de todas las observaciones 
Un valor de hu es usualmente considerado grande si es más de dos veces 

- p 
d valor de la media de los leverages, denotado por h = - . 

n 
2p . 

Los valores dd leveragc mayores que - son cons1dcrados por esta regla 
n 

como casos extremos. 
Los residuales estudentizados se encuentran definidos por: 

e, 
rti = ~=== 

s~ 
i = 1,. . n 

si el modelo es correcto, los valores de esta estadística deben presentar una 
distribución t con n -p grados de libertad, si esta cantidad e.s grande (mayor 
en valor absoluto que 2) para la i-ésima observación, entoncf'As se investiga. 
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Niit.n· J,os n•sidm1.l<'s ,•sl,;lwfarizados .v l<m <'Sl.11do11t,í✓,;lllos s1m 1lif<'rnitl's 

entro sf, pues tiencu distinta distribución e ü1terpretació11. 
1111" ('st11<lú,tl('<1 qne mide d impacto combinado de b i-6sirn;i ohsnvH

ci(m sobre todos los coeficientes de regresión estimados son las Distancia..<, 
d(' Cook D, (Nctcir, [11], pag 103). Esta medida e}i deriva.da del co11ce1}
to de una región de confianza para todos los p coeficientes de regresión ¡Jk 
CJ, = O, 1, .. , ¡;- 1) !--iHmlbín0arncntc Puede rnostrarsc (Montgomery, \8] ) 
que el límite de esta región de confüu17;a J>ara d modelo linc,ü y errores con 
díst \ ihudón nmm,tl, ('SU, dado pm: 

/A \
1 

fA ) 

\ (J -(]) (X'X) \ (J -(] 

¡;s·1. 
_ pl-n 
- (r,,11-p) 

Como se menciona en Montgomcry [8] (pag. 163), "es conveniente consi
ckrnr 1a ubicación del punto y 1a variable de respuesta al mr<lir la influencia" 
de la • ..; observaciones, rn-;í, de la cxpn~ión anterior se originan las Distancias de 
Cook, otra estadística de suma importancia, además de las dos mencionadas 
p1l'vi,1mct1h\ es ck,finida por: 

( A ')' (' A) {i(,) - {i (X'X) {i(,I - {i 
D1 = 2 ps 

í=l, ... ,11 

Pn do11c1<, se sugiere nna medida del cuadrado de la distancia cut.re los csti
mndorc:s Mínimo Cuadradt>R (Montgomery [8], pag;. 1G3) tonu\Hdo en cuenta. 

A 

todas las observaciones f!., y los estimadores que se obtienen al no considerar 
A 

la i-(,sirna observación f!.(il' e indica que par;J. los casos en los que su valor es 

gn1t1d(; al ser eliminados, halm'i cambios :-inbstancialcs Pll d arnílisis. 
Si ocurre que Fc!,n-¡,) :::.: 1, entonces para valores D, > 1 se considcrn 

dirhn obs('J v;H:i(m c·omo i11fl11y<•nt.t' ('ll d ;ljuste di'\ modelo. 
Para. calcular D, es posihlc utilizar la siguiente cxprc•Bión en forma alter-

1mt iva (Mont¡?;nmrry, [8])· 

rt2 * h D = ' 11 

' ¡,(1-h,,)' 
í = 1, .. . ,n 

donde D1 es el producto del cuadrado del i-ésimo residual c..c;tndcntizado y una 
f11nci(íll rno11óLonn (l<! hw Por lo tanto un vn.lor gramlc: d<' D1 , J)Ht'd(• dd>t:r:-,p 
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11 nn valor ~rand<' <k í\, el(' h1n o a ambos; es por pJlo que parn dcctuar nn 
análisis completo es necesario considerar las cst.adfsticas Dn e, y h., en forma 
conjtmta1 parn crufa caso. 

Al <kcidir dinllnar una oh~<'rv,1c1(m por tem•r fo\.a nna. inihwnda im
porl mite c011 w-;pcd.o a la.-; dem;í.-;, se modificarán los datos dd rno<ldo, y 

A 

('"to cldenninará una nueva estimación de los parámetros {3, p;1ra obt.{mer su 

célculc\ se recurre a la actualización de la descomposiciórl Q R de la matriz 
X d(,] 111ocklo ori¡~innl, ad1rn\ir,nc·i(m qrn• t'S disn1t.idn ('!l la S<'ccic'l!l A.2. 

Ejemplo 3.3.1 En el EJcmplo 2.1.1, se twnc que para la observación 14: 

(' 11 = -1G.9G4iJ, h11,11 = .06875, .s = 111.29357 

-HUJG1.'.'1 ,.¡" = :c:-==:---ce'=S'"S'= = -1 70781 
10.29357 * vi - .OG875 

' _ (-1.71)781) *.0687f> _ ,, . 
D11 - 4 * (1 - .06875) - .lb.l83 

En este caso, la observación no influye mucho en el ajuste del modelo 
1n10sto qrn' rt 11 C'B rdativmrn~ntn un valor aceptable, así corno h 11,11 que está 
umy por debajo <lcl valor d<: ~ = . GGGG7 y D11 re::.ulta ser un valor relativa
mente pcqueiío, por lo cual se concluye que ésta observación no es influyente 
<'11 el cálculo do los parámetros del modelo. 

En la. siguiente seccíón se presentan diferente.e; criterios para llegar al mejor 
subconjnnto de n•grcson'B que intervienen en el modelo. 

3.4 Selección de variables. 

Exis!C'n prin<'ipa.lnH'IÜ,c dos motivos por los qnc se efectúa. una, sr:kc('i(m d<~ 

variabh-s solnc 1111 modelo de n:grc.sión lineal. El primero es la sospecha de 
que existe colinealidad en el modelo y el segundo es el deseo del investigador 
<le ckt.<'rminar d rníni1110 mí11H'JC> <IP Jt'.l',n'sorcs q11P c•xpliqlH'il a ln vnrinllil' 1\P 

\('S\)l!<'Z'>f.ll ?J 
Aderm'is de las dos razones rncncionadns de una. manera i11formal, 

:Vfont.gom<)ry [8] sugiere que para tornar la. decisión de cfoct.uar una. selpc
rn'm dci la.-; vmiahles dd rnoddo se consideren las siguieut.l:s pn)guntn.s. 
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J. ¡,Es iazonabk la ecrntci(m (Jlle wprc)S()Ut.a d modelo? (i. P. ¡,los rng,rn-

sores considerados en el modelo tienen sentido con el problema?). 

:3. ¿Las f-(s (-st.inmdas presentan valores rn.zonahks'! (i. ('. ¿,sus sig,uos 
y magnitudes son arnptahlcs y sus error('$ estándar son rC'lativ<'lmrntc 
[l<'([!l1'i'lm?). 

;J. ;.Son sat isfad orios los díag,nóst.icos usu:iles parn V<)rificar lo adec1Iado 
d,•l modelo? (U1m prttdm ('S In validacióu del woddo l!H'<bant.e una 
prueba de hipótesis). 

Al Plimiwn o ag,re¡;m una variable :il mo<ldn migiunl 1Talme11t.e se 1,c;\.í 
modifü:m1do el modelo Existen varios métodos planteados para la rPdn{'(:ión 

dd morlelo, que m1 su mayoría no con<lnC()ll al mismo modelo rPdncido, por 
lo qne no se puede conrluir cuál de ellos es "el mejor", queda a consideración 
dd anali::,ta d th:idir cuül de los rno<lelos reducidos es el que mil<; s-e adecua 
a In n'nlidad A co111.í1maci6n SP describen algnnos ele f'St.os m(•todos· 

3.4.1 Método Forward. 

CDl!lo se lJICHCiouó uuteriormcnt.c existen distintos müt.oclos que [)(:nnitt:11 In 
obtC'nci<m de nn rnoddo rC'ducido. Los p;isos de este método son los signien-
1 PS. 

l. Comienza sHponicmdo rpH1 no lwy n•grcson's ()11 d moc[p]o 1mís qtH' la 
iut C'U'('IJ('Üín (/10) 

2 S() calculan los rndicicntrn de corrdad(m entre los regri'SOH's (:t,) y la 
v,H ialik d,~ 1Tsp111•;,l;1 (y). d:idus pllr !,i sig1lÍ('ll11~ ('XJH(•si(H1 

SCT- SCE (i:,) 
SCT 

t= 1, ... ,p-1 (34) 

domle SCE (:e,) ('S la SHma de Cnadtados de los E1rorPs para r•l moddo 
reducirlo 

y=/\+ /3,x, 

El que tenga la mayor corrclaciün en valor absoluto -supongamos 2:" -

('S candidato a forrnar parte del modelo redncido. Se pncde tomar la 
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mifnna decisíón usando ]r.,,,;] o r;,,,· Se plnnt.Pa d jnPgn rl<' }Jip6tesis 
¡;ignient.e. 

Ha: /3,, = O v.,. H1 : /3,, ::f:. O 

Se rnlcula el estadístíco de prueha Fi dado por: 

(n - 2) r 2 
F - "'•,11 
1-

1 - r;. ,1 •t• 

(3.5) 

y se compara con el cnant.il Fct:'_21 al nivel do significaucia r~. Si 
Fi > F/1,:~z¡ se rcdm,m la. hípú\.t~is I[ll y el re¡1,n,,.;m ('lq>,ido !-;(' qm~dn 
('ll el modelo (i c. x,, ahora es parte de! modelo). 

(n - 2)r;," . 
,7\fota: Como F1 = F (r.,, ,,) , donde F (r., v) = 2 ' t'S<T<'Cl<'ll-

1 ' 1 1- r 
~ll 'f/ 

te parar > O, se sígne que F1 es máxima para x,1 silr .,, 1 ,1\ <'S n11í.xima 

3. Se calculan los copficfontcs do corrda.ci<ln pardal entre los rcgrcsorC's 
rclitautes y la variable de rns¡nwsta, dado que el i 1-6simo 1cgrrnor está 
on !:l mocldo, la c>xpr<','iión de estos S(J da a cont.í1111a.c:i611: 

r = J 1'21J I¡l 

SCE (x, 1 ) - SCE (x,,, x,2 ) 

SCE(:r,,) 
(ali) 

El rcgresor con la mayor correlación en valor absoluto f'S candidato a 
(•nt.rnr. Se plantea el signient.e juego de hiplStesiR: 

H1 : f-J,2 # ü 

Sci c·alc11la d rntadfstico rl<i pnwlm F2 , dado por: 

(:J 7) 

-· .... c·c¡·-··1··-·· ('() .. e' ('U'tll.1.~l :r..,,l-o S1" '/ > l7 .. ,l-n '--'(' [(•(·'11·1•,.t r'1' y(•'¡ y "" w¡ ,u,• . u i • < \,l! 1 (l,n-3)' 1 2 (1.n-.\) ", •, • ''' O. , 

f.iguiem.c rr'grrsor se queda cm el moclr.Jo. 
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'1. S(' n'nliza mu:vnm<'ntc P1 pnso 2, ajnstnrnlo bs ('Stfü\fsticns cb<hs por 
(3.G) y (3.7) para este paso. 

Este procedimiento termina cuando la estadística Fk no exceclH Rl cuantil 
1\\~~'--(~+I))' quedando en el modelo k - 1 rcgresores. 

En general, las correlaciones pardales al cuadrado cf>tAn dadns por: 

8CE (:r¡, :r:2, ... , :r:k) - SCE (:c1,:.1:2, X:¡, ... , ;1:¡. + 1) 

SCE (:i;¡, ;i:2, .. · 1 :i:k) 
(:l.8) 

donde SCE(.r 1,:i:2, .. ,xk) es la Suma de Cuadrados de los Errores del mo
delo ajustado 

Y= /l0 + /l1.r. 1 + /l2x2 + · · · + /Jkxk 

y en forma análoga SCE(x1,x2,x3, ... ,Xk+i) es la Suma de Cuadrados <le 
los Erron'8 dd modelo ajustarlo 

y la expresión dada por :3.8 se k:erfa, la corrdación pardal rntrn xH 1 y y, 
d,ulo que los regrcson\s x 1, x2, ... , Xk esUi.11 en el modelo. 

El estadístico Fk He calcularía de la siguiente manera: 

y el cnantil con el que se tendría que comparnr es: F(\::-(1..+2)), donde k + 1 
:-;()lo nos indica Pl pas() PH d que estamos, que S(~tfa el (k + 2)-(:simo p;_1.-;o. 

3.4.2 Método Backward. 

EHt<' mótodo funciona Pn forma inversa qm' Pl Método Forward, y <'..."' igual 
(\(' pfpi·livo pma la difícil ta.tP<t üe (',.c;\·og1'r "el mt'.\m" moddo icd,i('id(). L(ls 
pH.-.;(lS de {':-,te mdodo :-,(: d<':-,nilH'rt a< 0111 i1111aci()li 

1. Se inicia el análisis considerando todos los regresares en el modelo 

2. Se raknlan la.<.; Psta<lfr;ticas F pardakB para cada uno de los n:grc:son:s 
considm ados en el modelo, dad;1s por: 
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F 
se fl (x,/x¡, · · ·, X,-1, X,+1, · · · 1 x,,_i) 

11
~l'SCE(:t 1, · · - :rp_¡) 

SCE (x1, · · ·, x,-1 1 :ri+r, -· ·, X¡,-1) - SCE (xi,···, Xp-I 

11 ~
1
/iC E (x1, · · · x,, __ ¡) 

3.9) 

El valor 111/ls p<'cpH'Üo de c~t ns Pst;ulísticas índica nrnl rt'g1 mor C!S can
didato a sahr del modelo, comparándose con el cuantil 1'(\~,:'-,,¡· Si 

F < F(1
1
-" , d n,sp(:c:t.ivo n'grcsor sale dd modelo. 
,r,·-J'J -

3. Se calculan nucv,1mcnto las estadísticas F parcialf'B da.das por (3.9), 
para cada 11110 de los rPgresorr·s q,m quedaron en el modelo. El valor 
más pcqucüo es comparado nuevamente ahora con el ('lmnt.il F/1~'.~-(r,- J)}. 

Si F < F/1:.~-(r,-lJ) f'l n~gre:cmr sa.k dd mod.do. 

Este procedimiento termina cuando 18, estadística F excede al cuantil 

f(\~;'...(p-k.+ l)) quedando en el modelo p - k regrcsorcs. 
Nota: El criterio pfl.rn adfr:iomir o borrar un regresar es cq1úvalrntc al 

usar el coeficiente de correhu:i611 parcin/ o fa cstn.di<,tica J,' ¡m1ci11J, sálo n<; 
m'<"('s;iri(J C()IJOCl'l lns l'<JlÚVill<'IU'Íns. 

3.4.3 Estadística C¡, de Mallows. 

()!tcJ m{;to(l<> 110 menos i1np<Hta11te <Jll(' los n11t.mi01(:S ('S COJl()('i<l<l COJJH> b 

es\adística Cl' üc Mdlows, la cual tiene ¡::;u origen en el siguiente criterio: 

Deducción de la Estadísticn C¡, de Mallows. 

Estr: criterio de 8clcccióu de variables fue propuP~c;to por Colin iVfallows 
(1Vlontgomcry, l81) y está relacionado directamente con el Error Cuadrático 
ivl<,clio ( EC M) ele un valor fijo. Esta estadística se utiliza para determinar 
un suhconjunto de regr('Sores ''- nsax <'H ,m moddo de~ re~rn.<-;i(Íu linc,al, qtw 
1m<•dm1 explicar de manera. confiable a In. variable de n•spw:sb 1¡. 

El planteamiento inicial consiste en lo siguiente: 
Se tiPnen dos modplos de regresión; uno con k-rcgresorpAc; de Pstudio que 

se define como Modelo Lineal General (M LG) y otro con un subconjunto de 
('st.os k-n:grf'~'-iores, digamos p-n'gresores, al que s(: definirá ivioddo Lirn:;ll 
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H1,rhwido (MLI?), y la ('s!adística C\ d<' Ivfollows S(~ vak de la c01upa1cwir'ln 

dt> la Suma de Cua<lrndos de los Errores (SC E) de ambos mo<ldof:i. 
Para Pncontrar esta C'A"tadístrca se asume que el modC'lo completo ( con 

k-rC'grcsorcs) es d moddo correcto, esto implica que será insr'sgado cm Rus 
estimaciones , esto es E (u) = H._*, mientras que el modelo reducido con (~l 
suhcon,iunto de lrn rngresorcs (p-regresores) será sesgado en su estimación, 

t\sl.o es, E (u) -¡. 'fl" donde el subíndice s indica que se f:SLi mrmcjamlo Pl 

Ill<J<l<•lo c:cln ¡;-n\gres<m\s. 
Como Pstc cstadfatico se deriva del ECM de un valor fijo, se eu1pc7,ará 

a t.rabajar directamente con ósto: hay que ver cntorn:CT. el ECl\1 para la.e.; 
observaciones, dndo por: 

ECM (v,_) 

t, t, 

E [ (0,, _¡,; (y,)) 
2

] 

[i, (11,) - R (t) r + Var (i1,_) 

[s,•sqn (0,,) r + Var (t) (:l.10) 

donde Y, = X.~ /J ('S p] modc,Jo ('OJl p---wµ,n'SOll'S, (sP !orna E (y,) JH!<'S d 
valor v;rdadero CS'Jesconocido). 

El Sesgo al Cuadrado Total para Pstos p-r0gresorr$ se obtiene con la 
siglÜentc expresión: 

" '.1 ¡¡ '.1 

SS/J(p) =¿[E (y,) - E (0,,)] = ¿ [srsgn (it)] 
1=1 i=l 

(:l.11) 

A pm tir de !ns exprn.<-;iones dadas <)11 (3.10) y (:t 11 L d Error Cundnít.ico 
Nkdio Total Estandari?.adn sP define <k la siguiente rnaiH'ra: 

r,, 
1 n /\ ,,, L ECM (!! .. ) 

' \ 

1 ,, [ , l ,,, L (E(!!,)-E (ft)) + Var (v,,) 
,=- 1 

:, (ssn (¡,) + t Var (t)) (:l 12) 
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L:i t·xpresi<'m dada Pn (:tl2) e::,:; difícil de intcrprc:ta.r por lo qll<'. si se 
r('alt'l,<Hl unos cuantos c{llculos (v{,asP Ilyan, (131) 1 se pued<'ll vc)rificar las 
signi(•ntrn it-,rtrn ldadcs: 

" L Var (t) = ¡,rr2 y E [SCE (p)] = SSB (p) + (n - p) rr2 (:l 13) 

' 1 

donde SC R (p) PS la Suma de Cuadrados de los Erron\c; para el moddo con 
p-n!g1cson'.s, por lo que tenemos cpw (3.12), utilizando las igualdades de 
(:11:~), se: t.ranforma C'n: 

r,, = ~ {le [SCF (p)] - (n - p) rr2 + ¡m2
} 

rr 

- ~ {F[SCE(¡,)]-M2 +2¡,rr 2
} 

rr 

Por lo tanto se tiene que d Error C1wdrático fvicdio Total Est.andmi7,nclo 
<'st ú determinado por: 

r E[SCE(p)] 
¡,= 2 -n+2rJ 

rr 
(:U1) 

C01110 se desconocell los valon•s de E lSC E (p)] y a·1 , se toman lo:,:; <'SLiuia
dorcs do cada uno de ellos que SC'rfan SCE (p) y s2 , donde s2 es la estimación 
insesgada de a 2 para el Modelo Lineal General (con los k-rcgresorcs). Un 
Pstimndor entonces, para la rxprrsión (3.14) es: 

' A SCE (p) 
C11 =f¡,= 

2 
- n + 2p 

8 
(3.15) 

\l1w V<'Z ol:,t('lli<l(l Pi c{1k11\n (k \'Sta 1'Sl.at\btica.1lara. lo:-i nH,(k\11s ll',(lrn·i1ll1s, 
S(' pn'sont.a la incógnita de cómo saber cuál subconjunto de r<'gresorcs es el 
JJH~jrn. Parn C'st.o tíallowfi proporw PI siguiente criterio. 

Criterio de Selección. 

El criterio propuPsto por Mallows consiste en la construcción d<! la grüiica 
C1, = p para mda ecuación de la regresión 

Aquellos modelos con sesgo pequeño tendrán valores Cp cercanos a la 
linra. CT' = p, mientra.e; que los modelos con grandes sesgos tendrán diftandas 
h•jmms a la grMica.. 
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Cp Estadística Cp de Mallo'W'S. 

' 1 

1 
1 

1 

•o 

p 
1 2 3 4 

Fignrn-:3.5: Awllisis GnífiC'O dci la Estaclfst.ica C11 rfo Mallows 

Si se conHicfora la gnífirn 3.5, el modelo da.do m1 A c>s el c¡m' tiPne mcmor 
número de regresores, pero debe considerarse que t'Ste modelo tiene m1 sesgo 
mucho mayor que el dado por C, ya que tiene el valor de Cr, más cercano 
a la línea.; C'St.c ca.<so tiene más regresores en el modelo lineal reducido pero 
C\'i d que prnHenta el menor Error Cuadrático Medio Total, esto es, tiene un 
mm10r HeHgo, por lo c¡1m CH pn{('ri\¡[p íuc-linarHc a rnc-ogcr d modelo dado Pn 
(; antc'S qne cualqnir otro. 

En el siguiente ejemplo se presenta una selección de variabl!'s aplícando 
los t.n•H mN,odoH previamt•nte presPntadoH. 
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Ejemplo 3,4.1 Para el Ejcmvlo 2.1.1, se faenen los sigmenfrs rrsultados, 
que se 11.tilizarán para hacer una selección de variables: 

• Método Forward. 

Sumas de Cuadrados. 

SCE(x1) 

SCE (x2) 

SCE(T~) 

SCE (xi,x2) 

SCE (x1,x3) 

SCE(x2,:r:3) 

= 2466.781 

= 4024.559 

= 4012.604 

= 2063.998 

= 2084.48 

= :i111.s:rn 
SCE(x1,x2,x:i) = 2013.195 

SCT = 6145.217 

s2 = 105.957624 

- Paso O: Se supone que la intercepción (,80) , es la 1íním en el 
moddo, i. c., d modelo 1rdm·uio r•;;; 

11 = f3o 

- Paso 1: Se calcu.lan las correlaciones mtre regresores y 1,ariable 
dc¡1emlierite, con la e:r,¡n-esión dada ¡¡or (:f4} en fo ¡¡á_qm.a 58. 

Correlaciones entre x, V s. 11 

r2 = 1-~ = ,5[1858 
J"HI (,l4f, 21 i 

7"2 1-~ = ,J,1509 
r.J.1} ¡¡¡4:; 217 

r2 = 1 1012 604 3470.3 ;J";rt/ - 6l4irm 

Ln vri11.allfo r:on nwyor r:01rnl1U:zón r:s x 1, lri cu.al r:;; mndidcitn a 
fomuw ¡iarlc: del modelo ffd1tculo. Calc11,lando el c.~l1uU~tico de 
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¡wneba dndo por (3.5) rm fo J)(Ígm.a 59, se tiene: 

r = (23 - 2) * .59858 = 31. 3J.1 
1 1- .59858 

Com:parando este valor con el estadístico de la di.~tríbuci6ri F con 
n = .05, se tícnc F(r:ii¡ = 4.32 < Fj, por lo que se p1t.ede wncluir 
que la var.rible x1 se integra al modelo de rngresión. Ahora el 
111rnll'lo 11'/hwulo ,·.~· 

- Paso 2. Se calculan ahora las correlaciones po:rciales entre x2, 

x3 y ln mrinble de rr..~pursta. dado q1w :t1 rsf.á en el m.odr·lo. S(i 
11.tiliza la r•:qm·si<ín dtufo po1 (:l. ú) en In ¡uígma 59: 

Correlaciones entre x 2 y x3 Vs. y dado x 1• 

2 
r:¡;2y,:n 

= 1 _ 2063 998 
2466 781 

= 1 2084~8 = 
- 2466.781 

.16328 

.15498 

Ahom :r,2 c8 r:andulato a Jonrwr 1)(t1tc del modelo 1e1facido ¡ntc.'/ e,q 
quien tiene mayor correlación pan:ial, se calcula la estadística F 
dada por (1. 7), página 59. 

F• = (23 - 3) * ( 16328) = :J 9029 
2 1- 16328 . 

Rl ruantil para esta prnrba r.s F¡~1oi = 4.35 > F;, lo cwil mdi
m que el rcgn:sor x2 ya no c:s significativo en la e:¡;plicacíón de 
la variable de respuesta, por· lo que el "mejor" rnoddo reducido 
obtrnido con este método .,cría: 

• Mfdodo JJad.wmri. 

Paso O: Inicia suponiendo qm, todos los regresares son parle del 
modt'lo. 1 r' .. s1· lir·ur· f'l modt'lo linml yrw·rnl, que 1'11 ,•sfr: tr1.,o 
sería: 
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- l'r1w 1. 81· mlrulm1. las ,·Hladfs/.irn.~ F ¡ui1,·iall's pa.rn rnrfo n110 rfr• 
los rt'_gresores incluidos en r.l modelo con la c:r,presión dad<i por 
{.'UJ) en la página 61: 

Estadísticas F-parciales para x1, x2 y x3 . 

F,,, 3í71 836-2013 195 = 16. 598 rum 
2J-4 

]·~, 
20H11K-20l:l ! 1l'í 

l~lU liFi = .672i7 
2 ~-4 

]·~-. 
2011:1 ~!)8-20 1 :i ]!)', 

2dl1 i% = . 47!H7 
2'-1:-4 

El n'.qrcwn· X:¡ rs r.l que ti,mw la estadística F -pardal 1116.s p<•qne1Ia 
entonce.~, este re,qrc.8or es candidato a snlir del rnod.rlo. El cuantil 
para esta prueba es F(f~9) = 4.38 > F.,3, por !o que el regresar x3 

es sacado del modelo. Ahora el modelo de re_gresi6n lineal rnducido 

11 = //0 t /i1:i: 1 + /i2:1:2 

Paso 2: Se recalculan las F-¡mrcialcs ¡iara las variables q1.e qu.e
darnn en el modelo, dado que x3 está fnem del modelo: 

F,., = 4021 t~,i,w:3 998 = 18 !Jns 
~-

2.100 ~~/,-,,ri?R3 9~s = 3_ 0029 
-2-¡:-¡--

El rcqm~or x2 es el que tiene la ('.~tadf..~tim F-¡mrd.r1.l 111.ás pr.q1wiia, 
]HW lo qnc es posiblf' mndulato 1L salfr del mocfolo. El rn.nntil ¡mm 
r.sfo prneba es F(i;20) = 4.35 > F~2 , ¡¡orlo que se toma. la de.cisión 
de Hacar a x2 del modelo. Ahora d modelo d(' rcgm,i6r1 lineal 
r('(lu.r:ido c8: 
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- Paso S: Se calodan 11uevamcnfr las rstadi8t.u-as F-parrialr.~ con 
úmcamentc x1 en el modelo: 

Estadisticas F-parciales 7mm x1. 

GH,, 217-2155 781 
2.-tGG 78 i 

·n-2 
= 31. 315 

El f'Sl.adí.~tu·o parn esta prueba es F(nl) = 4.32 < F,.,, por lo que 
el regresar x1 pennancce rn el modelo. Quedando corno el "mejor" 
modelo reducido con este método: 

En c8tc mso los dw; m.aodos antcnon:.~ dr:jamn d m.isnw modelo li
nc<Ll 1-crhctdo, pero cmno se mencionó anteríormr,ntc, esto no swrnprc 
0!'1tnc además, S<' 1mcdí'. llcgm· a la c011.dusüín de que ni11gu11a vano.1,lc 
queda dentro del modelo de regresión, i. c., nmgmio de los regrcsorcs 
es significativo en la e-r:plzco.ción de la variable de respuesta. 

• Estadística Cp de Mallow.s. 

Esto estadística sr muestra en la e1:presi6n (3.15) en la pá_qina 68. 

Variables Expresión Cp p 

X¡ 
2466.781 2 9 +2* --3 
105.9576 

4.28()8 2 

4024.559 
18.983 X2 +2*2-23 2 

105.9576 

4012.604 
18.87 X;¡ + 2 *2-23 2 

105 !.J576 

2063.998 
.T.¡, X2 

105.9576 
+2*3-23 2. 47% 3 

:i:1 ':r;¡ 208,1,18 + 2 t :i - 2:\ 
105.9576 

2 (i728 :i 

:r2 , :1:;, 
3771.836 '3 2:1 +2*- - . 
10,'i %76 

18.598 :t 

:r.¡' 1:2, :i::, 
2013.195 * 4 _ '.2:3 
lílHJ:í7fi + z 4.0 4 
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Cmno dice Mallows <'TI su anúlzs1,s de ésfo csladlstu:a, aquello,,; rcg1c

sores en los cuales se cumpla que Cp ~ p, estarán proporcionando el 
"mrjor" modelo lineal reducido De la tabla anterior se ticrw qu.e pam 
d <'aso <'n que los hrs rrgrcsorr,s rstán ú1,cluulos C1 = 4.0. p<'m ('.~'te caso 
110 intrrc.rn, urnndo se considrrn.11 los rcgrrsores x 1 , x3 y la ordenada al 
origen (/10) se twne que C3 = 2. 6728 ~ 3, por lo q11,e se puede conclmr 
que el modelo que pmporr;wna nn menor E7íor Cuadrático A{rdio Total 
l'n las ol1s1Tl!W'?01/,('S y, es. 

E11 (Wilsiorn's la sc-kcción d(' vm i;iJ¡!()S es rmnplicada <iqH'wli1'1Hl<l ck In.e; 
relaciones lineales que guarden los rcgresores (x1 ) entre sf, esto f'B, la. prc
sc'ncrn de colin('-alidad en los regr('-sorcs (véase sección 2.8), la cnal produce 
S()llSJ\iilidad en las cst.imal'ioues y como c011secm'ncia la toma ele dc-cisione.'-l 
c•rróneas, es por ello que se recomienda el hacer uso de variofi métodos de 
::-dPcci<ín de variables ele tal manera qne se obt0nga uno de los "mC'jores" 
m<HiPlos iiueales rPduciclos. 
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Capítulo 4 

Análisis de Regresión Lineal vía 
la descomposición QR. 

Introducción. 

En este capítulo se presenta1 desde el punto de vista del Análisis Numérico, 
dm10 sP ohti0n0 la estimación <k los parámetros del modelo liiwal 

(O) 

{:on los supuestos básicos de que X E lRrtx¡'i n > p1 X ele rango máximo y el 
v('ctor de errores g;_ con media Q y matriz de varianza-covarianza a 2 I. 

La herramienta h,í.sica para el citlculo de la:-, ('s!i1naci01ies Gnuss-Markov, ,, 
f3 para /3 y s2 para a 2 , es la descomposición QR de la matri7, de datos 
X, ésta -descomposición también permite calcular el vector de residuales 

!'. ( = y_ - X ~) y sn corn~spo11di(\lltP ma.triz de varianza.e; y covarinnza ... c; 

a'2 (X1X)- 1 ló s2 (X1X)- 1
], entre otrns estadísticas. En base a estos cálcu

los Sl\ llPv<m a cabo otros 1rn'is que permiten el análisis esl.adíst.ico dt•l modelo 
y d(' los <bt o-;, mediante pruebas de! hip6t<'sis y p;nHicas. 
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4.1 Cálculo de los estimadores de los paráme
tros {31 s mediante las ecuaciones norma
les. 

A 

Para llegar a la obtención de la estimación /3 de mínimos cuadrados para /3 en 
l'i modelo lineal dado por ( 4.1 ), es IHX.,'(,'S/tr'G resolver el .siguiente problctlla.: 

M_ín 1111- X Q11: 
Q 

c's decir, minimizar la suma de cuadrados de los crror0B. Ahora como: 

ll11 - X Q11: = (11 - X Q)' (11 - X Q) 
y_'y_ -y_' X Q - (J_' X'y_+ [!_'- X'-X Q 
J!.'l!. - 211' X Q + f!_' X' X Q 

En la pcígina 7 se calculó el punto crítico para esta cxprnsi<m, llegando ;1 

qH(' <'l mínimo S(' ('l\Ctient.rn ron In H\solu('i(m dd sistC'ma liw~al alg<'bniico 

conocido como Ecuaciones Normn.lcs. 
" 

(4.2) 

El cálculo ele f3 mediante la solución dd sistema de las ecuaciones normales 
( 4.2) con ayuda de una computadora no es recomendable, ya que implica el 
C'ilkulo pn~vio de la matriz Xt X 1 lo cual a parte de ser costoso, puede resultar 
i11<·0I1V()llie11te, J>IWS bic'.ll X' X (sic)rnlo X E innxp, 71 > JJ, <k rango máximo) 
puede rc:,ultar 1mmóricament.e mal-condicionada o singular. 

Ejemplo 4.1.1 Sea u < € < .Jü, donde u es la unidad de redondeo de la 
mmpu tadora en que se efectúan lo.'l rálculos. 

Sr ¡ni ed1: 11f'njif'nr rp1,c: 

X= [ ~ 
11 
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IH·w· rn:nqo rnfi:r:nno (ya q1w JI (I + E) f:. 1) Y que 

es smqnlar r-n la comp11tadom1 pur,s fl (l.+ 62) = l. 

Dado qne la matrii X I X e~ simétrica y definida positiva, se empica un 
u1{,todo altcrnnt.ivo pa.rn la rcsolnci(m del sistema de ecua.cione,.., (algdmíicas) 
dado por ( 4.2), que debido a sus proJli('dades de estabilidad nmnfaica y ele 
crnuomfa e11 cuanto a requerimientos <le memoria y de cantidad de cómputo 
1T:-.11lta una lrnena llC'rramient.a, este es el mótodo de Cholcsky. Así, hnjo 
1•l s11pu('st.o de~ qn<' X E !l~nx¡\ 11 2: JJ, t.icnc rnugo nuíximo, :-.e\ tiene que 
X 1 X <:s Rimét.rica y definida positiva. Por ello, el método ideal para resolver 
umnúricarneutc las ecuaciones normales (4.2) es el méto<lo <le Cholesky, d 
('ll,ll ('()I\SiSÜ) ('11 halhr la d('S('.()tnposici(m dt) Choksky dí• X 1 X, l. c. 

X'X ~ R'R 

siPndo R una matriz triangular superior, de rango p, con diagonal positiva. 
La rc•...._c;oh1ci6n numérica de la..,;; ecuaciones normales (4.2), con base en esta 

d<:sc01nposición1 se reduce a resolvc:r dos sistemas de ecuaciones trian~1lares: 

y 

El Análisis de Error Retrospectivo para el método de Cholesky, indica 
q1w: 

<'. nL,, (X'X) u+ O (u') ( 4.3) 

A• A 
<'11 donde /J e,-: la solución nmn{'rica y f3 es la solución exacta de las C'cnaciom\c; 
11ormni<'s (4.2), n PS la unidn.d ch~ 1t'tlz;-rnkt\ y 

(4 4) 

f'S el número de condición de Xt X. ,. 
Por lo qtw, la. t'.xnctitud de la solución ,,,,,,,r,ri,'ll ,1,, {!_ de !rn, ccna.cio

IlC'A'> normales (4.2) está fundamentalmente determinada por el número de 
condición K-2 (Xt X) . 
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4.1.1 Inversa generalizada de Moore-Penrose. 

La Inversa Gcnrrnli7,ada de Moorn-Pcnrosc x+ de X, es dPfini<la como la. 
solución 1cspcclo <le Y E rr~¡,xn del i:;istcma <le ccuacioucs matriciales: 

l. XYX=X, 

2. YXY =Y, 

:l. (XY)' = XY. 

~ (YX)' =YX. 

Eu efecto, se demuestra que este sistema matricütl, llamado de Moorc
P('nrosc, til~nc nna úniea solución. 

Para el caso de matnces rectangulares, el concepto <le número de condi
ci(m se extiende corno signe: 

Dada X E a~nx¡J por el número de condición Kz (X) se ent.ic'IHlc 

K,2 (X)= 11x11 2 ¡¡x+¡¡, 
Para la situación ha.jo disc11si611 (X E ITT"x 11, n > p, rgo (X) = ¡¡), C'H 

rl11t 1do vrnificar q1m 

x+ = (X'xr' X'. 

4.1.2 Descomposición en valores singulares. 

La Dl'scomposición cu Valores Singulares (DVS) de X, rnnsist(1 en factorizarla 
como el siguiente producto de matrices: 

X= UEV' 

en clornle U E ]("xn .Y V E )R1'Y·J' son ortogonalPR, y 

cou 

ll diag (s1 , s,, ... , sp), 

.'iJ 2: S2 2: · · ~ S¡, 2: O. 
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En Golnb-Van Loa11 [•1] Sl' da llll<I d('HIOHtracic'ín ele• (j1H' ('SI.a nvs ele• 
X E \Rnxp {dada,), siempre existe. 

A pa1tir <k ('Sta 0('.-;composici(m ('S din1do y('rificar qrn• 

"' (X' X) = [K2 (X)]'. ( 4.5) 

De' ('Sta i.e;naldad y la rclarió11 dada por (4.3) SP sig;uC' que en una micro
computadora AT <le 32 bits con doble precisión (i. e. s, 10-16) si ,c2 (X)"' 108 

c)ntonccs carece de sentido rcsolvC'r In.s ecuaciones normales (1.2), pues de 
(4.3) se tiene que 

lle'-.éll 
1- -11, "' 1 

11~11, 
Aún a pesar de haber aplicado el método ideal para matrices simétricas 

y rlcfmida.s positivas, que es 01 m(:todo de Cholcsky. 
Luego, la resolución numénca de las ecuaciones normales ( 4.2) para. caku

A 

lar la estimación Gauss-Markov (!_para.(!_ (estimación bajo la ;:iplicacicíu del 
criterio de mínimos cuadrados) tiene dos serios inconvenientes: 

l. El dlrnlo pl('.Vio d<• ln 11rntri ✓• x 1x, cJ cunl rPqUit'n' ()(n¡i2) 'f\ops' 
(vóase Golnb-Van Loa.u, [4], para la definición de fiop); ade1rnís de que 
Xt X puede resultar nurnéricamPrit.e singular, a1íñci:rnndo X E m:nxp 

sea numéricamente de rango p. 

2. Si K2 (X) ~ ,fo, siendo u la unidad de redondeo de la Aritmética de 
Punto Flotante usada, entonces puede carecer de sentido la resolución 
numérica de las ecuaciones normales (4.2), aún cuando éstas sean re
snelt as por el mótodo de Cholesk:y. 

Una alternativa a la rPBoluci(m dd problema de Mínimos Cuadrados vía 
la wsoluci(m num(,rica de sus ccuacio11f'$ norma.les (4.2), está basa.da en la 
fodoriz,1ción ele la matriz X mediante d \~mplco de 1nat.ricc¡.,, Pkrncnt;\l(\"> de 
eliminación ortogonah~s. Esta alternativa, basada en la llamada de,s<·omJH)si
ci(m (JI? ele X, ;nín c11m1do rn 1m poco m;ís cara (eu C\Janto n rl'q1icrimic11tos 
de~ memoria y cantidad de cómputo numérico), no requiere del cálculo de 
X 1 X, y haj:> cit't La.-; c:oudiciouc~<; a-<liciouahc; (muy raxona.hlcs dcsdci p] punto 
dt' vista prüct.ico), sn ¡.;ens1hilidad m11nórwa queda ddcrminacla por ,-, 2 (X) 
en vez de K.¡ (X' X). 
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4.2 Descomposición QR de la matriz X. 

Pm a i11icia1 es\ e tema es IH'Ccsario tratar previamente el t<'ma de matrices 
ortogonales, ya r¡ue a partir de cierto tipo de estas matrices -conocidas como 
chi llouschol<lct-, la lllal.riz X se iedncc a una matriz triangular, lo cnal 
permite determinar los parámetros J3 de una manera relativamente fácil. 

Un11 matriz ortogoual(ortoBornni'i) es una rnat.ri:,: Q den x n que• satisfa<:c 
q11c Q1Q = Q(Jf = I, donde I Ps la identidad den x n, este tipo de matrices 
PS importante porque ptcscrva la norma euclidiana (o norma 2), ya que: 

A co11Liut1aci(m se revisan brevemente las reflexiones de Ilousd1older, cuya 
importancia radica en que facilitan la reducción de una mat.ri7, a una fonrrn 
t riongnlar s11pcrior. 

4.2.1 Reflexiones de Householder. 

Una rcttcxíón de Houscholder es una matri7, H de n x n que se define de la 
:-iig11icntc manera: 

mi uut 
H = I - 2= = I - 2~ 

:!!':!! \\:!!\\; 
( 4.6) 

donde 1f es un vector ele n x 1 distinto del vector cero Estas matrices son 
simétricas y ortogonales. Esta última característica se verifica a continua-
< irín: 

I 
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En part.icnlar se tiene qne: 

II = II' = u- 1 

J¡ct <:onst.rucdó11 el<' csta.s 1rwt.riccs pcnnit.e que tcl(l:ts la.e; c0111p<litentes de 
un vector -no nulo- al que se le aplique esta reflexión, sean cero a excepción 
dP la primff<L Esto S(' <'xplicn clmmnenh• C'll el siguienl,P: 

Lema 4.2.1 Do.do ;r_ E 3?11
, f. =J. Q ecistc H de Ilouscholdcr dcjinida por 

A . A 
1!.. = :.L + tY c1 , n = s1,g11 (x 1) ll.:f.11 2 tal que Il:f =-ne¡. 

Esto PS: 

[ -~· i H:¡;_= . 

o 
y debido a que las transformaciones ortogonales preservan la norma 2,. se 
tiene que ]a] = ]]:¡;_]] 2 • 

Nótese que <'l fÜgno de o: depende directamente del signo de x1 en el vector 
;!:, <•sto se hac<' por ra'l,OllC'S d(1 rnt.ahilidnd 1111111{'t'ic,1 (i. ('. S<' t.rnta d(: ('Vit<1r 
rnncdación nutnfaica). 

La.e; condiciones para la existencia d(' una. matriz ortogonal Q y una matriz 
R triangular superior, tal que X = QR, y la forma de cómo ohtener esta 
d('Srnmposici(m se pwsenbm en el signicnf.(•: 

Teorema 4.2.1 Dada X E m:nxp, n ~ 71, de rango p, CT-1,sfrn (¿ E i'Rnxn 

ortogonal y R E 3{Px,, triangular superwr tal qu.c 

Demostración : Escribn.:w la rnnlrn X romo su;uc: 

X= [:t:,l'f,I . l:t:,,]. 

Como X tiene rango p, se hc11r, que ;r_1 =J. Q. Vtego, por el lrma 4-2.1, r.:1:iste 
Ji 1 de Ilouscholdcr tal q1tc 
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X(!) l lp 
X(I) -2,, 

X
(l) 
np 

•'!¡, .,.111 ] 

Donde d S'11,Jl<'1'Índu·c k P.n x\~l incüca d número de o¡wrn.r:ume.<; que se han 
ncalízado sobre dicho factor. 

Como X tiene rango Pi se tiene que ;f.~
1
) i- Q. L1.Lego, por el lema enste 

JI, tal que 

~ ,(!) 
ll2X22 

Tmnando la matnz H2 

8(' s;1quc q11.r, 

de la sigm.enfr. rnancm: 

112 ~ [ 

Q' 

Q' H, 

-n¡ T(l) 
., !l 

,/1) 
., 1:1 

11 -n2 ,(2) 
X23 

] 
(1) 

.r:lp 

. (2) 
x,P 

H2 ll1X ~ 11 o (2) 
;r,1.1 

121 
x.1r, 

() () X~~¿ · · · X~~: 
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As( dcspw~s d(' aphmr p pasos dr dnninanór1 de lfmu,rhold('r n la matriz X 
8(' f7<'//.(' ()'Uf' 

JI,,Hp-1 · · · H,II,X = [ ;; l · 
Sea q- 1 = HpHp-l • • • H 2H1 , Q- 1 es ortogonal por ser producto de matrices 
H 1,,, m1.ogonalcs. 

Con esto, se szgue que 

y qur 

¡wr ln qw, 

Q (H,,H,,_, ·· · H2H,f 1 

1r 111- 1 •.• Jr' ¡ 2 ¡, 

H,II2···H,, ■ 

Esta es la llarw1da Descomposición (J R de la matri7, X. 
Si s<' ('011sid(:ra la siguientP pnrtici{m de la matriz Q = [Q.r, Q 1] clond(' CJ.r 

ti('Jl<' p miumna8, cntOJH'<'S X se pm~de simplificar ele~ la Rignicntr forma: 

X= [CJ,,Ch] [ ~ l = (J,/1 

eRto Cf'i, se tiene que 
X= QxR. ( 4.7) 

Ahora, sustituyendo c.c;ta dcscornposición en las ecuaciones norrnalC'i: 

X'X /3.= X'y_ 

y simplificando la cxprPt-Úón1 se lkga a que: 

En rcsumc;n, la resolución del prnhlerna <k mínimos enadrndos 

(4.8) 

c•n términos de la descomposición QR de la matriz X, se reduce a cfoctnar 
los siguientes dos pasos: 
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l Calcular Pl producto de 

2. Ifosolvcr el sist.crna triangular superior 

por d COJHlddo m(:i.odo de s11sti1.11ci(m SltC('Siva hacia at.n)s 

~I ilil 
iiiU6lE~ 

(4.9) 

Si X c's d1• urnµ,o cowpld,o, J? es 110 singul;u. Pm (•llo n-; posible' liilhl<ir 
d(' R- 1 que a partir de (4.8) se tiene que: 

A 

{!= R icJ'.¡¡_ 

E¡-;t.o irnplicn que: 

donde x+ denota a la matriz inversa generalizada de Moorn-PeI1roS<~
Por lo que üs directo verificar que 

K2 (R) = K2 (X) 

En cow-,ccw:Hda, bajo el supuesto de la hipótesis del ángulo agudo ( v6nsc 
s('cci<Jn 4.5.2), la cota (a priori) del error relativo csbí c--;eucialrnl'n\.e dada 
por: 

11&' - &11, < K (R) llbllll, ~ . (X) ll8XII, 
11&11, -

2 
llllll, - "

2 
IIXII, . 

Por lo tanto, si X l'S de rango mriximo y no es muy mal comportada 
1•ntow·c,s, ha,io la hipútcsis dd li.ngulo agudo, la d('scomposici(m (JR t)S la 
tnt\Jot' opción p<11 n ln I('sol11cíón m1rnh ka dd prolih'llla <le rnfuirno:-; <'tlildr;u\o'i 

lineal clásico. 
A manera de resumen, se puede decir que al efectuar la descomposición 

(JI? de la 1natri,,; X se obtiPtHm las ~ig11ie11tcs carnct.erfstica:-. 1mm('rka:-. irn
pcirtantes: 
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1. No PS IH'<"('sario construir las Pcnaciones normales ( 1.2) rnlncionadns al 
sistcrna. 

2. Al ser Q ortogonal la clescornposici(m QR se cfoct.úa de manera com
pletament.e estable 

3. La sensibilidad numürica del sistema ( 4.8) es la <le X, y no la ,h, X' X 
como ocurre con las ecuaciones normales. 

Es por ello qne Pi mm de esta descomposición se c:onsidPrn b forma más 
vinhle de evitar prohkmas de sensibilidad mm1faica. 

4.3 Otros usos de la descomposición Q R de la 
matriz X. 

El paqndn de programas MATLAl3, cuenta con funciones que calculan la 
descomposición (J R <le la matriz X, y en Uase n un sencillo proc:Pdimient o se 

A A 
estiman los parámetros /3 del modelo lineal, los valores ele predicción ]) de la..<, 
observaciones y el vector" de residuales que se denota con el vector .G.-

A partir ck los rC'sidnafos es posible ohtC'ner: 

r1r SCR 
l. la csl.im,wión de s2 pnt a h varimrna, ,,,2 = -=--=- = --

n - p n-p 

--1._SCR 
2. iH ('.'->tildístic11 F~ F = ~SCE 

n-p 

1/2 112 .O fj_(}_FI_ 
' SCT 

4. el coeficiente de determinación aJ·ustado Rª2 , Rª2 = 1 - (n-l) SCE 
n-p SCT 

(' 

:J. los rc:-,id11ales eskínd,iriz:ndos, rs, = __:_ 
' .', 

G 1 ·¡ 1 t I t· l t e, 1 1 / (x(R.'R)- 1 X'), . . OS fCSl( Ha CS ('S ,11( CD lZfü OS 1 T 'l = ~, ( 011( C l,,, = " 
Sy 1 - h,, 

. . SCE (¡;) 
7. ln ('f;tad1~t H'n. C1, de> !vhllows, C¡, = 

2 
+ 2¡i - n 

s 
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A 

~- g,tafirar los 1esidualcs cstcí.wlari;,,a.dos Vs. ln.s .IJ, pma (ktc,tmiwu si hay 
c)\)scrval·i()nC'S a1wrrantcs 

A 

\J. ~raficar los 1c:-;iduaks est.áuda.rizados Vs. I,1.s JJ 1 para cktcrmiuar si d 
modelo cmnpk con cif'rtas suposiciones como es h homoccdasticiclad 
l'll los errores 

10. l:',raficar los rnsidnalcs cstánda:rir,a.dos Vs. cnantil esperado de la distri
bución Normal, para vc'rificar si Se' nunplc con d supuesto de normali
(lil<I (']\ \(lS ('ll'()l'('S. 

Las funciones de 1.-IATLAil calculan también la matriz (R1 ll)- 1 que es 
cx,1d.amente (salvo por errores de rccl011dr.o) la matriz (X 1 X)- 1 dnbido a qnc 

de la dcsrnmposic1611 QR de X 

S(' t icrn' que 

x 1x JI' 11' ]C2'Q[:;] 
[ JI' O' l [ ~ l 
R'R. 

por lo tanto 
(x'xrl = (R'nrl 

A partir de la matriz (R1 R)- 1 (sus clcmf'ntos son r,1 i,j 
pmihk 0Ue:1er las si¡!,uicntcs f•,;-;tadístkas: 

1. la r\r,sviar·i{m <•st;\ndar dr, carla~,- .se(~,)= s¡r;; 

A 

l, ... ,p) '" 

2. d codlC'icnte de inflación de la varianza para cada fJ,, det.Prminado por 
rn, (sir\lllJJrP y cumulo la mat.rii X haya sido ¡neviamc;ntp t'scalncla) 
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1 l. . C rt; * hn 
4. as e 1stanc1as de ook, D, = ( ) . 

p l - hu 

Es por rntas razones que el Sistema ANA RELI.M VER. 2.0 detallado 
en el siguicnfr capítulo, se basa en la descomposición QR de la matriz X. 

4.4 Proceso de obtención de la media y la 
varianza muestrales. 

Los procedimientos que generalmente se plantean en los libros de texto de 
estadística para la obtención de la media y sobre todo la varianza, al ser im
plantados en una computadora generalmente producen resultados erróneos. 
Esto se debe a que si todos los datos se encuentran cercanos a la media, en
tonces es muy probable que ocurra una cancelación numérica. El algoritmo 
que proponen algunos libros de texto es el siguiente: 

m 

¿x, 
X= 1=::l 

m 
y 

m 

Ex~-mX2 

8 2 = c•~~'~-~-
m - 1 

Se han desarrollado varios algoritmos para evitar la cancelación numérica, 
uno de ellos es conocido como el de dos pasos, el cual es numéricamente 
estable, pero muy costoso; debido a que para el cálculo de la varianza es 
necesario leer el archivo de datos en dos ocasiones, a continuación se presenta 
este algoritmo. 

m 2 I: (x, - x) 
8

2 = _,~_1 ___ _ 
m-1 

Una alternativa es utilizar algoritmos que sean menos costosos y en los 
que se pueda conocer una cota del error en el resultado; uno de ellos, es el 
desarrollado por West-Hanson [5] y que a continuación se describe. 

Algoritmo de \Vr_st-Hanson para actualizar la media y la varianza mues
trales. 

M1 +- X11 

½ +- 0.eO; 

Para i 21 • • i m, haz 
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U H (X, - 1"1,_¡) 
In, <------ lv1,_¡ + ----

z 

V <------ i:_1 + (i - 1) * (x, - M,_¡) * ( x, - zM,_¡) 
:i: <------ Mn 

.,;2 .,_ _l_V. 
m-1 m 

A continuación se presenta un ejemplo en el que se aplican los tres algo
rítmos mencionados. Si se desea verificar el análisis de error correspondiente 
a cada uno de ellos, consulte el Apéndice C de la referencia [12]. 

Ejemplo 4.4.1 En una Aritmética de Punto Flotante de 3 decimales, con
sidere las signientes observaciones Xi = 19, x2 = 20 y x3 = 21; al aplicar los 
algoriimos anteriores ..;e obtienen los resultados siguientes: 

m 
¿x, 

Si se calcula la media como x = :'=!__, paro el ejemplo, se tiene que 
m 

fl ( 10+2~+21) = fl (20) = 20. 

1. Con el algoritmo de dos pasos se tiene lo siguiente: 

s5 = {19 - 20)2 = 1 

sf = 1 + (20 - 20)2 = 1 + O = 1 

s~ = 1 + (21 - 20)2 = 1 + 1 = 2 

2. Con el algoritmo de los libros de texto de estadística se tendría lo si
guiente: 

m 

Ex;-mx2 

.s2 = t=l 

m-1 

fl (361 + 400 + 441) = f l (1202) = .120 x 104 

400 
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por lo <JIU' 

3. Con el algoritmo de West-Hanson 

M1 = 19,½ =0 
20- 19 = 19 + -2- = 19.5, ½=O+ (2- 1) * (20-19) * (2º; 19) = .5 

21 - i9.5 (21 19 5) M3 = 19.5 + 3 = 20.0. Vi = .5 + (3 - 1} * (21 - 19.5) * -3 . = 2.0 

Por lo tanto 
2 

x = 20.0 s2 = z = 1.0 

En la siguiente tabla se comparan las cotas de error entre el algoritmo de 
West ( que utiliza el algoritmo que desarrolló Hanson para calcular la media), 
el de dos pasos y el que se presenta en los libros de texto de estadística. 

Algoritmo Cota de Error con Dígito de Guardia 

Dos Pasos (m+4)u 

Textos de 3mx:2 (s) u+ 2u 
Estadística 

Hanson (2 + Jm + iv'2m) x: (s) u+ (m + 4) u 

Donde: 

m = número de datos. 

u = es la unidad de redondeo de la computadora en que se 

efectúan los cálculos. 
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K (s) l ]l;i;:]I l ' d d. .6 d 1 d . . á d e--, , es e numero e con 1c1 n e a esv1ac16n est n ar. 
yu1,-i S 

norma del vector.!<, y 

E(x,-xf 
s = >=l 

m-1 

4.5 Un poco de Análisis Numérico en la Re
gresión Lineal. 

En las secciones anteriores se trató la importancia de la descomposición Q R 
de la matriz X (método netamente numérico) en la solución al problema de 
minimizar la Suma de Cuadrados de los Errores, esto es 

M_in llu -x ~f l: 
(!_ 

(4.10) 

que alcanza su punto crítico con la resolución del sistema lineal algebráico 

A 

x 1x !j_= x 1u ( 4.11) 

conocido como sistema de Ecuaciones Normales, y que utilizando la descom
posición QR, lleva a la solución 

I\ 

El cálculo de la estimación del vector (J, afecta en forma directa en los 
resultados de todas las demás estadísticas a calcular. necesarias pera llevar 
a cabo el análisis de regresión, pues éstas dependen de la veracidad en la 

A 

estimación dada por f3 (véase sección 4.3), por esta razón siempre se buscan 
aquellos métodos numéricos que brindan la confiabilidad y estabilidad nu
mérica de los resultados obtenidos, tales como la descomposición QR de la 
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matriz X (véase sección 4.2) y los algoritmos para el cálculo de la media y 
la varianza muestrales (véase sección 4.4). 

La solución al sistema de Ecuaciones Normales, dado por (4.11), tiene 
dos posibilidades en su solución: 

l. Si rgo (X) = p entonces X' X es no-singular y (4.10) tiene una ünica 
A 

solución {!_ dada por 

2. Si r.90 (X) < p entonces (4.10) tiene una infinidad de soluciones 

A A 

!}_=(t, +N (X). 

Una solución generalizada al problema anterior para su segunda posibili
dad, e,stá planteada en la siguiente: 

é 
Definición 4.5.1 Se dirá que (3_ es una solución generalizada de (4.10) si 

l.111{- X f 11, S llll- X ~11,, para todo~ E IJ?P 

A' 
2. si (}_ es tal que 

111,'- X ,f 11, S llll- X ~11,. para todo (3_ E IJ?P 

entonces 

lit 11, ~ lit 11, · 

"+ 
Se puede demostrar que la solución generalizada (3 para el problema 

(4.10), está determirada por: -
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donde 

,-,+ d. ( + + 
LJ = iag s1 , s2 , . 

s; = { s;-1, si s, f O 

Ü1 Sl S 1 = Ü 

es la Pseudoinvcrsa (inversa generalizada) de Moore-Penrose para X (defi
nida en la sección 4.Ll), asegurándose con esto la existencia de la solución 
generalizada al problema de mfnimos cuadrados dado por (4.10). 

Una vez encontrada la solución a ( 4.10), se requiere de un indicador que 
diga la precisión o exactitud con la cual e...;;; calculado el vector de parámetros 
A+ 
fJ y qué tanto dista esta solución de la. obtenida en aritmética real. En la 
siguiente sección se da una cota para el cálculo de dicho error. 

4.5.l Análisis de sensibilidad del problema de mínimos 
cuadrados lineales. 

A+ 
El objetivo <le este análisis es ver qué tanto se altera f3 = x+y bajo pertur-
baciones en X y '!l_ en el modelo lineal - -

)}_=X[!_+~ 

La razón de ser de este estudio se debe a que el cálculo numérico de 
A+ 

fJ_ = x+y_; i. e., la solución del problema de Mfnimos Cuadrados: 

usando métodos numéricamente estables, nos da una solución aproximada 
I', + ¡\ + 
/3 (que se espera sea muy próxima a /3 ), que es la solución exacta del 
¡;;oblema de Mínimos Cuadrados perturbado: 

donde 

M__in [[(¡¿- 8¡¿) - (X+ E)J[['., 
~ 

!!ó1t!!, S ,p(m, n) l!Y.11 2 u y l!E!!, S ,p(m, n) !!X!!, u 
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A+ 
Teorema4.5,1 Sea X, X +E E ~nxr, 'Jl., 6'1!. E !Rn, §_ = x+Jl. y 
A+ 
/3 =(X+ E)+(y + 6y). - - -

Si rgo(X + E) :S rgo(X) y IIEll2 11x+¡¡2 < 1 entonces 

,c,(X) [2 IIEII, + K2(X) llr:11, IIEII, + IIYII, ll6Yli,] 
1- 1<2(X)::;\\: 11x11, IIP.m(Xl!ill, 11x11, IIP.m(X11/.II, 111!.II, 

donde 

IIEII, 
+1<z(X) IIXII, 

1<2(X) 
[ 

dcf IIXII, ¡¡x+11, 
,+ 

'!!.-X[!_ 
A+ 

X/J 

Demostración : Véase Stewart-Sun (17/. 

Comentarios: 
é 

l. La cot.a de perturbación relativa de [i está dominada por su segundo 
término: 

[o:,(X)]' llrll, IIEII, 
1 - K2(X) ::; 1

1

:: ))P.m(Xl'!!.)) 2 IIXll2. 

Es importante remarcar la aparición de [,c2 (X)] 2 como factor en dicho tér
mino. Recuerde que este mismo factor dominaba la cota de perturbación 

A 

relativa para{!_ cuando se calculaba vía las ecuaciones normales. 

,+ 
2. La cota de perturbación relativa de [i dada por el tecrema 4.5.1 se 
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puede rescribir como sigue: 

11r-r11, 
11r11, s 

",(X) [ IIEII, /IEII, ll 0JLII,] 
- flEII, 2-IIXII + tan(0)1<,(X) IIXII + sec(0)-11_1_1 

1 K2(X) \\XII, 2 2 J¿ 2 

IIEII, 
+K,(X) 11x11, 

donde 0 =ringulo que forma 1j_ con im(X) (véase figura 4.1). 

A+ 
3. La cota de perturbación relativa de /3 dada por el teorema se puede 

rescribir como: ~ 

11r-r11, 
11r11, s 

o bien como 

K2(X) [2 IIEII-, + ¡n -P K2(X) IIEII, + _2_ 11°1Lll,] 
1- K2(XJ/i~1/1; IIXllz \ P JF(p,n-p) IIXllz IR[ (IJLllz 

IIEll2 
+x:z(X) IIXII, 

D d . [x:,(X)]' P ! d 1 . e don e se vé que s1: F :;::::;: -- entonces a cota e error re at1vo 
(P,n-p) n -p 

A+ 
para f!.. se puede simplificar como sigue: 
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Representación Gráfica del Espacio im(X). 

Figura~ 4.1: Representación Gráfica del Espacio im (X), 

al considerar que F(p,n-p) >> 1 implica que )RI ~ l. 

El teorema 4.5.1 permite de esta manera conocer la veracidad que brin-
A + 

dará el vector de parámetros estimados /3 , en base al conocimiento previo 
de la matriz X y el vector de respuesta y. Así también, en el comentario 3 
se muestra una expresión obtenida a partir de la teoría del Análisis Numéri
co que relaciona términos netamente numéricos con términos propios de la 
teoría estadística del Análisis de Regresión Lineal. 

Esto ayuda a visualizar en forma clara que estas dos áreas del estudio cien
tífico guardan una gran relación, y que siempre que aparece una, es necesario 
auxiliarse de la otra para asf tener un análisis más profundo de los fenómenos 
de estudio y de C',sta mmiera tener una visíón más ciara dei probiema real. 
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4.5.2 Hipótesis del ángulo agudo. 

En esta subscC'ción se tiene por objeto responder a la pregunta: ¿bajo qué 
condiciones el segundo sumando del lado derecho en ( 4.12) es del orden del 
primero? 

Esto es 1 se pide hallar las condiciorms bajo las cuales se cumple la siguiente 
desigualdad: 

(X) llrll, IIEII, < IIEII, 
K2 llxt 11, \IX\\, - 11x11; (4.13) 

Esto es equivalente a: 

lid\, 
K2 (X) jjxt[j, :S 1, 

equivalente a: 

"' (X) llrll, ~ [[xJ+[I, ~ l!X!I, jjf \I, (4.14) 

Como"' (X)= l)XII, ¡¡x+¡¡,, (4.14) se simplifica a 

¡¡x+¡¡, llrll, ~ llf 11, (4.15) 

Por otro lado: 
A+ 
!}_ = x+ ?¿ = x+ P,m(X))i 

entonces 

o sea que: 

De (4.15) y (4.16) se tiene 
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es decir 

entonces (de la figura 4.1) 

llrll, 1 
.,en (B) = -11 -11 <'. ~ 

1f. 2 y2 

Por lo tanto d prítn<'r tfamino de la c!Psigualdad en (4.13) domina al 
segundo si 

0 =L.(¡¡_, im (X)) <'. 45° 

El anterior ra.zonamiento es conocido como hipótesis del ángulo agudo y es 
precisamente la condición requerida para garantizar que la solución generaii

é 
zada bajo perturbacmnes f!..a no distará en mucho de la solución generalizada 

,+ 
real ¡J_ 
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Capítulo 5 

Manual del usuario. 

Introducción. 

En este capítulo se presenta el objetivo fundamental de la realización de este 
trabajo: 11,n sistema amigable y transparente al u,suario1 que es de muy fácil 
manejo y evita tareas engorrosas como son la edición, compilación y ligado de 
programas. Además1 se ofrece una breve explicación de lo que es el sistema 
así como de cada uno de los resultados que presenta cada opción, esto para 
facilitar la interpretación de las estadísticas a aquellas personas que no sean 
expertas en la materia. Las tareas que se pueden realizar con el sistema son: 

l. La e$timación de los parámetros Q del modelo lineal 

y_=X/3_+¡:, 

mediante el método de Mínimos Cuadrados. 

2. Obtener las estadísticas necesarias para llevar a cabo un análisis del 
modelo de regresión lineal ajustado, tales como realizar pruebas de hi
pótesis, el cálculo de indicadorc-s que permiten efectuar diagnósticos 
sobre el comportamiento del modelo ( correlación entre regresores, coli
nealidad y observaciones aberrantes). 

3. Llevar a cabo un análisís tant.o gráfico como estadístico de los datos, 
así como la verificación de los supuestos planteados sobre el vector de 
errores ~ no observable (independencia de los errores, homocedastici
dad, etc.). 
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5.1 El sistema ANA RELI.M VER. 2.0. 

El objetivo principal de este sistema llamado ANA_RELI.M VER. 2.0 (Análi
sis de Regresión Lineal), es brindar al usuario una herramienta amigable y 
de fácil manejo, de tal manera que no se tenga ningún problema al estar 
realizando el análisis gráfico y/ o estadístico del modelo de regresión. 

Con este sistema se trata de resolver eficazmente, desde el punto de vista 
numérico, f'l modelo lineal 

bajo las siguientes condiciones 

§. (l), a 2 I) 6 §. ~ N (Q, 11
2 I) 

X E !R"xP, n > p, con rgo (X)= p 

(5.1) 

{5.2) 

{5.3) 

Bajo las condiciones (5.2), (5.3) para el modelo (5.1), y bajo los supuestos: 

l. que X no es mal-condicionada (i. e. X no es de rango deficiente), y 

2. que se satisface la hipótesis del ángulo agudo (véase sección 4.5.2) para 
el modelo (5.1); 

se tiene completa garantfa sobre la confiabilidad de los resultados que el 
sistema proporciona 

5.2 Análisis estadístico y gráfico que efectúa 
el sistema. 

Las funciones básicas que proporciona el sistema sirven para llevar a cabo un 
análisis estadístico del modelo bajo estudio, así como de los datos del mismo. 

Las tareas que puede realizar el sistema son: 

l. Estandarización y /o centralización del modelo. 

2. El cálculo de las estadísticas básicas tales como media, varianza, des
viación estándar, máximo y mínimo de cada regresar, así como de la 
variable de respue,sta. 

94 



3. El cálculo de la estimación del vector de parámetros f), así como la 

desviación estándar ( se (~,)) para cada uno de los ;arámetros, así 

como su respectivo cuantil t-student para la realización de la prueba 
de hipótesis: 

Ho:fJ,=0 Vs. H 1 : f), # O (i = 1, ... ,p- 1) 

4. El cálculo de la estimación de la varianza in..<,esgada para los residuales. 

5. El coeficiente de determinación múltiple y el coeficiente ajustado. 

6. El cálculo de la tabla ANOVA para llevar a cabo la validación del 
modelo 

Ho :{)1 = ··· =fJp-i =0 Vs. H1: fJ, # O p. a. i = 1, ... ,p-1 

7. El cálculo de la matriz de correlaciones entre los distintos regresares y 
la variable de respuesta. 

8. El cálculo de residuales estándarizados, estudentizados, leverage de las 
observaciones y distancias de Cook. 

9. La evaluación del estadístico Durbin-Watson para autocorrelación. 

10. La detección de colinealidad. 

11. La detección de observaciones aberrantes ("outliers"). 

12. El cálculo de predicciones. 

A 
13. La graficación de y Vs. Y. 

14. La graficación de los Residuales estándarizados. 

15. La graficación de los Residuales estándarizados Vs. y. 

A 
16. La graficación de los Residuales estándarizados Vs. Y . 

17. La grafic.ación de probabilidad Normal. 
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Entre otras tareas estadísticas y gráficas, las cuales son calculadas con los 
mejores métodos numéricos conocidos, y se indica el significado estadístico 
de cada una de ellas, para que no únicamente personas con conocimientos 
en la materia puedan interpretarlas. 

En la sección 5.4, Diseño del Sistema se mencionará en qué opción se 
realiza cada una de la..<:> tareas antes mencionadas. 

5.3 Estructura modular del sistema. 

La integración general del 8istema ANA_RELI.11 VER. 2.0 está basada en 
módulos, los cualr:s tienen características y tareas bien definidas y que hacen 
que se difc'r('1H'icn entre sí, los módulos por los que está comprendido son los 
siguientes: 

l. Módulo de Presentación del Sistema. 

2. Módulo de Presentación del Dcmo del Sistema. 

3. Móduio de In eracción con ci Usuario (ó de Entrada). 

4. Módulo de Cálculos Numéricos. 

5. Módulo de Presentación de Estadísticas y Gráficas. 

6. Módulo de Salidas. 

Módulo de Presentación del Sistema. 

En este se da la bienvenida al usuario al sistema y aparecen opciones que 
pernúten entrar a los siguientes módulos, estas opciones son: 

l. Regresión: pC'rmitc rl acceso al módulo de Presentación de Estadísti
cas y Gráficas, donde se encuentran todas y cada una de las opciones 
con que cuenta el sistem,J,. 

2. Demo: permite la entrada al módulo de Demostración del Sistema, 
en éste se da una breve explicación de lo que cada una de las opciones 
del sistema presenta, <"~'>í como U.TI breve resumen del significado de la 
estadística ohtenida. 
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3. Info: prcsPnta una breve información general de lo que es el sistema. 

4. Referencias: SP presenta al nsuario una lista de los textos que se pue
den consultar en caso de quP sr drs<>e profundizar más sobre algún tema 
en particular aquí mostrado 

Módulo de Presentación del Demo del Sistema. 

Como se mPnciouó anteriormente, aquí se presentan cada una de las opciones 
con que cuPnta el sistema, así como la opción en la que pueden ser encontra
das cada una de las estadísticas y las gráficas, acompañadas con una breve 
explicación del significado o interpretación de las mismas. 

Módulo de Interacción con el Usuario (6 de Entrada). 

Localizada en el módulo anterior, se permite la captura de los datos tales 
como la matriz de observación X y el vector de respuesta y del modelo 
y= X/3 + f, así como el número de observaciones y el número-de regresares 
en dicho modelo, es aquí donde se pueden guardar los datos en un archivo 
con ei nombre eiegido por ci usuario. 

Módulo de Cálculos Numéricos. 

Una vez capturados los datos, se indican las cualidades del mismo e inmedia
tamente se realizan los cálculos necesarios para obtener todas las estadísticas, 
este módulo tiene encargada dicha tarea y hace conección directa con el si
guiente módulo. 

Módulo de Presentación de Estadísticas y Gráficas. 

Para llevar a cabo d análisis de la regresión lineal ajustada, en la opción 
"Regresión", en el ,nódulo de "Presentación", se muestran todas aquellas 
estadísticas y gráficas necesarias para tal finalidad, además de permitir la 
entrada al módulo de Interacción con el Usuario. 

Módulo de Salidas. 

Este permite que los datos calculados en el módulo anterior sean grabados 
en archivos para posteriormente ser llamados por el módulo de estadísticas 
y gráficas para presentar resultados en pantalla. Los archivos generados son: 
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l. Anova.rmr: se guardan las estadísticas tales como las Sumas de Cua
drados para la construcción de la tabla de Análisis de Varianza, los 
Coeficientes de Correlación Múltiple, de Determinación, el Ajustado, y 
la estimación de la raíz de la varianza de los residuales. 

2. Matcor.rmr: se guardan los coeficientes de correlación simple entre 
cada rcgrcsor x1 con x J, y entre cada regresar con la variable de res
puesta y 

3. Outliers.rmr: se guardan los posible.5 outliers u observaciones abe
rrantes del modelo, en caso de no registrarse outliers se guarda un 
indicador que especifica la ausencia de ellos. 

4. Residual.rmr: se guardan los valores de los distintos residuales~ tales 
como los residuales comunes, los estándarizados, los estudcntizados; 
además de los lev~ragcs de cada observación (h~1 ) y las distancias de 
Cook (D1 ), y por las dimensiones de este archivo se guarda también el 

vector de valores ajustados por la regresión i . 
5. Resumreg.rmr: aquf se guardan las estadísticas básicas taies como 

media y varianzas de los regrcsores x1 y la variable de respuesta y 1 su 
desviación estándar y los valores máximo y rrúnimo de cada uno de 

A 

ellos; también se guardan el vector de parámetros estimados f!.., la des
viación eBtándar de cada estimación, su respectivo cuantil t-student, 
los Coeficiente,¡; de Inflación de la Varianza; finalmente el estadístico 
Durbin- \Vatson para autocorrelación. 

Cada nno de los módulos anteriores fueron programados en 
Matlab Ver. 5 O. así como algunos procedimientos con algoritmos que per
miten la reducción de los errores por redondeo y que son numéricamente 
estables, como son el cálculo de la media y la varianza (calculadas en MEDY
VAR.M), y la actualización de las matrices Q y R en la descomposición Q R 
de la matriz X cuando es eliminada una observación, esto para evitar nue
vamente el cálculo de dicha descomposición al quitar una observación en la 
matriz de datos X ( calculada en QRDR.\1ROW.M, auxiliada de las funciones 
ROTGEN.M y ROTAPP.M), y para optimizar los cálculos que se efectúan 
se utilizan las rutinas desarrolladas por Stewart [16]. 
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Figurn~5.l: Presentación del Sistema ANA_RELLM VER 2.0 

5.4 Diseño del sistema. 

A continuación se presenta la conformación del sistema detallando las fun
ciones que realiza cada menú y sus correspondientes opciones. 

5.4.1 Ventana de presentación. 

En esta se presenta la bienvenida al usuario y un cuadro con comentarios 
donde se indica el botón a oprimir para el inicio del siguiente procedimiento. 
Las opciones presentadas son: 

l. Regresión: abre una nueva ventana donde se presentan las opciones 
para el análisis de los datos, de las variables y del modelo, más adelante 
se tratará a fondo cada parte de esta opción. 
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2. Demo: abre la ventana en la cual se presenta una breve demostración 
de las opciones que conforman el sistema, donde se pueden localizar y 
lo qnc significan, cada una en forma brevemente explicada. 

3. Info: abre la ventana en la que se presenta información general del 
sistema, los objetivos del mismo, alcances y ventajas que posee respecto 
a los procedimientos que realiza. 

4. Referencias! abre la ventana en donde se presenta la bibliografía de 
algunos te..xtos propuestos en caso de que el analista desee profundizar 
un poco más en cuanto a la ayuda prestada por el sistema sobre las 
estadísticas y .?"áfkas aqui calculadas. 

Estas oprione.s son presentadas en la figura 5.1, que ES la pantalla de 
"Presentación)) del sistema Ana Reli.M Ver. 2.0. 

5.4.2 Opción de "Regresión". 

Con esta opción se abre una nueva ventana donde se presentan las opciones 
para ]a introducción de datos, las característica...,;; del modelo; así como ei 
análisis de los datos, de las wtriables que intervienen en el modelo y de 
los supuestos hechos en el planteamiento del modelo.Las siguientes, son las 
opciones q11c se incluyen Pn '·Regresión", y la ventana de esta opción está 
dada en la fignra 5.2. 

Datos. 

En esta opción se presentan dos opciones que son las formas de cómo serán 
introducidos los datos para que posteriormente el sistema realice los cálculos 
numéricos convenientes. Estas opciones son: 

Entrada Teclado. Abre una pantalla para que el usuario introduzca en 
forma directa el número de regresares que tendrá el modelo a a.justar, el 
número de observaciones, la matriz de datos X y el vector de respuesta 
y. Una vez capturados estos datos, automáticamente el sistema guarda los 
datos en un archivo con nombre "datos.ar!", o bien, el usuario puede darle 
un nombre en particular al conjunto de datos. 
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Figura~5 2: Ventana de Regresión del Sistema ANA_RELI.M VER.2.0 

Archivo. El sistema presenta una caja de diálogo desde la cual el usuario 
busca el archivo donde se encuentran los datos que serán leidos por el sistema, 
siempre y cuando hayan sido grabados con el formato establecido por el 
sistema. 

Opciones. 

Con esta se eligen las características del modelo de regresión lineal a ser 
ajustado, las alternativas son: 

Normal. Con esta opción el modelo de regresión a ajustar presentará la 
siguiente forma: 

calculándose todos los parámetros sin modificación alguna. 
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Figura -5.3: Menú ''Estadfsticas" del sistema ANA_RELI.M VER 2.0 

Centrar. Con esta opción el modelo a ajustar presenta la cualidad de que 
cada uno de sus regresores estará centrado respecto a su media ( véase sección 
1.3.1). El modelo a ajustar tendrá la siguiente forma: 

y, - y= (11 (x,r - x1) + · · · + (Jp-I (x,,p-I - Xp-1) 

o sea 
, (} , (} , 

1f = 1X1 + ... + p-11 ¡,-l 

y todas la.s cst.adfsticas a calcular se harán a partir de este modelo. 

Estándarizar. Con esta opción cada uno de los regresores del modelo, 
incluyendo !a vnriablc de respuesta, estarán centrados respecto a su media y 
divididos por su desviación estándar (véase sección 1.3.1). 
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•Menú "Estadísticas". 

Al desplegar este menú se presentan las opciones estadísticas con que cuenta 
el sistema (vóasc fig:ura 5.3), que permiten entre otras cosas, el análisis de los 
regresores, ei análisis del modelo mediante pruebas estadísticas, y el análisis 
de los datos, las opciones son las siguientes: 

EstadísHcas Básicas. La Media muestra! para cada regresar (Xi), asf co-
mo de la variable de respuesta (y), la Varianza muestral ( s!,) 1 la Desviación 
Estándar (sT,), d Valor Máximo y Mínimo para cada uno de ellos son mos
trados al -"dt'ccionar esta opción. 

Resumen de la Regresión. Indicadores importantes son mostrados al 
elegir esta opción pues se presentan el Coeficiente de Correlación Múltiple 

( r , ) 1 d Coeficiente dP Determinación ( R2
) y el Coeficiente de Dcterrnina-

Y,Y ' 

ción Ajustado (R~), que permiten verificar la explicación de los regresores 
sobre la varhble de respuesta; se presenta también la estimación insesgada 

de la Desviación Estándar de los residuales ( s = (SCE'\ ; así como la es-\ Y~) 
timación del Vector de Parámetros ( J) ) la desviación estándar para cada 

estimador (,e (5,)) , y el cuantil t-student de cada regresar. 

Análisis de Varianza. Los resultados mostrados por e..sta opción son de 
suma importancia pues con ellos se puede llevar a cabo la validación del 
modelo mediante la prueba de hipótesis: 

Ha : /3 1 = · · · = f!v-i = O Vs. H 1 : /3, f O p.a. i = 1, .. ,P - 1 

Los datos presentados son las Sumas de Cuadrados de la Regresión ( SC R) , 
la de los Errorc.s (SCE) y los Totales (SCT); los grados de libertad de cada 
una de ell;15, los Cuadrados Medios y el valor del estadístico F con el cual se 
determina la aceptación o no de la hipótesis nula. 

Matriz de Correlaciones. Los Coeficientes de Correlación Simple entre 
cada uno de los distmtos regresares (r::r,;.J y de los regresares con la varia,ble 
de respuesta ( r :r,y) , son presentados con esta opción. 
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Detección de Colinealidad. Algunas estadísticas para detectar colineali
dad son presentadas en esta opción, remarcando que quizá no sean suficientes 
para su detección o que sólo algunas de ellas la detecten. Se presentan los 
Coeficientes de Correlación Simple entre cada regresor con la variable de 

respuesta (r,.,y), la estimación de cada parámetro del modelo (Bi) y los 

Coeficientes de Inflación de la Varianza (CJV) de cada regresar incluido en 
el modelo, (Nota.: esta. opción únicainente funciona para aquellos modelos 
con dos o m/1..,;; rrgrcsores). 

Análisis de Residuales. Las estadísticas mostradas por esta opción per
miten el análisis de los datos. Se presentan los Residuales (ei), los Residuales 
estándarizados (rs,), los Residuales estudentizados (rt,), el Leverage de cada 
ohservación (h.,) y las Distancias de Cook (D,), 

Durbin-'\Vatson. Presenta el valor del estadístico necesario par;, la veri
ficación de la prueba de Autocorrelación en los residuales, conocido como 
Estadfstico Durbin-Watson (DW), 

Outliers. Las observaciones que causan problemas en el ajuste del modelo 
debido a que tienen valores extremos son presentadas por esta opción, inclu
yendo su Valor Observado (y), el Valor Ajustado por el modelo de regresión 

(!)) , el Valor de su Residual (e,) y el Residual estándarizado (rs,), En caso 

de no haber outlicrs el sistema enviará un mensaje. 

Predicción. Un ventana es abierta para que el usuario introduzca el valor 
( o vector) del rpgrcsor ( o regresares) en el cual quiera que se calcule dicha 

predicción ( !J) o pronóstico. 

•Menú "Gráficas'·. 

El análisis gráfico necesario para la venfkación de los supuestos del modelo 
se puede llevar a cabo desplegando las opciones con que cuenta el menú de 
Gráficas (véase figura 5.4), las cuales se presentan a continuación: 

Histograma de Y, Se grafira el histograma de los Valores Observados (y) 
para verificar si tienen una tendencia cercana a la distribución NormaL 
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Figura-5.4: Menú "Gráficns" del sistema ANA RELLM VER. 2.0 

Histograma de Y Estimado. Se grafica el histograma de los Valores 

Ajustados (Y) por el Modelo de regresión para verificar sí estos presentan 

una tendencia C'0rcan~ a la. Normal. 

Observados y Prededdos. Se presentan los Valores Observados y los 
Valores Ajustados por el modelo, si ambas tienen la misma tendencia y no 
son muy distantCR una de la otra entonces, se puede suponer que el modelo 
ajusta en forma adecuada a los valores observados. 

Histograma de Residuales Estándarizados. El supuesto de normali
dad en los residuales es smnamentc importante pue..s a partir de éste se genera 
toda la teorfa. estadística sobre el modelo de regresión lineal. El Histograma 
de Residuales estándarizados permite verificar si tal supuesto se cumple, más 
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a.delante se presentan otras gráficas con la misma finalidad. 

Dipersión de Residuales. Se grafican los valores de los residuales con 
la respectiva observación de la que provienen, esto para no perder el orden 
de dicho residual. La gráfica esendalnente sirve para localizar patrones o 
tendencias que pudieran tener los residuales y también para verificar si la 
varianza es constante (homocedasticidad). 

Dipersión de Residuales Estándarizados. Se grafican los valores de 
los Residuales estándarizados con la respectiva observación de la que provie
nen. La interpretación de esta gráfica es similar a la anterior aunque aquí es 
permitida la observación de posibles outliers o datos aberrantes, debido a la 
estándarización de P!siduales. 

Estándarizados V s. Y. Se grafican los RBsiduales estándarizados contra 
los valore,s observados para la verificación del supuesto de varianza constante 
en los residuales, así como del supuesto de independencia (o aleatoriedad) 
entre ellos. 

Estándarizados V s. Y Estimado. Se grafican por un lado los Residua
les estándarizados y por el otro los Valores Ajustados (Estimados) por el 
modelo. La interpretación de e,sta gráfica es similar a la anterior pero ésta 
además permite la detección de posibles outliers o datos aberrantes en las 
observaciones. 

Probabilidad Normal. Se granea por un lado el Cuantil Esperado de la 
Probabilidad Normal para cada una de las observaciones y por el otro el 
respectivo valor del Residual c.stándarizado, para que se cumpla el supuesto 
de Normalidad en los Residuales los puntos resultantes deben presentar una 
tendencia lineal o estar más o menos alineados; si los puntos no guardan esta 
tendencia se considera una violación a dicho supuesto, aquellos puntos que 
estén alejados de la linea, se consideran posibles outliers. 

•Menú "Ayuda ... ". 

En este menú se despliega ay-·ud.a básira que auxilia al usuario a entender y 
manejar en forma más sencilla cada una de las aplicaciones del sistema, y a 
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encontrar en forma má..s rápida las estadísticas o gráficas deseadas. Las tres 
opciones que se prcsc-ntan son las siguientes 

1. Cómo empezar: introduce al usuario al manejo inical del sistema. 

2. Opciones Estadísticas: presenta información y ayuda para cada una 
de la.e.: opciones estadísticas, vistas anteriormente. 

3. Opciones Gráficas: presenta información y ayuda de cada una de las 
gráfica.-. mencionadas anteriormente, con que cuenta el sistema. 

5.4.3 Opción "Demo". 

Una demostración general de las opciones con que cuenta el sistema son 
presentadas al entrar en la opción 11Demd1

, localizada en la ventana de ''Pre
sentación" ( véase figura 5.1 ). Todas las Estadísticas y Gráficas vistas ante
riormente se encuentran en éste módulo, mencionándose el nombre con el que 
aparecen en el menú y una breve explicación de lo que cada opción presenta. 

5.4.4 Opción "lnfo". 

Esta opción presenta información general de lo que es en sí el sistema1 dando 
una breve explicación de la importancia del ajuste de modelos de Regresión 
Lineal mediante el método de :ri.'1fnimos Cuadrados, los aspectos numéricos 
que se han desarrollado para la resolución del problema anterior y las ventajas 
y desventajas que presentan, también se mencionan las ventajas con que. 
cuenta la realización de este proyecto. Opción localizada en la ventana de 
''Presentación" ( véase figura 5.1 ). 

5.4.5 Opción "Referencias". 

En ocasiones el analista desea profundizar más en algún tema en particular 
o simplemente desea conocer textos para apoyo didáctico, es por ello que 
en la opción de "Referencias", localizada en la ventana de "Presentación" 
(véase figura 5.1), se presentan algunos textos bibliográficos, estadísticos y 
numéricos. en los cuales están basados la mayor parte de los comentarios 
con los quP cuenta el sistema. Los textos consultados son de las ediciones 
más recientes. para asegurar que los comentarios aquf presentados tienen sus 
fundamentos C'n nuevas int12rpretaciones. 
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5.5 Manejo del sistema. 

La forma <lf' cómo operar el sistema es muy sencilla, la ventaja de estar ba
jo ambiente Windowi;; lo hace manipulable y de fácil dominio en su manejo. El 
lector ya se h;.tbrá familiarizado con el diseño del sistema 
ANA_ RELI.M VER. 2.0 al observar las gráficas presentad¡¡.s a lo largo de 
éste trabajo. Como habrá notado todas ellas están diseñadas a base de boto
nes, ésto lo hace fácil de manejar y rápido de entender. Las únicas interfaces 
con el usuario son a la hora de introducir la base de datos desde el teclado y 
al querer calcular alguna predicción de la variable de repuesta. 

El usuario sólo tiene que posicionar el cursor del mouse en el lugar donde 
esté la opción que desea ejecute el sistema y automáticamente sale en pantalla 
una ventana con los resultados solicitados por el usuario, o bien una caja 
de diálogo en la cual se permite la continuación de la opción elegida o la 
detención d('l proceso. 

Una vez introducidos la matriz de datos X y el vector de respue.sta y, 

el siguiente paso es guardar f'.stos en un archivo, si así se desea (por defauTt 
el sistema los guarda en un archivo con nombre "datos.ar!"); posteriormente 
hay que indicar las características del modelo, de lo contrario se pre.sentarán 
los r€Sultndos de la última regresión ajustada. 

5.6 Requerimientos de instalación. 

Este software fue disefütdo para ejecutarse en Matlab bajo ambiente Windows 
versión 5.0 en adelante. 

Para poder ejecutar el sistema es necesario tener dicha versión de Matlab 
y correrlo como un programa propio de éste, pues hace uso de algunas de sus 
librerías como son para la ohtenci6n de la descomposición Q R, para la parte 
gráfica, entre otras. 

En el momento de ejecnt,ar el sistema ANA_ RELI.M VER. 2.0, hay que 
indicar en Matlab la ruta donde se encuentran dichos programas. 

Ejemplo 5.6.1 Supóngase qne todas las funciones del sistema 
ANA RELI. M VER. 2. O se cnc1Lentrnn en el directorio 
d : \Programas\Anareli, la smtn1:1s rrquerida para que el sistema pnerla 
e1ecutarsc r,s la siguiente: 

path(path,'d: \Programas\Anareli') 
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a continuación teclee el nombre Anareli, inmediatamente después de in
troducir esta opción aparecerá la pantalla de "Presentación" (figura 5.1) del 
sistema ANA_RELI.M VER.2.0. 

5.7 Conclusiones. 

El desarrollo de este sistema trató de conjuntar herramientas propias del 
Análisis Numérico que pudieron ser aplicadas en forma práctica en el desa
rrollo de la teoría del Análisis de Regresión Lineal, aunado a ésto1 se introdujo 
un poco de la ciencia computacional de tal manera que se logró crear la pri
mera parte df"' un proyecto que encuentra sus inicios en el planteamiento del 
modelo linenl: 

y_=Xf}_+s 
y del cual todavía hay mucho material por desarrollar y que es discutido en 
forma breve en el Apéndice B 
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Apéndice A 

Manual del Sistema 
ANA RELI.1\lí VER 2.0. 

Introducción. 

En diferentes áreas del conocimiento como son la economía, la biología, la 
medicina, la física, etc. se presentan problemas que consisten en la observa
ción de un fenómeno y sus posibles causas; lo que los investigadores desean 
es conocer la relación existente entre el fenómeno ( conocido como variable de 
respuesta o dependiente) y las causas que lo originan ( variables de control o 
independíentes), para lograrlo suponen que el comportamiento de la varia
ble de respuesta con esponde a un modelo lineal representado de la siguiente 
manera: 

(A 1) 

donde X es una matriz que contiene los datos de las observaciones, ¡3 son 
parámetros desconocidos del modelo, ~ son los errores estocásticos, e H.-p,s el 
vector ele la respuesta observada. 

Uno de los supuestos básicos del modelo (A.l) es que§. tiene media cero 
y matriz de varianza-covarianza u2 I, i. e. 

§. ~ (Q,o-' I) 

Y para po(kr llevar a cabo hipótesis estadísticas, se supone adicionalmen
te normalidad. i. e. 

¡: ~ N (Q,o-'I) 
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A 
La forma inicialmente vista para obtener la estimación f3 a los parámetros 

/!._ es resolviendo el sistema de ecuaciones normales -

X'X[3_=X'u; (A.2) 

sin embargo, su cálculo directo con frecuencia presenta problemas numéri
cos, por ello se utiliza la forma alternativa que es la descomposición Q R de 
la matriz X, i e, 

donde Q es una matriz ortogonai y R es una matriz triangular superior, si 
además se descompone a Q = [Qx, Q~] donde Q, tiene p columnas, el pro
blema planteado en (A.2) se reduce a resolver el sistema triangular superior 

Para la obtención de la descomposición Q R de la matriz X, se emplean 
librerías realizadas en Matlab 5.0, el cual es un paquete nwnérico que poco a 
poco va tomando fuerza dentro de la industria del cómputo científico y que 
ofrece a sus usuarios rcsultados completamente confiables. 

A.l Estructura del sistema. 

Como se mencíon i anteriormente1 todas las funciones del sistema 
ANA_RELI.M VER 2.0 fueron programadas en Matlab 5.0, por lo que pre
sentan una estructura similar a los procedimientos realizados por Matlab. 
A continuación se hace una clasificación de las funciones que conforman el 
sistema, agrupándose según sus características genéricas en el mismo. 

A.1.1 Funciones de cálculos numéricos. 

•Calculos.m 

Esta función recalcula la matriz X para los casos en que se pidió centrali
zación o E",Standarización de datos. llama a la función QR.M para obtener la 
descomposición Q R de la matriz X, a pa...rtir de la cual ésta. función calcula 
todas las estadísticas; tales como medias y varianzas de cada x,, coeficientes 
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de determinnrión y correlación, estimación de parámetros, sumas de cua
drados, residuales, observaciones aberrantes, etc., necesarias para el análisis 
estadístico y gráfico del modelo de regresión lineal ajustado. Todos estos 
resultados son guardados en archivos "* .rmr", de tal manera que únicamente 
se hacen los procedimientos una soh vez, a excepción de cuando se quitan 
las observaciones aberrantes del modelo. 

Funciones que llama: 

De Ana Reli 2.0: mcdyvar.m 

De Matlab 5.0: dear.m, exist.m, for.m, if.m, inv.m, load.m, nargin.m, 
ones.m, qr m, save.rn, sizc.m, sqrt.m, strcmp.m 

•Medyvar.m 

Esta función calcula la media y la varianza ya sea de un vector o de las colum
nas de una matriz mediante el algoritmo dado por Hanson-West (51, el cual 
es un método numéricamente estable, pues evita al máximo la cancelación 
numérica debida a los errores por redondeo en su procedimiento. 

Sinopsis: [mediaX,varianzaX) = medyvar(X). 

Funciones que llama: 

De Matiab 5.0: for.m, if.m, size.m, zeros.m 

Referencias: llanson, R. .J. [5], Stably updating mean and standard de
viation of data, Commnnications of the AC~1 

•Rotapp.m 

Esta función aplica una rotación al plano qi, qJ (columnas de la matriz Q) 
a partir de ciertos ángnlos ~enerados por las entradas i;-ésimas de dichos 
vectores 
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Algoritmo: Si se tiene el vector fl = ( a1, a2) , la función a.plica una rota
ción de tal manera que se llega al vector l;/ = (b1, 0), donde b1 = ✓af + a~ 1 

esto es, 

(~;, :)(::)=(~) 
donde e= c·osO y s = sen0, 0 es el ángulo formado por el vector g. 

Sinopsis: [wctorX, vcctorY] = rotapp(x,y,c,s). 

Referencias: Stewart, G. W. [16]. Matrix Algorithrns. 

•Rotgen.m 

Esta función genera la rotación del plano mediante los valores a1 y a2, so
brescribiendo a. 1 con ✓a!+ a~ y a2 con O. 

Algoritmo: A partir del vector ª-t = (a1,a2 ) se generan el coseno y el seno 
para ia rotación, éstos c.c;tán dados por 

ª' y s=-~~~ 
Vaf + af 

posteriormente se genera la rotación mandando a; = ✓ a! + a~ y a; = O. 

Sinopsis: [a'ir n,~, e, s] = rotgen{ ai, ~). 

Funciones que llama: 

De Matlab 5.0: abs.m, fprintf.m, if.m. size.m, sqrt.m 

Referencias: Stewart, G. W. [16], Matrix Algorithrns. 
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•Qrdelout.m 

Esta función borra aquellas observaciones que se consideran posibles datos 
aberrantes en la matriz del modelo X y en el vector de respuesta y. Estos 
datos tienen la particularidad de que sus residuales estándarizados están fuera 
del intervalo dado por ±2. que es aproximadamente el intervalo de confianza 
al 95% para. una distribución normal cstándarizada. 

Algodtmo: De la matriz X y el vector y_ se remueven aquellos renglones 

correspondientes a las observaciones aberrantes, quedando X e !). Se llama 
a la descomposición Q R de la matriz X y en base aJ llamado de f~ciones de 
actualizadón para esta descomposición, se recalcula la nueva descomposición 
~~ ~ 
Q R parn };¡ mal riz dr) datos X, a partir de la descomposición original. 

Sinopsis: [Q. R.matX,matY] = qrdelm,t(Q, R) 

Funciones que llan1a: 

De Ana Reli 2.0: qrdrmrow.m 

De Matlab 5.0: for.m, if.m, load.m, size.m 

Referencias: Stewart, G. W. 116], Matrix Algorithms. 

•Qrdrmrow.m 

Esta función se encarga de eliminar el último renglón de las matrices Q y 
R en la descomposición QR de la matriz X. y a su vez actualizarlas de tal 
manera que no se pierda la propiedad de que 

~ ~ [ R] X=Q O ' 
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donde X es la matriz del modelo, después de eliminar el último de sus ren
glones; esto es, 

X=[:,] 
Algoritmo: Mediante rotaciones del plano (rotaciones de Givens), se cal
cula una nrn1riz P ortogonal y de rotación de tal manera que 

X= [ :, ] = Q [ ¡,) = (QP) P' [ ¡,) = [ i ~] [ 1 ] 
de dond<' f;P sigue que 

Sinopsis: [ Q , R) = qrdrmrow(Q, R) 

Funciones que llama: 

De Ana Reli 2.0: rotapp.m, rotgen.m 

De Matlab 5.0: for.m, size.m 

Referencias: Stewart, G. W. [16], Matrix Algorithms. 

A.1.2 Funciones de presentación de ventanas. 

•Anareli.1n 

Esta función se encarga de generar la pantalla de "Presentación" del sistema 
Ana_Reli.~1 Ver. 2.0 (véase figura 5.1, pág. 99), en la cual se incluyen los 
botones que pe1miten la entrada a las opciones "Regresión", donde se realizan 
las funcionrn estadísticas y gráficas del sistema; 1(Demo", donde se presenta la 
demostración de las opciones con que cuenta el sistema; "Referencias" 1 donde 
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se presentan t cxtos de ayuda básica en el Análisis de Regresión Lineal; '•Info ., 
1 

que pres<'nta información general del sistema. y la opción ''Salir'1 que finalíza 
con todas l:i.s aplicac1oncs del sistema Ana_Reli . .\1 Ver. 2.0. 

Funciones que llama: 

De Ana Reli 2.0: anarcg.m, ayudtcxt.m, dcmoreg.m 

De Matlab 5.0: axes.m: axis.ro, cla.m, dose.m, figure.m. hold.m, 
load.rn, piot .m. polyfit m, polyval.m. savf'.m. sct.m, text.m, uicontrol.m 

•Anareg.1n 

Esta funcir'.i11 ~e l'ncarga de generar la pantalla de '·Procedimientos·' del siste
ma Ana_Rdi.lv1 Ver 2.0 (v{:ase figura 5 2, pág. 101), en la cual S(' indu:vcn 
los mPnús desplegables que permiten la entrada de los datos (módulo de iu
teracci{)n con el usu11.-io) y lns cAradnfstiras que tendrá el modelo. así como 
los botonc\c, que permiten la eliminación de dntos ahcrrante.s u "outliers", 
t,1,mhión prC'S('lltil en d menú principal (vóB.nse figuras 5.3, pag 102 y 5A., 
pag. 105) las oprion(>S e::;tadíst.icas. gnifica..:;; y lc1 ayuda de la.e; antenorc;e; con 
que cuenta ('1 sistema 

Funciones que llama: 

De Ana Reli 2.0: c1brirarc.m, anarcg.m, ayudtcxt m, calculos.m, 
entradat m, qnklont .m, rcgcalc.m 

De Matlab 5.0: axcs.m, axis.m, cla m, figure m. findobj.m. fix.n1. 
for m 1 gcf.m. gd .rn, hold m, if.m. load.m, msgbox.m. nargin.m. num2str.m, 
strcmp m. ¡J!(lt .n1, polyfit .m. polyval.rn. qnest dlg.rn. savc m, ~et .m. ~I7P m. 
st.r2mat lll, ~\Yitd1.m. tPxt m, uimenu rn 
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•Ayudtext.m 

Esta función contiene los textos que presenta la ayuda del sistema. y en 
combinación con la función ayudfun.m se encargan de desplegar la ventana 
que presenta: el nombre de la opción de la cual se solicitó la ayuda así como 
la descripción de ésta, incluyendo botones de cambio de página en caso de 
que la información .sea amplia. 

Funciones que llama: 

De Ana Relí 2.0: ayudfun.rn 

De Mat}ab 5.0: if.m, nargin.rn, strcmp.m 

•Demoreg.m 

Esta función, junto con playdemo.m, presentan la demostración del sistema, 
en la cual se da a r:onocer al usuario las opciones estadísticas y gráficas 
con que cuenta el si&tema. En ésta función sólo se presentan los textos que 
aparecen en el recuadro inferior de dicha ventana, así como los procedimientos 
p.:tra la presentación de fas gráficas del cierno. 

Funciones que llama: 

De Ana Reli 2.0: playdemo.rn 

De Matlab 5.0: a,""<.is.m, da.m, hist.rn, hold.rn, load.m, nargout.m, 
plot.m, pDl:Vfit .m, poly·vaLm, set.m, text.m, xptext.m 

•Entradat.m 

Esta función presenta una ventana desde la cual el usuario puede capturar 
el número de regre.sores del modelo de regresión lineal, el número de obser
vaciones, la matriz del modelo X y el vector de respuesta y, en esta ventana 
se permite grabar los datos en un archivo :, * .ari ;i, por default el sistema los 
guarda en el archivo datos.rmr. 
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Funciones que llar 1a: 

De Ana Reli 2.0: ~nlvarch.m 

De Matlab 5.0: char.m, dear.m, closc.m, errordlg.m, figurc.m, 
findobj.m, fix.rn, fpriutf.m, gct.m, if.m, load.m, max.m, nargín.m, save.rn, 
size.m, strc,11¡> 111, str2nuru.rn, 11icontrol.m, warndlg.m, znos.m 

•Regcalc.m 

La finaiidad de ésta función es presentar en pantalla las ventanas con los 
resultados estadísticos y gráficos que se han obtenido al haber ajustado el 
modelo de regresión lineal. La presentación cuenta con el nombre de la opción 
y cada ventana tiene un botón de información en caso de que se desee saber 
un poco más de ht estadística o el gráfico obtenido. 

Funciones que llama: 

De Ana Reli 2.0: oyudtcxLm 

De Matlab 5.0: a.xes.m 1 char.m, erfinv.m, errordlg.m, figure.m, 
findobj.m, fix.m, for.m, gC't.rn, hist.m, hold.m, 1f.m1 isempty.m, length.m, 
loacLm1 msgbox.m, nargin.rn, plot.m, polyfit.m, polyval.m, set.m, size.m, 
sqrt.m, strc:mp.m, str2num m, titlc m, uicontrol.m, xlabel.m, ylabel.m 

A.1.3 Funciones auxiliares. 

•Ayudfun.m 

Esta función trabaja Pn forma conjunta con ayudte:x:t.m para presentar al 
usuario la ayuda con la cual cuenta el sistema. Esta función crea la ventana 
para la presentación de la ayuda colocando el nombre de la ayuda en la 
posición indicada, el texto correspondiente y el número de hojas con que 
cuenta la ayuda. 

Funciones que llama: 
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De Matlab 5.0: eval.m, figflag.m, figure.ro, for.m, get.m, 1f.m. 
nargín.m, num2str.m, set.m. watchoff.m, watchon.m 

•Abrirarc.m 

Esta funcióu presenta una caja de diálogo donde se escribe el nombre del 
archivo que se desea abrir, después lee los datos del archivo generado por el 
sistema Aun _RdUvI VPr. 2 O (extensión *.arl) y finalmente los coloca en un 
archivo que ('llcnta con el formato requerido por la función de cálculos. 

Fu.nciones que llama: 

De Mat1ab 5.0: disp.m, fclose.m, find.m1 fopen.m, for.m, fread.m. if.m. 
length.m, load.m, max.m. nargin.m, ones.m, size.m, strcmp.m, str2num.ni. 
uigetfilc.m, zcros.111 

•Playdemo.m 

Esta fu11cicí11 ::.e enc11rga de auxiliar a la función dcmoreg.m en la prcscntaciün 
de la demostración del sísterna1 desplegando cada una de las opciones y la 
informacicín pnra cada una de ella.,;;, lo puede hacer en forma manual o si el 
usuario lo desea en forma automMica. 

Funciones que llar:1a: 

De Ana Reli 2.0: ayudte..xt.m 

De Matlab 5.0: ro::e.c;.m, disp.m, drmvnow.m, eval.m1 figurc.m, 
findobj.m. gcf.m. get.m, if m, ishandle.m, length.m, nargin.m1 pause.ro. set.ro, 
strcmp.m, whilc m 

•Salvarch.m 

Esta función se encarga de presentar 1ma caja de diálogo en la cual se 
introduce el nombre del archivo con el que el usuario desea guardar la matriz 
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X del modC'lo y el \·C'ctor de r('Spur5ta y, la e..xtensión que el sistema escribe 
a dichos archivos f'S: ·' .arl .. . -

Funciones que llama: 

De Matlab 5.0: nargin.m. if.m. uiputfile.m, fopen.m, disp.m. 
strcmp.rn, fprintf.m, san~.m. klose.m 

A.2 Actualización de matrices. 

Cuando ~P ;ij11st a un mod('io cic regr~ión iineal e.xisten observaciones que con 
frecuencia ,dt(•nm la_-; P~timadones de mínimos cuadrado::: de dichos ajm;tc-5, 
por lo (j\W cu o('asiorn~ d analista se \·e obligado a eliminar dichas observa
ciones; {~fo conll(•v;irfa a n'calcular todas las estadísticas necesarias para la 
validación d('l rnoddo y d an;Jlisis gráfico. pero éste no es el principal pro
blema sino el ck rN·akular la dcsromposición Q R de la matriz X después de 
hab(\t C'litninado una o m:ís obsnvacionP.S. la rual a pesar de ser numérica
mente (>±,tah!f' n-sulta ccr,-;to,<;a -('!l cuanto a tiempo máquina-, es por eso que 
.se han drsarrolbdo din•rsos algoritmos de actualización de estas matrices a 
partir de la d~C"01nposiei6n ori;¡ünal. lo cual resulta mucho más barato. 

La actualización de las e5tadfsticas para el análisis de regresión y el amHi
sis gTáfico requiere previamente de la descomposición QR de la matriz X, 
entonces. nl haber eliminado uno o \arios renglones de la matriz X y del 
vector de t(',Spm:~ta y. f;e ohtil'ne una des,omposición QR diferente. Lü que 
se df'he hacN para calcular la.." ffitadfsticas antes mencionadas es lo siguiente: 

A partir d(' la dcscomposirión QR inicial para la matriz X. se eliminan 
aquC'l}a..<, ohsr-rvaciorl('s q11<' se considrre están causando problemas en el aju,'-te 
del modd~) -dig ... mos r ob~{·n-acionrs-. llegando a una nueva descompoficir'm 

QR, pe.ro ah(lra para la nrntriz .,t de (n - r) xp. con n- r 2. p y rgo ( .. Y) = p. 
A 

Como ::;e nwncionó f'n la sPcción (1.2) el vector de parámetros estimados f3 
es encontrado al n>solvcr el sistema dr ccuacione5 -

-t ~~ -t 

X Xf3_=X "!J. 

que como se vio en la sección (4.2.1) el problema anterior se reduce a la 
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del sistPma triangular supNior 

~- _t ~ 
R,}_=Q,11_ 

mediante la dt~c-omposición Q R de la matriz X, obteniéndose así el nuevo 
o 

vector de panllnctros estimados (¿_. y a partir de éste las estadísticas requeri-
das. 

Notn: El presente trnb:1jo sólo considera Ja actualización de fa descom
posición QR de la matriz X parad caso de eliminación de renglomcS. esto 
debido n la complcjfriad de cálculos numéricos necesarios para la actualiza
ción en ioo cE1sos Pn que S<' agrcg;m uno o más renglones ( observaciones) o se 
eliminan os<> agr<'ga11 colunmfL..<; (regresares) a la matriz de datos X. Es por 
ello quP f>S(ns !Íltimos casos .<;;('r;ín tratados en trabajos futuros. 

A.3 Archivos auxiliares. 

Para el bw'11 ftmcionami,:,nto del sist<>rna. éste crea archivos auxiliares en los 
cuales se almnccnan indicadores que permiten saber ei número de datos y 
rcgresorcs cou qU(' cuenta el modelo asf como las características del mismo 
ya sea datos centrados o- estándarizados. se genera un archivo adicional en 
el cual se guarda cu tlquicr rambio realizado a la matriz de datos X y al 
vector de 1Psp11csta y, tamhi('n se genrran archivos en los cuales se guardan 
las estadística..~ que SPr;in pH'!"if'Iltacfos por los procedimientos del sistema y 
que serán usadas por fo. parte gráfica del mismo. Estos archivos auxiliares 
permiten al sistema no perder la información inicial del modelo de regresión 
lineal y evitan un posible truncamiento en alguno de sus procedimientos, Los 
archivos mL--.;:iliares SC' dividen C'n dos grupos: los que guardan la. informición 
que es utilizada por d ).16dulo de Cálculos N"úmericos y que no pueden ser 
visualizados por el usuario y, los que guardan la información que es utilizada 
por el ~lódulo de Presentación de E.stadísticas y Gráficas y que puede ser vi
sualizada por el usuario en alguna de las opciones del sistema. Estos archivos 
son presentados a continuación: 

l. Los 11! ili7fHlos por rl }.16dulo de Cákulos Numéricos. 

(n) Dntos.rmr: guarda la matriz original de datos X y ei vector de 
n':--puf'Sta "!!__· 
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{b) Datosl.mat: guarda los cambios realizados en la matriz de datos 
X y en el vec-tor de respuesta y, tales como centralización y es
tandarización de datos o elimiñáción de datos aberrantes, dichos 
cambios son guardados en código ascií por lo que sólo pueden ser 
leídos por el sistema. 

(e) Datos2,rmr: en este archivo se guardan cuatro indicadores im
portantes; el primero toma valores O y 1, si es cero entoneffi el 
cálculo de ias estadísticas se hará incluyendo todas las observacio
nes de la matriz X aún las que son posibles datos aberrantes, si es 
uno entonces: se recalcularán las estadísticas sin tomar en cuenta 
los datos aberrantes loca1izados por e! sistema; el segu.1,do y tercer 
indicador de dicho archivo guardan el número de regresares y el 
número de obs('n"aciones con que cuenta el modelo de regresión y 
el ruarto indicador del archivo dice al sistema las característ.icas 
del modelo de regresión lineal a ajustar, tomando los valores 1 
para el modelo normal, 2 para el modelo con regresores y varia
bles de respuesta centralizadas y 3 para el modelo con regresores 
y ,-ariable de respuesta estánda.rizados. 

( <l) Qrdex.rmr: en este archivo se guardan }as matrices Q y R en la 
<lP-"C'omposíción Q R inicial de la matriz de datos original X. 

(e) Qrsinout rmr: en este archivo se guarda la descomposición QR 
<le la matriz X resultante de haber eliminado las observaciones 
que fueron consideradas C'Omo datos aberrantes. 

2. Los utilizados por el Módulo de Presentación de Estadfsticas y Gráficas. 

{a) Anova,rmr: se guardan las estadísticas tales como la tabla de 
Análisis de Varianza, los Coeficientes de Correlación 1Iúltiple, de 
DPterminación. d Ajustado, y la estimación insesgada de la des
viación ffitándar dP los r~iduales. 

(b) Matcor .rmr: guarda los coeficientes de correlación simple entre 
los regrPSor0, r, con xJ, y entre los regresores con la variable de 
ff'SJ)llCSta y. 

(e) Outliers,rmr: guarda los outliers u observaciones aberrantes en
contrados en e! modelo, en caso de no registrarse éstoo, se guarda 
un indicador que especifica la ausencia de ellos. 
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(d) RC'sidual.rmr: g11arda los valon>s de los distintos residuales. ta
!(-::; como le)!,, rr-:s1d11alcis romu11r-s. los e-tándarizados. los estu<len-
1 izndos: ad('Iná.-; ck los !f!'rmgrs de cada observación (h 1,) y las 
di..,lancias ch· Conk (D,). y por las dimcnsionrs dt> este arrhiYo Sf' 

:~n:11da tarnhi(·n Pi wct(\r de valon'!-i ,ljW•tados por la wgrf':'.ión ~. 

((') H--·,11mreg.rmr: guarda la m("{lia y la Yarianza de cada regresar 
,, 1 y d<· la \7triabk· dP n~puf'Sta y. su desviación estándar _v los 
\ :dnn'!-> m<L'<imo y rnírumo de rada uno de ellos: se guarda Pl W'C'-

A 

t n1 dP parümetros ristimados fJ. la dPS\·iación estándar de dichas 
('...,t imaciotl{'!-; y su rPSpPcti\·o Cuantil t-student. los CoeficiP1ltes 
de Inflación dr la \'arianza y C'l estadístico Durbin-\Vatson para 
;1111 <icorn•lari<m. 

Notw El d1sf'1io interno con qw' Cllf'nfa rnda uno de los archivos aivdli,1rc'S 
ffi rcco11ocido en fornw autormítirn por rJ sistf'ma, por lo q11e se garantiza 
la plcwi firncionalidn.d dC"l mismo; cualquier cambio o modificación a estos 
ardlivos S('r;f responsahilicfad dirffta dd ¡z.._,;;uario. 
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Apéndice B 

Análisis General del Proyecto. 

Introducción. 

En la vida diaria, usualmente se encuentran problemas o fenómenos que no 
son fácil de explicar si no se tienen suficientes conocimientos previos de ellos, 
pero se puede, a par--;ir de ciertos datos conocidos y de experiencias pasadas, 
intentar formar un modelo matemático que explique de manera confiable y 
segura el comportamiento empírico que dichos fenómenos tendrían. 

Una herramienta muy poderosa en la cual basarse es la Regresión Lineal, 
éste es un método que centra su atención en la asociación de variables de 
control o regresores -llamadas x1- 1 con una variable de respuesta -llamada y-, 
llegando a un modelo lineal general que en su forma más simple sería 

(B.l) 

donde la matriz X (E !Rnxp) tiene en sus columnas a cada 1.u1ade las diferentes 
variables de control o regresares, evaluadas en n diferentes casos; y es el 
vector de los valores de respuesta observados, (3 es un vector de parámetros 
desconocidos y el vector g_ son los errores no observables generados a partir 
de los experimentos realizados y los cuales se desea minimizar para obtener 
una '1buena" estimación al vector de parámetros /3 desconocido. 

Los supuestos que acompañan el planteamiento del modelo (B.l) son que 
rgo (X) = p :S n, que los errores son independientes y que se distribuyen 
idénticamente con media cero y varianza constante (]'2 

1 esto es ~ ~ (Q1 a2 I) . 
Para encontrar una estimación del vector de parámetros se procede a 
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resolver<'! sig11im1te pwlil('!lln dci opt.imi'l,nci<Jn: 

lv~ín lkll; =~ÍJI llu- xJ[l'. 
{I (1 

(13.2) 

;i est.a forma <k p10rcxlcr SP le conoc(\ por el método de mínnrws cuadnulos. 
Diferenciándo esta expresión SP llega a que resolver el problema (B.2) es 
('q1tiv:ilc'11t.c :1 l(~'i(i!v('I <:l sist<•ma iilH 1al <k <)(·t1acionPs algdmdcn.'i 

(13.3) 

conocido como Ecnaciones Normales. Así, si X es de rango máximo entonces 
<:l prohlPnia (B.2) ti(:nc nua ünica i,:;olnci(m dn<la por 

Pero <lesck IIJl punto de vista mm1órico, siempre que sea posible, se trata 
de evitar el p1od11cto de matrices X 1X c\n (I3.3) debido a dos grandes i11cou
venientcs: el primc~10, es el gc1sto computacional requerido para el cálculo de 
dicha matriz; y el segundo, es que Xt X puede rf!sultar df! ningo deficiente 
:-ücndo que X ('s muu{•rinnnente de rang,o cmuplct.o 

Un m()todo alternativo para la r<:soluci6n rnrrnórica <ld prohlcma (B.3), 
es conocido como la descomposición QR de la matriz X; el cual consiste 
en encontrar dos matrices de t.al manera que la matriz X se exprese de la 
sig11i<:ntP .forma 

con Q E ~tixn matriz; ortogonal, y R E 1l1'x,, matriz triangular superior. 
1vfediante esta descomposición de la matriz X, y expresando a la matriz 

Q = [QxlQ 1], con Q:l' E rrcnxp' Q.1. E rrcnx(n-p); el prohlema de rr-Bo1vcr las 
EcuacioncB Nonnafos (U.3) se rnducP a la resolución del sistema triangular 
fülp('rior 

]/~ = (J:¡¿, 

y si adcmlÍs se cnmplc qnc rgo (X) = rgo (R) 
(I3.4) {>st.ii dn.dn. por: 
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Cou ('sl,c proccdirni<\!lt.o se lo,e,ia rn1JH(\~11ir dos V(\11taja.-; importaut<'S: 
(i) que la acumulación de errores por redondeo sea amortiguada debido a 
que CJ (\S mtogona.l, y (ii) que con el siskma (D 4) el número de condición 
S<'a. n,2 (R) = n2 (X) Pn V('7. d(\ n,§ (X) corno ocnrrc para las Ecnaciorws Nor
maks (B.:l). 

B.1 Descripción inicial del sistema. 

El sistema Ana_ :íleli.M está diseñado para ser un sistema amigable y de fácil 
manejo, aún para aquellas personas que no estén muy famiiiarizadas con d 
uso de la.e; computadoras, pues no es necesaria la edición de programas o 
su c·ornpilación pnrn pod('r usarlo El sistema ('stú di::;cüado para. t.rahnjar a 
base de bot.ont)S y menús en donde se presentan las opciones con que cuenta 
el sistema, además, en ca<la uno de los procedimientos se presenta una bre
ve explicación de manejo y de las opciones seleccionadas como ayuda para 
aquellas personas que carezcan de conocimientos profundos de los términos 
estadísticos y gráficos en el Análisis de Regresión Lineal. 

El sistema Ana_ Reli.M en su Módulo Numérico y Estadístico (véase sec
ción D.2.3) contiene varias s11bdivisioncs (ó s11bm&hrlos) <le tarea.e; estadísti
ca.e; que son pws(:ntadac; en las siguim1tcs s<\ccionrn. 

B.1.1 Análisis de Regresión Lineal. 

Previo al cálculo d() los estiimulorcs de los parámetros del modelo de regre
sión, se tiene que indicar al sistema algunas cnali<laclcs que tendrá el modelo 
de a.juste, como son cstándariza.r datos, centrar <latofi o simplemente c¡nc f'l 
modelo a ajustar pa..c;e por el origen, estas opciones son: 

Considerar Constante. Esta opci6u indica al sistema si hay q1.m calcu
lar la r~c:.;timac:()n de nna constante /30 en el modelo de regresión lineal a ajus
tarse o si. se {:Onsi<lerará que el modelo de regresión pase por el origen1 i. e. 
(30 = O, (ví•as<• s(!(Ti(m L:3.1). 

Centrar Datos. Esta opción sirve para que el sistema recalcule las 

nuevos rcgrcsnres tenga media C<'ro, i. e. J\ = 01 1, = 1, ... , p-1. Para (:f'ntrnr 
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la.s ohscrvacion('S S{'. 11t.11iia11 ln.s siguientes expresiones: 

. 
:r:,1 :r, 1 - :r:1 donde 

" ¿,r,¡ 
- •=l 
X3 = ---, 

n 

" L, y, 
1¡, - fj donde 'fí = i=l 

11 

j = 1,2, .. ,p- 1 

Cuando se elige esta opción, automáticamente "Corn;idcrar constante" .se 
desactiva pw·s (J0 = O, (v<:n~c Sl'ccióu 1 3.1). 

Estúu<larizar Datos. Est.a opció11 indica al .sistema que lns ob.srn val'io
nes sPnín cpnt.rada.s con respecto a su media y además serán estándarizadas, 
esto rn, la media dr, en.da regresor fü'rá tT:ro y nuhi uno de ellos tendrá va
rianza unitaria, i. c. x; = O y s; = 1, 1, = l, ... , p - l. Para e,stándarizar las 
observaciones se ut.ilizan las siguientes expresiones· 

Xi] - XJ 

.s, 

y, - fj 

" ¿,x,, f: (x,, - x1 )
2 

donde x1 
t=l 

n. 

" L,1/, 
dornlc fj = •=l , 

11 

s2 = _,=_1 ____ _ 

J n-1 
n 2 
L, (y, - y) 

$2 = ·--~'~--~ 
1/ '/1 - 1 

J=l, ... ,p-l 

Al dcgir <'st.a opcit'rn, nntomátícmm'ntP S{' dPsnd,iva "Consid{'l'ílr Cons
tante" pues [) 0 = O. (v{;asc sección 1.3.1). 

Métodos Estadísticos. Cuaudo ::;e plantea un modelo de n:gtet->ió11 luH'al, 
grneralmentr. los parámetros ele dicho modelo son drs('onocirlos por lo qm• 
hay que calcular estimaciones confiables a dichos parámetros, pero el proble
ma nos<) (ktimíi ahí, pues es 11ec(~'-i<l.rio c·ouocer la veracidad de los resultados 
oht<midos a part.ir <k didw.s {'st.imacinrH:S1 <'S por <'llo (JlH! S<' ddl<'.Il ha('cr 
varios análisis estadísticos tales como pruebas de hipótesis, análisis ele la.-; 
oL:-;crvacioncs usadas para la. estimación <le panímctros, arn-ílisis de los 1eg,re--
S<)n\s qw' so11 11sndos rn1 d (:si udio <k la variahlc> ch• r<'spurnta, (>t.C"., y 1111n wz 
verificado fr:;to, hao'r f'stimaciones de la variable de respuesta (predicciones) 

m1. 11.fütnle el n½o dd mulldo ajrn:>Ü\do. 
Para trrles propósitos el sistema cuenta con las Riguicntcs opciorH'B estrr

dísticas. 
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Estimación de Parámetros, Con esta opción se calculau bu; ¡:st,üna
rioncs dd vPdor de• padrnd,ros (hsc·onocidos [!_, así como sus corrcspnrnlicntcs 

dc,svinrionr)s !'lit,í][(lar (-~r (~,)) y la l'stimaci(m ins<'sgn.dn de J;i varian:,;a 

(k los ('rrows s2 . E~! a ('S1,Ílnadón es calculada a partir de la descomposición 
(JR rk la matri:,; X, (scr:donC's 1 2 y 4.2). Las expn~iones parn el cálculo de 
PSln.s rntadfstica.~ so11; 

_1_ \lc/ 112 
11-p\11!2 y 

Análisis de Varianza. Con esta opción se calcula la tabla do Análisú-; 
de: Varian:,;a (ANOVA) (scccióu 2.7) en la cual se encuentran los valores de: 
las Stmws dn Cnn.drndos dP los Errores (SCE), d!) la fü,grcsión (SCR) y los 
ToLalrn (S'CT); ]o,; µ;rados de libertad para ca.da nna (k ella:;, los c-1m1lrndo,-; 
mPdios y el Estadístico F que permite llevar a cabo la validación del modelo 
dr) wgwsit'm linml a_i1i:,lado lU!'t!innk d plaut.camicaLo ddj1wgo (h: lti¡16lc~i~: 

v.~. JJ1 : fJ, f- O pa.ra algún 1."" 1,, .. ,p-1 

Colinealidad. Con rnta opción se hace una revisión de la dcp<'Hdencia 
lineal que gnardan entre sí los rcgresores, presentando algunas cstadsticas 
que pcrmikn lldmmi1tnr si t\'itP prohkma afod,n en forma Cllrn;idernhk en la 
rBtimación de los parámetros ajustados, (serdón 2.8). Tal('S {'Stadísticas son: 

A 

(1,. bs <'SLirnncionr,s dd wdut de ¡mdmd1os desconocidos 

r,3 , la.5 correlaciones sirnpl<\5 r,ntre los regresorcs x, con x1 y 

CIV, los C<wfident('s de Inflación de h Varianza para cada rn¡2;wsor. 

Correlaciones. E,-;tfi opción prcsr!uta una matriz que en sus entiadas 
ClH'llÜt con la~ ('Prrdac-iones simple.e; ('!lire los regrnsores x, con la variahln rln 

128 



1csplll'S!a y ck !al rn:11iern cpH' st\ pw)da dd<'rtniuar d grado lk nsociadón 
q1m t.iPIIC'It, dl'S<'<Índos(i qw~ sus valores ;1bsol11tos sc•,111 lo m1ís cetcnuos ll 11110; 

y entn· cada pm d<' n•grcsores :1; 1 nm .,, 1 para t.e11er 1111a idea a prioti de los 
posibles prohh'lllil.<.; dP colinPalida<l que p1wdieran existir entre óstos (sPcción 
2.2), en CHfü} de que su::; valores absolut.os :-;can rnny cercanos a m10. Lns 

<ixpn•siorn's pnrn e :iknlar tales irnlicadorrn son: 

('()1) (:1\,J;J) 
1 ,J = --Cc"'=e=é==~""=c 

JVar (x,) * Var (x,) 

donde: 

" 

cov (:1:i,:r,) 
.se (.r,,) * se (x1 ) 

" 
üm ( x,,.s·,) = ¿ (:rc, - x, )( xk, - x1) y Var (.T,) = ¿ (:rc, - x,l' 

k=I k=l 

Análogamente para la."l correlaciones ra:,,11 entre rcgrcsorcs y la variable de 
rcsptwst a y. 

Datos Aberrantes. Esta opción presenta las observaciones que son 
considcrndas corno posibles puntos extremos ( o "outlicrs") y que puednn 
afectar en la c•st.i1naci(m de' par ,ínwtros. Estos datos t icn<'ll la propiedad d<' 

qne sus u 1sidllnlPs ('S! cíndari;i;n.dos se\ :c;a!ell de la r<'gi(m ±2 que <'S <h-l tEí% de' 
confianza aproximadamente, en una distribución Normal estándar, (sr!crión 
3.3). Los rc.:,idnalcs csUiudarizados son: 

e, 
rs, = -, 

' 
donde 

A SCE 
(\=y,- JI, y .,,2 = -

n - p 

Estadísticas t-student. Con esta opción se calcula. el valor de las esta
dísticas t-st rni<'nt parn cada uno de los rcg,rnsorrn del moddo, el nw 1 ayuda <1 

d('t,c1 minar el nivd de significancia que t.i<•rni cada uno dn \'llos <'ll d rnodnlo 
y Rll asociación con la variable de respuesta y1 a mayor valor absoluto del 
('sbidíst ico t mayor asociaci(m c:on la variable de n~,;,;pucst.a. El valor <le e..c;ta 
estadística sin'<' pmn una posihk S('kcci(m dP vminh]ec; 11Pv<mdo a cnbo Pi 
juego <k 1Hp<'il.(\'-;is 

[/ll : f/, ~ (] Vs H1 :,R
1

f-O, i=l,2, ... ,p-1, 

la cual rn muy provechosa. cuando no se han registrado problemas chi colirwa
lidad en los rnµ;rnsorns, (sección 2.4). 
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Predicción. Con esta opción se permite calcular una estimación futura 
o predicción de la variable de respuesta y en un determinado valor de J., a 
partir del modelo de regresión lineal ajustado. Esto es: 

,, 
y* =!}__ ;r;_* donde x_'"' es conocido. 

Residuales. Con esta opción se obtienen distintos tipos de residuaics 1 

tales como los ('Standarizados (rsi), los estudentizados (rti), y algunas otras 
cstadístic:1.r.; corno el lcv('ragc de las ohscrvariones (hn) y las distancias de 
Cook (D1 ), con los cuales se puede hac('r un estudio detallado de las observa
ciones utilizadílS para la ('Ác:;tiinación ele los parámetros y el ajuste del modelo 
de rcgr('si6n, (:-->!'cción 3.1). La.r.; c>xpr{'SiOIH',.<; de cstns estadísticas son; 

rs, 

rt, 

D, 

e, 

s 
dnmk 

A 2 SCE 
(',=y,- JI, y s = --

n -p 

(x (R'Rr 1 X'),,, 
e, 

sJi - h., 

rt~ hn 
p (1 - h,,) 

Métodos Gráficos. La verificación de los supuestos que acompañan el 
plantcaniicnto del modelo de regrc..c;ión lineal es importante, pues a partir de 
la veracidad ele éstos se decide la confiabilidad que tienen los estimadores 
encontrados, un método senrillo y rápido de llevar a cabo tales verificaciones 
es en forma gd.fica. el sistema. cuenta con -un módulo que contiene las gráficas 
más comürml('nte usadas para tales verificaciones {sección 5.4.2). 

Probabilidad Normal de los residuales estandarizados. El su
puesto de normalidad en los residuales es el más importante para el raso 
en que se desean hacC't inferencias estadísticas sobre el modelo de regresión 
ajustado. Con esta opción se presenta tal gráfica en la que, los puntos re
sultantes deben guardar una tendencia lineal pues por un lado se grafican 
los residuales estándarizados obtenidos de haber ajustado el modelo y por el 
otro el cuantil esperado para cada uno de los residules, si son muy pareci
dos tendrán la tendencia antes mencionada. y el supuesto de normalidad se 
cumplirá, (sección 3.1.2). 
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Un supw;sto no menos importante que el de normalidad en los residtrnles 
('S Pl d(• v:n inir;,a (·onst.:rnÜ' (homo('{'d:u.;t.icidac\) <'ll los rnismos. Parn dicho 
propc'isit.o d se tic·ncn la:-. :-.ignieuh's op('ionC's gní.fica.c;, {sección 3.1). 

Valores estimados vs. residuales estandarizados. Con esta op
d(m se p1cscnta la gntfica que permite la vcrificacic'in del supuesto de va.
r iam;a const.mt(;, una vez 11j11st.ado d mod('\o d(' r('gwsi(m. Por un la.do fü' 

A 
gráfican los vnlon;s estimados (ajustados) por la regresión Y, y por d otro s1u-; 
rcsp(;divns H'sidua.lcs l'St.cíndari,1,ados; el supncRt.o se cumple ¡-;i los puIJt.os n'--
snltantes no prPsentan ningún patrón sistemático de alguna tendencia lineal, 
polinomi;il o cn:cicut.e sino 111w forma compldmm·nt<i ,ilc\atoria alwdcdor dc,J 
cc\ro, (sc'c('i(n1 ;3 1.1 ). 

Valores observados vs. residuales estandarizados. Con PBta grMl
ca se b11sC"a la misma finalidad que en la opción anterior, con la diforc11cia 
de qnc aq1tf .se dcHm verHicar si las oh;crvacioucs origina.les prrnentan d :-1u
pucsto de varianza constante antes de ser ajustado el modelo de rcgrrnión, 
(sección 3.1.1). 

B.1.2 Selección de Variables. 

El problema de ln, Sdcc.ción <le Varh1.bk~8 consiste cu escoger un :::ubeoujunto 
d(' r<'gr('son's q11c t'xpliqnen de mmwrn significativa a la variahl0 de rcspu(;stél 
y, y que adernüs, reduzcan al máximo la Snrna de Cuadrados de los E1rn
H'S (o lk:-,id11alm) (SCE). Este módulo contará con tn:s diforenuis mótodos 
C\':>t.adísticos y dos numéricos para la. obt<,nci()n de dicho modelo redncido, y 
que a continuación se mencionan: 

Backward Elimination. H,;t.c proccdimicnt.o <·ouiicm;a supouiernlo 1111 

rnodt'lo completo (con todos los rcgresores de Pstndio), y mediante la VPii

ficación de una prueba de hipótesis con la estadística F-parcial para cada 
rcgrnsor, st\ d(•cide si alguno de ellos S(~ elimina del modelo completoi nc;tc• 
1noccdin:i(mto S() Ic>pit(: rnwvmncntc bn.'-ita que la. (\<;ta.dística. F-;>a.rcial indi
que que los n'gwsores seleccionados forman un snhconjnnto snficient(' para 
la ('Xplir,1ci(m de la n•spue.sta. en y, (sección 3.4.2). 

Con esta opción se presenta entonces el modelo rcduddo, sus Pst.adísticas 
lnísicas, la tabla ANOVA y los rcgrrnorcs que fn('ron sclcrdonaclos y qne ('l 



sist('lllil {'(ll1Sith 11t'l !( 1(l111Hln11t!'S l'll la ('Xplit·acic'm el(' In vmialih~ <\(' l('SJlll<'Stn. 

Forward Selection. Esf.t, procrnlimi('Ht.o <·omic11'.l;a s11po11ie11do <¡tH\ ;i 

difon~ncia. del m(~t.odo Backward Eliuünat.ion, 110 se ticrn~n regresores signifi
ca.1.ivos f:ll <1l lll<HiPlo y mediante la revisión de las ('OlTPlacionrn pareia.lPs y 
1ma prnPha J,'-parcial, s1: decide c11a.l de ellos es 1mís significativo eu la (\xpli
cación d(~ la r<!sp11( 1sta en y, (:st<: procc;dimiento se repite I1asta detf:rrninm el 
número mínimo de regresorcs considerados signific,it.ivos para ser parte dt:l 
modelo de regn:sió11 lineal n'dncido, (secci6n 3 4.1). 

Con <' .. SÍ-a opci()u 8e prnsnitan l;:is l:Stadf.stica:-; b1bicas del modelo reducido, 
encontrado pm el sistema, la. tabla ANOVA y los regrcsores que 110 fueron 
scleceionado:-; y q1m Pl sist.mna consideró re<hmdm1tes f'n la <'xplicaci<ín de ln 
n1-,pucstn en)) pnra d moddn Enc;Ü 1c<lncido. 

Estadística C1, de Mallows. EsLe mótodo d(' selección <le variables, a 
diferencia ele los otros dos1 compara directamente el Error Cuadrático Medio 
de los modelos reducidos obtenidos con los rcgresores considerados parn el 
estudio de la cxplicadón en y. 

El critc1io proprn'sto por Mallows para f'rn•ontrar el "mejor" modelo redu
cido es que: nqudlos mod<'los quf: presenten 11na estadística C,, ~ JJ, (donde 
p indi<"a los rcgn'8on:.s en d modelo lineal reducido y 

SCE(p) e,,= 2 -n+2p 
.s 

C8 1n cstndbLica propu<:.<ita por Mallows) 8011 mejor<)8 en cuanto a su estima
ción pues rPdueen d Error C11adr{1t.ico t..fodio y la. Suma dr: Cuadrados <lP los 
R0siduales, (scrci(m 3.4.3). 

Con esta opción se pr{'Benta un cuadro con las estadísticas antes mencio
nadas, el número de ref:,rresorp.._c; para cada modelo rn<luciclo y el valor de los 
parfünd.ros l'st imado:c; <'n los mismos. 

Descomposiciones Rl?(J n y U LR. Estos son dos métodos netamente 
1111m{,ricos que, al igual que los mNoclos <'i-;t.aclíst.itos ant.eriows, p('rmiLcn 
cucontrnr el "nrnjor1

' moddo lineal reducido, (v6nse Bjork [2], Golub [4], 
SIPwart [l 7!). 
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B.1.3 Análisis de Componentes Principales. 

Est.1, t's 1rn m(,t.odo q1w mcdiarite nna rotación de los <ÜPs coon\('nados de las 
variahlús explicativas o regrC'sorcs pcnnitP la obtención de nueva.e; vmiablcs 

Ilamad,1.s Cnmponcn!.cH Purn:ipa\cs , qne t.icrnm la nrnlidad de ser iwh~pc\11-
diPntcs c•ntr<' sL y sn vminhilidnd disminn_yc) c·onfornH' 1-iC~ van S('lcccionarnlo, 
('Sto ('S, 

no (':-,l;ín nuít.11art1<)HL<'. conPlacioua.das y 

2. si z, y zJ sm1 Componentes Prindpa.i<)S d1•l mismo conjunto dP regrc.sores 
y.]> i. <'ntonces Var(z1) > Var(z1 ), 

Lo cn1krior p('rmitc la rcdncci(m de dimensi(m con n'spcct.o a las muwas 
variablrn. (Not.a: El kctor no debe confundir los tórminos reducir de dmwn
sión y rech1c1r de variahks, que en el ca,.-;o de las Componentes PrinCLpalcs se 

reduce' la. dime11s1úu con las variables eucoutradas, teniendo todavía el pro
blema d(\ la dependencia r:on los regrcsores pues las Cornponcntf'B Pr incipa\es 
son una combinación lineal de los regresares originales, lo cual hace imposible 
que se puedan dC'Bcartar aigunos de éstos en el análisis de regresión). Las 
opcin11cs (~sUt.dfst.ic,1s qtw pH>.'-l(\llta <:si.e módulo pma d arnílisis d<• chtos son 
los sig11i('nt<';-:: 

Aplicación al Análisis de Regresión. Con (~'-ita opción se ieah1,a el 
análisis ch: r<:gn;:-;ión entre la variable de rf'"'>pncsta y los rcgrcsores ncdiantc~ 
d plantcarnie11! o del siguiente modelo ele regresión lineal: 

(B 5) 

ciomk 
Z = XU, rr= U'(!. 

U'X'XU = Z'Z = A y A= diag(\1,\2, .. ,\,) 

donde A E !J?1'x1' es una matriz diagonal con los eigcnvalorcs de X 1 X y 
U E 1J?1'x 7, (!S 111w 1na! riz 011.ogoual qttc en s11s c<>l11rnw1:-; t.icuc los cigcnvcd.<HCS 

asociados CO!l .\¡, .\2, ... , A¡,- ÍAL dc·srnrnposición ('SJ)('drn\ xt X :--:- /! AU 1 SI' 

calcula via la DPscornposición en Valores SingulareAc; de X = U~ V 1
, pues no 

e~ rccornemlah!('. d d!rnlo explícito d<' X 1 X como ya mcm:ionó antes. Lnti co
lmnnas de Z = [r1 [r21 · · · l?J , definen un conjunto de regr<:f;ores orto,e,01111k,s 
y q11c csbí.u a.'-iociados con la..s ComponcntC'$ Principales. 
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El csl.lmador de mínimos cnadrndrn, parn d v<~cl.or dt\ panímet.ros d11sc:o
nocidos G en d modelo ílado por B.5 c.~· 

/\ ('-'' '") 1 ,,,¡ , 1 ,,,1 (!-- ;, ;, ;, ll. ,~ /\ ✓., '!l.' 

y b mat.1rn dt' wiríanza.-covariamm para el es1imaclor de f! es: 

f /\) :.! ( 1 ) 1 ,, 1 Vl/rl'X - rr 7, 7, -rr~A 

Analizando los eigcnvalores se tiene que si todos los )..3 son igual a la 
unidad, los regrcsores originaics (x,) son ortogonales, mientri'IS que si un >..1 

es o:xactamnnte igual a cero, implíca que existe una relación perfectamente 
lineal ent.rn los regrci,;orris originales. Uno o mfü; ele ]oi,; )..1 cerrauos a c0ro 
implica que !1, colinealidad está presente. 

Hay que notar que la matriz de varianza-covarianza de los coeficientes de 
/\ 

n-gr<-sión f}_ Ps: 

CoITelación con Componentes Principales. Con t-sl.a opción SI' 

pm'im1t.a la rnat.riz c¡1w tiene en sus entradas los codkientes de c:mTc>laci(m 
simple entre cada uno de los rcgresort'.s originales (x,) y cada una de las 
Componentes Principales ( z1 ) , para de esta manera conocer cuáles de los re
greson-i, rniginaln; rnt;\11 nw,yonrwnl.e 11.9<H'iadrn, con las Cornpommüis. Esl.a 
matriz tiene la siguiente forma: 

Z¡ Z2 z,, 

X¡ r.riz1 rx1.z:2 T.r1z:r 

X2 T;i-2z1 1".r2z2 rx2.zp 

Xr, r.:r ~z1 rT ,z2 f ::r;~~Zp 

ele- donde' ;,e• 1.iPrn: que: 

1 .. T,z., = C01J (:i:,, z3 ) 
(13.ü) 

JVa.r (:1:,) Vnr (z3 ) 
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Pa.rn ob(()m)r las COJTP!aeio11cs m1t.n• los rq;ie;;on•s :r., y h1s compotH'Illl~s 
z1, H'eufade~c qm': 

Vnr(d -- ~~ ( t1, 1 }, rnnl ti,, (k va11a11,,as-(·ova1 ia11zas el,• :r_, 

Vnr C~) 0 ~ i\ -··"- drny ()1¡, .. , .. \,), mat.1i:r. d<• vnriamms-c·ova.Iian:ws <le_;: y, 

Por lo qm• la <ix¡m)si611 dada ('Il (B.!i) so ('(lllVirnt.(• ()11· 

Eigenvalores. Cou ('8t a opción 8<' cakulnn lo.~ cígm1valon1s asodados 
a la matriz X 1 X, do11d1· rnda dgcnvalor rnpn•s1mt.11 la variahili<lad que Ps 
Pxpiicada por la co11espmHlíe11t.1• Componcnt.<i Principal, tambiün 8C pt!'S<m
tan d pon·e11t a]<' cfo variabilulad acumulada, para determinar <le cst.a manma 
crnint.as C0111pmwntPs P1 in!'ipalrn flon rnir·t'Sllrias <'ll la PXplic:ari6n d<-1 arn\lisis 
cl!'Kmdo. Ej¡•mplo: 

# Eigenvalor Eigcnvalornfl % de Variabilidad % Var. Acumulada.. 

1 .\.1 Vn.r (.\.1) Ac.11.m. ( >. 1} 

2 >-2 V n.r (>.2) Acnrn(>.2) 
;¡ A;¡ Vo.,,. (>.,¡) Ac11m (>-:1) 
: : 

71 >.,, V11:1 (>,.¡,) Lll(J!¼) 

do11d<' 
V(1r (z1 ) = >.1 , .1 = 1, ... ,p; 

J 

) ,\ 
Vo, (,\ = -¡,- * 100 y 

1-: >-1. 
Acnm (>.;) = •;1 * 100 

~ >., ¿>., 
•=! ,.,,,¡ 
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B.1.4 Regresión Ridge. 

I~s un m{,tod() nltcmai.ivo para. la est.iuiación dd wctor de\ panimdros [j_ t'll 

('l 111()( l<•lo: 
?/~X¡J_I~ 

bajo prcsc11cir~ d(' colincalidad; estos estmmdorcs carecen de la cualidad de ser 
im;<'Sf~ados e rnno los <'sf.irnndmc~<-; Mínirno Cnadrn.dos, ¡Hiro (JiH' ,'1 difr:rcnci,t 

rl(• h;1(ls, JHIS<'<'!l ];1 Vf't1L;ij;1 <i(' 1.( 1JH•r 111w IIH'!Hll vn11:il>licln<I y lJH'IHll F1J()J 
( '.11:1drM1rn i\.kdio lo nrnl lo:-; ha.e<' ll!;Í.'•, confi;1hl,•s y pn•cisos. 

El ra;,;01nrnlic111t o rn la int10duccicíu de una c011stantc k 2: O en <'l sistema 
,I(' Ecrn1('i<m<'S Ncll'11wl<)S ck bi signi{'nfc• 1nn1J('l:1· 

donde la solución a este sistema de ecuaciones lineales algebráica.'3 está de
t.Pn11irn1dn pot: 

/\ ·t -1 / !_3_¡¡= (X X+ kl) X 1¡, (13.7) 

" si('rnio {J d {':•d inwdor ridge de mhlimos rn;ulrados. La dificultad de nplicar 
-1/ 

rn,t.c mé:todo <'S qrn\ d valor óptimo de k varía df\ una aplicación a otra y f'S 

dcs('(J!HWi<l(J. J,;i,c; (>JWi(lll('S c•,c,t.n.(\fstirn.c; ele 1•1-;t.c· 111(J<i1tlo so11 lns sig11i<:nt<'S. 

Estimación ridgc de parámetros. La firn1lidad <\e ('Sta opcitm es d 
dkulo de la estimación ridgc de los parámetros desconocidos /3

1 
lll('<lia11tc 

1H resol11ci(lll dd sistC'ma de ecuaciones dado <'n (B.7), cncontrn~do d valor 
(1pti1110 dPl pat<írndrn /.,: que ('.st:ibilicl' ni rn;í.ximo ln . .._ (1st.imacion('S. Pata tal 
propósito se: lien<'n las siguil111t.es opcimtc's de de\.erminación (elección) dd 
pm,ímd.ro 1 idgp k 

l. La 1) ,1,m H idge. 

2 Validación Cnrnada Generalizada. 

:t Prinnp10 de: discrepancia 

,1. P1 incipio d(• Q11a,..,i-opl irnalid,td. 

ó. Principio de la L-curva. 
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Predicción. Con esta opción se pc1 mit e calen lar una es\.imaciún fnbu a 
o pn'dicciún de la vmiablc de respuesta y en un determinado valor de .J::1 a 
partir <lel moddo dt1 n'grrni<m füwal ajnstn.dn mPdian\.c d l'Stlma.dor ridg(~ 

(B. 7) de mfuirnos cuadrados. Esto es: 

1<' 
J/ =!}_u J/ donch~ ~¡;* t'S c·onocido. 

E11 l;i sig11il'111P scC"ciótt S() !in.ce' tina (h':-;nipci61t g('11t\1al <k lo tl'H\ p:-; I'] 

proyecto Ana _)kli.tvl, c·n :c,11 conccpcióll mip,inal, la fmma. de cómo t-s\ú t':.:\

tmctnrado y Jns pa.rtf's que cornprcndeu <'a.da una de füI8 distintas ramas. 
Fiualmoutc se espc:cifican los rnódnlm; q1rn aharc,, esta primera. versión tk'. 

dicho ptoy<•c-1 o. 

B.2 Esquematización general del sistema. 

En la figura B. l se rnuestrn la forma de ct'.imo estún estructurados los mlldulos 
qw\ complt'Wl<• d si:-d<'rna A,w_Hdi.M, (-si.e Cl!l'11La con G m<'idulo:-; p1it1cipa

k-.s; cada uno de ellos tiene una finalidad bien definida en el sistem.t, por lo 
qw', alguna 111odifü·aci611 1111 algm10 ík los rnüd11los 110 afoda cm absnh1t.o la.s 

!n.rl'a:-; 1mlizadas por !os mod11los ll'sLan!.(•S A rn1d.i1mnci(m :-;e Jll('S<'llLn 1111:1 
breve de,:wriprión dc1 la.e;; taren::; rcali?;adas por cada uno <le estos módulos: 

B.2.1 Módulo Rector. 

Est.e m<ídulo sl' ern.:arga. de controlar, mmutorea.r) y dirigir t.o<la.c; las tawas 
a.c;ignadas y ¡nocndir11fr,nt.os que son rc•a.lizc1dos un los dcrnA.c.; módulos, sit'wlo 

dP Pst.a HlrllH'J a el ni;ís import.ant.P dc1 los Tllódu!os rnost.n1dos C'll d csq11('lllil 

df' la figura B. l. 

B.2.2 Entrada de Datos. 

Este m(idulo t.ie11c t:01110 t.,uea asigmula el cargm ht ba};e de datos al sislc\lllil 

Ana_ Reli.M para postcriorm0nt.c ser proc0s;1dos por los siguientes módulos, 
las opcio!l('S el<· rn ptnra son: 

l. Entrada directa desde el Teclado. 

2. Ent.rada desdp un Archivo. 
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j ~ójui~ Re~tor. t--------1 

r---- ______ 1 ____ r ----- ni 
1 

- - - ¡----- -- -l I l 1 1 ¡-- -- -----¡ Entrada de Módulo Numérico , , , i Módulo de 
deDatos. _yEstadistico. I ,Modul0Gral1co.1! Sa!,i~~-

! 1 

l -- ---- -- ---
Módulo de 

Distribuciones. 

1 
1 

' ----------1 

' 1 

--- -- ·- ,¡. - --·-
Salidas en 
Impresora. 

Figma · B. l: Esq11p1u;1 Gmcral dd l'royri<:lo ANA_HELUvl 

3. EHharln generada a partir d<' func-iones y/o modelo.'\ de regrC'si(m pn'-
PSI a hkddos por d 11s11ario. 

B.2.3 Módulo Numérico y Estadístico. 

l•:11 (':-.Ü) mc'1d 11]0 son 11•,il1:.1ados t.odos los prnc·Pclími(ml os um níll icos lll'< ·c -snr in-. 
pnrn procedl't a\ C'úknlo ch) \ns r·st:u\ístinu; n·qnerida.'i en d anítlif:liR <le IC~ 

gr('si(m; t n \1"-; proc·1·clirni!'lll.os Km 1: la dc,-;cmnprn,i<~ón q R d1: h m1ürii1 X, d 
ciilc-11!0 t!P mc~dias y varianws m1wstrnJ¡•s, la r·Pnt.rali:.1aci(m y r.st anclariílnc·i6!1 
di' la.-; cnh111111<1s dP b 111at.1 í-. X, l,1 ;wt 11:111-.aci,',11 dP las 1milli1·1-s Q v /{ ;d c•h 
miuar oh;,c1 vnC'imw.'i aben ant.c·8 y en la hdc:cció11 de variabh\'i, nnt.rn otros: d<: 
ÍAl!Hi forma se• rPali,1;m los prorC'dimientos est11dístic:os. 1mn V('Z (·nlcula.clos los 
a.11tt,tiot\ 1~, !-!Í•1.hd\J {'~to~. ,,1 c}ílcnlo del vcict.or ,h~ p:n·{inH~t.10~ {!_ cic:iscono<·i<lo1 

la desvíación <:sbindar de cada <:stimación, el cuantil t para cada regrcsor, la 
c•st.imnci(íll inHP;,ga.da cfo In clcsviaci<'m C\'it.,índa.r rl<' los rnsichmles, las snmn;; 
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de n1aclnHlc>s J)ilrn la constnl('ci(m (!<' la \,;\]¡\n (!(' A11úlisis dl' Va.tianza, l<JS 
n:sidualcs, obsei vacioncs aherrn11Le:-;, de. 

T•~l rnódnlo <'St.adísti('o, tt sn ver., tknc varín_s snbchvisionps de aplicn.ción 

en las que :-;e realizan tareas distintas pero, sobre la misma base <le elatos 
F,:-;tn~ s11ll(\ivisi(HH's (o s11lnnó<lnlos) son: 

l. A n;í\isis d(' H('gH'siún Li11C'a\. 

3. Amífü,is dt: Componentes Principales. 

Cada uno ck Pilos e .. c, indcpcrnliente en cuanto a lm, procedimientos que 
realiza por lo q_uc, la alteración o modificación <le alguno de ellos no influye 
('11 los proo;dimir:ntos rcali?;ados por los demás submódulos. 

B.2.4 Módulo Gráfico. 

Este módulo tiene corno finalidad la presentación de salida.<; gráficas en pan
talla, para llcvm <1 cabo la v<'rificaci(m d(' los snp1wstos <}p] modelo corno 

homoccdasticidnd e irn!cpcrnlcncia en los rnsidualcl-i y di;-;Lrilmcióu 11omwl 
de los mismos 1 una vez calculadas las estadísticas -tales como rcsidua1es, 

A 

residuales estándarizados, valores Yi estimados, cuantiles de la distribución 
J10lll1n! est.;índ,1ri½ad;1, d<·. , 111)cesm ias para ca.da uno de los gráfi('os pr<:.'-i('ll

ta<los Este módulo requiere ele los resultados previamente obtenidos por d 
ivlódulo Nrnufai<"o y Est.adíst.ico. 

B.2.5 Módulo de Salidas. 

Est<• módulo ti<)lH) corno tareas asignadas la salida de r0.s11ltaclos estadísticos 
y gráficos en distinta;-; rnodalida.de.c;, (~st.as pn<'den sc>r: 

1. Salida ('H p:lll! alla lllf'di;11JI.(' la pr(~S<'Htitci(m de vcut.arn1.c;. 

2. Salida a nu archivo. 

3. Salida a la impresora. 



B.2.6 Módulo de Distribuciones. 

En Pst<' rn()(\1110 se prPs0nt.a11 varias dist.rilmcionC's el<' densidad dí' prohn
bilidad frcctwutcmcutc utilizadas en d análisis rnt.adístico de datos. Tales 
distrib11ci01H'S son: F, t studrnf, .7i r'lladrada JI Nonnal. La finalidad dP (';}.;tP 
módulo es que d wmario introduzca un cierto nivel de sig11i!ica11cia (a) pma 
que ciP ()sta numera f'l sistema pnPda cnknlar iutPrvalrn; de confianza para los 
parámetros /1

1 
desconoddos, realice prnebas <k hip<Ít.csis mm vez encontrado 

d cuaut il cotT<~<;pornlicnte y, tome decisiones sohrc la validación dd modelo 
general ajustado, a:-;í como calcular la prolrnbilidad a partir de~ la c11al 111rn 

hipót.c::üs 1J11la es red1aiada.. 
Los (j rnúdnlrn, anteriores cuentan con la cualidad de estar diseñados de t.al 

nwrn'rn que S<' p\\cdm1 modificar en V('tsiom•:-; fnt.nra.-; sin necesidml d(' L<'ll('r 
que camlnar la ef.itructnra imcial dd sistema, b-;to) debido a que cada uno de 
los rn(idnlos es independiente de los restantes Pn cuanto a su configurn.ci(n1 
intcrrnt y alg,1mos dP <•llrn, sólo necesitan de las salidas m1m(•ricas de los otros 
m(1d11los. 

B.3 Lo que no se alcanzó en esta versión. 

El sistema Ana __ Rdi.M Ver. 2.0 fue creado bajo mnbiente Wiuclows en Ma
Uab 5.0 a b\se de ventarn1..s c.on botones y menús que lo hacen un s1stem;t 
amigable, de fácil manejo y rápido de entender; así como confiable en cuan
f.o n los pr<JC(\dimicntos rn1rnfaicos qu<' u•alir.a pues varias de las funciorn>.."i 
ntilir.adai--; por el sistema son tomadas el(\ Mat.lab d cual es un paqu<'i.<• con 
prestigio intern;u,Jonal en <'i área dPI Análisis Nmnórico. 

Si adcrrnís se cumplen las condiciones de que: X E ~nx¡,, n > JJ: 
rno (X) = JJ, h:2 (X) d 11ünH•rn ck eond1ci(m (k X 110 ('S muy grande, y ad(•-
1111ís qtw i-;e nnnpla la. hip(lt.<\sis de ángulo agudo (vóase sección 4.2); entonces 
se garanti11a la pk11a confiabilidad y precisión de los resultados obtenidos pur 
d sistema Ana Jkli.M Ver 2.0. 

Una V('.nta ja df' usar cilg1m;1:-; de la .. '-1 fnnciones (k Matlab es que si In 
roll(lici(m r_r¡o (X) = ¡i nos(~ curnpk, se t.imie la absoluta confiarrna de: q1w 

his llron:<!irnwuL<lS muuhic<>S y/<) ('SLadístic{1S r<•nli11a.<los por PI sistl~ma !l() 

S(\ venin t.rmH·,1.dos. d<'hido a que I\Iat.lab fi.0 usa el estfü1dm de la IEEE. 
El psi ;íHdar ()spccific11 que toda .. -; la.s opt•rndorn:S aritmót.ica:-; son c,i(•cnta.d11:-; 
como si S(\ calculanm <'ll precisión infinita y después redondeadas ele acuerdo 
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n 11110 1\P \os cual ro "mo1lm;" {v('aH\' Híi-;\mm, \G1) 
La mit.m()lica IEEE <!H un sistema cenado: cada o¡wraciún aritnét.ica 

p101\11('e nn rc•s11ll.ado, SPa mat.<•mn.ticamPnto <'H¡wrndo o no, y en.cla opmaci611 
genera nna sPíial. Los resultados por clcfault se nmest.rnn en la signicnte 
1.,1bla. 

Tipo el,, t'x(·q)("i(111 1'~ím1plo 

Opcnt!'iún inwílida 0/0, O x oo, J=T 
( )vorllow 

( '"')"''1 'l'll (' Í0l'l 0lt ••) /() \,. 1n-,"r .., , .1 ,,c., 

HP:mltaclo por dcfanlt. 

NaN {Not. a Nnmhcr) 

:Loo 

±oo 

Umlelflow 

Incxado 

N1hrwroH snbuonnale.'l 

sícmpre que J l ( '.I:: op y) #- x op 11 Resultado bien rmlo)l(Jeado 

La respuesta por default para una exccpcíón es colocar un band<'.rín y conti
mw.r con los procedimientos. 

Un NaN es generado por operaciones tales como 0/0, Oxoo, 00/00, ( +oo)+ 
(-oo), y H- El uso de un NaN denota datos no inicializados o falta de 
los mismos. Las operaciones a.ritmétic&s que envuelven un NaN regresan un 
NaN como la resp1wsta. Lo anterior ei, importante en el desarrollo de los 
cálculos numéricos y/o cstadlsticos pneR permito rt\ sistmna contimun con lo:-; 
procedimiento, antes menciona.dos. 

Algunas dPsv<mtajas. Si hfr,11 d sistnma Ana íleli.M Vr•r. 2 O r·uent.a con 
varins vcmt.:~jas I a.ni.o en el aspecto numéi ico, m;í como en lu prnscnt.acióu dt• 
venta.nas y facilidad de manejo; también tiene algunos puntos. mC'ncionados 
m1 la !iC!<Ticíu B.2, (¡ne no f1wron compldnment.c realizn.clos debido a h com
plqji(htd m1mí:rica y n~t.adíst.ica con que c1wnt.an, y qm• q1wdan asignados 11 

fnl urns vI•I HIrn1Ps dd pn':,,(•111.(• t.r abajo; t.ak•s punl.oH son: 

l. En cü m6clnlo "Entrada de Datos" sólo fnprou nmh:mdos los pnnt.o;; 
c·1 H I CSJ >Ol 1( licr1t.cs a: 

{a) cutrnda <le elato;; a ¡m.rt.iI riel tecla.do y 

(h) c•nt.rnda de datos desde un archivo, 

quedando pendiente el corrcspondíente a entrada. de datos a partir de 
f1111cimll'S v/o rnodPlos ¡'irncl<'Íi11idns. 
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2. El "M6dnlo Numérko y Estadístíco" en esta versión, sólo comprende 
la parte biísirn dd Amílisis de Regresión Lineal, basada en la descom
posición QR. qucdimdo fuera del pn.'.sente trabajo los submódulos: 

(a) Sd<'('CÍ611 de Vnriahk•i;, 

(b) AmHísiH de Componl'lltcs Príncipalcs y 

(e) ílcgresicín Rícigc. 

Los rcr¡11Primientos rmmé-ricos (descomposiciones RRQR, U RL y SV D) 
y rn;tndMi('os dP (•stos submódulos son complejos. por lo que serán 
anrixaclos ffü futnrns \"eI'SIOilC'S de eBte sistema. 

3. El ").kid1do de Snlidas·· sólo comprende la parte de Salida en pantalla 
medürn!P la presrntación de ventanas, quedando pendientes los sub-
mód11Irn,: 

(a) Salida a un ¡1rch1vo y 

(b) Salida a la impresora. 

4. El "l\lódulo de Distribuciones'' no fue trabajado en esta versión del 
sistema por lo que el módulo completo quedá pendiente para futuras 
vernion(1S. 

La raz6n por la cual únicamente se trabajó con el módulo de Análisis de 
Rcgre,sión Lineal e..c; porque la herramienta que proporciona la descomposición 
QR de la matriz X permite realizar los procedimientos numéricos de manera 
confiable, pues redure al rná.'Cimo los errores por redondeo, al tener que la 
matriz Q es orto¡!;onal y prPscrva normas. Para los restantes módulos es 
necesario el nso dt' otws métocios numérí.rns. tales como la descom1)osic1ón 
RRQR de la matriz X, la dPscomposic1ón U RL, la descomposición en valores 
singularC's (DVS) ele la matriz X, entre otros. 

Si bien, la Psq11cmatizac1(m del proyPcto general Ana_Reli.M presenta un 
sistema compntaciomü rohusto, la primera parte de este proyecto ---C'nfocado 
únicamente al Amílisis de RC'grf'sión Línea!- muestra en forma tangible que 
es un pro,ypdo quP puede llevarse 11 cabo hasta sus partes más sencillas. La 
definición y construcción de cada módulo en forma independiente permite, 
de esta manera. anexar otros módulos y procedimientos en forma sencilla, 
sin nece..c;idacl d(' altPrar la ronfiguracíón 1111cial del mismo. 
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Apéndice C 

Ejemplos estadísticos y gráficos 
obtenidos con el sistema 
ANA RELI.M VER 2.0 

Introducción. 

En este apfaidirn 8C hace una pn):;entación ele resultados estadísticos y gráficos 
ohtmüdm CDtllO salüln:; dd sist.cmn ANA _HELUv1 VEH 2.0. Los cjcn-icios 
usados para ilustrar tales propósitos fueron obtenidos de textos estadísticos 
que gozan de n!nornbrc en las áicl\S del Análisis de Rc--gresión y el AnálL<;is 
N¡¡m{:rico; talr:s corno Chattcrjcc [3], Wcisbcrg [20], entrn otros. Los mdoclos 
n\lrnéricos usados por el sistema g,iranfo:an la plena confiabilidad y una alta 
precisión de les resultados numéricos y estadísticos obtenidos por el :nisrno 
pues, los resultados estadísticos mostrados a continuadón fueron comparados 
con los prrscnt.ados en los libros de texto, mPnc·ionados arriba, llcngando así 
a conclusiones satisfactorias. 
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C.1 Ejemplos. 

El cjr.rnplo mostrado a continuadón fnc obtenido df' Chattcrjcc [3], y sirve píl-
1,1 ilnst.rnr !'] proePdimirn1!.o ([11<' r<•ali:,\a d :-m;l.<•nia 

ANA_BEL!.M VEH. 2.0 cm la diminacidn d<~ datos ab(•nant.<-s, H·rnuclando 
que la enrnd(!rís!.íca dri estos clatoR es el tener un rC8idua1 cstándarir,ado fuera 
dd intervalo (-2. 2), por lo q1w s011 cousidcrn.daR obscrvacioncH prohlemát.i
cas para rl mor!Plo qnc pu()den afectar en forma drást.ica la estimación de 
los pa1 :í.mP1 H ,s y, p1>1 c1111:-.ig11i1•11tP, In wr.tdclw I d1• los 11•tml l.a.clos <•si ndí:-;l,icos 

obtenidos. 
Nota: El procedhnient.o de <~Hn1inaci(ni de dato8 t1herrantes para. el si~ 

guient.o ejc~mplo se repiti(S varias vocc'8, lw.<;ta que el si::;tcma no Pncont.r6 
indicios de prc'.,m1dn de datos ahrnrant.cs <'11 las obs(•rvncioncs 

Ejemplo C.1.1 (Chatterjee, pag. 20) El éxi,to de un programa en la tc
lt-11i~uín t'011U'11"1al t'sf.á rf.¡,fcnnm,ado 1•11. 7J11.rli' por un sistema dr m.li11q r¡1u' 

es una ¡n-uc/1a 71ara medir la halnlidnd de los programns para r1./.me1· y i<:ncr 
tdcvuicnfc.~. En thminos rcafos, los puntos del mting _qcneran interés al pa
trocznador y en gzi o br-inda renta a la estación. Un director de cstac'l6n a 
car_qo de lo,, rmevos ratmg de programaIJ fue contratado para un estudio en el 
gU(' se <Í/'.~m11 ulr-utijicar los J<u:ton!s q11.c nfcctan a los rntin_q. Adcrruís de las 
variables más comunes, tales como formato, efectos especiales, y el rccv.rso de 
H11jrtos 1Im a rtw:ws repartos, se ,mgirió qu.e lmbicm una r.ontinnadón de los 
pmgrnrnas, 1nrccdulo inmediatamente J)or el noticiero. El mting del notu;wro 
f11,e ¡mnw.lmenf.c depe11rúente del rnf.úig del pmgmrna que lo vrecetlía. Para 
r:u.antijimr- este efecto. una muc.,tra aleatoria de mtinqs vrrmos fue tomada 
a tra11és de regwnes 11am vanos ]Juntos en el ti.empo, durante los pasados 2 
arios. Los datos mnsisten de obscrnar:iories en una vanable denotado. r.orno 
"U ", t¡111: r·;, d nil.my del not1.1:u,rn; y m1.n scgmuln 11nnalilc llamnda '' i: ", 

n:1m·8e11,/ando d rnU11g dd ¡no!}rama ¡111.11.ci1ial. Los datos son mo.~trados rn 
la. Ji!J1¡,¡-o C. l. l~l rn./.mg es 11.11 f.ndu;e qnc c·slt'i. cn/.r(' 1 y 10. 

x = Rating del programa ¡wincipal. 
11 = l?nlmq dd ¡noqrnmn rfr nof.Ü'i.as. 
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Figura ~c.l: Datos del ejemplo de nating parn programas de tclcvísión. 
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Fignrn ~c.2: B('Sl\lll('ll el<~ la prinH•ra fü•gm'lÍÓll para los datos dPI nat.ing. 

Moddo ajustado. Y= 1.7065 + O 6653X1 

Figma ~e_;{ Ddcc·d<m rfo Datos AlH•mmt.cs ("011t.lic1s"). 

En r..~ta ¡mmrm 1r._grr.su5n el dato 29 rnfülta ser un punto r.xtremo del 
n111,J1mf.o rfo rlr1,/.0,Y. /,n dr'('1:su5n ti<' dmmw.rlo ild rml,Jlml,o d1'. dnloH r¡U.f'IÍIL n 
dr'.r·r·ión drl analisl.a. 
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Figura-e 4: Ifosmncn ohtcnido de la segunda Regresión, despufo, <k haher 
eliminado la observación 29 del conjunto de datos. 

Modelo aju.stcdo: Y = 2.0569 + 0.5735X1 

Nótcsr el cmnlno en los parárndros csürnado:, despn(>s de clirrnnar la 
obscnJac-1,óti 29. 

Figura-C.5: Dato AlH\rrantc ("out.lier") res11ltante dt~spuós de eliminar la 
observación 29 cld conjunto ele datos. 

En esta sr.gunda rrgrr:!sión la ob."ICT'Var.ión 29 resultó ser un punto r.T
frnno 
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Figura~ C.ü· Ht•H1mwn oht.enido de la t.ercera Rcgrcsiún al eliminar la 
ohf,Prvad(m 2!l, mmltante drn:;pu6s do la primern eliminación de da.tos. 

Modelo ajustado: Y = 2.4548 + 0.4716X1• 

Nótr~sf' el rnmbio en los ¡)(mí.metros ,·stír111ulos, dcs¡més de f'-~ln sqrurula 
dunm1u·uí11 d(' d11./os. 

Figura-C.7: DatoH Aberrantes ("ontliors") que aparecieron al clíminar la 
ohscrvari(m 20, d<•spu6s de la primera Pliminacic'm de datos. 

Ahora las oiiscrnacwru,s 27 y 28 srm. p1intos e1:trcm.os, desp1ié!l ,fo ha
ber hcdw do.~ di,minacwncs de datos. 

148 



Figma~ C 8: Rt'Sturwn obt('nido de b, enarta Rcgn:si(m después de eliminar 
las oh:;;('rv,1cio11es 27 y 28. 

!i1oddo 01ns!wlo. )' :::: :L7J:{2 + 0.2JDGX 1• 

Nota.: Los rn:mlnos que hubo en los parámct10s estimados se ¡nwdcn 
considerar significativos, pues del primer modelo a éste último enste una 
gmn rbfcrr.'1u:ur; m1,nqw', mbc 1rwncionor q1u: el cocficu·nlc de dctc11nznw:1,ó11 
para el modelo sin datos aberrantes es de R2 = 0.1611, siendo este últmw 
menor al obtcnuio en la prnncm rcgrcs;,6n (R2 = 0.3962), incluyendo fodas 
las obscrvruwru's, J)OT lo que se ¡mofrn mnsidemr como dato.e; impo1 tanfcs 
en el aj-11<;!,c del modelo de l('g1csu)n. 

El proccdnnien!,o de clmm101 datos aberrantes con el sistcnw 
AN11 REI,J.M VER. 2.0, dc;6 al final 26 obscruacwncs ¡HLm d esln
rlu> dd f1"111f11wno T,11s o/;sn·11w·iou1·s dw11nnd11,:, dd 1·on:1u11fo 111' dolos 

011,gmal f11f'ron la 29, .W, 27 y 28. El analista ¡mtdc decidir en un rrunnrnto 

dado si desea rhminar ab,,;olutarnrnte todos los pos1,bles datos aberrantrs o s1. 
pH'jr:C'IC (~JHs'if.<11· d modelo de 11:yrcsu)n útdu7¡émlolos. 
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El si¡1,m<'T1Ü' r~]<'lllplo ha sido <'kgHlo pnrn most.nn los c{('ct.os d(' la colin<)il

Hdad en la ittf('H'ncü1 esLadfati<'a. &te <'.icmplo mnestrn la arnbigücd;u.l que 
quizá resulte cuando se intenta identificar impor t.antes variables explicativas 
de entre un conjunto de rPgresorcs linealmente ck-pcndientes. 

Ejemplo C.1.2 (Chatterjee, pag. 144) En ('01/Juncuín con la Cmnisuín 
1fo Vcrl'dws C:zmlt's en 1964 el Con1¡rcso dt' lo.<; l~slados Unidos 071frná w1 

r:r:arru:n df' f'sfudio ". ('oru·rn1,icntr a lo-falta dr du;¡1on1-b1/.ulad de o¡wrbmida
dcs parn i_qual nlnmcu5n de los mdiV1,d1w.<; por rnzoncs de raza, color, rchgu)n 
o 11,aciorialulod l'n tnstüunon('s ¡ní.bhrn.s... Lo.<; dalos fueron r·olf'clados de 
una scccúin de csr:udns Ít través del país. Ademó.:, del resumen estadfshco 
rqJOrlado ('11, uana/il(',<; tales rnrno nivel di' loqros del cstwlum,te lJ fac-i.lidades 

d('. lü cscnda, el anál.M;u; de rc_qrc.'lión fnc usado para intrnta.r establrn:r los 
f,iclon's r¡nc son 'más m1porfa11/,1•s ('1/, la dd1·rrnu1.acuin di' los loq1os. Los da
tos para este qernplo r,onsisten de mcd1,ciones tomadas entre 1965 y1970 en 
csnwlas sdf'ccionadas alcatonamenfr,. Lo8 dalos tonsistcn de variables q1w 
miden los logros de 1m estudiante, facilidades de la escuela, y profe80mdo 
calificado. El objetivo es evaluar el efecto de la esc11,ela en los logros. Se 
a8umc que un f11dice aceptable ha sido dcsan-ollado para medir estos a.<;pcc
tos del a'mbu;nlc c.~mlm' qne seria C8pcrndo para aje.dar los loqros. El í11du·c 
iuduyc c11ol11acwnr's de las á1cas ¡r.,.,-,,rns, mal<Tiol de 1·11scúanza, progrn:rnas 
especiales, entrenamiento y motivación de la facultad. Los logros pueden ser 
medulos al us1n- nn índice construido de ¡mnlajcs de pruebas normalizadas. 
Ifa?J también otras 1iariables que pueden afectar la relación entre la escuda 
y los loq10s r,;[ 1JH)Oram1,1'1do d(' los ('.<;/,11.dzm1Jc,,; ¡nu;dc 81'1' af('(;lado 7,0·1· el 
ambiente familun· y la influencia de sns compaiicrvs de escuela. Estas varuz
bles deben ser exphcadas en el análisis antes de qtte el efecto de la escuela 

p1tcda ser f'Vnluadn. Sf' nsumí' q1u' los ír1rlu·(',<:; han sido mnstruul.ns pam estas 

vmw./;lcs qnc son :,ollsfacton,o .. <; parn los propásdos del cshulw. 
:1:t = l11jt!11:nda del amfn<'1dc fmrul1ar (i11d-10' 11011nalnado}. 
x 2 = I11jiucru:ia de lo.-; comparierns de escuela (índice nonnalizado). 
x:1 = h1jb1l'ncia d<' lo, csowla (indux: rwnnalizado). 
l! = Loq10s dd r:sl:wiumlc 1'n la í'sr·uda (í71(fü;c 11,ormahzado). 
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Figura-C.9: Datos del c.icmplo que estwli.a. los logros de los cstudia:.ü,cs en 
la escuela. 

151 



Figura-C.10: Datos del ejemplo que estudia los logros de los estudiantes en 
la escuda (Co:1tin11ación). 
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Fignrn~c 11: Resuml'n de la Regresión. 

Fígura-C.12: Tabla de Análisis de Varianza. 

C011sidf'111.11do 1/.1/. n = .01 d 1·1w.nlil F 1•s F(1Jm¡ = 1.12, sii-udo me

nor que la estadúl.zca F {de la figmn anterior} por lo que los rcgresores 
aportan mfornuu:uín en la e·1;plícací6n de la variable de 1espuesta 1J. 
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Figurn-Gl~{ Matriz de Corn'lacioues. 

Las rnrrela,ciones sirnplcs entre los regreso res ( x 1 ) y la varwhle de rcs
pue1,ta (y) , dadas en la figurn anterior, 1,on mu.y pequeñas por lo qne sr 
consúlcra que la rdanón que tienen f:sf,as no es mny fnerf,c. En d ro,:,;o rfr 
las con'Clacwnt:s entre los regresares, se tiene que éstas son muy cercanas 
a uno por lo qw' c:i:istc una _qmn dcpr,ndr,ncia b:ncal entre éstos; lo anterior 
hace pensar en la posible presencia del problema de colmealufod en los 
regresares. Lo más recomendable en este caso seria elegir aquel (o aquellos) 
rcgrcsor( es) qne tcnga(n} mayor corrclací6n con la, variable de respncsta 
(y) y qne, adnná::;, en el caso de tmn,os rcgrcsorcs, elimine al máinmo el 
¡noblenw de la rnlincalula(l. 
Nota: La decisión de climmar rcgresores del modelo lineal general queda. 
swrnprc a tm1,sülc1 nti6n del rmalista. 
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Figura-C.11: Ddcx:ción de Colim)a!id;1.d en los Hcgrcson\s. 

En la figwn anterior, :,e pre8cntan algunas e,c;tadísf,icas simples que 
perrmten detectar el prnblcma de colznealidad en los regresares. Para 
t:mpczar, d s1,9no de algmws dr, los coeficfrntes de r:mrclar.1,6n no f'o-incidc 
con el de su respectivo estimador (tal es el caso de {30 y /33), además, los Co
eficientes de Inflación de la Varianza (CIV) para cada uno de los regresares 
son muy grandes (rrw:yorcs que 10, valor grande estadísticamente hablando), 
por lo que se ti.ene cvidcncw clara de que el problema de colinealidad en los 
ngn>sor<'s l'sfá ¡nrscnf<'. 

Nota: F:n oca.'>w1I,es, c8tos 1.ndu:rulmcs no son s11Jit·icnlí'.s en la dd<'c
cí6n del ¡nobl1·uw, de rnlincalidad en los H'.(J'f'csmcs ¡;orlo que, r's 1U'('('sm·w, 

la verificación de indicadores más ser1,Bzbles en la dctecczón de colznealidad. 
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Fi~ura~C.lG: Valmc:-. Pteclccidrn, (0) V:-.. OhsPrvados (y). 

Con la gnífirn. nntr'rior 111• piwdc sa/wr 1'11. forma rcípula. si l'l mmfrlo 
de n·qrcsuín a.7uslado 1n-cdícc rm forma füiccu.ada n la 11a11abfo dri n:s¡nu:stn 
(y). Pnm tal propósito se grnfican los valores obscrnados (y) y lo.~ valores 

aJu,stados por rl modelo de regresión ( 11) , rada uno de ellos con su respcc
trno wso. St· dirá (J/1,C d modelo aJusf.ndo 7nrd1.ni en forma a1Ü'c1Uula n ln 
varinble de rris¡m.csfo si las tcndcncws rc,mltantcs de aml11is gráficas son muy 
parecidas entre sí 11 tienen un comportamiento similar, en caso confmrw, d 
moti.do aj11.~tado 110 r'H rld lodo nmji.nb/.f. 

En c.~tc 1:Jcmplo en parf.u:11.lm, se ti.ene fJU.t' la.s tcndcnc1,ai; n;.fültrmlcw 
están muy dwtnntc., una de fo otm ¡¡ no tienen un comportam.if'.nto parecido 
¡ior lo qu.r: ,·s rfr srq1mi.1:rsc qu,e el uwddo ¡¡ju.~tado no es del todo un lnwn 
prcdu:tor de la rr.s¡mesta dada por (y) . Eqta misma conclu8i6n puede .ser 
vista con el Cocjiricntc de Dr.1n-rmnr1c:16n R2 = ü.2062, d C.%<L1 1<,S1tlt6 sr.r 
m11.y ¡¡cquefío. 

Nota: La dr:ci.~ü5n 80bre el aj'!Lste del modelo con este método queda a 
r;onHidcrnci.ón d<'l analista 
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Figura-C.16: Tendencia de los Residuales Estándarizados. 

Con la gráfica anterior es posible detectar problemas de varianza no
constante en los residuales o, la presencia de alguna tendencia no lineal 
en el modelo nJu.stado. Los p~mtos ffsultantcs, para el caso de var 1,anza 
constante, deben tener una forma completamente aleatoria, no presentar 
tendencias crecientes o acumulación de puntos. Para el caso del modelo 
lmeal, los puntos no deben presentar tendencias de alguna forma funcional 
conocida (cuadrática, cúbica, polinomíal, etc.), ya que esto indicaría que 11.n 
modelo lineal no es el adecuado en el ajuste de los datos. Por otro lado, la 
ventaja de usar Residuales Estándarizados en esta gráfiw es que permite 
al anahsta detectar posibles pnntos e-Xtremos ( 11outliers") en el conjunto de 
datos, que son aquellos que se encuentran fnern del inte111alo ( -2, 2) de nrw 
distnbuczón Normal estándarizada. 

En este ejemplo, los puntos resultantes p1cscntan una fonna aleatoria 
y no hay tcndencws de alguna función conocuia por lo que se puede conside
rar que existe varianza cow,tante en los rcsuluales y además, el modelo lineal 
es el adecuado en el a1uste de los datos. Existen puntos fuera del intervalo 
(-2, 2) que so11 con-;idemdo.o:; dntos nhcnuní,e:-i. Se 1·cro11i:inufo ul mwHi;t.<1. 
venficar .<;1, estas observaciones no causan problemas en el aJuste del modelo. 
Nota: La dcósu5n de los puntos anteriores es mny subjctwo, por io qne 
queda ,,;iemprc a <·on5ideraó6n del analista. 
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cP"'.7,:.,..,------------------;_;,;;,;r------------
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" 0;3:;,,º 

Fiµ,nra~C.17: Gnífira d(' Probabilidad Nmmal de los ílesichwles. 

El snpuesto (Í(' nonnalidad en los rcsuluales parece cumplirse, pncs los 
¡nmtos rrsultantcs no se encuentmn rrw.y distantes de la recta (arriba), y las 
barras tzcne-11, 11.110, f,r'ndcncin ct'T(WUL n la nonnal (abaJo }, nunq1u' la d1:(·1,,;ió11. 

1-wbrc 1·.~t,· ~111i111·sfo dqll"tllll', en !JH/'/1 111nlufn, dl'l a·11aÍ'l8(a. 

Fi¡_i,nrn ~C.18: Histo)'.;ra.ma <l<• fk .. ,;;,idnaks F,st,í.nclarizados. 
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El siguiente (JC!llplo es uLili,,;a<lo corno ílusLra(íón para la:::; pait.es de ccn-
trali7,nción y Pstn.wla.ri7,arión ck datos, ckbido a que (~stos Pil ocasiones son 

muy grnud('.s ( o rn11y pcqucüos) y pueden ocasionar p10bk111as por n'do:1d()O 
al rnotn('Hto de 1( 1;di;,;;ir lot-. cl'.lc11los nnmórico.s y, ;11rnqrn' se utilizan los algo-
ritmos más avanzados, en ocasiones el problema de la obtención de resultados 
rac!int principnlmcnt.P ('11 las ohscrvaciorn's mm\-;tral<'S qrn• fueron utili7,ada.s 
para dicho proceso, la:-. cuales no puc\<len ser del todo coníiablcs. Es por (~sta 

rm:(m que se p!<'S<:ntan esta.e; dos alternativas de <\stimaci(m 
Si desea mtls información al respecto cornmlte la sección 1.3.1 o los tcxtrn, 

Mont.gmm·ty 19]. N\'tcr [12], S('mi(, [15] y W('islH'tg [20], (111t.rn ot.10s. 

Ejcrn.plo C.1.3 (Wdsberg, pag. 78) L<J.<; do/(J.'i 1lad11.<; 1•·11. la Jigunr (:.J.<J 
f1tcron dadoB poT Lonqley (1961) para demoBtrar msuficiencias de los progra
mas co11w11Jne1011,0J<'s en 1c5pcs1,r)n entonces dispondilcs. Las su:le varwhles 
.c,on: 

:i: 1 = GN!) ;nn·w, l'n J)orccnfaJc. 

x2 = GNP, en millones de dólares. 
x3 = Desempleo, en miles de personas. 
x 1 = Tamaño de la f1terza armada, en miles. 
x.5 = Poblru:ufn no~ínstítucwnal de má.5 de 14 años de edad, en miles 
X6 = Aiio. 
y = Desempleo total derivarlo en miles. 
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Fip;11rn-C.19: Datos <ld ejemplo propuesto por Longley. 
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Figura -e 20: Estndíst.ica.s BA.sicn.9 para los rcgrr.sores origínal<'.s. 

Figuia - C.21: llPKlllW'll ch· In Hq?,tc~sí1í11 o!JU)11idn Hill <·nmhim; al modcfo dP 
I()/?,WSÍCÍll. 
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Figura~ C.22: Resumen <le la Regresión para datos centrados rcspe<:to a su 
media. 

Al centrar las obscruacior1cs rrspcdo a sn mcdw, d parámetro (J0 desaparece 
del modelo de regresión. En la sección donde se revisó "centraliz!],ción de 
dato.,", se mcncion6 que las rstirrwcioru:.5 de los pm ámr:.tms dcswnoculos 
pam el modelo original y para el modelo centralizado, no cambiaban. Si se 
rc1risan loH valores qnc a71an.x·c11. l'n la lobla de Rc.'111.rncn de la Regn'.'IÚ5n, 
notmá que hay pequeñas diferencias en la estimación de los parámetros, 
lo cual co'!lh<uhcl' el hecho anfrs mrn<"imrndo. Esla.'1 vo.rúu:umes se dchn1 
r,rnu:ipnlmi'nic n. lo. rw.h1.rn.lf'Zc1 de los <lni,o,,;; pues nlgmws milores, pma 
algunas vanables,. son muy grandes y esto puede provocar errory,,s por 
1rdond('() <'11. lo8 ¡nnccdímicntos ubhzados, haciendo qnr, los re.'>ultados .'iw.n 
cnüncos. Por esta rnzón sr recomienda ufalizar datos ccntrndos rcspcdo o. 
su 11/('dl// 
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Fígi1ra - C. 23: R p,;1m1cn de la Regresión para datos Estándarizados. 

Para el caso en qne se estándarizan las datos, las valares de los pa
nímctros csti.rruulos mmliían en forma ,·011suleral1le re.~¡¡ec:to a lo.~ imlorcs 
del modela onginal y. en la mayaría de los ca,ws rcs11lt1m tener J1r'(l1C11a.~ 

cstünnciorwR. Es/1• método de 7n·1•scntadón de los d<Ltos, 11.l 1_qnal ,rrw rl 
de centmli.za<·ufo, 11y1tdn a cuitar los ,~rnm·s vor· rrdmulr:o cu.mulo eslán 
cfect1fondosr• los <"álc11,los rmmér-,,cos. Este método de. a11tstc del modelo se 

rffmnzrn.da sr:r 11.wulo cuando lo,~ valores de los H'fJre.sm-c.~ son muy gmndes 
{o muy ¡wqurnlos}, pma intentar minimizar al máximo posibles errores por 
1cdondr·o. 
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C.2 Actualización y creación de funciones. 

Una de las carar:tcrfaticas principales dd ::;i::;tcma ANA_ HELI.M VEH. 2.0 
t's la facilidad con la cnal HP le p11~dan modificar o agregar opciones. Tales 
opciones pueden ser: algtín werní, alguna venta.nn adicional o sirnpk,menw 
opcio1ws de bot.ont's. 

A continuación f-i'e prC'Bentn. la .sintaxis con l?. que se deben programar la.s 
<list.int.n.s ()JH'i<nH•.s: 

C.2.1 Opción "figure". 

La opción que pr~nnit.e la creación de una ve11ta11a c:s :'figunt, con rnt.a opcióll 
se puede cstaOlcccr 1m determinado nombre a 1ft ventana, un color cspecffü,.o, 
d tarnaíio y un mcmí (opcional). 

Ejemplo C.2.1 En la cxprr.sión (C.1), la propiedad 'name' color-a el nom
b1c ANÁLISIS DE REGRESIÓN a la ventana generada; 'munbertitle' n:nmcra 
las ventanas que se generan, en este caso tal número no aparecerá; 'color' 
pone el mlor indfrado como una mezcla de la tema de rojo, verde y azul 
[RoJo Verde Amlj, donde los valores están entre O IJ 1¡ 'units' especifica las 
11,nüüul('S en las (Jll<' s<· c11rn11hmá el tamm1o de la m·ntana; 'position' m.
dica la posi.ción y tamarlo de la 11enfona (Derecha AbaJo Ancho Alto] (si la 
propiedad 'units' fue 1normalized1

, los valores dados en 1position1 deben 
estar ('11,fr(' O y 1: fiualm('nte, 1menubar1 elimina el menú en la 11entana, si 
esta propiedad no se indica el menú aparecerá en la ventana. 

f igure('na.me' ,' ANÁLISIS DE REGRESIÓN
1

, ••• 

'numbert1tle1,1off\. 
'color', [.55 .85 11,. 
1visible1 /on', ... 
'uni ts' /normalized', ... 
'position', [.05 .08 .9 .81],. 
1menubar' ,'none'); 

C.2.2 Opción "uicontrol". 

(C.1) 

Ln opción q¡¡¡, jH;J rnU.r, h (";·p;u·i(m :h bot.rnH'S y t,i,xto !'.ll l.1 V('JÜann gen1)rncl;i 

es "uicont.rol", con esta opción se pueden generar botones, texto estático, 
texto editable•, barras ele desplazamiento y menús dc..c;;plcgablcs. 
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Ejemplo C.2.2 Nn la c:r;prcsu5n (C.2}; ln ¡nv¡ncdad 'style1 nulu:a la ramr·
tcdslirn. dl'l 1·1·:mUorlo dado <'n uicontro L, en f.'>k caso 'push' S(' rcjil'1'1' a 
colocar un /Jotán en la pantalla, con el nombre 1Borrar□utliers\ que será 
rolotodo 1·11 la r·o01·df'1w.da .8 y .45 (mnsidl'rn:rulo que la v1·11/.ana norrnnl1.zado. 
mide 1 x 1) y medirá .15 x .06 en tarnarTo proporcional al de la ventana, 
la pro¡ncdod 'callback' llama a la fnnción borra, la cual indica dónde se 
encuentra el procedimwnto a realizar (Este botón puede encontrarse en la 
¡,antalla de "ANÁLISIS DE REGRESJC)N", jígwu 5.2). 

borra =1 anareg(borraout11
);'; 

uicontrol( style'/push', 
'uni ts1 ,'normalized1

,. 

'positlon', [.8 .45 .15 .06],. 
1string' /Borrar Outliers',. 
'callbackt, borra); 

(C.2) 

Para la propiedad 'style\ en uicontrol, ha.y varias alternativas <le uso, 
a contirnrnci<m se' ¡ncsc>nbm estas afüffrnttivas y d rf'sultado en pantalla: 

l. edit: genera texto editable en la V('nt.ana. 

2. popup: genera un menú desplegable en la ventana. 

3. push ó pushbutton: genera un botón a oprimir en la ventana 

4. slider: genera una barra de desplazamiento en la ventana. 

5. text: ~f:ncra texto estático en la ventana. 

C.2.3 Opción "uimenu". 

La opción "uimenu" permite al programador adicionar un menú o un sub
menú a la figura que se ejecute (véase sección C.2.1). Si se desea que el 
menú apare,,;ca en una determinada ventana cntoncrB la opción 1uimenu1 de
be aparc1C1\r (\B d mismo programa fuente en clon<le se encuentra la opción 
1figure 1 que ejecuta la ventana. Esto es, en la figura 5.2 aparecen los menús 
"Estadística .. '>" 1 "Gráficas11 y "Ayuda'1 , los cuales fueron editados en el mismo 
programa fuente que crea la ventana ele "ANÁLISIS DE REGRESIÓN". 
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Ejemplo C.2.3 En la c:r:prcsión (C.:J), la primera parte genera el menú con 
nombre 'Estadfsticas' 1f se indica qu(' aparezca en la ventana corno parte dd 
menú principal en la primera posición (en caso de ser varios), la segunda par
te de csta. c:r¡m'suín es nn sulnneml que a,r¡n-1-crc en la opc1.6n 'Estadísticas', 
llamado 'Resumen de la Regresión' que pre.5enla la ventana donde. se en
cuentra el Resumen de la Regresión obtenido por el sistema, después de lla
mar la fnncz6n que lo genera, resume {Este menú puede encontrarse en la 
pantalla de ",1NÁUSIS DE IIEGRESJ()N'', jig11.1a 5.2). 

estadis = uimenu(gcf 1 ••• 

'label' ,'&Estadísticas', ... 
'position', 1); 

resume ='regcalc("Resreg");'; 
resumen= uimenu(estadis, ... 

'label1 
,' &Resumen de la Regresión', ... 

'callback1
, resume); 

(C.3) 

Los ejemplos aqui mostrados pueden servir como ayuda al programador 
en caso de que desee modificar alguna de las presentaciones establecidas en 
el sistema A)!A_RELI.M VER. 2.0. Si este es el caso se le sugiere tener 
copias de rrspaldo antes de llevar a cabo cualquier modificación o alteración 
del mismo. 

Si <les<~i"t profondi,,;ar <'n el tema de programación en Matlah, orientada a 
la creación de ventana.e; y botones, se recomienda la revisión de los siguientes 
textos, enfocados bá.sieamente a este terna, Manual del sistema [8], Nakamura 
\11]. 
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