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Prefacio

El Analisis de Regresion es una de las mds extensas técnicas estadisticas
usadas para el andlisis de datos mudltiples. Las aplicaciones del andlisis de
regresién SOn numerosas y se presenta con frecuencia en cualguier campo,
tal como: la ingenierfa, clencias fisicas, economia, administracién, clencias
bioldgicas y ciencias sociales.

Con frecuencia ¢l nimero de variables, tomadas para e! estudio del fe-
némeno, es muy grande por Io que, para efectuar las operacioes aritrnéticas,
se recurre al uso de una computadora; sin embargo se debe fener cuidado
con los métodos numéricos utilizados para el cdlculo de las estadisticas, pues
¢stas deben ser lo mds precisas y confiables posible, va que a partir de estas
se toman decisiones importantes sobre el fendmeno de estudio; y en case de
no considerar los métodos numéricos adecuados la toma de dectsiones puede
verse afectada al no poderse evitar los errores por redondceo en las operacio-
nes realizadas con ayuda de una computadora digital. Por esta razén, los
méfodos numéricos utilizados en la realizacién del presente trabajo fueron
obtenidos de textos que gozan de prestiglo internacional; ademss, algunas de
las funciones utilizadas fueron obtenidas del paquete Matlab 5.0, el cual goza
de reconocimiento internacional y que poco a poco va ganando terreno en su
uso, en distintas dreas del conocimiento.

El objetivo del presente trabajo es ¢l desarrollo de un sistema computa-
clonal amigable, interactivo y facil de usar; con el cual se pueda levar a cabo
el andlisis de regresién para un modelo lineal de la forma:

y=X{F+¢g, con QNN(Q,O‘QI). {0.1)

Con tal sistema computacional se busca entonces, el calcular las estimaciones
Gauss-Markov para § y o2 asl como el andlisis de las observaciones y de los
regresores que intervienen en el modelo, realizando de esta manera andlisis
estadistico mediante pruebas de hip6tesis (validaciém del modelo ¥ pruehas
t — student), coeficiente de determinacién, andlisis de residuales, deteccién
de colinealidad, prediccion, ete; también se realiza un andlisis grdfico para
Hevar a cabo la verificacion de los supuestos que acompafian al modelo dade
LR |
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pendientes y normalidad del vector de errores ne-observables e.



En el Capftulo 1 ge hace una breve revisién de los conceptos bésicos uti-
lizados en el andlisis de regresién lineal.

En el Capftulo 2 se presentan estadisticas y coeficientes (o indicadores)
que permiten la validacién del modelo de regresion lineal ajustado, mediante
pruebas de hipétesis, correlaciones, coeficientes de determinacién entre otros.

Los capitulos anteriores representan €l Manual de Referencia de as-
pectos Estadisticos del sistema.

En el Capftulo 3 se presentan temas que permnifen la deteccidn de ob-
servaciones aberrantes en el modelo, asi como el anslisis de residuales por
medio de métodos grificos y, finalmente la verificacién de los supuestos del
modelo como €} de normalidad y varianza constante (homocedasticidad}. Es-
te capitulo representa el Manual de Referencia de procedimientos de
Andlisis Graficos.

En el Capitule 4 se discuten métodos numéricos, tal como la descom-
posicién @R de la matriz X, que permiten la obtencién de las estimaciones
Gauss-Markov para 3 y o? mediante procedimientos que resultan mds con-
fiables que los comminmente conocidos. Este capftulo representa el Manual
de Referencia de procedimientos de Andlisis Graficos.

En el Capitulo 5 se hace la presentacion del sistema
ANA_RELLM VER. 2.0, cuyas caracteristicas y objetivos sor: el ser un sis-
tema armigable y de fécil manejo, transparente en sus resultados y confiable
en el aspecto numeérico; para alcanzar tales logres, se programé en Matlab
5.0 teniéndose as{ la ventaja de algunas de las funciones numéricos como la
descomposicion QR de la matriz X, asi como del disento de ventanas, botones
v didlogos de ayuda, que permiten al usuario tener pleno conocimiento de las
opciones con que cuenta el sistema. Este capitulo representa el Manual de
Ayuda réapida.

En el Apéndice A se revisa la estructura del sistema, las funciones que
lo componen y su clasificacién, dependiendo de la finalidad que tengan en
el sistema. FEste apéndice es considerado como el Manmnal de Aspectos

Técnicos del] Sistema.



En el apéndice B se presenta el Documento inicial del Anélisis del Siste-
ma ANA RELILM, menciondndose ia parte estadfstica y numeérica que se ha
logrado con la presentacién de este trabajo, asf como las partes pendientes
del mismo.

En el Apéndice C son presentados los Demos de algunos cjemplos pro-
puestos obtenidos de textos reconocidos en el ambiente del Andlisis de Re-
gresion y el Andlisis Numerico, dichos ejemplos son presentados como salidas
del sistema ANA_RELLM VER 2.0. Ademis, se mencionan algunos coman-
dos de Matlab que permiten la realizacién (o creacién) de ventanas, menus,
hotones y presentacién de texto en la ventana.

Finalmente, quiero externar los siguientes agradecimientos a la gente que
siempre estuvo presente en los momentos diffciles.

Un agradecimiento especial al Dr. Jests Lépez Estrada por la valiosa
colaboracién prestada en la realizacién de este trabajo, asi como a todas
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del mismo.

A los honorables miembros del jurado:

Dr. Jesds Lopez Estrada.

M. en A. P. Ma. del Pilar Alonso Reyes.
Dr. Humberto Madrid de la Vega.
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este trabajo.
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Capitulo 1

Conceptos basicos utilizados en
el Anadlisis de Regresion Lineal.

Introduccion.

En este capitulo se presenta una breve revision sobre los fundamentos ma-
temdticos del Andlisis de Regresién Lineal, tema al cual estd enfocado el
siguiente trabajo. Para ello, se utilizardn ejemplos por medio de los cuales
se ilustrard la aplicacion de esta teorfa.

Se hard referencia a la bibliografia en qae se pueden encontrar las demos-
traciones de los teoremas mencionados, en vez de incluirlas en este texto, va
que son ellas muy conocidas,

1.1 Modelos lineales.

1.1.1 Conceptos bdsicos.

El Anilisis de Regresion es una de las mds extensas técnicas estadisticas
usadas para el andlisis de datos mmiitiples. Las aplicaciones de la regresion
$0N numerosas v se presenta cast en cualquier campo, incluyendo ingenierfa,
ciencias fisicas, economfa, administracidn, clencias bioldgicas v las ciencias
sociales.

Los modelos de regresion son usados para varios propésitos, incluyendo

1. Descripeidn de datos,



2. Estimacién de pardmetros.
3. Prediccion y estimacidn de datos.

4 Control de fenémeros.

1.1.2 Construccién de modelos de regresion.

El Analisis de Regresidn es una herramienta ostadistica que se basa en una
relacidn funcional entre dos o mds variables cnantitativas tal que una va-
riable esté en funcidn de las otras. Esgpecificarnente supdngase que se ticne
una variable cbservable ¥ en funcidn de las variables de control o regresores
Eo, T1,-.., Tp1 de un deferminado proceso bajo estudio, 1. e.

'y=f($0,:}31,...,Ip_l;ﬁg,ﬁl,,..,ﬁq)+E {(1L.1)

donde £ representa una variable aleatoria debida a diversos factores que in-
tervienen en dicho proceso y que el experimentador no puede controlar, y
8oy B1y-- s ﬁq son ciertos parametros, generalmente desconocidos.

La forma més sencilla de (1.1) es Ia siguiente:

y=LFo+Bim+... F BT e (1.2}

La forma funcional dada por (1.2}, se propone con frecuencia como inicial
entre estas variables, que es lineal en los pardmetros v en las variables o
TEgIesores.

Para iniciar el analisis con el modelo de regresién lineal, es necesario que
el estudio se haga sobre un conjunto de datos previamente obtenidos, de esta
manera se pueden agrupar las cbservaciones obtenidas junto con las variables
de control en forma matricial, de la siguiente forma:

h T10 Ti1 - Tip-l By €1
Y2 T To1 vt Tap-i B: €2
y=1" |, X=1 . . Y T T Y-S
Un ZTan Tpl 0t Tngp ﬂp._.l En

De esta manera el estudio de y se puede enfocar a estudiar la funcion de
asociacién del vector ¥ € R™ con respecte a la matriz X € 3™ n > p; asi,
el modelo lineal (1.2) en forma matricial toma la forma:



y=XG+¢e {1.3)

donde y es el vector de observacidén, X la matriz de variables de control, 3
un vector de pardmetros desconocidos y £ el vector de errores no observables.

Como se menciond, £ es el vector de errores no cbservables, debidos a
elementos del proceso que no son controlables, ya que cuando se observa al-
giin fendmeno, existe siempre cierta diferencia o desviacion entre lo que se
observa y lo que tedricamente debe ocurrir, estas diferencias son los errores
de observacidn. Estos se consideran variables aleatorias, idénticamente dis-
tribuidas, independientes, de media cero y varianza constante, esto es, vector
de medias £ (¢) = 0 y matriz de Varianzas-Covarianzas Var () = %1, es
decir:

e~ (0,0%1) (14)

Si se desea hacer inferencias estadfsticas sobre el modelo de regresién,
entonces se le pide un supuesto adicional a los residuales. este es que tengan
una distribucién Normal con los mismos pardmetros, es decir:

e~ N(0,0%) (1.5)

1.2 Minimos cuadrados.

El problema inicial, una vez propuesto ¢l modelo, es el ajuste del mismo al
conjunto de datos, de tal manera que se minimicen las distancias de los valores
observados con los ajustados por el modelo. El total de estas distancias estd
dada por la siguiente expresion:

~ ~5 1 -
55 () = ¢ - (433 (4 ).
dondeg=y— X é s ¢l vector de residuales vy X é es el vector de valores que
son ajustados por el modelo.
El método a usar es el conocido como Minimos Cuadrados, el cual es

¢l mas apropiado porque permite la utilizacién del cAleulo diforencial para

solucionar el problema.
Diferenciando la funcién SCE (@_) con respecto a é tenemos que:

6



8SCE (5

——_—l =—2X'y +2X' X3 =0
Y, ¥ g=0

A
que ¢s igualada a cero para encontrar un punto critico 8, llegando a:

N
X'XB= X"y, {1.6)
Ahora solo faltarfa verificar que el punto critico, dado por la relacién en
{1.6), minimiza la funcién SCE (é) . Para ello, basta con comprobar que

#SCE (B
£(8)

98

es nuna matriz definida positiva. En efecto, se tiene que:

5*sCE (B

- ) =2X'X >0 pt @
o8

?

es una matriz simétrica y definida positiva siempre que X sea una matriz de
rango igual p.

A -
Esto comprueba que efectivamente existe un minimo 3 para SCFE (Q) ,

si se tiene que X € P, n > p, tiene rango p.
A las ecuaciones (1.6) se les conoce como las ecuaciones normales.

Si X tiene rango p, entonces XX es definida positiva, ¥ las ecuaciones
normales tienen una vinica solucién, dada por:

5= (xX)" x'y,

FaN
donde ¢l vector g se conoce como el estimador de Minimos Cuadrados de _@



1.2.1 Propiedades de los estimadores Minimos Cua-
drados.

Bajo el supuesto que g ~ (0,071}, las principales caracter(sticas de los esti-
madores Minimos Cuadrados son:

A
L. Para 3.

@ 5(5) -2

A
Por lo que et estimador 3 es un estimador insesgado de 3
(Montgomery [8], pag. 128).

(b) Var (23) — 2 (XX)

En efecto, ya que Var (y) = o1, se tiene que

ver (8

1l

Var ((X'X)7 Xy)

= (X'X)' XVar () X (x*x)”
= 2{X'X)T (X*X)(Xtx)!

= o2 (XtX)

2, Para o2,
A
(a) El estimador insesgado de o7, el cual es independiente de 3 es:

. (E‘Xﬁ) (s-x3) _ SCE

n—p T n—p

8

En efecto, debido a que ¢ ~ (0,42]), basta demostrar que la
covarianza es cero.



I
Cou [ﬁ,_y_v - Xg} = Cov {(X‘X)_IX@,Q - X(XtX)_lXty]

= Cou [(th)—l th, (I -X (XLX)M1 Xt) y]

= (X'X)" Xt Cov ) (I— X(xxy X")L
= (XX) X Var (y) (1- X (X5 Xt)t
= (X X)X (1= X (X Xt)t
=0

(b) E(s%) = o2,

Por lo que se tiene que el estimador s
(Montgomery [8]. pag. 129).

? es insesgado para o2

3. Si ademds se cumple (1.5) entonces y tiene distribucién N (X 5.0%T)
donde X es de (n x p} de rango p, y entonces se tiene gue:

(8-5) xx (s-3)
@ L,
SCFE _ (n—p)s?

2
o2 P Xn-p)
(Seber [15], pag. 54-56).

(b)

Con base en tales suposicicnes se determinaran estadfsticas que permiti-
r4n evaluar qué tan bien se ajusta el modelo mencionado a los datos, eliminar
variables, etc.

A
Finalmente es conveniente mencionar que 8 es un estadistico ademds de
insesgado, de minima varianza, consistente y eficiente.

1.2.2 Resultados probabilisticos.

Algunas estadisticas bdsicas de mucha utilidad en el andlisis de regresion se
basan en los siguientes hechos probabilisticos:



1. §i k-variables aleatorias X3,..., X, se distribuyen normal e indepen-
dientes con media p, y varianzas o2, entonces

X, —u :

U= —_—

> (%)
1=1

tiene una distribucién ji-cuadrada con k& grados de libertad (Mood [9],

pag. 242), lo cual se denota por U ~ X?k)- Como cjemplos de csta

distribucién se tiene a SCT, SCR y SCE que se definen en la siguiente
seccidn, y que juegan un papel relevante en el andlisis de regresion

2. Sean U y V variables aleatorias que se distribuyen como ji-chadrada
con m y n grados de libertad respectivamente, e independientes entre
sf, entonces Ia variable aleatoria

AU/m
7=V

se distribuye como una F con m y n grados de libertad
(Mood f9], pag. 247), lo cual se denotard por Z ~ Fp ny.

3. 51Q, ~ X?r!) parat = 1,2, 1 > re, ¥y @ = Q1 — (2 es independiente de
Qs, entonces Q ~ x7, donde = r; — ry. (Seber [15], pag. 20).

4 S1 Z es una variable aleatoria normal estdndarizada, y U tiene una
distribucién ji-cuadrada con k grados de libertad, y Z v I/ son inde-
pendientes, entonces

_Z_
U/k

tiene una distribucidn t de Student con k& grados de libertad
(Mood (9], pag. 250}, y se denotard W ~ {y.

En la siguiente seccién se definen las sumas de cuadrados utilizadas en el

analisis de la varianza de los estimadores.
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1.3 Sumas de cuadrados.

Se tiene que “la suma de cuadrados de las desviaciones de las g, observadas
de sus valores esperados” {Searle [14], pag.92) es conocida como la Suma de
Cuadrados de los Errores, y es denotada por SCE. En simbolos,

Ayt A ANt A
SCE - (u-9) (4-9) = (H“Xﬁ) (Q—Xﬂ) (L7)
La Suma de Cuadrados Totales estd definida por:

SCT =y'y (1.8)
Se tiene que SCE cs una medida de la variacién en y después de estimar
N
2 3 e indica qué tanto se separan los datos del modelo, si SCE es “pequefio”
implica que los datos se ajustan bien al modelo, ¥ la SCT es una medida de
la variacién en y sin considerar la estimacion de 3.

La diferencia entre {1.7) y (1.8) es conocida como la Suma de Cuadrados
atribuible a la Regresién, y es denctada por:

SCR =S5CT - SCE,

v “representa qué porcidn de SCT es atribuible al tener la regresion ajusta-
I
da” (Searle [14], pag. 94) es decir, indica la variacién de la estimacion (yi)

con respecto al promedio (7).

1.3.1 Presentacion de los datos.

Existen dos formas de pre-procesamiento de los datos, el centrarlos respecto
a su media v el de estdndarizarlos:

1. Centralizacion: tiene su justificacion en el hecho de que si los intervalos
que definen log valores de las variables son muy grandes, al efectuar
operaciones en una computadora esto puede provocar redondeos que
generen soluciones numéricas inadecuadas.
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2 FEstandarizacién: ademds de tener la ventaja de centralizar los datos,
se tiene la posibilidad de comparar dos modelos de regresion gue sean
similares en cuanto al significado de las variables de estudio, pero dife-
rentes en cuanto a las unidades de medida empleadas en la obtencidén
de los datos.

Centralizacién de los datos.

Para centrar los datos con respecto a sus medias es necesario:

1. Obtener ias medias de las columnas de la matriz X que se denotan
como T, t=1,...,p— 1

2. Obtener la media de la variable de respuesta y (%) .
3. Tomar zj, =55 —%;, :=1,2,...,n, j=12,...,p—1L

4 Tomary =y —9, +=12,...,n.

Al centrar los datos los pardmetros fﬁ\ estimados son los mismos que se
obtienen en el caso de que los datos no se centren con respecto a sus medias;
si se desea considerar en el modelo una constante 8, (véase 1.2), ésta queda
determinada por la siguiente expresién:

1

A~

A A
IBG“_“y_ , Tf
1

[
Il

Las suma de cuadrados que se tienen cuando se centran los datos son las
siguientes:

SCR, = pX*y"

SCTm=(y)'y

donde X* y y* son los datos centrados.
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Estandarizacién de los datos.

El procedimiento para estédndarizar los datos es el siguiente:

1. Obtener las medias de las columnas de la matriz X que se denotan
como T, i =1,...,p— L

2. Obtener las varianzas para cada columna de la matriz X, denotadas

por s, j=1,...,p— L

2(@1*53)2
SfilT; ]:1,2,.p—1

3. Obtener la media de la vanable de respuesta y (7}

4. Obtener la varianza de la variable de repuesta y (s2) .

;m—m
5 = n—1
5immngzx”;%, r=1,2,...m, =12 .p—1.
3
8. Tomary,":yzﬁ , i=1,2....,n
Sy

Con estos cambios, a partir del modelo

y=Xl+eg

se construye un nuevo modelo

v = X+ e

Los datos que han sxdo estdndarizados tlenen media cero ¥ varianza 1gua1

a uno, y los pardmetros ﬁ estimados estdn relacionados a los pardmetros ﬁ
de la siguiente manera:

13



A Pt
ﬁo:ﬁ*zﬁs z;
3=1

1.4 Estadistica F.

Siempre que se ajusta un modelo de regresidn es necesario saber si las varia-
bles de control propuestas aportan explicacién alguna a la variable observable
del modelo; para ello, se plantea el ensayo de hipétesis

Hy:By=0y=-=0,0, Vs. H1:5,#0 pa1=1. . ,p-1
el estadfstico que nos ayuda 2 tomar la decisitn sobre esta hipctesis es:

_Y _SCR/p-1)
@V SCE/(n-p)

(n~p)

(1.9)

recordando de la seccién (1.2.2) que este estadistico se genera a partir del
cociente de ji-cuadradas divididas entre sus grados de libertad v que las
siguientes sumas de cuadrados tienen distribuciones ji-cuadradas:

SCR SCE
U= 7 ™ Xip-1p V= oz Xnp)

7

En el Andlisis de la Varianza se compara a la estadistica F determinada
por (1.9) con el cuantil {1 — «) que hay en las tablas de la distribucién F
con p— 1, n— p grados de libertad respectivamente. Este cuantil se denota
como: F(;:‘i,n_p).

Cuando el valor de la estadistica F' es mayor que el del cuantil encontrado
en las tablas de la distribucidn F' a un nivel (1 — &), se rechaza la hipdtesis

de que 3; =---= 3, , =0 al nivel de significancia o.
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Ejemplo 1.4.1 (Neter) En un pequerio estudio de regresion, se obtuvieron
los s1guientes datos:

[Datos | Ventas | Gastos | Marcas |
Mes y z T

- Enero 42 7 331
Febrero 33 4 41
Marzo 75 16 7
Abrdd 28 3 49
Mayo 91 21 5
Junio | 55 8 21

donde (y) representa los ventas realizadas por una Compania durante el pri-
mer semestre de un cierto afio, (x;} representa los gastos realizados para
dichas ventas y (xy) representa el niimers de marcas reqstradaes en el merca-
do por la competencia. Mediante un modelo de Regresion Lineal, las venias
esperadas estdn dadas por:

E(y) =08y + Byx1 + 8y20

A partir de estos datos el método de Minimos Cuadrados proporciona la
estimacion:

A
E {y)=33.9321 + 2.7847¢; — 02644z,

La estadistica [ correspondiente a éste modelo es I = 72.73453522, dada
por {1.9) y el velor en tablas del cuantil F12—3° con un nivel de significancia de
a = .05 es de Fi3% = 9.55. Dado que F'=72.734 > 9.55 = F|J} se concluye
gue el modelo explica la vartacion que hay en y por las variables =, y o, por
lo tanto se puede decir que al menos B, 6 By, (0 ambos) es diferente de cero,
es decar, existe una relecion entre las variables de control y lo variable de
respuesta.

1.5 Intervalos de confianza.
Con ¢l metodo de Minimos Cuadrados se obtienen estimadores puntuales
de los parametros del modelo lineal. /3 n? v B (y}. Una vez encontrados

estos estimadores se pueden encontrar fntervalos que con una conflanza dada
contengan el valor verdadero del pardmetro.
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A
1.5.1 Para j,.

Direciamente no se puede calcular un intervalo de confianza para el vector
3. es por ello que se caleula para cada una de sus coordenadas, sabiendo que:

b~ (gt (X))

0 sea que

A
B~ N, 0%.,), i=0..,p-1 {1.10)

donde ¢,, es ¢l i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz C = (X*X) .

Como la distribucién en (1.10) contiene 2 parémetros desconocidos, 3,
v %, directamente no se puede encontrar un intervalo para 3., por lo qne
se utiliza un resultado visto en la seccidn 1.2.2, el cociente de una normal
estdndarizada v la rafz de una ji-cuadrada entre sus grados de libertad ticne
distribucién t-student con los grados de libertad de la ji-cuadrada. Usando
este resultado se ilega a lo siguiente:

"

A I
P (,6, —asy/on < 8, <8, +as\/c_u) =1-r

ﬁt—%z}«(as Q;):l—a

cquivalente a:

@

donde s es la raiz cuadrada del valor estimado de la varianza y ¢ = t(njp) €5

el cuantil al {1 — %) de confianza de una distribucién t-student con (n — p)
grados de libertad.
Por lo tanto se tiene que los intervalos &l (1 — a) x 100% de confianza

para caca (3, estdn dados por:

M M
g, = (@—as@, B:+a5\ﬁ;), 1=01 ..,p—1

16



1.5.2 Para o?.

En ocasiones es necesario saber, con un nivel de significancia dado, entre qué
valores estd la varianza original de los errores. Es a partir de su estimacién
s? que podemos saberio, teniendo como resultados previos. de las seccioncs
1.2.1 ¥ 1.4 que:

SCE _(n-p)s?
az o2

2
™~ Xin—p)

o sea que, con un nivel de significancia a tencemos

P(G<M<5)—lwa

— 2 _ 2
13 ((T? p) R < 0_2 < (In’ p) 8 ) =1—c
b a

donde s” es la estimacién de la varianzay a = ¥2,, h=x .
ST H—P). -3 nup).

son los cuantiles al (2) y {1 — §) de confianza, respectivamente, de una dis-
tribucion ji-cuadrada con (n — p} grados de libertad.
Por lo tanto, el intervalo al {1 — &} x 100% de confianza para o? es:

oo ((n il (n—”ms?)

Ejemplo 1.5.1 A continuacidn se calculan los intervalos de confianza para
los pardmetros y lo varmanza del Ejemplo 1.4.1:

1. Para los parémetros 3, v =0,1,2.
§*=206911,  a=t3° =31825

{a} Para 3,

By € (33.9321 + 3.1825 » /20 6011 # \/34.5785) :

or lo que el intervelo al 85% de confianza para (3, es:
)/ ¥/ 0

(—51.194, 119 06).
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(t) Para 3,
B, € (2 7847  3.1825 » /20,6011 * \/.o_sﬁ) ,
por lo que el mtervalo de confianza ol 95% para 3, es:
(—1.3175, ©6.8860).
{c) Pare 3,
8, € (43.2644 +3.1825 V20,6911 = \/fﬁié) ,
por lo que el intervalo de conflanza al 95% para 3, es:
(—1.8894, 1.3606).

2. Para o
o= gy = 2158, b=x(y T = 93484

por lo que el intervalo de confianza ol 95% pare lo varignza queda:

3% 20,6911 3 *20.6911
9.3484 2158

entonees, el valor real de la varianza o°, tiene limites de confianza

(6.64, 287.64).
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Capitulo 2

Revision de estadisticas que
permiten la validacién del
Modelo de Regresién Lineal.

Introduccién.

En este capitulo se presentardn los supuestos bésicos planteados para llevar
a cabo el Andlisis de Regresién Lineal, ¥ se obtendrdn las estadisticas que
permiten la evaluacidn de dicho modelo de regresidn v de las vartables que
intervienen en el mismo.

2.1 Supuestos basicos en el Modelo de Regre-
si6on Lineal.

Para obtener en forma conveniente el ajuste de un Modelo Lineal Miiltiple 6
de Regresién Lineal de la forma:

y=XpB+¢ (2.1)

es necesario observar que se cumplan los siguientes supuestos:

1. El modelo debe ser lineal en los pardmetros 3,, i =90,. ,p—1.
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2. Los errores en las observaciones deben ser estocasticamente indepen-
dientes, tener una distribucién idéntica de media cero y la misma va-
rianza constante, esto es,

e~ (0,0%1)

El supuesto de distribucién normal ex: los errores se plantea para que
con ello sea posible efectuar pruebas de hipétesis al modelo y verificar
sus supuestos, esto es,

£~ N(Q,G"QI}

3 X cs una matriz de entradas reales de {n x p), n > p, donde se pule
que el rgo(X) = p; o sea, que las columnas de X son lincalmente
independientes.

A continuacién se plantea un problema que da lugar a un modelo lineal
con tres variables para estudiar la satisfaccidn de un paciente al haber egre-
sado de un hospital

Ejemplo 2.1.1 (Neter, pag. 266) :El administrador de un hospital desea
estudiar la relacion entre la satisfaccién de un paciente (y) , la cdad del po-
ciente (1, en aftos), severidad de lo enfermedad (z2, un indice) y el nivel
de ansiedad (x3, un Mdice). Se seleccionaron 23 pacientes al azar, colectan-
do los sigurentes datos, donde valores grandes de y, zo y x3 estdn asociados
respectivamente con mayor satisfaccidn, mayor severidad de lo enfermedad
y mds ansiedad.

1 = AGFE =FEdad en oilos.

%y = SEV =Severidad de la enfermedad, {Indice).

z3 = ANS =Nwel de ansiedad, {Indice).

y = SAS =Satisfaccrén del paciente, (%)

Los datos a este ejemplo son presentados en la figura 2.1, ¥ los coeficrentes
del modelo de regresion ayustado se presentan en la figura 2.4, en la columna
que tiene el nombre de “Beto”, lns otras estadishicas se revisardn en secciones
posteriores.

Dados los valores de los pardmetros el modelo de regresion hincal ayustado
do queda de la

y + .
da d wrenie forma

9
Sefwelievis JOTTIUE,

y = 162.9358 — 1.2187¢; — 6731z, — 8.3501zy
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i |BASE DE DATOS CARGADA EN EL SIST... EEI

Figura™2.1: Datos del ejemplo 2.1.1.
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Figura™2.2: Resumen de la Regresion

Las signientes secciones presentan algunas de las estadfsticas que perrmiten
analizar (estudiar o verificar) la validacién del modelo.

2.2

Matriz de correlacion.

La matriz de correlacién de un modelo de Regresién Lineal Miiltiple contie-
ne todos los posibles coeficientes de correlacidn entre todas las parejas de
Yegresores ,, ¢ = %,...,p — 1, incluidas en el modelo, éstos estan definidos

COImo:

cov (z,, z,)

cov (2., z,)

T

3

22
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Figura™2.3: Matriz de Correlactones.

si el valor de || tiende a 1, indica que los respectivos regresores i y j,
presentan una estrecha relacién lineal y st el coeficiente tiende a 0 indica una
pobre relacidn entre dichos regresores.

Ejemplo 2.2.1 La Matriz de Correlaciones del Ejemplo 2.1.1 se muestra en
fiqura 2.3. De ésta mairiz se hiene gue los regresores mayormente ~orre-
lactonados son ANS y SEV, con |reg| = 7921 y los menos correlacionados
son SEV y AGE con |ry2| = 4666,

2.3 Errores estdndares.

Los errores estdndares y las covarianzas estimadas delos 3,, 1 =0,...,p—1
son encontradas a partir de o? y {X*X)7', si 0% es conocida; y de 82 ¥
(X'X)™", si 0° es desconacida. Para calcular los errores estdndares y las
covarianzas se supondrd el segundo caso, 0% desconocida.

De la seccidn 1.2.1 se tienen los siguientes resultados:

E(&) =8 y Var (E) )
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de las cuales se obtienen las siguientes expresiones:
A

se (,B,v)
AA

cov 161} ﬁ;)

donde ¢, es el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz C' = (X X)hye, ;
es el elemento en el i-ésimo renglén y la j-ésima colurnna de la misma matriz,
sin considerar en ambos casos el renglon y la columna correspondiente a la
constante.

8y/Cu

I

2
§°cy,

Ejemplo 2.3.1 Para el Ejemplo 2.1.1, la matriz (X'X) ™" es:

const AGE SEV ANS
const 5.27496 00151 —.15099 60083
AGE 00151 00084 —.00037  —.00685
SEV —.15099 —.00037 00635 —.06840
ANS .60083 —.00685 ~ 06840 1.37245 |

A A
Entonces se tiene que el error esténdar de 3, y la covarianza entre 3, y
A

S0N.

o

A
se (51> = §y/cq1 = 10.29357 % +/.000845 = .29922

AA o
cov (ﬁl, 52) = s’cip = (10.29357) % (—.00037) = —.039204

A
El error estdndar del estimador [, es una medida de la precisién con
la que el estimador ha sido calculado l.e., mientras mayor sea su valor la
estimacion serd menos exacta.

2.4 Estadistica t-student.

Una pregunta interesante, una vez ajustado el modelo es saber el peso que
tienen cada uno de los regresores en la explicacidn de la variable de respuesta
v considerando la existencia de otras variables en ¢l modelo, la estadistica t
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proporciona una medida de tal influencia, mientras mds grande es el valor
que toma esta estadistica, més grande es el peso de la variable regresora
en ¢l modelo, v si es pequeno indica que el regresor tiene poco peso en la
explicacién de la variable de respuesta y; es por ellio que el valor de esta
estadistica puede sugerir la eliminacién de ciertas variables en el modelo de
regresién. El cdleulo de esta estadistica se recomienda que se efectds después
de la validacién del modelo.

En el caso de que no exista colinealidad, y un regresor presente una es-
tadfstica { pequefia, se puede recurrir a la siguiente prueba de hipdtesis para
determinar si dicho regresor puede ser eliminado del modelo:

Hipdétesis:

Hy:3,=0 Vs. H 3, #0 i=0,...,p—1

Estadistico:

A

Regla de decisién: La estadistica ¢, se compara con el cualtil {1 ~ £} que
’rielie la distribucion t-student con (n — p) grados de libertad, denotado por
t(:fp), esto al nivel de significancia ¢, y si €l valor absoluto de la estadfstica
es mayor al valor encotrado en las tablas de la distribucién, se rechaza la
hipétesis de que §, = 0, en caso contrario se acepta.

~

t, =

Ejemplo 2.4.1 Pare el Ejemplo 2.1.1, la figura 2./ muestra el Resumen
estadistico de lo Regresidn:
Como tlustracidn se considera la siguiente prueba de hipdtesis:

Hy:53,=0 Vs. Hi 6,40, +1=10,1,2,3

el valor de la estadistica ttl;gf de tablas, con un mvel de swnaficancia o = .05
es t(glg? = 2.093: luege, para los TEQESOTES Tg Y T3 SE tiene que el valor absolute
de t, es menor que el valor de tag?, por lo gue se inclinarfa a no rechazar
lo hapdiesis nulo Hy para estos dos regresores, lo que indice gue son posibles

candidatos para descartarse del modelo.

A menudo se recurre al uso de esta estadistica cuando se tiene el problema
de querer seleccionar el nimero minimo de regresores gue expliquen de forma
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Figura™2.4: Resumen de [a Regresién

adecuada la variable de respuesta y, para hacer dicha seleccidn se realiza el
siguiente procedimiento:

1. Se ordenan los coeficientes de regresién en forma decreciente con res-
pecto a la magnitud de la estadistica [¢,| donde ¢ = 1,...,p - 1, ¥
se introduce en el modelo un regresor a la vez en este orden, lo cual
permite encontrar el mejor o uno de los mejores modelos reducidos.

2. En el caso de que haya variag variables (z,,,z,,...,z,.) que tienen
valores de ¢ muy pequetios v se sospecha que se pueden eliminar se
recurre a una prucha de hipdtesis en términos de la estadistica F, en la
que se discute la signiente prueba de hipétesis:

Hy:8,=--=5,_=0 Vs. Hy:f, #0, paraalginj=1, ..,m

Nota: Como se menciond previamente éste procedimicnto funciona cuan-
do no se presenta colinealidad.
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2.5 Coeficiente de determinacion.

Una pregunta de interés es cémo medir la proporcién de variabilidad en y
cxplicada por la regresidn sobre las x)s, ésto se suele hacer en términos del
(oeficiente de Determinacién el cual se define come sigue:
gL SCR_, S o
sCr SCr

¥ os por ello gue se utiliza conjuntamente con otro tipo de estadisticas y
pruebas para establecer un diagndstico completo del modelo de rogresion.

Un R? grande no necesariamente implica que el modelo ajustado es muy
vitil. Adicionar mds regresores al modelo prede sélo incrementar &2 y nunca
reducirle, porque SCE no puede nunca llegar a ser més grande con mds
regresores y SCT es siempre €l mismo para un conjunto dade de respuestas.
La interpretacién que se da a éste coeficiente debe ser cuidadosa pues en
ocasiones se puede tener R? significativo pero el ajuste no ser muy bueno,
para ello se puede hacer uso del siguiente indicador.

Coeficiente de determinacién mmiitiple ajustado.

El Coeficiente de Determinacién Miiltiple Ajustado, denotado por R?, ajusta
R? dividiendo cada Suma de Cuadrados por sus grados de libertad.

Ja-m)

Este valor puede Degar a ser més pequefio cuando otro regresor es intro-
ducido al modelo, porque la disminucién en SCF puede ser mds que com-
pensado por la pérdida de un grado de libertad en ef denominador n —p Es
conveniente que los valores RZ vy R? no difieran mucho entre sf, en caso de
que llegara a ocurrir esto, entonces se puede pensar que el modelo ha sido
sobrespecificado; esto es, términos que no contribuyen significativamente al
ajuste han sido inchuidos.

En el gjemnplo 2.1.1 se tienen los siguientes valores para estas estadisticas:
R* = 67239 y R? = .62066, {obtenidos de la figura 2.4), por lo que sc
puede decir que aproximadamente el 68% de la variabilidad observada en la
respuesta es modelada por las zis, ya que R? = 67239; ahora bien, como
ambas estadisticas difieren en 5 puntos porcentuales aprodmadamente, se

m o m5CE _(n—l) SCE 1_(n*l

LSCT  \n-p/SCT - “\n-»p
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podria considerar que el modelo tiene al menos un regresor que no contribuye
en forma significativa al ajuste del modelo.

No se puede llevar a cabo ninguna prueba de hipétesis con esta estadistica
debido a que las expresiones dadas en el cociente en {2.2) no son independien-
tes, lo cual impide encontrar alguna distribucién probabilistica que permita
llevar a cabo tales propdsitos.

A pesar de esto, su uso es comiin. Aunque debe interpretarse con cuidado,
va que se puede obtener un Coeficiente de Determinacién cercano a 1 sin
saber con exactitud, y en base a cierta probabilidad, qué tan representativo
sea este valor en cuanto a la explicacion del ajuste del modeto.

En general, si el coeficiente de determinacién F? tiende a 1 ésto indica
que el modelo lineal se ajusta de manera aceptable a los datos,

2.6 Prueba de hipétesis general.

En la seccidn 2.4, se vio que el valor de la £ puede sugerir la eliminacion de
clertos regresores en el Modelo Lineal General (M LG), otra alternativa es
que el investigador decida descartar algunos regresores en dicho modelo.

En esta seccién se revisard la prueba de hipdtesis que permite tomar la
decisidn de eliminar varios regresores a la vez que se suponen 1o son relevantes
para el modelo; para el caso de una sola variable, en la seccién 2.4 se vio como
resolver este problema.

Si se considera el modelo lineal general:

y=Xp+e, £~N(00).

se obtiene un Modelo Lineal Reducido (MLRE), éste modelo tiene sélo un
subcojunto de todas las variables que se incluyen en el modelo inicial por
lo que el mimero de pardmetros considerados en el ML K es menor que el
mimero de pardmetros del MLG.

En la hipétesis nula se prueban algunos pardmetros especificos para los
respectivos regresores, quedando un modelo reducido (MLR), {un criterio
para la eleccidn de estos coeficientes es el que se basa en los valores de la
estadistica t) y se prueban las hipdtesis siguientes:

Hy B, =--=8, =0 Vs. Hy: B, #0, paraalguna j.

El procedimiento que lleva a tomar la decisién de rechazar o aceptar la
hipétesis nula es el siguiente:
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L.

A A
Obtener los valores de ¥ y ¥ que son los valores estimados que se fijan
con el MLG v el M LR respectivamente.

La ausencia de ajuste relacionada a los datos en el M LG es la suma
de cuadradoes del error o de los residuales, denotada por SCE (MLG) .
Esto es,

n

SCE(MLG) =Y (3~ 32)2

=1

en ¢l caso del M LR tal cantidad es:

SCE(MLR) = Z ( Y yT

Para el M LG se supone que se tienen p pardmetros. si se considera la
presencia de una constante () en el modelo y p — 1 en otro caso. sin
pérdida <o generalidad, supondremos que en el M LR se considera la
estimacion de la constante (5;), entonces, para el A LR se consideran
k pardmetros.

Para saber qué tan bien se adecua el MLE, se compara

SCE(MLR) ~ SCE (MLG} con SCE (MLG)

utilizando para ello el siguiente cociente:

_ [SCE(MLR) - SCE (MLG)]/ (n— k)

SCE(MLG)/(n-p) 23)

donde las constantes (p — &) v (n ~ p) . en el mmerador y denominador,
sirven para compensar el mimero de pardmetros que se wvolucran en los
dos modelos ¥ para obfener las distribuciones ji-cuadrada {véase seccion
14) que permiten construair la estadistica de prueba con distribucién
F.con{p— k) y {n — p) grados de libertad.
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4. El valor resultante del cociente en (2.3), se compara con el cuanti
(1— @) de la distribucién F con {(p — k) y (n —p) grados de libertad,
v a un njvel de significancia o, si el cociente es mayor que el cuantil
{1 — &} de la distribucién F, ge rechaza la hipétesis nula, y se considera
que el M LR no explica de manera satisfactoria la relacion que existe
entre los regresores y la variable de respuesta.

Un caso particular de las pruebas de hipdtesis son las que se utilizan para
la validacién del modelo
y=Xf+g

v que se verdn a continuacidn.

2.7 Validacién del modelo de regresion lineal
ajustado.

Al plantearse un modelo de regresién siempre se incluyen clertas suposiciones
{0 hip6tesis de trabajo), tales come:

s Los errores tienen media cero y matriz de vatianza-covarianza ¢ 1 {equi-
valente a la independencia de los errores y la homocedasticidad de las
varianzas de los errores).

e Los errores tienen distribucién normal.

Con base en estas suposiciones es que se pueden efectuar todas las pruebas
de hipétesis que permiten el anslisis estadistico del modelo.

Resulta natural la pregunta de verificar si estadfsticamente existe una
relacién hineal entre los regresores {variables independientes) y la variable de
respuesta (dependiente)

A continuacion se presenta el procedimiento para efectuar tal verificacion,
usualmente conocido como validacién del modelo.

Esto se lleva a cabo a partir del siguiente ensayo de hipotesis:

Hy:6,=-=8,,=0 Vs Hy:f8,#0, paraalguna: (24)

Cuando la hipdtesis mala {H;) se acepts, estadisticamente se tiene que
no existe evidencia de que los regresores z1,...,2,1 se asocien linealmente
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a la variable de respuesta y, en caso contrario, cuando se rechaza la hipétesis
nula estadisticamente se tiene que sf existe evidencia de que los regresores z,
se asocian linealmente a la variable de respuesta.

Este procedimiento se leva a cabo con el Andlisis de Varianza, con base a
1a catadfstica F. Para esto se supone que todos los coeficientes de regresion son
cero (excepto la constante), equivalente a suponer que no hay una asociacién
lineal entre los regresores y la variable de respuesta. Esto se logra con el
planteamiento de hipdtesis dado por (2.4).

Esta prueba estadfstica se basa en la varianza obtenida por el modelo
completo

y=Xp+e

la cual es comparada con el modelo sin regresores (dado por Hy) mediante
las sumas de cuadrados, donde SCR = SCT — SCE es la suma de cuadrados
de y exphcada por el modelo lineal general que no es explicada por el modelo
lineal reducido. Los grados de libertad asociados a la SCR es el ntimero de
restricciones dadas en la hipStesis nula, que en este caso son {p— 1), cl de
la SCE es (n—p) y el de SCT en la suma de los grados de libertad de los
anteriores. Estos datos son presentados en la sigulente tabla:

Tabla de Andlisis de Varianza (ANOVA) (Hy: 8, =--- =3, , =0).
Fuente de | Sumas de  Grados de  Cuadrados F
Variacén | Cusdrados  Labertad Medyos
Regresion | SCR p—1  SCR/(p—1) Fegz=l
Re sidual SCE n—p SCE/(n -p)

Total SCT n-—1

S la estadistica F dada en esta tabia es mayor que ¢l enantil de la distri-
bucidn F, denotado por ﬂ;:‘;)n_p), con {p— 1}y {n — p) grados de libertad,
v un nivel de significancia a. se concluird que la informacién dada por los
regresores al modelo completo es significativamente mejor que aquel mode-
lo que no las toma en cuenta (modelo reducido), por lo que sc rechaza la
hipdtesis nula {H) .

Esta prueba se utiliza cuande se desea verificar queé tan hicn sﬁe ajustan los

datos al modelo encontrado al estimar ¢ vector de pardmetros 8 del modelo
lineal general.
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Figura™2.5: Anslisis de Varianza.

Ejemplo 2.7.1 La Tuble de Andlisis de Varianza para el Ejempio 1.4.1 se
muestra en la figura 2.5:

Ahora se obtiene el cuantil de lo distribucion F con un nivel de signifi-
canca ¢ = 05, es decir, F* = F(gfs = 9.55 y esfe valor es comparado con
of estadistico de la tabla F = 72.734, come este valor cae en la region de
rechazo doda por F*, se puede concluir que al menos uno de los regresores
(16 x20 ambos) cxplica la vamacdn en el modelo dado por la variebie de
respuesta y.

El rechazo de la hipétesis nula Hy * 8y = -+ = 3,_, = 0 indica que el
modelo linesl es adecuado o que estadisticamente existe una relacién lineal
entre los regresores (Z1,...,Tp_1) ¥ la variable de respuesta (y)
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Figura™2 6- Andlisis de Varianza.

Ejemplo 2.7.2 La Tubla ANOVA del Ejemplo 2.1.1 es mostrada en la figura
2.6, para realizar la prueba de hipbtesis:

Hy: Gy =8,=08,=10 Vs. Hy 8,40, para algini=1.2.3

Yo que F = 12.998 excede el valor del cuantd P}g"’]g) = 3.13. se puede
conchur que la satisfaccion del paciente es explicado por al menos alguno de
ln< regresores que son constderudos en el modelo.

2.8 Colinealidad.

Una de las suposiciones 1uds huportantes en el andlisis de regresién. es que los
regresores x, son independientes entre si 0 que al menos no estdn fuertemente
correlacionados. si tal suposicion no se cumple, el cambic que ocurra en
algilin regresor puede impiicar cambios en otro regresor, y esto provoca una
interpretacién equivocada de los coeficientes de regresion, va que se considera
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que el i-ésimo coeficiente de regresion es “la medida del cambio en la variable
de respuesta cuando el regresor x, s incrementado en una unidad, y los
regresores restantes permanecen constantes® {Montgomery [8], pag. 110); v
esto como se menciond no ocurre en la mayorfa de los casos.

Si se observa que no existe alguna relacién entre los regresores, se dice
que son independientes, sin embargo. en la préctica la mayorfa de los casos
estudiados presentan regresores no independientes por lo que se considera
que existe colinealidad o datos colineales.

La presencia del fendmeno de colinealzdad en la matriz de datos del mo-
delo de regresién lineal, ha provocado una gran preocupacién a estadistas y
analistas numéricos. Es un tema controvertidoe el cual es abordado con téc-
nicas estadfsticas, aunque para otros es un problema numérico y lo nsbordan
con técnicas finas del Andlisis Numérico.

La colinealidad para un estadista significa redundancia en las variables de
control en el modelo de regresion lineal, y le interesa su diagndstico pues esto
significa la posible aparicién de estimadores minimos cuadrados inaceptables
y/o inflacién de la varianza de tales estimaciones, obteniendo pruebas de
hipétesis poce confiables que llevan a la toma de decisiones equivocadas,
La deteccién de colinealrdad también conlleva a una sefeccidn de aquellas
variables de control que no son redundantes para el modelo ¥ que “mejor
expliquen” a los datos observados (véase seccion 3.4).

El diagnostico de colinealidad; para una analista numérico significa la
deteccion de rango deficiente de una matriz, lo cual puede dar lugar a una
fuerte acurnulacion de errores por redondeo en su tratamiento numérico. A
1a hora de detectar colinealidad, el analista numérico estd interesado en de-
terminar el rango nurérico de la matriz del modelo y un subconjunto de sus
columnas que “mejor genere” al espacio imagen de tal matriz (Ver Lépez &

\adrid [6]).
2.8.1 Perspectiva histdrica.

Se han empleado muchos procedimientos para la deteccion de )a colinealidad.
Los més comuinmente usados son los siguientes (Belsley [1]), se indicardn sus
problemas y debilidades.

s
1. Hipotéticamente, los signos de los pardmetros estimados 3, son inco-
rrectos. Regresores que se consideran “importantes” en la explicacidn
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de la variable de respuesta. tienen estadfsticos £ muy chicos. Hay gran-

A
des cambios en el vector de estimaciones j, al borrar un renglén o una
columna de X.

Desafortunadamente. ninguna de estas condiciones es necesaria o sufi-
ciente para la existencia de colinealidad, y técnicas mds avanzadas son
requeridas para detectar la presencia de colinealidad.

. La examinacién de la matriz de correlaciones ' de los regresores, para
observar el nivel de asociacidn entre los distintos regresores z, y z,,
1 # § (véase seccidn 2.2); o la inversa de esta matriz. C~L.

La matriz de correlaciones, por si sola, no siempre ¢s buena para la
deteccidn de colinealidad, pues s6lo presenta correlaciones dos a dos y
se puede tener una fuerte dependencia de algiin z, con los restantes «,.

Al observar la inversa de la matriz de correlaciones, ¢! se tienen
indicadores importantss, conocidos como Coeficientes de Inflacién de
la Varianza (CIV) y denotados por:

_ I
Clv, = cgg N et con C™' = {7V

FRY
2

donde c;” s el j—ésimo elemento en la diagonal de la matriz €%,
¥ Rf es el coeficiente de determinacion miltiple (véase seccidn 2.5)
obtemido al haber ajustado el j—ésimo regresor en términos de los j— 1

regresores restantes, 1. e,
I; =" + Y1Z1 +---+ "]"37].7:_-,-] + 'YJ‘,,]-TJ+1 + - 'Yp_jzp—l

Cuando RJZ tiende hacia 1 indica la presencia de una relacién lineal
entre los regresores, v el CIV para el coeficiente estimado de z, tiende
a infinito. Esto sugiere que cuando un CTV excede el 10, la colinealidad
puede causar problemas en ia estimacién de log pardmetros.

La desventaja de éste método es que es débil en su cdlculo pues es
inestable -numéricamente-, debido a ia colinealidad presente, por lo
que no son del todo confiables los resultados.

Nota: 5i cada uno de los regresores de Ja matriz de datos X es estdnda-

~t o

rizado, )} (véase seccion 1.3.1), entonces la matriz X X serd la matriz

LN -t
de correlaciones C, entre los regresores y C7! = (X X) .
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3. Osra técnica para el diagnéstico. empleando informacion de las matrices
C v C7!, es el mencionado por Farrar ¥ Glauber (1967).

Bajo la suposicion de que X tiene columnas ortogonales, ellos discuten
que una transformacién del det (') es aproximadamente distribuida
como una 32 ¥ por lo tanto provee una medida de la desviacion de la
ortogonalidad o la presencia de colinealidad. Ademsds proponen el uso

de la medida (1

)
—c.;
A i
€ €5
que es. la correlacidén parcial entre z, ¥ z,. ajustadas por todos los

otros regresores. para investigar las interdependencias en mavor detalle.
Estas tecnicas han sido presas de varias criticas.

Primera, el uso del det. (C) no puede diagnosticar 1a presencia de varias
dependencias cercanas coexistentes, la existencia de una dependencia
cercana hard un det (C) cercano a cero.

Segunda. el uso de los elementos r,, carece de discriminacién. Istas
correlaciones, todas se aproximan a la unidad {+1) cuando la colinea-
lidad llega a ser mds molesta. De este modo r,, puede ser cercano a
la unidad aunque las variables z, y z, no estén envueitas en cualquier
relacién colineal {Belsley [1]. apéndice 3C).

1. El analisis de los eigenvalores v cigenvectores de la matriz de correla-
ciones: C Kendall {1957) v Sivey {1969) han sugeride el uso de los
eigenvalores de XX como una llave a la presencia de colineahidad. I
cual dicen que es indicada por la presencta de un eigenvalor “pequetio”.
Desafortunadamente no se estd informado de lo que es “pequeno”™, ¥
hay una tendencia natural por comparar pequetio con el cero. En algu-
nos cases es indicado. pero sin justificacidn, que la colinealidad puede
existir s1 "un eigenvalor es pequerio eu relacion a los otros™. houi, pe-
quefic cs interpretado en relacion a los mds grandes eigenvalores que
en relacidn al cero.

Una vez que se ha detectado el problema de colinealidad en los regresores,
cs necesario, eliminarlo o disminuirlo al maximo, de tal mancra que no afecte
en forma considerable en la estimacidn de pardmetros del modelo de regresion
lineal.



2.8.2 Remedios para eliminar la colinealidad.

Técnicas avanzadas se han desarrollado para la eliminacién del problema
de colinealidad. En éste trabajo sdlo se hard mencidn a ellas, indicando
la bibliografta donde el lector puede profundizar sobre cada una de estas
técnicas.

Componentes Principales.

En este método se construye el modelo de regresién lineal dado por:

donde

Z=XQ, a=Q'8, QX'XQ=ZZ=A

recordando que A = diag (M, g, ..., Ap) es una matriz diagonal con los
cigenvalores de X*X y @ es una matriz ortogonal donde sus columnas son
los eigenvectores asociados a Ay, Ag,..., A, Las columnas de Z, definen un
mevo conjunto de regresores ortogonales.

El estirnador de mifnimos cuadrados de g es

a— (7'2) 7 Zly = A1 2y
v la matriz de covarianzas de é es:
Ver (&) = 0% (22) 7 = o?A™

El método de regresion con Componentes Principales combate la colinea-
lidad usando menos del conjunto completo de Componentes Principales en
el modelo. Para obtener ¢l estimador de Componentes Principales, se asu-
me que los regresores son arreglados en orden decreciente, Ay > A3 > --- 2
Ap > 0. Suponga que los 1iltimos s de estos eigenvalores son aproximadamen-
te igual a cero. En la Regresién con Componertes Principales se eliminan
los estimadores asociados a z; que tienen un valor A; cercano 2 cero.

Esto es,

N A
acp=Ba

L, 0
St
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Entonees ¢l estimador de Componentes Principales os

A
(¥)
A
Qep= | A~
g
0,

o en terings de los tegrosores ariginales

" p—a

N 3=l byt
8= app= Z A ae Xy
a=1

Un estudie de Simulacion por Gunst v Mason (1977} muestra que la
Regresidn con Componentes Principales oftece considerables mejoramientos
sobre los minimaos audrados cuando los datos son mal condicionados.

Roferencias Montgomery & Peck [8].

Seleccién de Variables,

Para In Seleceidn de Variables existen varios métodos a aplicar al modelo de
tegresion dineal, eofre ollos estéin:

1. Matodo Forward.
2. Motodo Backward.

3. Estadistica C, de Mallows.

Istas téenicas de Seleccion de Variables serdn revisadas nuids a fondo on
la seccidn 3.4, por lo que son omitidas en esta seccidn.
Referencias: Montgomery & Peck [8], Neter {11], Ryan [13].

Regresion Ridge.

La Regresion Ridge es uno de varios métodos que han sido propuestos como

remedio al problema de la estimacion de los parametros del modelo de regre-

sién lneal bajo colinealidad, modificando el método de mifuimos cuadrados
A

para obtener estimadores sesgados. El vector de estimadores 3 usual, cumple

con la propiedad de ser insesgado pero impreeiso, micntras que ¢l estimador
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Y
tdge ,HH o mcho mds prociso poro presenta un sesgo peguenio. La prebabi-
A
lidad de que 3 p aiga cerea del valor verdadero 8 es mucho mds grande que

A
para ¢l estimador insesgado 3.
Para los minimos cuadrados ordinarios, las ecuaciones normales estdn
dacdag por:

A
X'\ f=X'y (2.5a)
Los estimadores para la regresién ridge son obtenidos después de intro-

ducir en las ecnaciones normales (2,52) una constante k > 0, en la siguicnte
forma:

A
(X'X+#1) 8,= X'y (2.6)

donde ;5’ es el vector de pardmetros estimados para la regresién ridge. La
sohwién (lo lag conaciones normnales {2.6) estard dado por:

A
.= (XX + k)7 X'y (2.7)

T constante & refleja la cantidad del sesgo en los estimadores. Cuande
k=0, (2.7} se reduce a la estimacian de log coeficientes de regresion para los
minimos cuadrados ordinarios.

Puede mostrarse que la componente del sesgo del error cuadratico moedio

M

total del estimador de Ia regresion ridge B” decrece cnando b tiende o crecer,
nuentras que la varianza lega a ser mas pequedia. Puede mostrarse ademnis

N
(que existe siempre algin valor & para el cual el estimador ridge § ,, tiene
un orror cuadritico medio total mébs pequefio que el estimador de minimos

A
cudrados ordinarios § . La dilicultad es que el valor éptimoe de & varfa de
una aplicacidn a otra y es desconocido.

Referencins Montgomery & Peck [8], Neter [11].

2.9 Resumen estadistico.
A continuacién se presenta un resumen estadfstico bisico en ¢l qne se pueden

observar el promedio, varianza, desviacion estdndar, v los valores mifuimos y
miiximos de cada regresor. Estos resultados nos ayndan a tener una idea 2

39



Figura™2.7: Estadisticas Bdsicas.

prioti del posible comportamiento que fendrdn los datos una ves ajsutados
al modelo de regresjon.

Paralos datos del Ejemplo 2,11, la figura 2.7 muestra éste primer resumen
eafackistico.

Un segundo resnmen que permite verificar en forma breve las caracterfs-
tiras del modelo de regresién

y=Xf+e

incliye las estadisticas:
Y
o La cstimacion de g
o La ostimacion de la varianza. s2.

La estadfstica &

o Bl Coeficionte de Determinacidn 2 y of ajustado R,

Matriz de (XX) 7.
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o Matriz de Correlacién.

2.9.1 Aspectos numéricos en el cdlculo de la media y
la varianza.

Cuando se efectiian operaciones aritméticas en una computadorn, se incurre
e errores por redondeo, es particulannente importante evitar cancelacion
munérica, y para couseguirlo se recurre a algoritmos que efectdan los cdleulos
muméricos de la manera més exacta posible. En los casos particulares del
cdlculo de la media y la varianza, uno de los procedimientos que se puede
utilizar es ef signicnte:

Para la media.

1. Ordenar los datos en forma descendente.
2. Sumarlos en el orden en que fuoron arveglados

3. Dividir la suma obtenida en el paso anterior entre of minero deo datos.

Para la varianza.

. Restar a cada dato su media y elevar el resultado al cuadrado.
2 Ordenar los resultados obtenidos en el paso 1 en forma descendente.
3. Sumarlos.

4 Dividir Ta suma anterior entre el mumero de datos menos 1.

Este procedimiento que se sugicre en Thisted |18}, pag. 10, es costoso en
tiempo de mdquina por el nimero de operaciones que se realizan, ya que es
necesario ordenar en dos ocasiones los datos, es por elie que para el célculo
de la media v la varianza se prefirié utilizar el algoritmo desarrollade por
1t . Hanson 5]

Far ol siguiente cjemplo se verd Tn aplicacidn de lag estadisticas mencio-
nadas en ésta seccion.
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Ejemplo 2.9.1 Comoe parte de un cstudio para imvestugar la relecion que
carste enfre ol estrés y ofras varables, se recopilaron los sigwentes datos de
una macstin aleatora de 13 gjecutivos asoctados. Los medidas fueron:

@ =Medrda de la tmportancia de lo empresa.

ry =Nimero de anios en 1o presente posicidn.

@3 = Selario anuel/1000.

ry = Fdad.
g = Medida del estits

Matriz de Correlacion:

En general, las correlaciones entre los regresores no son muy grandes,
ereepio vip = 50108, este valor no se puede considerar snuy grande
para concluir que existen problemas de colmealidad, pero se deja a con-
suderacidn del analista el decudir sobre el valor de esta estadisticn.

Validacion del modelo ¢ estadisiicas 1.

Tomando un nwel de swgnificancia o = 05, tenemos que ¢l cuantid
F(gio) = 3.48, es menor que el valor F = 13.365 dado en lo figura
2.11, lo rual lewva o la conclusidn de que ol menos ung de los reqresores
fomados explicn lo variacisn de ln Medida del estrés ().

El cuantid t-student ecs 1517 =  2.998, gue comparado con
{10) q 1

It 1 = 1,...,4, cstadfsirea t para cade regresor, dado en lo figura
2 11, se tiene que ¢l Nimero de afios en la presente posiadn (xy), es
menor que ef cuantl dado por lo que se concluye que la varable nimero
de attos tiene poco peso en la explicacién del estrés.,

Cocficrendes de Determanaeidn.

Fn la fiqura .10 sa observa que B* = 84242, lo cual indica que los
reqresores caphean aprormnadamente el 84% de la voracidn total so-
bre la variable de respuesta que es ¢l esirés. Para este musmo caso
R% = 77939, mostrado en la nnsma figura, por lo que se verifica que
erste nwa diferencie signifieativa eutre ambas estadistieas (7% opror. ),
con fo eual se coneluye que puede exishy o menos un regresor en el mo-
delo que mo tene gran relacidn con la vanable de respuesta, y que hace
gue estos dos indicadores difieran en forma “significativa”. Como se

meneiond en lo seccidn 2.5, In interpretacidn del R* debe ser cuidadose
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Figura™2.8: Datos para el ejemplo del Estrés.
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MATRIZ DE CORBELACIONES

A i

B y:

Fignra™ 2.9 Matriz de Correlacion
I TRESUMEN DE LA REGRESION

L S

Figura™2.10 Resumen de la Regresion para ol ejemplo del Fstrés.
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Figura™2.11: Andalisis de Varianza para el ejemplo del estrés.

pues fste mdweador solo dhee ta explieacion de Los regresores sobre Lo va-
riable de respucsta, st amportarle el niimero de regresores considerados
en el modelo y que st son demastados pueden legar ¢ traer problemas
en los resultados, como se menciona en el siguente punto.

Colimealrdad.

La cobmealidad es un problema que con frecuencia se presenta en el
andglists de dotos. La deteccidn de este problema no tiene una solucidn
praciica todavia. Pero aqui se hace referencia a este problema, im-
camente observando las estadisticas bisicas. Obsérvese la figura 2.12:

El stgno de cada uno de les estimadores encontrados debe comcudir con
su respectiwoe cocficrente de correlacon enire la variable de respuesia y
el reqresor, pues 91 se recuerda, en le seecidn 2.8 se menciond gue coda
cocjicrente de regresion representa lo medida de cambto en la variable
de respucsta, es por eso que los valores dados en la dlteme figura deben
comeidir en su signo. Lo cual lleva a la conclusidn de que hay presencia
de colmealidad



DE COLINE

A im

Figura™2.12: Deteccion de Colinealidad.

Notar 8t lo anterior no ocurre, no necesariamente indica que no Ia
s -
colinealidad entre Ios I'egresores,
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Capitulo 3

Anadlisis de los datos y las
variables que intervienen en el
Modelo de Regresién Lineal.

Los sigulentes temas soran vistos en el presente capftulo:

f\'
1. Bl andlisis de los residuales, obtenidos al estimar log pardgmetros 3 s
del modelo lineal

y=XA+¢

meciante la graficacion de los mismos.

2. La influencia de las observaciones (outliers o datos abcerrantes), me-
diante la estadfstica conocida como Distancias de Cook.

3. Los criterios para seleccionar los inejores regresores que intervienen en
¢l modelo lineal, para Hegar a un modelo reducido.

3.1 Anadlisis de residuales.

El Andlisis de los Residuales permite determinar observaciones aberrantes,
violaciones a los supucstos del modelo como son que el veetor de errores
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Figura™3.1: Residuales Estdndarizados Ve, Y Estimado.

i observables son independientes, que tlonen una distribueidn normal con
media coro ¥ varlanza constante, también mediant ¢ este andlisis os posible ve-
vificar i la relacion que existe entre la variable de respuesta v v los regresoes
o8 lineal

Sste andlisis se basa en los residuales y los residuales estandanzados que
son respectivamentes

e, 2 _ SCE

A
o ==Y, re,=—, 1=1..... noy = ,

o

Al estindur iz Tos residuales estos tienen modin ceto y vatianza aproxi-
mada a la nnidad.

A continuacion se indicardn las graficas que conninmente se acostumbran
tevisar paa dicho andlis
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Figura™3 2: Residuales Estandarizados Vs, Y Observado.

A
3.1.1 Graficacién de rs, Vs. ¥; .

Al grafican los tesiduales estdndarizados (rs;) v los valores ajustados por ¢l
M
modceln (?},), se vorifica el supuesto  de homocedasticidad

(i 0 e N2, yse detecta la posible ocunrencia de datos abertantes.

I general, cuando ol modelo os correcto los restduades estdndarizados se
encuentran dispersos de manera aleatoria alrededor del cero, ¥ toman valores
dentro del inforvalo (=2, 2); esto tiene su justificacion en ol hecho de que
la probabilidad que se encuentra dentro de cste intervalo, para una variable
aleaterin con distribucidn normal estdndarizada es del 95%, por 1o que al gra-
{icar los restduales estdndarizados deben estar en este intervalo, st un residual
estandarizado queda muy alejado de este intervalo uno estarfa dispuesto &

4%



Figura™3.3. Residuales Estandarizados Vs, Y Observado

pensar que la respectiva observaeion no corresponde a la poblacion ¥ por ello
resilta razonable considerarlo como un dato aberrante ¢ “outlier”™ en Inglés.

Ly existercela de un patrén sistematico de variacion en los residuales puede
considerarse como evideneia de nna violacion en uno de los supuestos del mo-
delo, que es ¢l de la varianza constante de los residuales u homocedasticidad
(i. o, £~ (0,0%1)).

Cuando se cumple la suposicion de varianza constante on los errores de
un modelo lineal, se dice que los errores son homoceddsticos (véase grafica
3 1); cuando no se cumple tal suposicion se dice que hay heterocedasticidad
o que los errores son heferocedésticos

Fa Ia grfica 3.2, se observa que la varianza de los errores no o8 constanie
y ademds que os una fuucién crecicnte de la variable de rospucsta; oxisten
casos en los que la varianza de los errores se increments al decrecer los valores
de la variable de respuesta y.

[
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C'uando se tiene o] caso de que Ta vardanza de los etrores no es constante,
los resultados en las praebas no seran de utilidad, pues aungue tos estima-
tlores obtenidos son nsesgados, no son generalimente los mejores en cuanto a
st precision o varianza.

Alpunas de 1as consecuencing que provoea el que la varianza en los evroves
1o sea constante, son las siguientes:

[. Los estimadores podran tener grandes desviaciones estdnda,

2 Comeo consecuenda del prnto attetior, los intervalos do confianza para
os pardmetros seran grandes

3 Las prucbas tendrin baja sensibilidad

Cuando una transformacién es aplicada sobre los regresores (vénse Chat-
tieriee, [3]) para obtener, dentro del modelo, una varianza constante en los
errores, s¢ logra también en forma casual, el obtener buenas normalizaciones.

En la grifica 3.3, se ilustra un caso donde el problema no es de varnianza
constante sino que la tendencia curva de los puntos indica mas hien gque el
comportamiento de la variable y con respecto a sus regresores w,, o s lineal.

Fnun modele conun s6lo regresor os recomendable graficar dicho represor
{2} vao Lo wniable de respuesta {) paua corroborar si T relacion entie ambas
e lineal.

Si se dotermina gque un modelo lineal no es el adecuado para deseribir
la relacion que exaste entre la variable de respucsta y v los regresores . se
sugiere ol efectuar una transformacion de variables que dependets del tipo
de griliea resultante.

Otra grifica que permite llegar a conchisiones andlogas a las mencionadas
e esta seceldn o8 b de los 1esiduales estindarizados ¥ los tegresores.

o ba signienie seecidn se diseute la grafica gue permite vertficar el su-
puesto de normalidad,

3.1.2  Grafica de probabilidad Normal de los residuales.

Uno de los sapuestos bisicos, aunados al planteamiento del modelo de regre-
sian lineal, es ¢ue los errores tengan distribucion normal con media F (g} =0
v mattiz de waiang —covarianza Var () = o2, esto os,

e~ N{0.0%)



Figura™3.4- Vertficacién del supuesto de Normalidad en los Residuales.

va que a partir de tal supuesto se generan las inferencias estadisticas que
permiten la validacion del modelo de regresion lineal ajustado, asf como
¢l ¢aleulo de olras estadisticas importantes (vistas on ol capitulo anterior}),
Para la verificacion de dicho supuesto, a continuacion se plantea una forma
sencilla y rapida, basada en la graficacidn de los residuales estandarizados
con su valor esperado. El procedimicnto cs ¢l sigutente:

1. Se ordenan los residuales estdndarizados en orden ascendente.

2. El valor esperado del i—ésimo residual para una muestra aleatoria de
Lamadio nw (Neter (1], pag. 125) es:

[+ 376
omz\'n.+.25j



2 . c e . .
donde s* = , t8 la estimacidn insesgada de la varianza o2 de los

crrores, v z (A4) es el cuantil de Ia distribucién normal estAndarizada
que ha acumulado la probabilidad de A,

3 A contimacion se grafican los residuales estdndarizados con su valor
esperado respectivo.

Fl supuesto de normalidad se cumple si los puntos resultantes en esta
prifica se encnentran dispersos sobre una linea recta, (como se muestra en la
prificn 3.4), en caso de no cumplirse ésto, se considerars que se st violando
¢l supuesto de normalidad en los errores.

Nota:La decision sobre tal supuesio queda siompre & consideracion del
analista.

La verificacion de este supuesto es Importante para ol caso en el ¢gque
se deseen realizar inferencias estadfsticas; sin dicho supuesto no se podria
conclnir con cietta confinbilidad aceiea de los restultados obienidos

3.2 Prueba Durbin-Watson para autocorrela-
cién.

Para los modelos de regresién lincal considerados se asume que los errores
aleatorios £, son variables aleatorias no correlacionadas o variables aleato-
ring independientes, identicamente distribaidas con distribueion nermal, A
menudo, 1a suposicion de errores no correlacionados o independientes no s
aptopiado, los errores estéan frecuentemente correfacionados positivamente
sobre el tiempo. A los errores correlacionados sobre ¢l tiempo se les llama
antocorrelacionados

3.2.1 Problemas de autocorrelacidn.

La presencia de autocorrelacion en un modelo de regrosion, tiene un mimero
de comsecuenciag importantes con el nso de las estimaciones minbno enadra-
i

1. Los cooficientes de regresion ostimados son msesgados, pero quizd ne
tengan la propiedad de varianza minima y quizd scan ineficientes.

53



2 Los Cuadrados Medios de los Errores (CME) prueden bajo-cstunar la
varianza de los ertores.

A
3. se (ﬁ32> pueden bajoestimar Ia desviacidn estdndar verdadern de los

coeficienies de regresion estimada,

3.2.2 Durbin-Watson.

La prucha Durbin-Waison pata antocorrelacion asume ol modelo de error
antoregresivo.

= ﬂn"*‘fqzmrlJF"‘JFﬁJ:—lemfl+5r
g = pe_y (3.1)

donde |p| < 1, ¥ u; ¢& una variable aletoria N {0,5?) independiente de los
valores de los regresores ajustados.

La prueba consiste en determinar si el pardmetro de autocorrelacién p en
(3.1) es coro. Note que si p =0, g, = u,. De aqui, los errores £, son entonces
independientes porque 4, son independientes.

Las hipdtesls usualmente consideradas son:

Ho:p=10 V. Hyp>0 {3.2)

Fl estadistico D para esta prueba es obtenido por el método de minimos
cuadrados al ajuste de a funcién de regresién, y su expresién es la siguiente

1 .
E (C’L - (’t—l)z
D= e
>l
I

donde 7 es ol mhnero de casos.
Un procedimiento exacto para esta procha no estd disponible, pero Dinbin
v Watson har obtenido limites inferior y superior d;, v dyy tal que un valor
de [ fuera de estos lmites conduce a una decision definitiva. La regla de
decision para esta prucha (entre las hipdtesis (3.2)) es:
51 D > dy;, inclinarse & aceptar Hy.

Si D < d;, inclinarse a aceptar 17,

Sidy, < D <y, I prueba os ineonclisa
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Valeres pequetios de D conducen a la conclusidn de que p > 0 porque
el crror adyacente de £, v ;- tiende a ser de la misma magnitud cuandoe
ellos son positivamente autocorrelacionados por lo tanto, la diferencia en los
residuales, ¢; — €:_,, tenderfa a ser pequena cuando p > 0, conduciendo a
un munerador pequenio en Iy por lo tanto a un estadistico de prueba D
DOGUCTIO.

3.3 Influencia de las observaciones.

En ocasiones, hay observaciones que influyen de manera importante en el
ajuste del modelo, por lo que es necesario identificarlas y determinar si deben
0 no permanecer en el modelo, para conocer la magnitud de tal influencia se
utilizan las siguientes estadisticas: ¢l leverage del 1—ésimo caso, los residuales
estudentizados y las distancias de Cook.

El leverage o potencia del {—é&simo caso u observacién estd dado por-

o=z, (XX) g, e=1...n (33)

donde z, es el i—&simo renglén de la matriz de datos X, entonces 3.3 indica
el efecto de la 1—ésima observacion en la regresion, 1. e., indica si los valores
de z, para la 1—ésima observacién son muy alejados porque puede mostrarse
que h,, es una medida de la distancia entre los valores de z, para la i-ésima
observacion y la media de los valores de z (Neter {11], pag. 333), para todos
los ni casos. Esto es, un valor grande de h,, indica que el 1—é&slmo caso es
distante del centro de todas las observaciones

Un valor de h,, es usualmente considerado grande si es mds de dos veces

el valor de la media de los leverages, denotado por = z
i

2p .
Los valores del leverage mayores que — son considerados por esta regla
n
COIO €asos extremos,
Los residuales estudentizados s encuentran definides por:

e
o P r=1,. .n

sv'1l — hy,
si el modelo es correcto, los valores de esta estadistica deben presentar una
distribucién ¢ con n — p grados de libertad, st esta cantidad es grande (mayor
en valor absoluto que 2} para la i—ésima observacién, entonces se investiga.

on
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Notae Los residnales estindarizados y los estudentizacdos son diferentes
enbre sf, pues ticnen distinta distribucion e interpretacicn.

Una estactstica que mide ol impacto combinade de la 7—Gsimma observa-
cion sobre todos los coeficientes de rogresion estimados son las Distancias
de Cook D, (Neter, {11], pag  403). Esta medida es derivada del concep-
to de una regién de confianza para todos los p coeficientes de regresion 3,
(L =01,...,p— 1) simultdncamente  Puede mostrarse (Montgomery, 18] )
que el limite de csta region de confianza para el modelo lineal y errores con
distribueidn notmal, estd dado paor:

/n N , 7 A
(b-) cem(B-s)

ns? T )

Como se menciona en Montgomery (8] (pag. 163), “es conveniente consi-
derar 1a ubicacidn del punto y la variable de respucsta al medir la influencia”
de Tas observaciones, asf, de ta expresién anterior se originan las Distancias de
Cook, otra estadistica de suma importancia, ademss de las dos mencionadas
previamente, es definida por:

o8 oon i)

) 7, = l R
- ) ?
D8

D, =

en dotde se sugiere una medida del cuadrado de 12 distancia entre los osti-
madores Minimo Cuadrades (Montgomery 8], pag. 163} tomando on enenta
A

todas las observaciones 3, v los estimadores que se obtienen al no considerar

A
la I-¢sima obscrvacion G 0 © indica que para los casos en los que su valor os
grande al ser eliminados, habrd cambios substanciales en el andlisis.

Si ocurre que }?(;371);)) o 1, entonces para valores D, > 1 se considera
dicha abservacion como influyente en ol ajuste del modedo.

Para caleular D, os posible utilizar la siguiente expresidn en forma alter-
nativa (Monigomery, [8])-

52
D = T % By, :
?j(l —h‘n)

donde D, es el producto del cuadrado del i-ésimo residual estudentizado y una
funeion mondtona de h,,. Por 1o tanto un valor grande de B, prede deberse

i=1,...,n
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a e valor grande de ey, de ., 0 a ambos; es por ello que para efectuar un
andlisis completo es necesario considerar las estadfsticas Dy, e, ¥ Ay, en forma
comjunta, para cada caso.

Al decidir eluninar una observacion por tener fsta una influencia im-
portante con 1especto a las demds, se modificardn los datos del modelo, v

A
esto determinard una nueva estimacion de los pardsmetros 3, para obtoner su
edlculo, se recurre a la actualizacion de la descomposicion QR de la matriz
X del modelo oripinal, actualizacion que es diseatida en la seccion A2,

Ejemplo 3.3.1 En el Ejemplo 2.1.1, se hiene gue para lo sbservecidn 14:

e1g = —16.9645, iy, = 06875, s = 10.29357

~16.9615
P = R
10.29357 + /T — 06875

(—1.70781)" » 06875
4+ (1 — 06875)

DM =

= 05383

En este caso, la observacién no influye mucho en el ajuste del modelo
puesto que riy os relativamente un valor aceptable, asi como hyy 4 que estd
gy paor debajo del valor de %{3 = . 660667 y D4 resulta ser un valor relativa-
mente pequerio, por lo cual se concluye que ésta observacién no es influyente
en ¢l cdlenlo de los pardmetros del modelo.

En la signiente seceién se presentan diferentes criterios para llegar al mejor
subconjunto de regresores que intervienen en el modelo,

3.4 Seleccion de variables.

Fxisten principalimente dos motivos por los que se efeetiia una seleceion de
variables sobie un modelo de regresion lineal. El primero os la sospecha de
que existe colinealidad en el modelo y €l segundo es el deseo del investigador
de determinar ¢ minimo mimero de yepresores que expliquen @ Iy varinble de
espuesta i

Ademds de las dos razones mencionadas de una manera informal,
Montgomery [8] supiere que para tomar la decision de efectuar ina selee-
cron de lag variables del modelo se consideren las siguientes preguntas.



. iBs razonable la conacion que representa el modelo? (i e, jlos regre-

sores considerados en el modelo tionen sentido con el problemat).

Al modelo cumple Jos objetivos pata los que se disenio?,

L Bls estimadas presentan valores razonables? (L c. jsus signos

v magnitudes son aceptables v sus errores estdandar son relativamente
lJ(‘[[ll('l‘]()S?}.

. iSon satisfactorios los diagndsticos usuales para verificar lo adecuado

del modelo? (Una prucha es la validacién del modelo mediante nna
prucha de hipdtesis).

Al eliminar 0 agregar una variable al modelo originel realmente se esté
modificando ol modelo  Existen varios métodos planteados para la reduccion
del modelo, gue en su mayorfa no conducen al mismo wodelo reducido, por
lo ¢mie no se puede concluir cudl de ellos es “el mejor”, queda a consideracién
del analista ol decidir cudl de los modelos reducidos es el que méds se adecua
ala realidad A continuacién se deseriben algnnos de estos mitodos:

3.4.1 Meétodo Forward.

Como s¢ menciond anteriormente existen distintos métodos que permiten la
obtencion de un modelo reducido. Los pasos de este método son los siguien-

T

1.

‘omienza suponiendo que no hay represores en el modelo mnds que la
intereepeion (4)

Se caleulan los coeficientes de correlacion entre los regresores {z,) y la
vatiable de respuesta (i) . dados por la signiente expresion

SCT - 5CE ()

[ 7o/
donde SCE {z,) es Ia Suina de Cuadiados de los Errores para o modelo
reducido

1:1,...,})"1 (54}

= f,+ 8,

El que tenga la mayor correlacion en valor absoluto -supongamos 2, -
s candidato a formar parte del modelo reducido. Se puede tomar Ia
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misma decision usando {r, 1 o 72 . Se plantea ol juego de hipdtesis
siguiente.

Hy:8, =0 Vs. Hy: 8, #0
Se calcula el estadistico de prueba Fy dado por:

{(n—2 7'5

y 8¢ compara con el cuantil F’lj‘{ 5 al nivel de significancia . Si

Py > 1(1 gy ¢ rechesa Lo hipotesis H(, y el regresor elegido se quoeda
en el modelo (i e, z,, ahora es parte del modelo),
o -2k,
Nota: Como F) = F (7;,”7,) , donde F (TI-. .= —I—]?-~ 08 erecien-
L

te parar > 0, se sigue que Fy o5 maxima para @, q}\rr, ,,{ 085 maximn

Se calculan los coeficientes de correlacion parcial entre los regrosores

I £
restantes y la variable de respuesta, dado que el 4)-¢simo 1egresor esta
ent el modelo, la expresion de estos se da a continuacion:

i _ [SCE(z,)— SCE (2, 7,,) o
Ij,zu Ty - SCE (T“) (& f))

El regresor con la mayor correlacion en valor absoluto es candidato a
entrar. Se plantea ol siguiente juego de hipotesis:

}I[) N J 1y =0 v‘h‘ Ifl N HEQ # 0
Se calenla el estadistico de pruecba Fy, dado por:
(n—3) 'r'f_‘ 0
F.Z = 1 _ié_J__L (7, (\
Loy Ty

o e . US| - -
¥ 8¢ compara coi of cuantii #7 ’i’*% Sy iy > 1'","1;' » 5C rechaza fy y ol

sigriense regresor se queda en el modelo.
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4. Be realiza nmevamente of paso 2, ajnstando Ias estadisticas dadas por
(3.6) v (3.7) para este paso.

Este procedimiento termina cuando la estadistica Fy no exceda al cuantil
F('l’n‘i“ 1y quedando en el modelo & — 1 regresores.
En general, las correlaciones parciales al cuadrado estdn dadas por:

P ~ SCE(xy,ma,.. . ,25) — SCE (), my, 25, .. ¥4 41) -
Py T SCFE (xy,w9,. .., 2 (38)

donde SCE (21,22,. .,2z¢) s la Suma de Cuadrados de los Errores del mo-
delo ajustade

Y =0y + Bz + Boze oo+ B
y en forma andloga SCFE (21,22, 73, ..., Tey) €8 la Suma de Cuadrados de
los Errores del modelo ajustado

u= ﬁn + 3o+ Byze + IG':,TS +-- ﬁk+lmk+1\

¥ la expresion dada por 3.8 se leeria, la correlacion parcial entre oy v ¥,
dado que los represores oy, g, ..., @ estin en ¢ modclo.
5] estadfstico Fp se calcularfa de la siguiente mancra:

(n—(k+2))r;

Tep1 W X1T2 Tg
Frpr = 1— 2
?TA|11;J]J3 Fa
r o] e1e il o fi N . 1l .
y ¢l cuantil con el que se tendria que comparar es: F“‘n_(k 2 donde &+ 1

solo nos indica ol paso en ol que estamos, que serfa el (b 4 2)-¢simo paso.

3.4.2 WMétodo Backward.

Tste método funciona en forma inversa que of Método Forward, v es igual
de eleetivo pata la diffell tarea de escoger “el mejor” modelo reducido, Los
pasos de este método se deseriben a confinnacion

1. Se inicia ol andlisis considerando todos los regresores en el maodelo

2. Se caleulan las estadisticas F' parciales para cada une de los regresores
considaados en ol models, dadas por:
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SCB(I‘l/:Elr R - R AT I ':m?'“.l)
L SCE(ay, -+ mpm1)

n—p
- SCE ($1, s Ty T 1yt !I}”-l) _ SCE (:‘Cl" o ’$P‘1)3 9)
SO 7y 1) -

n—j

T
3
i

El valor mids pequefio de estas estadisticas indica cual regrosor os can-
didato a salir del modelo, compardndose con el cuantil f"(lli;:!,g,). Si

F< I"'(ll’?‘ip} cl respectivo regresor sale del modelo.

3. Se calculan nuevamente las estadfsticas F' parciales dadas por (3.9),
para cada uno de los regresores que quedaron en ol modelo. El valor
s pequenio es comparado nuevamente ahora con el cuantil F('I“Ti'__ (=13

SiF<F (ll—,:—[;»—lj) ¢l regresor sale del modelo.
Este procedimicnto termina cuando la estadfstica F' excede al cuantil
"(11‘_;‘_{ ot 1)) quedando en el modelo p — & regresores.,
Nota: El criterio para adicionar o borrar un regresor es equivalente al
usar of cooficiente de correlacion parcial o Ia estadfstica I pareial, solo os
necesario conocer las equivalencias,

3.4.3 Estadistica C, de Mallows.

Oto metodo no menos importante gue los anteriores s conocido como Ia
estadistica €, de Mallows, la cual tiene su origen en el siguiente criterio:

Deduccidn de la Estadistica (), de Mallows.

Este criterio de seleccion de variables fue propuesto por Colin Mallows
(Montgomery, 8]} ¥ estd relacionado dircctamente con el Frror Cuadratico
Medio (ECM) de un valor fijo. Esta estadistica s¢ utiliza para determinar
wn subeonjunto de regresores a usar en un modelo de regresidu lineal, que
puedan explicar de mancra confizble a la variable de respuesta 1.

El plantcamicnto nicial consiste en lo siguiente:

Se tienen dos modelos de regresién; unoe con k-—-regrosores <de estudio que
se define como Modelo Lineal General (M L&) y otro con un subconjunto de
estos k—rogresores, digamos p—regresores, al que se definird Modelo Lineal
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Redueido (MLE), y 1a estadistica €, de Mallows se vale de la comparacion
de la Suma de Cuadrados de los Errores (SCE) de anbos modelos.

Para encontrar esta cstadistica se asume que ol modelo completo {con
k—rogresores) es el modelo correcto, esto implica que serd msesgado en sus
estimaciones , csto s B ( ) = y*, mientras que el modelo reducido con el
subconjunto de los regresores (p—regresores) serd sesgado en su estimacion,

esto os, B ( ) # y* donde el subindice s indica que se estd manojando of
modelo con p—regresores.

Como este estadfstico se deriva del ECM de un valor fijo, se empezard
a trabajar directamente con &stor hay que ver enfonces el ECM para lag
abservaciones, dado por:

BCM (6) —- B {(3 ~ K (m)ﬂ
- £ v i)
E

0390 (?f”)} " b Var (4}) (3.10)

donde ?} = X ﬁ ed ol modelo eon p-tegresotes, (se toma 9 () pues ol
valor verdddgro €8 desconoc1do)

El Sesgo al Cuadrado Total para estos p—regresores se obtlene con la
siguiente expresidn:

LD

SEBp) = Z {E (y) — E (T/\w)r = i [Sesgo (?Al,g)r (3.11)

g=] 1=1

A partir de [ns expresiones dadas en (3.10) v {3.11), ol Error Coadritico
Medio Total Estandarizaclo se define do la siguiente manera:

. Z ec (i)
= 5 Z [( {3,) (U”))Z + Var (?{1\'75)]
= ;12 (S’SB () + 2 Var (3)) (312)
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Lo expresion dada en {3.12) e dificil de interpretar por lo que, si se
realizanl unes cuantos cdloulos {véase Ryan, [13]), se pueden verificar las
siguientes igualdades:

Z Var (,1/)”) =pot vy E[SCE@]=S8SB{p)+(n-plo® (313)
7 -1

donde SCFE (p) es la Suma de Cuadrados de los Errores para ¢l madelo con
p—represores, por lo que tencmos que (3.12), utilizando las igualdades de
(313}, so tranforma en:

1 . .
r, = ps {E [SCE = (-9 a4 p(rz}
Lo e :
= = {E[SCE ()] — no® + 2po’}

Por lo tanto se fiene que el Error Cnadritico Medio Total Estandarizado
ostd determinado por:

_ E[SCE (p)}

gl

I, —n+2p (3.14)

Como se desconoven los valores de £ [SCE (p)] v 02, se toman 1os estima-
dores de cada uno de ollos que serfan SCE {p) v 5%, donde 5% es [a estimacion
insesgada de o2 para ¢l Modelo Lineal General (con los k—regresores), Un
estimador entonees. para la expresion (3.14) es:

SCE (p)

52

)
¢ =Tp= —n+2p (3.15)
Una vez obtenido of cdlenlo de esta esdadfstica paratos inodelos teducidos,
se presenta la ineégnita de edmo saber cudl subconjunto de represores es el
mejor. Para esto Mallows propone ol siguiente criterio.

Criterio de Seleccién.

El eniterio propuesto por Mallows consiste en la construecion doe Ia grifica
C, = p para cada ccuacién de la regresion

Aquellos modelos con sesgo pequetio tendrdn valores C), cercanos a la
linea &, = p, mientras que los modeios con grandes sesgos tendrdn distancias
lojunas a la grafica.
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Cp Estadistica Cp de Mallows.
4
| 1
$B . '.
' [
, L
| |
! oc | |
{ ® 1
| 1o
| I 1
E i i |
| ] | ) 1
i I i ! !
1 I ] i ]
| I [ ! I
i 'S | I F }
t } } } } = p
1 2 3 4 5 [

Figura™3.5: Andlisis Grdfico de la Estadstica €, de Mallows

Si se considera la grifica 3.5, of modelo dado en A es el que tiene menor
nimero de regresores, pero debe considerarse que este modelo tiene un sesgo
mucho mayor que ol dada por C, va que tiene el valor de €, mds cercano
a la linea; este caso tiene mds regresores en el modelo lineal reducido pero
s ol gque presenta el menor Error Cuadrético Medio Total, esto es, ticne un
moenor sesgo, por lo que es preferible inclinarse a escoger el modelo dado en
C antes que cualquir otro.

En ¢l siguiente gjemplo se presenta una seleccién de variables aplicando
los tres métodos previamente presentados.
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Ejemplo 3.4.1 Para ol Ejemplo 2.1.1, se tienen los siquicntes resultados,
que s¢ utilizardn para hacer una seleccron de variables:

Sumas de Cu(zdmdg&

SCE {z) — 2466781
SCE () — 4024559
SCE (24) — 012,604
SCE({z1,z,) = 2063998
SCE (z,z5) = 208448
SCF (wq,13) = 3771.836
SCE (z),29,75) = 2013.195
SCT = (145217

5% = 105.957624 |

o Méiodo Forwaerd.

— Paso 0: Se supone gque la wterceperdn (B), es lo dnica en el
modelo, 4. c., el modelo reducido es:

y =0

— Paso 1: Se calculan las correlaciones entre regresores y wariable
dependiente, con la expresidn dada por (3.4) en la pégina 58.

Correlaciones entre x, Vs. y
.

2 . 2486781 OQE
Tow = b sy = DUSO8
2 1 _ 40238 _ aqgn
Yoy = 1T R T SA09
2 1 _ 1012604 ,
T = L ey = 34703

Lua varable con mayor correlacisn s zy, o cunl es candidata o
formar parte del modelo reduerdo.  Calewlando el estadfstico de
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prucha dado por (3.5) en la pégina 59, se tiene:

93— 2) % 50858
pr o (B2 508

! 1 — 53858
Comparando este valor con el estadistico de la distribucion F con
= .05, se tiene F(f’m = 4.32 < I}, por lo que se puede concluir

que lo varable 27 se integra al modelo de regresidn.  Ahora el
madelo jeduedo ose
y="0o+ dm

— Puaso 2. Se calculan chore las correlaciones parciales entre oy,

3 4 la variable de respuesta, dado que 2y estd en el modelo. Se
utiliza la expresicon dade por (3.0) en la pdgina 59

Correlaciones entre x4 y 23 Vs. y dado x;.

2 _ 1 _ 2063998 _ 9
Teya T 17 germ — - 10328
2 o 208448 _  1rac
Tows = 1= e = 10498

Ahora y es candidato o former parte del modelo reducido pues es
quien tieme mayor correlacidn parcial, se calcule la estadistica F
dada por (3.7), pagina 59.
23 — 3) * ( 16328
g = B3 (16328) g0
1 - 16328

Fl cuantil para este pruebe es F(?‘ZO, = 4.35 > I}, lo cual indi-
ca que el regresor xg ya no ¢s signtficattvo en lo erplicecion de
la variable de vespuesta, por o que el “mejor” modelo reducido
obtenido con este método serta:

¥ =+ B
o Método Backward.

— Paso 0: Imcia suponiendo que fodos los regreseres son parte del
maodeln, 1 e.. se Hene ol modelo Uneal general, que en este easo
sertu: :

y = B + 5121 + Byrs -+ Oz
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- Paso 1. Se cafeulan los estedisiicas 1 parerales pare cada o de
los regresores incluidos en el modelo con la expresion dada por
(3.9 en la pagine 61:

| Estadisticas F-purciales para x1, T2 y za.

F . 3771836--2013 195
®y T T ZomgamEr

pRp)

16. 598

I

A 2081 48—=2013 195 ey
F., = ﬁva_; LBT277

Al 2063 2082013 195 . d
[‘J , = 2063 ‘7‘3}\ 0? 3105 ‘17011 7
23-4
|
El veqresor aq es el que tiene lo estadtsiice F-parcial mdas pequena
entonces, este regresor es candidato o salir del modelo. Bl cuantal
pare esta prueba es FiJ5q, = 4.38 > Fyy, por lo que el regresor o3

,
es sacado del modelo. Ahora el medelo de regresion lineal reducido
[

y =+ 33 + By

— Paso 2: Se recaleulen las F-parciales para las variables gue que-
daron en el modelo, dado que 3 estd fuera del modelo:

{ Estadisticas F-parewales para o, y ;1:2,_‘

4024 5592063 998
Frl = 4 ?:nas‘fmc‘}‘fﬂ‘ == 18 QQS
213
466 781 -2063 998 ‘
FT‘.’, = 20 zm'mm—“ - = 39029
2317

Bl regresor xy es el gue fiene la estadfstica Feparcial mds pequena,
por lo que es posible candidato a safiv del modelo. I cuantal para
este prucha es F (??20) =435 > F,,, por lo que se toma lo decisidn
de sacar o x4 del modelo.  Ahora el modelo de regresion lineal
reducido es:

y =, + 5y

c
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— Paso 3: Se ecalculan nuevamente las estadisticas F-parciales con

unicamente T, en el modelo:

| Estadisticas F-parciales para . 1

£ 2172468 T . ~
Fx.] — G145 ‘_211“,24.50 TR1 - 31310
7122
El cstadistico para este prucha es FJ%, =432 < Fy,, por lo que

el regresor 1 permanece en el modelo. Quedando como el “mejor”
maodelo reducido con este método:

=5+ A

En este caso los dos métodos antenores dejaron ¢l musmo modelo -
neal reducide, pero come se menciond anteriormente, csto no stempre
acurre ademds, se puede llegar a la conclusion de gue ningune varable
quedn dentro del modclo de regresidn, 1. e., minguno de los regresores
s signuficativo en lo erplicacidn de la varable de respuesta.

o Hstadstien C) de Mollows.

Esta estadistica se muesira en lo expresidn (3.15) en la piging 63.

i

[ Varables - Expresion ) Cp | p |
I %ﬁ—lJr?*?A% 4.2808 2
Ty %ig—%?—g+2*2—23 13.983 2
Ty %%g%%-gku—?S 18.87 2
Ty, % %}ég—i‘*. *3—23 2. 4795 3
@y, Ty \ ;f;);;;:ﬁ F2¢3 23 P2 0728 3
Do, Ty J ?(7}‘7';15?7% +2+3—-23 t 18.508 3,
Ty, T, Ly L %2*4«23 j 4'0__Li_
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Como dice Mallows en su andlists de éste estadistica, aquellos regre-
sores en los cuales se cumpla que C, = p, estardn proporcionando el
“mejor” modelo hneal reducide  De la tabla anteror se hiene que para
el caso en que los tres regresores estan incluidos Gy = 4.0, pero este caso
no nteresa, cuando se consideran los regresores @y, £a ¥ ln ordenada al
orgen (f3g) se tuene que Cy = 2.6728 & 3, por lo que s¢ puede conclur
que el modelo gue proporciona un menor Error Cuadrdtico Medio Totol
en las observacrones y, es.

y = fy+ iz + Bary

Fn ocasiones L seleceion de varniables es complicada dependiendo de las
relaciones lineales que guarden los regresores (z,) entre sf, esto es, la pro-
seneia de colinealidad en los regresores (vease seecién 2.8), la enal produce
sensthilidad en las estimaciones y como conseeuenca la toma de decisiones
crroneas, s por cllo que se recomienda ] hacer uso de varios métodos de
seleceidn de variables de tal manera que se obtenga uno de los “mejores”
modelos lineales reducidos.
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Capitulo 4

Anaslisis de Regresién Lineal via
la descomposicién QR.

Introduccion.

En este capftulo se presenta, desde el punto de vista del Anslisis Numérico,
eomo se obtiene 1a estimacidn de los pardmetros del modelo lineal

y=Xf+e (4.1)

con los supuestos bdsicos de que X € R™?, n > p, X de rango maximo y ¢l
vecior de errores £ con media (} y matriz de varianza-covarianza a?1.
La herramienta hisica para el cdloulo de las estimaciones Gauss-Markoy,

M
B pare 3y s* para a2, os la descomposicién QR de la matriz de datos
X, &sta descomposicion también permite caleular el vector de residuales

A
el=y-—-X ﬁ) ¥ su correspondiente matriz de varlanzas ¥ covarianzas

a? (X'X)—1 {é 52 (X’X)*l] , entre otras estadisticas. En base a estos cdleu-

los se llevan a cabo otros mds que permiten ¢l andlisis estadistico del modelo
y <l log datos, mediante pruebas de hipdtesis y graficas.
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4.1 Cdlculo de los estimadores de los pardme-
tros 3's mediante las ecuaciones norma-
les.

AN
Para llegar a la obtencion de la estimacidn 8 de minimos cuadrados para S en
¢l modelo lincal dado por {4.1), ¢s necesario resolver el siguiente problema:

M

ey

o]

Iwt

s decir, minimizar la suma de cuadrados de los errores. Ahora como:

(- %) (2~ x3)

— Yy-yXF—f X'y+ g XX

o3

= yy-WX B+ 0 XX B

En la pigina 7 se caleuls el punto erftico para esta expresion, legando a
e of minimo se enenentra con la 1esolucion del sistema lineal algebrdico

X'X = X'y (4.2)

conocido como Ecuaciones Normales.
A

El cdlculo de 3 mediante la solucion del sistema de las ecuaciones normales
(4.2) con ayuda de una computadora no es recomendable, ya que implica el
calcula previo de la matriz X'X, lo cual a parte de ser costoso, puede resultar
inconveniente, pues bien X'X (siendo X € {7, n > p, de rango miaximo)
puede resultar numdricamente mal-condicionada o singular,

Ejemplo 4.1.1 Seca u < £ < J/u, donde u es la unidad de redondeo de la
computadora en que se efectian los edleulos.
Se puede venficor que:

[ 1 1 1 ]

£ (} 0

A= 0 £ G
0 {) £



fiene yongo mdznno (Yo gue fI{1 +e) #1 ) Y que

t+e? 1 1 111
X'X = 1 14¢* 1 ~|1 11
1 1 1+¢? 111
es smgilar en la computadora, pues fI{1 + &%) = 1.

Dado gquze la matriz X'X es sinétrica y definida positiva, se eipiea un
método alternativo para la resolucion del sistemma de ccuaciones {(algebrdicas)
dado por (4.2), aue debido a sus propiedades de estabilidad numérica v de
cconomia en cuanto a requerimientos de memoria vy de cantidad de edmpute
restilta una buena herramienta, este os el método de Cholesky,  Asf, bajo
o supriesto de que X € B0 1 > g tione 1ango nsiximo, ot quo
X'X cs simétrica y definida positiva. Por ello, el método ideal para regolver
numnéricamente las conaciones normales (4.2) es el método de Cholesky, ol
cual consiste en hallar Ja deseomposicién de Cholesky de XX 3. o

X'X=RR

siendo K una matriz triangular superior, do range », con diagonal positiva.
La resolucion numérica de las ecuaciones normales (4.2), con base en esta
descomposicion, se reduce a resolver dos sistermas de ecuaciones triangulares:

Blg:Xlgd_' ¥ Réxg.

El Analisis de Frror Retrospectivo para el método de Cholesky, indica
PRI
! A*A
Y
SR < i (XX ) u 4 O (w?) (4.3)

B

2
.

A
ot donde 8 es lasolucion numérica y 3 es la solucién exacta de las ecuaciones
normales {4.2), « os In unidad deedondeo, y

LX) (44)

2

w2 (XX = || X1

os ol mimero de condicién de Xt X.

A
A do las couacio-

\ ) ¢ 3 de T
nes normales {4.2) estd fundamentalmente determinada por el numero de

condicion sy (X*X).
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4.1.1 Inversa generalizada de Moore-Penrose.

La Inversa Generalizada de Moore-Penrose X+ de X, es definida como la
solucion 1especto de Y & BP*? del sistema de ecuaciones matricinles:

1. XYX =X,
2. YXY =Y,
(XYY = XY,
4 (YX) =vVX

En efecto, se demuestra que este sistema matricial, lamado de Moore-
Penrose, tiene una tinica solucién.

Para el caso de matrices rectangulares, el concepto de mimere de condi-
¢idn se extiende como sigue:

Dada X € N7 por el mimero de condicion kg (X) se entiende

k2 (X) = 11X, || X,

Yara la sitnacion bajo discusién (X € P n > p, rgo{X) = p), s
dieeto vaificar quo
Xt =(x'x)7 X"
4.1.2 Descomposicién en valores singulares.

La Descomposicion en Valores Singutares (DVS) de X, consiste en factorizaria
com ¢l siguiente producto de matrices:

X =Uzy!

en donde U € i y V' € PP son ortogonales, y

— A TEX [
E—{Q}eﬁ}%

con

A = dag{s1,52,...,5p),
8 > sz -z, =0
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Fu Golub-Van Loan [4] se da una demostracion de que esta DVS de
X € WP (dada), siempre existe.
1
A partir de esta Descomposician os directo verifiear que

ke (XX = [ma (X)), (4.5)

De esta igualdad y la relacidn dada por (4.3) se sigue que en una micro-
computadora AT de 32 bits con doble precision (i. e. & 10716) f sy (X) =~ 107
entonees carcce de sentido resolver Ing ecuaciones normales (4.2), pues de
{4.3) se tiene que

é

2
Atn a pesar de haber aplicado el método ideal para matrices simétricas
y defimdas positivas, que es of mttodo de Cholesky.
Luego, la resolucidn numérica do las ecuaciones normales {4.2) para caleu-

lar la estimacidn Gauss-Markov ﬁ para 3 (estimacion bajo la aplicacion del
criterio de minimos cuadrados) ticne dos serios inconvenientes:

1. Bl edtenlo previo de lamatris XX, ol cual requicre O (mp?) Hlops’
(véase Golub-Van Loau, 4], para la definicién de flop); ademds de que
XX puede resultar numéricamente singular, ain cuando X € |
sea manéricamonte de rango p.

2. 8i k(X)) = ﬁ, siendo ¢ la unidad de redondeo de la Aritmética de
Punto Flotante wsada, entonces puede carecer de sentido la resolucion
numérica de las ecuaciones normales (4.2), ain cuando éstas sean re-
sueltas por ol método de Cholesky:

Una alternativa & la resolucion del problema de Minhinos Cuadrados via
Ia resolucidn mmmérica de sus ecuaciones normales (4.2), estd basada en la
faciorizacion de la matriz X mediante el etapleo de matrices elemontales de
climinacion ortogonales, Esta alternativa, basada en la Hamada descomposi-
cicn QI de X, min cuando es un poco mis cara (en cuanto a requerimicntos
de memoria y cantidad de cdmputo numérico), no requiere del cilculo de
X'X, y bajo ciettas condiciones adicionales (muy razonables desde o] punto
de vista prictico), su sensibilidad munérica queda determinada por se (X)

en ves de gy (XX}
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4.2 Descomposicién (/R de la matriz X.

Pata iniciar esle tema os necesario tratar previamente ol tema de matrices
ortogonales, va que a partir de cierto tipo de estas matrices -conocidas como
de Houseloldet-, la malriz X se reduce a una matriz triangular, lo cnal
permite determinar los parametros 8 de una manera relativamente facil.
Una matriz ortogonal(ortononpal) os una matriz Q de 7 x n que satisface
que G =QQ =T, donde T es la identidad de » x n, este tipo de matrices

es Importante poraue preserva la norina euclidiana {o norma 2), ya que:

1Qz)l, =/ (QzY (Qz) = V2 QIQz = Vz'z = ||z,

A continuacion se revisan brevemente las reflexiones de Houscholder, cuya
importancia radica en que facilitan 1a reduccidn de una matriz a4 una forma
triangular superior.

4.2.1 Reflexiones de Householder.

Una reflexién de Houscholder es una matriz H de » x n que se define de la
sighicnte manera:

t L
uy Uy
H=l-2—/=1-2— (4.6)
Wy Il
== L]
donde 1 cs un vector de n x 1 distinto del vector cero  Esfas matrices son
simétricas v ortoponales. Esta dltima caracteristica se verifica a continua-
Cirdn;

H'H = HH
t H
U UL
= [I-2=)(I-2=—
uhy u'u
i f L
UL wu' un
Y
w o unuy
wi' o u (') !
= A= A A=
U {w'1)
! t
Hit kAT
= o 4e A=
e vu
=T



En particnlar se tione que
H=m'=H"

La construccidn de estas matrices permite que todas las componentes de
un vector -no mlo- al que se le aplique esta reflexicn, sean cere a excepcison
e Ja primera. Esto se explica claramente en el siguionte:

Lema 4.2.1 Dedoz € B, z # 0 ensie H de Householder definida por

A , A
u=uptee, o=signz)izl, tal que He = —cey .

[Sstor e

y debido & gue las iransformaciones ortogonales proservan la norma 2, se
tiene que |} = iz, .

Notese que el signo de @ depende directamente del signo de 21 en el vector
2, esto se hace por razoties de estabilidad numériea (i . se trata de evitar
cancelacion wumérica).

Las condiciones para la existencia de una matriz ortogonal € y una matriz
R triangular superior, tal que X = QR, y 1a forma de c6mo obtener esta
descomposicion se presentan en ¢ siguiente:

Teorema 4.2.1 Dada X € ®™P, n > p, de rango p, cmsten. (@ € R
ortogonal y R € WP trignguler superor tal que

X—QH’].

Demostracion : Eserftbase la matriz X comoe swue:

..@P] .

Como X tiene mango p, se hene que x, £ 0. Lucgo, por el lema {.2.1, existe
Hy de Householder tol que
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X = [H1$1|H1$2! T |Hl£,,]

r t 1 1
e, ”’Ef; ”’Ei‘i ”:(ﬁr’)
0 z .
mx - | ) R
0 :cffz) a:f}% 335111,)
[ —m 1”12) 71];) -'”Ei,) }
[0 g g ]
—{ry I.’(]l‘]
0 xP

. i .
Donde el supertndice & en 20 wdica ol mimero de opernerones que se han
'IJ I
realizado sobre dicho factor.
Como X tiene rango p, se tiene gue g(l) 0. Luego, por el lema emste
" ’ 2 g P

ﬁz tal que
5 = (el et a2l

oy o o) o o
_ 0
S X5
0
Tomando lo matrz Hy de ln sigieente manera:
1 o
Hy =
o
se sigue gue
vy :1:(,.,2 .::(113) r(ilp)
0 —(¥gy 1&? 1(2?
mmx=, 0 o & ..
l(} 0 22 T



Ast, después de apliear p pasos de climinacidn de Householder o la matrz X
se tiene que

}Ipf{p—l N Hg]irlX = l: g ] -

Sea Q7' = HHp 1 --- HoHi, Q71 es ortogonal por ser producto de malrices
Hy ortegenales.
Con csto, se sigue que

Q'X = ( f]? } porio que X =0 l: {]? ] .

Y que

Q = (HHpy - HH)™
= y'Hyte 1
= H\H,-- H, ]

Esta es la Hamada Descommposicion 2H de la matriz X,
Si se considera Ja siguiente particion de la matriz @ = [, Q1] donde @,
tiene p eoluminas, entonces X se puede simplificar de la signiente formas

X =[] | = o

esto os, se tiene que

X =q.R {47)

Ahora, sustituyendo esta descornpoesicién en lag ecuaciones normales:
P t
X'X B=X"y
v siimplificando ta expresion, se Hega « que:

R B=Qly (4.8)

En resumen, la resolucion del problema de minimoes cuadrados

en términos de la descomposicion QR de ta matriz X, se reduce a ofcctuar
los siguientes dos pasos:
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L Caleular el producto de

Qty

2. Resolver el sistema triangular superior

Rp=Q\y

por el conocido matodo de sustitneion sncesiva hacia atras

¥g BESE
3oL IATEER

(4.9)

51 X es de tango completo, I es no singular. Por ello os posible hablar

—1 T N
de B71 ¢me a partir de (4.8) se tiene que:

A
A=R'Qy
Esto implica que:

QL

Xt =RT"QL = [R7,0] [ o
L

]:mﬂqq

donde Xt denota a la matriz inversa generalizada de Moore-Penrose.

Por lo que os directo verificar que

iy () = Ky (X}

En consecnencia, bajo ¢l supuesto de la hipétesis del dngulo agudo {viase
seceion 4.5.2), la cota {a priort) del error relativo estd esencialimente dada

por:

X1

Rl _
2,

T S,

2

Por lo tanto, s X cs de rengo mdximo y no s muy mal comportada
entonces, bajo la hipdtesis del dngulo agudo, la descomposicidn QR es la
mejor opeion para laresolncidn munérica del problema de mnimos cuadrados

Incal clasico.

A manera de resumen, se puede decir que al efectuar la descomposicion
QI de la matriz X se obiienen las siguientes caracterfsticas munéricas im-

portantes:
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1. No es necesario construir lag ecnaciones normales (4.2) relacionadas al
sistomma.

2. Al sor € ortogonal Ja descomposicion @GR se efectda de manera com-
pletamente estable

3. La sensibilidad numérica del sistema (4.8) cs la de X, y no la de X'X
o ocurre con las ecuaciones normales.

Es por ello que ol nso de esta descomposicion se considera la forma mds
viahle de evitar problemas de sensibilidad numérica.

4.3 Otros usos de la descomposicién QR de la
matriz X.

1 paguete de programas MATLAB, cuenta con funciones que calenlan la
descomposicion QR de la matriz X, ¥ en base a un sencillo procedimiento se
A A
estiman los pardmetros 3 del modelo lineal, los valores de prediccion ¥ de las
observaciones y el vector de residuales que se denota con el vector e
A partir de los residnales es posible obtener:

L, ) . , ce  SCE
L Ja estimacion de s paa La varlanga, $° = ==
n—p n-p
2.1 listica F, I ‘"_E—JSCR
2. la estadisticn Fy I = 000
F59CE
, SCF
3ol cocficiente de determinacion 1%, /#% = ———
(4P N SC‘VI,
z SCE
3 eaeBrionte e T M 2 2y [zt
4. el cocficiente de determinacion ajustado Iz, 12 =1 (zl_p) ST
. e
5. Tos residuales estandarizados, rs, = —’
. [ -
6. los residuales estudentizados, rt, = -—Ti—, donde h,, = (X (R'R) ! Xl)
5 = gy
SCE (p)

7. la estadistica O, de Mallows, ¢, = = +2p-n

&
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N
8. graficar los 1esiduales estandarizados Vs, las ¥, psa defermina si hay
ohservaciones aberrantes

IS
9. praficar los residuales estandarizados Vs, Ias ¥, para determinar si el
modelo cumple con clertag suposiciones como es la homoecedasticidad

en los ertores

10, graficar los residuales estandarizados Vs. cuantil esperado de la distri-
bucién Normal, para verificar si se cumple con el supuesto de normali-
dack en los errores,

. - v, . —1
Las funciones de MATLADB calenlan tambien la matriz (R'R)” que cs

. b .
exactamente (salvo por arrores de redoncdeo) la matriz (X' X) 7 debido a que
cle la descomposicdn QR de X

s0tiene que
XX = [R 0]QQ f
()

[ B ()’][H

= R'R.

por lo tanto

(x'x)7 = (RR)"

. . -1 .
A partir de 1a matriz (F'R)™ (sus clementos son ry; 4,7 = 1,....p) o8
posible obtoner las siguicntes estadisticas:

A A
1. I desviacion estdndar de cada 3, se (ﬁj) = 8./Th
- A .
2. ol coeficiente de inflacién de la varianza para cada 3,, determinado por
T, (slempre y cuando a matriz X haya sido previamente esealada)

3. la potencia o leverage de eada observacidn, b, = (X (RR)X t)

i
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rtf* B
r (I - h'u)‘

Es por ostas razones que el Sistema ANA RELIM VER. 2.0 detallado
en el siguiente capitulo, se basa en la descomposicién (R de la matriz X.

4. las distancias de Cock, D, =

4.4 Procesc de obtencién de la media y la
varianza muestrales.

Los procedunientos gue generalmente se planiean en los libros de texto de
estadfstica para la obtencién de la media y sobre todo la varianza, al ser im-
plantados en una computadora generalmente producen resultados errdéneocs.
Esto se debe a que si todos los datos se encuentran cercanos a la media, en-
tonces es muy probable que ocurra una cancelacién numérica. El algoritmo
que proponen algunos libros de texto es el siguiente:

m m

I S22 - mz
E___-.:] y 52‘"‘1=1

m ) m-—1

Se han desarrollado varios algoritmos para evitar la cancelacién numnérica,
uno de ellos es conocido como el de dos pasos, el cual es numéricamente
estable, pero muy costoso; debido a que para el cdlculo de la varianza es
necesaric leer el archivo de datos en dos ocasiones, a continuacién se presenta
este algoritmo.

.92 — =1

kil
E (3:1 - 3)2
m-—1
Una alternativa es utilizar algoritmos que sean menos costosos y en los
que se pueda conocer una cota del error en el resultado; uno de ellos, es el
desarrollado por West-Hansor [5] y que a continuacién se describe.
Algoritmo de West-Hanson para actualizar la media y la varianza mues-

trales.

My «— oz,
Vi « Qe
Parai = 2,. .,m, haz
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T — M,_
Moo a4 S Moy

1
.= M,
Vi o— Vi + (1-1)*(;17,_;141_1)*(3”—1“1)
T — M,
st - —l_Vm
m—1

A continuacidn se presenta un ejemplo en el que se aplican los tres algo-
ritmos mencionados. Si se desea verificar el andlisis de error correspondiente
a cada uno de ellos, consulte el Apéndice C de la referencia [12].

Ejemplo 4.4.1 Fn una Aritmética de Punto Flotante de 3 decimales, con-
sidere las siguicntes observaciones z, = 19, zy = 20 y 23 = 21; al aplicer los
algoritmos anteriores ;e obfienen los resultados siguientes:

m

2 T

. . _ =1
Si se calcule la media como T = 1

m
FU{ASAZAERY — £1(20) = 20.

., para el ejemplo, se tiene que

1. Con el algoritmo de dos pasos se tiene lo siquiente:

=14+(20-20°=1+0=1
sE=1+{21-200=1+1=2

2 2
sf=5=1

2. Con el nlgoritmo de los libros de texto de estadistica se tendria lo si-
guiente:

m
S a? — mz?
=1

m—1
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por lo que

2 1200 ~ 3 % 400 1200 - 12
S:ﬂ( ()3*4()=ﬂ( 0 210()):0

3. Con el algoritrno de West-Hanson

M; = 19,%; =0

20-19
M, = 19+

) 20—-19
=195, 1~a~o+(z~1)*(zo_19)*( - )z_s
21— 1495

My = 195+ —

21~ 195
=200, Vi=5+ (3 1)}%(21 — 19.5) # (_L 3‘90) - 20

Por lo tanto

T 00 fe=o=10
T = . 5—2—.

En la siguiente tabla se comparan las cotas de error entre el algoritmo de
West (que utiliza el algoritmo que desarrollé Hanson para calcular la media),
el de dos pasos y el que se presenta en los libros de texto de estadistica.

[ Algoritmo | Cota de Error con Digito de Guardia ]

Dos Pasos (m+4}u
Textos de Ime® {s)u +2u
Estadistica

Hanson 2+ ym+E8vVem) k() u+ (m+4u

Donde:
t
r = (mlﬂz21"'1$m)
m = nlimero de datos.
v = esla unidad de redondeo de la computadora en que se

efectiian los cilculos.



1 iz

k(8) = —=—=""", es el nimero de condicién de la desviacién estandar.
Vm—1 s
con |lz]] = norma del vector z, y

@
If

4.5 Un poco de Analisis Numérico en la Re-
gresién Lineal.

Ein las secciones anteriores se tratd la iimportancia de la descomposicion QR
de Ia matriz X {método netamente numérico) en la solucion al problema de
minimizar la Suma de Cuadrados de los Exrrores, esto es

2
Min (4.10)

8

v X 5|

2
que alcanza su punto critico con la resolucién del sistema lineal algebrdico

N
X'X g=X'y (4.11)

conocido como sistema de Ecuaciones Normales, v que utilizando la descom-
posicién QR, lleva a la solucidn

A -1
B=R"0y.

faN
El cdleulo de la estimacion del vector 4, afecta en forma directa en los
resultados de todas las demds estadisticas a calcular. necesarias para llevar
a cabo el anilisis de regresién, pues éstas dependen de la veracidad en la

I

estimacion dada por 8 (véase seccién 4.3), por esta razén siempre se buscan
aquellos métodos numéricos que brindan la conflabilidad y estabilidad nu-
mérica de los resultados obtenidos, tales como la descomposicion QR de la
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matriz X (véase seccion 4.2) y los algoritmos para el cdleulo de la media y
la varianza muestrales (véasc seccion 4.4).

La solucién al sistema de Ecuaciones Normales, dado por (4.11), tiene
dos posibilidades en su solucién:

1. 8 rgo(X) = p entonces X*X es no-singular y (4.10) tiene una tnica

M
solucidn 3 dada por
al
b= (x'x) Xty = RV Qly

2. 8irgo{X) < p entonces (4.10) tiene una infinidad de soluciones

AA

Una solucién generalizada al problema anterior para su segunda posibili-
dad, estd planteada en la siguiente:

At
Definicién 4.5.1 Se dird que 8 es una solucién generalizade de (4.10) si

At
1. “E—Xﬁ

; < ”E“ X é”z , para tode é € RP.

I‘\*
2. s 3 estal que

A* ~ ~
HE_XE SHQ_XQHZ. para todo [ € R®
2
enfonces
A* At
B z18
2 2

At
Se puede demostrar que la solucién generalizada 8 para el problema
(4.10), est4 determirada por:

AT

B =Xty
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donde

~1 .
57, sis #0
Xt =Vvntlt, Tt =diag(sf,sf,.. ,s7), sf= u
G, sig, =0

es la Pseudoinversa (inversa generalizada) de Moore-Penrose para X {dcfi-
nida en la seccién 4.1.1), asegurdndose con esto la existencia de la solucién
generalizada al problema de minimos cuadrados dado por {4.10).

Una vez encontrada Ja solucién a (4.10), se requiere de un indicador que

diga la precision o exactitud con la cual es calculado @l vector de pardmetros
§ b D

A

G ¥ qué tanto dista esta solucidn de la obtenida en aritmética real. En la

siguiente seccidn se da una cota para el cileulo de dicho error.

4.5.1 Anadilisis de sensibilidad del problema de minimos

cuadrados lineales.
At
Il objetivo de este andlisis es ver qué tanto se altera § = X +g,_{ bajo pertur-
baciones en X vy y en ¢l modelo lineal

y=Xf+e

La razén de ser de este estudio se debe a que el cdlculo numérico de
Ak
8 =X +g; i. e, la solucion del problema de Minimos Cuadrados:

12
e -],
3 1= iz
usando métodos numéricamente estables, nos da una solucién aproximada
At At

8 (que s espera sea muy préxima a 3 ), que es la solucién exacta del
problema de Minimos Cuadrados perturbado:

Min ly—oy) - (x + B,
donde
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At
Teorema 4.5.1 Sen X, X+ Ec ®¥, 3y, &e®R, g =Xy y
At

8 ={(X+E} (y+dy)

St rgo(X + E) < rgo(X) y ||El, | XT]l, < 1 entonces

At At
8,—-8
S ka(X) WEl, | wa(X) izl Y, lzll, sl
e = &G |2 T *
5 1— (XN { X0z [Pmcaiglly XN [[Pemconll, (g,
2
HE
=0z, 12
donde
(X)) = qer XN 1 X,
At
ro= y-X8
At
pzm()(jg = Xé
Demostracién : Véase Stewart-Sun {17].
Comentarios: N
il

L. La cota de perturbacién relativa de 8 est4 dominada por su segundo
término:

[e2(X)]? Il 1EN,
1- ng(X)%i ”Rm{x)ﬁ”g XN,

Es importante remarcar la aparicién de [k2(X)]? como factor en dicho tér-
mino. Recuerde que este mismo factor dominaba la cota de perturbacidn

)
relativa para 3 cuando se calenlaba via las ecuaciones normales.

At
2. La cota de perturbacién relativa de 8 dada por el teorema 4.5.1 se
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puede rescribir como sigue:

rt At
B —p
I~ i Kz X) ” ”2 1EY, ” ZJ”
T S 1m0 (IO R, Oy,
2 151,
AR

donde § =dngulo que forma y con tm(X) (véase figura 4.1).
At
3. La cota de perturbacion relativa de 3 dada por el teorema se puede
rescribir como:

At oAt
b~} ,
i k3(X) IEll, , vT— il , 1 liéwl,
T T e [gnxnﬁ CR TR i
T2
oy JEH
XX,
o bien como
L8, . ax ol [TE ) L2, 1 Jsull,
= L R A TR
Lol
R

{ 2
De donde se vé que si: M =2 P

entonces la cota de error relativo
Fpn-p) n-—p

para ZC\; se puede simplificar como sigue:
at oAt
Ll mx |, LA Y
T - r(0E (15D T, | 11,
il
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Representacién Grafica del Espacio im(X).

Figura™4.1: Representacién Grafica del Espacio im {X).

al considerar que Fi,,_p) >> 1 implica que [R| = 1.

El teorema 4.5.1 permite de esta manera conocer la veracidad que brin-
AT

daré el vector de pardmetros estimados 8 , en base al conocimiento previo
de la matriz X y el vector de respuesta.?/. Asf también, en el comentario 3
se muestra una expresion obtenida a partir de la teorfa del Analisis Numéri-
co que relaciona términos netamente numéricos con términos propios de la
teorfa estadistica del Analisis de Regresion Lineal.

Esto ayuda a visualizar en forma clara que estas dos dreas del estudio cien-
tifico guardan una gran relacién, v que siempre que aparece una, es necesario
auxiliarse de la otra para asf tener un andlisis més profundo de los fenémenacs

de estudio y e csta manera tener una visién mds clara del problema real.



4.5.2 Hipdtesis del dangulo agudo.

En esta subseccidn se tiene por objeto responder a la pregunta: jbajo qué
condiciores ¢] segundo sumando del lade derecho en (4.12) es del orden det

(4.13)

primero?
Esto es, sc pide hallar 1as condiciones bajo las cuales se cumple la siguiente
desigualdad:
T E E
con bt
Xé 2 2
2

Esto es equivalente a:

T P

Al —
ps
2
cquivalente a: . .
2 () nzngst@ ; <, 1B
2 2

Como k2 (X) = || X, | X *]l,, {4.14) se simplifica a

-

S
x4zl < |18

Por otro lado: N

A
é = X+E = X+sz(X)E
entonces

B <1 e Pl

0 sea gue:

[ < e Pl = 1 (sl - )

De (4.15) y (4.16) se tiene

oz < i (s - 1)

91

(4.15)

(4.16)



es decir

entonces {de la figura 4.1)

Por lo tanto el primer término de la desigualdad en (4.13) domina al

segundo si

§ = £ (y,im (X)) < 45°

El antertor razonamiento es conocido como hip6tesis del 4ngulo agudo y es
precisamente la condicidn requerida para garantizar que la solucion generali-
+

A
zada bajo perturbaciones 3 no distard en mucho de la solucitn generalizada

AT

realg .
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Capitulo 5

Manual del usuario.

Introduccion.

En este capitulo se presenta el objetivo fundamental de la realizacidn de este
trabajo: un sistema amigable y transparente ol usuario, que es de muy facil
manejo ¥ evita tareas engorrosas como son la edicién, compilacidn y ligado de
programas. Ademds, se ofrece una breve explicacién de lo que es el sistema
asl como de cada uno de los resultados que presenta cada opcidn, esto para
facilitar la interpretacién de las estadfsticas a aquellas personas que no sean
expertas en la materia, Las tareas que se pueden realizar con ¢l sistema son:

1. La estimacidén de los pardmetros £ del modelo lineal
y=Xf+eg,
mediante el métode de Mfnimos Cuadrados.

2, Obtener las estadisticas necesarias para levar a cabo un anslisis del
modelo de regresion lineal ajustado, tales como realizar pruebas de hi-
potesis, el caloulo de indicadores que permiten efectuar diagndsticos
sobre &l comportamiento del modelo (correlacion entre regresores, coli-
nealidad y observaciones aberrantes).

3. Llevar a cabo un andlisis tanto grafico como estadistico de los datos,
asf como la verificacién de los supuestos planteados scbre el vector de
errores £ no observable {independencia de los errores, homocedastici-
dad, etc.).
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5.1 El sisterna ANA RELIL.M VER. 2.0.

El objetivo principal de este sistema lamado ANA_RELLM VER. 2.0 {Andli-
sis de Regresion Lineal), es brindar al usuario una herramienta amigable y
de ficil manejo, de tal manera que no se tenga ningin problema. al estar
realizando el andlisis gréfico y/o estadistico del modelo de regresion.

Con este sistema se trata de resolver eficazmente, desde el puntc de vista
murnérico, €1 modelo lineal

y=AXp+¢ (5.1)

bajo las siguientes condiciones
£ ~ (861 6 z~N{0) (5.2)
X € RYP n>p conrga(X)=p (5.3

Bajo las condiciones (5.2), (5.3} para el modelo (5.1}, ¥ bajo los supuestos:

1. que X no ¢s mal-condicionada {i. e. X no es de rango deficiente), y

2. que se satisface la hip6tesis del dnguio agudo (véase seccién 4.5.2) para
el modelo (5.1);

se tiene completa garant{a sobre la confiabilidad de los resultados que el
sistema proporciona.

5.2 Anadlisis estadistico y gréifico que efectia
el sistema.

Las funciones bésicas que proporciona el sistema sirven para llevar a cabo un
andlisis estadistico del modelo bajo estudio, asf como de los datos del mismo.
Las tareas que puede realizar el sistema son:

1. Estandarizacién y/o centralizacion del modelo.

2. Bl calculo de las estadfsticas bésicas tales como media, varianza, des-
viacién estdndar, méximo y minimo de cada regresor, asi como de la
variable de respuests.
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10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.
iT.

El csleulo de la estimacion del vector de pardmetros 3, asf como la

N
desviacitn esténdar (se (Bz ) para cada uno de Jos pardmetros, asf

como su respectivo cuantil t—student para la realizacién de la prueba
de hipdtesis:

Hy: 8 =0 Vs. Hy: 8, #0 (i=1,...,p~1)

. El calculo de la estimacién de la varianza insesgada para los residuales.

. El coeficiente de determinacién miiltiple y el coeficiente ajustado.

El calculo de la tabla ANOVA para levar a cabo la validacidn del
modelo

Hy:8,=-..=8,,=0 Vs. Hi:8,#40 pai=1,...,p-1

El cdlculo de la matriz de correlaciones entre los distintos regresores y
la variable de respuesta.

. El cdlculo de residuales estdndarizados, estudentizados, leverage de las

observaciones y distancias de Cook.

La evaluacidn del estadfstico Durbin-Watson para autocorrelacion.
La deteccisén de colinealidad.

La deteccién de observaciones aberrantes (“outliers”).

El cdleulo de predicciones.

La graficacién de y Vs. @
La graficacion de los Residuales estandarizados.

La graficacién de los Residuales estdndarizados Vs. y.

Ta graficacién de los Residuales estdndarizados Vs. 7.
La graficacién de probabilidad Normal.
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Entre otras tareas estadisticas y graficas, las cuales son calculadas con los
mejores métodos numéricos conocidos, y se indica el significado estadfstico
de cada una de ellas, para que no dnicamente personas con conocimientos
en la materia puedan interpretarlas.

En la seccién 5.4, Disefio del Sistema se mencionard en qué opcién se
realiza cada una de las tareas antes mencionadas.

5.3 Estructura modular del sistema,

La integracion general del sistema ANA_RELIM VER. 2.0 est4 basada en
mddulos, los cuales tienen caracterfsticas y tareas bien definidas v que hacen
que se diferencien entre sf, los madulos por los que estd comprendido son los
signientes:

1. Module de Presentacion del Sistema.

. Mddule de Presentacién del Deme del Sistema.
Médulc de In eraceidn con el Usuario (6 de Entrada).
Mdédulo de Cdleulos Numéricos.

Mddulo de Presentacion de Estadisticas y Gréficas,

S BN I

Modulo de Salidas.

Mdédulo de Presentacidn del Sistema.

En este se da la bienvenida al usuario al sistema v aparecen opciones que
permiten cntrar a los siguientes médulos, estas opciones son:

1. Regresidén: permite el acceso al médulo de Presentacién de Estadisti-
cas y Gréficas, donde se encuentran todas y cada una de las opciones
con que cusnta el sistema.

2. Demo: permite fa entrada al médule de Demostracién del Sistema,
en éste se da una breve explicacién de lo que cada una de las opciones
del sistema presenta, asf como un breve resumen del significado de la
estadfstica obtenida.
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3. Infor presenta una breve informacién general de lo que es el sistema.

4. Referencias: se presenta al usuario una lista de los textos que se pue-
den consultar en caso de que se desee profundizar més sobre algiin tema
en particular aquf mostrado

Mdédulo de Presentacién del Demo del Sistema.

Como se menciond anteriormente, aquf se presentan cada una de las opciones
con que cuenta el sistema, asi como ta opcidn en la que pueden ser encontra-
das cada una de las estadisticas y las graficas, acompafiadas con una breve
explicacion ¢l significado o interpretacion de las mismas.

Moédulo de Interaccién con el Usuario (6 de Entrada).

Localizada en el médulo anterior, se permite la captura de los datos tales
como la matriz de observacidn X y el vector de respuesta y del modelo
y = X3+ g, asf corno el mimero de observaciones y el ntmero de regresores
en dicho modelo, es aqui donde se pueden guardar los datos en un archivo
con el nombre elegido por ol usuario.

Moéduleo de Cédlculos Numeéricos.

Una vez capturados los datos, se indican las cualidades del mismo e inmedia-
tamente se realizan los cdlculos necesarios para obtener todas las estadisticas,
este médulo tiene encargada dicha tarea y hace coneccidn directa con el si-
guiente modulo.

Médulo de Presentacidn de Estadisticas y Graficas.

Para llevar a cabo o andlisis de la regresién lineal ajustada, en la opeidn
“Regresidn”, en el .nddulo de “Presentacién”, se muestran todas aquellas
estadisticas y graficas necesarias para tal finalidad, ademds de permitir la
entrada al médulo de Interaccidn con el Usuario.

Mdédulo de Salidas.

Este permite que los datos calculados en el mddulo anterior sean grabados
en archivos para posteriormente ser llamados por €l médulo de estadisticas
y graficas para presentar resultados en pantalla. Los archivos generados son:
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en

. Anova.rmr: se guardan las estadisticas tales como las Sumas de Cua-

drados para la construccicn de la tabla de Andlisis de Varianza, los
Coeficientes de Correlacidn Miiltiple, de Determinacién, el Ajustado, y
la estimacién de la rafz de la varianza de los residuales.

. Matcor.rmr: se guardan los cocficientes de correlacién simple entre

cada regresor x, cont x,, y entre cada regresor con la variable de res-
puesta y

. Outliers.rinr: se guardan los posibles putliers u observaciones abe-

rrantes del modelo, en caso de no registrarse outliers se guarda un
indicador que especifica la ausencia de eligs.

. Residual.rmr: se guardan los valores de los distintos residuales, tales

como los residuales comunes, los estdndarizados, los estudentizados;
ademds de log leverages de cada observacién (k,,) v las distancias de
Cook (I,), y por las dimensiones de este archivo se guarda también el

vecfor de valores ajustados por la regresion & .

. Resumreg.rmr: aqul se guardan las estadfsticas bdsicas tales como

moedia y varlanzas de los regresores z, ¥ la variable de respuesta y, su
desviacién estdndar v los valores mdximo v minimo de cada uno de

ellos; también se guardan el vector de pardmetros estimados é, la des-
viacién estdndar de cada estimacion, su respectivo cuantil t—student,
los Coeficientes de Inflacién de la Varianza; finalmente el estadistico
Durbin-Watson para autocorrelacion.

Cada wmno de los mddulos anteriores fueron programados en

Matlab Ver. 50, asi como algunos procedimisntos con algoritmos que per-
miten la reduccién de los errores por redondec y que son numéricamente
estables, como son el cdleulo de la media y la varianza (calculadas en MEDY-
VAR.M), ¥ la actualizacion de las matrices @ v R en la descomposicion QR
de la maftriz X cuando es eliminada una observacién, esto para evitar nue-
vamente el caiculo de dicha descomposicién al quitar una observacion en la
matriz de datos X (calculada en QRDRMROW .M, auxiliada de las funciones
ROTGEN.M y ROTAPP.M), y para optimizar los calculos que se efectdian
se utilizan las rutinas desarrolladas por Stewart [16].
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Figura™5.1: Presentacion del Sistema ANA_RELLM VER 2.0

5.4 Diseno del sistema.

A continuacién se presenta la conformacién del sistema detallando las fun-
ciones que realiza cads ment y sus correspondientes opciones.

5.4.1 Ventana de presentacién.

En esta se presenta la bienvenida al usuario y un cuadro con comentarios
donde se indica el hotdn a oprimir para el inicio del siguiente procedimiento.
Las opciones presentadas son:

1. Regresidn: abre una nueva ventana donde se presentan las opciones
para el andlisis de los datos, de las variables y del modelo, mds adelante
se tratard a fondo cada parte de esta opeidn.
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2. Demo: abre la ventana en la cual se presenta una breve demostracién
de las opciones que conforman el sistema, donde se pueden localizar y
lo que significan, cada una en forma brevemente explicada.

3. Info: abre la ventana en la que se presenta informacién general del
sistema, los objetives del mismo, alcances y ventajas que posee respecto
a los procedimientos que realiza.

4. Referencias: abre la ventana en donde se presenta la bibliografia de
algunos textos propuestos en caso de que el analista desee profundizar
un poco m4s en cuanto a la ayuda prestada por el sistema sobre las
estadisticas y araficas aqui calculadas.

Estas opclones son presentadas en la figura 5.1, que es la pantalla de
“Presentacion” del sistema Ana_Reli.M Ver. 2.0.

5.4.2 Opcién de “Regresion”.

Con esta opcidn se abre una nueva ventana donde se presentan las opciones
para la introduccién de datos, las caracteristicas del modelo; asf{ como el
andlisis de los datos, de las variables que intervienen en el modelo y de
los supuestos hechos en el planteamiento del modelo.Las siguientes, son las
opciones quiie se incluyen en “Regresion”, y Ia ventana de esta opcidn estd
dada en la figura 5.2.

Datos.

En esta opcidn se presentan dos opciones que son las formas de cémo serdn
introducidos los datos para que posteriormente el sistema realice los calceulos
munéricos convenientes. Estas opclones son:

Entrada Teclado. Abre una pantalla para que el usuario introduzca en
forma directa el wimero de regresores que tendrd el modelo a ajustar, el
nimero de observaciones, la matriz de datos X ¥ el vector de respuesta
y. Una vez capturados estos datos, autométicamente el sistema guarda los
datos en un archive con nombre “datos.arl”, o bien, el usuario puede darle
un nombre en particular al conjunto de datos.
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Figura™5 2: Ventana de Regresién del Sistema ANA RELLM VER.2.0

Archivo. E! sistema presenta una caja de didlogo desde la cual el usuario
busca el archivo donde se encuentran los datos que serdn leidos por el sistema,
siempre vy cuandoe hayan sido grabados con el formato establecido por el
gistemna.

Qpciones.

Con esta se eligen las caracterfsticas del modelo de regresién lineal a ser
ajustado, las aiternativas son:

Normal. Con esta opcion el modelo de regresion a ajustar presentard la
siguiente forma:

I S a
¥= D0y + 0%+ -+ Bpo1Tpn1

calenldndose todos los pardmetros sin modificacion alguna.
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Figura™5.3: Meni "Estadfsticas” del sisterna ANA RELLM VER 2.0

Centrar. Con esta opcidn el modelo a ajustar presenta la cualidad de que
cada uno de sus regresores estar4 centrado respecto a su media (véase seccién
1.3.1). E! modelo a ajustar tendrd la siguiente forma:
M .?_] = BI (:L'tl - E1) +--+ ;6 -1 (Is,pf] - _fp—l)
o sea
yr - 61:5’1 4+ Bp—lx;—i

y todas las cstadfsticas a calcular se hardn a partir de este modelo.

Estdndarizar. Con esta opcidn cada uno de los regresores del modelo,
incluyendo la variable de respuesta, estardn centrados respecto a su media v
divididos por su desviacién estdndar (véase seccién 1.3.1).
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sMemi “Estadfsticas”.

Al desplegar este mend se presentan las opciones estadisticas con que cuenta
el sistema (véase figura 5.3), que permiten entre otras cosas, el andlisis de los
regresores, et andlisis del modelo mediante pruebas estadisticas, y el anélisis
de tos datos, las opciones son las siguientes:

Estadisticas Basicas. La Media muestral para cada regresor (Z,), asf co-
mo de la variable de respuesta (3), la Varianza muestral (s2 }, la Desviacién
Estdndar (s,,), el Valor Maximo y Minimo para cada uno de ellos son mos-
trados al seleecionar esta opeidn.

Resumen de la Regresién. Indicadores importantes son mostrados al
clegir esta opcién pues se presentan el Coeficiente de Correlacién Miltiple

(rﬁ), el Cocficiente de Determinacién (R?) y el Coeficiente de Determina-

cién Ajustado (R?), que permiten verificar la explicacién de los regresores

sobre la variable de respuesta; se presenta también la estimacion insesgada

.. . SCFE
de 1z Desviacion Estdndar de los residuales (s =,{—— 1; asf como la es-

A
timacién del Vector de Pardmetros (@ . 1a desviacién estdndar para cada

Al
estimador (.se (ﬁ‘)) , ¥ €l cuantil t-student de cada regresor.

Andlisis de Varianza. Los resultados mostrados por esta opcién son de
suma impottancia pues con ellos se puede lievar a cabo la validacion del
modelo mediante la prueba de hipotesis:

Ho:fy=—=0,,=0 Vs. H:8#0 pa i=1..p—1

Los datos presentados son las Sumas de Cuadrados dela Regresién (SCR)
la de los Errores (SCE) y los Totales (SCT) ; los grados de libertad de cada
wmna de ellas, los Cuadrados Medios v el valor del estadfstico F con el cual se
determina la aceptacién o no de la hipdtesis nula.

Matriz de Correlaciones. Los Coeficientes de Correlacién Simple entre
cada una de log distintos regresores (rmj) v de los regresores con la variable
de respuesta (r, ,), son presentados con esta opcidn,
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Deteccién de Colinealidad. Algunas estadisticas para detectar colineali-
dad son presentadas en esta opcién, remarcando que quizd no sean suficientes
para su deteccidn o que solo algunas de ellas la detecten. Se presentan los
Coeficientes de Correlacion Simple entre cada regresor con la variable de

v los

T

N
respuesta (rr,), la estimacion de cada pardmetro del modelo ,8)

Coeficientes de Inflacidn de la Varianza (CIV) de cada regresor incluido en
el modelo. {Nota: esta opeidn tnjcamente funciona para aquellos modelos
con dos 0 MAS TeEresores).

Andlisis de Residuales. Las estadisticas mostradas por esta opcidn per-
miten el andlisis de los datos. Se presentan los Residuales (e,}, los Residuales
estandarizados (rs,) , los Residuales estudentizados (rt,) , el Leverage de cada
observacién (h,) y las Distancias de Cook (D,).

Durbin-Watson. Presenta el valor del estadistico necesario para la veri-
ficacidn de la prueba de Autocorrelacidn en los residuales, conocido como
Estadfstico Durbin-Watson (DW) .

Qutliers. Las observaciones que causan problemas en el ajuste del modelo
debido a que tienen valores extremos son presentadas por esta opeidn, inclu-
vendo su Valor Observado (y), el Valor Ajustado por el modelo de regresion

Q , el Valor de su Residual (e,) v el Residual estdndarizado (rs,). En caso
de no haber cutliers el sistema enviard un mensaje.

Prediccién. Un ventana es abierta para que el usuario introduzea el valor
(o vector) del regresor (o regresores) en el cual quiera que se calcule dicha

Fal
prediccion (?i) 0 prondstico.

sMent “Graficas’.

El andlisis grafico necesario para la venificacién de los supuestos del modelo
se puede llevar a cabo desplegando las opciones con que cuenta el memi de
Graficas (véase figura 5.4), las cuales se presentan a continuacidn:

Histograma de Y. Sc grafica el histograma de los Valores Observados ()
para verificar st tienen una tendencia cercana a la distribucién Normal.
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Figura™5.4: Ment "Gréficas” del sistema ANA RELLM VER. 2.0

Histograma de Y Estimado. Se grafica el histograma de los Valores
A

Ajustados (y) por el Modelo de regresidn para verificar si estos presentan

una tendencia corcana a la Normal

Observados ¥ Predecidos. Se presentan los Valores Observados v los
Valores Ajustados por el modelo, si ambas tienen la misma tendencia y no
son mmuy distantes una de la otra entonces, se puede suponer que el modelo
ajusta en forma adecuada a los valores observados.

Histograma de Residuales Estdndarizados. E| supuesto de normali-
dad en los residuales es sumamente importante pues a partir de éste se genera
toda la teorfa ostadistica sobre el modelo de regresidn lineal. El Histograma
de Residuales estdndarizados permite verificar si tal supuesto se comple, més
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adelante se presentan otras grificas con la misma. finalidad.

Dipersién de Residuales. Se grafican los valores de los residuales con
la respectiva observacién de la que provienen, esto para no perder el orden
de dicho residual. La gréfica esencialmente sirve para localizar patrones o
tendencias que pudieran tener los residuales y también para verificar si la
varianza es constante {homocedasticidad).

Dipersién de Residuales Estdndarizados. Se grafican los valores de
los Residuales estdndarizados con la respectiva observacién de la que provie-
nen. La interprefacion de esta gréfica es similar a la anterior aunque aquf es
permitida la observacién de posibles outliers o datos aberrantes, debido a la
estdndarizacién de rosiduales.

Estdandarizados Vs. Y. Se grafican los Residuales estdndarizados contra
los valores observados para la verificacion del supuesto de varianza constante
en los residuales, asf como del supuesto de independencia (o aleatoriedad)
entre ellos.

Estdndarizados Vs. Y Estimado. Se grafican por un lado los Residua-
les estdndarizados y por el otro los Valores Ajustados (Estimados) por el
modelo. La interpretacion de esta grafica os similar a la anterior pero ésta
ademds permite la deteccién de posibles outliers o datos aberrantes en las
observaciones.

Probabilidad Normal. Se grafica por un lado el Cuantil Esperado de la
Probabilidad Normal para cada una de las observaciones y por el otro el
respectivo valor del Residual estdndarizado, para que se curnpla el supuesto
de Normalidad en los Residuales los puntos resultantes deben presentar una
tendencia lineal o estar mas o menos alineados; si los puntos no guardan esta
tendencia se considera una viclacion a dicho supuesto, aquellos puntos que
estén alejados de la linea, se consideran posibles outliers.

eMend “Ayuda...”.

En este memd se despliesa ayuda bésira gue auxilia al usuario a entender y
manegjar er forma més sencilla cada una de las aplicaciones def sistema, y a
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encontrar en forma mds rapida las estadisticas o grificas deseadas. Las tres
opciones que se presentan son las siguientes

1. Coémo empezar: introduce al usuario al manejo inical del sistema.

2. Opciones Estadisticas: presenta informacién y ayuda para cada una
de las opciones estadfsticas, vistas anteriormente.

3. Opciones Graficas: presenta informacién y ayuda de cada una de las
graficas mencionadas anteriormente, con que cuenta el sistema.

5.4.3 QOpcidén “Demo”.

Una demostracion general de las opciones con que cuenta el sisterna son
presentadas al entrar en la opeidn “Demo”, localizada en la ventana de “Pre-
sentacion” (véase figura 5.1). Todas las Estadfsticas y Grdficas vistas ante-
riormente s¢ encuentran en éste médulo, mencionandose el nombre con el que
aparecen cn el mend y una breve explicacién de lo que cada opcién presenta.

5.4.4 Opcién “Info”.

Esta apcidn presenta informacién general de lo que es en sf el sistema, dando
una breve explicacién de la importancia del ajuste de modelos de Regresion
Lineal mediante el inétodo de Minimos Cuadrados, los aspectos numéricos
que se han desarrollado para la resolucién del problema anterior y las ventajas
y desventajas que presentan, también se mencionan las ventajas con que
cuenta la realizacion de este proyecto. Opcidn localizada en la ventana de
“Presentacion” (véase figura 5.1).

5.4.5 Opcion “Referencias™.

En ocasiones el analista desea profundizar mas en algin tema en particular
o simplemente desea conocer textos para apoyo diddctico, es por ello que
en la opcién de “Referencias”, localizada en la ventana de “Presentacién”
{véase figura 5.1}, se presentan algunos textos bibliograficos, estadisticos y
numéricos, en los cuales estdn basados la mayor parte de los comentarios
con los que cnenta ¢l sistema, Los textos consultados son de las ediciones
més recientes. para asegurar que [os comentarios agquf presentados tienen sus
fundamentos en nuevas interpretaciones.
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5.5 Manejo del sistema.

La forma de cémo operar el sistema es muy sencilla, la ventaja de estar ba-
jo ambiente Windows 1o hace manipulable y de facil dominio en su manejo. El
lector ya se hubrd  familiarizado con el disefic del sistema
ANA_ RELLM VER. 2.0 al observar las gréficas presentadas a lo largo de
éste trabajo. Como habra notado todas ellas estan diseniadas a base de boto-
nes, ésto lo hace facil de manejar y rdpido de entender. Las inicas interfaces
con el usuario son a la hora de intreducir la base de datos desde el teclado y
al querer caleular alguna prediceidn de la variable de repuesta.

El usuario sélo tiene que posicionar el cursor del mouse en e} lugar donde
esté la opcidn que desea ejecute el sistema v autométicamente sale en pantalla
una ventana con los resultados solicitados por el usuario, ¢ bien una caja
de diglogo en la cual se permite la continuacion de la opcidn elegida o la
detencién del proceso.

Una vez introducidos {a matriz de datos X y el vector de respuesta v,
el siguicnte paso es guardar éstos en un archivo, si asf se degea (por defautt,
¢l sistema los guarda en un archivo con nombre “datos.arl”); posteriormente
hay que indicar las caracterfsticas del modelo, de lo contrario se presentarin
los vesultados de la tltima reoresion ajustada.

5.6 Requerimientos de instalacién.

Este software fue disefiado para ejecutarse en Matiab bajo ambiente Windows
versién 5.0 en adelante.

Para poder ejecutar el sistema es necesario tener dicha versién de Matlab
y correrlo como un programa propio de éste, pues hace uso de algunas de sus
librerfas como son para la obtencidn de la descomposicién @R, para la parte
grifica, entre otras.

Ean e} momento de ejecutar el sistema ANA RELILM VER. 2.0, hay que
indicar en Matlab la ruta donde se encuentran dichos programas.

Fjemplo 5.6.1 Supdngase que todas las funciones del sistema
ANA_RELIM VER. 20 se rencuentran en el directorio
d :\Programas\Anareli, la sintaas requerida parn que el sistema pueda
egecutarse es la siquzente:

pathipath,d : \Programas\Anareli’)

108



a continuacién teclee el nombre Anareli, inmedialamente después de in-
troducir esta operdn aparecerd la pantalle de “Presentacién” (figure 5.1) del
sisterma ANA_RELLM VER.2.0.

5.7 Conclusiones.

El desarrollo de este sistema traté de conjuntar herramientas propias del
Andlisis Numérico que pudieron ser aplicadas en forma préactica en el desa-
rrolle de la teorfa del Andlisis de Regresion Lineal, aunado a ésto, se introdujo
un poco de la ciencia computacional de tal manera que se logrd crear 1a pri-
mera parte de un proyecto que encuentra sus inicios en el planteamiento del
modelo tineal:

y=XB+¢

y del cual todavia hay mucho material por desarrollar y que es discutido en
forma breve cn e] Apéndice B
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Apéndice A

Manual del Sistema
ANA RELLM VER 2.0.

Introduccién.

En diferentes dreas del conocimiento como son la economfa, la biologia, la
medicina, 1a fisica, etc. se presentan problemas que consisten en la observa-
cién de un fendmeno y sus posibles causas; lo que los investigadores desean
cs conocer la relacién existente entre el fenémeno (conocido como variable de
respuesta o dependiente)} y las causas que lo originan (variables de control o
independientes), para lograrlo suponen que el comportamiente de la varia-
ble de respuesta conesponde & un modelo linesl representado de la siguiente
manera:

y=Xp+e (A1)

donde X o5 una matriz que contiene los datos de las ohservaciones, 8 son
pardmetros desconocidos del modelo, ¢ son Jos errores estocdsticos, e g_ es el
vector de la respucsta observada.

Uno de los supuestos bésicos del modelo (A.1) es que £ tiene media cero
y matriz de varianza-covarianza o°1, i. e.

e~ (0.0%])

Y para poder Hevar & cabo hipdtesis estadisticas, se supone adicionalmen-

te normatidad. 1. e.
g~ N (Q, o] )
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A
La forma inicialmente vista para obtener la estimacién 3 a los pardmetros
3 es resolviendo el sistema de ecuaciones normales

XX B= X'y, (A:2)

sin embargo, su cdleulo directo con frecuencia presenta problemas numéri-
cos, por ello se utiliza la forma alternativa que es la descomposicién QR de

la matriz X, 1 e
R
x=e| |

donde (J es una matriz ortogonal y /{ es una matriz triangular superior, si
ademsés se descompone a @ = [Q,, Q1] donde @, tiene p columnas, el pro-
blema planteado en {A.2) se reduce a resolver el sistemna triangular superior

R §= Qy

Para la obtencién de la descomposicion QR de la matriz X, se emplean
librerfas realizadas en Matlab 5.0, el cual es un paquete numérico que poco a
poco va tomando fuerza dentro de la industria del cémputo cientifico y que
ofrece a sus nsuarios resultados completamente confiables.

A.1 Estructura del sistema.

Como se menciond anteriormente, ftodas las funciones del sistema
ANA RELLM VER 2.0 fueron programadas en Matlab 5.0, por Io que pre-
sentan una estructura similar a los procedimientos realizados por Matlab.
A continuacién se hace una clasificacién de las funciones que conforman el
sistema, agrupdndose segiin sus caracter(sticas genéricas en el mismo.

A.1.1 Funciones de cdlculos numéricos.
oCalculos.m

Esta funcidn recaleula la matriz X para los ¢asos en que se pidié centrali-
zacién o estandarizacion de datos, llama a la funcién QR.M para obtener Ia
descomposicion @R de la matriz X, a partir de la cual ésta funcidn calcula
todas las estadfsticas; tales como medias v varianzas de cada z,, coeficientes
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de determinacién y correlacién, estimacién de parimetros, sumas de cua-
drados, residuales, observaciones aberrantes, etc., necesarias para el andlisig
estadistico y grifico del modelo de regresidn lineal ajustado. Todos estos
resultados sen guardados en archivos “*.rmr”, de tal manera que inicamente
se hacen los procedimientos una sola vez, a excepcién de cuando se quitan
las observaciones aberrantes del modeio.

Funciones que llama:
De Ana Reli 2.0: medyvar.m

DPe Matlab 5.0:  clear.m, exist.m, for.m, if.m, inv.m, load.m, nargin.m,
ones.m, 4r i, save.m, sjize.m, sqrt.m, stremp.am

eMedyvar.m

Esta funcién caleula la media v la varianza ya sea de un vector o de las colum-
nas de una matriz mediante el algoritmo dado por Hanson-West (5], o cual
es un método numéricamente estable, pues evita al maximo la cancelacion
numérica debida a los errores por redondeo en su procedimiento.

Sinopsis: [media X, varianzaX] = medyvar(X).
Funciones que llama:
De Matlab 5.0:  for.m, if.m, size.m, zeros.m

Referencias: Ilanson, R. J. [5], Stably updating mean and standard de-
viation of data. Communications of the ACM

sRotapp.m

Esta funcion aplica una rotacién al plano ¢, g, {columnas de la matriz Q)
a partir de clertos dngulos generados por las entradas 13 —ésimas de dichos
vectores
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Algoritmo: Si se tiene el vector o* = (ay,a;), la funcién aplica una rota-
cion de tal manera que se llega al vector & = (b..0), donde b; = \/a? + a2,

esto es,
c s @ Y _ f /ot +ad
-8 C ag | 0
donde ¢ = cosf y s = senfl, @ es el 4ngulo formado por el vector g.
Sinopsis: [vectorX, vectorY] = rotapp{x,y.c,s).

Referencins:  Stewart, G. W. [16], Matrix Algorithms.

sRotgen.m
Esta funcidén gencra la rotacisn del plano mediante los valores ay ¥ ag, so-
brescribiendo @y con y/af + a y a; con 0.

Algoritmo: A partir del vector g* = {a;,a;) se generan el coseno y el seno
para la rotacion, éstos cstdn dados por

ay s az
= —— y = ————N
2+ a2 S RpY]
aj + a3 vai +a;
posteriormente se genera la rotacién mandando &) = v/af +a? y a4 = 0.

Sinopsis: [a], 7}, ¢, 5] = 1ofgen{a,,a,).
Funciones que llama:
De Matlab 5.0: abs.n, fprintf.m, if.m, size.m. sqrt.m

Referencias: Stewart, G. W. [16], Matrix Algorithms.
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#Qrdelout.m

Esta funcién borra aquellas observaciones que se consideran posibles datos
aberrantes en la matriz del modelo X y en el vector de respuesta y. Estos
datos tienen la particularidad de que sus residuales estandarizados estén fuera
del intervalo dado por 4:2. que es aproximadamente ¢l intervalo de confianza
al 95% para una distribucion normal estdndarizada.

Algoritmo: De la matriz X y el vector y se remueven aquellos renglones

correspondientes a las observaciones aberrantes, quedando X e y. Se llama
a la descomposicién QR de la matriz X y en base al llamado de funciones de
actua,h?amén para esta dascomposw:én se recalcula la nueva descomposicion

Q R para la mairiz de datos X a partir de la descomposicién original.

Sinopsis: [(:? RmatX matY] = grdelout(Q, R)
Funciones que llama:

De Ana_Reli 2.0: qrdrmrow.m

De Matlab 5.0: for.m, if.m, load.m, sizem

Referencias: Stewart, G. W, [16], Matrix Algorithms.

oQrdrmrow.m

Esta funcidn se encarga de eliminar el iltimo renglon de las matrices ¥
R en la descomposicion QR de la matriz X. y a su vez actualizarlas de tal
manera que no se pierda la propiedad de que

R
0 k)

X=Q
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donde X cs la matriz del modelo, después de eliminar el dtimoe de sus ren-
glones; esto es,

Algoritmo: Mediante rotaciones del plano (rotaciones de Givens), se cal-
cula una maltriz 7 ortogonal y de rotacién de tal manera que

~ R R p- R
e {3]s[ e ]
= Lo g L8 g

e donde se sigue que
de donde se sigue q

X=Q

i

Sinopsis: | Q R | = grdrmrow{Q, R)
Funciones que llama:
De Apa_Reli 2.0: rotapp.m, rotgen.m
De Matlab 5.0: for.m, size.m

Referencias: Stewart, G. W. {16}, Matrix Algorithms.

A.1.2 Funciones de presentaciéon de ventanas.
eAnareli.m

Esta funcion se encarga de generar la pantalla de “Presentacidn” del sistema
Ana_Reli.M Ver. 2.0 (véase figura 5.1, pag. 99), en la cual se incluyen los
botones que permiten la entrada a las opciones “Regresion”, donde se realizan
las funciones estadisticas y graficas del sistema; "Demo”, donde se presenta la
demostracitn de las opciones con que cuenta el sistema; “Referencias”, donde

115



se prosentan textos de ayuda bdsica en el Andlisis de Regresidn Lineal; “Info”,
que presenta informacién general del sistema, y la opcion “Salit” que finaliza
con todas Ins aplicaciones del sistema Ana Reli M Ver. 2.0.

Funciones que llama:
De Ana_Reli 2.0: anareg.m, ayudtext.m, demoreg.m

DPe Matlab 5.0: axes.n, axism, clam, closean, figure.m, holdm,
load.m, plot.n, polyfit m, polyval.m, save.m. set.m, text.m. uicontrol.m

sAnareg.m

Esta funcidn se encarga de generar la pantalla de “Procedimientos™ del siste-
ma Ana_RelbM Ver 2.0 {véase figura 5 2, pag. 101}, en la cual se incluyen
los memis desplegables que permiten la entrada de los datos (médulo de in-
teraccion con el usuacio) ¥ 1as caracterfsticas que tendrd el modelo. asi como
los hotones que permiten la eliminacion de datos aberrantes u “outliers”,
tambitn presenta en el mentd principal (véanse figuras 5.3, pag 102 y 5.4,
pag. 105) las opciones estadisticas, graficas y la ayuda de las anteriores con
que cucnta of sisterna

Funciones gue llama:

De Ana_ Reli 2.0: abrirarcm, anaregm, ayudtext m, caleulos.m,
entradat w1, grdelont.m, regeale.m

De Matlah 5.0: axesan, axis.m, clam, figure m. findobjm, fix.m.
for m, gefan. get.m, hold m. if.m. load.m. msgbhox.m, nargin.m. nwm2str.n,
stremp m. plot.m, polvfit.m. polyvalm. questdlg.n, save m, set.un. size
str2mat m, switchm, text m, uimenu
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sAyudtext.m

Esta funcién contiene los textos que presenta la ayuda del sistema. vy en
combinacidn con la funcién ayudfun.m se encargan de desplegar la ventana
que presenta: el nombre de la opcidn de la cual se solicitd la ayuda asi como
la descripcidn de ésta, incluyendo botones de cambio de pdgina en caso de
que la informacién sea amplia.

Funciones que lama:
De Ana_Reli 2.0:  ayudfun.m

De Matlab 5.08: ifm, narginm, stremp.m

eDemoreg.m

Esta funcién, jurto con playdemo.m, presentan la demostracion del sistema,
en lz cual sc da a ~onocer al usuario las opciones estadfsticas v graficas
con que cuenta el sistema. En ésta funcién sélo se presentan los textos que
aparecen en e] recuadro inferior de dicha ventana, asf come los procedirnientos
para la presentacion de las gréficas del demo.

Funciones que llama:
De Ana_Reli 2.0: playdemo.m

De Matlab 5.0: axisim, clam, hist.m, hold.m, load.m, nargout.m,
plot.m, polvfit.m, polyvalm, set.m, text.m, xptext.m

sEntradat.m

Esta funcién presenta una ventana desde la cual el usuario puede capturar
el mimero de regresores del modelo de regresidn lineal, el niimero de ohser-
vaciones, la matriz del modelo X y el vector de respuesta y, en esta ventana
se permite grabar los datos en un archivo “ *.arl 7, por default el sistema los
guarda en el archivo datos.rmr.
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Funciones que liara:
De Ana_Reli 2.0:  salvarch.m

De Matlab 5.0: charm, clearm, close.m, errordlg.in, figurean,
findobj.m, fix.m, fprintf.m. get.m, ifm, load.m, max.m, nargin.m, save.m,
size.m, stremyp m, str2num.m, uicontrol.m, warndlg m, zeros.m

sRegcalc.m

La finalidad de ésta funcidn es presentar en pantalla }as ventanas con los
resultados estadisticos v graficos que se han obtenido al haber ajustado el
modelo de regresion lineal. La presentacidn cuenta con el nombre de la opcion
y cada ventana tiene un boton de informacién en caso de que se desee saber
un poco més de la estadistica o el grafico obfenido.

Funciones que {lama:
De Ana_Reli 2.0: avudtext.m

De Matlab 5.0: axes.m, char.m, erfinv.m, errordlg.m, fgurem,
findobj.m, fix.m. for.m. get.m, hist.m, hold.m, if.m, isempty.m, length.m,
load.m, msgbox.m, nargin.m, plot.m, polyfit.m, polyvalm, set.m, size.m,
sqrt.m, stremp.m, str2num m, title m, uicontrol.m, xlabel.m, ylabel.m

A.1.3 Funciones auxiliares,
sAyudfun.m

Esta funcién trabaja en forma conjunta con ayudtext.n para presentar al
usuario ia ayuda con la cual cuenta el sistema. Esta funcién crea la ventana
para la presentacién de la ayuda colocando el nombre de la ayuda en la
posicién indicada, el texto correspondiente y el mimero de hojas con que
cuenta la ayuda.

Funciones que llama:
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De Matlab 5.0: evalm, figflagm, figurem, for.m, get.m, 1fin,
nargin.m, mum2str.m, set.m, watchofl.m, watchon.m

s Abrirarc.m

Esta funcidn presenta una caja de didlego donde se escribe el nombre del
archivo e se desea abrir, después lee los datos del archivo generado por el
sistena Ana_ReliM Ver. 20 (extensién *.arl) v finalmente los coloca en un
archivo que cuenta con el formato requerido por la funcién de cdleulos.

Funciones que Hama:

De Matlab 5.0:  disp.m, fclose.m, find.m, fopen.m, for.m, fread.m. if.m,
length.m, load.m, max.m. nargin.m, ones.m, size.m, stremp.m, strZnum.m.
uigetfile.m, zeros.m

sPlaydemo.m

Lsta funcidn se encarga de auxiliar a fa funcién demoreg.in en la presentacion
de la demostracion del sistema, desplegando cada una de las opciones v la
informacidon para cada una de ellas, lo puede hacer en forma manual o si ¢l
usuario lo desea en forma automdtica.

TFunciones que Haria:
De Ana_Reli 2.0: ayudtext.m
De Matlab 5.0: axes.m, disp.m, drawnow.m, eval.m, figure.m,

findobj.m. gef.m. getuamn, if m, ishandle.mn, length.m, nargin.m, pause.m. set.m,
stremp.m, while m

eSalvarch.m

Esta funcién se encarga de presentar una caja de didlogo en la cual se
introduce el nombre del archivo con el que el usuario desea guardar la matriz

119



X del madelo y el vector de respuesta g, la extension que el sistema escribe
a dichos archivos es: * .arl 7.

Funciones que ilama:

De Matlab 5.0: narginan, ifm. uiputfilem, fopen.m, disp.m,
stremp.mn, fprintfan, save.n. felose.m

A.2 Actualizacién de matrices.

Cuando se ajusta un modelo de regresién lineal existen observaciones que con
frecuencia alteran las estitnaciones de minimos cuadrados de dichos ajustes,
por o gue e oeasiones o1 analista se ve oblizado a eliminar dichas observa-
clones; esto conllevarfa a recaleular todas las estadisticas necesarias para la
validacian del modelo s el andlisis gréfico. pero éste no es el principal pro-
blema sino el de recaleular la descomposicidn QR de la matriz X después de
haber eliminado una o mids observaciones. la cual a pesar de ser numérica-
mente estable resulta costosa -en cuanto a tiempo maquina-, es por eso (ile
se han desarroliado diversos algoritmos de actualizacion de estas matrices a
partit de la descomposicion otiginal. lo cual resulta mucho mdas barato.

La actualizacidn de las estadfsticas para el andlisis de regresion y el anali-
sig gréfico requiere previamente de la descomposicion QR de la matriz X,
cntonces. al haber eliminado uno o varics renglones de la matriz X v del
vector de respuesta y. se obtiene una descomposicion QR diferente. Lo que
se debe hacer para caleular las estadisticas antes mencionadas es lo sigutente:

A partir de la descomposicién QR inicial para la matriz X, se eliminan
aquellas observaciones que se considere estan causando problemas en el ajuste
del modelo -digamaos r observaciones-, llegandoe a una nueeva descomposicion

Qﬁ, pero alora para la matriz X de (n—rixp.conn—r >pyrgo (X) =

A
Como se menciond en la seccidn {1.2) el vector de parimetres estimados 3
es encontrado al resolver ef sistema de ecnaciones

que como se vio en la seccidn {4.2.1) el problema anterior se reduce a la
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del sistema triangular superior
~mot ~
R3=Q.y

mediante la descomposicidn QR de la matriz X, obteniéndose as{ el nuevo
A

vector de pardmetros estimados §. y a partir de éste las estadisticas requeri-
das.

Nota: El presente trabajo sélo considera la actualizacién de la descom-
posicion QI de la matriz X para ¢l caso de eliminacion de renglones, esto
debido a Ia complejidad de cdlculos numéricos necesarios para la actualiza-
cidn en fos casos en que se agregan uno o mas renglones (observaciones} o se
climinan o se agregan columnas (regresores) a la matriz de datos X. Es por
ello que estos (dltimos casos serdn tratados en trabajos futures.

A.3 Archivos auxiliares.

Para el buen funcionamiento del sistema. éste crea archivos auxiliares en los
cuales se alinacenan indicadores que permiten saber €l nimero de datos v
regresores con que cuenta el modelo asf como las caracterfsticas del mismo
ya sea datos centrados o estandarizados. se genera un archivo adicional en
¢l cual se guarda cuilquier cambio realizado a la matriz de datos X ¥y al
vector de respuesta y, también se generan archivos en los cuales se guardan
las estadfsticas que serdn presentadas por los procedimientos del sistema y
que serdn usadas por la parte grafica del mismo. Estos archivos auxiliares
permiten al sistema no perder la informacién inicial del modelo de regresién
lineal y evitan un posible truncamiento en alguno de sus procedimientos. Los
archivos auxiliares se dividen en dos grupos: los que guardan la informacisn
que es utilizada por el Mdédulo de Calculos Ndmericos y que no pueden ser
visualizados por el usuario y, los que guardan la informacién que es utilizada
por el Modulo de Presentacidn de Estadisticas y Grificas y que puede ser vie
sualizada por el usuario en alguna de las opciones del sistema. Estos archivos
son presentados a continuacidn:

1. Los ntilizados por el Modulo de Cdlculos Numéricos.

{2} Datos.rmr: guarda la matriz original de datos X y el vecter de
respuesta y.
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(b)

(¢}

()

(&)

Datosl.mat: guarda los cambios realizados en la matriz de datos
X y en el vector de respuesta y, tales como centralizacién y es-
tandarizacién de datos o eliminacién de datos aberrantes, dichos
cambios son guardados en c6digo ascii por lo que sélo pueden ser
lefdos por el sistema.

Datos2.rmr: en este archivo se guardan cuatro indicadores im-
portantes; el primero toma valores 0 y 1, si es cero entonces el
calculo de ias estadfsticas se hard incluyendo todas las observacio-
nes de la matriz X aidn las que son posibles datos aberrantes, si es
uno entonces se recalculardn las estadfsticas sin tomar en cuenta
los datos aberrantes localizados por el sisterna; el segundo y tercer
indicador de dicho archivo gnardan el mimero de regresores y el
numero de observaciones con que cuenta el modelo de regresidn y
el cuarto indicador del archivo dice al sistema las caracterfsticas
del modelo de regresidn lineal a ajustar, tomando los valores 1
para el medelo normal, 2 para el modelo con regresores y varia-
bles de respuesta centralizadas y 3 para el modelo con regresores
v varighle de respuesta estdndarizados,

GQrdex.rmr: en este archivo se gnardan las matrices @y Hen la
descomposicion (2R inicial de la matriz de datos original X.

Qrsinout rmr: en este archivo se guarda la descompaosicion E?fi{

de la matriz X resultante de haber eliminado las observaciones
que fueron consideradas como datos aberrantes,

2. Los utilizados por el Médulo de Presentacién de Estadisticas v Graficas,

(a)

(c)

Anova.rmr: se guardan las estadisticas tales como la tabla de
Anéalisis de Varianza, los Coeficientes de Correlacién Miltiple, de
Determinacidn. el Ajustado, y la estimacién insesgada de la des-
viacion estdndar de los residuales.

Matcor.rmr: guarda los coeficientes de correlacién simple entre
los regresores x, con x,, y entre los regresores con la variable de
respuesta y.

Cutliers.rmr: guarda los outliers u observaciones aberrantes en-
contrados en el modele, en ¢as6 de no registrarse éstos, se guarda
un indicador que especifica la ausencia de ellos.
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{h)

()

Residual.rmr: guarda los valores de los distintos residuales, ta-
los como los residuales comunes, los estandarizados. los estuden-
tizados: ademds de los fevermges de cada observacion (h,,) v las
distanciag de Cook (02,)), v por las dimensiones de este archivo se

. LA
muarda tambien el vector de valores ajustados por la regresion i .

R-imreg.rmr: guarda la media v la varianza de cada regresor
5, v de la variable de respuesta y. su desviacidn esténdar v los
valores nudximo y mimmo de cada uno de ellos: se guarda el vec-

tor de pardmetros estimados ?3 la desviacion estandar de dichas
estimaciones v s respectivo ‘cuantil t—student. los Coeficientes
de Inflacion de la Varianza y el estadistico Durbin-Watson para
autocorrelacion.

Nota' El diseito inferno con que cuenta cada uno de los archivos auxiliares
es reconocido en forma automdtica por el sistema, por lo que se garantiza
Ia plena fimcionalidad del mismo; cualquier cambio o modificacién a cstos
archivos serd responsabilidad directa del usuario.



Apéndice B

Anadlisis General del Proyecto.

Introduccién.

En la vida diaria, usualmente se encuentran problemas o fenémenos que no
son facil de explicar si no se tienen suficientes conocimientos previos de eflos,
nero se puede, a parsir de ciertos datos conocidos y de experiencias pasadas,
intentar formar un modelo matemético que explique de manera confiable y
segura el comportamiento empirico que dichos fendmenos tendr{an.

Una herramienta muy podercsa en la cual basarse es la Regresién Lineal,
éste es un método que centra su atencitn en la asociacién de variables de
control o regresores -llamadas z,-, con una variable de respuesta -llamada y-,
llegando a un modelo lineal general que en su forma m4s simple serfa

y=XB+e, (B.1)

donde la matriz X (€ R™) tiens en sus columnas a cada una de las diferentes
variables de control o regresores, evaluadas en n diferentes casos; y es el
vector de los valores de respuesta observados, § es un vector de pardmetros
desconocidos y el vector £ son los errores no observables generados a partir
de los experimentos realizados y los cuales se desea minimizar para obtener
una “buena” estimacidén al vector de pardmetros 5 desconocido.

Los supuestos que acompaiian el planteamiento del modelo (B.1) son que
rgo{X) = p € n, que los errores son independientes y que se distribuyen
idénticamente con media cero y varianza constante o2, esto es £ ~ (0, ¢%I).

Para encontrar una estimacion de! vector de pardmetros se procede a
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resolver o signicnte problema de optimizacion:

Min Hg"i =Min “y - X;?Hz (B.2)
; o el

a esta forma de proceder se le conoce por ol métode de minanos cuadrados.
Diferenciando csta expresion se llega a que resolver el problema (B.2) es
eauivalente a resolver ol sistema lineal de ceuaciones algebrajens

(X'X) 8 =Xy (1.3)

conocido como Ecuaciones Normales. Ast, si X ¢s de rango méximo entonces
¢l problema (B.2) tiene una 1inica solncion dada por

A F o ~1
f=(X'X)" Xy

Pero desde un punte de vista mmaérico, siempre que sea pogible, se trata
de evitar of producto de matrices X*X en (B.3) debido a dos grandes incon-
venientes: ¢l primero, es el gasto computacional requerido para el cdleulo de
dicha. matriz; y ¢l segundo, es que X' X puede resultar de rango deficiente
siendo que X es wuwéricamente de rango completo

Un método alternativo para la resolucion mimérica del problema (B.3),
os conocido como la descomposicidn QR de la matriz X; el cual consiste
en encontrar dos matrices de tal manera que la matriz X se exprese de la

siguiente. forma
B

con () € AW matriz ortogonal, y B € I matriw tiiangular superior.

Mediante csta descomposicion de la matriz X, v expresando a la matriz
Q = 1Q.10,]. con Q, € ®*7, @, € Rl ol problema de resolver las
Beuaciones Normales (13.3) se reduce a la resolucion del sistema triangular
superior

Rg=Qly. (3.A)

v s ademss se cumple que rgo(X) = rgo(R) = p enfonces la solucién a
(B.4) ests dlada por:

A
B=R7Qy
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Con este procedimionto se logia consepuir dos ventajas importantes:
{1) que la acumulacion de errcres por redondeo sea amortiguada debido a
que () es ortogonal, y (i) que con el sistema (B 4) el nimero de condicion
sea kg (R) = e (X) on vez de 82 (X)) como oenrre para las Feuaciones Nor-
males (13.3).

B.1 Descripcidn inicial del sistema.

El sisterna Ana Reli.M estd disefiado para ser un sistema amigable y de fécil
mangjo, aun para aquellas personas que no estén muy familiarizadas con cl
uso de las computadoras, pues no es necesaria la edicidon de programas o
st compilacidn para poder usarlo  El sistema estd disefiado para trabajar a
base de botones y memis en doude se presentan las opeiones con que cuenta
el sistema, ademds, en cada uno de los procedimientos se presenta una bre-
ve explicacion de mancjo y de las opelones seleccionadas como ayuda para
aquellas personas que carezcan de conocimientos profundos de los términos
estadisticos y grificos en el Andlisis de Regresién Lineal.

El sistema Ana  Reli.M en su Médulo Numérico y Estadistico (véase sec-
c¢ién B.2.3) conticne varias subdivisiones (6 submédulos) de tareas estadisti-
cas que son presentadas en las siguientes secciones.

B.1.1 Andlisis de Regresién Lineal.

Previo al cdlenlo de los estimadores de los pardmetres del modelo de 1egre-
sidn, se tiene que indicar al sistema algunas cualidades que tendra el modelo
de ajuste, como son estdndarizar datos, centrar datos o simplemente que el
madele a ajustar pase por el origen, estas opciones son:

Considerar Constante. Esta opcidn indica al sistema si hay que caleu-
lar la estimacion de una constante 3, en el modelo de regresién lineal & ajus-
tarse o si se considerard que el modelo de regresidn pase por el origen, L. e.
By = 0, (vease seecidn 1.3.1).

Centrar Datos. Esta opcidn sirve para que el sistema recaleule las

crene srevetonerond nard aabrac Lol oot
B0 VACIoNngs gonTa luu}(lh cui\'&dd

&
nuevos regresores tenga media cero,

126



lag observaciones se utllizan las siguientes exprosiones:

n
S,
x, — T, donde T, = 1=17; . i=12 ..,p—1
n i
>
1
n

I

i = y—¥ donde F=

Cuando se elige esta opcidn, automaticamente “Considerar constante” se
desactiva pues 3, = 0, (voase seccidn 1 3.1).

Bstandarizar Datos.  sta opeion indiea al sistema que las obsorvacio-
nes serdn centradas con respecto a su media v ademds seran cstdndarizadas,
esto s, la media de cada regresor serd core y cada mno de ellos tendrd va-
rianza unitaria, I e T =0y s = 1,1 =1,...,p— 1. Para estdndarizar las
observaciones se utilizan las siguientes expresiones:

n

n
— E -271_7 E} (mw — 53)2
=1

£, — T ~ -
* ] NS fa = % 2 1= 1 1
;= — donde T, = 8§ = e 3 =1, p—1
g 3, 7 n 7 n—1 " Y
k13 T 3
_ > S -7

« th— Y ) — =1 2 as]

yo= donde 7= 8=

iy ) 2y

Sy n 7 —1

Al clegir esta opeidn, automaticamente se desactiva “Considerar Cons-
tante” pues F; = 0. (vlage seecidn 1.3.1).

Métodos Estadisticos. Cuando se plantea un modelo de regresion lmeal,
generalmente los parametros de diche modelo son desconocidos por lo gne
hay que calcular estimaciones confiables a dichos pardmetros, pero el proble-
ma no s¢ detione ahf, pues es necesario conocer la veracidad de log resultados
obtenidos a partir de dichasg estimaciones, es por ello quo se deben hacer
varios andlisis estadisticos tales como pruebas de hipdtesis, andlisis de las
observaciones usadas para la estimacion de pardetros, andlisis de Jus 10gre-
sores (que son sados en ol estudio de laovariable de respuesta, ele., y una vez,
verificado ésto, hacer estimaciones de la variable de respuesta (predicciones)
mediante ol wo dol wodelo ajustado.

Para tales propdsitos el sistema cuenta con las siguientes opciones esta-
disticas.
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Estimacién de Pardmetros, Con esta opcidn se caleulan las ostima-
viones del veetor de pardmetros desconocidos 3, ast coma sus correspondientes
A
desviaciones estandar | se [ /3, ) v la ecstimacion insesgada de fa varfanga
do los errores 2. Esta estimacion es caleulada a partir de la descomposicion
(1% de la matriz X, (secciones 12y 4.2). Las expresiones para el céleulo de
estas ostadfstieas son:

A
A= R'ICQi_?_; dorcle X = () é% ;@ =[Q:]Qu4]
2 1 2
@ = Loyalt
I
se (ﬁ, = s/ donde (R(‘R)_1={7",(;1)}

Anp#lisis de Varianza. Chn esta opcidn se caleula la tabla de Anédlisis
de Varianza (ANOVA) (scccion 2.7) en la cual se encuentran fos valores de:
las Sunas de Cuadrados de los Errores (SCE), de la Regresion (SCRY vy los
Totales (SCT') 5 los gradas de libertad para cada una de ellas, los cuadrados
medios y el Estadistico F que permite llevar a cabo la validacién del modelo
de represidn lineal ajustado wmediante ol planteamiento del juego de hipdtesis:

Hy: = = ;’7’7,‘1 = ) Vs, Hy B3, #0 para alging = 1,...,p—1

Colinealidad. Con esta opcién se hace una revision de la dependencia
lineal que guardan entre si los regresores, presentando algunas estadisticas
que permiten doterminar si este problans afecta en forma consitderable on Ja
estimacion de los pardmetros ajustados, {seccion 2.8), Tales estadisticas son:

I
A, las estimaciones del vector de pardimelios desconocidos
Ty, 1as correlaciones simples entre los regresores z, con z, y

CIV, los Coeficientes de Inflacion de 1a Varianza para cada regresor.

Correlaciones. Fste opeidn presenta una matriz que en sus entiadas
cuenta con las correlaciones simples entre los regresores z, con la variahble de
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wspiesta g de tal manera que se pueda determinar el grado de asociacion
que: tienen, desedndose que sus valores absolutos sean lo mds cacanos a wmo;
y enite cada pur de regresores @, con ay para tener una idea a priotd de los
posibles problemas de colinealidad que puedicran existir entre éstos (seecion
2.2), en caso de que sus valores absolatos sean mmy cercanos a uno. Las
expresiones para caleular tales indicadores son:

con (1, ) o (@, ay)

T,

donde:

=2
2

- " —_— ; - 2
cov(z, 2} =Y (2w —5) (e, ) v Var(z)=) {2 %)
k=1 k=1
Anglogamente para las correlaciones .., entre regresores y la variable de
respuesta gy,

Datos Aberrantes. Fsta opcidn presenta las observaciones que son
consideradas como posibles puntos extremos {0 “ontliers”) ¥y que pueden
alectar en I estimacion de pardmetros. Estos dalos tienen la propicdad de
que sus residuales estdndarizados se salen de la region £2 que es del 95% de
copfianza aproximadainente, en una distribucién Normal estédndar, (seceidn
3.3). Los residusles estdndarizados son:

., SCE

n—p

I A
s, =—, donde e =u—¥ V s
g

Estadisticas t-student. Con esta opcidn se caleula ol valor de las esta-
disticas t-student para cada uno de los regresores del maodelo, el cual ayuda a
detorminar ¢l nivel de significancia que tiene cada uno de ellos on ¢l modelo
v s1 asociacion con la variable de respuesta y, a mayor valor absoluto del
estaclistico £ mayor asociacidn con la variable de respuesta. El valor de esta
estadistica sirve para una posible seleceion de variables llevando a cabo ol
Juego de hipotesis

Hn!,ﬁ,:(} Vs I‘I]Zﬂ,#ﬂ. ?-.:1,2,...,1)—1,

la cual es muy provechosa cuando no se han registrado problemas de colinea-
lidad en los regresores, (seccién 2.4).
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Prediccién. Con csta opcidn se permite calcular una estimacion futura
o prediccidn de la variable de respuesta y en un determinado valor de z, a
partir del modelo de regresion lineal ajustado. Esto es:

al
y =4 ' donde 27 es conocido.

Residuales. Con esta opcidn se obtienen distintos {ipos de residuales,
tales como los estandarizados (rs,), los estudentizados (rt,), ¥ algunas otras
estadfsticas como el leverage de las observacicnes (h,,) y las distancias de
Cook (2,), con los cuales se puede hacer un estudio detallado de las observa-
clones utilizadas para la estimacion de los pardmetros y el ajuste del modelo
de regresion, (seecion 3.1). Las expresiones de estas estadisticas son:

SCE

n—p

e A
rs, = — donde e, =y-¥ y §°=

1

"
ha = ( (HR )

rt, — ——
.9\/1_—71;

D1 — :"jg hu
p (1-h)

Métodos Gréficos. La verificacién de los supuestos que acompafian el
planteamiento del modelo de regresion lineal es importante, pues a partir de
la. veracidad de éstos se decide la confiabilidad que tienen los estimadores
encontrados, in método sencille y rdpido de llevar a cabo tales verificaciones
es en forma préfica. ol sistema cuenta con un mdédulo gue conticne las graficas
m&s cominmente usadas para tales verificaciones (seccidn 5.4.2).

Probabilidad Normal de los residuales estandarizades. FEl su-
puesto de normalidad en los residuales es el mds importante para el caso
en que se desean hacer inferencias estadisticas sobre el modelo de regresidn
ajustado. Con esta opeidn se presenta tal grafica en la que, los puntos re-
sultantes deben guardar una tendencia lingal pues por un lado se grafican
los residuales estandarizados obtenidos de haber ajustado el modelo y por el
otro el cuantil esperado para cada uno de los residules, si son muy pareci-
dos tendrén la fendencia antes mencionada v el supuesto de normalidad se
curnplird, (seccidn 3.1.2).
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Un supuesto no menos importante que el de normalidad en los resjduales
o o de varianza constante (homocedasticidad) en los mismos. Para dicho
propasito ol se tienen las signientes opelones graficas, {seecion 3.1).

Valores estimados vs. residuales estandarizados. Con osta op-
cidn se pesenta la grifica que permnite la verificacion del supuesto de va-
tiauga constante, una ver ajustado ol modelo de regresion. Por un lado se

A
prifican los valores estimades {ajustacdos) por la regresion ¥, y por ef otro sus
respectivos 1esiduales estdndarizados; el supuesto se cumple si los purtos re-
sultantes no presentan ningiin patrén sistemaético de alguna tendencia lineal,
polinomial o creciente sino una foria completamente aleatoria alrededor del
cero, {seecion 3 1.1

Valores observados vs. residuales estandarizados. Con esta grafi-
ca se busea la misma finalidad que en la opcién anterior, con la diferencia
de que aguf se desea verificar 1 las observaciones originales preseman of su-
puesto de varianza constante antes de ser ajustado el modelo de regresion,
{seceion 3.1.1).

B.1.2 Seleccién de Variables,

1l problana de la Seleccidn de Variables consiste en escoger un subconjuto
de regresores que expliquen de manera significativa a la variable de respuesta
¥, ¥ que ademds, reduzcan al maximo la Smma de Cuadrados de los Firo-
10s (0 Residuales) (SCE) . Este médulo contard con tres diferentes métodos
stadisticos y dos numéricos para la obtencidn de dicho modelo reducido, y
que a continuacion se mencionan:

Backward Elimination. Este procedimiento comienza suponiendo un
modelo completo {con todos los regresores de estudio), y mediante la veri-
ficacidn de una prucba de hipdtesis con la estadfstica F-parcial para cada
regresor, se decide s1 alguno de ellos se elimina del modelo completo; este
procedimiento se Tepite nuevarnente hasta que la estadistica F-parcial indi-
gue que los regresores seleccionados forman un subconhimto suficiente para
In explicacidn de la respuesta en y, (seecién 3.4.2).

Con csta opcidn se presenta entonces el modelo reducido, sus estadfsticas
basicas, la tabla ANOVA v los regresores que fueron seleccionados y que ol
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sistema considerd redundantes en la explicacion de la variable de respuesta.

Forward Selection. Este procediiniento comienza suponiendo que, a
cdiferencin del métoado Backward Elimination, no se tienen regresores signifi-
cativos en ol modelo ¥y mediante la revision de las correlaciones parciales y
una prueha F-pareial, se docide cual de cllos es mds significativo en la expli-
cacidn de la respuesta en g, oste procedimionto se repite hasta determinar ¢l
ruimero minimo de regresores consideraddos significativos para sor parte del
maodelo de regresian lineal reducido, {scecion 3 4.1).

Con esta opeidn se presentan las estadfstioas bisicas del modelo reducido,
encontrado por ol sistema, la {abla ANOVA y los regresores que no fueron
seleceionados ¥ que el sistema considerd rechundantes en fa explicacidn de Ia
respuesta en ¥ para el modelo Bueal 1educido.

Estadistica ), de Mallows. Tste método de seleceion de variables, a
diferoncia de los ofros dos, compara directamente ol Error Cuadratico Medio
de los modeles reducidos obtenidos con los regresores consideradoes para el
estudio de la explicacion en .

El eriterio propuesto por Mallows para encontrar ol “mejor” modelo redu-
cido os ques aquellos madelos que presenten una estadfstica ), & p, (donde
p indica los 1egresores en el modelo lineal reducido y

SCE (p)

52

C,, = —-n+2p
es la estadistica propuesta por Mallows) son mejores en cuanto a su estima-
¢ion pues reducen el Error Cuadratico Medio y 1a Swna de Coadrados de los
Residuales, (seccidn 3.4.3).

Con esta opeidn se presenta un cuadro con las estadfsticas antes mencio-
nadas, el mimere de regresores para cada modelo reducido v el valor de los
pardmeiros estimados en los mistnos.

Descomposiciones RIEQR y ULR.  Estos son dos métodos netamente
munéricos que, al igual que los métodos estadfsticos anteriores, permiten
encontrar el “mejor” modelo lineal reducido, {véase Bjork [2], Golub [4],
Stewart [171).
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B.1.3 Andlisis de Componentes Principales.

Fiste os un métede que mediante nna rotacion de los ojes coordenados de las
variables explicalivag o regresores permite la obtencion de nuevas variables

Hamadas Componentes Prmaipales , qne tienen la cualidad de ser indepen-
dientes entre si, y su variabilidad disminuye conforme se van seleccionando,
osto os,

I no estdn nuitnamenie cotrelacionadas y

2. iz, ¥ z; son Component s Prineipales del mismo conjunto de regresores
y 7 > 1, entonees Var (z,) > Var (z,),

Lo anterior permite la reduecion de dimension con respecto o las nuevas
sariables. (Nota: El lector no debe confundir los términos redueir de dimnen-
sidn ¥ reducir de variables, que en el caso de las Componentes Principales se
reduce la dimensidn con las variables encontradag, toniendo todavia ¢l pro-
blerma de la dependencia con Ios represores pues las Componentes Principales
s0n una combinacién lineal de los regresores originales, 1o cusal hace imposible
que se puedan descartar algunos de éstos en el andlisis de regresidn). Las
opeiones estadfsticas que presenta este modulo para o andlisis de datos son
los siguicntes:

Aplicacion al Analisis de Regresion. Con esba opeidn se realiza ol
andligis de regresion entre la variable de respuesta y los regresores mediante
ol planteamiento del siguiente modelo de regresion lineal:

y=Za+te (B5)

donde

Z=XU o=Ug
UX'XU=Z'Z=A y A=dwag(d . N

donde A € HP*P ¢g una matriz diagonal con los cigenvalores de X'X v
U € 577 ¢ ana malriz otlogonal que on sus columnas tiene los cigenvectores
asoriados con Ay, Agy .. Ay Ta descomposician espectral X0X = AU o
calcula via la Descomposicion en Valores Singuiares de X = UAV', pues no
e recomendable of eilenlo explicito de X'X come ya menctond antes. Las co-
humnas de 7 = [g, ENEE \gl,] , definen un conjnnto de regresores ortogonales
y que estan asociados con las Componentes Principales.
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El estimador de minimos ciadrados para el veetor de pardmetros desco-
nocidos ¢ en ol maodelo dado por B.5 es
]

o (2'7) ay= N 2y,

v la malntz de varianza-covarianza para el estimador de v es:

Ver [«E) - qt (Z'Z) " g estosi Var (‘_H/) = a*].
Analizando los eigenvalores se tiene que si todos los A, son igual a la
unidad, los regresores originales {z,) son ortogonales, mientras gue siun X,
es exactamente igual a cero, implica que existe una relacién perfectamente
lineal entre los regresores originales. Uno o mds de los A, cercanes a cero
implica que la colinealidad estd presenie.
Hay que notar que la matriz de varianza-covarianza de los coeficientes de

M

regresion 3 es;

A
Var (g) = Var (U ﬁ) =UVar (&) a’

Yrra ~lrrt 9
:(TNUJ‘\ llyt:(f (,/

Correlacion con Componentes Principales. Con esta opeldn se
presenta k mairiz que tene en sus entradas los cocficientes de correlacion
simple entre cada uno de los regresores originales () v cada una de las
Componentes Principales (z;), para de esta manera conocer cudles de los re-
gresores otiginales estdn mayormente asoctados con las Componentes. Fsta

matriz tiene la siguiente formas:

-
J <1 23 <y ‘
T ! r”:‘ T‘Ilzg I‘J.lzp l
| |
€2 J Trozy Troz - Taoz,
__Tp [ Taun Tapzo 3 Tapzp
de donde se fiene que:
con (2., 2,)
- — 7 v
7;1“7,‘T - (B())

VVor (z) Var (z)
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Para obtener Ias correlaciones entre los regresores @, v lag componenteos
zp, reendrdese ques

Varle) = 8 oy}, mabiiz de vitinzas-covatianzas de o,
Var(z) —  A-=diag(hy,.. A}, matiiz de varlanzas-covarianzas de 2 y,
Cor{r,z) - A, cntonces cou{a,, ,:J) A

Por lo que la oxpresion dada en (B.6) se convierte e

H’UAJ - u:]\/‘ A]

I"r‘t.i -

Y (T”,)\’, \/ﬁn

Eigenvalores. Con esta apeidn se calendan los cipenvalores asociados
a o matriz XYY donde cada cigenvalor representa la variabilidad que es
explicada por la contespondiente Consponente Principal, también se presen-
tan el porcentaie de variabilidad acumudada, para determinar de esta manera
cudntas Componentes Principales son necesarias en a explicacion del andlisis

deseado. 1Sjemplo:

# FEigenvalor ] Figenvalores | % de Variabilidad | % Var. Acumulada.,
I ; .
{ ‘ A Var (X)) Acum (M)
2 Ag Var(Aq) Acumn ()
3 As Var (Ay) Acurn (Ag)
p Ap Var (A,) L00%:

donde
- 2 /\], > ﬂ

2

Z: ’\I».

A =
Var (A} = =2— %100 v Acum (X)) = ‘;17 * 100
22 A 2 A
=1 =



B.1.4 Regresion Ridge.

Es un método alternativo para la estimacion del vecetor de pardmetros 3 en
el modele:
y=Xpte

hajo presencii de colinealidad; estos estunadores carceen de la cualidad de ser
insespados como los estimadores Mimimo Cuaadrados, pero gie a difrencia
die Gstos, poseen 1a ventaja de tener una menor vatablidad y menor Foo
Caadrittwo Medio o enal los hace mids confiables v precisos.

El ragonamiento es la intioduccion de una constante k& > 0 en ol sistema
ide Tenaciones Normales de la signiente manera:

A
(XrX + k1) B= X'y

donde Ia solucicn a este sistemna de ecuaciones lineales algebrdicas estd de-

tennivada por:

ﬁf (XX + kD) X'y, (B.7)
A

siendo ﬁ:z ¢l estimador ridge de minimos enadrados, La difiendtad de aplicar

oste metodo es que el valor optimo de & varfa de una aplicacidn a olra y os

desconoeida, Las opeiones estadfsticas de este madulo son lag signicnies.

Estimacion ridge de pardametros. La finalidad de esta opeion ¢s ol
cileulo de la estimacion ridge de los pardmetros desconocidos f§, mediante
la resolucicn del sistema de cenaciones dado en (13.7), encontrando el valor
dptimo del parimetio & que estabilice al mdximo las estimaciones, Para tal
propésito so ticnen las siguientes opeiones de delerminacion {eleecion) del
patdimetro 1idge &

1. La Traza Ridge,

2 Validacion Cruzada Generalizada.

™)

. Principio de discrepancia

A. Principto de Quasi-optimalidad.

o

. Principio de la L-carva.
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Prediccion.  Con esta opeidn se pennite calenlar una estimacién fntara
o prediceion de la vatiable de respuesta y en un determinado valor de z, a
partir del modelo de regresion Bneal ajustado medianie el estimador ridge
(B.7) de minimos cuadrados. Esto es:

f
Fay
i :ﬁH b donde ¥ es conocido.

En la siguienie seeeidn se hace una deseripeion general de lo que es el
proyocto Ana_RellM, en su concepeidn otiginal, 1a forma de como estd es-
troctarado y Ins partes que comprenden cada una de sus distintas ramas.
Finalinente se especifican los médulos e abarca esta primera version de
dicho provecia,

B.2 Esquematizacién general del sistema.

Enla figura B.1 se muestra la forma de cdmeo estin estructurados los modulos
e comprende of sisterma Ana Rell.M, éste cuenta con 6 madulos principa-
les; cada uno de ellos tiene una finalidad bien definida en el sistema, por lo
que, alpuna modifieacion en algino de los madulos no afecta enabsoliuto las
tarens tealizadas por los modulos restanles A conlinacion se presenta ung
breve deseripeion de las tareas realizadas por cada uno de estos madulos:

B.2.1 Modédulo Rector.

Este madulo se encarga de controlar, momtorear, y dirigir todas las farcas
asignadas y procodimientos que son realizados en los demds médulos, sicndo
de esta manera o mids importante de Jos maédulos mestrados en el esquemna
de la figura 3.1,

B.2.2 Entrada de Datos.

Este modulo tiene conw tarea astgnada el cargar la base de datos al sistema
Ana_Reli.M para posteriormente sor procesados por los siguientes modulos,
lag opciones de eaptura son:

1. Entrada directa desde el Teclado.

2. Entrada desde un Archivo.
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Modulo Rector, |-~
o T

R D

I S B

Entrada de 'MéduloNumériso‘ ] , " ] ‘Médulo de
de Datos. l y Estadistics. | Modulo GfﬂthO.‘ ' Salida.
—

i‘galidé; en|

| Modulode L _______
| Distribuciones. jL m‘

Figma B Esquema General del Proyecto ANA - RELLM

3. Entrada generada a partir de funciones v/ modelos de regresion pre-

establecidos por el usuario.

B.2.3 Mdédulo Numérico y Estadistico.

on este madudo son realizados todos los procedimient os murndicos necesarios
para proceder al edlemlo de Ias estadisticas requeridas en el andlisis de we-
grosion; tales procedinnientos so: la descomposicion Q12 de Lo mairis X, ol
calenlo de medias ¥ varianzas mnestrales, la centralizacion y estandarizacion
de Tas colummas de lamatiiz X b actualizacion de Ias maliiees (3 y faleh

minar observaciones aberrantes y en la selecelon de variables, entre ofros: de
igual forma se realizan los procedimientos estadisticos, una vez calculados los
anteriores, stendo fatos. ol edlenlo del veetor de pardmetios 3 desconocido,
la desvincion estandar de cada estimacion, el cuantil ¢ para cada regresor, la
estimacion insesgada de 1o desviacion estandar de los residuales, las sumas
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e cuadrados para la construecidn de la tabla de Andlisis de Vadanuza, los
residuales, observaciones aberiantes, cle.

El madulo estadistico, a su ves, ticne varias subdivisiones de aplicacion
en las que se realizan tareas distintas pero, sobre la misma base de datos
Fstas subdivisiones (o submédnlos) son:

1. Andlisis de Represion Tineal.
2. Seleccion de Vmiables,
3. Andlisis de Componentes Principales.

4. Remiesion Ridee.

Cada uno de ellos es independiente en cuanto a los procedimientos que
realiza. por lo que, la alteracion o modificacion de alguno de ellos no influye
en los procedimientos realizados por log deméds submadulos.

B.2.4 Moadulo Grafico.

Fste mddulo tiene como finalidad la presentacion de salidas gréficas en pan-
talla, para llevar a cabo la verificacion de los snpnestos del modelo como
homocedasticidad ¢ independencia en los residuales ¥ distribucion normeal
de los mismos, una vez calculadas las estadfsticas —tales como residuales,

residuales estandarizados, valores 131 estimados, cuantiles de la distribucion
notnal estdndarizada, ete. | necesariag para cada uno de los graficos presen-
tados Este mddulo requiere de los resultados previamente obtenidos por ¢l
Mdadulo Numérico v Estadfstico.

B.2.5 Moaédulo de Salidas.

Este mdadulo tiene como tarcas asignadas la salida de resultados estadfsticos
v graficos en distintas modalidades, éstas pueden ser:

1. Salida en panfalla mediante la presentacion de ventanas.
2. Sahda a un archivo.

3. Balida a la impresora.
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B.2.6 Médulo de Distribuciones.

Fn este mddulo se presenfan varias distribuciones de densidad de proba-
bilidad frecucntemente utilizadas en ol andlisis estadfstico de datos. Tales
distribuciones son: I, ¢ student, 3i caadrada 5 Normal. La finalidad de este
maodulo es que el usuario introduzea un cierto nivel de significancia () paa
que de esta manera of sistoma pueda ealenlar intervalos de confianza para los
pardmetros £, desconocidos, realice pruchas de hipétesis nua vez encontrado
el cuantil correspondiente y, tome decisiones sobre la validacién del modelo
general ajnstado, asf como caleular 1a probabilidad a partir de la cual una
hipdtesis mida ¢s rechazada.

Los 6 médulos anteriores cuentan con fa eualidad de estar disefiados de tal
manera que se piedan modificar en versiones fntaras sin necesidad de toner
que cambiar la estructura imcial del sistema, ésto, debido a que cada uno de
los maddulos es independiente de los restantes en cuanto a su configuracion
interna y algunos de ellos sélo necesitan de las salidas numéricas de los otros
mdditos.

B.3 Lo que no se alcanzé en esta version.

El sistema Ana_Relil.M Ver. 2.0 fue creado hajo ambiente Windows en Ma-
tlab 5.0 a base de ventanas cou botones y mends que lo hacen un sistema
amigable, de ficil manejo y rdpido de entender; asf como confiable en cuan-
to a los procedimientos mmméricos que realiza pues varias de las funciones
utilizadas por ¢f sistenia son tomadas de Matlab ¢l cual es un paguete con
prostigio internacional en el drea del Andlisis Numdérico.

St ademds se cumplen las condiciones de quer X € W, n > p,
rgo{X) = p, £z (X) el nimero de conchcion de X no os muy grande, y ade-
mds que se cumpla la hipdtesis doe angulo agudo (vénse scecidn 4.2); entonces
se garantiza la plena confiabilidad y procision de los resultados obtenidos por
ol sistema Ana_ RelilM Ver 2.0

Una ventaia de usar algunag de las funclones de Matlab es que si la
condicion rgo (X)) = » no se cumple, s¢ tiene la absoluta confianza do que
los procoditmtentos munéticos y /o estadisticos realizados por ol sistona no
se verau trincados, debido a que Matlab 5.0 usa el estdndar de la IEEE.
El ogtdndar especifica que todas lag operaciones aritméticas son ejecutadas
como sl se caleularan en precision infinita v después redondeadas de acuerdo

140



Ao de los enairo fmodos” {(veaze Higham, 6D

La aitm@tica IEEE os un sistema certado: cada operacidn arilinética
prodiee un resnitado, sea matematicamente esperado o no, y eada operacion
genera una seflal. Los resultades por default se muestran en la signiente
tabln.

Tipo de excepeion | Ejemplo B Resultado por default
Operacion invilida | /0, 0% oo, V=1 Nall {Not a Number)
Overtlow e

Divisidn pon coro % {eonstante finita) /0 +oo

Undertlow | Niimeros subnormales
Inexacto sicmpie que fI(z op y) £ = op y | Resultado bien redondeado

La respuesta por default para una excepeion es colocar un banderin y conti-
miar con los procedimientos.

Un Nal es generado por operaciones tales coo 070, 0x 00, oofoo, (00} +
(—o0), ¥ v—1. El uso de un NaN denota datos no inicializados o falta de
los mismos. Las operaciones aritméticas que envuelven un Nal regresan un
Nal como la respiesta. Lo anterior es importante en el desarrollo de los
caleulos numnéricos v/o estadisticos pues pernmite al sistorma contiruar con los
procedimientos antes mencionados.

Algunas desventajas,  Sibien ol sistema Ana Reli.M Ver. 2 0 cuenta con
varias ventajas tanto en el aspecto munérico, asf como en la presentacion de
ventanas y facilidad de manejo; también tiene aleunos puntos, mencionados
en la seecion B.2, que no fueron completamente realizados debido a la com-
plejidad numérica y estadistica con que cuentan, ¥ que quedan asignados a
fuluras versiones del prosente trabajo; tales puntos son:

1. En ol médulo “Fntrada de Datos™ s6lo Tueron reabizados los puntos
cortespondiontes a:

(2} entrada de datos a partir del teclado y

(b) entrada de datos desde un archivo,

quedando pendiente el correspondiente a entrada de datos a partir de
funciones y/o modelos predefinidos,
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2. El “Mddulo Numérico 3 Estadistico” en esta versién, solo comprende
la parte bisica del Andlisis de Regresién Lineal, basada en la descom-
posicion Q R, quedando fuera del presente trabajo los submddulos:

{a) Seleceion de Variables,

(b) Analisis de Componentes Principales y

{¢) Regresion Ridge.
Los requerimientos numéricos {descomposiciones RRQR, URL y SV D)

y ostadisticos de estos submdédulos son complejos, por lo que serdn
anexados en hiuturas versiones de este sistema.

3. El “Mdédulo de Salidas™ sélo comprende la parte de Salida en pantalla
mediante la presentacion de ventanas, quedando pendientes los sub-
mddnlos:

{a) Salida a un archnvo y
(b} Salida a la impresora.

4. El “Médule de Distribuciones™ no fue trabajado en esta version del
sistema por 1o que el médulo completo quedd pendiente para futuras
Versiones.

La razon por Ia cual vinicamente se trabajé con el modulo de Andlisis de
Regresion Lineal es porque la herramienta que proporciona la descomposicién
QR de la matriz X permite realizar los procedimientos numéricos de manera
conflable, pues reduce al maximo Jos errores por redondeo, al tener que la
matriz Q es ortogonal v preserva normas.  Para los restantes médulos eos
necesario o} uso de otres métodos mundricos, tales como la descomposicién
RRQR de la matriz X la descomposicién U RL, la descomposicién en valores
singulares (DVS) de la matriz X entre otros,

St bien, la rsquematizacidn del proyecto general Ana_ Reli.M presenta un
sistema computacional robusto, la primera parte de este proyecto —enfocado
Unicamente al Andlisis de Regresién Lineal- muestra en forma tangible que
es un proyecto que puede llevarse a cabo hasta sus partes mas sencillas. La
definicidn v construccion de cada mnddulo en forma independiente permite,
de esta manera, anexar otros modulos v procedimientos en forma sencilla,
sin necesidad de alterar la configuracién mmcial del mismo.
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Apéndice C

Ejemplos estadisticos y graficos
obtenidos con el sistema

ANA RELLM VER 2.0

Introduccion.

En este apéndive se hace una presentacion de rosultados estadfsticos v graficos
obtenidos como salidas del sistema ANA_RELLM VER 2.0. Los gjercicios
usados para ilustrar tales propdsitos fueron obtenidos de textos estadisticos
que gozan de renombre en las &reas del Andlisis de Regresion y el Analisis
Numérico; tales como Chatterjee [3], Weisberg {20], entre otros. Los métodos
numéricos usados por ol sisterma garantizan la plena conflabilidad y una alta
precision de los resultados munéricos y estadfsticos obtenidos por el mismo
pues, los resultados estadisticos mostrados a continuacién fueron comparados
con los prosentados en los libros de texto, mencionados arriba, lengando asf
a conclusiones satisfactorias.
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C.1 Ejemplos.

El gjemplo mostrado a contiuacion fue obtenide de Chatterjee 3], v sirve pa-
ta Hustrar ol procedintiento que tealiza el s1slemn
ANA - RELLM VER. 2.0 ep Ia eliminacton de datos aberrantes, 1econdando
que la caracterfstica de estos datos es el tener un residual estdndarizado fuera
del intervalo (=2, 2, por o que son consideradas observaciones problendti-
cas para el madele que pueden afectar en forma drastica la estimacion de
los padmcttos v, por comsiguiente, I veracidid de los resuliados estadisticos
oblenidos.

Nota: El procadimiento de eliminacion de dates aberrantes para ol si-
gutente ejemplo se repitié varias veees, hasta que el sistema no encontré
tndicios de presencia de datos aberrantes en las observaciones

Bjemplo C.1.1 (Chatterjee, pag. 20) El émio de un programa en la le-

levisian comercral estd determmedo en parle por un sistema de vabing que

es una pruche pera medir {o hoebilvdad de (08 programas para alraer y tenes
telemdentes. In términos reales, los puntos del rating generan inferés al pa-
trociador y en gro brnda venta a lo estacion. Un director de estacidn a
cargo de los nuevos ratwng de programaes fue contratado pere un estudio en el
gue se desean wdenhficar los factores que afectan @ los rating. Ademds de las
variahles mds comunes, tales como formalo, efectos especiales, y el recurso de
sujetos pare puevos repartos, sc sugind gue hubicra una confinuacidn de los
programas, precedudo inmediatamente por el nofwceero. Bl vating del noticaeio
Jue purewlmente dependiente del rating del programa que lo precedia. Para
cuantificar este efecto, wna muestra aleatorio de rafings previns fue tomada
@ través de reqones pava varos puntos en ol tiempo, durente los pesados 2
arios. Los datos consisten de observaciones en uno varedle denotade como

i ‘ "

¥ 7, que es el vabing del noticiero; y una segunda varable Hamade “ o 7
representonde el rating del programe prneipnd. Los dafos son mastrados en
la figure Co1 B vadang es un fndice que estd entre 1y 14,

2 = Ratimg del programa principal.

i = Ratmy del programa de noticras.
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BASE DE DATOS...

Figura™C.1: Datos del ¢jemplo de Rating para programas de television.
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Figura“C.2: Resnen de fa primera Regresion para los datos del Rating,

Modelo ajustado. ¥ = 1.7065 + ¢ 6653 X,

Fignta~ C.3 Deteccion de Datos Aberrantes (“outlics™).

En esta primera reqresion el dato 29 resulte ser un punto extremo del
congunio de dulos. Le decisidn de chnanarlo del comgunto de dafos queda o
eleceidn, del analista,
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Figura™C 4: Resumen obtenido de la segunda Regresién, después de haber
eliminado la observacion 29 del conjunto de datos.

Modelo ajustedo: ¥ = 2.0569 4+ 0.5735X,
Ndotese el cqmbio en los porémeiros estimados después de elinonar la
observacidn 29.

Figura™C.5: Dato Aberrante {“outlier”) resultante después de climinar la
observacitn 29 del conjunto de datos.

En esta sequnda regresion la observacion 29 rvesultd ser un punio er-
freme
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[=] RESUMEN DE LA REGRESION

Freura "C.6+ Resumen obtenido de la tereera Regresién al eliminar la
obscrvacion 29, resultante despuds de la primera climinacion de datos.

Modelo qjustado: Y = 2.4548 4- 0.4716.X,.
Nétese ol combio en los pardmetros esitmaodos, después de este sequndo
clunamacién de dalos.

Figura™C.7: Datos Abcerrantes (“outliers™) que aparceieron al eliminar la
observacion 29, despuds de la primera eliminacion de datos.

Ahora las observeciones 27 y 28 son puntos extremos, después de ha-
ber hecho dos chninaciones de datos.
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Figura™ C 8: Resumen obtenido de 1a cuarta Regresion después de eliminar
Ias observaciones 27 v 28,

Modelo ayustado. Y = 37132 +0.2586.X,.

Nota:  Los caminos que Bubo en los porémetios estimados se pueden
considerar significatives, pues del primer modclo o éste wdltimo emsie una
gran daferencua; aungue, cabe mencionar que o coeficenie de defermnacion
para el modelo sin dates aberrantes cs de 1P = 0.1611, siendo este wilfamo
menor al obtenade en la primera regresion (R = 0.3962), wmeluyendo todes
las obscrvaciones, por lo que se pueden considerar como datos importantes
en ol ajuste del modelo de 1eqresion.

El procedrmaento  de chmunar  dofos  oberrantes  con el sistemma
ANA_RELIM VER. 2.0, deyd al finel 26 observaciones para ol estu-
e del fendmeno  Tas obscrvaciones chimimadas del congunto de dotos
origral fueron la 29, 30, 27 v 28. Fl anahste puede decadir en un momento
dado s¢ desco eliminar absolutamente todos los posibles datos sberrantes o s
preficre apustar ol modele de regresun ducluyéndolos.
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Bl sipmente cjemplo ha sido elegido para mostrar fos ofectos de I colinea-
tidad en o inferencia estacdistioa, Esie ojomnplo mucestra la ambigiiedad que
quizd resulte cuando se intenta identificar iinportantes variables explicativas
de enfre un conjunto de regresores linealimente dependientes.

Ejemplo C.1.2 (Chatterjee, pag. 144) Fn conguncion con lo Comision
de Derechos Canles en 1964 ol Congreso de los Bstades Unidos ovdend un
% concerniente a la falta de disponabalidad de oportunida-
dis para wqual educecidn de los indunduos por razones de raza, color, velypdn,
o nacionaldad en mshluciones piblicas...”. Los datos fueron colectados de
wna scceicn de eseueles w fravés del pafs. Ademdés del resumen estadfsticn
reporiade en weriables teles como navel de logros del estudiante y faclidades
de la escuela, o andlis de regresidn fue usado para wmitentar establecer los
Jactores que son s anportanics en la determanacwon de los logres. Los da-
tos para este ejemplo consisten de mediciones fomadas entre 1965 y1970 en
esenelas seleceionadas aleatorwamente. Los dafos consisten de varinbles que
miden los logros de un estudiante. faciidades de la escuele, y profesorado
calificado. Bl objetwo es cvaluar el efecte de lo escueln en los logros. Se
asume que un fmdice aceptable ha sido deservollado para medir estos aspee-
tos del ambrenle escolar que serfa esperado para afectar los logros. El fridice
mcluye evaluactones de las dreas fisweas, malerial de enselianza, programas
especiales, entrenamiento y motivacion de la facultad. Los logros pueden ser
medidos al wsar un fndice construade de puntajes de prucbes normalizadas.
Hay también otras variables gue pueden afectar la relacidn entre la escuela
y los logros Tl aneporamaento de los estudwontes puede ser afeciado por el
ambiente famibar y la mfluencia de sus compedieros de escucla. Eslas varwa-
bies deben ser ezplicadas en el andhsis antes de que el efecto de la escuela
pueedn ser evaluwedo. Se wsume que los Mmediees han sido consfrundos paro eslas
naruables que son sabisfoctorias para los propositas del estudio.

ay = Influencia del ambenie fambar (fadiee novinahzado).

g = Influencra de los cornparierns de escucle (fndwe normehzado ).

zq = Influrncia de ln eseuela (fndree normalizado).

y = Logros del esiudrante en o esewcle (fudice normabzado).

examen de estudio
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5

Figura™C.9: Datos del ejomplo que estudia los logros de los estudiantes en
la escucla.



Figura™C.10: Datos del ejemple que estudia los logros de los estudiantes en
la escuela (Contimacién).
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[C1 RESUMEN 0!

4

Figura™C.12: Tabla de Analisis de Varianza.

Considerando wn o = 01 ¢l cuantil F es F(I('»‘?iﬁ} = 412, siendo me-
nor que la cstadistica F (de lo figura anterwor) por lo que los regresores

aportan wmformacidn en la explicacidn de le variable de 1espuesta y.



Figura™C.13 Matriz de Correlaciones.

Las correlactones simples entre los regresores (z,) y la vanmable de res-
puesta (y), dadas en la figure anterior, son muy pequefins por lo que se
considera que lo relacidn que Henen fstas no es mouy fuerie. En el coso de
las correlaciones entre los Tegresores, se tiene gue ésias son muy cercanas
a wne por o que criste una gron dependencia hineal entre éstos; lo anterior
hace pensar en la posible presencin del problemo de colimeahidad en los
reqresores. Lo mds recomendable en este cuso seria eleger aguel (o aguellos)
regresor(es) que tenga(n) mayor corvelacién con le variable de respuesta
(1) ¥ que, edemds, en el caso de varos regresores, elimane ol mémmo el
problema de o colinealidad.

Nota: [La decision de climanar regresores del modelo lneal general quedo
sempre o consideracicn del analista.



DETECCION DE COLINEALIDA

Figura™C.14; Deteceion de Colinealidad en los Regresores.

Bn lo figura anterior, se presenion olgunas estadfsticas simples que
permuten defectar ol problema de cohmealided en los regresores.  Para
empezar, ¢l sino de algunos de los cocficientes de correlaeidn no coincide
con el de su respectivo estimador (tal es el caso de By v B;), edemds, los Co-
eficientes de Inflacién de la Varianza (CTV) para cada uno de los regresores
son muy grandes {mayores que 10, valor grande estadisticamente hablando),

por lo que se tiene cvidencia clare de que el prablema de colinealidad en los
regresores estd presente.

Notw:  En ocasiones, cstos mdicadores no son suficientes en lo detee-
eign del problewna de colinealidad en los 1egresores por lo que, ©8 neeesario
la verificacion de wdicadores mds sensibles en la detecordn de colinealidod.



Figura™ C.15: Valores Predecidos (3) Vo, Observados {y).

Con la grifica anterior se pucde saber en forma sdpuda sicl modelo
de regresion agustado predice en forma adecuada o la variable de respucsta
(y). Para tal proposito se grafican los valores observados (y) y los valores
ayustados por ¢l modelo de regresidn (?/f) , rade uno de cllos con su respee-
bwe caso. Se dird que el modelo apustado predice e forma adecuada o la
veriable de respuesta 81 las tendencins resulfantes de ambas grifices son mary
parecidas entre sf y ticnen un comportamicnio similar, en caso contrario, ¢
modelo ajustado no es del todo confiable.

En cste eemplo en porbieular, se bene que las fendencias resultanics
estdn muy distanics una de la otra y no fienen un comportamicnto parecido
por lo que cs de suponerse que ol modelo ajustado no es del todo un buen
predictor de lu respueste dada por (y). Este misma conclusidn pucde ser
wsta con el Cocfiriente de Delermanacton B2 = 0.2062, cf cuel resultd ser
My Pogueno.

Nota: La decision sobre el ajuste del modelo con este método queda o
consideracion del anahsta
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D‘I"ENDENCIA DEILO.S RESIDUALES ESTANDARIZADOS

Figura™C.16: Tendencia de los Residuales Estdndarizados.

Con lg grifica anterior es postble detectar problemas de varianze no-
constante en los residuales o, lu presencia de algune fendencia no lneal
en el modelo ajustado.  Las puntos vesultantes, pare el caso de vananza
constante, deben fener une forma completamente alealora, no presentar
tendencias crecientes o acumulacion de puntos. Para el caso del modelo
hincal, los puntos ne deben presentar tendencias de alguna forma funcional
conocidae {cundrdticn, cilica, polnomial, efc.), ya que ests indicarfo gue un
modelo lineal no es el adecuado en el agjuste de los datos. Por ofro lado, la
ventajo de user Residuales Estindarizados en esta grifica es gue permute
al analisto detector posbles puntos extremos (“outliers”) en el conjunic de
dotos, que son aguellos que se encueniran fuera del infervalo (-2, 2) de una
distmbucién Normal esidndarizada.

En este cjemplo, los puntos resultanies prescntan una forma alcatoria
y no hay tendencias de alguna funcidn conocida por lo que se puede conside-
rar que exste varianze constante en los resuduales y ademds, el modelo lineal
es el adecuado en el ajuste de los datos. Emisten puntos fuera del mtervalo
(-2, 2) que som considerados dotos aberrantes. Se secomdenda ol analista
verficar 51 estas observaciones no causan problemas en el qquste del modelo.
Nota: Lo decision de los puntos anteriores es muy subjetivo, por lo que
queda siempre o consideracidn del anolista.
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Figura”C.17: Grafica de Probabilidad Normal de los Residuales.

El supttesto de normabdad en los residuales parece cumplirse, pucs los
puntos resultanies no se encuentran muy distantes de la recta farriba), y las
borras trenen wna lendencia eereana o la normal (abago), aungue la decrsion
sobie este supuesto depende, ongron medida, del analisto.

[ RESTIDUALES ESTAN

e S
i

S

Fipura T AR Histograma de Residuales Fatdndarizados.



I siguiente gemplo os utilizado come ilustracion para las pattes de con-
tralizacion y estandarizacién de datos, debido a que éstos en ocasiones son
iy grandes {o muy pequenos) y pueden ocasionar problomas por redondeo
al momento de realivar los cAlenlos numdricos y, anuque se utilizan los algo-
ritmos mds avanzados, en ocasiones el problema de la obtencion de resultados
radica principalmente en las observaciones muestrales que fucron utilizadas
para dicho proceso, las citales no pueden ser deb todo confiables. Es por esta
razon que se presentan estas dos alternativas de estimacion

Si desea mas informacion al respecto consulie la seceion 1.3.1 o Ios textos
Montgomery [9]. Neter [12], Seatle [15] v Weisberg, [20], entre otios.

Ejemplo C.1.3 (Weisherg, pag. T8) Los datos dados en la figure (1Y
fueron dados por Longley (1967) para demostrar insuficiencias de los progra-
mas compulacionales en Tegresion entonces disporzbles. Las swele variables
son:

xy = GNP precro, en porcentage.

29 = GNP, en mullones de dolares.

x3 = Desempleo, en mules de personas.

x4 = Tamario de la fuerza armada, en males.

x5 = Poblacdn no-instituczonal de mds de 14 afios de edad, en miles

g = Ano.

y = Desempleo total derivado en miles.



] BASE DE DATOS CARGADA EN EL SISTERA.

i TR
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5

Figma C.21: Reswuen de la Regresidn oblenida sin cambios al modelo de
10010SI0M,
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Figura™(C.22: Reswmnen de la Regresion para datos centrados respecto a su
media.

Al cenirer las observaciones respecto @ su wmedia ol pardmetro 3, desaparece
del modelo de regresion. En lo seccion donde se rewvisé “centralizacion de
datos”, se menciond que los cstimaciones de los pardmcetros desconocidos
para el modelo orginal y pare el models centralizado, no cambiaban. Si se
revisan los valores que aparceen en la lable de Resumen de lo Regresidn,
notard que hay pequenias diferencias en lo estimacion de los pardmetros,
lo cual condradice el hecho endes meneionado.  Fistas vertaciones se deben
prineipaimenie a o noturaleza de los dalos; pues algungs malores, pare
algunas varables, son muy grandes y este puede provocar errores por
redonideo en los grocedimientos ubihzados, heciende que los resultedos sean
erroneos. Por esta ruzdn se recomacnda uhhizar detos centrados respecto o
su media
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Figura™C.23: Resumen de la Regresién para datos Estdndarizados.

Para el caso en que sc estandarizan los detos, los wvalores de los pa-
rimetros estimados cambian en forma considerable vespecto a los valores
del modelo ongqinal . en le mayorte de los casos vesultan tener pequerias
estimaciones.  Esfe mdétodo de presentacidn de los datos, ol 1gual que el
de centralizacién, ayuda a cvitar los errores por redondes cuondo esfdn
efectiandpse los cdlerdos numércos. Este método de aqyuste del modelo se
recornaenda ser usado cuande los valores de los 1egresores son muy grandes
{0 muy pequeios), para intentar manunizar ol mdzmo posibles errores por
redondro.
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C.2 Actualizacién y creaciéon de funciones.

Una de las camacloristicas principales del sistema ANA - RELLM VER. 2.0
os la facilidad con la enal se le puedan modificar o agregar opciones. Tales
opciones pueden ser: alpin mend, alguna ventana adicional o simpilememe
opeiones de botones,

A continuacién se presenta la sintaxis con la que se deben programar las
distintag opeiones:

C.2.1 Opcién “figure”.

La opcion gne permite la creacion de una ventana es “figure”, con esta opeicn
se puede establecer un deferminado nombre a la ventana, un color especifico,
¢l tamafo y in memi (opcionall.

Ejemplo C.2.1 En la capresion (C.1), la propieded ‘name’ coloca el nom-
bre ANALISIS DE REGRESION o lo veniana generodoe; mumbertitle’ numera
las ventanas que se generan, en este caso tol nmimero no aparecerd; 'color’
pone el color wdicado come una mezcle de la ferne de rojo, verde y azul
[Rojo Verde Azull, donde los valores estén entre J i 1; 'units’ especifica los
widades en las que se encontrard el tamnario de le ventang; ‘position’ m-
dica la posicwsn y tamario de lo ventana [Derecha Abajo Ancho Alto] (56 la
propedad 'wnits' fue ‘normalized’, los walores dados en 'position’ deben
estar entre 0y 1; finalmente, ‘menubar’ elimina ol mend en la ventane, si
esta propiedad no se wmdica el mentd aparecerd en la ventana.

figure('name’, ANALISIS DE REGRESION, ...
mumbertitle’off’ ...
‘color’,|55 .85 1],..
'yisible'/on', .., (C.1)
‘tnitg’normalized’, ...
‘position’,[.05 .08 .9 81],...
'menubar’,none’);

C.2.2 Opcidén “uicontrol”.

es “uicontrol”, con esta opcidn se pueden generar botones, texto estdtico,
texto editable, barras de desplazamicnto y memis desplegables,

La opeion que penmile da ereacidht de botones y toxto on la ventana generada
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Ejemplo C.2.2 In la copresign (C.2); o propredad 'style’ mdice la camne-
teristica del resultado dado en vicontrol, en este cuso 'push’ se rofiere o
colocar un botdn en la pantalla, con el nombre ‘BorrarQutliers’, que serd
colocado en la coordenada .8 y 45 (considerando que la ventana normalizado
made 1 x 1) y medrd .15 x .06 en famaio proporcional ol de lo ventana,
la propedad 'caliback’ llama o la funcidn borra, lo cual mdice dénde se
encuentra el procedimiento a realizar {Este botém puede enconirarse en la
pantalla de “ANALISIS DE REGRESION”, jigura 5.2).

borra ='anareg( borraout”);’;
uicontrol{'style’,push’, ..
‘units’normalized’, ... (©.2)
'position’,[.8 .45 .15 .06],. . )
‘string’/Borrar Outliers’, ..
‘callback’, borra);

Para la propicdad 'style’, cn uicontrol, hay varias alternativas de uso,
a contimzacidn se presentan cskas alternativas v el resulado en pantalia:

L. edit: genera texto editable en la ventana.

2. popup: genera un menu desplegable en la ventana.

3. push 6 pushbutton: genera un botén a oprimir en la ventana
4. slider: genera una barra de desplazamicnto en la ventana.

. text: genera texto estédtico en la ventana.

C.2.3 Opcién “uimenn”.

La opcién “vimenu” permite al programador adicionar un mend o un sub-
mend a la figura que se ejecute (véase seccién C.2.1). 8i se desea gne el
meni aparezca en una deferminada ventana entonces la opeidn ‘vimeny’ de-
be aparceer en ol mismo programa fuente en donde se encuentra la opeidn
"figure’ que vjecuta la ventana. Esto cs, e la figura 5.2 aparecen los menis
“Estadisticas”, “Gralicas” y “Ayuda”, los cuales fueron editados en ol mismo
programa fuente que crea la ventana de “ANALISIS DE REGRESION”.



Ejemplo C.2.3 En lo cxpresion (C.3), la primera parte genera el ment con
nombre 'Estadfsticas’ y se indica que aporezca en la ventang como parte del
menti principal en la primera posicion (en case de ser varios), la segunda por-
te de esta erpresidn es wn submentt que aparcee en le opoidn ‘Estadisticas’,
llamadoe 'Resumen de la Regresién’ que presenia la ventena donde se en-
cuentra el Resumen de lo Regresicn obtenido por el sistema, después de lla-
mar la funcidn que lo genera, resume [Fste memd puede encontrarse en ia
pantalle de “ANALISIS DE REGRESION®, figwra 5.2).

estadis = uimenu{gef, ...
"label’/&Estadisticas’, ...
‘position’, 1);
resume ='regcalc("Resreg”);’; ©3)
Tesutten = uimenuiestadis, ...
1abel’/&Resumen de la Regresién’, ..,
'callback’, resume);

Los ejemnplos aqui mostrados pueden servir como ayuda al programador
en caso de que desee modificar alguna de las presentaciones establecidas en
¢l sistoma ANA _RELLM VER. 2.0. Si este os ¢l caso se le sugiere tener
copias de respaldo antes de llevar a cabo cualquier modificacién o alteracion
del mismo.

Si dosea profundizar en el toma de programacion en Matlab, orientada a
la ereacion de ventanas y botones, se recomicnda la revision de los siguientes

textos, enfocados basicamente a este tema, Manua! def sistema [8], Nakamura
j11.
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