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Introducciéon

En este trabajo daremos algunas demostraciones de un teorema sobre grupos simétricos que
afirma lo siguiente:

Toda permutacién 7 de n letras se puede descomponer como un producte de 1 — r trans-
posiciones, donde r es el niimero de ciclos ajenos de w, y cualquier otra descomposicién de 7
como producto de transposiciones tiene al menos 1t — r factores.

En esta tesis daremos tres demostraciones para el teorema citado anteriormente.

El primer capitulc estd dedicado a conceptos preliminares.

En el segundo capftulo damos una demostracién de este teorema utilizando la teorfa de
grupos.

En el tercer capitulo que es la parte central de este trabajo, presentamos una demostracién
basada en un artfculo de George Mackiw. En esta demostracién se hace uso del dlgebra lineal.

El cuarto capftulo est4 relacionado con la teorfa de graficas. Se manejan conceptos relacio-
nados con las grdficas, graficas conexas, drboles y se da una tercera demostracién del teorema
citado.

La descomposicion de una permutacién como un producto minime de transposiciones no es
vinica, as{ que en el quinto capitulo, como curiosidad matemadtica y por estar relacionado con
las descomposiciones mfnimas de una permutacién, contamos el nimero de formas distintas en

que un ciclo de longitud n se descompone como producto minimo de transposiciones.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Algunos resultados necesarios sobre la teorfa de grupos.

A manera de resefia histérica, fueron tres las dreas de la matemdtica que implicitamente
usaron la nocién de grupo antes de que ésta existiera plenamente.

En la teorfa de ecuaciones, Lagrange considers las raices de un polinomio y sus permuta-
ciones como herramienta para resolver ecuaciones.

Por otra parte Euler considers las propiedades que presentaban los residuos obtenidos al
dividir un ntimero a™ entre un primo p, y operarlos con fa multiplicacién. También Gauss notd
que la composicién de formas cuadriticas daba origen & otras formas cuadrdticas.

En el siglo XIX, el estudio de invariantes bajo ciertas transformaciones, dié origen al grupo
lineal general,

Fué a finales del siglo XIX cuando se dié una nocién clara del concepto de grupo, debido a
los trabajos de Walter Von Dick y Heinrich Weber.

Es importante hacer notar que las permutaciones fueron una de las dreas en que se comenzo
a formar la nocion de grupo.

Por otro lado, las permutaciones en si mismas tienen un pasado muchoe mas lejano. En el
Libro de la Creacién (Sefer Yetsirah en hebreo) existe un problema en que se intenta contar el
mimero diferente de arreglos o sucesiones que pueden formarse con cierto mimero de letras del
alfabeto. Esto ocurria alrededor del siglo VIIT A. C.

Ya para el siglo XIII la nocién de permutaciones toma mas sentido y forma de tal modo gue

el matematico y filésofo francés Levi Ben Gerson da una prueba rigurosa de gue el mimero de



permutaciones de un conjunto con n letras es exactamente n!,

Fué el francés Agustin Louis-Cauchy quien sienta las bases para el estudio de permutaciones.
El le lamé "cdlculo de substituciones”. También a &l se debe la mayoria de la notacién de
permutaciones utilizada en nuestros dias. Algunos de sus trabajos fucron sobre los ciclos de
una permutacién, sobre las transposiciones, definié el producto de permutaciones, asf como la
distincién entre permutaciones pares e impares. Probé la existencia del grupo alternante.{5]{14]

Ahora enunciaremos las definiciones necesarias para el presente trabajo.

Definicién 1 Sea G un conjunto y * una operacidn binaria en G. (G, *) es un grupo si se
tiene gue para todo a,b,c e G

-ax(bxc)=(axb)*c.

-Eristee € G tal queexa=a*xe=a para toda a € G.

-Pare cadaa € G eristey € G tal quea*xy =y*ra =e.

Si adem4s la aperacidn # resulta ser conmutativa, este es gque a=b = b+e, paratodoa, b € G
entonces diremos que (G, %) es grupo abeliano.

Si {G, #) es un grupo, también se puede decir que G es un grupo con la operacién * y por

abuso de notacién (G, *) se escribe simplemente como G.

Definicién 2 Sex G un grupo y H C G, H # @, H es subgrupo de G si H forma un grupoe

con la operacicn en G.
Ejemplo 3 El conjunto de niimeros enteros Z con la suma usual + es un grupo abeliano.

Ejemplo 4 El conjunte de nimeros racionales diferentes de cero Q— {0} con el producto usual

X es un grupo abelinno.

Ejemplo 5 El conjunto de matrices invertibles de 2x2 con elementos racionales con el producto

usual de matrices es un grupo no abeliano, 5i consideramos

1 2 11
A= ,B= .
0 2 -1 1
se tiene que
-1 -3 1 4
AR = # = DBA.
-2 2 -1 0



Ejemplo 6 Sea Q un conjunto no vacfo y definimos Snp = {f: 0 — Q| f es biyectiva}
El conjunto Sq con la operacidén composicidn de funciones forma un grupe llamedo el grupo

simétrico de ).

Definicidn 7 Sea X un conjunto. La cardinalidad de X es el nimero de elementos de X y se

denota por | X|.
Proposicién 8 Si Q es un conjunto y |Q| > 3 entonces Sp no es abeliano.

Demostracion. Como |Q}] > 3 elegimos a, b, ¢ € 2 distintos.

Consideremos f, g : ¢ — Q definidas’ por:

b siz=a b siz=a

¢ siz=1b a siz=4b
f@=4°° o@={*"

o siz=c c siz=c

Tz siz#a,be T sizFa,bc

Claramente f,g € Sp pero
gofla)=g(t)=a
fogla)=f(¥)=c

Por lo tanto go f # fog. Asi 5 no es conmutativo. B

Definicidn 9 5i Q es un conjunto con n elementos, o Sq lo denotamos por S, y se le llama

el grupo simétrico de grade n.

5i [€2| = n entonces |Sp| = n!. Para probar este resultado haremos uso de algunos resultados

de la teoria de grupos.

Definicién 10 Si G es un grups, H es un subgrupo de G y a € G entonces el conjunio
aH = {ah | h € H}

es una clase lateral izquierda de G.



Teorema 11 §i G es un grupo finito y H es un subgrupo de G entonces
|G| =1H!-A
donde A es el nimero de clases laterales izquierdas de H.

Una demostracién de este resultado puede hallarse en [5] y en [8].

Proposicién 12 Sea (I un conjunto yx € Q. El conjunto H = {f € Sa | f(x) =z} es subgrupo
de Sq.

Demostracién. La composicién de funciones es asociativa.
Sea e € Sq tal que e(y) =y para todo y € 2. En particular e (x} = x, por lo tanto e € H.
Si f € H entonces f () = z. Por ser f biyectiva existe f~! € S tal que f~1f = ¢, pero
r=e(@)=f1f(@)=f1(f()=Ff"(2).
Si f,g € H entonces fg € H yvaque (fg)(z) = f(g(2)) = f(z) =z
Por lo tanto H es subgrupo de S, &

Proposicién 13 Sea O un conjunto, z €t , H={f e Sp| f(z)=x}. g€ Sa, g(x) =y. Si
g' € Sq entonces ¢ (x} =y si y sélo si g™’ € H.

Demostracidn. Como g{x) =y y g (z) = y entonces g’ (z) = g (z) de donde ¢ !¢’ (z) =z ¥
asf g=lg' € H.
Inversamente si g~'¢' € H entonces ¢ 1¢' (x) = x de donde ¢’ (x) = g(z). W

Corolario 14 Sea Q un conjunte, = € !, H = {f € Sa| f{z) =x}. g2.01 € Sn entonces
g1 {x) = gz (z) st y solo si nH = goH.

Demostracién. g (x) = gz (z) si s6lo si g7'g) € H si y solo si g2 {97701} € g2H de donde
@1 € g2 H y entonces g1 H C goH. Andlogamente se obtiene g, H C g H. B

Proposicién 15 Seaxz & §), g € S tal que g{z) =y si H = {f € Sa| f(z) =z} entonces
glx)=ysiysolosig egH={gf | fe H}.



Demostracién. 5i g'(x) = y entonces g™'¢’ (z} = ¢! (y) = = de donde g71¢’ € H. Sea
9~ g’ = h entonces se tiene que ¢’ = gh € gH.

Inversamente sea g’ € gH entonces g' == gh para alguna h € H y se tiene que

g(x)= gh(z)=
g(h(z)) =
glz)=yN

SeazeQ, H={f€ Sq| f(z) =x}. Sea So/H = {gH | g € Sa}. definamos
©: 0 = So/H

tal que para cada y € 0, @ (y) = gH con g € S tal que g () = 1.

Por ¢l corolario anterior se tiene que ¢ es funcién.

¢ es biyeccién.

Claramente  es sobre porque si gH &€ So/H tal que g{z) = y entonces por definicién
w{y) =gH.

¢ es inyectiva porque si @ (y,) = @ (yo) sean gy (z) =1 y g2 (x) =y y entonces gy H = go [
pero por la proposicion 13 g5 'g: € H y entonces g5ty (z) = x de donde g1 (z) = g2 (z) ¥ por

lo tanto y1 = y2.

Observacién 1 5t A = |Sp/H| entonces por lo visto anteriormente A = |(}].
Con lo anterior estamos en condiciones para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 16 Si |£}] = n entonces |Sp| = nl.

Demostracién. Por induccién sobre [§2].

St =1, 2 = {a}, Ia tinica funcién biyectiva posible es ¢ : @ — Q definida por e{a) = a.
Por lo tanto |Spi=1=1!

Supongamos que {I es un conjunto con k elementos y |Sp| = Al

Sea ahora ' un conjunto con k + 1 elementos, x € §Y'.

Sea H={f € Sy | f(zx) =r}. H essubgrupo de 5.

~1



Consideremos el conjunto €} = £ — {z}, por hipétesis |Sg| = &L En forma natural se puede
construir una biyeccién de H en Sp, la biyecci6n es la restriccién de cada a € S a Sq.

Por lo tanto |H| = &'

Por el teorema 11 |Sg| = |H| A.

Por la proposicién anterior el mimero de clases laterales izquierdas de H en £ es el mimero
de elementos de €', es decir, A=k + 1.

Por lo tanto |Sqy| = klI(k+ 1) = (k+1)!'®

Definicidn 17 Sea G un grupo y §t un conjunto. Una accién del grupo G en el conjunto ) es
una funcién p: GxQ — Q Lal que si se-denota ¢ (9,x) = g(x), entonces

i) e{x) =z para todo r € (L.

i) (geg1) (x) = g2 (g1 (x)) pare todo z € Q, 61,92 € G.

En este caso decimos que §) es un G—conjunto.

Ejemplo 18 Sea G un grupo y 2 = G. La accién ¢ : G x G — G definda como ¢ (h,g) =

h~lgh se lama econjugacidn.

Definicién 19 Sea G un grupe y ! un conjunto. G actda transitivemente sobre Q si para

cada z:,y € 0, existe g € G tal que g{z) =y.
Algunos resultados necesarios del dlgebra lineal.

Definicidn 20 Sea V un espacio vectorial sobre el campo N y T :V — V una funcidn lincal.
Un wvalor propio A de T cs un escalar tal que existe v € V con v # 0, tal que T (v) = Av. El

vector v es un vector propio de T,

Definicién 21 Sea R el campo de los ntimeros reales y V un espacio vectorial sobre R. Un
producto escalar sobre V' es una funcidn {\) : VxV - R, tal que siuv,v,w e Vya e R se
tiencn las siguicntes propiedades:

) fu+1w,v) = (0, 0) + w0

i) (o, v} = o {u, v}

ii#) {x,v) = (v, )

w) {u,u} =0 y (u,u) =0 solo siu=0.



Ejemplo 22 Sean u = (T1,Z2, **,En), ¥= {¥1,%2," - ", ¥} € R™. La funcidn

(u,v) = z Tilfi
i=1

define un producto escalar, llamado el producto escalar candnice de R".

Definicién 23 Sea V un espacio vectoriel sobre K, V con producto escalar {,). uw,v € V son

ortogonales st (u,v} = 0.
Algunos resultados de la teorfa de graficas.

Definicién 24 Sea X un conjunto ne vacte. Una grdfica de X es une parejo ordenada
G=WVA) wonV CX, V£ yA=06A un conjunte de paregjas desordenadas
de elementos distintos de V. Los elementos de V' se llaman los vértices de la grifica G y los

elementos de A se llaman las aristas de la gnifica G.

Cada grafica G = (V, A) de X se puede representar en R? (el plano) de la forma siguiente:

Cada vértice v € V se representa como un punto p de R?. Vértices v),ve € ¥V con vy # v
se representan por puntos pp, pp diferentes.

Sil e A,esdecir, si | = {v],1n} € A, se representa como el segmento de recta L C R? que

une a py y pe, con p, el punto que representa a v, ¢ = 1,2.
Ejemplo 25 5i G = (V, A) es una grifica con
Vo= {v,v2,03,v8, 05, V5, 07}, A = {02, 03, a0 85, 86, 17}

yl = {w,ve), fa = {ur,u3}, Ia = {v1, 0}, fa = {v3, 0}, I = {vs,v5}, Is = {15,056}, b =

{vs,vr}, G se puede representar de la siguiente forma.



Representacién de una grafica

Definicién 26 Una subgrdfica de uns grifica G =(V, A) de X, ¢s una grifica G’ = (V', A") de
Xtalque V' CV, g A CA

Si G =(V,A) es una grificade X y I = {v;,v2} € A se dice que la arista ! une a v1 con vz

y denotamos | = 7702

Definicion 27 Dos vértices v),v9 € V son adyacentes si eziste una arista | en § que une 1y

con vy.

Observacién 2 §i G =(V, A) es una grifica y v;,vz € V diferentes entonees vy y vy pueden

estar unidos o lo méds por una arista.

Definicién 28 Un camino en una grifica G es una sucesidn de alguna de los siguientes formas
C1 = {1} 6 Co = {v1,0107, v2, ..., To 10k, Uk} & = 2 y {v1,v2,- -, 1} vértices de G. Diremos

que el camino ¢ une vy con ty.

Definicién 29 Un vériice v) en una grifice G = (V, A} es vértice terninal st existe uno y sélo

un vértice v; € V adyacente a v;.

Definicién 30 Un camino de una grdfica G es cerrado si es de la forma €1 = {v1} 6 Ca2 =

{01, 0172, V2, - B Tny Un} COR N = 3 Y Uy = 11

10



Deefinicién 31 Una gnifica es conera si para cada par de vértices vy, v € V, existe un camino

C que une vy con .
Definicién 32 Una grifica es disconeza si no es coneza.
En el ejemplo 25 se tiene una grafica conexa.

Definicién 33 Un ciclo en unn grdfica es un camino cerrado C con tres o mds vértices distin-

tos.

En el ejemplo 25 se tiene un cicle formado por los vértices vy, v3, ¥4 ¥ las aristas correspon-
jemp Y

dientes.

Ejemplo 34 5i G = (V,A) es una grdfica con V = {uvy,vp.¥3,,%5, U6, V7,V3,9} ¥ A =
{hode lada s ls Iz} con by = T, b = T2, I3 = 5o, 14 = Vs, s = U3vs, ls = U7Th.

l; = UgUg, entonces es disconera pues no eriste un Camino gue une vg Con ts.

v, v,

Grafica disconexa

Con lo visto anteriormente, estamos en condiciones de definir una estructura importante en

la teorfa de graficas,
Definicién 35 Un drbol es una grifica conera sin ciclos.

Ejemplo 36 g = (V,A) con'V = {1}1,1.‘2,1}3,1)4,1}5,1‘(}} ¥ A= {I),l!-z,t;;,h,lf,} con t'i = ¥,

ly = U1vg, 13 = Uitg, l4 = 13T, ls = T3Tg, es un drbol.

11



Teorema 37 5i G = (V,A) es una grdfica con n vértices, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) G es un drbol,

i) G coneza con 1 — 1 aristas.

11} G no posee una subgrdfice propie coneza y que contenga los mismos vértices que G,

iv) G es coneza y para toda arista | € A, la subgrdfica ¢' = (V,A’), con A' = A — {1} es

disconera.

Demostracién. i) — i) G es conexa por ser drbol. Como G es conexa y con n vértices
entonces G tiene al menos n— 1 aristas. Como en G no hay ciclos, el mimero mfnimo de aristas
esnn— 1.

#f) — 4ii) Sea G' una subgrafica propia de G con los mismos vértices que G, entonces el
mimere de aristas de ' es menor que el mimero de aristas de G, es decir, G’ tiene n vértices y
menos de n — 1 aristas, por lo tanto G’ no es conexa.

iii) — iv) Sea | € A, consideremos la subgrafica G' = (V, A’) con A'= A — {I}.

Por hipétesis G no contiene subgraficas conexas con n vértices y por lo tanto la subgrdfica
G’ es disconexa.

tv) — 7) Por hipdtesis G es conexa, por lo tanto resta probar que § no tiene ciclos.

Supongamos que existe un ciclo G en G con € = {v;, 7113, v2, ..., Tk iUk, Uk} €l camino
correspondiente, Por ser € un ciclo entonees los vértices son diferentes y & — 1 > 3. La grifica

G’ que se obtiene de G al cleiminar cualquiera de las aristas T3t cs conexa, lo que es una

12



Capitulo 2

Descomposicion de permutaciones

como producto de transposiciones 1.

En este capitulo se da una demostracién del teorema que afirma que el mimero minimo necesario
de transposiciones para descorponer una permutacién ¥ € S,, T # e, es n — con r ¢l mimero
de ciclos ajenos de 7 incluyendo los posibles ciclos triviales. En la demostracisn se hace uso de
algunos resultados sobre grupos de permutacienes.

En la proposicién 8 se probé que si {2 es un conjunto con mas de tres elementos, el grupo

simétrico Sa no es abeliano. Ficilmente se puede probar el siguiente resultado.
Proposicién 38 Si || =1 6 2 entonces el grupo Sa es abeliano.

Demostracién. Sea ! = {a},|{!] = 1 entonces Sp = {e} . Donde ¢ (a) = a.

Sea @2 = {a,b},]0] = 2 entonces Sn = {¢, f}. Donde

e(a)=a,e(d)=by fla)=1b,f () =a.

Observamos que ef (¢) = e(b) = b y por otro lado fe(e) = f(a) = b, entonces ef {a) =
fe(a).

Verificando para & tenemos: ef (b)) = e{a) =ay fe(d) = F(b) = a, cutonces e f (b) = fe(b).

Por lo tanto ef = fe y Sp es abeliano. B

De las proposiciones 8 y 3§ se tiene que el grupo simétrico Sp no es grupo abeliano excepto

para los casos |} =10 2.
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La notacién usual para una permutacién # € S, es la siguiente:

ay a2 e [+7%

w{m} w(a) -~ 7wl(aa)

donde en el primer renglén se colocan los diferentes elementos de Q y en el segundo renglon se

colocan las imégenes de g; bajo 7.

Ejemplo 39 Si Q2 = {1,2,3} entonces los elementos de S = 53 son:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
w = y T2 = , M3 = ]
1 2 3 231 3 1 2
1 23 1 23 1 2 3
Ty = 25 = s 5 =
1 3 2 3 21 21 3

Donde m, es la identidad en S3.

Definicién 40 Sean w € Sq v a € Q, definimos la drbita de a bajo 7 como el conjunto
6(a) ={r"(a) | n € Z}

Observacién 3 Sia € Q, Q finito, # € Spy entonces existe un entero |, que depende de a, tal
que 7 (a) = a.

5i k es el entero positivo minimo tal que 7* (@) = a entonces la drbita de o bajo 7, es el
conjunto 8(a} = {a,n {a),7*{a), -, "' (a)}. Notamos que sii#j, i<k, j <k entonces
7t (a) # w7 {a).

Observacién 4 Sia, b€ 8, |} =n, # € Sp y b no estd en la drbita de a bajo 7, entonces la

érbita de a y lo drbite de b bajo © son ajenas.
Observacién 5 {8(e) | @ € Q} es una particicn de .

Definicidn 41 Un ciclo @ de m es la restriccidn de 7 e una drbita 6 (a) de algin elemento
aefl.
5i0(a) = {a,n{a),n%(a), --,7*" ! (a)} ¢ se denota como
7= {a,7(a),0* (@), 0" (a)
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y se dice que 8(a) es la drbita de 0.

Observacidn 6 Siay,ag, - -,ax €5} diferentes, el arreglo ordenado
DB = (01,(1‘2, U ,(l;_.)

denota a la permutacionnt € Sq tal quew (a)) = ap, 7 (az) = a3, ..., T{ar-1) = a, T{ag) = a1,

y w(z) =z para tode x € 0 — {a3,a2,---,ax}. Es inmediato que § es un ciclo de .

Observacién 7 Sio = (a,7 (a),7n°(a),---, 7" {a)} es un ciclo de 7 € Sq, se puede pensar

como una permutacion ¢ € Sq tal que

oi(z) s z€{ax(a),s (a}, -, 7" {a)}

x s m¢{“="T(a)lﬂ-g(a)a"',ﬂ'k_l(a)}

a{z) =

Definicidén 42 Seann € Sq, 01 y 02 dos ciclos dew. oy = (ay,a2,*+-,8,) yo2 = (b1, ba, -+, by}

son ajenos si {ay,a9,---,a:.} N {b, b, b} = 2.
Observacién 8 Si los ciclos 1,09 € Sq son ajenos, entonces 0102 = 0207,

Teorema 43 Sea Q) un confunto conn elementos. Todo m € S se puede escribir como producto

de ciclos gjenos en forma dnica, excepto por el orden en gue aparccen los ciclos.

Demostracién. Induccién sobre el mimero de rbitas de nr.

5i 7 € Sq tiene sélo una 6rbita, sca e € {, entonces {1 = 8 (a;) sea ¢; el ciclo obtenido a
partir de 6 {a;) y entonces m = o7y.

Supdngase que el resultade es cierto para 7 con k érbitas.

Sean 7 € Sp una perntacién con k41 drbitas, a; € €2, entonces consideremos T € Sq_g(a;)
definide por T(a) = w (), entonces ¥ es una permutacién con k érbitas y por hipotesis de
induceién T = pypy - - - py, €8 producto de k ciclos.

Nétese que 7 = Fay = pypa- - ppd1 con o1 €l ciclo obtenido a partir de @ (a;}.

Por lo tanto 7 es producto de k + 1 ciclos.

Como {8 (a) | a € (2} es una particidn de €1, cada # (a;) da origen a un wnico ciclo ;.

Como 2 es finito existe un mimere finito de érbitas ajenas de 7. De aquf se tiene la des-

composicién tinica en ciclos, salvo por el orden de los factores. B
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123
Ejemplo 44 Sean = en S3. La drbita de 1 es el conjunto

312
0(1) = {1,0(1),0% (1)} = {1,3,2}

1 =8(1) y asi podemos escribiv o como el ciclo (1,3,2).

1 23
Ejemplo 45 Seaw = en S3. La drbita de 1 es el conjunto

132
e ={1}
La érbita de 2 es el conjunto
0(2) = {2,0(2}} = {2,3}
En este caso §} = (61U 0(2) y podemos escribir m como el producto de ciclos (13(2,3}.
Definicién 46 Definimos la longitud de un ciclo ¢ = (a1,a9,03,- -+, ap-1,8%) € Sg como el
mimero de elementos en la drbita de o.

l(al;a?,aﬂt' " :ak—]:ak) =k

En los ejemplos anteriores, el ciclo (1,3,2) es de longitud 3. Los ciclos (1} y (2,3) son de
longitud 1 y 2 respectivamente,

Si un ciclo es de longitud k, lo ilamaremos un k—ciclo.
Definicién 47 Sean 7m,p € Sy. 7 y p son conjugados si existe T € S, tal que w = 771 pT.

Teorema 48 Seanw,p € S,. 7 y p son conjugados, si y solo si7 y p tienen la misma estructura
ciclica, es decir, st y p se descomponen como producto de ciclos ajenos, m y p tienen el mismo

ntimero de ciclos ajenos y ademds los ciclos de & tienen lg misma longitud que los cicles de p.
No se dar4 la prueba de este teorema. Para una demostracién de este teorema consultar {8].

Observacion 9 Si una permutacidn n € S tiene ciclos de longitud 1, se conviene en omitir

estos de la descomposicién de n come producto de ciclos ajenos.
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Observacién 10 Sea (a1,a2,:--,@n-1,8n) € Sq un ciclo de longitud n. Observamos que los

n—ciclos:
gy = (alsa2~,"':an—han)
oz = (a2,a3,---,0n,01)
Tpn1 = (ankham"'yan—ﬂaan—ﬂ
Up = (amal-."’:arl—2:an—l)

son iguales, lo que implica que cada n—ciclo se puede escribir de n formas distintas.
La observacion anterior nos sirve para contar los ciclos de longitud n.
Proposicién 49 En S, ezisten (n — 1)! ciclos de longitud n.

Demostracién. Como 2 es un conjunto con n elementos, entonces se tienen n! ordenaciones
de 9, cada ordenacién {e1,as,- -, a,} determina al ciclo {ay, as,---,a,), pero hay n diferentes
ordenaciones que determinan al mismo ciclo, por lo tanto el nimero de n ciclos en S es

! =
E=m-1LMN
Definicidn 50 Definimos una fransposicién como un 2—ciclo.

Teorema 51 Sea Q un conjunto finito con Q)] = n > 2. Sea # € S un k—ciclo. m se puede

descomponer como producto de transposiciones.
Demostracién. Si w = (a), sea b €  — {a}, entonces 7 = (a} = (a,b) (a,h).
Siw={ay,as a3, - ,8k-1,a;) con k > 2

7 = (a1, ai) (ar, a5-1) - (a1, 03) (ar,q2) . B

Es facil ver que esta descomposicioén no es tinica. En cl capftulo 5 contaremos las diferentes

formas en que un n—ciclo se puede descomponer como producto mfnimo de transposiciones.
Definicién 52 La descomposicidn anterior se conoce como descomposicidn candnica de 7.
De los tcoremas 43 y 51 tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 53 Siw = mymy--+7, # € es un producto de ciclos ajenos, y m; es un kj—ciclo,

entonces T se puede descomponer come un producto de n — r transposiciones.

Demostracién. Hemos visto que cada #; es un producto de k; — 1 transposiciones, por lo

tanto w se descompone como un producto de

t=(k1"‘1)+(k2—1)+...+(kr_1)

transposiciones, pero t = {k1 + ko +---+ k) -r=n-r. N

Ejemplo 54 Sea = {1,2,3,4,5,6}. “Erpresar m como producto de ciclos y también como

producto de transposiciones donde

1 23456
3416 5 2

Los ciclos de m son {1,3), (2,4,6), (5).
Entonces m = (1,3) (2,4,6) (5) = (1,3} (2, 4,6)
Come (2,4,6) = (2,6)(2,4), entonces 7 = {1,3)(2,6) (2,4} .

Nuestro objetivo es calcular el nimero minimo de transposiciones necesarias para descom-

poner una permutacién 7 € S,,.

Observacién 11 Sea e la identidad en Sq con || = 2 entonces se descompone como un

producto de dos trasposiciones.

Nétese que e = (a) = (ab) (ab) con a,b ey a #b.
La demostracién del teorema 51 garantiza que # un k—ciclo, con k > 2, T se descompone
como producto de k — 1 transposiciones. Resta probar que el producto de un mimero menor a

& — 1 transposiciones, no da lugar a un k—ciclo.

Definicién 55 Sea 2 un conjunio y H un subgrupo de Sq. Decimos que H es subgrupo tran-

sitivo sobre §2 si para cada a,b € §2 existe w € H tal que w (a) = b.
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Lema 56 Sea © un conjunto con n elementos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Para n > 2, n — 2 transposiciones no pueden generar un grupo con un subgrupo ciclico
transitivo sobre {1

i) Sea G subgrupoe de Su generudo por n—2 transposiciones entonces G no tiene un n—ciclo.

Demostracién. i) = {i} Supongamos que existe un grupo de permutaciones G generado por
n — 2 transposiciones y o € G un n—ciclo entonces H = (o) es subgrupo de G transitivo sobre
Q, lo cual es una contradicei6n.

i) = 1) Supongamos que n — 2 transposiciones generan un grupo G’ con un subgrupo ciclico
K = {p) transitivo sobre {2, entonces la érbita de p es @ y por lo tanto p es un ciclo de Jongitud
n, esto contradice ). W

Fl siguiente teorema garantiza que para ¢ un n—ciclo n # 1, se necesitan exactamente n—1

transposiciones como minime para descomponerlo.

Teorema 57 Ningin grupo de permuiaciones G CSa generado por n — 2 transposiciones tiene

un n—ciclo.

Demostracién. Induccién sobre n.

Para n = 2 sca 2 = {a;,a2} un conjunto con 2 elementos entonces T es un conjunto con
2 — 2 = 0 transposiciones, es decir, 7= @ de ahf que {T) = {e} = G no puede tener ciclos de
longitud 2.

Supongamos que el teorema es cierto para n = k. 8i @ = {ay,a2, -, a5_1,a,} €s un
conjunto con k elementos, T={o1,09,+-,0,_2} s un conjunto con k — 2 transposiciones y
G = (T} y entonces G no tiene k—ciclos.

Considerecmos el cason = k+ 1, @ = {n;,09, -, @p_1,8k, 841} €5 uUn conjunto con & +1
elementos, T= {1,029, -,6x_1} €5 un conjunto con k — 1 transposiciones y sea G = {T).

Come T es un conjunto con & — 1 transposiciones, entonces existe y € Q tal que o (y) = ¢
para todo 0 &€ Toexisteséloun o € Ttal ques = (z,y) € Tparaalgun x € T.

Considerenios ' = 2 — {y} ¥y 7" = T— {¢} entonces §¥' es un conjunto con k elementos y
T/ es un conjunto con k& — 2 transposiciones, por hipétesis de induccidn {T") no tiene k—ciclos

que pertenezcan a Sqr.
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El subgrupo generado por 7' mueve a lo méds un elemento més de £ de los que mueve

el subgrupo generado por T, por lo tanto el subgrupo generade por T no puede tener un
(k + 1) —cicle. B

Como consecuencia del teorema 57 tenemos la siguiente proposicidn:

Proposicién 58 El nidmero necesario minimo de trensposiciones para descomponer un ciclo

de longitudn,n>2 esn—1.
La proposicién anterior y el teorema 43 permiten obtener el siguiente teorema:

Teorema 59 Sea 7 € S, 7 diferente de la identidad en S,. @ = 0102+ 6, un producto de
ciclos ajenos, entonces n—r es el nimero minimo de transposiciones necesario para descomponer

T como producte de transposiciones.
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Capitulo 3

Descomposicion. de permutaciones

como producto de transposiciones II.

En este capftulo probaremos usando técnicas de dlgebra lineal que si n > 2, el nimero minimo
de transposiciones necesarias para descomponer una permutacién x# € 5, 7 diferente de la
identidad, es = — r, con r el nimero de ciclos ajenos diferentes de n incluyendo los posibles
ciclos triviales.

Para este fin hacemos actuar el grupo S, sobre R™.

Sea § = {e1,€2,-*,eq} la base canénica de R". Para7 € S, y v = Y1, ae; € R*

definamos  : S, x R" — R" tal que
T n n
@ (‘N,Zaiei) =¥ (Z ﬂiei) = Zaien[i)
i=l i=l i=1

> es una accién de S, sobre R™.
Veamos que ¢ es en cfecto una accién, para esto verificamos que se cumplen las condiciones

de la definicién 17.
Sea e € S, la identidad entonees e {31, aiedd = Y 1., i) = 2.1y Gibe

Sean @, p € 5, entonces por definicién

(op) (Z ﬂiﬁi) =) it
=1

=1
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por otro lado

o] (P (Z as‘ei)) =a (Z “iep(i)) = Za,-e,p(.-).
i=1 i=l =1

Por lo tanto ¢ define una accién de de §, sobre R".
Nétese que esta accién se puede ver desde el punto de vista del dlgebra lineal como la funcién

lineal T : R™ — R" definida por:

n 113
Ty (Z aiex’) = Zaiew(i)
1=1 1=1

Esta transformacién permuta coordenadas de elementos de R".
La matriz asociada a Ty con respecto a § la base candnica de R" pertenece a una clase

particular de matrices llamadas matrices permutacidn,

Definicién 60 Una matriz permutacidn es aquella obtenida de la identidad mediante inter-

cambio de renylones {columnas).

Ejemplo 61 Sinw = (1,3) € 83 y 8 = {e1,e2,e3} es la base candnica de R3 T, es la funcidn
lineal Ty : R® — R® definida por

T (21) =eéx1) = €3
Trlex) = ez = €2

Tx (83) =€x3 = €]

Obsérvese que si T = (@7, 22,73} ,entonces T (T) = {z3,z2,11).

Esta funcidn lineal tiene la siguente matriz asociada respecto a 5.

001
Tls=1010 |=4
100

Esta matriz se obtiene de la identidad al intercambiar el primer renglén con el tercero. o bien

primera columna con la tercera).
Proposicién 62 Scan 7,0 € S, entonces T, 0Ty = Tox
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Demostracién. Es inmediata del hecho de que  es una accién de S, sobre R™. B
En particular si m = ¢152---0, es un producto de r ciclos ajenos tenemos la siguiente
igualdad:
Te =T Toy Ty

r

Proposicién 63 Siw € 5., 1 € R es valor propio de T

Demostracién. Descompéngase  como producto de ciclos ajenos, y sea ¢ = (1,82, -, ag)

un ciclo de w, entonces el vector
Ug = €gy + €ag+ -+ 8 € R*

es un vector propio asociado al valor propic A = 1.
En efecto
Ty (u) =Tn (ea) + €ay ++* 4 €ay_, +€a,)
= Epfa;) + Crfag) T ' T Exlap_;} T Enfos)
= €g(a;} t €olag) T+ €afar_y} + Cofar)
= €gy T €ap + ot eg teg

=1

Esto es, u es un vector propio de Ty asociado al valor propic A= 1. B

Observacién 12 Siw € S, se descompone como un producio de v ciclos ajenos 01,02, -+, 0y,
por cada ciclo oy i = 1,2,---,7 podemos construir un vector propio u,, asociado al valor propio

A =1, La contruccién es la hecha en la demostracidn de la proposicion anterior.

Definicién 64 Sin € 5,, al conjunto {v € R" | T, (v) = v} lo Hamamos el espacio propio de

T asociado al velor A = 1 y lo denotamos por V;.

1 2 3
Ejemplo 65 Sea 7w = € 53, m=(1,3)(2). La funcidn lineal Ty es la dada en el
3 21

ejemplo 61. u) = e; + ez y ug = e2 son vectores propios de T asociados al valor propio A = L.
Los vectores uy y u2 formen una base para el espacio propio 17,
Claramente el conjunto {u;,ua} es linealmente independiente, por lo que es suficiente probar

que 5i T € R? tal que T € V;, entonces es combinacidn lineal de wy y ua.
q ]
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Sea T = (z1,%2,73) € V; entonces Ty (z1,22,23) = (21,72, £3) pero también

Tx (x1,%2,73) =Ty (x101 + T2e2 + T303)
=1, T (er) +x2T5 (ea) + 23T (e3)
= T1€x(1} + T2Cr(2) T T38x(3)
= Trenayaiy T Tee(.ay22) T TN
= T ez + Tresx 4+ T3e

= (IS,Z'Q,Il)

de lo anterior tenemos que (z;,T9,%3) = (T3,72,71) asi que T = 13 y entonces

(z1,72,73) = (23,22,23)
=1T3 (e1 + 83) + zoe2

= T3t] + Tglg
Por lo tanto {u;,us} genera al espacio propie V. y conclumos que {u,uz} es base de V.

Ejemplo 66 Para m = {1,3}(2,5) (4) € S5. u; = 1 + 3, u2 = ez + €5, § Uy = e4 son vectores
propios de Ty, correspondientes al valor A = 1. El conjunto de vectores {u),uz,uz} es base para
el espacio propio V.

E! conjunto {uy,ug,ua} es linealmente independiente pues si
phttL + pigus + pguy = 0
entonces
Jig (€1 +e3) + pg(ea +e5) + pae3 =0

I cual es una combinacidn lineal de elementos de la base candnica de RS y por lo tanto p; = 0,
coni=1,2,3. Porlo tanto {u1,uz,ua} es lincalmente indepcndiente.
Se puede probar que el conjunto {u),u2,us} genera el espacio propio usociado a Vi con el

mismo argumento al empleado en el ejemplo 65.

Ejemplo 67 Sea r = (2,3,5) (1,6)(4)(7) € 57. w1 = exteztes up=¢€;+cp, ug =€ ¥

uq = ey son vectores propios asociados al valor A = 1. Estos vectores forman una base para V.
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Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente proposicién:

Proposicién 68 Sea 7 = o109-:0, € 5, con 01,02, -,6, los ciclos ajenos de m, inclu-
yendo los posibles ciclos triviales. Siup,up,---,Ur, son los v vectores propios oblenidos segin
la observacidn 12 entonces {uy,ug,- -, 4.} es base del espacio propio Vi y por consiguiente

dim Ve =17,

Demostracién. Escribamos los ciclos ¢; como 0; = (ai1,84,2,- -+, @i, ) , €8 decir,

g1 = (“leal,?r e !a’l,!])
@2 = (a21,022," "+, 02,0)

ar = (an1, a2, ,ar,sr) .

Seguin la observacién 12 el vector u; correspondiente al ciclo oy es:
5
Ui = €ayy F€ap+ "+ €, = Zeﬂ-.;'
i=1

Sipuy + ppuz -+ -+ + g, u, = 0 entonces

fatn F pglig oo U = g (E;.:l e“l.i) +
+ﬂ'2 (E;:_-l eag.j) +o T+ Hr (Z;‘:l ear,j)
=¥ia 25;1 Hi€a,; =0

Esto es una combinacién lineal de los elementos de la base candnica de R™ igualada a 0 y
entonces ;;, =0 para todai=1,---,7.

Por lo tanto {u;,us, - -,u,} es linealmente independiente.

Falta probar que {wu),uz, -, u,} genera al espacio propio Va.

Si 8= {e1,e2, -*,en} es la base candnica de R™ cambiemos el orden de # de tal forma que
aparezcan primero todas las e con & en la 6rbita de ¢y; después todas las ¢ con k en la drbita

de a9 y asf sucesivamente hasta obtener la base ordenada

1= {cnl_laeu],_gy' “aCay s €a2 10 Caz2: T Cag gt ey Cargs T aea,,,,:}
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Sea v= Y I, bje; € R tal que T {v) = v. Con respecto a la base 7, v se expresa como:

U= bﬂl.leﬂ:l,l + bﬂ:.zem,z +ot bﬂl,ul—leal,al—l + bal.q a4, +
bag 1 Cazy + Dagp€agy 7+ Bag .y 1€aguyy F0as g, Tt ()

ba.-,; eu.-_: + ba.-,zen.-,: + e bﬂr..,——xedr...——l + bﬂr.-.-eﬂr.n-

Aplicando T a v tencimos:

Tafv) =Tx (bﬂl.]eﬂl.l +ba, 280,21+ ba:.q—leﬂl.q-l +bay.,, e,,,‘_l) +
T (BagCazy + Bagn€ass + -+ Bay sy 1€az syes + B ayCazay) 700
Tr (bar,leﬂr,l +ba, 0800 F 0 b by, —1Capapa T bﬂr,:pear‘,h-) =
bnl.leﬂ.(“,.l) + ba,‘.zi’,,(am) + e+ ba‘-~'|.-le"(a| 1) -+ bul._, C'"(ﬂl_.l)+
by €nfaz1) T DaggCm(agg) + - F bﬂﬂ.lg—leﬂ'(ﬂz_ag—l} + b"2--e‘"n(aa.s2) oot
ba, \Ena, 1) + bﬂr.zcw(nr,z) +-o0 bﬂ-—.ur—lcﬂ(ar.u—ll +ba,, Cran,.,) = (10
ba;,leol(al‘l) + bm.'zcm(m.z) +oot bal-'l-lcﬂi(ﬂl,sl—l) + b““l eat(al..1)+
bay,18ag(ag,) T b“?.?eﬂz(az.z) +eoot b“ﬂ--e—‘eoz{az.az—l) + b‘zﬂ"i’eaz(“ﬂ-'z) oot
bar1€ay(an1) T Par2€or(anz) T Vors 1 €or(anee—) + Pars, Corfar,) =
= bay1€arp +Dago€ars o+ e, m1€ar., F 0 Ca T
bag 1 €aza T baga€oss + 0 F bag ey 1Cag,, + e

ba,1€arn + barators + 0t bar,, i€y, bar,, Ca

Comeo T (¥) = v comparando la expresién obtenida para T {v) en ({7} con la expresién de

v obtenida en (/) obtenemos las siguientes igualdades:

bay,y = bayzibays = bayg. "bal.:l = by

baz.: = Day s, bnz,z =bagg. 77y bﬂz..2 = bay,

b = bﬂr,:abar.z = bar.a’ RN

Arar

=ba,,

ar1



de lo que se sigue que:

v= by, (801.1 tea, tr ea:..l) +
bag,y (Eazy + Caga + -0+ + ea'z.q) +

+ba, s (eam +eqt+t ear,,,)
= bay U1 + bag 2 + +bg,  ur

Por 1o tanto {u),ug, -, u,} es base de V. A

La proposicién 68 nos permite concluir el siguiente corolario:

Corolario 69 La dimensidn de V; es v, con r es el mimere de ciclos ajenos de , incluyendoe

los posibles ciclos triviales.

Observacién 13 En el caso de una transposicisn o = (i,7) € Sy, 1 < §, hay eractamenie n—1

vectores propios de T, linelamente independientes esociados ol valor propio A = 1.

Los vectores ey, €2, -+, €i_1, €41, ** 1 €51, €21, ***, €n, €& + €; forman una base para V;.

Por lo tanto dim (V) =n — 1.

Definicién 70 Sea 0 = (i,7) € S, coni < j. Al vector v = e; — ¢; le llamaremos el vector

asociado a .

Proposicién 71 Sea o = (i,7) € 5, coni < j. —1 € R es valor propio de T, correspondiente

al vector asociade a 0.
Demostracién. Ty (e; —ej) = e —e;i = —{e; —e;) M

Observacién 14 Sio = (i,7) € Sn coni < j yv = ¢, — ¢; el vector asociado a o, entonces
dm(R")=n=1+(n -1} =dim{¥} +dimV,.

Proposicién 72 Si o = (i,j) € S, con i < j y v es el vector asociado a o, entonces el
complemento ortogonal de v es V,, es decir, (v} = V, donde (v)* denota al complemento

ortogonal de v.
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Demostracién. Por la observacién 13 V;, estd generado por ey, ez, -+, €i-1, €41, -+, €51,
€js1, *** €n, & + €. De la definicidn de v es inmediato que con el producto escalar usual de
R®, {v,u) =0 paratodou € V;. M

Con lo anterior estamos en cendiciones de probar el siguiente resultado.

Teorema 73 Seaw € S,, si® = T1T9 T, CON Ty, T2, ---, Ty 68 ciclos ajenos de incluyendo
los posibles ciclos triviales, entonces ® no puede escribirse como producto de menos de n —
T transposiciones, donde r es el nimero de ciclos ajenos de w incluyendo los posibles ciclos

triviales.

Demostracién. Supongamos que # = 7,62+ ¢ con cada o; una transposicién. Demostra-
remos que k > n -7
A cada o; le hacemos corresponder su vector asociado v;.
Por la proposicién 72 cada v; es ortogonal al subespacio V4.
Sea V = {{vi,vg,- -, vr}} el subespacio de R™ generado por los vectores asociados a oy, o3,
coy Tge

Es inmediato que dim V' < k, de donde se sigue
n—dimV >n -k (N
Por otro lado R® = ¥V @ V1, de donde se sigue n = dim V + dim V' y entonces
dimV+ =n—dimV {in
De las expresiones (I} y (I]) se tiene la desigualdad
dimV+ >n—k {I1T)

Sea v = {wi, w2, -, wn_i} un subconjunto de ¥, {w,, v;) = 0, entonces por la proposicién
72 se tiene que w, € V,, lo que implica que v, cs dejado fijo por T, paratoda i =1,2,..+,ky
entonces Ty (w,) = w,. es decir, ws € Vi

Por o tanto V1 C V; ¥ entonces dim V1 < dim V;.
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Por (/I n—k <dimV* y por el corolario 69 dim V; = r.
Por lo tanto n — k < 7, de donde

n—r<kil

Usando la notacién anterior se sabe que w € S, se puede descomponer como producto de
7 — r transposiciones, (tecrema 53) y usando el teorema anterior encontramos nuevamente el

mismo resultado enunciade en el teorema &9.

Observacién 15 Paerz v = (q1a3..,a,} € RY,
(Wt = {7 € R" | (v,3) = 0}

SiT € (v)J' , entonces 0 = (v,T) = ajx; + agze + + -+ + anTn, en particular si v es un vector
asoctado a una transposicidn o = (i,§) € Sa, n 2 2, 1 < §, el subespacio (v)l = V, se puede

caraeterizar come el conjunto de soluciones de una ecuacidn lineal homogenea
a7y +asTy+ -+ @y =0

Definicién T4 Sea v € S, y 0102+ - o una descomposicidn para Tcome producte de trans-
posiciones. Diremos que el producto 0103 - - - o4 es una representacidn minima de 7 si k es el
nidmero minimo de transposiciones necesarias para descomponer © como producto de transpo-

siciones.

Teorema 75 Sim = 0109 --04 s una represeniacidn minima de 7 y v; es el vector asociado

ao; parai=1,2,... k entonces el conjunto {v1,v2,---, v} s linealmente independiente.

Demostracién. Para cada o; consideremos el subespacio V;, y por Ia observacién 15 los
elementos de cada subespacio Vg, se pueden caracterizar como las soluciones de una ecuacién
linea] homogenea en n indeterminadas.

Con las k ecuaciones lineales obtenidas a partir de las V,,, formamos un sistema de & ecua-

ciones lineales homogeneas con n indeterminadas.
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anry+ a2+ -+ anaa =0
anT) +a3T2 + -+ a;mTn =0 (%)
*

QpTy +apaTo o F Qppty =0

o bien en forma matricial AZ = 0, con A la matriz asociada al sisterna (*) .

Notamos que el subespacio N,V es el conjunto de soluciones del sistema (+). Como
T = o177+ ) €5 una representacién minima, entonces k = n — 1 con r el nimero de ciclos
ajenos de 7 y entonces el sisterna (*) tiene soluciones no triviales.

El espacio de soluciones para {*) es el espacio nulo de A. 8i Nul (A) denota la dimensién

del espacioc nulo de A entonces Nul (A) = dim (Nf

i=1

V.,) porque el espacio nulo de A es igual a
Nk, Yo,
Por otra parte A es una matriz de k renglores y n columnas por lo tanto el rango de A

denotado por Ran (A) cumple que
Ran(A) <k (N
Por el teorema de la dimensién en dlgebra lineal se tiene la igualdad
n = Nul(A)+ Ran (4) (I

De (I) y (I]) seticne n < Nul(A) + & y entonces n — k < Nul{4).
Por lo tanto se tiene

n—k < dim (ﬂ:‘;lVa.) (111)

Por otro lado

R*'=V, oV}

como NE

1=]

Vo, C Vi, entonces dim (M*_,15.) < dim ¥, y como 7 = aya3 - -0 es una represen-
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tacién minima de 7, entonces dimV; =r =n — &, de donde
dim (nf.;lv.,,.) Sn—k (Iv)
De (/II) y (IV) se tiene dim (N, V},) = dim V; y por consiguiente
(nﬂ;lv,,‘) =V,

Como Nul (A) = dim (Nf_,V5,) = dim Vx = n — k entonces en (/]) se tiene

1=1
n=mn—k+ Ran(A)

de donde Ran(4) = £.
Por lo tanto los renglones de A son linealmente independicntes y por lo tanto los vectores

vy, t2, - -, Uk son linealmente independientes. B

Corolario 76 Siw = a,02-- -0 es una representacidn minima, entonces el conjunto de vec-

tores {vy,ve,-- -, v}, {15 asociadoes a 0;) es base del subespacio V.

Demostracién, Para 7 € S, se cumple R* =V, & \/;"-.

En la demostracién del teorema anterior se tienen dos resultados:

Ve =l (Va,) = Nl (w)* (0
¥
dimVy=n—-k {II)
Si v € Vi entonces v € N5, (vt . De lo anterior v € {v,}* paratodai=1,2,---, k. Por

lo cual {v,v;) = 0 para toda i. De aqui que ; € ViF paratoda i=1,2, -+, k.
De lo anterior {w,vs,---,%}, € un conjunto linealmente independiente contenico en V.
Como R™ =V, @ V.1 y por (/1) tenemos dim V' = k.

Por lo tanto {vy,vg, -, 1} es base de V1. W

Proposicién 77 Sea ™ = 772 --- 7 € S5, un producto de ciclos ajenos. Sim = a0 - a; es
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una representacidn minima, entonces parn cada o; = {a;, b;) se tiene que a; y b; corresponden

a un misme ciclo de w.

Demostracion. Sean 7,7z € S, dos ciclos ajenos de 7.

Supengamos que existe una transposicién o; = (a,b) € S, para algunai=1, 2, ---, k, con
a < b, a y b en 6rbitas distintas bajo 7. (ciclos ajenos). Sea el v; vector aosciado a a;.

Como o109+ & una representacién minima, {v;,ve,---,14} el conjunto de vectores
asoclados es base de V-

Consideremos el vector

u= E €q,

a,€8(rc)
Con é{r.) la ¢érbita de a bajo n. Entonces u; € V5.

El producto

(v,u) = {€a ~ep,€a T g+ teg) =
{eas€a) +€ap T+ ea) —{es,€a, F oyt tey) =
1-0=1#0

Lo cual contradice el hecho de que u € V.
Por lo tanto a y b pertenecen al mismo ciclo. B

En la proposicién anterior la condicién de ser descomposicidn minima es fundamental.

Ejemplo 78 Consideremos = = (1,6){3,4) (4,6) (1,3) € Ss. El conjunto de vectores asociados

{e; — e e3 — €4, 04 — 5,61 — €3} no es linealmente independiente, pues
e — e = (83 - (24) + (84 - es) + (61 - 63)

Nétese que 7 = (1,4) (3,86) .
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Capitulo 4

Descomposicion de permutaciones

como producto de transposiciones

I11.

En este capitulo daremos una prueba para calcular el mimere minimo de transposiciones ne-
cesarias para descomponer una permutacién w € S, como producto de transposiciones. La
prueba hace uso de la teorfa de graficas. Ademds podremos definir la funcién fndice (ind (1))
con T € 8, y probar un teorema debide a Ree.

Sea £ un conjunto con n elementos y sea T CSn un conjunto de transposiciones. A partir
de Q y T construimos una grifica denotada por G considerando al conjunto ) como conjunto
de vértices y al conjunto T como conjunto de aristas. Inversamente, si G = {A, V) es una

grafica, asociamos a G un conjunto Ty C S4 de transposiciones.
Observacién 16 La construccidn anterior es una biyeccidn.

Ejemplo 79 En 83 sea T = {(1,2),(1,3),(2,4)} C Sa. Una representacidn de la grifics Gr

usociada & T es la de la figura 4.1,

Aprovechando los conceptos de la teorfa de gréficas, calenlar el nimero minimo de transpo-

siciones necesarias para descomponer un ciclo se reduce al siguiente lema;
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X

4 3

Figura™4-1:

Lema 80 Sea T un conjunto mintmo de transposiciones que generan un subgrupo transitive H
sobre Q, con § un conjunte con n elementos, n > 2, entonces:
i) el nimero de elementos de T esn 1.

i} El producto de los elementos de T, {en cualguier orden} es un n—ciclo.

Demostracion. z) A partir del conjunto T, contruimos la gréifica asociada Gy.

Como T genera un grupo transitivo, para cada par a;,a; € {) existen transposiciones
a1,d2,-,0 € T tal que 6107 - -- 0k (a;) = a; y por tanto existe en Gr un camino que une a;
con aj, para todo a;,e; € 2. De aqui que G es conexa.

Se afirma que Gt es un darbol.

Come Gr es conexa resta probar que G ne tiene ciclos.

Supdngamos que G no es un arbol, entonces en Gt existe un ciclo formade por aristas
Ly, I3, -+, I, sean oy, g, ---, 0} las transposiciones correspondientes, entonces el conjunto
A= {g1,02,--+,0,} € T tal que 7172---04 = ¢ € S con e la identidad en Sp entonces
T2 - 01 = O lo que implica que T — {7} genera a H. Esto es una contradiccién pues T
es un conjunto minimo de transposiciones que genera un subgrupo transitive H sobre .

Por lo tanto Gr no tiene ciclos y Gt es un darbol.

Come Gt es un drbol y £ es un conjunto con n elementos entonces Gy tiene n vértices y
por lo tanto n — 1 aristas. De ahf que n ~ 1 es el mimero de elementos de T. Por lo tanto el
wiinere minime de transposiciones necesario para generar un subgrupo transitivo H sobre £ es
n—1.

i1} Sean oy, 07, --,00-1 los elementos de T. El producto de los elementos de T es un
n—ciclo.

La demostracion se hara por induccidn sobre m = n — 1 el niimero de elementos de T.
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Sim=1,n=2,T = {{a,a2)} y ¢! producto de los elementos de T es {a;,a2) que es un
2-ciclo.

Supongamos que el resultado se cumple para un conjunto (¥ con m + 1 elementos y T un
conjunto con m transposiciones.

Sea {2 un conjunte con m + 2 elementos y T ={my,e9,- -, 0, Tmy1 } un conjunto minimo
de transposiciones que genera un subgrupo transitivo sobre €.

La grafica Gr asociada a ‘T es un 4rbol, entonces existe al menos un vértice terminal de Gp.
Sea a; un vértice terminal de Gr entonces existe un tnico a; € {, tal que (a.-,aj) € T, o bien
@, @; € Gr. Supongamos que 0 = (a;,4;}.

Sean T'=T—{o1} y ¥ =0 - {a;}.

La grifica Grr es conexa y entonces T' genera un subgrupo transitivo sobre . Nétese que
Gt es una subgréfica conexa de Gr. G es drbol.

Como |T'| = m, entonces por hipétesis de induccidn el producto de los elementos de T’ es
un {m + 1) —ciclo. Sea (aj,a;,---,a;) el {m + 1} —cicle obtenido del producto 0203 - - - 0O mp1.

El producto del (m + 1) —ciclo con ¢} es:

T=01(0203 - OmOmy1) = (Gi,aj) (aj,aa,“',ar) =

(ﬂj,ar,' T :anﬂ-:’)

el cual resulta ser ({m+ 1) + 1} = m + 2 un m + 2—ciclo.

Por lo tanto si |T| = m el producto de los elementos de T es un (m + 1) —ciclo.

Obérvese que en el producto T = 7102+ 0,0 ms1 €0 07 aparece un vértice terminal de la
grafica Gr.

Si at considerar el producto T = 730203 - - - Ty Se tiene que en 7y no hay vértices terminales
de G, 6N T = 010203 - - - Ty hallamos g; con un vértice terminal de G, sea p =7y - - - 020
y por conjugacién se obtiene una permutacién 7' = prp~. Por el teoremna 48 T y 7 tienen la

misma estructura ciclica y

prol = oy o)) (mioe - oidi o) {oaa i) =
FiTip ) " Tp—10102 - - Oi] =

TI

36



En 7 se tiene el producto de todos los elementos de T con un vértice terminal en oy, y entonces
estamos en las condiciones del caso anterior, entonces 7' es un n—ciclo y en consecuencia T
también es un n—ciclo. B

Los subconjuntos de permutaciones X que generan un grupo transitivo sobre ! no son

dnicos.
Ejemplo 81 Sea 0 = {1,2,3,4} Sn = S4.

Sea X= {(1,2),(1,3),(1,4)} entonces X genera un grupo transitivo sobre (,ya que {X) =
Ss. [X]=3.

El conjunto X'= {{(1,2),{2,3),(3,4)} también genera un grupo transitivo sobre (2.

El lema 80 proporciona otra forma ce caleutar el nimero minime e transposiciones nece-

sarias para descomponer un n—ciclo.

Teorema 82 El mimero minimo de transposiciones necesarias pera descomponer un n—cicle

esn~—1.

Demostracién. Sea € un conjunto con n elementes. Sea w € Sp un nr—ciclo, el subgrupo
generado por 7 es transitivo sobre {2,

Sea T CSq un subconjunto de transposiciones que genere 7.

Por el lema 80, el nimero minimo e transposiciones para generar 7 cs 11 — 1.

Por lo tanto el mimero minimo de transposiciones necesarias para descomponer un n—ciclo
esn— 1.1

Considerando que toda permutacién 7 se descompone como producto de ciclos ajenos en
forma tnica, aplicando el lema a cada uno de los ciclos de la permutacion 7 se obtiene otra

demostracion del teorema:

Teorema 83 Dada una permutacion m € S, producto de r ciclos ajenos, se requiere un minimo

de n —r transposiciones para descomponer T como producte de transposiciones.
Definicion 84 Para 7 un ciclo de longitud &, definimos la funcién tndice de n como:
viry=k-1
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Definicién 85 Sea § un conjunto con n elementos y supdngase que ¥ = TRg---T € Sn €3

un producto de ciclos disjuntos, entonces definimos el indice de ™ como

k
v(m) =) v(m)
i=1

Observacién 17 La funcidn fndice de esté bien definida por la unicided de la descomposicion

de 7 en ciclos ajenos.

Ejemplo 86 Consideremos ¢ = {1,2,3,4}.
Seam =(1,2,3) € Sp =58, entoncesv(m)=3-1=2.
Sea mp = (1,2) entonces v{m)=2-1=1,

Sea 73 = (1,2)(3,4) entonces v(nz) =v(l,2)+v(3,4)=(2-1)+(2-1}=2.

Observacién 18 Sir € 5, es un n—ciclo entonces por definicién v(x) =n—1, peron —1
es el mimero minime de transposiciones necesarias para descomponer ¥, de aquf gue si t (7) es

el ntimero minimo de transposiciones necesarias para descomponer w entonces v () =n-1=

t{m}.
El teorema siguiente es un adelanto hacia el teorema de Ree.

Teorema 87 Sea 1 un conjunto con n elementos y T = {71, 72, -, My} un conjunto de per-

mutaciones que genere un subgrupo transitivo sobre 1 entonces
v{m)+vi{m)+- +v(mm)2n—1

Demostracién. En virtud de la observacién 18 podemos suponer que cada w; es una transpo-
sicién entonces

viml+uv(a)+ - +v(rm) =m

Como el grupo generado por T es transitivo, la grafica asociada Gy es conexa y con n vértices,

entonces al menos hay n — 1 aristas y en consccuencia n — 1 transposiciones.
vim)+v(mg)+- +u(mp)=m>2n-10
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Corolario 88 Si T = {w1,%2, -, Tm} genera un subgrupo transitivo sobre , Q) un conjunto
con n elementos y

o)+ u (M) + o+ o) = 0= 1

entonces M1 7g - Tm €8 un cicle de longitud n, independientemente del orden en que se efectie

el producto.

Demostracidn. Igual que en el corolario anterior podemos suponer que cada 7; és una trans-
posicién.

Como v(m)+v{m} + -+ v{rm) = n—1entonces m = n — 1y como T genera un
subgrupe transitivo sobre {2 entonces por el lema 80 se tiene el resultado.

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema de Ree.

Teorema 89 Sea Q) un conjunte con n elementos. Sea T = {my,m9,---,Tm} permutaciones
que actian sobre un conjunto 2, tal que

Mg+« Wy, = € entonces
v(m)+v{ng) +- tu(my,) = 2{n~s)

donde 5 es el mimero de componentes transitivos generado por {my,ma, -+, Tm}.

Demostracign. Caso 1) s = 1.

Sea ) un conjunto con n clementos. Nos interesa calcular el valor de v sobre las permuta-
ciones de T. Por la observacién 18 podemos suponer que T es un conjunto de transposiciones.

Como T genera un subgrupo con una érbita entonces T es transitivo sobre 2. Por el teorema
87T, m>n—1.

Por el lema 80, si T ¢ T es un subconjunto mfnimo de transposiciones gue genere un
subgrupo transitivo sobre {2 entonces el nimero de elementos de T esr=n— 1.

Sea T' = {m;,, My, -, 7, } € T un subconjunto minimo de transposiciones que genere un
subgrupo transitivo sobre {1. Por la segunda parte del lema 80, el producto de los elementos de

T' ¢s un n—ciclo, con lo eual si 7y, € T £ =1,2,.--,r, entonces {m;, )" ¢ T.
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Como mywp - Tm =g, 5i M, € T, (wih)'l € T ~'T', con lo cual si |T'| = n — 1 entonces
[F~T)=n—-1y asf

IT|=|T|+|T-T}|22(r-1)

Como cada elemento de T es una transposicién se tiene que v{m) = 1 para toda ¢
1,2,--+,m.

Por lo tanto

vi{m)+u{m)+ - +u{mmp)=m>2(n-1)

con lo cual queda demostrado el teorema en el caso s = 1.

Caso 2) Supéngase que tenemos k 6rbitas.

Sean ¢; las diferentes 6rbitas, para cada drbita se tienc ¢} correspondiente conjunto de
permutaciones T% que actiia transitivamente sobre los elementos de 8;.

Aplicando el caso anterior para los conjuntos tenemos:

8 = i, Toh i =m, [T =y, 3 mi=m.

Puara cada ¢ se cumple el primer caso. Por lo tanto

v(m)+u(ng)+-+v{Tm)=my > 2(n; — 1)

Sumando los correspondientes resultados, tenemos que:

k & k
Yomizy 2m—1)=2) (m-1)=2(n—k)
i=1 i=1

i=1
Por lo tanto N
m= Zm,- >2(n—Fk)
i=]

Estamos suponiendo que cada permutacidn es una transposicion, entonces

Zu(fr)=11122(n—k) [ |

L=y

El teorema de Ree, teorema 89, asi como la funcién v han sido empleados en ¢l estudio de
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superficies de Riemann, En cierto momento Ree expone dentro de su artfculo [4] que la prueba
directa para su teorema parecfa complicada. Ree para probar su teorema, empled cubiertas para
la esfera de Riemann, requirié de una orientacién y finalmente calculé el genere de la superficie
por el métedo de Hurwitz. No es mi propdsito entrar en detalles de esa demostracidn.

Otra caracterizacién para la funcién v.

Dada 7 € S, podemos pensar en la funcién lineal T; de R™ en R", dada en el capitulo tres,
que permuta coordenadas. La matriz asociada a esta funcién lineal es una matriz permutacién.
De ella hablamos en e] capftulo tres. Una matriz permutacién siempre tiene a 1 como valor
propio.

Notacién.- Sea m{#) la multiplicidad de 1 pensado como valor propio de la matriz per-

mutaciéa.

Proposicién 90 Sea m(n) la multiplicided de 1 como valor propio de la matriz permutacidn,

(funcién lineal T, )} entonces v{m} =n —m(w).

Demostracién. En el capitulo tres se probé que el nimero de vectores propios asociado a la
funcién lineal Ty es 7.

El mimero de vectores asociados a la matriz permutacién es el mismo que el de vectores
propios asociados a la funcién lineal 7.

Por lo tanto la multiplicidad de 1 come valor propio de la matriz permutacién, es exacta-
mente el mimero de ciclos ajenos en que se descompone 7. De tal manera si m es producto de
7 ciclos ajenos, entonces m (7} = r.

Nétese que v{m) =3 (I(m}-)=n—r=n—m(x). W
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Capitulo 5

Descomposiciones diferentes de un

n-ciclo.

En los capftulos anteriores se probé que el mimero minimo de transposiciones necesario para
descomponer una permutacién m € S, de n letras y r ciclos ajenos es n ~ ». En particular
un n—ciclo se descompone como producte de n — 1 transposiciones. La descomposicidn de «
como producto de transposiciones no es tinica, asi que en este capitulo contaremos el mimero
de formas distintas en que se puede descomponer una permutacién.

Para este fin necesitamos contar el niimero de 4rboles con n vértices etiquetados distintos.

Definicién 91 Una etiguetacidn para una grdfica G = (V, A) de n vértices serd una funcidn
f:V =1, donde I, = {1,2,--- ,n} y f es biyectiva.

A los enteros, 1,2,3,---,n, se les llama etiquetas de G,

Definicién 92 Una grifice etiquetade es una pareja (G, f) con G una gréfica y f una etique-
tacidn de G.

Noétese que esto es una etiquetacion para el conjunto de vértices de G.

Ejemplo 93 Sea G = (V, A) con V = {v,v9,v3, v, 5,06} y A = {{1, 12,13, 14,15} conly = U153,
Iy = T103, Ia = Tyv4, 1y = Tat;, Uy = T3tg, G es una grdfica etiguelada, mds ain G es un drbol
etiguetado.

La figura 5.1 es una representacién de G y corresponde a una grifica etiquetada.
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Figura~5-1: Represeniacidn de una grifica efiquetada.

El siguiente teorema auxiliar debido a Cayley, 1889, calcula el nimero de arboles etiquetados

distintos, que pueden ser formados con n vértices,
Teorema 94 El nimero de drboles etiquetados distintos es n™~2,

Hay varias demostraciones de este teorema, en particular H. Prilfer (1918} probé que hay
una correspondencia biyectiva entre los drboles etiquetados con n vértices y las sucesiones finitas
distintas de n — 2 etiquetas tomadas del conjunto con n etiquetas. En este trabajo no daremos
una demostracién de este teorema. Para una demostracion de este teorema consultar [13].

Si G es un 4rbol entonces G ticne n—1 aristas, podemos pensar en una etiquetacién para las
aristas definiendo una funcién ¢ : A — J, J un conjunto con n — 1 elementos y ¢ una funcién
biyectiva.

Una grafica etiquetada por los vértices y las aristas serd entonces una terna (G, f, ), donde
G es una gréfica, f es una etiquetacidn para los vértices de G y ¢ es una etiquetacidén para las

aristas de G.

Proposicién 95 El nimero de drboles etiquetados por vértices y aristas distintos es

a2 {n — 1)L
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Demostracién. Por el teorema 94 se tiene que el nimero de drboles etiquetados por vértices
distintos es n"~2,

Para cada drbol etiguetado por sus vérices se tiene que el nimero de etiquetaciones posibles
para las aristas es igual a las permutaciones de las n — 1 etiquetas y por lo tanto cada arbol
etiquetado por sus vértices se puede etiquetar por sus aristas de {n — 1)L.

Por lo tanto el mimero total de drboles etiquetados por vértices y aristas es ™2 (n - 1)1, W

El teorema siguiente calcula el nimero de formas diferentes en que un n—ciclo se puede

descomyponer como producto de transposiciones.

Teorema 96 Sea p € S, un n—ciclo entonces p se puede escribir como producto de transposi-

ciones de n"~2 formas diferentes.

Demostracién. Mostraremos por induccién sobre n el niimero de vértices de G que a cada
arbol etiquetado por vértices y aristas le podemes hacer corresponder un n—ciclo.
Claramente para 1 = 2 se cumple el resultado.

Segun la expresidn citada en el tecrema anterior para n = 2 se tiene
2" - =222-1)=2(1)=1

Para n = 2 nuestra grafica se reduce a dos vértices y una arista, de ahi que hay sole un
arbol etiquetado y sélo hay una forma de escribir un 2—ciclo come producto de transposiciones.
Por lo tanto el teorema es vélido en este caso.

Sea n > 2 fija y supongamos que ¥k con 2 < k < n, €l teorema es vélido, es decir, todo
4rbol etiquetado con k vértices y k& — 1 aristas corresponde a un k—ciclo. Hay que probar que
todo drbol con n vértices y n — 1 aristas etiquetadas corresponde a un n—ciclo.

Sea @ un 4rbol etiquetado por vértices y aristas, con n vértices. Para cada arista l; de
la gréfica etiquetada G sea o, la transposicién obtenida segin la correspondencia dada en la
observacidn 16, con esto obtenemos un conjunto T con » — 1 transposicioncs.

Lo anterior sc da en virtud del teorema 37. Sea G un 4rbol con n vértices entonces G tiene
n — 1 aristas, de aquf que tengamos n — I transposiciones en el conjunto T,

Sea T = {my,02,---,0n—1} el conjunto de las transposiciones obtenidas de G.
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En la gréfica G eliminemos la arista correspondiente a ox = (i,5) pero sin eliminar los
vértices €, 7.

Como T es un érbol, al eliminar una arista obtenemos dos subgraficas disconexas G' y G".
Nétese que §' y G” también son drboles.

1) Sea k; el niimero de vértices de G’ y ks el mimero de vértices de G¥ entonces ky -+ kz = n.

i) Si ¢ = (4, V') y " = (4", V") entonces A'N A" = @,

Aplicando la hipétesis inductiva a los 4rboles ¢’ y G” obtenemos que el drbol G’ corresponde
a un ky—ciclo y el arbol G” corresponde a un ka—ciclo.

Supongamos que py = (imjaz-- ag-1) es el k—ciclo correspondiente 2 G’ y que py =
(7b1b2 - - - by 1) es el ko —ciclo correspondiente a G”.

Comeo A'N A" = & entonces los ciclos p; ¥ py no tienen elementos en commin y por lo tanto
conmutan, es decir, p;py = pap;.

El producto p;pym

prpaoy = (fegags ek 1)} (Foibe - by 1) (,7) =

(#byby - - - by joran -~ - Gy 1)

es un n—ciclo.
Por 1o tanto cada 4rbol etiquetado con n vértices y = — 1 aristas corresponde a un n—ciclo.
En la proposicién 49 mostramos que en Sy, existen (n — 1)! diferentes n—ciclos, asi que cada
ciclo se puede representar come producto de

nﬂ_2 (n — 1)' _ n-2
m-nr "

formas diferentes W
Ejemplo 97 Consideremos {1234) € S;. Seqin lo anterior, existen 4%~2 = 42 = 16 formas
diferentes para descomponer (1234) € Sy como producto de transposiciones. Esencialmente hay

16 gritficas distintas, cade una de ellas dd origen a un 4—ciclo, pero sdlo algunas dan origen al

4—cicle (1234).
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Grifica
5.La
5.2.b
5.2¢
5.2d

Gréfica
5.3.a
5.3.b
5.3.c
5.3.d

Grafica
5.4.a
5.4.b
5.4.c
5.4.d

Transposiciones
{(12),(23), (34}}
{(14),(23), (34)}
{(12),(14). (34)}
{(12),(14) ,(23)}

Transposiciones
{(14),(24),(23)}
{(12), (13}, (34)}
{(14),(13),(23)}
{(12).(24), (39)}
Transposicienes
{(14),(24), (34)}
{(13),(23) . (34}}
{(12),(24) . (23)}
{(12),(13),(14)}

Total de seluciones

2

[ - TR S B ]

Soluciones Total de soluciones
(12) (23) (34) = (1234) 1
(23) (34) (14) = (1234} 1
(34) (14) (12) = (1234) 1
{14) (12) (23) = (1234) 1
j U
a 3 4 p 3
1 21 2
4 ¢ 3 JTI?’
Figura~5-2: Ciclos
Soluciones
(24) (14) (23) = (1234) = (24} {23) (14)
(13) (12) (34) = {1234) = (13} (34) {12}
(14) (23) (13) = (1234) = (23} (14) (13)
(12} (34) (24) = (1234) = (34) (12) (24)
Soluciones Total de soluciones
(34) (24) (14) = (1234) 1
(23) (13) (34) = (1234) 1
{12) (24) {23) = (1234) 1
(14) (13) (12) = (1234) 1
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1N

4 a3 4b3

NZ

€ 344

Figura™5-3: Zetas

Mll

a34'33

AN

4 ¢ 3449 3
Figura™5-4: Canénicos

Gréfica  Transposiciones  Soluciones Total de soluciones

55.¢  {(13),(23},(24)}  nohay 0
556 {(12),(24),(13)}  no hay 0
55c¢  {(13),(34),(24)}  no hay 0
554  {(13),(14),(24)}  no hay 0

El teorema anterior nos sirve para calcular el mimero total en que un ciclo puede escribirse
coma un producto minimo de transposicioncs. El ejemplo 97 muestra un caso particular y
manejable de la aplicacién del teorema. Para probar el teorema se utilizé como herramienta

auxiliar la teorfa de gréficas. Se mostrd que cada drbol de n vértices da lugar a un n—ciclo.
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1 21 2

X

4 a3 4 b 3
1 21 2

X X

4 ¢ 3 44a 3

Figura™5-5: Cruzados

Una pregunta interesante es la siguiente:

Dado un n—ciclo, jEs posible saber cudles drboles corresponden a ese n—ciclo?

La respuesta parece ser muy complicada.

En nuestro ejemplo existen simetrfas y también puede verse que los isomorfismos de graficas
respetan la descomposicion ciclica. Notamos que todas las graficas de la figura 5.4 son isomorfas
entre si, pero que no representan al ciclo (1, 2, 3,4) , mientras que las gréficas de la figura 5.2 son

isomorfas y cada una de ellas da origen a dos descompasiciones distintas para el ciclo (1,2,3,4) .

Definicién 98 Dos grdficas G = (A, V) y G¢' = (A", V') son isomorfas si eziste una funcidn
biyectiva f entre A y A’ tal que si los vértices a),az € A son adyacentes, entonces los vértices

fla1), f{ag) € A’ también son adyacentes.

Otra pregunta interesante es tratar de generalizar el resultado anterior para que, en lugar
de contar las diferentes formas para descomponer un ciclo, lo intentdramos hacer para permu-
taciones en general.

La pregunta es una curiosidad matemsdtica interesante. La solucién es un problema de
céleulo combinatorio y el nimero buscado depende de la longitud de los ciclos y del nimero
de ciclos ajenos que intervienen en la descomposicién. Es complicado dar una expresién que

caleule este ndmero.
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