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Introducciéon

Los grupos kleinianos constituyen una rama de enorme importancia en las matemadticas de
este fin de siglo, debido principalmente a sus multiples relaciones con otras ramas, como
los sistemas dindmicos y la topologia en tres dimensiones.

En esta tesis se exhibe material introductorio sobre este tema, destacando el contraste entre
los grupos elementales que han side ampliamente estudiados, v los no elementales que son
en muchos aspectos un campo abierto de investigacion.

Brespués de clasificar detalladamente los grupos elementales (entre los que se encuentran los
grupos clasicos de rotaciones definidos por los sélidos platénicos), se muestra la complejidad
de fos no elementales, al existir una infinidad de elementos loxodrémicos que no fijan los
mismos puntos. Posteriormente, se exhiben diferentes definiciones del conjunto limite ¥ se
prueban sus equivalencias. También se discuten pruebas finas sobre convergencia de las
normas de los elementos de los grupos discretos. En este proceso se demuestra la {6rmula
del volumen hiperbdlico de una bola (Teorema 4.2) de una manera elemental, en contraste
con la manera sofisticada que se hace de este cdlculo en las notas de Minnesota de Ahlfors
(1)

Finalmente, se discuten los G-paquetes, subconjuntos similares a regiones fundamentales
que son de gran interés para estudiar productos libres de grupos. Esto se muestra de manera
detallada en un ejemplo de un subgrupo del grupo modular. La ltima construccién se refiere
a los grupos de Schottky, en donde se muestra la gran utilidad del concepto de G-paquetes
para entender estos grupos.
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1 DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 1

1 Definiciones y Resultados Preliminares

Ciertos subconjuntos de R® desempeiian un papel importante en el presente trabajo:
H*={zeR":1,>0},
B={z eR":|z|] <1},

S !'={xeR":|z|=1}.

Estos conjuntos son, respectivamente, el n-espacio hiperbdlico, la n-bola unitaria. v la n-1
esfera.

También, es conveniente introducir el n-espacio real eztendido: R" = R"U {oc}. Este
espacio es homeomorfo a 8* C R**!, por medio de la proyeccicn estereogrifica:
2z 2z 2r z)? -1 .
N —'—fz#ﬂ%, "2.”—2 sir # oc.
7 R*>8" w{z)= L+ z|° 14+ 1+ |z|° 1+ |=

(0,0, ..., 0, 1) st = oo,

Observe en particular que 7 es inyectiva, lo cual permite dotar a R" de una métrica. la
llamada métrice cordel d:  d(z, y) = |n(x) - 7(¥)|.

Lo que en realidad estamos haciendo, es considerar la longitud de la cuerda que une a las
proyecciones de r e y. Se puede probar, aunque no lo haremos aqui, que la métrica cordal
tiene una expresidn explicita en términos de la métrica euclideana:

2|x ~yl )
st oz, y # oo,
(1 +{z1) (1 + )"
d(z, y) = , (1.1)

Para una deduccién de esta férmula, vea {4]. p. 36.

1.1 Grupos y Producto Libre

Definicién 1.1. Sean G un grupo y 5 un subconjunto de G. El subgrupo generade por
5 es la interseccién de todos los subgrupos H de GG que contienen a 5. Denotamos a este
subgrupo mediante {5}

Consicderemos cualquier cenjunto no vacfo .\'. Una permutacién de .X' es una aplicacidn
biyectiva de X en si inismo. Denotaremos con Sy al conjunto de todas la permutaciones
de X. Es ficil comprobar que Sy, con la composicién usual de funciones, €s en realidad un
grupo. el grupo de permutaciones de X,
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Definicién 1.2. Scan G un grupo ¥ .\ un conjunto. Una accidn de G en X es una funcién
w:GxX = X, (g, ) — gz, tal que

(i, ) x,

(i) (g, hx) — (gh, z}).

-

En particular, estamos interesados en el caso en que G es subgrupe de PSL(2. C). XY =C.
¥ ¢ la accién definida mediante ¢(g, z) = g(z) {es decir, la evaluacién). En adelante, sélo
diremos que ¢ actiia en C.

Definicién 1.3. Consideremos un grupo G que actia en X, y z € X. Definimos los
siguientes conjuntos:

Ge={geC:glx)=1r},

Glxy={g(x)e N : g€ G}.

G es el estabilizador de z. v G () la drbita (0 G-drbita} de .

Hay que observar que G, siempre es un subgrupo de G.

Proposicién 1.1. Sea G un grupe que actia en un conjunto X. Para toda v € X, exisie
una correspondencia biyectiva entre los elementos de G (z) y las clases laterales de G en

G.

DEMOSTRACION. Si h(z) = g{x), g7'h(z) = z, por lo que g~'h € G.. v h € gG,. Por
tanto, 9G, = hG.. Por otra parte, si g1,9: € Gy, h™ g, h7lgs € G,. De aqui se sigue
que h7lg; () = k7 'g; (). ¥ por tanto, ¢ {z) = g2 (x). Esto muestra que h (2) = g(z) si v
solo si las clases laterales g7, ¥ h(G; coinciden, v que la funcién v (hG.) = h (r} estd bien
definida y es biyectiva. 0

Definicién 1.4. Sea G un grupo. El centro de . denotado Z (G), es el subgrupo de los
elementos que conmutan con todo el grupo, es decir,

Z(GY={9cG:hg=gh VheG}.

Es importante observar que Z (G) es normalen G.

Definicién 1.5. Sea g un elemento de un grupo G. Los elementos conjugados a g son los
elementos de la forma hgh~'. con h € G. El conmutador de g v h es [g, h] = ghg~th~L.

De la definicién anterior, podemos considerar a [g, ] como el producto de g con un conju-
gado de g™,
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Definicién 1.6. Sean G, G, subgrupos de un grupe G. G| y G, son conjugados si para
alguna h € G, G, = hGoh™".

Observacion 1.1. De la Definicidn 1.6 se sigue de inmediato que si dos grupos Gy y Gy son
conjugados, entonces son isomorfos. Sin embargo, si los grupos son isomorfos, no necesa-
riamente son conjugados. Mds adelante vereinos un ejemplo que muestra este hecho (Ejem-
plo 1.3).

La nocién de grupos v elementos conjugados es esencial en lo que sigue. Veremos que la
mayoria de los resultados que estableceremos a partir del Capitulo 2 son invariantes bajo
conjugacion.

Consideremos ahora familias de grupos {G.:a € A}, con A un conjunto arbitrario de
ndices,

Definicién 1.7. Sea {G,: o € \} una familia de grupos ajenos dos a dos. es decir, si
a # 3, entonces G, NGy = e. El producto libre de los grupos G, es el grupo G generado

por |J G,. y sujeto a la siguiente restriceion:
aEA

Todo g € G distinto de ¢ puede expresarse de manera unica como el producto
de un mimero finito de elementos de los grupos G,. es decir,

g=g142-- - gn, G €Ga, 1<Sk<n
tal que g # ¢ para toda k. ¥ G, # Ga,,,-

Notacidn. El producto libre suele denotarse como G = [] #G,, ¥ en caso de que la familia
atl

de grupos sea finita, G = G * Gy * ... ¥ G,. A la expresion de g € G como en la definicién
anterior se le llama la forma normal, o expresion irreducible de g.

Observacion 1.2. Esta no es la tinica definicion posible para el concepto de producto libre.
Por ejemplo, en [9] se define en términos de generadores v relaciones, y en [11] se define
en términos de homomorfismos v diagramas conmutativos. La definicidn que recogemos en
este trabajo estd tomada de {7}, p. 11. Ademds, en este mismo texto se muestra que las tres
definiciones son equivalentes.

1.2 Métricas y Transformaciones de Mabius
Definicién 1.8. Sean I} C R™ un abierto conexo, y A : D — R* una funcién continua.

Dados cualquier par de puntos z. y en D, y 4 : [a, b} C R = D una curva de clase C' por
tramos que una r con y en D, definimos la A-longitud de 4 mediante

b
(y) = f A0 I (8] dt.
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También, se define la A-distancia py(z, y} de T a y como
gz, y) =inf(Li(7)).
El infimo se toma sobre todas las curvas -y de clase C! por tramos que unen r con y en D.

A una funcién A como en la definicién anterior se le llama una densidad

La siguiente proposicion justifica el que a py{z, ¥) se le llame ia A-distancia. La demo~
tracién puede encontrarse cn [4], p. 7.

Propaosicidn 1.2. g, es una métrica.
Normalmente. escribiremos { y p sin hacer mencion explicita de la funcién A

1
Ejemplo 1.1.  (a} Sean D = H* X : H" - R, A(zy, X2, ..., Zn) = — Estaesla
1'"

métrica hiperbdlica.

(b) Sean D = C\ {0} =C", A: C' = R, Az +4y) = = En el Capitulo ?

2+ y
veremos que C* con esta métrica es isométrico al cilindro 8' x R C R? con la métrica
euclideana (Proposicién 2.2).

La esfera S{a. r) C R" es el conjunto S{a, r) = {xr e R*: |z —a|=r},a € R", r > 0. La
reflezidn (0 inversion) en S(e, r) es la funcién
2
) (z—a).

En el caso especial 5(0,1) = §"~1, esta [érmula se reduce a () = !%
Fy

w:R"\ {a} = R, (,0(:1:)=n.+(

| — al

Si denotamos a esta reflexidn especial mediante x°, l1a reflexidn en cualquier esfera S(a. r
puede escribirse entonces como p(z) = a + r¥(z — a)*.

Esta funcidn no estd definida para x = . Sin embargo, se puede extender p a R" definiendo
pla) = o0, ¥ p(oo) =a.

Ahora, el plano Pla. t) C R esel conjunto Pla, t} = {z € R® : {r,a}) =t} U{oxc}.a e B,
a # 0,y {,) el producto interior usual en R". La reflexion en P(q, t) es la funcién

PR >R, Plz)=z-2[{x,a) - t]a".

Igual que antes, podemos extender y a ]ﬁ", definiendo y{oc) = oo.

En [4], p. 22. se muestra que ¢ y ¥ asi definidas son continnas con respecto de la métrica
cordal d en BR",
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Observacion 1.3. Ambas reflexiones pueden interpretarse geométricamente. En el caso de
la esfera, si z # a, 00, w(z) es el Unico punto en la semirrecta determinada por a v r tal que
lx — a]lp(z) — a| = r. Para el plano, si T # oo, ¥(x) es el iinico punto en la recta ortogonal
al plano P(a,t) que pasa por z, tal que 3(z + ¥(z)) € Pla.t). Ademds, si escogemos el
vector a tal que |a| = 1, el pardmetro ¢ es la distancia del plano al origen.

Debido al homeamorfismo R* = 8", podemos pensar en el plano P(n,¢) como una esfera
que pasa por oo, Con esta convencidn, nos referiremos indistintamente a P(a,t} v a S{a, r}
comeo esferas.

Definicién 1.9. Una transformacidn de Mdbius en E® cs la composicién de un niimero
finito de reflexiones en esferas.

Es trivial verificar que el conjunto de todas las transformaciones de Mébius es un grupo.

Definicidn 1.10. Ei grupo de las transformaciones de Mobius en 2" es llamado el Grupo
General de Mobius, y es denotado por GM (R*).

Ejemplo 1.2. (a) La traslacién f(z) = 2+ e € R", s una transformacién de Mobius,
pues es la composicién de la reflexién en P(a, 0) seguida de la reflexién en P {a. 1 [a|*).
En efecto, si denotamos mediante 1 v ¥ a estas reflexiones. entonces

tto(z) = (z —2(z,a)a") =z - 2{zr,a)a’ — 2 [(17 —2{r.a)a".a) — % |a|'2] a*

=z -2(z,a)a" - 2{r,a)a’ +4(z,a)(a".a)a" +|aj’a" =1 +a

(b} La homotecia f(z) = kx, & > 0. Consideremos ahora @y y @, as reflexiones en S(0, 1)
v en 5(0, vk}, respectivamente. Entonces

1
er0(z) = (l-l%) = k-irilz% =kxr.

{¢) Supongamos n = 2, y consideremos la identificacién natural R? ~ €. La rotacién
f(z) = ¥z, 0 # 2k, k € Z, es 1a composicidn de la reflexién en P(i,0} seguida de
la reflexién en P (ie'®/2, Q).

1
(d} Como en el ejemplo anterior, n = 2, y R? = €. La funcién f: C* = C*, f(z) = e
la composicién de la reflexion en P(i,0) seguida de la reflexién en S(0,1}.

Sea f una isometria euclideana en B? = C de la forma f{z) =az+b cone, be . Ja| =1.
Se sigue del Ejemplo 1.2 {a} ¥ (c) que f € Gﬁ{(ﬁz)_ Atin mds, las reflexiones que componen
[ se realizan exclusivamente sobre planos. En [4], Teorema 3.1.3. se enuncia ¥ demuestra
¢l siguiente Teorema que generaliza de manera notable esta observacion.
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Teorema 1.3. Toda isometrin euclideane f en R” es una composicton de a lo mds n + 1
refleriones en planos. En perticular, f € GM{R*).

Consideremos ahora las transformaciones de Méhius f € GM (lﬁ“) que son directamente
conformes (i.e., son conformes v conservan la orientacién en ]E"). No es dificil mostrar
que estas transformaciones son composicion de un namero par de reflexiones en esferas, e
inversamente.

Definicién 1.11. El subgrupo de G’M(Iﬁ") de las transformaciones de Mobius directa-
mente conformes es llamado el Grupo de Mébius en R*. Este grupo es denotado por M (R").

Para toda n, podemos identificar de manera natural a R**! con R* x R mediante
ESTETPNNE SF. Y I X (C0F TORNRT Sy I Sy B

La inclusién i : ® — R"*! puede escribirse entonces como i(r) = {r.0). Por comadidad.
escribiremos i(r) = 1.

Consideremos la reflexién ¢ en la esfera S(a, r). a € R*. Definimos  como la reflexion
en (@, r). De manera analoga, dada la reflexion ¢ en ¢l plano P(a. t), a € R*. sea " la
reflexion en P(a. t). Se tiene entonces para z € R®,

ile) = 95) = b+ s (=) = (a+ W (z = a1,0) = (plz).0) = 17()

$i(z) = ¥(&) = £ - 2[{F.a) — (] -_‘12- = (.’c - 2[{=z,a) — 1] 0) = (p(x), 0) = ().
||

a
la|*’
Ahora, six € R"', 2= (21,... . T Zns1)s

. _ r? "
L,J(I) =a+ m(l’ - a),

Olz) =7 — 2[{z,8) — 1] la%

Si denotamos mediante [g(z}], a la j-ésima coordenada de g, se sigue de las formulas

2
7" Tnyl -

anteriores que [ (T = ———. vy |v{z) = Tn41, respectivamente. Por tanto. el
n+! lz— 612 y sl

plano z,,1 = 0 v los semiespactos zpy, > 0 ¥ Tny < 0 son invariantes bajo 3 v o
En general, consideremos g € GM(R"). g = wo . . . gk, donde g; os la reflexion en una
esfera. La transformacién § € GM (R”""), definida como § = @@, ... Py, exticnde a g.

. .. ;o s - N - -1 - -
Ademsds, esta extensién es uinica, pues si § v g extienden a g, entonces (§2)” §; fija al
plano z,.; = 0 (= R*) ¥ mantiene invariante a H"*1. Se sigue de 4], Teorema 3.2.4. que

&= g2
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Definicién 1.12. La extensién de Poincaré de g € G’M(f{"), g = 1. . Pr, €5
G = Goir .. € GM(R).

La construccion anterior (que se debe a Henri Poincaré) muestra que cualquier transfor-
macién de Mébius g en R" tiene una extensién natural a una transformacion § en !
Por tante, podemos identificar a GAf (R") con un subgrupo de GM(R"+').

2
T —
le—ol”
. N - i - . r Kl v . I ‘I‘.ﬂ+lyﬂ+]
invariante bajo cualguier extensidn de Poincaré. De esta invariancia, se sigue que las exten-
siones de Poincaré son isometrias del espacio hiperbdlico H™*! con la métrica hiperbélica
del Ejemplo 1.1 (a). La demostracién de estas afirmaciones puede consultarse en [4], p. 34.

La construccidn tiene una ventaja adicional: Permite mostrar facilmente que

Consideremos ahora a ¢ la reflexién en S {en41, v/2). Para z € R"',

‘P(‘r) =epai t+ —*_'—-E(J— - C:H»l)'
|I _ell+l|

Ahora. st x € R".

- 2
(%) = enn +ml—2((ﬂi1, Ly, -e s Tay 0) = (0, 0. ..., 0, 1))
2r, 2z 2z, !;c|2 -1
Ve vz 7 1+ 2P 1+

Esto muestra que la restriccién de p a R™ es la proyeccidn estereografica, y un argumento
de conexidad nos permite concluir que ¢ manda al semiespacio z,,; < 0 en B™*l Si
componemos previamente con ia reflexidn # en el plano x,4+; = 0. entonces ¥ = o manda
a H™*! en B! Por tanto. si g € GM(]@"), entonces w§m~! mantiene invariante a

W(H""H) — Bn+l_

Por otra parte, si f € GM(]ﬁ““) es tal que f(B™*!) = B"*!, entonces 7~ !f7 mantiene
invariante a H"*'. Sea ahora h = 7! fr|g.. Obsérvese ahora que h v 7 'fn extienden
ambas a . y por la unicidad de la extensién, A = 7' fr. Se sigue por tanto que 7 “lfwes
la extensién de Poincaré de alguna h € GAf (]R") y GM (]R") es conjugado en GM (R"*!)
al subgrupe que manticne invariante a B!,

Como ademds 7 es composicidn de un naumero par de reflexiones. se sigue que M(iﬁ") €5
conjugado en M (ﬁ"“) al subgrupo de transformaciones de Mdbius directamente conformes
gue mantienen invariante a Bl

Definicién 1.13. Denotaremos a los grupos conjugados a G;\-I(Iﬁ") ya A-f(!ﬁ") mediante
T = o, GM(B™') v M(B"*!), respectivamente.
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El siguiente resultado nos sera de suma utilidad para la clasificacién de todos los grupos
elementales discretos. Puede consultarse la demostracién en [4], p. 38:

Teorema 1.4. Sea ¢ une transformacion de Mdibius tal que ©(0) = 0 y @(B") = B".
Entences 2(x) = rA, con A una matriz ortogonal.

Se sigue de este Teorema el siguiente Corolario.
Corolario 1.5. Para toda n € N, se tiene:
(1) O(n+1) C GM(B"*") =~ GM{R").
(1) SO(n+1) C M(B™*') =~ M(R").
Es conveniente tener algunas expresiones tGtiles de la métrica hiperbélica en H*~'. Si cou-

sideramos x = req, |, ¥ = Seq4q, 7.5 > 0, es particularmente simple caleular p(r. y). En
cfecto, sea v : [0.1] = H**L, con (0) = x, ¥(1) = y. una curva de clase C'. Entonces

_ VIR + -+ (15.(8)° ' (8]
[(7) _</0 'n+l dt [ 7n+l(t) d 2 ./(: T+l t) d

Observe ahora que entre todas las posibles curvas de clase G' que unen x con y. la curva
definida por y(t} = (tr + (1 — t)s)e,., alcanza el valor minimo en la desigualdad anterior.
Ademas, '(¢) = {r — s)e,;,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que r — 5 > 0,
por lo que |[Y'(t) = v, (1) > 0, ¥ por tanto

plz, y) = _/;1 J:(It)l / :::(t =In(Yn:1(1)) = (1241 (0)) = In (g) .

Para evitar la suposicién adicional de que 7., (¢) > 0, consideramos el valor absoluto. es

decir p(z, y) = |1n (E) |

2
R . T —
Una forma mds utilizada de esta igualdad es coshp(z, y} = 1+ |——il—, que se puede
. . . . . 2xn+lyn+l
deducir de la anterior sin ninguna dificultad.
Consideremos ahora la esfera hiperbélica de radio r v centro ¥ = (th, ¥2, - - Uns1}- €8

decir, el conjunto {xr € H**' : p(z, y) = r}. Por lo anterior, esto lo podemos escribir camo

|z —yf*

coshr =1+ .
2xn+lyn+i

o en forma equivalente, 271 ynpi{coshr—1) = (T — w2+ -+ (Tn — ¥n)? + (Tnay = gns1 )%
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Ahora bien,

(Znt1 — Ynt1): + 28ap1Yns1 (1 - coshr) =22, + 12, — 20,41ynpi coshT
=22+ Yi — Wapilaprcoshr 4+ 42, cosh®r — y2 | cosh? r
= (Tng1 — Yoy coshr)? + 32, (1 - cosh®r)
= (Znt1 — Yngq coshr)’ — 2, senh®r
Estc muestra que la esfera hiperbdlica con centro en y, y radio liperbélico r es la esfera
euclideana

(71~ y1)* + -+ (@n = ¥n)* + (Tas1 = Y1 c0sh7)* = (ynyysenh7)’. (1.2)

1.3 PSL(2, C) y sus subgrupos discretos

Para el caso particular n = 2 , identificamos de manera natural C y R?.
En Variable Compleja, se introduce el grupo de Mébius M como el grupo de funciones de

b
.cona, b ¢, deC,yad—be #0. La condicién ad — be # 0 asegura

+
la forma ¢ (z) = 2z

+d
que las funciones no son constantes. Es importante observar que los coeficientes . b. ¢. d
, . - . Aaz + Ab
estan determinados salvo por un factor distinto de 0, es decir, g(z) = Tt od para toda
r

A # 0. Por tanto, si @ = ad — be, podemos dividir los coeficientes entre /o, v obtener

(2) = (a/Va)z+ib/Va _az+¥
I = G a)z +djJa  cr+d’

con ¢'d — V' = 1. Asi, siempre podemos suponer que ad — be = 1.

Consideremos ahora el grupo de matrices complejas con determinante igual a 1. SL{2. C)
(el grupo lineal especial), y su grupo cociente PSL{2, C) = SL{2, C)/K, donde K es el
centro de SL(2, C).
Para toda 4 = {¢ b € SL(2, C), definimos gy € M como ga(z) = az+b.
M c d ? ) ga 44 cz+d
entonces una funcién @ : SL(2, C) — A, con regla de correspondencia ®(A) = g4. Un
cdlculo de rutina muestra que gap = ®(AB) = ¢(A) o B(B) = gags, por lo que tenemos
un homomorfismo de grupos. Es clarc que el homomorfismo es suprayectivo, y que el kernel

ker(®) consiste de las matrices :l:(é [1]) Entences

Se tiene

SL(2, C)/ ker(®) = M.

Observemos que cualquier matriz en ker($) conmuta con toda 4 € SL(2, €). Por tanto.

. fa . .
ker(®) C K. Por otra parte, si . Z) € K, la matriz debe conmutar. en particular. con
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((l] i),es decir,
1 NNfa by _ fate b+dy _ fa a+by _ fa by (1 1
0 1J\e d) T\ ¢ d /| \c ¢+d) " \e dJNO 1)

lo que implica que ¢ = 0, y a = d. Ahora, también debe conmutar con G (1)) de donde

9696 .)-C 9600 )

0 0 = g% = 1, a = +1. Podemos por tanto conclnir
que ker(®) = K. Por tanto, PSL{2, C) = M. Debido a este tsomorfismo, se acostumbra

tdentificar al grupo de transformaciones de Mdbius M con el grupe PSL(2. C).

v por tanto, b = (. Y como det (a

Consideremos ahora el grupo A (Rz). Cualquier reflexién cn rectas o circulos en € puede

- az+b . .
escribirse como @ (2) = id con g,b.c,d € C, v ad — be = 1. Una deduccidén de esta
€z
férmula puede encontrarse, por ejemplo, en [5]. p 28-30. De aqui se sigue que cualquier

composicién de un nimero par de reflexiones es de la forma

a4
T oyz-6'

g(2)

conga, 3, v, 0eC, ad—Fy=1.

For tanto, M(ﬁQ) C FSL(2, C). Inversanente, supongamos que g € M. Si ¥ = 0, nece-
10 }3

. s o : o, a
sariamente § # (0, y podemos escribir g (2} = 32 + g Si escribimos gV S = t,

entonces g es composicién de una traslacion, una rotacion, y una homotecia. Se sigue del
Ejemplo 1.2 (a}, (b} y {¢) que g es composicién de un nimero par de reflexiones. Por otra
parte, si v # 0, podemos escribir

olz) = Yazr+Jd)  vaz+B)+ab—ad  ofyz+d)+ Py —ad _ a 1
Y(yz+48) ¥z +6) B Yyz + ) Ty lyz+6)

Observe que g es de nueve composicion de traslaciones, rotaciones y homotecias, junto con
la inversion f(z) = = Pero el Ejemplo 1.2 (d) muestra que esta transformacién también
az+J
y:+4'
ad — By = 1, es composicién de un nimero par de reflexiones. Se sigue entonces que
M(R?) D PSL(2, C), y por tanto, M (R?) = PSL(2, C).

Consideremos ahora a C* junto con el producto hermitiano {,) : C* x C* — C definido por
(3, UJ') = z;@l -t ZQEQ -+ Zgﬁg + Z4ﬁ4.

es composicién de un nimero par de reflexiones. Por tanto, cualquier g (2) =



! DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 3

Este producto es positivo definido, es decir, {z,2) > 0 para toda z € €, v {z.2) > 0 si
z # 0, y por tanto, induce la norma y métrica euclideanas en C*;

2
el = V.2 = (1 + |zl + Laf” + 2ef) 7,
diz,w) =z —wl.
Identificamos al grupe SL(2, C) con el siguiente subconjunto W € C*:
= {(a, b, c, d)€C:ad—be= 1}.

Resulta entonces que podemos considerar a SL(2, C} como un subespacio métrico de C*.
Definimos las funciones fraza y delerminante mediante:

tr:SL(2, C) = C, tr((a, b, c. d)) =a+d.

det : SL{2. C) = C*. det((a, b. c. d)) = ad — be = 1.

Un hecho importante que hay que destacar es el siguiente: tr v det son invariantes bajo
conjugacion, es decir, det (BAB™') = det (A), y tr(BAB~') = tr{4). La importancia de
estas formulas quedara de manifiesto a partir del Capitulo 2.

Ademds, try [{ || estdn relacionadas por la siguiente identidad: tr (44%) = {|4||*, en donde

A* denota la transpuesta hermiticna de A, es decir, si A = (Z dl entonces A* = % g

(En nuestra notacién actual, A = (g, 8,¢,d), A* = (&,¢, b, E))
La convergencia en SL(2, C) se define de la manera usual en términos de la métrica.

Une de los conceptos centrales en este trabajo es el de subgrupos discretos.

Definicién 1.14. Un subgrupe G de SL(2, C) es discrefo si vy sélo si para cualquier
sucesién de matrices {4,} C G tal que lim A4, = A, existe ny > 0 tal que 4, = A4
=00

para todo n > ng.

La siguiente proposicién constituye un criterio adecuado para decidir si un subgrupo es o
uo discreto.

Praposicién 1.6. Un subgrupo G de SL(2, C) es discreto si y sélo si pare toda k > 0, el
conjunta {A € G : |jA]| £ k} es finito.

La demostracidn puede consultarse en [4), p. 15. Como consecuencia inmediata se tienen
los siguientes corolarios.

Corolario 1.7. 5§ G < SL(2, C)) es discreto, enfonces G es a lo sumo numerable.

Corolario 1.8. §iG < SL(2, C) es discreto y no es finito, entonces pare cunlguier sucesion
de matrices distintas {A,} C G, lim ||4,] = o<
n—od
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Ademds, puesto que dos grupos conjugades son isomorfos (de hecho, homeomorfos como
prupos topologicos). se tieng también el siguiente resultado:

Corolario 1.9. 5/ & < S5L{2, C) es discreto, entonces cualquier grupo conjugedo a GG en
SL(2, T) es drxcreto.

En el caso de PSL2. Z):

Definicién 1.15. Un grupo G < PSL(2, C) es discreto si y solosi &' (G) < SL(2. C) es
distreto.

Alorq, sean g € P52, €), y A € S5L{2, C) tal que ${A) = g. Como también &(-4) = g.
¢ determina al par { 4. - .4}. Por tanto, podemos definir sin ambigiedad tr? {g) := tr* (4).
También. definimo- la rorma de g como |lg|| == || A[}-

- [
Para el caso de GL'2. Z). se define ||g]| := ——.
|Vdet A

El siguiente resuliade relaciona de manera notable la norma de ana transformacién con la
métrica hiperholica. Puede consultarse la demostracion en [4], p. 61.

Teorema 1.10. Parq toda g € PSL(2, C) se tiene
lglf* = 2 cosh o(j, 9(3)),
donde j = (0. 0. 11 € H3,

St combinamos ¢l Teorema 1,10 con la Proposicidn 1.6 y la Definicién 1.15. obtenemos el
signiente criterio titil para grupos discretos de PSL(2, C).

Corolario 1.11, {'n grupe G < PSL{2, C) es discrelo si y sdlo si para tode & > 0. el
conjunto {g € G: g ° Sk} es finito.

Qbservacidn 1.4. El Corolario 1.11 nos proporciona de manera automatica resultados and-
logos en PSL(2. Y a los Corolarios 1.7, 1.8 ¥ 1.9. En lo sucesivo, nos referiremos a estos
restiftados de manera indistinta, dejando que sea el contexto el que nos indique si nos
referimos a SL12. C' o a PSL(2, C).

Procedemos alwra a clasificar las transformaciones de Mobius de acuerdo a su accién
geométrica. Comenzamos con una breve discusidn acerca de los puntos fijos de una trans-
formacion.

Para y € PSL(2. O, denotamos mediante F, = {z € R*: g (z) = £} al conjunto de puntos
fijos de g.

Las siguientes rransformaciones nos facilitardn el trabajo de clasificacién.
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Definicién 1.16. Para toda k € C, k # 0, se definen las formas candnicas iy como:

ma(z) = kz sikF#1,
e z+1 sik=1

Observe que para las formas canénicas el cuadrado de la traza esta dado por

trz(mk)=k+%+2. o

Sea g € PSL(2, C). Los puntos fijos de g en C pueden ser 1 o 2. Supongamos que g tiene

1
. Entonces
-

un tinico punto fijo ¢, y consideremos h{z) =
z

hgh~' (c0) = hg(a) = k{a) = o0, hgh™' (0) = hg(co) = gﬁc—l)n—_n =t

Observe que hgh™! = f fija a oo, y como no fija a 0, necesariamente es una traslacién
f{2) = z + . Ahora, cualquier traslacién es conjugada a m,. Para ver esto, sélo hay que
conjugar con h(z) = tz.

Supongameos ahora que ¢ tiene dos puntos fijos a y 8, v sea i{z) = z_—% Se tiene que

hgh™" (00} = hg (B) = h(f) = 0o, hgh™'(0) = hg(a) = h(a) = 0.

Por tante, ¢ es conjugada a my para alguna k # 1. Se sigue que en cualquier caso. g es
conjugada a alguna de las formas canénicas my.

Hemos visto antes que tr es un invariante bajo conjugacién de SL{2, C). Como tr? estd

bien definido en PSL(2, C), si f ¥ ¢ son conjugadas entonces tr? (A) = tr? (g). El inverso de
este resultado se enuncia en el siguiente Teorema. La demostracién del mismo puede verse

en [4], p. 66.

Teorema 1.12. Sean h, ¢ € PSL(2, C) distintas de I. f y ¢ son conjugadas st y sélo si
tr?(h) = tr’(g).

El siguiente es un ejemplo que muestra que dos grupos isomorfos no necesartamente son
conjugados {Observacién 1.1).

Ejemplo 1.3. Sean G = PSL(2, C), A{z) = z+ 1, y g{z) = 22. Los subgrupos generados
{h} v {g) son isomarfos {ambos son ciclicos infinitos). No obstante, te? (#) = 4. v
tr? (g) = 9/2, v se sigue del Teorema 1.12 que los grupos no pueden ser conjugados.

A continuacidn, vamos a clasificar las transformaciones de Mébius de acuerdo al nimero
de puntos fijos en R®. Esto es mas fdcil si nos restringimos a las formas canénicas. $i
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identificamos RY = € x R. no es laborioso verificar que las extensiones de Poincaré pneden

cscribirse como:

mez, 1) = (kz, |k|t) sik#L ¥

m(z, Yy =(z+1,8) stk=1.

De aqui, podemos encontrar los puntos fijos de cada my; m, fija sélo a oo, si |k| # 1. my
fija 0 e oo, y si |k] = 1, entonces my fija at conjunto {(0, 0, #}} U {co}. t € R.

Observese ademds que el nimero de puntos fjos es un invariante bajo conjugacidn, pues
como hemos visto. ¢ fija a « si y sélo si hgh™! fija a h {a). Podemos por tanto clasificar las
transformaciones de Mobius de acuerdo al nimero de puntos fijos:

Definicién 1.17. Sea g € PSL(2, C) distinta de [:

{i} g es parabdlica st v sélo si g tienc un tnico punto fijo en C.
(ii} g es loxodrdmica si v s6lo si g tiene exactamente dos puntos fijos en €.
(ili} g es eliptica si ¥ s6lo si g tiene una infinidad de puntos fijos en R? (de hecho. un

circulo ¢ una recta en R®.

Esta definicién podria haberse enunciado de la siguiente manera: g es parabdlica si v sélo
si es conjugada a m,: g es eliptica si y sélo si es conjugada a my, con |[k|=1. k# 1, vy ges
loxadrémica si y sdlo si es conjugada a my, con |k # 1.

Atin podemos refinar esta clasificacion.

Definicién 1.18. Sea ¢ una transformacién loxodrémica. Diremos que g es hiperbélica si
existe un disco abierto (o un semiplanc) I € C tal que g(D) = D. En caso contrario
diremos que g es estrictamente loxodrémice.

i

También podemos clasificar las transformaciones de Mabius de acuerdo al valor de tr?.

Teorema 1.13. Sea h € PSL(2. C) distinta de [. Entonces

(i) h es parabdlica si y solo si tr? (k) = 4,
(it} h es eliptica st y s6lo si 0 < tr2 (h) < 4.
(iii) h es hiperbdlica si y sélo si tr? (h) > 4.

{iv} h es estrictamente lorodrémica st y sdlo sitr® (k) ¢ R*.
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La demostracién puede consultarse en [4], p. 67-68.

Los siguientes tres Teoremas son resultados dtiles relativos a puntos fijos de las transfor-
maciones de M6bius. Se enuncian sin demostracién, las cuales pueden consuliarse en [4], p.
68-72.

Recordemos primero que el conmutador de dos elementos f, g en un grupo G se define
como [f, g] = fgf~'g~!. Hemos viste también que f, g € PSL{2, C) determinan matrices
A, B € 5L(2. C} hasta un factor de £/. Por tanto,

trlf, 9] = tr(AB.-‘I.'lB_I) .
estd bien definido.

Teorema 1.14. Sean h, g € PSL(2. C), entonces:

(i} h y g tienen un punto fijo en éomin en C st y sdlo si trfh. gl =2
(it} Si h y g, ambas distintas de I. tienen un punto fijo en comuin en ‘f:, entonces:
{a‘) [h g]:Ingthl o
(b} [h. g) es parabdlica y Fy # Fy,.
Teorema 1.15. Sean h, g € PSL(2, C} distintas de [. Enionces lus siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
(i) hg = gh:
(ii) h(Fg) = ng g(F:'l) = Fy;

(iti) Fy = F,; 0 h y g tienen un punto fijo en comtin en H* con g? = h? = (gh)* = I. y
F,0Fye0.

Teorema 1.16. Un subgrupo G < PSL(2, C) contiene tinicamente elementos elipticos y la
identidad si y sélo si los elementos de G tienen un punto fijo en comin en H®.

El siguiente Teorema ilustra el comportamiento de las transformaciones de Mébius al ser
iteradas, La demostracién puede consultarse en [4]. p. 73.

Antes de enunciar el Teorema, necesitamos una definicion.

Definicién 1.19. Sea C un circulo en €, ¥ i la reflexién en C. a v § son puntos inversos
con respecto a C st p{a) = J.
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Teorema 1.17. (i} Sea g parabdlica con punio fijo o. Para toda z & C se tiene que
lim g" () = o. La convergencia es uniforme en subconjuntos compactoes de C\ {a}.
n—od

1) Sea g lozodrdmica. Los puntos fijos a, [ de g pueden ser renombrados de manera que
g T gp q
paratoda z € C, z # B, lim ¢" (2} = a. La convergencia es uniforme en subconjuntos
n—+oo

compactos de C\ {3} .

(iii) Sea g eliptica con puntos fijos o, 8. Enlonces g deja invariante e cualquier circulo
para el cual o y 3 son punios tnversos.

Definicidn 1.20. A los puntos fijos @, # de una transformacién loxodrémica g, después
de ser renombrados como en el Teorema 1.17 (i), se les llama el afractor y el repulsor de
g. respectivamente.

Observe que § v @ son el atractor y el repulsor de ¢~', respectivamente.

El siguiente lema nos serd 1til para mostrar algunos contraejemplos.

Lema 1.18. Sea w = &¥™, con ¢ trracional. Entonces el conjunto A = {w" . ne L} es
denso en 8!,

DEMOSTRACION. Como i es irracional, el conjunto A es infinito, v 8! es compacto, por
lo que A tiene un punto de acumulacién o € §'. Por tanto, podemos extraer una sucesion
fw™, w™, o w™, ) tal que lim w™ = o

k—oo

Ahora, dado £ > 0, existen n, m € Z distintas tales que |w"™ — o] < £/3, y |w™ — o] < &/3.
Ademds, sea o tal que |0 — 1| € ¢/3. Entonces,

|wn*m _arl < ‘wn—m _ 1| + ]1 _all — |wn _P_wml + ]1 _afl
< |lw" —al+ ™ —al+ [l -] <e.

Esto implica que cualquier punto en una vecindad de 1 de radio £/3 es punto de acumulacién
de 4. Como podemos cubrir 8! con un numero finito de tales vecindades, se tiene por tanto
que A es denso en S |

Definicidn 1.21. Sea g € PSL(2, C), g(z) = g-%i, con ad — bc = 1. Si ¢ # 0, el circulo

wsométrico de g es el circulo
Iy={2€C:|¢'(z)] = 1},

En caso de que ¢ = 0, no definimos el circulo isométrico.
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La razén del nombre es la siguiente: Si g(u) #£ 0oy g (v} # oo,

au+b av-b
cutd cw+d
adu + bev — bew — aduv
{cu -+ d) (cv + d)
U— v
(cu+d)(cv+d)"

lg () — g (v)] = (au+b)(cv+d)“(av+b)(cu+d)‘

{cu+d) {cv + d)
(ad — be) (u — v)
{eu + d) (cv + d)

(1.3)

, a(cz+d) ~claz+b) ad — be 1 .
Por otra parte, ¢'(z) = 3 = 5 = 3- Se sigue entonces
(cz + d) (cz+d) {cz +d)
que |g{u) —g(v)] = |u—v| si u,u € I;. Es decir. g aciiia en I, como una isometria

cuclideana. Se puede probar ademds que si g no cs una similitud euclideana, entonces el
unico circulo en donde g actia euclideanamente es el isométrico.

Una propiedad importante del circulo isométrico es la siguiente:

Proposicidn 1.19. Sea I, el circulo isométrico de g € PSL(2, C). Entonces g (I;) = I,-1,
g(Int I} = Ext I—, y g (Ext I} = Int J-1.
. . az+b
DEMOSTRACION. Primero hay que observar que si g(z) = prarar il ad—be = 1, entonces
cz

, dz—b

)= ——— d definir [,-1.
g (2) —cz+a’yp0 emos definir ;-
Ahora, para toda z € Int f; se tiene que |cz + d| < 1, por lo que

1
5| = >
(cz +d)* ‘ lez + df°

lg'(2)} = 1.

=(g7tog)(2),1 = (g7 og) (2) = {¢g7Y) (4(2)) ¢'(2), y se sigue entonces que
](g“)' (9(2)) g’ (z)] = 1. por lo que |(g‘1)' {9(2)})| < 1. Se sigue de la observacién anterior
z) € Ext I,-:. Las restantes contenciones se demuestran de la misma forma. O

1.4 Integral de Riemann-Stieltjes

En el presente trabajo se utiliza la integral de Riemann-Stieltjes en sdlo un resultado del
Capitulo 4. el Teorema 4.3 (ii), por lo que hacemos un breve resumen de las definiciones y
resultados necesarios. Las demostraciones se pueden consultar en [2], [3} ¥ [12].

En esta seccién, supondremos que f, g : [a, 8] = R son funciones acotadas (no necesaria-
mente continuas).
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Definicién 1.22. Consideremos una particién P = {xy, Ty, ..., .} del intervalo [a, 8]. ¥
f.g:{a, 8] = R. Una suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a g correspondiente a
P es un mimero reat S(P, f, g) de la forma

S(P, f, 9) Zf &) [9 k) — glze_t)].

donde rp. | < & < 1.

La norma de la particién P es
[[P|| = maz {jzy —2x4]: 1 <k <m}.

Una particidén @ refina a P si todo punto de P pertenece a . Esto lo denotaremos mediante
Pcaq.

Definicion 1.23. Una funcién f es integrable con respecto a g en [a, b} si existe un nidmero
real [ tal que para todo £ > 0 exista una particion F: de [a, b] tal quesi B ¢ P,y S{P, f. g)
es cualquier suma de Riemann-Stieltjes correspondiente a P, entonces

|S(P, f,g)—I|<e.

Eu este caso. el nimero [ estd determinado de manera iinica y se escribe

1= " fag = f " F(0dg(e)

En el caso especial en que g (z} = z, la suma S (P, f, g) se reduce a una suma de Riemana,
¥ la definicién coincide con la de la integral de Riemann del cdlculo elemental.

Notecién. Si f es integrable con respecto a g en [a, b]. escribiremos f € R(g) en [o. b].
Ademads, a f se le llama el integrando y a g el integrador.

El siguiente resultado nos permite intercambiar los papeles del integrando y del integrador.

Teorema 1.20. f € % (g) en [a, b] si y sdlo si g € R(f) en [a, 8]. Ademds
b b
[fdg+f odf = 1 (Bg(4) -~ f (@) (a).

Para ¢! resultado que mencionaremos en el Capitulo 4, necesitamos condiciones suficientes
para la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes. Atlin cuando existen estas condiciones
para distintas clases de funciones integradoras, nos bastard con el siguiente caso especial,

Teorema 1.21. Si f es continua y g es mondtona en [a, b}, entonces f € R (g) en [a. 1]



1 DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 19

También, necesitamos el siguiente resultado que nos permite reducir una integral de Ricimann-
Stieltjes a una integral de Riemann.

Teorema 1.22. Sea f € R(g) en [a,b], y supongamos que g tiene deriveda continua en

[a, 8], entonces
[1@a@=[ 1wy

No siempre es sencillo evaluar una integral de Riemann-Stieltjes. Sin embargo, existen
condiciones bajo las cuales la integral puede reducirse a una suma finita.

Definicion 1.24. Sea ¢ : [a, b)) = R una funcién continua excepto en un nimero finito
de puntos ¢, donde a € ¢ < ¢3 < ... < ¢p € b. g es una funcidn escalonada si v s6lo si
es constante en el subintervalo (ex_y. ¢;). Al ndmero g, = g{cx+) — g (cx—) se le Hama el
salto de g en ;.

Teorema 1.23. Seag: [a, b] = R una funcidn cscalonada con salto g., enex. Si f € R (g)
en [a, b], entonces

[f )dg (x Zf (ck) 9e,-

Los resultados anteriores se pueden generalizar a integrales impropias de manera natural.
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2  Grupos Elementales

De ahora en adelante, nos concentraremos en la accién de subgrupos de PSL(2, €) en H3.
También, consideraremos la cerradura de H* en R3,

= Hud.

Definicidn 2.1. Un subgrupo G de PSL(2, C) es elemental si y sdlo si existe una G-drbita
fintta en B3,

Debido a la immportancia de esta definicidn, hacemos notar que el énfasis recae en la palabra
finita. Es de destacar que la definicién no hace ninguna referencia a si el grupo es o no
discreto.

Ejemplo 2.1. (i) Sea zp € H3. y G, su estabilizador, es decir,

Gz = {g € PSL{2. C) : g(20) = 2}

(i1}  subgrupo finito de PSL{2. C).
(iii} G abeliano. Aqui, se tienen dos casos

{a) G contiene sélo elementos elipticos ¥ la identidad, o

{b) G contiene algunos elementos parabdlicos o loxodrémicos.
Observe que (a) se sigue del Teorema 1.16 (ain si G es no abeliano),

DEMOSTRACION DE (b). Sean h. g € G, y supongamos que una de cllas, digamos h. no es
eliptica. Del Teorema 1.13 (ii}, h(F,) = Fy, g(Fy) = Fn. Como h* # Id, se sigue del inciso
{iii) del mismo Teorema que F, = F. Analicemos ahora la cardinalidad de Fy.

Si |Fy] =1, g es parabdlica y por tanto h también es parabélica, y & es conjugado a un
subgripo de Ge.

Si|F,;| = 2, g puede ser eliptica o loxodrémica. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
Fy = {0, 00}. Necesariamente, h (0) = 0, k(00) = oo, pues de otra forma h seria eliptica
de orden 2, lo cual contradice nuestro supuesto original.

Por tante, cualquier subgrupo abeliano de PSL{2, C) es elemental. 0

Observacidn 2.1. Algunas veces. los grupos elementales son definidos con la condicién de
que para todos f, g € G de orden infinito, se tenga que tr{f, ¢] = 2. Sin embargo. con
esta definicidn, el grupo estabilizador de un punto en H® no es necesariamente elemental.
Para probar esto, elegimos y irracional. v consideramos las transforimaciones f(z) = "™z
z e )4 - ]
z

-1
P h(z) = ———, ! Lhfh~t(z) = - ;
¥ Mz) = S, por lo cual hfh™!(z) (@ — )z tem £1
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Ahora, los puntos fijos en C de f y hfi~" son {0, oo}, ¥ {—1, 1}, respectivamente, y como
son conjugadas, son de orden infinito. Por el Teorema 1.14 (i), se tiene que tr[f, hfh™') # 2.
Asi, el grupo G = {f,hfh™") no es elemental en el sentido de esta nueva definicién. Sin
embargo, f fija el conjunto

{(0, 0, &) : ¢ > 0} U {oo},
v hfh~! fija el conjunto
{1, 0, 33) : =1 <z <1, z3=4/1-2t}

Es decir, ambas fijan a j = (0, 0, 1), y por tanto, G = G,.

A
.
. v
-1 /-
. .
Consideremos ahora a G un grupo elemental y supongamos que la G-drbitaes {z,. ..., x,}.
5i g € G, entonces los puntos g™(z,), m =0, 1, 2, ... no pueden ser todos distintos, por Io

que existe un entero mg > 0 con la propiedad de que g™t fija a z4. Sea m = mym,..m,. de
donde g™(r;) = z para toda k. Con esta informacidn, procedemos a clasificar log grupos
elementales en tres tipos en base a la cardinalidad de la érbita finita.
Tipolin>30{z, ..., 1.} & C.

Si los puntos xy ¢ C, entonces cada g € G liene una potencia g™ que fija a 7, v asi g™, ¥
por tanto ¢. es eliptica. Sin > 3 y los x, € C, entonces g™ tiene al menos tres puntos fijos y
es por tanto la identidad. Por tanto, todo clemento no trivial de G es eliptico. Esto muestra
qne si G es de Tipo 1, entonces GG contiene sélo clementos elipticos {y la identidad). Por
el Teorema 1.16, existe un z € H® que_es fijado por cada elemento de G. Debido a que
podemos conjugar G mediante g € M{R®) de manera que g(x) = 0, g{H?) = B°, se signe
del Corolario 1.5 que G es conjugado a un subgrupo de SO(3).

Tipo2in=1.

En este caso. G es conjugado a un subgrupo de PSL(2, C), en donde cada elemente fja
oo v por tanto es de la forma g{z} = az + b. Por tanto, G es conjugado a un grupo de
similitudes euclideanas de C.

Tipod:in =2
En este caso, G es conjugado a un subgrupo de PSL(2, C), donde cada elemento deja
invariante {0, co} v es por tanto de la forma g(z) = az*, con @ # 0, s* = 1.
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Proposicidn 2.1. §i G es un subgrupo elemental de PSL(2, C) de Tipo 3, entonces es
conjuyade o un grupo de isometrios del espacio C = C\ {0}, con la métrica inducido por

la densidad A(z) = é

DEMOSTRACION. Sea v : [a, b] = C* una curva de clase C'. La longitud de la curva -. en

csta métrica, es:
40l
Uy) = ——dt.
o= [ T

Sea g: C* — C*. g(z) = az?, con a # 0, 5% = 1. Se sigue que

R A ()i Ol
U ”‘f., POy

Usando notacién compleja, si s = 1, g"(v(£)37'(¢} = e¥'(t), ¥ g{y(t)) = av(z), ¥ por tanto

[l
oom = [ T~ 1)

Por otra parte, si s = —1. ¢'(v(£)}y'(t) = Zer(t) y g{y(t)) = 2 de donde

7(t) ¥t
* |—ay (1)/7* (1) * ¥ ()]
! o’y)=/ dt = dt = I(7).
W= f Tep s o =N
Es claro que esta prueba se puede extender a curvas de clase C' por tramos. O

Con relacidén a métricas en C°, probamos ahora ¢l resultado que habiamos mencionado en
el Capitulo 1, Ejemplo 1.1 (b).

Proposicién 2.2. La funcién f : C* = 8' x R C R?, definida por f(z) = (ﬁ.ln=:|),
es una isomelria, donde C* tiene la métrica inducida por A(z) = |—E, vy S8' x R la méirica
r4

euclideana como subespacio de R®.

DEMOSTRACION. Si identificamos C* =~ R? \ {0, 0}, podemos escribir f de la siguiente
forma:

T T ) = Ui ). R D, B ).

f(I.y)=(



2 GRUPOS ELEMENTALES 23

cr §'xR

A

Es suficiente mostrar que para cualquier curva 7 : [a. 8] — C” de clase C? gue una z; con
(1)
zz en €*, se cumpla la igualdad / 1 ()Y (1)) dt = ] (0 (
Ahora, si denotamos v {t} = (z,y}. y ¥ (t) = (z". ¢)
o o
Iy
/ ey = | 242 Y2 [T
ramro=|%2 2 ()
ol ok
9z Gy / 4()

1 (\/W—zz (@ +y7 " —ay ()T /) (m)
~1f2 h
)

= _ 2 7-1/2 2 7202 2
21 zy (2% +y7) 24yt -yt izt + ) y

T Y
Sir= /22 +17
! l - —_ — - i
Py (@ =5 (-2 ) —ayr™y. -y’ )y -yl 22 4 )
Tomando el cuadrado de la norma se ticne
1 —_13v2 - P Y y -
)Y OF =5 [(7‘ -2 Y @) - 2ay (r - ) Ty P ()

=11

+{r =y () —21J(r—-yr Drota'y

+ 2% ) + 2t () +2ryry+y(.)]
=%‘_((Ir)2 [(r— ) +.r2y"'r'2+3:2]

+ () [(r _ yzr—l) a4 yQ]

=2y [r (=gt T -t - 1])
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Desarrollamos por separado los corchetes:

(r—2*" ) +2yr it =t 2 et sy 4 2R

=r’-7 +r2(x +:Ey)
—y2+r (_152 (z +J —J2+1‘2=r2.
(r—yzr")2+z"’y2r‘2+y2—r 2y+Jr +£2y2r'2+y2
=r? y+r2(y +:ry)

=gl +r7? 2)(;1: +y) =2+t =1t
Ter-@E+ytr ) -1=2-(2* +y)r —1=0.

Por tanto, [f" (v ()~ (O° = ;—1*2- [(35')2 + (y')2], de donde

; 1
U (r @) @] = - ) + )
Y esta dltima igualdad es precisamente lo que quer{amos probar. ]

En la siguiente seccién, damos comienzo a la clasificacion de todes los grupos elementales
diseretns.

2.1 Grupos elementales discretos de Tipo 1

Si & es elemental discreto de Tipo 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
cualquier elemento de G fija a j € H3. Del Teorema 1.10, se sigue que |ig||° = 2 para toda
g € G, y el Corolario 1.11 implica que G es finito. Por tanto, G es conjugado a un subgrupo
finito de S2{3) {Corolario 1.5).

Usaremos este dltimo hecho para obtener las posibles estructuras de G.

Definicion 2.2. Un punto v € C es un vértice de G si es fijado por alguna g € G, (g # I).
El conjunto de vértices serd denotado por V.

Consideremos ahora el conjunto £ = {(g,v} € Gx V : g{v) = v, ¢ # I}. Como cada g en
G (g # I} fija exactamente dos vértices, la cardinalidad de este conjunto es

lE| =2(IG] - 1). (2.1)

Si G, es el estabilizador de un vértice v, se tiene otra expresién para la cardinalidad de E

1Bl =3 _(1G} - 1). (2:2)

vEV
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G induce una particién de ¥V en drbitas ajenas Vi, V,, ..., 1, Aln mds, si consideramos
u,v € Vj, sus estabilizadores Gy, G, en & son conjugados, por lo que podemos considerar
|Gyl = |G- = n;. para todas u,v € ¥}, y por tanto,

E =3 (G- 1 =3" V] (n; -
1=t vey I=1

Por la Propusicién 1.1, cada drbita G (v) estd en correspondencia biyectiva con las clases
latérales de G 'G.. Asi, para toda v € V; sc tiene que G(v) =1}, ¥

IGI _ 6t

Igualando (2.11 ¥ (2.2}, y utilizando la identidad anterior, obtenemos

261-1 =Y A, )=i|cz(1—nlj),

=T 1=t
o en forma equivalente,
1 > 1
(-e)=%0-%) @3
¥=1
.. , 1 1
Excluyendo al grupo trivial, podemos suponer que |G| > 2, asi 1 — i_| 3+ ¥ por tanto.
1<2 (1 ! ) <2 (2.9)
- 1G] ' '
. . 1 1 .
Ademas, también podemos suponer que n; > 2, por lo que 1 — — > 7 ¥ se tiene entonces
n

7
que

<> (1-5) < (23)
=1

i=

[N

Las desigualdades (2.4) ¥ (2.5}, junto con (2.3), muestran que s sélo puede tomar los valores

1 1
2 0 3. En elecio. si suponemos que s =1, 21— ﬁ) =1- . < 1. Por otro lade. el
1

1 : 1 s
suponer que : 2 4 nos conduce a 2 (1 - E-I) = Z (1 - ——) 72 > 2

1=l

Casp l: s =7
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‘r: jezms
7 T
~
AN
"
-
a /
6mif5.,
e -
- \‘,81&:’5
G| |G
En este caso, de {2.3) resulta 2 = y + u._ v por tanto, dado que n; | |G| |Gl = m = n,
h Ra

y Ml =l =1.
S6lo existen dos vértices y cada uno de ellos es fijado por cada elemento de G. Por conju-
gacién, podemos suponer que los vértices son 0 e oo y G es entonces un grupo ciclico finito
de rotaciones en C.

Caso 2: 5 = 3.
1

Aqui, de (2.3) resulta l—+—1—+— = 1+i, ¥ podemnos suponer, sin pérdida de generalidad.
oy i 1 1 1 2

2
ven Snp<nyg.Sim>23 — <0 porloquen, =2,y —+ —=-+ .
q 1SNy Sngy P2 Gl = p q 1 Yo w2 e
2

De aqui, se ve que no puede ser que ny > ny > 4, ¥ por tanto, ng = 20 ny = 3. Con ny = 2.
|G| = 2n3,73 > 0. Es decir, para toda n € N, |G| = 2n. |13| = [Vo| = n, [13] = 2. En este
caso, el grupo resulta ser isomorfo al grupo diédrico Da,.

/'/,\"“' T
// j \\ .
<. : Vu\) 4
S'1311+2D 2>0 < 5. Las soluct
1 g =3, — = - + —. De nuevo, como — > 0, n; < 5. Las soluctones son:
6 |G| |G}

(i) n=3=|Gl=12. |Vi|=6, |W|=4, [V=4
(i) ng=4= |G| =24, |\1]=12, |Va|=8, [\3]=6.
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(iii) n3 =5 = |G| =60, |Vi]l=230, |Va]=20, [v3]=12.

Se puede probar que estos grupos son isomorfos a los grupos de rotaciones que preservan
al tetracdro (Ag), al octaedro (S)) y al icosaedro (A}, respectivamente. Ver (6. [3]. p 49,
o [10}, p.172-187.

Resumiinos los resultados anteriores en ¢l siguiente Teorema.

Teorema 2.3. Sea G subgrupo de PSL(2, C) elemental discrelo de Tipo 1. Enlonces G es
conjugedo a olyuno de los siquientes grupos:

(i) Z,

(ﬁ) D2m

(1) Ay, 54, As. a
Con esto, los grupos clementales discretos de Tipo 1 quedan totalmente determinados

{hasta conjugacioén). A continuacién, se enuncia y demuestra un Teorema que serd Gtil
para distinguir entre los grupos elementales discretos de Tipo 2 y los de Tipo 3.

Teorema 2.4. Sean f. g € PSL(2, C), con g lorodrémica, y suponge que f y g lienen
eractamente un punto fijo en comin. Entonces el grupo generade por f y g no es discreto.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto fijo en comiin
es 0o, ¥ que f.g son de la forma g(2) = az, f(z) =az+ b con o] >ty b#0 (silal <1,
se puede tomar g~}

Consideremos
g gz =97 f(&"2) = g aa"z + B) = az + 07"

Puesto que |a| > 1, se tiene que

z_|q?+mﬂﬂ2+1<|ﬂz+wﬁ+1
fal |a|

llg™"fg™]

es una suceston acotada de términos distintos, y se sigue del Corolario 1.11 que {f. g} no
puede ser discreto.

2.2 Grupos elementales discretos de Tipo 2
Supongamos ahora que G es elemental discreto, pero no de Tipo 1. Entonces G debe con-

téner elementos parabolicos o loxodrédmicos. Si G contiene un clemento parabélico con punto
fijo oo. entonces cualquier elemento de ¢ debe fijar oo {debido a que las restantes érbitas
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son infinitas). y se¢ sigue del Teorema 2.4 que G no puede tener elementos loxodromicos
(aunque puede contener elementos elipticos). Se sigue entonces que G es de Tipo 2.

Examinemos ahora la estructura general de un grupo discreto e este tipo. Podemos asumir
que todos los elementos de G fijan co, es decir, son de la forma g{z) = az+ J. Por la
ohservacién anterior, son parabélicos o elipticos (pues g(z) = «z + J es conjugada a la
forma candnica m, st o # 1, por medio de h{z) = z+ #/(} — &)), ¥ G es conjugado a un
grupo de isometrias cuclideanas de C.

Definicidn 2.3. Sea g € PSL(2, C) de la forma g (z) = oz + 4. A a se le llama el multi-
plicador de g. ¥ se le denota mediante o,

Con la definicién anterior, o, = 1 si y sélo si ¢ es parabdlica o la identidad. También.
dado que las demds trasformaciones son elipticas, el conjunto de multiplicadores S de G es
subgrupo de 8! = {z € C: |z| = 1}. Consideremos el homomorfismo 8 : G — 5. (q) = a,.
De la observacion anterior, se sigue que el kernel de 8, T = ker(#), consiste precisamente del
subgrupo de traslaciones de G. Ademds, G/T =~ 5 = 8 (G), v podemos por tanto describir
a ¢ mediante descripciones explicitas de S y de 7.

Lo primere que mostraremos es que S es un grupo ciclico finito. Por hipétesis. G contiene
al menos una traslacion f(z) =2+ A, ysi g € G, con g(2) = az + 4.

af97'(2) = gfla”(z - B)) = gla~'(z — B} + A} = 2+ aX.

Entonces para toda a € S, G contiene a #{z) = z + aA. Esto muestra que S es finito.
pues en caso contrario podriamos extraer una subsucesién de multiplicadores distintos
{an :n & N}, v en tal caso, [lhall® = 2 + JauA]® = 2+ |A® para toda n, v se sigue del
Corolario 1.11 que & no puede ser discreto.

Tado e € S es de la forma ¥, ¢ € (0, 2r}. Sea g el minimo de estos exponentes. S algiin
» no es multiplo entero de ¢y, entonces existen p € N, r € R* tales que ¢ = pyp + 7, con
0 < r < g, por lo que el P2 = ¢ri ¢ S 1o cual contradice la eleccién de 7. Asi, S es
ciclico finito, v todo a € S es de la forma 24, con 0 < r < q.

Ahora. con f v g como antes, se tiene

gffy 2y =g (@ (z = B)) =g{a™' (z - B) + nA) = z + naA.
ademds, ¢" (z) = "z + (', donde ' es una expresion en a ¥ 3, por lo que

" fo () =g fla "z -0 =¢" (e (2 - IV +A) =2+a"\

Con lo anterior. hemos mostrado que G contiene cualquier traslacion de la forma

h{z) = z -+ p{a)A donde p es cualquier polinomio con cocficientes enteros en a. En

particular, G contiene todas las traslaciones de la forma h(2) =z + (@ £ 1}" A

Esto iiltimo implica que [+ 1| > 1 para toda o # —1, y que |o — 1| > 1 para toda

o # 1. En efecto, sia # —1 ¥ o+ 1] < 1, entonces lim |a+ 1{"|A] = 0. y si a # 1 con
H—$D0
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jr — 1} < 1, entonces lim |a — 1f* |A| = 0. En cualquiera de estos casos, se contradice el
Ti=300

Corolario 1.11, ¥ G no puede ser discreto.

Hemos tHegado pues a las siguientes desigualdades:

(i) la — 1} > 1 siempre que ¢ £ 1, ¥

{ii) |a+ 1] > 1 para toda a # —1.

Si reescribimos la desigualdad (i) con o = e2%¥/9,

2 2 2m\?
a—1>1 <= la-1>1 < (cos—w—l) +(sen?7r)

B =

2 2
=2 (1 —cos—w) >1 cos =X <
q q
1 1 .
Supongamos que g > 7. Entonces — < r como coseno es decreciente en [0, 7,
g

2 S T 1
COS — > €05 — = —.
g 3 2

Por lo que se sigue que ¢ < 6.

Por otro lado, de la desigualdad (ii), con a = ¥4

2mr 2 o\ 2
la+1>1 = la+1)'>1 <= (cos%+l) +(SEHT)

2mr 2nr 1
=2(1 +cos—) >1 & cos— > —_.
q g 2
- . 4 2m 1
Tomando ¢ = 5. r = 2, se tiene que cos - < ¢os 3 = 3 lo cual excluye el caso ¢ =
A
GAua i ua
AT K A
E . - / ’.\elmlq‘ g27
N / '
. \\1/ . -
-1 I |
/
/ N

3.
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Asi, hemos mostrado que § = {1, w, w?, ..., w7 !}, conw =¥ g < 6. g # 3.
Ahora, describiremos T'. Consideremos el conjunto A = {M€C:g(z)=z+AeG}. v

sea A = A\ {0}. Como G es discreto, existe A € A* de médule minimo (si no es asi.
existirfa una sucesién {A,} C A* tal que lim A, = 0, por lo que se tendria una sucesion
n—+oo

de transformaciones {g, : 7 € N} tales que lim ||ga[® = 2 + |[Af® = 2. v se sigue del
n—00
Corolario 1.11 que (7 no puede ser discreto). Si A = {n): n € Z}, entonces se ticne que

T={z—2z+nr:nelZ},

o bien existe 4 € A"\ {nA:n € Z} de médulo minimo con || = |A. El conjunto de las
traslaciones {z = z 4+ A+ mp : n,m € Z} estd contenido en G. Hay que mostrar que este
conjunto es precisamente T. Es claro que g no es un maltiplo real de A, pues si lo fuera,
existirfan k € Z, § € (0,1) tales que pp = (k+ ) A, y pt — kA = &) es tal que d |4 < |A|, lo
cual contradice la eleccion de A.

Se sigue que A v  generan a € como espacio vectorial sobre R. Si f (z) = z+~ estd en G.
-1 1
podemos escribir y=aA+ b, cona=n'+z,b=m'+y. . m €L 1.y € [—-,)— 3]. Se

tiene entonces que y — (n'A + m'u) € A, y dado que A v u son linealmente independientes.
1
[y = (A +mp)] = l2d + yp| <1z + lypl < 5 (1A + |el) < fal.

lo cual contradice la eleccién de un elemento con médulo minimo. Por tanto. T consiste de
traslaciones de la forma z — z+nA+mu, n, me Z.

Ahora estamos en condiciones de describir a G. Sea w € §, w = *Y9, v tomemos g € G
con multiplicador w. Entonees g,¢% ..., g9 ! tienen multiplicadores w,w? ... ., vy G
tiene una descomposicién en clases laterales G = TUTgUTg*U...UTg%"'. pues como se
vig antes, G/T = S.

Esto muestra que cualquier elemento g de G es de la forma g (z) = w*z + nA + iy, con
kmneZ 0<qg<6,q7#5.

Supongamos ahora que G contiene un elemento loxodrémico g. Conjugando, podemos
suponer que g fija 0 e oo, es decir, g(z)}) = ¢z, o # 0, |a| # 1. Como G es de Tipo 2.
todo elemento de G fija 0 (0 o0}, y en consecuencia, se sigue del Teorema 2.4 que G no
tiene elementos parabélicos. Con la notacién de la Definicién 2.3 para el multiplicador de
¢, consideremos el homomorfismo # : G — R*, 0 (g) = |e,|. En esta ocasidn. £ = ker ()
consiste de las transformaciones elipticas de G. Dado que G es discreto. puede mostrarse
como antes que E es ciclico finito, generado por alguna T(z) = e**'/72, g € N.

Consideremos ahora el conjunto de imagenes {|ag|: g € G}. Este conjunto no se puede
acumular en 1. En efecto, supongamos que existe una sucesién tal que lim [n,| = 1. Se
n—r2C

sigue entonces que existen transformaciones distintas g, (z) = o,z tales que

. . 1
lim [lga]l® = lim (|ani + —) =2,
n—o n—+oo |an|
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v esto contradice de nuevo el Corolario 1.11, y por tanto, G no puede ser discreto. Podemos
entonces definir A = min {Ja,] > 1}.

Afirmacién. §(G)={I":neg Z}.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe 1 € 8 {(G) que no es potencia entera de A, Existe
ontonces m € Z tal que A™ < g < A™FL Pero esto es equivalente a 1 < pA™™ < A, ¥
entonces pA~™ € ¢{(G), lo cual contradice la eleccidn de A o

Sea g € G con multiplicador o (Ja| = A), v denotemos con G’ al grupo generado por g.

g-1
Por la sucesién exacta, G tiene una descomposicién en clases laterales |J T*G', y todos los
k=0

elementos de G son de la forma g{z) = w2, w =¥ k=0.1.... .g—1l.vyn€ Z. En
este caso. G es infinito.

2.3 Grupos elementales discretos de Tipo 3

Consideremos ahora el grupo elemental discreto de Tipo 3. Conjugando, podemos suponer
que el grupo G deja invariante el conjunto {0,0c}. Si denotamos por Gy al subgrupe de
G que deja fijos a 0 e oo, entonces Gy es de Tipo 2. Si G = Gy, no hay nada por hacer,
asi que podemos suponer que G es subgrupo propio de G. Entonces, existe i € G tal que
R (0) = 0o, h(co) = 0. Cualquier transformacién que cumple esta condicién es de la forma

. . 1
h{z) = —. A continuacién, vamos a mostrar que podemos escoger h{z) = —. En efecto.
z z

conjuguemos k con g (z) = Vb,

97 hg(2) =g7'h (\/52) =g (%) =g (\/75) =

Sélo basta observar que g deja fijos 0 ¢ oo, con lo que la afirmacidn queda demostrada.

Si f € G intercambia {0,c0}, entonces hf € Gy y por tante G tiene indice 2 en G. Se
concluye que G tiene una descomposicién en clases laterales Gy U Goh. Por tanto, cualquier

k. n
YO conw=e™10< k< g1

elemento de G es de la forma g (2) = wha™z, 09 (2) =
yvne€ L
Con esto terminamos la clasificacion de todos los grupos elementales discretos.

b4

Observacidn £.2. Algunos autores usan otra clasificacion. Por ejemplo, en [13]. p. 180-188.
se clasifican los grupos elementales en elipticos, parabdlicos e hiperbélicos. Esta dltima
clasificacién es excluyente, a diferencia de la presentada en esta tésis, como muestran los
siguientes ejemplos.

1
Ejemplo 2.2, Consideremos las transformaciones f (z) = e¥™/"z, v h(2) = -
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{a) G = (f) =~ Z,. G es de Tipo 1 ya que fija (0,0,1) € H*, y es de Tipo 2 pues tiene
una drbita de longitud 1 en C.

(b) G = {f.h) = Dy,. G es de Tipo 1 por tener un punto fjo en H3, y ¢s de Tipo 3 pues
tiene una drbita de longitud 2 en C.

Mostramos otros ejemplos de grupos elementales.

Ejemplo 2.3. Sean f, g € PSL(2, C) elipticas de orden 2. Entonces el grupe G = (f, g} es
clemental. Para mostrar esto, supongamos que f v g no tienen puntos fijos et comin, pues
en oste caso claramente G es elemental. Dado a punto fijo de fg, el conjunto {a. g(a), f(a}}
es una G 6rhita finita. Esto es consecuencia de que cualquier elemento &t € G es de la forma
q(f 2 fg) o (gf)*, con k € Z. Sc tiene entonces que g { fg)¥ (a) = g (o),
Yi= f gf (a) = fla), (f9)f(e) = a, (9f)}*{a) = a. por lo que G es elemental.

Obsérvese que ¢l grupo & asi construido no necesariamente s discreto, como se muestra

enseguida.

Ejemplo 2.4. Sea ¢ irracional, y consideremos las transformaciones f (z2) = —2, v
{cosm) z + sen pw

glz) =

(senr) 2z — cospr
—(coswm)zt+senypr  (cOSpT) z — sen T
0f (2) = g (—2) = ™) = .
—(senym)z —cosem  (Senywm)z + COS
Como tr?(gf) = dcos’pn = tr? (h), donde h{z) = e**™:. gf es conjugada a h por el
Teorema 1.12. ¥ por tanto, gf es de orden co. Se sigue entonces que G no puede ser
disereto.

. Es claro que ambas son elipticas de orden 2, v ademas

Este ejemplo muestra también que si se toman f y g de manera adecuada, gf puede tener
cualquier orden que escojamos previamente.

El ultimo resultado del Capitulo se refiere al comportamiento de un tipo particular de
grupos elementales de Tipo 2.

Proposicién 2.5. Sea G < PSL(2, C) un grupo elemental con elementos parabdlicos. Si
el subgrupo de elementos parebdlicos es ciclico, enfonces cualguier elemento eliptico es de
orden 2.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto fijo de los
clementos parabdlicos es cc. Sea f({z) = az un elemento eliptico, es decir. |a| = 1, con
a # 1.5 g(z) = z + t es generador de T, entonces

fof Yz) = fola™l2) = fla”lz+ ) =ala 'z + {) = z + at.

Como fgf~' es parabélica. se tiene que fgf~! = g* para alguna & € Z, por lo que
faf '(z) = z + kt. Por tanto, a = =1, y f esde orden 2. O

Con cste resultado, terminamos la discusidn sobre los gripos elementales. En el siguiente
Capitulo, comenzaremos a estudiar los grupos no elementales.
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3 Grupos no elementales y grupos discontinuos

En el presente capitulo, estudiaremos el concepto de accién discontinua de un subgrupo G
de PSL(2, C) en H® y en C. Consideraremos principalmente el caso de los subgrupos no
elementales.

3.1 Grupos no elementales

Comenzamos el Capitulo con un resultado que nos proporciona una condicidn necesaria para
que un grupo sea no elemental. También, este Teorema nos muestra qué tan complejos son
£5108 grupos.

Teorema 3.1. Sea G un subgrupo de PSL{2, C) no elemental. Entonces, eriste una familia
mfinita de elementos lozodromicos, tales que cualesquiera f, ¢ en esta familia no tienen
puntos fijos en comtin.

DEMOSTRACION. Sea (G no elemental, y supongamos que no contiene elementos loxodré-
niicos. Necesariamente, & contiene al menos un elemento parabdlico f (pues de no ser asi, &
counsistiria sélo de elementos elipticos y la identidad, y por el Teorema 1.16, seria elemental
de Tipo 1}. Después de conjugar, podemos suponer que f es la traslacion f (2} = 2+ 1. Si

. az + .
consideramos a ¢ € G, g(z) = con ad — bc = 1, se tiene que

cz+d’

az+b az+b+n(cz+d) (a+nc)z+b+nd
= 4n= = N
cz+d cz+d cz+d

g (2)

tr? (f*g) = (a + d + ne)?.
Dado que f™g no es loxodrdmica, se sigue que para teda n, tr?(f™g) es real y

0<(a+d+nc)?<d

lo que implica que ¢ = 0. Entonces cualquier elemento de G fija a 0o, y por tanto, G es
elemental, 1o que contradice nuestra hipdtesis, ¥y hemos mostrado que G necesartamente
contiene elementos loxodrémicos.

Para demostrar el Teorema, sea g € G loxodrémica con puntos fijos « y 4. Dado que
7 es no elemental, existe f € G tal que no deja invariante al conjunto {a. 3}. De esto se
derivan dos casos:

(i) {a. B} v {/(a), F(B)} son ajenos, o

(ii) {a, B} ¥ {f{a). f(F)} tienen exactamente un punto fijo en comin.
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En(i), ¢ ¥y o = fgf~! son loxodrémicas sin puntos fijos en comin. Se sigie que para
toda n € N, las transformaciones g"g,¢™" no tienen puntos fijos en comin con g {los puntos
fijos de g"gig™" son ¢"f(a) ¥ g*f(B))}, y esta es la familia infinita que se buscaba,

En (ii), g y o1 = fgf~! tienen exactamente un punto fijo en comin (digamos a). Por el
Teorema 1.14 (i1} (b}, p = [g, ;] es parabdlica con punte fijo . Por ser G no elemental,
existe h € G tal que h{a) # o y por tanto, ¢ = Aph~! es parabdlica v no fija a a. Tenemos
pues dos subcasos;

(a) fa) # 3
(b) h(a) = J.

En (a), puesto que el punto fijo de q es A{a), que es distinto de a v de .3. se signe del
Teorema 1.17 (i) que ¢*{a) = h{a), ¢*(B) = Ma), por lo que para n > ng. ¢"{a) # o.
q*(B) # B, y podemos aplicar (i a g v ¢"gg™™

«q"(a)

«¢"(8)

ha)e

h—.

°J

En (b}, dado que ¢ ¥ ¢ tienen un punto fijo en comin (h(a) = 8). basta observar que los
puntos fijos de g = fgf ' son fla) =ay f(B) # 5.

f (a) =
()
() )
* -h(a) =J

Como antes, se sigue del Teorema 1.17 (i) que ¢*(e) = A(a}, ¢*{f(8)) — h(a). ¥ por tanto
existe ng tal que para n 2 ng, ¢*(f{a}) # fla), ¥y ¢"(F(8)) # f{8), v podemos aplicar (i)

-n

aqmy g " O

El Teorema anterior describe a los grupos no elementales. Mds aiin. exhibe otra caracteri-
zacion de los grupos elementales.
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Proposicién 3.2. Un grupo G < PSL{2, C) es elemental si y s6lo st para cualesquiera
Fo g€ G, el grupo (f, g} es elemental.

DDEMOSTRACION. =3) Sea & < FSL(2, C) elemental. Entonces existe una (G-drbita finita
{z),...,z,}. Como la drbita de =, bajo {f, g) es un subconjunto de {xy,....z.}, (f, §) es
elemental.

<) Por el Teorema 3.1, si G < PSL(2, €) es no elemental, entonces existen f, g € G
loxodrémicas sin puntos fijos en comin, lo que implica que cualquier érbita es infinita, y
por tanto, {f, g) es no elemental. O

3.2 Grupos discontinuos

Un concepto importante en el presente trabajo es el de grupo discontinuo. La definicion
precisa de este concepto es la siguiente.

Definicién 3.1. Sean X un espacio métrico v G un grupo de homeomorfismos de X en
X. G actia discontinuamente en X si y sélo si dado cualquier conjunto compacte K C .\,
se tiene que ¢ (K) N A" # @ para solamente un nimero finito de eiementos de G.

La siguiente proposicién nos proporciona una serie de criterios para decidir si existe ¢ no
una accion discontinua.

Proposicidn 3.3. Sean X un espacio métrice y G un grupo que actia discontinuamente
en X. Entonces, lus siguienies afirmaciones son ciertas:

(i) Todo subgrupo H < G actia discontinuemente en X.

{ii) Siw: X = Y es un homeomorfismo, entonces pGyp™! actia discontinuamente en
¥

{iii) St Y C X es un conjunio G-invarianie, entonces G achia discontinuamente en Y.

{tv) Six € X y g1. g2, ... €5 una coleccidn de elementos distintos de G, entonces la
sucesion g (z), g2{z), ... no puede converger a ninguna y € X.

{v) Siz € X, entonces el estabilizador G, es finito.
fue) §i X C R", entonces G es a lo sumo numerable.

DEMOSTRACION. {i) Se sigue inmediatamente de la definicién.

{ii) Sea »: X — ¥ un homeomorfismo. Cualquier A’ C ¥ compacto es la imagen bajo »
de un compacto K C X (K = ¢~ (K') ). Se tiene entonces

wge " (K NK =g (K) Ny (K) = p(g(K)NK). (3.1)
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Por Lipdtesis, G actia discontinuamente en X, es decir, g (K) N K = @ para casi toda
g € G, por lo que se sigue de {3.1) que ¢ G~ actia discontinunamente en ¥".

(iii) S1 Y C X, no es difictl mostrar que cualquier compacto K € Y ¢s compacto en X, por
lo que esta parte se sigue inmediatamente de la definicion.

(iv) Supongamos que para z, y € X, la sucesién g,(z), ¢{x), gs(x), ... converge a y. En-

tonces ol conjunto A = {y, r, ;:1(x), g=(z}, m(z). ...} es compacto. Por hipdtesis. los g,
son distintos. ¥ g.(K)NK # 0 para toda n, por lo que G no puede actuar discontinuamente

en X,
(v) Para toda x € X. {z} es compacto, y de la Definicién 3.1, G, es necesariamente finito.

(vi) Por la Proposicion 1.1, existe una correspondencia biyectiva entre las clases laterales
de G/G, y la 6rbita G(z). Dado que G; es finito, G es a lo sumo numerable si v sélo si
('(x) lo es. Supongamos que G(z) no es numerable.

Afirmacidn. 5i G(z) no es numerable, entonces tiene un punte de acumulacidn y € R*.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Supongamos que todos los puntos de G(z) son
aislados. Entonces, para cada v € G(z), podemos elegir vecindades N{v, &,) tales que
N(v, e,) N N(u, g,) = @, si u # u. Ahora, en cada una de estas vecindades, escogemos
un punto con coordenadas racionales, y ponemos en correspondencia el centro de la vecin-
dad con este punto. Pero esto es absurdo, pues para toda n, el conjunto de puntos con
coordenadas racionales en R" es numerable. Por tanto, G () tiene al menos un punto de

acumulacién. O
Una vez que hemos mostrado que G(x) tiene un punto de acumulacion y, podemos extraer
una sucesién ¢{x), ¢2(z), gs(x}, ... que converge a y, por lo que G no puede actuar
discontinuamente en X, ]

En lo que sigue, consideraremos a X como un subespacio de R® con la topologia inducida
por la métrica euclideana.

3.3 Grupos Kleinianos

El siguiente teorema establece la relacidn entre los subgrupos discretos de PSL{2. C) v la
accion discontinua en H3.

Teorema 3.4. Un subgrupo G < PSL(2, C) es discreto si y sélo si achia discontinuamente

en H*

DEMOSTRACION. =) Sea G < PSL{2, C) discreto. Entonces G es a lo mds numerable
(Corolario 1.7). Si G es finito, se sigue inmediatamente de la Definicién 3.1 que G actia
discontinuamente en H*, por lo que podemos suponer que G no es finito, es decir

G={g, 92 63 ... }-
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Como G es discreto, se tiene del Corolario 1.8 que lim ||ga|| = oo, ¥ por el Corolario 1.11,
n—0o

lim p(j. 9.(7)) = 0. (32)

n—o0

Consideremos ahora un compacto K C H® Existe una bola hiperbdlica
B={ze H: p(x, j) <k}

tal que K C B.

Sig(K)N K # 0, entonces g(B) N B # B, y se sigue de la desigualdad del tridngulo que

el 9(5) < 2k

Por (3.2}, esto sélo puede ocurrir para un mimero finito de elementos g € G, ¥ se sigue que
G actiia discontinuamente en H3.

&) Sea G <« PSL(2, C) un grupo que actia discontinuamente en H® (o en un abierto
conexo de € ), ¥ supongamos que 7 no cs discreto. Se sigue entonces que existen matrices
Ay, A, Ay, ... € SL(2, €), que determinan elementos distintos de G: ga,. ga,. gay. - - -
tales que nlg& A, = I. Pero esto implica que nl'l’rgog_a;,,(:c) = r para toda x € H3. v esto

contradice el resultado de la Proposicion 3.3 (iv). por lo que el grupo no puede actuar
discontinuamente en H3. Por tanto, & es discreto. 0

Definicién 3.2. Un subgrupo discreto de PSL(2, €} recibe el nombre de kleiniano.

De la demostracidn anterior, se deduce una relacion entre grupos discretos y accion discon-
tinua en subconjuntos abiertos de C.

Corolario 3.5. 5i G es un subgrupo de PSL{2, C} que actia discontinuemente en algin
abierto no vacio D C C, entonces G es discreto. )
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Desafortunadamente, el inverso es falso. Existen grupos discretos que no actuan discon-
tinuamente en ningdn abierto no vacio de C. El siguiente lema establece un criterio que
excluye la posibilidad de una accién discontinua, lo cual nos permitird mostrar un ejemplo.

Lema 3.6. Sean G < FSL{(2,C) y D C C un abierto conezo que contiene un punto fijo v
de algiin elemento parabdlico o lezodrémico g de G. Entonces G no actia discontinuamente
en D.

DEMOSTRACION. Si g es parabdlica o loxodrémica. el estabilizador (&, contienc las itera-
ciones g®, por lo que es infinito, ¥ por la Proposicién 3.3 (v}, G no puede actuar disconti-
nuamente en D. 0

Ejemplo 3.1. E}l anillo de los enteros gaussianos es el conjunto:
Zii|]={a+ieC:a. beZ}.

Se define el grupo de Picard como el conjunto de las transformaciones de la forma

az+ b ,
& EH——d, a, b, c, de Z[?], ad — bc = 1.
. p+iq
Claramente G es un subgrupo discreto de PSL(2, C}. Sea w = ,con p.q.rez,

r > 0. Como el conjunto de estos complejos es precisamente @ x @, se tiene que es denso
en C. Consideremos ahora la transformacion
hiz) < (1 - wr?) z +r?w?

T -2z 1+ wr?

Se tiene que tr(h) =1 —wr? + 1+ wr? = 2, y det(h) = 1 — w’r? + r*w? =1, por lo que
h € G, es parabdlica v
R 2,2
h(w) = {1 — wr?hw + r*w _
—rfw + 1+ wr?

Se sigue del Lema 3.6 que G no puede actuar discontinuamente en ningin abierto no vacio

de C.

3.4 Los conjuntos limite y ordinario

Nuestro objetivo actual es estudiar la situacion en que un grupo discreto actia discontinua-
mente en algin abierto no vacio de €. Puesto que la siguiente discusién estara basada en
los puntos fijos de los elementos loxodrémicos de G. primero veremos el caso de los grupos
no elementales, y mds adelante. trataremos la situacion de los grupos elementales.

El siguiente resultado establece un criterio para localizar los puntos fijos de los elementos
loxodrémicos.
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Lema 3.7. Sean ¥ un disco abierto en C, y 9 € PSL(2, C). Suponga gue g(f) C I
Entonces g es lozodrémica y tiene un punto fijo v € g (T).

DEMOSTRACION. Por la hipétesis g (£} C I, los puntos fijos de g no estdn en . Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que g(oo) = oo. con lo que L es un circulo
euclideano. Si g es eliptica o parabolica, g es una isometria euclideana {pues estamos
suponiendo que fija a 00), y no puede ser que g () C X, por lo que g es necesariamente
loxodrémica. Para cualquier w que no es punto fijo de g, las imagenes de las iteraciones
q" (w) n € Z, se acumulan en los puntos fijos de ¢ (Tecrema 1.17 (ii)). St w € I,
g"(w)eg (E) para toda n € Z, por lo que existe un punto fijo v € g (B) a

Con este resultado, estamos listos para estudiar la accién discontinua en subconjuntos
abiertos y conexos de C.

Definicidn 3.3. Sean G < PSL{2, C) no elemental {no necesariamente discreto), v Ag el
conjunto de puntos fijos de las transformaciones loxodrémicas de G. A la cerradura de .\
s¢ le llama el conjunto limite de G, y se le denota A(G). El conjunto ordinario de G. (G}.
es el complemento de A(G} en .

Normalmente, escribiremos A ¥ 0 sin mencién explicita del grupo . El siguiente lema
nos muestra la relacién que existe entre los conjuntos limite de un grupo v de sus grupos
conjugados.

Lema 3.8. Sean G < PSL(2, C), y h € PSL(2, C). Entonces A(RGh™"') = h (A (G)).

DEMOSTRACION. Seaw € h(A(G)), es decir, A" (w) € A (G). Existen wy, we,... € Ay (G)
tales que lim w, = h™' {w). Como cada w, s punto fijo de g, € G loxodrémica, se sigue
n—od
que hg,h™! es loxodrémica y fija a A (wy). Esto implica que & (w,) € Ag (RGh™!). Ademds,
por continuidad, lim h(w.) = w, por lo que w € A (RGA™!).
n—o0

Inversamente, supongamos que w € A (AGAh™'). Entonces existen w,ws,... € Ag (hGh™Y)
tales que lim w, = w. De nuevo, cada w, es punto fijo de hg,h~' loxodrémica, por lo
n—od

que g, es loxodrémica y fija a A™! {w,). Por tanto, h=' (w,) € A (G), ¥ por continuidad.
im A7 (wa) = ™" (w), de donde se sigue que h™! (w) € A(G), es decir,w € A (A(G)). O

Teorema 3.9. Para cuclquier grupe no elemental G < PSL(2, C), el conjunio limite A es
el mimimo conjunio cerrado no vacio G-invariante, Ademds, A es perfecto.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.1, cualquier grupo no elemental G < PSL(2, €) con-
tiene elementos loxodrémicos, por lo que A # 0. Ademds, por definicién. A es cerrado.
Para mostrar que A es G-invariante, sea w € Ay, es decir, existe & € G que fija a w. Para
cualquier g € G. g (w) es punto fijo de ghg™!, por lo que g (Ao} C Ay, ¥ esto muestra que
Ag. ¥ por tanto .\, es G-invariante.
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Sea £ C T un cerrado no vacio G-invariante. Puesto que G cs no elemental, cualquier
orbita es infinita, y por tanto, F es infinito. Sean g € G loxodrémica y v uno de sus puntos
fijos. Consideremos w € E que no es fijado por g. La érbita {g™(w) : n € Z} se acumula en
los puntos fijos de g {Teorema 1.17 (ii}). Dadoe que E es cerrado, v € E y Ag C E. Entonces
A C E, v por tanio. A es el minimo conjunto cerrado que es G-invariante.

Para mostrar que A es perfecto, es suficiente mostrar que Ap no tiene puntos aislados.
0 equivalentemente, que cualquier 4 € Ay es punto de acurnulacién. Pero entonces el
argumento anterior (considerando w € Ag) muestra que todes los puntos de Ag son de
actumulacién, por lo que A es perfecto. 0O

Si consideramos la hipétesis adicional de que el grupo G sea discreto, el Teorema anterior
nos muestra que el conjunto numerable Ag es denso en el conjunto perfecto {v por tanto.
no numerable) A, El siguiente ejemplo muestra que sin esta hipotesis, Ag puede ser no
numerable.

Ejemplo 3.2. Si consideramos G = PSL(2, C), G es no clemental y claramente, no es
discreto. Dado w € C, siempre podemos encontrar f € G loxodrémica con punto fijo w.
En efecto, si h{z) = z —w, y g(z) = kz, con |k| # 0, 1, entonces f = A~ 'gh es loxodrémica
y fija a w, lo cual muestra que, en este caso, Ag = C.

Teorema 3.10, Sean G subgrupo de PSL(2, C) no elementd, y Oy, Oy abiertos gjenos
que tntersectan a A, Entonces eriste g € G loxodrémica con un punto fijo en O ¥ un punic
fijo en O,.

DEMoOSTRACION. Por definicion, A es la cerradura del conjunto de puntos fijos de las
transformaciones loxodrémicas de (5, por lo que existen p, ¢ € G loxodrdmicas, tales que
p tiene un atractor en () y ¢ tiene un atractor en Oy. Por el Teorema 3.1 sabemos que
existe f € G loxodrémica con puntos fijos @ ¥ B, y que ninguno de ellos es fijado por p.
Supongamos que « es el atractor de f, y que 8 es el repulsor.

Para toda m € N, sea g, = p™fp ™. Los puntos fijos de g, son p™{a) ¥ p™(f). v
como p no fijaa o nia f, existe my > 0 tal que si m > mg, p™ (a), p™{J) € 0,. Sean
g=pfp ™ o =p™(a) v B = p™ (f). Es inmediato notar que oy v J; son el
atractor v el repulsor de g respectivamente.

Par otra parte. como g tiene un atractor en O, ¢7 (@) € O, para r suficientemente grande.
Para esta r, escribimos b = ¢" y e2 = h ().

Como O), Oy son abiertos, podemos escoger discos abiertos E, K tales que

heECECO,

QQEKC}?CO2.



3 GRUPOS NO ELEMENTALES Y GRUPOS DISCONTINUQS 41

S0 D /’o2

'ﬁl h

‘ay =h(0|}

- oy

~

Como el repulsor de g, 8, ¢ K, se sigue del Teorema 1.17 {ii) que ¢" (z) = @, uniforme-
mente en K . Ademds, como h~! {K) es una vecindad abierta de o, existe ng tal que si
n > ny. g" (K) € h™' (K), es decir,

hg" (K) C K. (3.3)

Por otra parte, ap = h{a,) ¢ E, lo que implica que el atractor de g, oy ¢ k™! (E) De
nuevo, se sigue del Teorema 1.17 (ii} que ¢~* (z) — B, uniformemente en h~! (E). Ademds,
se eligié E' de manera que fuera una vecindad abierta de 8;. por lo que existe n, tal que si
2 T,

g "' (E)CE. (3.4)

Sea n = maz (ng, n1). Con n asi determinada, se cumplen las contenciones {3.3}) y (3.4). Se
sigue del Lema 3.7 que hg" es loxodrémica con un punto fijoen K, v que g7 "h~! = (h,g“)_l
tiene un punto fijo en E. O

En los Teoremas 3.9 ¥ 3.10 no se hizo ningiin supuesto sobre si el grupo era o no discreto. Si
se anade esta hipGtesis, veremos en el Teorema 3.13 que podemos describir al conjunto limite
A en términos de cualquier érbita G (z). Como preparativo necesitamos una definicion.

Definicién 3.4. Sea ¢ < PSL(2, C). Para z € C, Ag(2) es el conjunto de los puntos
we € conla propiedad de que existe una coleccién de transformaciones distintas g, € G.
n € N tales que lim g, (2) = w.

n—oa
Observacidén §.1. De acuerdo a la definicién anterior, es claro que Ag {2) C G {z). Ademas,
es importante observar que no se pide que las imédgenes g, () sean distintas. Por lo general,
escribiremos A (2).

En el Lema 3.8 se establecié la relacidn entre los conjuntos limite A {G) ¥ A (RGh™"). De
manera andloga, el Lema 3.11 establece la relacién entre Ag {2z} ¥ ‘\non-r (R(2)).
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Lema 3.11. Sean G < PSL{2, C), y h € PSL(2, C). Enlonces Apgp-1 (h(2)) = I {Ag (2)).

DEMOSTRACION. Seaw € Apgy-1 (R (2)). Por la Definicién 3.4, existe entonces una coleccién
de transformaciones distintas hgoh™' € AGR™'. n € N tales que

lim hg h™' (h(2)) = lim lig, (2) = w.
n—oQ =4

Se tiene entonces por continuidad que lim g, (z) = I ' (w). de donde se sigue gue
n—oa
A~ {w) € Ag (2). Por tanto w € h (A (2)).

I[nversamente, sea w € h(Ag(2)), o equivalentemente, A" (w) € Ag(z). Esto es. exis-
ten distintas gn € G, n € N tales que lim g,{:) = h™'{w). Se sigue entonces que
n—od

lim hg, (z) = lim hgoh™' (R(2)) = w, ¥y como las transformaciones hg,h™' € AGh™!,
=00 n—o00
n & N son distintas, esto implica que w € Apgn-1 (I (). ]

En general, no sucede que A(z) = A para toda z € C. El siguicnte ejemplo muestra que si
el grupo no es discreto, no se cumple la igualdad.

Ejemplo 3.3. Sean B? el disco unitario, 8' = dB”, v G < PSL(2. C) el grupo que deja

invariante a B?, es decir, G = M({B?) (Definicion 1.13). Este grupo es no clemental, y

como contiene cualquier rotacion, no es discreto.

Seanw € C\{0}, w=re", r >0, 0< 8 <2my { . ¢, ..., @ ...} una sucesién tal

que klim wx = 6. Por tanto, si gx(2) = ¥z, klim au{r) = re® = w. Con esta informacion,
—o00 =00

junto con el hecho de que G es transitivo en B? v en C \ B2 podemos concluir que:
B  si:c 32
Alz) = St si:c 8!
C\B si:¢ C \ B
Por otra parte, es facil probar que si z € B s punlo fijo de g € G hiperbdlica. entonces
z € §'. y viceversa, todo z € §! es punto fijo de algin clemento hiperbélico g € G. por lo
que A = §'

El siguiente Lema exhibe una constante de Lipschits para transformaciones de Méabius en
términos de la métrica cordal.

Lema 3.12. Sea K un conjunto compacto en una reguin D en C, y F una familia de trans-
formaciones de Mébius que omite los valores 0 e > vn D. Entonces existe una constante
m > { tal que

d(g2), glw)) < )
Huli®

pare todas z, w € K yiloda g€ F.
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az+b
cz+d

2my =inf{d(z, w):z€ K, w¢ D}.

DEMOSTRACION. Sean g(z) = con ad — bc = 1, y my definido por

Por hipétesis, g~' (00) ¢ D. Si suponemos que ¢ # 0. se sigue que para toda z € K,
2]z +df¢|
2
(1+ |z]2)” (1+ |—d/ciz)

2m, <d (z, g7} (00)) =d(z, ~d/c) = 1/2

2lez + d|
(1412 (1ef* + 1)

1/2°

Die manera andloga, suponiendo que a # 0, g7' (0} & D, y para toda z € K,
2|z +bje]
(1 + 1227 (1 + |=b/al?)

2my <d(z,97" (0)) =d(z,~bfa) = 1/2

_ 2)az + b
(1 + 121" (laf® + o)

/e

Observe que sic =0, como ad = 1, @ = d = £}, entonces

2
2m; < d(z, g7 {00)) = d{z, o0} = — i
(1+412f%)
De la misma manera, sia =0, ,bc=1, b=c==1, ¥
2
2my < d(z, g7'(0)) = dlz, o0) = ————7-
(1+121)"?

43

{3.5)

(3.6)

{3.7)

(3.8)

Se tiene que (3.7) es (3.5)sic=0, |al=|d]| =1, y (3.8} es (3.6) conea =0, b} =|c| =1,

respectivamente.
Después de elevar al cuadrado ambas desigualdades. y de reordenarlas, se obtiene

(1 + 12 (Ief? + 1) m3 < lez +d*. (1 +12) (|af* + [B]*) m] < |az -+ b°.
51 se suman estas desigualdades, se tiene
(1+ 121" llgl* m? < [cz + d? + |az + b,
v se sigue que para toda z € K,
(1+129" i
2 7 1/2 < |my
(lez + d|* + |az +b[°) ligll 1
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Si g € PSL(2. C), entonces para todas z,w € € tales que g{z} # oo, g {w} # o0,
z—w
lg(z) — g{w)| = Grdlwsd)|
Esta identidad sc establecié en la pdgina 17. Esto nos permite establecer la siguiente igual-
dad, valida para toda z,w € D,
1/2 L2
dlg(:).gw)) _ l9(2) - g(w)] ) (1 )
d(:. u;) (1 + |g(z)[2)l/2 (1 + |g(w)|2)1f2 lz - wl
(1 1) (1 + o)

(lez + d* + laz + blz)”2 (lew + d* + |aw + b)) -
‘ ) ' d(z,w)
v por tanto. si z,w € K, se sigue de (3.9) que d(g(2),g(w)) < — T =
ml a

Teorema 3.13. Sea G < PSL(2, C) un grupo no elemental discreto. Entonces para toda :
enC. A= A(2).

DEMOSTRACION. Lo primero que mostraremos es que A(z) es un conjunto cerrado no vacio
G-invariante. Para esto, sean g € G loxodrdmica que no fija a z, ¥ « el atractor de g. Como
lim g" (z) = a, @ € A(z). Por tanto, A{z) es no vacio. Ademds, si w € A(z), vy g € G.
n—oo

entonces existen, por definicién, distintas g, € G, n € N tales que lim g, (z) = u. Pero

n—=00
entonces se tiene que lim gg, (2) = g(w), y por tanto g (w) € A(z). Se sigue entonces
n—og

que .\ (z) es G-invariante. Supongamos ahora que {w, : n € N} es una sucesién en A{z)
que converge a w. Se tiene entonces que para cada w, existen transformaciones distintas
In, € G,k € N tales que klim On,(2) = wy. Con esto, es facil escoger una coleccidn de
=00
elementos de G distintos tales que las imagenes de z converjan a w. En efecto. dado = > 0.
podemos escoger wy € A (z) tal que |y — w| < /2, ¥ g, € G tal que |wg — gm, (2)] < /2.
Entonces |gm, (2) — w| £ |wg — gm, (2}| + |ux — w]| < £. Esto lo podemos hacer para toda
€ = 1/n, v como ademds los elementos g,,, € G se pueden tomar distintos. se tiene
w € A (z), v por tanto A{z) es cerrado. Se sigue entonces del Teorema 3.9 que A C A (z2).

Para probar que de hecho se tiene la igualdad, consideramos dos casos:

(i) z e A,
(i) z el

(i) En este caso, G(z) C A. Se sigue de la Observacién 3.1 que A(z) € G(:) C \. ¥y por
tanto, A = \(z).
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(i1} Sean ahora z € §, y w € A (2). Para mostrar que w € A, supongamos que no es asi, es
decir, w € 2. Dado que §! es abierto, podemos tomar un disco abierto @ tal que

weQRcQch
Aqui, vamos a dividir la demostracion en dos subcasos:
(a) 0, co €A,
{b) 0{oco) ¢ A,

Vamos a demostrar (a), y veremos mds adelante que (b) se puede deducir de (a).

Si0, oo € A, K = QU {z} es compacto, y por el Lema 3.12.

L

md(z,2") m

o 3.10
olF = Tl (310)

dlg(z),9(2") <
paratoda 2 € Q y todag € G.

Dado que w € A(z), existen distintas g, € G, n € N tales que g,,( } —+ w. Ademads, como
G es discreto, se sigue del Corolario 1.8 que lim [|g,)|* = co. Y finalmente. {3.10) implica
n—+o00

que g, {2) = w uniformemente en Q. Es decir, existe np > 0 tal que sin > ng, g (Q) < @,
y por el Lema 3.7, g, es loxodrémica con un punto fijo v € g,(@), es decir. QNA #0, 1o
cual es absurdo, y se sigue por tanto que w € A y A (z) C A

Mostraremos ahora (b). 5i 0, (o oo) € A, sean u,v € A, y conjuguemos al grupo G con
hiz) = , se sigue de {a) que A (hGh™!) = Apgn-t (h(2)). ¥y los
lemas 3. 8 y 3 11 implican que h (A (G)} = h (Ag (2)). ¥ por tanto, A\ (G) = g (2). 0

Corolario 3.14. Sea G subgrupo de PSL{2, C) no elemental discreto. Si A # f:, entonces
A en ninguna parte es denso.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.13, A = A(z) para toda z € C. Como \ # C.a#0
¥ podemos tomar z € Q) . Dado w € A(z), cualquier abierto que contenga a w contiene
también una infinidad de elementos de G (z) C . Por tante. A no puede contener ningin
abierto no vacio. O

3.5 Otra caracterizacion del conjunto limite

Presentamos otra Definicién del conjunto limite de un grupo. Al igual que la Definicidn 3.4,
esta se puede aplicar también a los grupos elementales (Vea [8], p. 10).

Definicién 3.5. Sea G un subgrupo de PSL(2, C). w € € es un punto limite de G si
existen z € C v transformaciones distintas g, € G, n € N tales que lim g, {z) = w. Con
L{) denotaremos al conjunto de todos los puntos limite de G.
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Como veremos en la Proposicién 3.15, en el caso de los grupos no elementales discretos.
la Definicién 3.5 es equivalente a las Definiciones 3.3 y 3.4. Sin embargo, ¢l Ejemplo 3.4
muestra que ambas hipotesis son necesarias.

Ejemplo 3.4, (i) Sean B%, §!, y & < PSL{2, C) como en el Ejemplo 3.3. Se vid en ese
ejemplo que A =8!, ¥

B? size B?
Afz) = §' size§',
C\F? sizeC\ B
De esta informacidn, se sigue directamente que L(G) = C.

{ii) Sea f(2) = e¥™=z. con ¢ irracional. El grupo G = (f) es elemental, v se sigue del
Lema 1.18 que no es discreto. Como G es elemental. no esta definido A. Ahora, si
e AM2) s {weC:fw =]z}, vsiz € {0, o}, A{z) = {z}. Esto mismo
muestra que L (G) = C.

Proposicién 3.15. Sea G un subgrupo de PSL{2, C} no elemental discreto. Entonces, para
toda z € C, L(G) = A{z) = A

DEMOSTRACION. Del Teorema 3.13 se tiene que A {z) = A paratoda z € €. Consideremos
ahora z € C fija, y w € A(z). Entonces w es punto limite en el sentido de la Definicion 3.5.
¥ por tanto, A(z) C L{G).

Por otra parte. sea w € L{G). La Definicién 3.5 asegura que existen z' € C y distintas
9. € G, n € N tales que lim g,(2") = w, pero esto implica que w € A(2'}. ¥ por tanto.
n—oo

L(G) € A(2). O

En resumen, tenetnos tres definiciones para el conjunto limite de un grupo. Como muestran
el Teorema 3.13 y la Proposicidn 3.15, estas definiciones son equivalentes en el caso de los
grupos no elementales discretos, y por tanto, en este caso podemos utilizar la definicién
mas adecuada a la situacion. Y las Definiciones 3.4 ¥ 3.5 tienen la ventaja de que se pueden
aplicar también a los grupos elementales. Con esto, podemos concluir el andlisis de los
grupos elementales discretos.

Lema 3.16. Szan G subgrupo de PSL(2, C) discreto, y H un subgrupo de G. Entonces
L(H) C L(G). §i ademds el indice de H en G es finito, L(H) = L(G).

DEMOSTRAGION. La primera parte del lema es obvia, pues cualquier punto limite de H es
punto limite de G. Por otra parte, si [G : H} = k. & tiene una descomposicién en clases
laterales G = Hgy + Hga + ... + Hg,. Supongamos ahora que w € L (G}, es decir. existen
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zeC v distintas f, € G, n € N tales que lim f,(z) = w. Cada f, puede escribirse
n—co

de la forma f, = h,¢;,, con h, € H, 1 < i, < k. Necesariamente, alguno de los indices

in = i debe repetirse un infinidad de veces, por lo que podemos extraer una coleccién de

elementos distintos fi,g;, m € N tal que Hm Ang:(z} = w, lo que implica que w € L (H),
m—oo

y por tanto, L (H) = L(G). a

En el Capitulo 2 clasificamos hasta conjugacién a todos los grupos elementales discretos.
En la siguiente proposicidn, se utilizardn los resultados ahi obtenidos.

Proposicién 3.17. See G < FSL(2, C) elemental discreto. Para el conjunto L{G) se tiene
que:

{i) 8¢ G es de Tipo 1, entonces L{G) = 0.
{11} 5i G es de Tipo 2, entonces [L(G)| =102
(i} 5i G es de Tipo 3, entonces |L{G)] = 2.

DEMOSTRACION. (i} Este caso es inmediato, pues si G es elementat discreto de Tipo 1, es
finito.

(i) Sea G elemental discreto de Tipo 2. Se tienen dos subcasos:

{a} G es conjugado a un grupo que tiene una descomposicién en clases laterales
TuTguTg'u ... UTg™!

donde T es el subgrupo de traslaciones, y g es un generador del grupo ciclico de
rotaciones, 0 < ¢ < 6, ¢ # 5. Es decir, T tiene indice finito en G. vy se sigue del
Lema 3.16 que L (G) = L(T).
gq-1
(b} G es conjugado a un grupo que tiene una descomposicién en clases laterales U WG,
p=0
donde ' es un grupo generado por un elemento g € G loxodrémico con multiplicador
lag] = A, y w es una raiz primitiva g-ésima de 1. Se sigue que G’ tiene indice finito
en 3, y por el Lema 3.16 L(G) = L{G').

(iii) G en este caso es conjugado a un grupo que tiene una descomposicion en clases laterales
1 . s

Gq U Goh donde Gy es como G’ en (ii) (b), y h(2) = > Entonces Gy tiene indice 2 en G,

v por el Lema 3.16 L {G) = L {Ga)- O

El Teorema 3.9 y la Proposicién 3.17 nos proporcionan el siguiente resultado.

Corolario 3.18. Sea G < PSL(2, C) discreto. Entonces la cerdinehdad del conjunto L (G)
es 0, 1. 2, 0 es no numerable.
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DEMOSTRACION. En efecto, si ¢l grupe es elemental, la cardinalidad de L{G) es 0, 1 o
2 segiin la Proposicién 3.17, y si el grupo es no elemental, se sigue del Teorema 3.9 y de
la Proposicién 3.15, que L (G) = A es un conjunto perfecto no vacio, y es por tanto no
numerable. f

3.6 Accion discontinua en §2

Con la informacién obienida hasta ahora, podemos estudiar al conjunto abierto 2.

Teorema 3.19. Sea G < PSL{2, C) no elemental discreto. 5i @ # 0, entonces Q es el
dominio mdzimo de discontinuidad de G, es decir:

(i) G actia discontinuamente en §2; y

(ii) Si G actia discontinuamente en un abierto D C C, entonces D C .

DEMOSTRACION. (i} Supongamos que G no actia discontiniiamente en 2. Podemos suponer
que 0. {0 cc)¢  (Proposicion 3.3 (ii}}. Se sigue que existen un compacto A C 1 v
91, §2. §3- --- € G distintas tales que g, (K} N K # @ para toda n. Por tanto. existen pun-
tos z1, zg, I3, -.. € K tales que g, (z,) € K. Esta sucesion tiene un punto de acumulacién
w € K C ), y podemos extraer una subsucesién g, (z,,) tal que klggj On, (2n,) = w. Del

Lema 3.12 se tiene que

md (z, w) m'

o = P
gl llgll

para toda z € K y toda g € GG, y como G es discreto, lim J|_r;,,||2 = 00, de donde se sigue
n—rod

que gy, {z} = w uniformemente en K, por lo que w € A, es decir, QM A # 0. lo cual
contradice que w € §2, v por tanto, G actia discontinuamente en §2.

d(g(2),g(w)) <

{ii) Supongamos que DN A # @, y sea w en la interseccién. Como D es abierto. existe
una vecindad abierta B de w totalmente contenida en D N A, pero por definicidn \ es la
cerradura de \p, por lo que B contiene una-infinidad de puntos de Ag, lo cual implica que
DAy # 0, v esto contradice el Lema 3.6. Por tanto, DN A = @. g

Observacidn 3.2. A diferencia de la Definicién 3.2, algunos autores definen a los grupos
kleinianos como subgrupos discretos de PSL(2, C) tales que 2 # 0.

Con el resultado enunciado en el Teorema 3.19 estamos listos para dar otra descripeién de
A, siempre que se tenga en cuenta una hipdtesis adicional.

Proposicién 3.20. Sea G < PSL(2, C) no elemental, y suponga que G contiene elemen-
tos parabélicos. Entonces A es la cerradura del conjunto de puntos fijos de los elemetos
parabolicos de G.
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DEMOSTRACION. Si denotamnos con Iy al conjunto de puntos fijos parabdlicos, es fdcil ver
que [Ig es un conjunto cerrado no vacio G-invariante, y por el Teorema 3.9, A C I,.

Inversamente, sean w € flg, ¥y D un abierto que contenga a w. Entonces D contiene una
infinidad de puntos wy € Iy y por el Lema 3.6, G no puede actuar discontinuamente en
D. Por el Teorema 3.19 (i), se sigue que w € C\ £2 = A, es decir [ C A, O

Ejemplo 3.5. En este Ejemplo, consideremos el Grupe Modular:

M—H: a,b,C,dEZ ﬂ.d—bc:l_
cz+d

De manera andloga al Ejemplo 3.1, sear € Q, r = P con p.g€Z, (p.g)=1 ¢>0 La
q

(1 - rg®)z + ¢*r?

¢tz t+1+71g¢?

v por tanto, [T = A = R.

transformacidén h{z) = es parabdlica y fija a r, por lo que Iy = QU {ec}.

El resultado del Lema 3.6 nos indica que los puntos fijos de los elementos parabdlicos v
loxodrémicos de G estdn en A. Es posible que los puntos fijos de los elementos elipticos
estén en A o en 2. Sin embargo, si un punto fijo eliptico esta en €, entonces el estabilizador
de ese punto debe ser ciclico.

Teorema 3.21. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto y suponga que R #@. Siz ¢ Q.
entonces el estabilizador G, es ciclico y finito.

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 3.1% que G actiia discontinuamente en §2, por lo
que la Proposicién 3.3 (v) implica que G, es finito. Asi, cualquier ¢ € G, tiene orden
k < |G.,} y es por tanto eliptica o la identidad. Sean h, g € .. Si los otros puntos fijos de
h y ¢ no coinciden, entonces por el Teorema 1.14 (ii) (b) [A, g] es parabélica v fija a z, lo
cual es absurdo, y por tanto, G, fija los extremos de un eje en H3. En la clasificacién de
los grupos elementales discretos del Capitulo 2 (Teorema 2.3 i)} se mostré que un grupo
con estas caracteristicas es necesariamente ciclico. |

El Teorema 3.21 nos permite obtener el siguiente resultado relativo al comportamiento local
de un grupo discreto en las proximidades de un punto en Q o en H3.

Teorema 3.22. See G < PSL(2, C) no elemental discreto. Entonces:

(i) Toda = € H® es el ceniro de una bola hiperbdlica abierta N tal que g{N) = N si
gx) =z, yg{N}YNN =@ en otro caso.

(it} SiQ# 0, toda z € Q tene una vecindad abierta N C Q tal que g(N) = NV sig(z) = =.
y gf{NYNN =@ en otro caso.



3 GRUPOS NO ELEMENTALES Y GRUPOS DISCONTINUOS 50

DEMOSTRACION. (i) Sea r € H®, y definamos r = inf {p(z, g{x)}): g ¢ G.}. Como G
actta discontinuamente en H®, para toda k > 0, p(x, g (z)) < & sélo para un ninero finito
de elementos g € G, por lo que r > 0. Consideremos ahora la bola hiperbdlica

1V={J:€H3:p(:r:, y)(-;-.}.

Como & es un grupo de isometrias hiperbdlicas, p (2, y) = 2(g (z). g(y)) paratodag € G,
y por tauto, g (N) = ¥V si v sdlo si g(z)} = r. Por otra parte, si g ¢ G,. se tiene que para
toda y € N,

r<p(z, g(@) <oz, y)+py g(z)) < %+p(y~ g{x)).

La que implica que p(y, g (z)) > -;-, o equivalentemente, g (N} NN = 0.

(ii) Supongamos que 0 € 9. Por el Teorema 3.21 Gy es ciclico finito. ¥ necesariamente fija
a otro punto w € C. Supongamos por ahora que w = ooc. En este caso. toda g € Gy es
eliptica (de hecho, una rotacién) o la identidad. Por tanto, G es un grupo de isometrias
euclideanas. Veremos mas tarde que el caso general puede reducirse a este caso particular.

Sea Ny = {z € C:|z| < r} un disco tal que Ny C €. Como G actia discoutinuamente en

Q, ¢(N) NN, # 0 sélo para un niimero finito de elementos g,, g5. ... . g, € G. Sean
ahora r = min {{g:{0)| > 0:1 <k <n} y M= {z 2| < %} Se sigue entonces que si
lgx (0)] > 0, ¢ (0) & M. Reetiquetamos con g1, 2, --- ; gm. M < 1. a los elementos que

cumplen esta condicién.

e g (A
Jj-
VAR LS
| (0)
\\Qk( )
N .0
‘ 9 B

Para cada una de estas g, consideremos vecindades abiertas Ny de g,(0) tales que
Ny C gi(M), y Nen M = 0. Dado que g; ' (Nx) C M es una vecindad abierta de 0. podemos
m

entonces tomar un disco abierto N C ﬂg;l {Ne). De aqui, se sigue de inmediato que si

k=0
|g{0)] > 0, entonces g(N)NN =0, ysi g{0) =0, g(N)=N.
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Veamos ahora el caso general. Sea z € 2 (G). De nuevo, por el Teorema 3.21. ¢l estabilizador

G, también fija a un punto w € €. Consideremos h {¢) = CC— z’ y sea &' = hGh™!. Se
—w

sigue del Lema 3.8 que (G") = h (Q(G)). Ademis, hG A~ = G'p(,y. Al aplicar la primera
parte al grupo G’ se tiene que existe una vecindad N € A(Q(G)) de h{z) = 0 tal que
hgh~ (V) = N si hgh™1(0) = hg(z) = 0, y hgh™' (N) N NV = (@ en otro caso. Silo basta
observar que k™' (N) = N' es una vecindad abierta de A= (0) = z, y por tanto, de la
igualdad

hgh™ (N)NI N = hg(N') 0 A(N') = R (g (N} N N'),

se sigue que si g (2) = z, g (N} = N', y g (N'} N N' = en otro caso. O
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4 Convergencia y Ejemplos

Como preparativo para demostrar el Teorema 4.3, necesitamos calcular el drea cordal de
un disco. v el volumen hiperbolico de una bola hiperbélica en H*,

4.1 Area Cordal

Observemos que la proyeccién estercografica m : R?2 — §2, definida por

( 2z, 21y |z)* - 1) .
= 7 5 si ¥ # 0o,
#{r) = T4zl 1+ ]2 14 |z|
0,0, 1) si X = 00.

es una parametrizacién de 82\ {{0, 0, 1)}, = (z, y} = (7 (z, y), ma (2, y) . 73 (@ ¥)).

Definicién 4.1. El drea cordal de una regién R ¢ R? se define como el drea del sector
esférico z{R) C S%

N- ‘-“‘I{.R)

Se tiene del cdlculo elemental una férmula explicita para esta drea:

AAR) = A(n(R)) = ][|Dz1r {(z, y) x Dym (x, y) drdy.
R

. - Brrl 87@ 37(3) _ (Bm 671’-3 67:’3)
En esta formula, Dy7 = (Bz’ 3 3 ) y Dym= 5" -5'?;-‘ o )

Procedemos a continuacidn a encontrar una expresién manejable para el drea cordal: Para
esto, tenemos que calcular la norma del vector normal D.x {z, y) x D, (r. ¥).

om 21—+ Oomy —4zy o _ ir
gr (L+a2+ ) Oz (1+z+y2)" It (1424 )"
am —dry dmp 2(1 + 1% — %) Ony 1y

%W(l+r2+y2)2! dy (1 +z2+ 2% A (L+a2+y)
)
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€1 €9 €3
aﬂ'[ 3172 3?73
Der(,y)x Dy~ (e )= |3z 3z @z
gm 9my Omy
dy 8y Oy
4 (41 2] 3]
1-z2+y?  —2zxy 2r

RS “2zy 1+’ -y %
4
T
(~day? —2r{(1+2% —y®  —d2¥y —2y(1 - 22 + %), (1 — 2® + 7)) (L + =% — y?) — 4x%?)
= M—+w(—2r(l -2+ ), 2y (L +2t+ ), - (1 + 22 +97) (2 + 4P - 1))
4

_—— e [ (a2 2 _
Ty i@y,

4\/412 +dy?+ (@2 + 2 - 1)
(1422 +y2)°
4\/4 (22 + 32 + (2 +y?) —2(xt +y2) +1

|D17f X Dyﬂ.’ =

(1+ 22+ ¢2)°
4\/(z2+y2) +2(z*+y7) +1 4
(1+:r:2+y) (1+z2+y2)

Por tanto,

[ oo [

v hemos probado la signiente proposicién.

4dxd
Proposicién 4.1. E! dre: cordal de una regidn R C R? es [/ .#_2 0
(1422449

Ejemplo 4.1. El 4rea cordal de R®. Aunque se definid el drea cordal para regiones R C R?,

una manera obvia de ampliar la definicién a regiones B C R? consiste en considerar la

integral sobre ia region R = R\ {oo} C R% Como anbas regiones difieren por un conjunto

de contenido 0, las dreas son iguales. Para calcular el drea cordal de R?, consideremos
ddrd

primero el drea del disco 2 (0,7), conr > 0, ]/ ol A

(14224 y2)*
Do)
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21 pr 4pd,0d9 .
En coordenadas polares, la integral se convierte en . Primero calculamos

od 9pd . o (1+¢2)
r_[?..__ i P - r_ -1
0(1+92)2—2./t; (1+P2)2_1+p20_2(1+r2+1)

2 T pis
. " 4pd ] 1 1
Se sigue entonces que f f pdf 1- ) df = 47 (1 — —)
o (1+p2)?° 1+72) [y 1+7-

Finalmente, tomando el limite cuando r — oo,

N ) 1
A (R?) = 4r lim (1 - 1+r2) =4z

r—0Q

la integral

Este resultado es natural. Ef drea de la esfera §? ~ R? es precisamente 4.

4.2 Volumen Hiperbdlico

Definicién 4.2. Sea B C H?® una bola hiperbélica con centro en (xg, ¥y, 20). El volumen

hiperbdlico de la bola es
drdydz
Vi (B) := [ j e

Teorema 4.2. Sea B C H? una bola hiperbdlica con eentro en (zq, yo. z0) y radio hiperbslico
R, entonces

Vi (B) = 7 (senh(2R) — 2R).

Demostracion. En la pagina 9 del Capitulo 1, se dedujo que la esfera hiperbélica con centro
en (Ig. yo, zo) ¥ radio hiperbélico R es la esfera euclideana con centro en {zg. 4. o vosh R)
y radio zgsenh R. Las ecuaciones paramétricas

T = Tp+ rsenfsenp,
Y = yo + rsenfcos e,
z = zycosh R+ rcos@,

con 0 < 8 <7, 0 < ¢ < 2m 0 < r < zysenh R, describen el conjunto B {salvo un
conjunto con contenido en dimensidén 3 igual a 0). Si denotamos por & a este cambio
de coordenadas, el valor absoluto del determinante del jacobiano Js (6.1, 7) es r2send.
Ademis, para simplificar la notacién, escribiremos @ = zg cosh R, b = 2z senh R. Por tanto.

/f d:ldydz ]_[ |Jo (6, 0,7 |d9dwdf /[2/ r?sen § BT dbdgdr
tIJrT‘COSB o (a+1c056) Far




on
o

4 CONVERGENCIA Y EJEMPLOS

Para evaluar esta integral, hay que observar que si u = a + rcos . entonuces v’ = —rsen#,
por lo que

/" r?sen #df ——r/l (—rsen@)df T
o (a+7cosd)’ o {a+rcos®)’  2(a+rcosh)’

Esta expresion es independiente de ¢, por lo cual

%./:” ((a:—r)2 i (a_:T):,)d(p:ﬂ' ((ﬂ-"ﬂr)2 - (ﬂ‘:"f)-

- 1
Finalmente, como ! = a - — 1 ¥ T - = a - - )
(@—r1) (a~7) (a-71)"" (a+r1) (a+r) {e+r)

“[ob((a—rr)z_ (a;r)z) dr:”fob((afr)”(azr}? _air "a}rr)d":

b

T
r r

2a—17 2(a+r)

=7r( ¢ ¢ +ln(a-b)—ln(a+b)).

w( -z +ln(a—r)—ln(a+r)) py S

a-—-r a-+r

0

. a a ala+b)—a(a->b) 2ab _ )
Ahorablen'a—b_a+b: PR =az_~b2.Peroa—20coshR._\
b= zgsenh R , es decir.

2 (zp cosh R) (zgsenh R)  zlsenh 2R _

5 5= 3 senh 2R.
(20 cosh R)” — (zgsenh R) 2p

También,
In (2 cosh R — zpsenh R) = In (ze™*) =Inz — R,
v de manera andloga.

~In (zp cosh R+ zsenh Ry = —in (zoeR) =—lnz - R.

Por tanto, / [ [ d:z;dydz = # (senh(2R) — 2R). Observe que esta identidad depende sélo

del radio hlperbohco de la bola. En particular, se sigue que el volumen hiperbdélico en bolas
€s invariante bajo las transformaciones de Mobius. (]

Puede consultarse otra demostracién del Teorema 4.2 en [1]. p. 61.
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4.3 Convergencia de normas en grupos discretos

En varias ocasiones hemos utilizado el hecho de que si G es discreto, entonces es a lo sumo
numerable. es decir, G = {q1, g2, ...} ¥ por tanto, si G no es finito,

lim [{gn]| = oo,
n—00
(Corolario 1.8). El siguiente resultado nos muestra que de hecho, la norma crece rapidamente.

Teorema 4.3. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto, entonces

(i) el mimero n(t) de elementos g € G con ||g|| < t es O (8},

(i1} para todo 5 > 4. la serie Z gll™" converge,
gy

fiii) si Q£ 0. la serie Z llgll ™ converge.
geG

DEMOSTRACION. (1) Sean B{z, r) la bola hiperbélica con centro en z y radio r. y 1°(r) el
volumen hiperbélico de la bola. Consideremos el subgrupo estabilizador de j. G; < G. Se
sigue de la Proposicién 3.3 (iv} que G; es finito. es decir |G| = k. Por el Teorema 3.22 (i).
existe una bola hiperbdlica .V = B(j, r) tal que g(N)NN =0si g ¢ G;.

Por el Teorema 1.10, la condicién ||g|| < ¢ es equivalente a 2 cosh p(j, g(j)) < t*. 0
p(j. 9(3)) < cosh™'(t%/2).
Si ||lgll < ¢, se tiene entonces para toda x € N
plg(z), 7} < pla(x), 9N} + pla(d), §) = plz, J) + plg(4), §) < v + cosh™ (£ /2),

y por tanto, g(.V) C B{j, r +cosh™(£2/2)). Consideremos ahora la suma de los voliimenes
hiperbélicos de la imdgenes ajenas de N. En esta suma debemos tomar en cuenta que
los volimenes de las imagenes g (V) se repiten k veces, una vez por cada elemento en el
estabilizador Gj:

V(rl)c—"(t) < V(r + cosh™'(£2/2)).

El volumen hiperbélico V{r) es, segin el Teorema 4.2, V(r) = w(senh{2r) — 2r}. por lo

cual
r _ -2 r _ ,-2r
ver = (T ) <n (U5 < T
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B, r+ cosh"(a!2 12

L g (N)
o g3(N)
G2 (NY” &Ny
= N H P
. ~ N ij: -

Por otra parte,
cosh™'(y) = In(y + vy ~ 1) < In(2y).

Por tanto,
Tk s wk 3
m(senh{2r) — 2r)n(t) < 5 exp(2r + 2cosh™ (t°/2)) < 5 exp(2r + 2In(t%)).

ke ¢t . i n(t
Es decir, el cociente ﬁ esta acotado para

Se sigue entonces que n{t) < m

= 2(senh{2r) - 2r)’
toda t > 0, por lo que n(t) = O(t?).

(i) Para todo ¢ > 1, la funcién n : {1, t] — R es mondtona creciente, v tiene un nimero a lo
mads numerable de discontinuidades. De hecho, dado que n(z) toma valores en los naturales,
el nimero de discontinuidades es finito. Sean x;, 3, ..., T, las discontinuidades en {1, ¢
Como n{z} es constante en (rx_;, ). es una funcién escalonada. Ademais, la funcién
f:(1, ] 2 B, f(z) ==z"*, s> 4, es continua, ¥ se sigue del Teorema 1.21 que f € R(n)
en [1, f].

Por el Teorema 1.23,

m

f! dn(z) _ Z Nz, _ n{z;+) — n{x,—) N n(ze+) — n{zy—) - n{Zm+) — n(xm—)_

L] 5 & 3 ]
T ol xf z3 e

El sumando WLI_S”(H—:)
£

que esta integral se reduce a

corresponde a las g € G tales que z,_; < l|g]| € x4, por lo

[lt dr;(sr)

= > llgll™.

liglt<e
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Por otra parte, dado que n{l) = 0, se sigue del Teorema 1.20 que

[ =2 - [ aiaaa,

_/lt n(z)d(z"*) :s/l.l%g—i)dr,

Si escribimos s = 4 + 4, § > 0, se sigue de (i) que existe una constante n > 0 tal que

v del Teorema 1.22,

n(t} m . . . % dr .
ey < F1v5 para toda ¢t > 0. Puesto que la integral impropia [ — 37 existe. se sigue del
;L
n(zr)

o0
criterio de comparacidn que la integral / pre;
1 I

dz existe, y por tanto, Z {lg)l”* converge.
gec

(i) En Q C € no podemos utilizar la métrica hiperbdélica, por lo que consideraremos el drea
cordal en € que fue introducida en la Definicion 4.1 y la Proposicién 4.1. Por comodidad.
utilizamos notacidén compleja en las integrales.

El conjunto de puntos fijos de las transformaciones elipticas de G es a lo mas numerable.
y como (} # B, no se puede acumular en §2, por lo que podemos escoger un disco abierto N
tal que g(N) NN = B si g es distinta de la identidad. Por tanto, la suma de las imagenes

ajenas de N estd acotada por 47, que es el area cordal de ¢ (Ejemplo 4.1).

El area cordal de g (N} es:

/'/ 4da:dy /'/ | dzdy - j'f |L/{cz + @)?| dzdy
(1 +21%)" {1+ lg(z) (1+ |az + b/ fez + df¥)’
:4//' dzdy .

/ (laz + 8" + |z + d]?)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

laz + 8> + |ez + d? < (la]* + |0) (1 + |27) + (fef® + 1) (1 + J21%) = hal* (1 + [2]*)

y se sigue que (Jaz + b]* + ez + d|2)_2 > lgll™ (1 + |z|2)_2, por lo que
A, (N /’f 4d:cdy Ac (N)
2 Tl 1+1)° el

Y por tanto, -4 A esto implica la convergencia
p > lisll Z (e < (N) VY p 5

geC gEG
de la serie. O
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4.4 (G-paquetes

Definicién 4.3. Sea G < PSL(2, C) discreto. Un conjunto abierto conexe no vacio D es
un G-pagucte si g (D) N D =@ para toda g en G distinta de .

Teorema 4.4. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto:

(i) §i D es un abierto no vacio G-invariante que no es C, enlonces G achia disconti-
nuamente en ).

(i) Si D es un G-paquete, entonces G achia discontinuamente en U gD
geC

DEMOSTRACION. (i) El conjunto E = €\ D es cerrado no vacio G-invariante, y por el
Teorema 3.9, A C E. Por tanto, D C £, y por el Teorema 3.19, (¢ actiia discontintamente
en D.

(i) De la Definicién 4.3, Y = U ¢{D) no es conexo, ¥ por tanto, es un subconjunto propio

" 9€G

de C. Ademas, [ es abierto no vacio, y claramente es G-invariante. Se sigue entonces de
(i} que G actija dicontinuamente en D', O
Teorema 4.5. Sean G;, Ga, ... subgrupos de PSL(2, C) tales que su unidn genera al
grupo G. Sean D; G;-paquetes tales que D, U D; = C sii #J.yD =D; es no
vacio. Entonces G es el producto libre de los grupos G;, D" es un CG-paguete, y G actia

discontinuamente en U g(D").
9€G

DEMOSTRACION. Sea g € G expresado en forma normal, es decir, ¢ = gmﬂ .g1, con
gx € Giy, gx # I, e Gy, # Gy, para toda k. Mostraremos que gn, ... ¢: (D*) C C\ D;,. La
demostracidn se realizard por induccidn sobre la longitud de la e\presmn de g.

Para £ = 1, D;, es un G;,-paquete, por lo que
91(D") € 1 (D} C €\ Ds,.
Supongamos ahora que para k = n
n--g{DYCC\ Dy,
Se sigue entonces que

nt1 (gn ‘- -gl) (D') C In+1 (E\ Dx") C gn+1 (Dxn“) C @ \ Di,,+[‘

Esto implica que g, ... ¢ (D*) € C\D;,, ¢ T\D*, por lo que D* es un G-paquete. Ademdés,
esto mismo muestra que gy, ... g1 # I, ¥ se sigue de la Definicién 1.7 que G es el producto
libre de los grupos G;. Finalmente, por el Teorema 1.4 (ii), G actia discontinuamente en

|J g (D). 0

9€C



4 CONVERGENCIA Y EJEMPLOS 60

4.5 Subgrupos del grupo modular

Seang(z) = z+6,h(2) = %, y 1, Gy, los grupos generados por g v h. respectivamente,
z
Consideremos ahora los conjuntos

Dy={zeC:|Re(z}] <3}, Dpy={zeC:|z+1>1}Nn{zeC:|z-1]>1}

El grupo 5, consiste de traslaciongs, por lo que es claro que Dy es un G -paquete.

De acuerdo a la Definicién 1.21, el circulo isométricode hes J, = {ze C: |z +1|=1}L v
el circulo isométrico de h™! (z) = _zz esh-i={zeC:|z-1}=1}. Porla
Proposicién 1.19, h (f,) = Iy, h{lat Iy) = Ext [p-r y h (Ext ) = Int [,

Ahora, Dy C Ext Iy, por lo que

h(D2) C h (Extly) = Int fy-1.
Por tanto, Dy N A (D) = @. Observe ahora que Int f-1 C Ext f4. por lo que
R2(Dg) € h(Int Iy-1) C h(Ext f,) = Int 4.

Se sigue entonces que Dy N A% (D;) = B. Se tiene, en general, para toda & € Z. k # 0, que
Dy h* (Dy) = @&, y por tanto, £y es un Ge-paquete.

DD,
7

s //’I////

4

4 .
7. '-_’,"/';,,/4/////

-x -2 '0 2 3
- :
‘ . /
/ //,/‘: ////\/ \\
,/ s -/ s y T ,
s I S
/’/ <, Py

Como D* = DyNDyesno vacio, y DyUDy = @ se cumplen las hipétesis del Teorema 4.5. Se
sigue que G es el producto libre Gy « G, D* es un G-paquete, y 7 actua discontinuamente

en Ug(D‘).

peEC
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El grupo G que acabamos de contruir es subgrupo propio de PSL(‘> Z). En el Ejemplo 3.5
se vid que Apgyzz) = R. Se sigue del Lema 3.16 que Ag C R. Adn més, Ja contencién es
propia, pues si z € R, con 2 < z < 3, entonces x € g, por lo que Ag # R. Se sigue en
particular que Qg es conexo.

Sea ahora D = F\ {0, o0} Este conjunto estd totalmente contenido en {1q. En efecto, si
€ D no es real, puesto que Ag C R ze Q¢. Los unicos puntos en D que falta verificar
sonmz =22, & =23 Pero h(—2) =2, h(-3) =3/2,y b7 (2) = =2, ™' (3} = ~3/2. Esto
muestra que z = £2, £ = +3 no pueden estar en Ag, pues serian puntos aislados.

Se tiene por tanto que U F (D) C Q. Nos proponemos a continuacién mostrar que de
JeG
hecho, se tiene la igualdad U f(D}y=
fecG

Sea z € H? Lo primero que hay que observar es que podemos suponer que |Re(z}] < 3.
Esto es ficil de justificar, pues si [Re(z}] > 3. podemos considerar una & # 0 tal que
|Re(g*(z))] < 3. Ademas, podemos suponer que z € Int [, 0 que 2 € Int f,-1, pues de no
ser asi, z € {Yg, v no hay nada que probar. Sea C el circulo fijo para h (y por tauto, para
A~} que pasa por z. El conjunto C{D; M Dy) es un compacto no vacio que no contiene al
0.y por el Teorema 1.17 (i), A* (w) — 0 uniformemente en C M (D} N D,) cuando k& — co.

- N
\ .
1/ A Tz K
1 I | \w/ i i i
-3 -2 0 2 3
5 J
\ /A /
.. P .
~ __/

También, como las imagenes de D, bajo las iteraciones de A llenan Int [y e Int I, -1, esto
muestra que z esta en la érbita de C'N{D; N Dy). El mismo argumento se aplica en el caso
de que z: € C\ H?,

’ : . = mi1,)

hz('rh)= h‘(‘rf,’l)l
_3| I_s 1 - IO 1 21 13

Por tanto, basta revisar el caso en que z € R.
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Afirmacién. Sea y € R tal que y ¢ U f (D). Entonces y € Ag.
IeG

Para abreviar la notacién, sea A = (-2, 2). Lo primero que se tiene que observar es que
toda r € R es imagen de un y € A.
Consideremnos los siguientes conjuntos:

Fy = A y sus imdgenes trasladadas bajo G,

F = B\ 4,
Fu = Upyen P (F), ¥ sus imédgenes trasladadas bajo G|,
Fl = Fi\ A,

Fy = Uy en P (F), ¥ sus imégenes trasladadas bajo G|,
F = R\ 4

etcétera.

Definimos el didmetro de Fy como la longitud del mayor intervalo conexc en Fy. Se tiene
entonces que diam (Fy) = 4. En general, no es ficil calcular el didametro de Fy. Sin embargo.
demostrar el siguiente resultado es un cdlculo rutinario,

Lema 4.6. klim diam (F,) = 0.

DEMOSTRACION. En la demostracién del Lema 1.19, pdgina 16, usamos la siguiente iden-
tidad:

z—-w
If{z) = flw}] = m .
donde f(z) = z;:;, ad — be = 1, siempre que f(2) # coy f(w) # o0. Esta igualdad

serd fundamental en lo que sigue.
(i) Para un mismo intervalo {a, b}, con b > a >3,
[h{a) — h(b)| > |h*(a) — h*(b)] para toda k > 0.

a—b a—"5
{a+1)(b+1) {ak + 1) (bk + 1)
{i) Si (e, b} v (e +n, b+ n) son dos intervalos,con b > a >3,y n> 0,

En efecto, |h{a) — R{B)] =

l = |rk(a) — AX(D)].

[h(a) — A(b)| > |h{a +n) = h(b+n)].
De nuevo, es trivial verificar esto:

a—2=5
(a+1)(b+1)’>

a+n-(b+n) =lh{a+n)—h{b+n)|.

I (a) = h{b)I = (a+n+)b+n+1)|
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(iit) 51 (a, b) y (& + n, b+ n) son dos intervalos, con b <a < =3, vy n < 0,
lh(a@) —h(B) > |h(a+n)-h{b+n).

En cfecto.

a—0b
(a+n+1)d+n+1)|°

a—b l
{a+1){6-+1)]°

Peroa+n+1<a+1<0, y b+n+1<b+1<0,porloque

[h{a) — h (B}l = ylh{a+n)—h{b+n)f=

fe+n+1)d+n+1)>(e+1){b+1)>0,
v se sigue la afirmacion.
(iv) Para {(a, b) v (-6, —a) con b > a > 3, se tiene que
Ih(=a) ~ h(~8)| > |h (@) - B (8]

a—>h

CarD(ba1y| ¥ odemss,

Por supuesto. |h{—a) — h{-b)| =

l—e+1<|o|+1=a+], y|-b+1<|t|+1=b+1,
entonces
O0<{—a+1){-b+1)=[-a+1]|~b+ 1] <{a+1}{b+1).
y de esta desigualdad se sigue la afirmacidn.

(v)Siv<a<bey,

a—b

|hg"(a) - hg"’(b)| = |h{a — 6) — h(b—6)] = m )

¥ por otra parte, a — 5 < b— 5 < —2, y por tanto, (a - 5)(b ~ 5) > 4, por lo que

a—b b—a
4 |7 4

|hg='(a) — hg~'(t)] <

Podemos ahora demostrar el lema: Recordemos que F; se construye a partir de F!_,, por
lo que en (i} a (iv), s6lo consideramos el caso en que los intervalos que estamos analizando
estan [uera de (—3, 3). Supongamos que queremos calcular el didmetro de F,.. Por (i}, sélo
tenemos que observar las imagenes bajo h de F),_,. Por (i}, de entre todos los intervalos a
la derecha del 0, sélo hay que considerar el mas cercano a 0. Y en forma andloga, de (iii}, se
sigue que el intervalo més cercano a la izquierda del 0 es el tinico que nos interesa. De (iv)
se sigue finalinente que el didmetro de F,, es precisamente la longitud de la imagen bajo
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o del intervalo de longitud maxima de F,_, N (-9, —3). Observe que hay una cantidad
numerable de intervalos en F),_; que tienen la misma longitud.

Consideremos por un momento en F,,_; N{—2, 2), el intervalo de longitud maxima (a, b).
Al trasladarlo mediante g~', (g7 (a), g~ (b)) C Fi_, N (-9, =3), y por (v},

diam(F,) = [hg™'(a) - hg™}(8)] < 45 la— b = 4idiam(p,,_l).

1
Y por tanto, diam(F,} < = diam(F}), por lo que

Hm diam(F,) < lim %ﬂ diam(F3) = lim =0. O

n—too n—oo 4R—1

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Se tiene por hipdtesis, y ¢ U f(D). por lo que
jec

en particular, dado que R es un circulo invariante para el grupo, y & U f(B). donde
fec

B = Dn[-3. 3. Observe ahora que DN R=AUB.
Sea v € R, fijo. Para cada k > 0, sea Fi, la componente conexa de F, que contiene & y.

Tal componente existe siempre, pues por hipétesis, v ¢ U F{B). Por tanto. existe f, € G
FeG
tal que fi(w) € Fy,. En efecto, si z € A, f; entonces es la transformacién que manda a A

en Fy,, v si, r ¢ A, entonces fy = flh, donde f; es como antes. Por la forma en que se
construyveron los conjuntos F, todas las transformaciones son distintas, y no puede haber
cancelaciones. Por definicidn del didmetro de Fy,

|fx(z) — y] < diam(Fy),
y por el Lema 4.6, kll’m diam(Fy) = 0, y se sigue de la Definicidn 3.4 que y € .\. Q

Es claro que el ejemplo anterior se puede generalizar a una gran cantidad de subgrupos del
grupo modular.

4.6 Grupos de Schottky

Sean @, @-1, @2, Q-2 cuatro circulos mutuamente exteriores en C. Para j = 1. 2.sea g,
la transformacidén que manda el exterior de @ .-, en el interior de @;.

Primero verificamos que en efecto tales transformaciones deben existir. Es un hecho bien
conocido que PSL(2, C) es transitivo en circulos, esto es, dados dos circulos @, (-;. existe
g tal que g(@,) = Q_,. Si se tiene que g (Int @) = Int Q_,, consideremos f € P5L(2, C)
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tal que f(@Qy) = R,y h{z) = —z. Entonces la composicién fhf imercambia Int @, con
Ext @), y por tanto ¢, = gfhf es la transformacién requerida. Definiinos

Dl :EXtQ[nEXtQ-[, DQ:ExtQQQEXtQ_Q-

Por definicién, g(D;) C gi{ExtQ_,) = Int Q.

PN
’

o

Observe ahora que Int )y C Ext@Q_,. y por tanto,
g1(D1) € g1(Int @) € g1 (Ext Q) = Int Q.
Se sigue inductivamente que para toda £,
g¥(Dy) C Int@,, y por tanto, gf(D;) Ny =9,

y D1 es un {g)-paquete. Andlogamente, Dy es un {(g»)-paquete. Como D = DN D, # @, se
sigue del Teorema 4.5 que G = (g1} * (g2}, D es un G-paquete. v G actua discontinuamente
en {J e 9{) Ademds, debido a la contencidn (i = 1, 2)

gi{Int Qi) C g:(Int Q) C g(Ext@.,) = Int Q.

se sigue del Lema 3.7 que g; es loxodrémica.

En seguida, mostraremos que de hecho, G actia discontinuamente en U g(D). Para ver
9€C
esto, es suficiente mostrar que ningin punto z € 3D puede estar en A

En efecto, sean w € C v f=hphmoy - hy,con by € G, by # 1, Gy, # G, Ahora, hay
dos posibilidades excluyventes; w € D, o w € C \D.

Si w € D, podemos suponer que by € {G,), y por tanto, k) (w) € hi(D) C C\ D, Cc D,.
Ahora, hy € (G2}, ¥ halhy(w)) € ho{Dy) C T\ Dy € D\

Inductivamente. sim =0 mod 2, h,---hi(w) € Do C Dy, ysim =1 mod 2, entonces
R - By (w) € Dy C Ds.
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Falta revisar el caso w € C \ D. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

we lnthulntQ_l.

De nuevo, si fiy € (G}, entonces fi{w) € Int @, U Int Q- C Dy,

o
Q- . i) l
//
o
@
\w Q. .

y podemos repetir el argumento anterior.
Si por otra parte, A € {G4), como w € )3, de nuevo estamos en el caso anterior.

S6lo basta observar que las imagenes sucesivas de w nunca se acercan a 0D, pues, si
la longitud de la expresidn de A es al menos 2, necesariamente f(w) se encuentra en la
cerradura de las imdgenes de @y, Q_y, @2, ¥ Q_2 bajo g1, g7, 02, ¥ g{l, ¥ por tanto, las
imdgenes no se pueden acumular en 8D.

S @
o2
Q, - L
;/ Y T
/x_: B e
s s “,
hY
.
.2,

th
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