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Introducción 

Los grupos klcinianos constituyen una rama ¿e enorme importancia en las matemáticas de 
este fin de siglo, debido principalmente a sus múltiples relaciones con ot.ras ramas, como 
los sistemas dinámicos y la topología en tres dimensiones. 

En esta tesis se exhibe material introductorio sobre este tema, destacando el contraste entre 
los grupos elementales que han sido ampliamente estudiados, y los HO elementales que son 
en muchos aspectos un campo abi(>rto de in\'C'stigación. 

Después de clasificar detalladamente los grupos clem(>ntales (entre los que se encuentran los 
grupos clásicos de rotaciones definidos por los sólidos platónicos), se muestra la complejidad 
de los no f'lementales, al existir una infinidad de elementos loxodrómicos que no fijan los 
mismos puntos. Posteriormente, se exhiben diferentes definiciones del conjunto límite y se 
prueban sus equivalencias. También se diseul en prllebas finas sobre eOllwrgencia de las 
normas de los elementos de los grupos discretos. En este proceso se demuestra la fórmula 
del volumen hiperbólico de una bola (Teorema 4.2) de una manera elemental. en contrastí' 
con la manera sofisticada que se hace de este cálculo en las notas de ;"-[illllesota de Ahlfors 
([1]). 

Finalmente, se discuten los G-paquetes, subconjuntos similares a regiones fundamentales 
que son de gran interés para estudiar productos libres de grupos. Esto se muestra de manera 
detallada en un ejemplo de un subgrupo del grupo modular. La última construcción se refiere 
a los grupos de Schottky, en donde se muestra la gran utilidad del concepto de G-paquetes 
para entender estos grupos. 

ii 
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DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 

1 Definiciones y Resultados Preliminares 

Ciertos subconjuntos de IRn desempeñan un papel importante en el presente trabajo: 

H n = {x E Rn 
: X n > O}, 

Bn = {x E :ln : Ixl < 1}, 

sn-1 = {x E Rn 
: Ixl = l} . 

Estos conjuntos son, respectivamente, el n-espacio hiperbólico. la n-bola 1Jnitar"ia. y la 11-1 
esfera. 

También, es conveniente introducir el n-espacio real extendido: lRlI = IRII U {oo}. ESt0 
espacio es homeomorfo a SR e ]Rn+l, por medio de la proyección estereogt"áfica: 

¡ (2X 2x 2xn IXI'-I) 
1T:Rn -.;sn, 1T(X)= 1+1~1" 1+1:1" ... , 1+lxl" 1+lxl' 

(O. O, ... , O, 1) 

si .r -=J oc. 

si x = oo. 

Observe en particular que 7r es inyectiva, lo cual permite dotar a iRn de una métrica. la 
llamada métrica cordal d: d(x, y) = 11T(x) - 1T(y)l. 

Lo que en realidad estamos haciendo, es considerar la longitud de la cuerda que une a las 
proyecciones de x e y. Se puede probar, aunque no lo haremos aquí, que la mét.rica cordal 
tiene una expresión explícita en términos de la métrica euclideana: 

d(x, y) = 

21x - yl 
(1 + Ixl') 1/' (1 + Iyl') 1/' 

2 

(1 + Ixl') 1/' 

Para una deducción de esta fórmula, vea H]. p. 36. 

1.1 Grupos y Producto Libre 

si x, y i' 00, 

(1.1) 

si y = oo. 

Definición 1.1. Sean G un grupo y S un subconjunto de G. El subgrupo generado por 
S es la intersección de todos los subgrupos H de G que contienen a S. Denotamos a estr 
subgrupo mediante (S). 

Consideremos cualquier conjunto no vacío .\. Cna permutación dp X es una aplicar ión 
biyectiva de X en si mismo. Denotaremos ron Sx al conjunto de todas la permutaciones 
de X. Es fácil comprobar que Sx, con la composición usual de funciones, es rn rralielad \lB 

grupo. el grupo de permutaciones de X. 
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Definición 1.2. Sean G un grupo y X un conjunto. una aCCIón de G en X es \lila función 
'P : G x S --. S, (g, x) H gx, tal que 

(i) (1, :e) H J:, 

(ii) (g, h.r) H (gh, x) 

En particular, estamos interesados en el caso en que G es subgrupo de PSL(2. e). x = c. 
y r.p la acción drfinida mediante 'f(g, z) = g(z) I:es decir, la evaluación). En adelante, sólo 
diremos qUf' G actlÍa en C. 

Definición 1.3. Consideremos un grupo G que actúa en X, Y x EX. Definimos los 
siguientes conjuntos: 

Gr = {g E G: 9 (.T) = x}, 

G (x) = {g (x) E .\ : 9 E G}. 

Gr es el estabilizador de x. y G (x) la órbita (o G-órbita) de 3:. 

Hay que observar que Gx siempre es un subgrupo de G. 

Proposición 1.1. Sea G un grupo que actúa en un conjunto X. Para toda ,1.' E .\ t existe 
una correspondencia biyectiva entre los elementos de G (x) y las clases latemles de Gx en 
G. 

DEMOSTRACION. Si h (x) = 9 (x), 9-'h (x) = x, por lo que g-'h E Gr. y h E gGr. Por 
tanto, gGx = hGx ' Por otra parte, si 91,92 E hGx , h- 191,h- l g2 E Gx . De aquí se sigue 
qlIe h-'g, (x) = h-'9' (x), y por tanto, g, (x) = g, (x). Esto mlIestra que h (1') = 9 (x) si y 
sólo si las clases laterales gGr y hGr coinciden, y que la función '-P (hGx ) = h (.r) está bien 
definida y es biyectiya. O 

Definición 1.4_ Sea G un gmpo. El centro de G. denotado Z (G), es el subgrupo de los 
elementos que conmutan con todo el grupo, es decir. 

Z (G) = {g E G : hg = gh, 'Ih E G}. 

Es importante observar que Z (G) es normal en G. 

Definición 1.5. Sea 9 un elemento de un grupo G. Los elementos conjugados a g son los 
elementos de la forma hgh- I • con h E G. El conmutador de g'y h es [g, h] = ghg-1h- 1• 

De la definición anterior, podemos considerar a [9, h] como el producto de 9 rOIl un conju
gadodeg- 1 
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Definición 1.6. Sean C"G2 subgrupos de un grupo G. G I Y G'l son conjugados si para 
alguna h E e, el = he,h- l 

Observación 1.1. De la Definición 1.6 se sigue de inmediato que si dos grupos G I Y G2 son 
conjugados, entonces son isomorfos. Sin embargo, si los grupos son isomorfos, no necesa
riamente son conjugados. Más adelante veremos un ejemplo que Illuestra este hecho (Ejem
plo 1.3). 

La noción de grupos y elementos conjugados es esencial en lo que sigue. "eremos que la 
mayoría de los resultados que estableceremos a part.ir del Capítulo 2 son invariantes bajo 
conjugación. 

Consideremos ahora familias de grupos {Ca: a E A}, con 1\ un conjunto arbitrario de 
índices. 

Definición 1.7. Sea {Ca: O' E .\} una familia de grupos ajenos dos a dos. <'5 decir, si 
(1 .¡ B, entonces Ca n Gf} = e. El producto libre de los grupos Cn es el grupo C generado 
por U Ca. y sujeto a la siguiente restricción: 

aE.\ 

Todo 9 E G distinto de e puede expresarse de manera única como el producto 
de un número finito de elementos de los grupos Ca. es decir, 

9=glg2··.gn, 9kEGa~, l~k~n, 

tal que 9k f. e para toda k, y GOl; =J:. GoU )' 

Notación. El producto libre suele denotarse como G = n *Go, Y en caso de que la familia 
oEA 

df> grupos sea finita, G = C l * G2 * .. * Gn . A la expresión de 9 E G como en la definición 
anterior se le llama la fonna nonnal, o expresión irreducible de g. 

Observación 1.2. Esta no es la única definición posible para el concepto de producto libre. 
Por ejemplo, en [9] se define en términos de generadores y relaciones, y en [11] se define 
(>11 términos de homomorfismos y diagramas conmutativos. La definición que recogernos en 
('ste trabajo está tornada de [7], p. 11. Además, en este mismo texto se muestra que las tres 
definiciones son equi\·alentes. 

1.2 Métricas y Transformaciones de Mobius 

Definición 1.8. Sean D e IRn un abierto conexo, y ,,\ : D -7 lR+ una función continua. 
Dados cualquier par dE' puntos x. yen D, y ~,. : [a, b] e R -+ D una curva de clase el por 
tramos que una x eDil yen D. definimos la ;X-longitud de ~I mediante 

lAh) = t -'h(t)) 1-y'(t)1 dt. 



DEFINICIONES \' RESULTADOS PRELIMINARES 

Talllhié>n, ,<;;C' dC'fioe la A-distancia p>.(x, y) de x a y como 

El Ínfimo s{' toma 50bn' todas las curvas I de clase el por tramos que unen .r COIl yen D. 

A una función). como en la definición anterior se le llama una densidad. 

La sig:uientc' proposición justifica el que a p>.(x, y) se le llame la A-distancia. La demú:-
tración puedr 1'IIcontrarse ('11 [4]' p. 7. 

Proposición 1.2. p>. es una métrica. 

~ormalm('nte, rscrihirf'lTIos 1 y p sin hacer mención explícita de la función A. 

Ejemplo 1.1. (a) Sean D = R", .\ : R" --> IR+, .\(xt, X" ... 
I 

Xn) = -, E..'ita es la 
j'lI 

métrica hiperbólica. 

I 
(b) Sean D = C \ {O} = C', .\ : C' --> IR+, .\(x + iy) = En rI Capitulo] Jx' + y'-

veremos que C' con esta métrica es isométrico al cilindro Si x IR e ]RJ con la métrica 
euclidealla (Proposición 2.2). 

La esfera 5(0. T) e R" es el conjunto S(a, T) = {x E IR" : Ix - al = T}, a E IR", r > O. La 
reflexión (o inversión) en S(a, r) es la función 

tp: IR" \ {a} --> IR", tp(x) = a + ex ~ al)' (x - a). 

En el caso especial S(O, 1) = SR-I, esta fórmula se reduce a cp(x) = ~. 
Ixl 

Si denotamos a esta reflexión especial mediante x*, la reflexión en cualquier esfera S(a. r 
puede escribirse entonces como cp(x) = a + r2(x - a)*. 

Esta función no está definida para x = a. Sin embargo, se puede extender cp a in dC'finiendú 
",(a) = 00, y ':(00) = a. 

Ahora, el plano Pta. t) e iRn es el conjunto P(a, t) = {x E IR" : (x, a) = t} U {oo}. a E I!'.' . 
a =? 0, y (,) el producto interior usual en lRn. La reflexión en P(a, t) es la función 

1j; : IR" --> IR", 1j;(x) = x - 2 [(x, a) - ti a'. 

Igual que ant<.>s, podemos extender 'fjJ a in, definiendo 1fr(00) = oo. 
En [4], p. 22. s(' muestra que cp y tf; así definidas son continuas con respecto de la métrica 
cordal d en Rn. 
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Observación 1. 3. Ambas reflexiones pueden interpretarse geométricamente. En el caso dC' 
la esfera, si x i- a, 00, ¡p(x) es el único punto en la semirrecta determinada por a y T tal quP 
Ix - all'P(x) - al = T'. Para el plano, si x # 00, 1/1(x) es el único punto en la recta ortogonal 
al plano P(a, t) que pasa por x, tal que ~(x + 1/1(x» E P(a, t) . . "demiÍs, si escogemos el 
vector a tal Que lal = 1, el parámetro t es la distancia del plano al origen. 

Debido al homeomorfismo íRn :::::: sn, podemos pensar en el plano P(a, t) como una esfera 
que pasa por oo. Con esta convención, nos referiremos indistintamente a P(a, t) y a S{a, r) 
como esferas. 

Definición 1.9. Una transformación de M6bius en in es la composición de un número 
finito de reflexiones en esferas. 

Es trivial verificar que el conjunto de todas las transformaciones de ~,I6bius es un grupu. 

Definición 1.10. El grupo de las transformaciones de ~\.:I6bius en in es llamado el Grupo 
Geneml de Miibius, y es denotado por GM(iRn ). 

Ejemplo 1.2. (a) La traslación f(x) = x+a. a E Rn, es una transformación de :\16bills. 
pues es la composición de la reflexión en P(a, O) seguida de la reflexión en P (l. ~ lal l

). 

En efecto, si denotamos mediante 'I/Jo y ÚJl a estas reflexiones. entonces 

1/11 1/10 (x) = 1/11 (x - 2 (x, a) a') = x - 2 (x, a) a' - 2 [(X - 2 (r. a) a' .a) - ~ lal'] a' 

= x - 2 (x, a) a' - 2 (x, a) a' T 4 (x, a) (a'. a) a' + lal' a' = x + a. 

(b) La homotecia f(x) = kx, k > O. Consideremos ahora 'Po Y 'PI las reflexiones en S(O, 1) 
yen S(O, Jk), respectivamente. Entonces 

( x) x Ixl' 
'PI'PO(X) = 'PI ¡:;:j' = k Ixl' ¡:;:j' = kx. 

(e) Supongamos n = 2, Y consideremos la identificación natural R2 :::::: C. La rotación 
f(z) = e"z, 0# 2k7r, k E Z, es la composición de la reflexión en P(i, O) seguida de 
la reflexión en P (iei9/ 2 , O). 

(d) 
1 

Como en el ejemplo anterior, n = 2, Y R' '" C. La función f: C' -+ e', f(=) = -, es 
z 

la composición de la reflexión en P(i, O) seguida de la reflexión en 5(0,1). 

Sea f una isornetría euclidealla en JR2 :::::: e de la forma f(z) = az + b, con a, bE C. lal = 1. 
Se sigue del Ejemplo 1.2 (a) y (e) que f E Gj1f(i2 ). Aún más, las reflexiones que componen 
f se realizan exclusivamente sobre planos. En [4]' Teorema 3.1.3. se enuncia y demuestra 
e) siguiente Teorema que generaliza de manera notable esta obsen·aóón. 
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Teorema 1.3. Toda isometria euclideana f en lRu es una composición de a lo má.'i 1/ + 1 
reflexiones en planos. En panicular, J E GAf(in ). 

Consideremos ahora las transformaciones de Móbius f E CAf(in) que son directamente 

conformes (i.e., son conformes y cOllservan la orientación en in). No es difícil mostrar 
que estas transformaciones son composición de un número par de reflcxiollps en ('sfrras, e 
inversamente. 

Definición 1.11. El subgrupo de G.H(R"") de las transformaciones dr ~'[ohius dirpcta

mente conformes r5 llamado el Grupo de Miibius en in. Este grupo ('5 denotado por JI (in). 

Para toda n, podemos identificar de manera natural a IR"+I con 1R1I x lR mrdiantr 

La inclusión i : :::n ~ :!(n+1 puede escribirse entonces COIllO i(.r) = (I. O). Por rOlllodictad. 
escribiremos i(.r) = j. 
Consideremos la reflexión <p en la esfera S(a, r). a E lR:". Definimos rp ('OtilO la reflexión 
en S(ii, r). Oc manera análoga, dada la reflexión 1/J en el plano P(n. t), eL E IR". sea l' la 
reflexión en P(ii. t). Se tiene entonCes para x E R'\ 

'¡;i(x) = '¡;(i) = ii + ~ (i - ii) = a + _T_, (x - a), O = ('I'(x). O) = ,,:( ... ). , (' ) 
J.r - aJ Jx - aJ 

,pi(x) = ,p(i) = i - 2 [(.r, a) - ti ,", = (x - 2[(x,a) - tl-;, o) = (1/)(1·), O) = í"{ .. ). 
JaJ JaJ 

Ahora, si x E IRn..-¡, x = (.TI, ... . xn,Xn+¡), 

T' 
';;(x) = ii + --,-, (x - a), 

Jx - aJ , 
, a 
,,(x) = I - 2 [(r, a) - ti JaJ' . 

Si denotamos mediante [g (x)], a la j-ésima coordenada de g, se sigue' de' las fórmulas , 
anteriores que [.;- (x)]n+1 = r Xn~12' y [tP (x)) = Xn+ll rcspecti\'amcnte. Por tanto. el 

Jx - aJ n+' 

plano X n+! = O ~. los semiespacios Xn+l > O Y In_l < O son invariantes bajo tjJ y ~-'. 

En general, consideremos 9 E GA1(in). 9 = 90<Pl'" l¡)k, donde tpj es la rcH('xión en una 

esfel'a. La t.ransformación a E GA1 (Rn+l ), definida como 9 = ifJorp¡ ... rpk, ('xt ¡cnde a !J. 

Además, esta extensión es única, pues si al y a2 extienden a g, entonces (ih)-l YI fija al 
plano Xn+l = O (= lR.n) y mantiene in\'ariantc a Hn+l. Se' sigue de H], Tpon'llla 3.2.·1. qUE:' 

91 = [12· 
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Definición 1.12. La extensión de Poincaré de 9 E G\!(R.n), 9 = 901P1" . !.pi:> es 

- - - - G"1(IR~n+') 9 = 'PO'PI ' , ,'P. E" ' 

La construcción anterior (que se debe a Henri Poincaré) muestra que cualquier transfor
mación de '\'Iobius 9 en in tiene una extensión natural a una transformación 9 en i n+ 1, 

Por tanto, podernos identificar a CAf(in) con un subgrupo de G\I(iRn+ t )_ 

L ..' , d" 1 P' " '1 Ix - yl' a construn::iOIl tiene UIla ventaja a ¡ClOna: ermIte mostrar lael mente que es 
.l'n+lYn+l 

invariante bajo cualquier extensión de Poincaré. De esta invariancia, se sigue que las exten-
siones de Poincaré son isometrías del espacio hiperbólico Hn+' con la métrica hiperbólica 
dfO} Ejemplo 1.1 (a). La demostración de estas afirmaciones puede consultarsp en [4], p. 34. 

Considerf'mos ahora a lP la reflexión en S (cn +¡, v'2). Para x E IRhl
, 

Ahora. si :r E IRn. 

'P (x) = en +, + 1 +2
1il

, ((XI, x" .. ' , X n , O) - (O, O, '" , O, 1)) 

-(~~ 
- 1 + Ixl" 1 + Ixl" 

~ IXI'-I) 
.. , , 1 + Ixl" 1 + Ixl' ' 

Esto muest.ra que la restricción de r.p a in es la proyección estereográfica, y un argumento 
de conexidad nos permite concluir que <p manda al semiespacio Xn+l < O en Bn+l. Si 
componf'mos previamente con la reflexión a en el plano Xn+1 = O. entonces 7r = r.po manda 
a Hn+l C'n Bn+l. Por tanto. si 9 E G\f(in), entonces 7r97r-1 mantiene invariante a 

7r(Hn+l) = Bn+l. 

Por otra parte, si f E CA.f(in+l) es tal que J(Bn+l) = Bn+l, entonces 7r- ' f7r mantiene 
invariante a Hn+l. Sea ahora h = 7r-If7rl;in. Obsérvese ahora que h y rr-1frr extienden 
ambas a h. y por la unicidad de la extensión, ~ = rr- l ¡rr. ~e sigue por tanto que 7r- 1j7r es 
la extensión de Poincaré de alguna h E CAf(1R.n ) , y GAl(IRn

) es conjugado en GM(IRn+l) 
al suogrupo que mantiene invariante a Bn+l. 

Como adC'más 7r es composición de un número par de reflexionC's. se sigue qUE' AI(in ) es 

conjugado en ¡H(§n+l) al subgrupo de transformaciones de ~1obius directamente conformes 
que Illantipncn invariante a Bn+l. 

Definición 1.13. Denotaremos a los grupos conjugados a GiH(lRn
) ya Al (iRn) mediante 

7r = ";(7, CJf(Bn+l) y /I-/(B1I+1), respectivamente. 
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El siguiente resultado noS será de Suma utilidad para la clasificación de todos los grupos 
elementales discretos. Puede consultarse la demostración en [4], p. 38: 

Teorema 1.4. Sea il !lna transformación de Miibius tal que '1'(0) ; O Y '1' (B") ; B". 
Entonces .;(x) = J'.4, con A una matriz ortogonal. 

Se sigue de este Teorema el siguiente Corolario. 

Corolario 1.5. Para toda n E N, se tiene: 

(¡) 0(71 + 1) e GM(BO+') '" GM(iR"). 

(,;) SO(7I + 1) e .I/(B"+') '" M(iRn ). 

Es conveniente tr!ler algunas expresiones útiles de la métrica hiperbólica en H n - l
, Si ('011-

sider:unos x = r('n+ 1, Ji = SPn+l, T. S > O, es particularmente simple calcular p(.r. y). En 
efecto, sea 1: [O, lJ-t HTI+l. con 1(0) = x, ,(1);:::: y. una curva de clase Gl

, Entonces 

Observe ahora que entre todas las posibles curvas de clase el que unen x con y. la CUlTa 

definida por 1ft) = (tr + (1 - t)s)en+l alcanza el valor mínimo en la desigualdad anterior. 
Además, "/(t) = (r - S)en+l' Podemos suponer sin pérdida de generalidad que r - s> O, 
por lo que J¡'(t)l ; I~+' (1) > o. y por tanto 

( 1, 11'(t)1 l' Yn+,(t) (r) 
p x, y); --(-)dt; --(-)dt; In(¡n+l(l)) -ln(¡"+I(O)); In - . 

o ')'n+ I t o ')'n+l t s 

Para evitar la suposición adicional de que Yn+l (t) > O, consideramos el valor absolut.o. es 

decir p(x, y) ; Iln mi 
Una forma más utilizada de esta igualdad es cosh p(x, y) = 1 + Ix - y¡2 ,que se puede 

2xn+IYn+1 
deducir de la anterior sin ninguna dificultad. 

Consideremos ahora la esfera hiperbólica de radio r y centro y = (YI, Y2, .... Yrt+I)' ('s 
decir, el conjunto {x E Hn+l : p(x, y) = r}. Por lo anterior, esto lo podemos escribir como 

1 1
2 x-y 

coshT=l+ , 
2xn+lYn+! 
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Ahora bien, 

(Xn+l - Yn+l)2 + 2Xn+1Yn+l (1 - cosh r) ;;:: X~+I + Y~+1 - 2Xn+IYn+l cosh r 

= X~+I + Y~+l - 2xn+1Yntl cosh r + Y~+I cosh
2 

T - Y~+l cosh
2

,. 

= (xn+ I - Yn+ I cosh T)2 + y~+ I (1 - cosh2 T) 
= (Xn+l - Un+} cosh r)2 - Y~+l senh2 r. 

9 

Esto muestra que la esfera hiperbólica con centro en y, y radio hiperbólico l' es la f's[rra 
euclideana 

(XI - y¡)' + ... + (xn - Yn)' + (Xn+1 - Yn+ I cosh 1")' = (Yn+1 seuh ,.)' . (1.2) 

1.3 PSL(2, q y sus subgrupos discretos 

Para el caso particular n ;;:: 2 , identificamos de manera natural e y &2. 
En Variable Compleja, se introduce el grupo de 1Iobius M como el grupo de fUllciones dp 

la forma 9 (z) = al + db. con a, b, e, d E e, y ad - be t O. La condición ad - be '" O aSf'gura 
ez + 

que las funciones no son constantes. Es importante observar que los coeficientes (l. b. c. d 
. d . d I f d·· d· () Aaz + Ab I estan etermma os sa vo por un actor lstmto de O, es eelr, 9 ;; = \d' para toe a 

Aro + A 

A =f O. Por tanto, si Q = ad - be, podernos dividir los coeficientes entre JO, y obtener 

g(z) = (a/,fo)z+b/,fo = a'z+b' 
(e/,fo)z + d/,fo cz + d" 

con a'd' - b'¿ = 1. Así, siempre podemos suponer que ad - be = 1. 

Consideremos ahora el grupo de matrices complejas con determinante igual a 1. SL(2. e) 
(el grupo lineal especial), )' su grupo cociente PSL(2, C) = 5L(2, C)/ K, donde K es el 
centro de 5L(2, C). 

(
a b). az + b . 

Para toda .4 = e d E 5L(2, C), definimos gA E M corno VA (z) = cz + d· Se tiene 

entonces una función 11> : SL(2, C) --t M, con regla de correspondencia I1>(A) = 9A. Un 
cálculo de rutina muestra que 9AB = 1>(AB) = <I>(A) o <I>(B) = 9AgB, por lo que tenemos 
un homomorfismo de grupos. Es claro que el homomorfismo es suprayecth'o, y que el kernel 

kcr( 1» consiste de las matrices ± G n· Entonces 

5L(2, C)/ ker(<I» '" M. 

Observemos que cualquier matriz en ker(<ll) conmuta con toda A E 5L(2, e}. Por tant.o. 

kcr(1)) e K. Por otra parte, si (~ :) E K, la matriz debe conmutar. en particular. con 
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(~ ~),eSdeCir. 

(1 1)(a b)=(a+C b+d)=(a a+b)=(a b)(1 1). Ole d c d c c+d e d ° 1 

lo que implica que e:::: O, y a = d. Ahora, también debe conmutar con (~ ~), de donde 

(1 0) (a b) = (a b) = (a + b b) = (a b) (1 0) , 
1 lOa a a+b a a ° a 1 1 

y por tanto, b = O. y como det (~ ~) = a2 = 1, a :;;;: ± 1. Podemos por tanto conduie 

que ker(q,) = f{. Por tanto, PSL(2, C) :::::: M. Debido a este isomorfismo, sr acostumbra 
identificar al grupo de transformaciones de ~H)bius M eDil el grupo PSL(2. C). 

Consideremos ahora el grupo 111 (R2). Cualquier reflexión rIl rectas o círculos en e pUf'de 

escribirse como o.p (z) = a~ + b, con a, b. e, d E C, Y ud - be :;;;: 1. lJna deducción de esta 
cz + d 

fórmula puede encontrarse, por ejemplo, en [5]. p 28-30. Oc aquí se sigue que I'ualquier 
composición de un número par de reflexiones es de la forma 

( ) 
_ az ~ (3 

9 z - " 
"(z ....... u 

con 0, (3, "1, ó E C, aó - (3-y = 1. 

Por tanto, M(iR') e PSL(2, C). Inversamente, supongamos que 9 E M. Si -y = 0, nece

sariamente b =f:. O, Y podemos escribir 9 (z) = J-z + ~. Si escribimos J- = re10 y ~ = t, 

entonces 9 es composición de una traslación, una rotación, y una homotccia. Se sigue del 
Ejemplo 1.2 (a), (b) y (e) que 9 es composición de un número par de reflexiones. Por otra 
parte, si f =f:. O, podemos escribir 

g(z) = -y(az + J) = "1('" + (3) + "ó - oó = abz + 6) + (3-{ - "ó = ':" _ 1 . 
-y(V + ó) -ybz + ó) 1hz + ó) "1 -yhz + ó) 

Observe que 9 es de nuevo composición de traslaciones, rotaciones y homotecias, junto con 

la inversión f (z) = !. Pero el Ejemplo 1.2 (d) muestra que esta transformación también 
z 

oz+J 
('5 composición de un número par de reflexiones. Por tanto, cualquier 9 (z) ;;:: ---, , 

1: + u 
[n5 - {3'Y = 1, es composición de un número par de reflexiones. S(' sigue ('lltOIlCPS que 
Al(iR2 ) => PSL(2, C), y por tanto, M(iR') = PSL(2, C)' 

Consideremos ahora a (;4 junto con el producto hermt"tiuno (,) : <::4 x (:4 ---t e definido por 
(z, w) = Z¡Ul¡ + Z2W2 + Z3w3 + Z4W4' 
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Est(' producto es positivo definido, es decir, (z, z) 2: O para toda z E (;4, Y (z, z) > O si 
z =f:. 0, y por tanto, induce la norma y métrica cuclideanas en Col: 

Ilzll = ~ = (lz'" + Iz,l' + Iz,I' + Iz,I') 1/', 

d (z, w) = IIz - wll. 

Identificamos al grupo 5L(2, C) con el siguiente subconjunto ~v e (;4: 

TI' = {(n, b, e, d) E C' : ad - bc = l} . 

Resulta entonces que podemos considerar a 3L(2, e) como un subespacio métrico de Col. 
Drfinimos las funciones traza y determinante mediante: 

tr: SL(2, C) -+ C, tr((a, b, c. d)) = n + d, 

de! : SL(2. C) -+ C". det((a, b. c. d)) = ad - be = 1. 

Cn hecho importante que hay que destacar es el siguiente: tr y det son invariantes bajo 
conjugación, es decir. det(BAB-I) = det(A), y tr(BAB-') = tr(A). La importancia de 
estas fórmulas quedará de manifiesto a partir del Capítulo 2. 

AdcmáE, tr y 1111 están relacionadas por la siguiente identidad: tr (AA') = IIAII', en donde 

A: denota la transpuesta hermitiana de A, es decir, si A = (~ ~), entonces A· = (% ~) 
(En nuestra notación actual, A = (a,b,c,d), A* = (a,c,b,d).) 
La convergencia en 5L(2, C) se define de la manera usual en términos de la métrica. 

Uno de los conceptos centrales en este trabajo es el de subgrupos discretos. 

Definición 1.14. Un subgrupo G de 5L(2, e) es discreto si y sólo si para cualquier 
suc€>sión de matrices {An} e G tal que lim An = A, existe no > O tal que An = A 

n~oo 

para todo n 2: Tl{¡. 

La siguiente proposición constituye un criterio adecuado para decidir si un subgrupo es o 
no discreto. 

Proposición 1.6. Un subgrupo G de SL(2, C) es discreto si y sólo si para toda k > O, el 
conjunto {A E G : 110411 S k} es jinito. 

La demostración puede consultarse en [41, p. 15. Como consecuencia inmediata se tienen 
los siguientes corolarios. 

Corolario 1.7. Si G < SL(2, C)) es discreto, entonces G es a lo sumo numerable. 

Corolario 1.8. Si G < SL(2, C) es discreto y no es finito, entonces para cualquier sucesión 
de matrices distintas {An} e G, lim IIAnll = oo. 

n_oo 
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AdemiÍs, pupsto qllt~ dos grupos conjugados son (somorfos (de hecho, homeomorfos como 
grupos topolóp;icos). :-(' tielle t.ambién el siguiente resultado: 

Corolario 1.9. SI G < 5L(2, e) es discreto, entonces cualquier grupo conju!Jado a G en 
51...(2, e) es dl,-:cn to. 

En el caso de PSL(~. :1: 

Definición 1.15. lu ~ruJlO e < PSL(2, C) es discreto si y sólo si 4>-1 (e) < SL(2. el es 
<Iis('!"eto. 

Aho,a, sean .<1 E p,,'[, 2. C), y .4 E SL(2, C) tal que 4>(A) = g. Como también 4>( -A) = 9. 
9 detPrlllina ell {JiU {A.. --A}. Por tanto, podemos definir sin ambigüedad tr2 (g);:::;: tr:! (.-\). 
Tambiéll. defillilllo- 1" IIO'llIa de 9 como I\gl\ := I\AI\. 

~ 1 11 1\041\ Pa,a pi caso de GL'2. -1. se define Ig := IJdetAI' 

El sigui<,nte n':,lIhadt) r€'laciona de maDera notable la norma de una transformación con la 
IllPtrica hipprháliC'a. Puede consultarse la demostración en [4], p. 61. 

Teorema 1.10. Para toda 9 E PSL(2, C) se tiene 

1\91\' = 2coshp(j, g(j)), 

donde j = (O. O. I1 ~ H'. 

Si combinalllo:, ('1 Tí:'llrt'ma 1.10 con la Proposición 1.6 y la Definición 1.15, obtenemos el 
sigllif'ute critrril) útil para grupos discretos de PSL(2, e). 

Corolario l.ll. r'" gl1lpo e < PSL(2, <C) es discreto si y sólo si para todo k > O. el 
conj1.mto {g E C: !l 2 :::; k} es finito. 

Ob,qervaciólI 1.r El Corolario 1.11 nos proporciona de manera automática resultados aná
logos en PSLl~. ':1 a los Corolarios 1.7, 1.8 Y 1.9. En lo sucesivo, nos referiremos a ('stos 
resultados de IIl¡HH'ra indistinta, dejando que sea el contexto el que nos indique si nos 
referimos a SLl2. ::\ l) a PSL(2, C). 

Procedpmos "IJOra a clasificar las transformaciones de M6bius de acuerdo a su acción 
gf'omrtrica. C\mlenzamos con UIla breve discusión acerca de los puntos fijos de una trans
formación. 

Para y E PSLl:!.. ~l. dt>notamos mediante Fg = {x E ¡¡3 : 9 (x) = x} al conjunto de puntos 

Jijos de g. 

Las sip;uient(>~ I ran.:'fl1¡"JUaciones nos facilitarán el trabajo de clasificación. 



1 DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELI.\fINARES 

Definición 1.16. Para toda k E e, k =1 o, se definen las formas canónic-a.'i Hlk como: 

() {
kZ si k # 1, 

mkZ = 
z+1 sik=l. 

Observe que para las formas canónicas el cuadrado de la traza esta dado por 

I 
tr2 (m.} = k+¡;+2. 

13 

Sea 9 E PSL(2, e). Los puntos fijos de 9 en e pueden ser 1 o 2. Supongamos que 9 tiene 

un tÍnico punto fijo a, y consideremos h(z) = _1_. Entonces 
z - a 

hgh- ' (00) = hg (a) = h (a) = oo. 
I 

hgh- I (O) = hg (00) = ( ) 
9 oc -(1 

= t. 

Observe que hgh- 1 -:;:::: f fija a 00, y como no fija a O, necesariamente es una traslación 
f (z) = z + t. Ahora, cualquier traslación es conjugada a mi. Para ver esto, sólo hay que 
conjugar COn h (z) = tz. 

Supongamos ahora que 9 tiene dos puntos fijos o: y (3, y sea h(z) = : = ~. Se tiene que 

hgh -1 (00) = hg (j3) = h (j3) = 00, hgh- I (O) = hg (a) = h (a) = O. 

Por tanto, 9 es conjugada a mk para alguna k =1 1. Se sigue que en cualquier caso. 9 es 
conjugada a alguna de las formas canónicas mk. 

Hemos visto antes que tr es un invariante bajo conjugación de SL{2. C). Como tr2 está 
bien definido en PSL{2, C), si f y 9 son conjugadas entonces tr2 (h) = tr2 (9). El inverso de 
este resultado se enuncia en el siguiente Teorema. La demostración del mismo puede ,·erse 
en [4], p. 66. 

Teorema 1.12. Sean h, 9 E PSL(2. C) dIStintas de J. f y 9 son conjugadas si y sólo si 
tr'(") = tr'(g). 

El siguiente es un ejemplo que muestra que dos grupos isomorfos no necesariamente son 
conjugados (Observación 1.1). 

Ejemplo 1.3. Sean G = PSL(2, C), h(z) = z + 1, Y g(z) = 2z. Los subgrupos generados 
(h) y (g) SOn isomorfos (ambos son cíclicos infinitos). f'\o obstante, tr2 (h) = 4. Y 
tr2 (g) = 9/2, Y se sigue del Teorema 1.12 que los grupos no pueden ser conjugados. 

A continuación, \·amos a clasificar las transformaciones de M6bius de acuerdo al número 
de puntos fijos en lRJ . Esto es más fácil si nos restringimos a las formas canónicas. Si 
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ident ificamos JR3 :::: e x lR. no es laborioso verificar que las extensiones de Poincaré pu('(len 
escribirse como; 

mk(Z, t) = (kz, Ikl t) si k f 1, Y 
m1(z, t) = (z + 1,t) si k = 1. 

Dc aquí, podemos C'llcontrar los puntos lijas de cada mk; mi fija sólo a 00, si Ikl =f:. 1. mk 

fija O e 00, y si Ikl = 1, entonces mk fija al conjunto {(O, 0, t)) U loo), t E IR. 

Observese además qUf' el número de puntos fijos es un invariantf' bajo conjugación. pues 
como hemos ,'jsto. 9 fija a Q:' si y sólo si hgh- ' fija a h (a). Podemos por tanto clasificar las 
t.ransformacionc!-i dp Mobius de acuerdo al número de puntos fijos: 

Definición 1.17. Sea 9 E PSL(2, q distinta de J: 

(i) 9 es parabólica si y sólo si 9 tiene un único punto fijo en C. 

(ii) 9 es loxodrómica si y sólo si 9 tiene exactamente dos puntos fijos en C. 

(jii) 9 es elíptica si y sólo si 9 tiene una infinidad de puntos fijos en j3 (de hecho. un 
círculo O una r<'cta en lÍi.3 , 

Esta definición podría haberse enunciado de la siguiente manera: 9 es parabólica si y sólo 
si es conjugada a mI: 9 es elíptica si y sólo si es conjugada a mb con Ikl = 1. k =1 l. Y 9 es 
loxodrómica si y sólo si f'S conjugada a mk, con Ikl =11. 
Aún podemos refinar esta clasificación. 

Definición 1.18, Sea 9 una transformación loxodrómica. Diremos que 9 es hiperbólica si 
existe un disco abierto (o un semi plano) D e e tal que 9 (D) = D, En caso contrario 
diremos que g es estnctamente loxodrómica. 

También podemos clasificar las transformaciones de Mobius de acuerdo al \'alor de tr'l. 

Teorema 1.13. Sea h E PSL(2. C) distinta de J. Entonces 

(i) h es parabólica si y sólo SI Ir' (h) = 4. 

(ii) h es elíptica SI !J sólo si O :5 tr2 (h) < 4. 

(iii) " es hiperbólica si !J sólo si tr2 (h) ;::: 4. 

(w) h es estnclamcnte loxodrómica SI y sólo si tr2 (h) fÍ. lR+. 
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La drITlostración puede consultarse en [4], p. 67-68. 

Los siguientes tres Teoremas son resultados út.iles relativos a puntos fijos de las transfor
maciones de ?d6bius. Se enuncian sin demostración. las cuales pueden consultarse en [41, p. 
68-72. 

Recordemos primero que el conmutador de dos elementos f, 9 en un grupo G se define 
como IJ, 9] = 191-19- 1 Hemos visto también que 1,9 E PSL(2, C) determinan matrices 
A, BE 5L(2. C) hasta un factor de ±l. Por tanto, 

tr[J, 9]:= tr(ABA- 1W'), 

está bien definido. 

Teorema 1.14. Sean h, 9 E PSL(2, C), entonces: 

(i) h Y 9 tienen un punto fijo en ~omún en iC SI Y "ólo si tr [h. g] = 2. 

(ii) Si h Y g. ambas distintas de l. tienen un punto fijo en común en C, Cl1t01J.C(,8: 

(o) [h, 9] = 1 Y Fg = Fh, o 

(b) [h. g] es pambólica y Fg i Fh. 

Teorema 1.15. Sean h, 9 E PSL(2. C) distintas de l. Entonces las siguientes afirma
ciones son equivalentes: 

(i) hg = gh: 

(ii) h (Fgl = Fg, 9 (F"l = Fh; 

(iii) Fh = Fg; o h y 9 tienen un punto fijo en común en H3 con 9' = h' = (gh)' = l. Y 
Fg n Fh = 0. 

Teorema 1.16. Un subgrupo G < PSL(2, C) contiene únicamente elementos elípticos y la 
idenltdad si y sólo si los elementos de G tienen un punto fijo en común en H3

. 

El siguiente Teorema ilustra el comportamiento de las transformaciones de ~1obi\ls al ser 
iteradas. La demostración puede consultarse en [4]' p. 73. 

Antes de enunciar el Teorema. necesitamos una definición. 

Definición 1.19. Sea C un CÍrculo en é, y tp la reflexión en C. Q: y {3 son puntos inversos 
con respecto a e si ,,(al = J. 
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Teorema 1.17. (i) Sea 9 parabólica con punto fijo 0'. Para toda z E e se tiene que 

lim gn (z) = a. La convergencia es uniforme en subconjuntos compactos de e \ {Ú'} . 
n~oo 

(ii) Sea 9 loxodrómica. Los puntos fijos o, {J de 9 pueden ser renombrados de manera que 

pam toda z E e, z =f:. {J, Iim gTl (z) = Q. La convergencia es uniforme en s1lbconjuntos 
n~oo 

compactos de (: \ {{JI. 

(iii) Sea 9 elíptica con puntos fijos a, {J. Entonces 9 deja invariante a cualquier círculo 
pam el cual o: y f3 son puntos inversos. 

Definición 1.20. A los puntos fijos a, {3 de una transformación loxodrómica g, después 
de ser renombrados como en el Teorema 1.17 (ji), se les llama el atmctoT' y el repulsar de 
g. respectivamente. 

Obs('lye que {3 y a son el atractor y el repulsor de 9- 1, respectivamente. 

El siguiente lema nos será útil para mostrar algunos contraejemplos. 

Lema 1.18. Sea w = é'1r\ con tp irracional. Entonces el conjunto A = {wn : 11 E Z} es 
denso en SI. 

DEMOSTRACION. Como rp es irracional, el conjunto A es infinito, y SI es compacto, por 
10 que A tiene un punto de acumulación Q E SI. Por tanto, podemos extraer una sucesión 
{ nI n2 nk I t 1 l' n. LV ,W , ... } W ,... a que 1m W = fr. 

k~oo 

Ahora, dado E> 0, existen n, In E Z distintas tales que I",n - <>1 < E/3, Y I",m - al < E/3. 
Además, sea el tal que 1<>' - I1 ~ E/3. Entonces, 

I",n-m - <>'1 S I",n-m -11 + 11- ,,'1 = I",n - ",mi + 11- ,,'1 
< I",n - <>1 + Iwm - "1 + 1I - 1>'1 < E. 

Esto implica que cualquier punto en una vecindad de 1 de radio E/3 es punto de acumulación 
de A. Como podemos cubrir Si con un numero finito de tales vecindades} se tiene por tanto 
quP .-l es denso en SI. O 

Definición 1.21. Sea 9 E PSL(2, q, 9 (z) = az + b, con ad - bc = 1. Si c'¡' O. el círculo 
cz + d 

ú;ométrico de 9 es el círculo 

1, = {z E te .lg'(z)1 = !}, 

En ca...c¡o de que e = 0, no definimos el CÍrculo isométrico. 
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La razón del nombre es la siguiente: Si 9 (u) =f:. 00 y 9 (v) 1- 00, 

Ig(u)-g(v)1 = !aU+b _ aV+b! = !(aU+b)(CV+d)- (aV+b)(CU+d)! 
cu+d ev+d (eu+d)(ev+d) 

=!adU+bCV-bCu-adV!=!(ad-be)(U-V)! (1.3) 
(cu+d)(cv+d) (cu+d)(ev+d) 

-!(CU+:)(~+d)! 
a(ez+d) -e(az+b) ad-be 1 . 

Por otra parte, g'(z) = 2 = 2 = 2" Se sigue entonces 
(ez+d) (ez+d) (ez+d) 

que Iy (u) - 9 (v)1 = lu - vi si u, v E 1,. Es decir. 9 actlÍa en 1, como una isometría 
C'uclidcana. Se puede probar además que si 9 no es una similitud euclideana, entoncf'S el 
único círculo en donde 9 actúa cuclideanamente es el isométrico. 

Coa propiedad importante del círculo isométrico es la siguiente: 

Proposición 1.19. Sea Ig el círculo lsométrico de 9 E PSL(2, e). Entonces 9 (lg) = 19-1, 

Y (Int 1,) = Ext 1,-" Y 9 (Ext 1,) = [nt 1,-•. 

DEMOSTRACION. Primero hay que obsen-ar que si 9 (z) = az + b, con ad-be ;;; 1, entonces 
cz +d 

. dz - b 
g" (z) = ,y podemos definir 1,-" 

-cz+ a 

Ahora, para toda z E Iot Ig se tiene que Icz + di < 1, por lo que 

19'(z)1 = ! (ez : d)'! = Icz: di' > 1. 

Como z = (g-1 o g) (2), 1 = (g-1 o gl' (z) = (g-I)' (g (z)) g'(z), y se sigue entonces que 
I (y-I )' (y (z)) y' (z) I = 1. por lo que I (g-I)' (g (z)) I < 1. Se sigue de la observación anterior 
que 9 (z) E Ext {9-!' Las restantes contenciones se demuestran de la misma forma. O 

1.4 Integral de Riemann-Stieltjes 

En el prrsente trabajo se utiliza la integral de Riemann-Stieltjes en sólo un resultado del 
Capítulo .J., el Teorema 4.3 (ii), por lo que hacemos un breve resumen de las definiciones y 
resultados necesarios. Las demostraciones se pueden consultar en [2], [3J Y [12]. 

En esta sección, supondremos que J, g: [a, b] --t IR son funciones acotadas (no necesaria
mente continuas). 



DEFISICIO.\'ES y RESULTADOS PRELIMINARES 18 

Definición 1.22. Consideremos una partición P = {xo, Xl, ... ,XII} del intervalo [a, b]. y 
J, 9 : la, b1 ---? ;R. ena suma de Riemann-Stieltjes de J con respecto a 9 correspondiente a 
Pes 1111 nÚlllrro real S (P, J, g) de la forma . 

n 

S(P, J, g) = L f(~k) [g(x,) - g(Xk-[)] , 
k=1 

La twnna de> la par! ición P es 

C"lla partición Q refina a P si todo punto de P pertenece a Q. Esto lo denotaremos lllf'diantfl 
PCQ. 

Definición 1.23. lJna función f es integrable con 1"CSpecto a 9 rIl [a., b] si existe un nt'iIllPro 

real 1 tal que para todo E > O exista una partición p~ de [a, b} tal que si PE e P, y S (P, f. g) 
es cualquier suma de Ricrnann-Stieltjes correspondiente a P, entonces 

15 (P, J, g) - II < E. 

En ('ste caso. el número 1 está determinado de manera única y se escribe 

I = [ Jdg = t J(t)dg(t). 

En 01 caso especial en que 9 (x) = X, la suma S (P, ¡, g) se reduce a una suma de Riemann. 
y la definición coincide con la de la integral de Riemann del cálculo elemental. 

NotaCIón. Si J es integrable con respecto a 9 en [a, b]. escribiremos J E ~(g) en [a. b]. 
Adem~í.<;, <l ¡ se le llama el integrando y a g el integrador. 

El siguiente resultado nos permite intercambiar los papeles del integrando y del integrador. 

Teorema 1,20. f E ~ (g) en [a, bJ si y sólo si 9 E ~ (f) en [a, b[. Además 

t Jdg + [ gdJ = J (b) 9 (b) - J (a) 9 (a). 

Para f'I resultado que mencionaremos en el Capítulo 4, necesitamos condiciones suficientes 
para la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes. Aún cuando existen estas condiciones 
para distintas clases de funciones integradoras, nos bastará con el siguiente caso especial. 

Teorema 1,21, Si J es continua y 9 es monótona en [a, bJ, entonces J E !JI (g) en [a. b]. 
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También, necesitamos el siguiente resultado que nos permite reducir una integral (h~ Ricl1w.nn
Stieltjes a una integral de Riemann. 

Teorema 1.22. Sea f E !Ji: (g) en [a, b], y supongamos que 9 tiene derivada contwuu en 
[a, b], entonces 

[ f (x) dg (x) = 1'f (x) g' (.T) dx. 

No siempre es sencillo evaluar una integral de Rií'mann-Stieltjes. Sin embargo. existen 
condiciones bajo la<; cuales la integral puede reducirsf' a una suma finita. 

Definición 1.24. Sea 9 : [a, b] -+ IR una función continua excepto en 1111 número fillito 
de puntos Ck, donde a S el < el < ... < en S b. 9 es una función escalonada si y sólo si 
es constante en el subinter\'alo (Ck-t, Ck). Al número 9Ck = 9 (Ck+) - 9 (rk-) St;> !f> llama el 
salto de 9 en Ck· 

Teorema 1.23. Sea 9 : [a, b] -+ IR una/unción escalonada con salto gr" en rk· Si f E SI? (g) 
cn [a, b], entonees 

[f(X)d9(X) = 'tf(c,J9',. 
a b..:! 

Los r('sultados anteriores se pueden generalizar a integrales impropias de manera nat mal. 
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2 Grupos Elementales 

De ahora en adelante, nos concentraremos en la acción de subgrupos de PSL(2, e) en H:i . 

También, consideraremos la cerradura de H 3 en i{J, 

H3 = H3uC. 

Definición 2.1. en subgrupo G de PSL(2, e) es elemental si y sólo si existe ulla G-órbita 

¡huta cn R,3. 

Debido a la importancia de esta definición, hacemos notar que el {~nfasis recae en la palabra 
finita. Es de destacar que la definición no hace ninguna referencia a si el grupo es o no 
discreto. 

Ejemplo 2.1. (i) Sea 00 E H3. Y C,. su estabilizador. es decir, 

C,. = (g E PSL(2. C); g(za) = za}. 

(ii) C subgrupo finito de PSL(2. C). 

(¡ii) G abeliano. Aquí, SE;> tienen dos casos 

(a) G contiene sólo elementos elípticos y la identidad, o 

(b) G contiene algunos elementos parabólicos o loxodrómicos. 

Observe que (a) se sigue del Teorema 1.16 (aún si C es no abcliano), 

DEMOSTRACION DE (b). Sean h, 9 E G. y supongamos que una de (!llas, digamos h. no es 
elíptica. Del Teorema 1.15 (ii), h(F,) = F" g(F,,) = Fh. Como h' # Id, se sigue dl'1 inciso 
(iii) del mismo Teorema que Fg = Fh. Analicemos ahora la cardinalidad de Fg. 

Si IFgl = 1, 9 es parabólica y por tanto h también es parabólica, y C es conjugado a un 
subgrupo de Coc>' 

Si IFg I = 2, 9 puede ser elíptica o loxodrómica. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 
F, = {O,oo}. Necesariamente, h (O) = O. h(oo) = 00, pnes de otra forma h sería elíptica 
de ordt'n 2, lo cual contradice nuestro supuesto originaL 

Por tanto, cualquier subgrupo abeliano de PSL{2, C) es elementaL o 

Observación 2.1. Algunas veces. los grupos elementales son definidos con la condición de 
que para todos J, 9 E G de orden infinito, se tenga que tr[J, 91 = 2. Sin embargo. con 
esta dC'finición, el grupo estabilizador de un punto en H 3 no es necesariamente elemental. 
Para probar esto, elegimos f.,'J irracional. y consideramos las transformaciones J(z) = e';1U z 

z -1 (e'P'lf1 + l)z+e';'If'-l 
y h(z) = --, por lo cual hfh-'(z) = ') . 

z+l (e'P1:'-l z+e":;1f'+l 
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Ahora, los puntos fijos en e de f y hf"-' son {O, oo},)' {-1, l}, respectivamente,)' como 
son conjugadas, son de orden infinito. Por el Teorema 1.14 (i), se tiene que trlJ, "f"-'I # 2. 
Así, e} grupo G = (f, hfh- 1) no es elemental en el sentido de esta nueva definición. Sin 
embargo, f fija el conjunto 

{(O, O, t): t > O} U loo}, 

)' hfl,-I fija el conjunto 

{(XI, O, X3) : -1 < x, < 1, X3 ~ JI -xl}. 

Es decir, ambas fijan a j ~ (O, O. 1),)' por tanto, G ~ G)' 

• 
• J 

-; 
" . ~ 

Consideremos ahora a G un grupo elemental y supongamos que la G-órbita es {XI' ... , .ru}. 
Si 9 E G, entonces los puntos gm(Xk), m = 0, 1, 2, ... no pueden ser todos distintos, por lo 
que existe un entero mk > O con la propiedad de que gm/r; fija a xk' Sea m = ml7n2 ... mn. de 
dondr gm(.T¡,} = Xk para toda k. Con esta información, procedemos a clasificar los grupos 
elementales en tres tipos en base a la cardinalidad de la órbita finita. 

Tipo 1: n ~ 3, o {x" ... , Xn} <t. C. 
Si los puntos Xk f/ e, entonces cada 9 E G tiene una potencia gm que fija a Xk Y así gffi, Y 
por tanto [J. ('s elíptica. Si n .2: 3 Y los.r:k E e, entonces gm tiene al menos tres puntos fijos y 
('s por t.anto la identidad. Por tanto, todo elemento no trivial de G es elíptico. Esto muestra 
que si G es de Tipo 1, entonces G contiene sólo elementos elípticos (y la identidad). Por 
el Teorrma 1.16, existe un .7: E H 3 que es fijado por cada elemento de G. Debido a que 
podemos conjugar G mediante 9 E Af(i3

) de manera que g(x) = 0, g(H3 ) = E 3
, se sigue 

del Corolario 1.5 que G es conjugado a un subgrupo de s:J(3). 

Tipo 2: n = 1. 

En e!->te raso. G es conjugado a un subgrupo de PSL(2, C), en donde cada elemento fija 
::xJ y por t anta es de la forma g( z) = az + b, Por tanto, G es conjugado a un grupo de 
similiturlC's ruclideanas de C. 

Tipo 3: n ~ 2. 

En este caso, G es conjugado a un suugrupo de PSL(2, e), donde cada elemento deja 
ill\'nriantr {O, oo} y es por tanto de la forma g( z) = azs, con a .¡. 0, 52 = 1. 
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Proposición 2.1. Si G es un subgrupo elemental de PSL(2, C) de Tipo 3, enlona3 es 
conjugado a un grupo de isometrías del espacio C· = e \ {O}, con la métrica inducida por 

la densidad A(Z) = I~I' 

DEMOSTRACION. Sea"t : [a, bJ-t C· una curva de clase el. La longitud de la CUlTa ~. en 
esta mét rica, es: 

l b b'(t)1 
lb) = a l1(t)1 dt. 

Sea g: C' --) e. g(z) = a2', con o '" O, s' = 1. Se sigue que 

l(g o..,) = lb 19'(7(t))-y'(t)idt. 
a Ig(7(t))1 

L'sando notación compleja, si s = 1, g'("((t))-y'(t) = o..,'(t), Y g("((t)) = o..,(t), Y por tanto 

l(go..,) = lb 10..,'(t)l dt = l(..,). 
a lo..,(t)1 

-o'1"(t) O 
Por otra parte, si s = -1. g'(..,(t))'1"(t) = ..,'(t) , Y g("((t)) = ..,(t) , de donde 

l (g o')) = lb l-o'1"(t)h'(t)l dt = lb 1'1"(t)l dt = lb). 
a 10h(t)1 a b(t)i 

Es claro que esta prueba se puede extender a curvas de clase el por tramos. o 

Con relación a métricas en c·, probamos ahora el resultado que habíamos mencionado en 
el Capítulo 1, Ejemplo 1.1 (b). 

Proposición 2.2. La /uTlción / : C· --) SI X IR e IR', definida por /(2) = C;I·ln : 1), 
1 

es una isometría, donde C· tiene la métrica inducida por ..\(z) = ¡;¡, y SI X lR la métrica 

euclideana como subespacio de IR3 . 

DEMOSTRACION. Si identificamos C' '" IR' \ {O, O}, podemos escribir / de la siguiente 
forma: 

/ (x, y) = (~. ~, ~211n (x' + Y')) = (JI (x, y), ¡, (x, y), ¡, (.1'. y)) . 
. t2 + y2 X2 + y2 
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C' §'xR 

/ 

\ 
/' 

Es suficiente mostrar que para cualquier curva') : [a, bJ -). C· de clase el que una :'1 con 

1, l' 1-,'(1)1 z, en C', se cumpla la igualdad Il'b(t)h'(tll dt = -1 -dI. 
" " ,(1)1 

Ahora, si denotamos 'Y (t) = (x, y), y 'Y' (t) = (x'. y') 

a!1 a!1 
ax al 

l' b (t)h' (t) = 
af, a , (n ax ay ah a 3 
ax ay -1 (t) 

1 -1/' 
(
Jx' + y' - X' (x' + y'fl/' 

= -- -xv (x' + y') 
X2 + y2 

X 

1 l' b (t)h' (t) = '2 ((r - x'r-l) x' - xyr-V. (r - y'r-I) y' - xyr-Ix'. xr' + yy') . 
r 

Tomando el cuadrado de la norma se tiene 

11' b(t)h' (i)I' = ,1, [(r _ x'r-l)' (x')' _ 2xy (r _ .7:'r- l
) r-Ix'y' + x'y'r-' (y')' 

+ (r - y2r-l)2 (y,)2 _ 2~'y (r _ y2r-l) r-Ix'y' 

+ x'y'r-' (x')' + x' (x')' + 2xyx'y' + y' (y')'] 

=~ ((X')' [rr - x'r-I)' + x'y'r-' + x'] 

+ (y')' [rr - y'r-I)' +.l"y'r-' + v'] 
- 2.r'y'xy [r- I (r - y'r-I) + r- I (,. - X',.-I) - 1J) 
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Desarrollamos por separado los corchetes: 

(r - x2r-I)2 + 1.02y2r-2 + X2 = 1.2 _ 2~ + ;z:4r-2 + x2y2r-2 + ;¡;2 

= r 2 _ X2 + r- 2 (X4 + X2y2) 

= y' + T-' (x') (x' + y') = y' + x' = r 2 

(r _ y2r-I)2 + x2y2r-2 + y2 = r2 _ 2y2 + y~r-2 + x2y2,.-2 + y2 

= r2 _ y2 + r-2 (y4 + x2y2) 

= X' + T-' (y') (x' + y') = x' + y' = T'. 
r- 1 (2r - (x' +y')T- 1) -1 = 2 - (x'+ y')T-' - 1 = O. 

, 1 [' 'J Por tallto, 11' (-y (t)),' (t)1 =., (x') + (y') ,de dOllde 
r 

IJ' (, (t)),' (t)1 = ! V(x')' + (y')'. 
T 

y ('sta última igualdad es precisamente lo que queríamos probar. 

24 

o 

En la siguiente sección, darnos comienzo a la clasificación de todos los grupos elementales 
discreto.s. 

2,1 Grupos elementales discretos de Tipo 1 

Si G es elemental discreto de Tipo 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 
cualquier elemento de G fija a j E H'. Del Teorema 1.10, se sigue que IIgll' = 2 para toda 
9 E GI y el Corolario 1.11 implica que G es finito. Por tanto 1 G es conjugado a un subgrupo 
finito de .9)(3) (Corolario 1.5). 

Usaremos este último hecho para obtener las posibles estructuras de G. 

Definición 2.2. Ln punto v E e es un vértice de G si es fijado por alguna 9 E e, (g i= 1). 
El conjunto de vértices será denotado por F. 

Consideremos ahora el conjunto E = {(g, v) E G x V : 9 (v) = v, 9 I I). Como cada 9 en 
G (g i= 1) fija exactamente dos vértices, la cardinalidad de este conjunto es 

IEI = 2(IGI-l). (2.1 ) 

Si Gil es el estabilizador de un vértice v, se tiene otra expresión para la cardinalidad dI' E: 

IEI = L (lG"I- 1). (2.2) 
IIEV 
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G induce una partición de V en órbitas ajenas VI, Vi, ... ,l~. Aún más. si consideramos 
ti, v E \!j. su:' estabilizadores Gu • Gv en G son conjugados, por lo que podemos considerar 
IGul = IGI" :;:: 11,. para todas u, v E \!j, Y por tanto, 

, 
IEI = L L (lG,I- 1) = L 1';1 (nj - 1). 

)=1 vE\~ }=I 

Por la Propt,:o:irión 1.1, cada órbita G (v) está en correspondencia biycctiva con las clases 
laterales de G 'G¡ .. Así, para toda v E Y;' se tiene que G (v) = \~, Y 

IViI = n = ¡g IG,I n, 
Igualando I ~.ll Y (2.2), Y utilizando la identidad anterior, obtenemos 

, IGI '( 1 ) 
2 (ICI - 1) = ~ -;;;- (n, - 1) = ~ ICI 1 - nj , 

o en forma t'qtli,-alcnte, 

(2.3) 

Excluyendo ,ll grupo trivial, podemos suponer que IGI 2': 2, así 1 - I~I 2: ~, y por tanto. 

(2A) 

Además, también podemos suponer que nj 2: 2, por lo que 1- ~ 2:: -2
1

, Y se tiene entonces n, 
que 

(2.3) 

Las desigualdades (2.4) y (2.5)) junto con (2.3), muestran que s sólo puede tomar los valores 

2 o 3. En eft"('[Q. si suponemos que s = 1, 2 (1 - I~I) = 1 - :. < 1. Por otro lado. el 

suponer que, 2: ~ nos conduce a 2 (1 - I~I) = t (1 - ~j) 2: ~ 2: 2. 

Caso 1: s = :? 
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En este caso, de (2.3) resulta 2 = ¡g + ¡g, y por tanto, dado que lIj IICI· ICI = //\ = //2 
nl n2 

y IVd = 11,1 = 1. 

Sólo existen dos vérticrs y cada uno de ellos es fijado por cada elemento de G. Por conju
gación, podemos suponer que los vértices son O e 00 y G es entonces un grupo cíclico finito 
de rotaciones en C. 

Caso 2: s = 3. 

Aquí, de (2.3) resulta ..!..+..!..+..!.. = 1+-
1

2

1

, Y podernos suponer. sin pérdida de generalidad. 
nI n2 n3 G 

2 1 112 
que n\ :S n,:s "3· Si n\ 2: 3, -ICI :S 0, por lo que n\ = 2,)' - + - = - + ICI' 

112 n:¡ 2 " 

De aquí, se ve que no puede ser que n3 2: n2 2: 4, Y por tanto, n2 = '2 o n2 = 3. COIl 1/2 = 2. 
ICI = 2n3, "3 > O. Es decir, para toda n E N. ICI = 2n. Il'd = 11',1 = n, 11 ji = 2. En este 
caso, el grupo resulta ser isomorfo al grupo diédrico D2n . 

S
I120 2 _ 

i tl2 = 3, n3 = 6" + IGI' e nuevo, como ICI ? 0, n3 :::; v. Las soluciones son: 

(i) n3 = 3 => ICI = 12. Wd = 6, IV,I =~, IV,I = 4. 

(ii) n:\ = 4 => ICI = 2~, II'rI = 12, IV,I = 8, Iljl = 6. 
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(iii) n3 = 5 => IGI = 60, !Vd = 30, 11',1 = 20. IIJI = 12. 

Se puede probar que estos grupos son isomorfos a los grupos de rotaciones qUf' prcsenoan 
al tetraedro (A,), al octaedro (S,) y al icosaedro (A,). respectivamente. \'PI' 16;. [51. P 19. 

o [lOJ, p.172-187. 

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente Teorema. 

Teorema 2.3. Sea G subgrupo de PSL(2, e) elemental discr"elo de Tipo 1. Entonces G es 
conjugado a alguno de los siguientes grupos: 

(i) Zn. 

(iii) A" S" A.;. o 

Con esto, los grupos elementales discretos de Tipo 1 quedan totalmente determinados 
(hasta conjugación). :\ continuación, se enuncia y demuestra un Teorema que será útil 
para distinguir entre los grupos elementales discretos de Tipo 2 y los de Tipo 3. 

Teorema 2.4. Sean f. 9 E PSL(2, eL con 9 loxodrómica, y suponga que f y 9 tienen 
exactamente un punto fijo en común. Entonces el grupo generado por f y 9 no es discreto. 

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto fijo en común 
eS 00, y que f.9 SOn de la forma 9(z) = az, f(z) = az + b, con lal > 1 Y b -1 O (si lal < l. 
si;' puede tomar g-I). 

Consideremos 

Puesto que lal > 1, se tiene que 

101' + Ib[' + 1 
< 101 

es una sucesión acotada de términos distintos, y se sigue del Corolario 1.11 que (J. g) no 
puede ser discreto. O 

2.2 Grupos elementales discretos de Tipo 2 

Supongamos ahora que G es elemental discreto, pero uo de Tipo 1. Entonces G debe con
tener elementos parabólicos o loxodrómicos. Si G cont.i('ne un elemento parabólico con punto 
fijo oo. entonces cualquier elemento de G debe fijar 00 (debido a que las restantes órbitas 
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son infinitas). y se sigue del Teorema 2.4 que G no pucde tener elementos loxodrómicos 
(aunque puede contener elementos elípticos). Se sigue entonces que G es de Tipo 2. 

Examinemos ahora la estructura general de un grupo discreto de este tipo. Podemos asumir 
que todos los elcIn('ntos dí' G fijan 00, es decir, son de la forma g(z) = o.; + J. Por la 
obsen"ación 3ntf'Tior, son parabólicos o elípticos (pues g(z) ;;: nz + {3 es conjugada a la 
forma canónica rH(t si Q -1 1, por medio de h (z) = z + (JI(l - a}), y G es conjugado a un 
grupo de isolllC'trías cuclideanas de C. 

Definición 2.3. Sea 9 E PSL(2, <C) de la forma 9 (z) = <>z + {J. A a se le llama'" multi
plicador df' g. Y se Ir denota mediante O:g_ 

Con la definición anterior, 0.9 = 1 si y sólo si 9 es parahólica o la identidad. También. 
dado que las demás trasformaciones son elípticas, el conjunto de multiplicadores S de G es 
suhgrupo de §1 = {z E re: Izl = 1}. Consideremos el homomorfismo 9: G --; S. 9(,,) = Og. 

OC' la observación ant('rior, se sigue que el kernel de {}, T = ker{{})' consiste precisamente del 
suhgrupo de traslaciones de G. Además, e /T ~ S = {} (e), y podemos por tanto describir 
a G mediante descripciones explícitas de S y de T. 

Lo primero que mostraremos es que S es un grupo cíclico finito. Por hipótrsis. G contiplH-' 
al mPIlOS una traslación f(z) = Z + A, Y si 9 E G , con g(z) = O:z + o. 

Entonces para toda () E S, G contiene a h(z) = z + Q).. Esto muestra que S es finito. 
pues en caso contrario podríamos extraer una subsucesiólI de multiplicadores distintos 
{a,.: " E N}, Y en tnl caso, Ilh"II' = 2 + I""AI' = 2 + IAI' para toda n. ). se sigue del 
Corolario 1.11 que G no puede ser discreto. 

Todo C\ E S ('s de la forma eYl-, rp E (O, 27r}. Sea epo el mínimo de estos exponentes. Si algún 
t¡J no <'s múltiplo entero de rpo, entonces existen p E N, r E lR+ tales que rp = P-Po + r, con 
O < ,. < rpo, por lo que e(op-p:,Jo)i = eTi E S, lo cual contradice la elección de yO. Así, S es 
círlico finito, y todo (\ E S es de la forma e27rTi/q, Con O :::; T < q. 

Ahora. COIl f y 9 como antes, se tiene 

9/"9- 1(Z) = 9/" (a- 1 (z - ¡J)) = 9 (a- 1 (z - ¡J) + nA) = z + 110A. 

además. gn (z) = anz + {J', donde (J' es una expresión en (} y ¡J, por lo que 

Con lo anterior. hemos mostrado que e contiene cualquier traslación de la forma 
h (z) ;:: Z + p ((})).. dondE' p es cualquier polinomio con coeficientes enteros E'II 0'. En 
part.icular, G contiene todas las traslaciones de la forma h (z) = z + (o ± Ir A. 

Esto ,íltimo implica que (o + 1( 2: 1 para toda o 'f -1, Y que (O' - 1( 2: 1 para toda 
n'l 1. En efecto, si (\ '1 -1 Y la + 11 < l. entonces lim lo + 11" IAI = O. y si o '11 con 

n--too 
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in - 11 < 1, entonces lim 10 - 11n IAI = O. En cualquiera de estos casos, se contradice el 
n~oo 

Corolario 1.11, Y G no puede ser discreto. 

Hemos llegado pues a las siguientes desigualdades: 

(i) lo - 11 2: 1 siempre que Ci,p 1, Y 

(ii) la + 11 2: 1 para toda a ,p -1. 

Si reescribirnos la desigualdad (i) con Q = e2~ilq, 

, (21r)' ( 21r)' 10-112:1 <=> la-11 2:1 <=> eosq-1 + sen q 
= 2 1 - cos - > 1 {:::=:} cos - < -. ( 21r) 21r 1 

q - q - 2 

Supongamos que q 2: 7. Entonces ~ < ~ y como coseno es decreciente en [O, rrj, 

27r 7r 1 
C05- > C05- =-. 

q 3 2 

Por lo que se sigue que q ::; 6. 

Por otro lado, de la desigualdad (iiL con Q = e2ni/ q 

, (21fT)' ( 2"r)' la + 112: 1 <=> la + 11 2: 1 <=> eos q + 1 + sen -q-

( 2"r) 2rrr 1 =2 l+c05- 2:1 {:::::::::::} cos-2-?" 
q q-

Tomando q = 5. r = 2, se tiene que cos ~ < cos 2; = -~, lo cual excluye el caso q = 5. 

-1 

./ 
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ASÍ, hemos mostrado que S = {l, W, W 2 , ... , wq- 1}, con w = e'llU/q , q :5 6. q =13. 

Ahora, describiremos T. Consideremos el conjunto A = fA E e : 9 (z) = = + A E G}. y 
sra .\' = /\ \ {OJo Como G es discreto, existe A E A* de módulo mínimo (si no es así. 
existiría una sucesión {An} e A* tal que Hm An = 0, por lo que se tendría una sucesión 

n .... oo 

de transrormaciones {gn : n E Pi} tales que hm 119nll' = 2 + IAnl' = 2. Y se sigue del 
n .... oo 

Corolario 1.11 que G no puede ser discreto). Si A = {nA: n E Z}, entonces s(' ticne que 

T = {z H z + nA : n E Z} , 

o bien existe l' E A' \ {nA: n E Z} de módulo mínimo con 1,,1 2: 1.11. El conjullto de las 
traslaciones {z H z + n"\ + mp, : n, m E Z} está contenido en G. Hay que mostrar que este 
conjunto es precisamente T. Es claro que p, no es un múltiplo real de A, pues si lo fuera. 
exist.irían k E Z, J E (0,1) tales que l' = (k + J) A, )' l' - kA = JA es tal que á 1.11 < 1.11. lo 
cual contradice la elección de A. 

Se sigue que ..\ y J1 generan a e como espacio vectorial sobre nt Si f (z) = z +~: está en G. 

podemos escribir, = a). + bji, con a = n' + x, b = mi + y, n', mi E Z. x, y E [ ~ 1 
. ~ l. Se 

tiene entonces que ,- (n'A + m'ji) E A, Y dado que A y J-t son linealmente ind('p('ndientes. 

b - (n'A + m'I,)1 = IXA + YJ1.1 < IXAI + IYI,I:S ~ (1.11 + I"I):S 11'1· 

lo cual contradice la elección de un elemento con módulo mínimo. Por tanto. T consiste dp 
tra<;laciones de la forma z ;-t z + nA + mJ-t, n, m E Z. 

Ahora estamos en condiciones de describir a G. Sea w E 5, w = e21U
/

q , y tOlllemos 9 E G 
con multiplicador w. Entonces g, g2, ... ,gq-l tienen multiplicadores w, w2 . .... wq- 1, y G 
tiene una descomposición en clases laterales G = Tu Tg U Tg2 u ... U Tgq-I. pues romo se 
vió antes, G IT "" S. 

Esto muestra que cualquier elemento 9 de G e<; de la forma 9 (z) = wkz + nA + II1p, COIl 

k, m, n E Z, O < q :S 6, q i' 5. 

Supongamos ahora que G contiene un elemento loxodrómico g. Conjugando. podemos 
supouer que 9 fija O e 00, es decir, 9 (z) = uz, u i' O, 1"1 i' 1. Como G es de Tipo 2. 
todo elemento de G fija O (o 00), y en consecuencia, se sigue del Teorema 2.-1 que G no 
tiene elementos parabólicos. Con la notación de la Definición 2.3 para el multiplicador de 
y, consideremos el homomorfismo 8 : G --> 1R+, 8 (g) = I"gl. En esta ocasión. E = ker (8) 
consiste de las transformaciones elípticas de G. Dado que G es discreto. pued(' mostrarse 
como antes que E es cíclico finito, generado por alguna T(z) = e2rrl / q z, q EN. 

Consideremos ahora el conjunto de imágenes {Iagl : 9 E G}. Este conjunto no sp puede 
acumular en 1. En efecto, supongamos que existe una sucesión tal que lim IOnl = 1. Sp 

n~x 

sigue eutonces que existen transformaciones distintas gn (z) = QnZ tales que 

lim IIgnll' = lim (I"nl + _1 1_
1
) = 2, 

n-+oo n-+oo a n 
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y esto contradice de nuevo el Corolario 1.11, y por tanto, G no puede ser discreto. Podclllos 
entonces definir A = min {lCtgl > l}. 

Afirmación. B (e) = pn : n E Z}. 

DEMOSTRACION. Supongamos que existe 11 E () (G) que 110 es potencia enlera de >., Existe 
ontonces In E Z tal que ).m < IL < .. \,"+1, Pero esto es equivalente a 1 < J-tA ~m < >., .v 
entonces /l),,-m E e (G), lo cual contradice la elección de A. O 

Sea 9 E e con multiplicador o- (10-1 = A), Y denotemos con e' al grupo generado por g. 
,-1 

Por la sucesión exacta, G tiene una descomposición en clases laterales U TkG', Y todos los 
k=O 

elementos de G son de la forma 9 (z) = wkonz, W = e'2n/q, k = 0, 1 ..... q - 1. Y n E Z. En 
e5t<, caso. G es infinito. 

2.3 Grupos elementales discretos de Tipo 3 

COllsidrremos ahora el grupo elemental discreto de Tipo 3. Conjugando, podemos suponer 
que el grupo G deja invariante el conjunto {O,oo}. Si denotamos por Go al subgrupo de 
G que deja fijos a O e 00, entonces Go es de Tipo 2. Si G = Go, no hay nada por hacer. 
así que podemos suponer que Go es subgrupo propio de G. Entonces, existe h E G tal que' 
h (O) = 00, h (00) = O. Cualquier transformación que cumple esta condición es de la forma 

b 1 
h (z) = -. A continuación, vamos a mostrar que podemos escoger h (z) En efect.o. 

z z 
conjuguemos h con 9 (z) = Vbz, 

Sólo basta obsen·ar que 9 deja fijos O e 00, con lo que la afirmación queda demostrada. 

Si f E e intercambia {O,oo}, entonces hf E eo y por tanto eo tiene Índice 2 en e. Se 
concluye que G tiene una descomposición en clases laterales Go U Goh. Por tanto, cualquier 

wkú:n 
elemento de G es de la forma 9 (z) = wkanz. o 9 (z) = --o con w = e21n/q . O::; k ::; q-l. 

z 
y JI E Z. 

COIl esto terminamos la clasificación de todos los grupos elementales discretos. 

Observación 2.2. Algunos autores usan otra clasificación. Por ejemplo, en [13], p. 180-188. 
se clasifican los grupos elementales en elípticos, parabólicos e hiperbólicos. Esta última 
clasificación es excluyente, a diferencia de la presentada en esta tésis, como muestran los 
siguientes ejemplos. 

1 
Ejemplo 2.2. Consideremos las transformaciones f (z) = e'bu/n z, \" h (z) = -. 

- z 
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(a) G = (J) '" Zn' G es de Tipo l ya que fija (0,0,1) E H J
, y es de Tipo 2 pues tiene 

una órbita de longitud 1 en C. 
(b) G = (J. h) '" D'n' G es de Tipo 1 por tener un punto fijo en H3

, y es de Tipo 3 pues 
tiene una órbita de longitud 2 en C. 

Mostramos otros cj~mplos de grupos elementales. 

Ejemplo 2.3. Sean f, 9 E PSL(2, q elípticas de orden 2. Ent.onces el grupo G = (J. g) es 
(,¡(,ll1ental. Para mostrar esto, supongamos que f y 9 no tiPIlCIl puntos fijos ('11 común, pues 

en este caso clamlllente G es element.al. Dado a punto fijo de fg, el conjunto (o . .'1(0), f(a)} 
es una G-Órbit.a finita. Esto es consecuencia de que cualquier elemento Ir E G PS de la forma 
g(1gt- (19)' f. /1.'1)" o (gf)', con k E Z. Se tiene entonces que .'1 (19)' (a) =.9 (o). 
(19) f = f (gf) (a) = f (a), (19)'(a) = ", (gf)k(",) = n. por lo que G es elemental. 

Obsr-rvese que el grupo G así construido no necesariamentf' ('$ discreto, como s{' muestra 
enseguida. 

Ejemplo 2.4. Sea rp irracional, y consideremDs las transformaciones f (z) = -z, y 
(cos 1''') z + sen '1m • . 

9 (z) = () _ Es claro que ambas son ehpticas de orden 2, y ademas 
sen i.p1r Z - COS I.p1r 

gf(z) =g(-z) = -(COS<¡71f)z+senl''' = (cosl'rr)z-scn'l'''. 
-(senl{J1r)z-cost,p1r (senl.p1r)z+cOSI.{J7i 

Como tr' (gf) = 4 cos' '1''' = tr' (h), donde h(z) = e"" z. gf es conjugada a h por el 
Teorema 1.12. y por tanto, gf es de orden oo. Se sigue entonces que G no puede ser 
discreto. 

Este ejemplo muestra también que si se toman f y 9 de manera adecuada, gf puede tener 
cualquier orden que escojamos previamente. 

El último resultado del Capítulo se refiere al comportamient.o de un tipo particular de 
grupos elementales de Tipo 2. 

Proposición 2.5. Sea G < PSL(2, e) un grupo elemental con elementos parabólicos. Si 
el subgmpo de elementos parabólicos es cíclico, entonces cualquier elemento eHptico es de 
orden 2. 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad, podemos supon('r que el punto fijo de los 
elementos parabólicos es oo. Sea f (z) = az un elemento elíptico, es decir. lal = 1, con 
" 11. Si 9 (z) = z + t es generador de T, entonces 

fgf-l(Z) = fg(a- 1 z) = f(a- 1z + t) = "(,,,-1 Z + t) = z + ut. 

Como fgf-I ('s parabólica. se tiene que fgf-I = gk para alguna k E Z, por lo que 
fgf 1 (z) = Z + kt. Por tanto, a = -1, Y f es de orden 2. O 

Con este' resultado, terminamos la discusión sobre los gr1lpos elementales. En el siguiente 
Capítulo, comenzaremos a estudiar los grupos no elementales. 
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3 Grupos no elementales y grupos discontinuos 

En el presente capítulo, estudiaremos el concepto de acción discontinua de un subgrupo G 
de PSL(2, e) en H 3 y en C. Consideraremos principalmente el caso de los su bgrupos no 
rlemf'ntales. 

3.1 Grupos no elementales 

Comenzamos el Capítulo con un resultado que nos proporciona una condición Ilf'crsaria para 
<[Uf' un grupo sea no elemental. También, este Teorema nos muestra qué tan complpjos son 
estos grupos. 

Teorema 3.1. Sea G un subgrupo de PSL(2, e) no elemental. Entonces, existe una familia 
11lfimta de elementos loxodrómicos, tales que cualesquiera f, 9 en esta familia no tienen 
¡JUutos fijos en común. 

DEMOSTRACION. Sea G no elemental, y supongamos que no contiene elementos loxodró
micos. :\Iecesariamentc, G contiene al menos un elemento parabólico ¡ (pues de no ser así. G 
consist.iría sólo de elementos elípticos y la identidad, y por el Teorema 1.16, sería elemental 
de Tipo 1). Después de conjugar, podemos suponer que f es la traslación f (z) ~ z + 1. Si 

. az +b . 
('onslderamos a 9 E e, 9 (z) = --d' con ad - be = 1, se tIene que 

cz+ 

I"g(z) = az+b +n= az+b+n(cz+d) ~ (a+nc)z+b+nd. 
cz + d cz + d cz + d 

tr' (I"g) ~ (a + d + nc)'. 

y 

Dado que ¡ng no es loxodrómica, se sigue que para toda n, tr2(fng) es real y 

O:S (a+d+nc)':s 4, 

lo que implica que e = O. Entonces cualquier elemento de e fija a DO, y por tanto, G es 
elemental, lo que contradice nuestra hipótesis, y hemos mostrado que G necesariamente 
contiene elementos loxodrómicos. 

Para demostrar el Teorema, sea 9 E G loxodrómica con puntos fijos Q y (J. Dado que 
G ('s no elemental, existe ¡ E G tal que no deja invariante al conjunto {n. B}. De esto se 
derivan dos casos: 

(i) ¡n, iJl y U(a). f(iJ)l son ajenos, o 

(ii) ¡n. iJl y U(o). f(iJ)) tienen exactamente un punto fijo eu común. 
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En (i), 9 y 91 = 19J-1 son loxodrómicas sin puntos fijos en común. Se sigue que para 
toda n E N, las transformaciones gngtg- n no tienen puntos fijos en común con 9 (los puntos 
fijos de gng1y-n son gn ¡(a) y gn 1(11)), y esta es la familia infinita que se buscaba. 

En (ii), 9 Y 9\ = 19f-1 tienen exactamente un punto fijo en coml¡n (digamos o). Por el 
Teorema 1.14 (ii) (b), p = [g, gd es parahólica con punto fijo Q. Por ser G no elemental, 
existe h E G tal que h(a) .¡. Q Y por tanto, q = hph- t es parabólica y no fija a o. Tenemos 
pues dos subcasos: 

(a) !t(a) i' J: 

(b) !t(o) = ,J. 

En (a), puesto que el punto fijo de q es h(a), que es distinto de o )' de .J. se sigue del 
Teorema 1.17 (i) que qn(o) -+ h(o), qn({J) -+ h(o), por lo que para 11 2: "0' I}"(o) i' o. 
qn({J) i' {J, y podemos aplicar (i) a 9 y qn gq-,. 

• q"(a) 

.q"(¡J) 

" . 

En (b), dado que 9 y q tienen un punto fijo en común (h(o) = {J). basta obsen'ar que los 
puntos fijos de 9, = fgf-' son f(a) = a y f({J) i' {J. 

¡(a) = a 

/' 

q"(¡(¡J)) q"(¡(aj) . . 
.h(a) = 3 

'-o 

Como antes, se sigue del Teorema 1.17 (i) que q' (a) -+ h(a), q" (f ({J)) -+ h( o). ). por tanto 
existe no tal que para n 2: no, qn(f(a)) i' f(a), y q"(f({J)) i' f(l3), )' podemos aplicar (i) 
a g1 y qng1q-l!· O 

El Teorema anterior describe a los grupos no elementales. r..,·Iás aún. exhibe otra caracteri
zación de los grupos elementales. 
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Proposición 3.2. Un grupo G < PSL(2, e) es elemental si y sólo si para cualesquiera 
J, 9 E e, el grupo (J, g) es elemental. 

DEMOSTRACION. =» Sea e < PSL(2, C) elemental. Entonces existe una e-órbita finita 
{.'" ... ,xn}. Como la órbita de X, bajo (J, g) es un subconjunto de {X" .... Xn}, (J, g) es 
elemental. 

<=) Por el Teorema 3.1, si G < PSL(2, e) es no elemental, entonces existen J, 9 E G 
loxodrómicas sin puntos fijos en común, lo que implica que cualquier órbita es infinita, y 
por tanto, (J, g) es no elemental. O 

3.2 Grupos discontinuos 

l.:n concepto importante en el presente trabajo es el de grupo discontinuo. La definición 
precisa de este concepto es la siguiente. 

Definición 3.1. Sean X un espacio métrico y G un grupo de homeomorfismos de X en 
X. G actúa discontinuamente en X si y sólo si dado cualquier conjunto compacto J( e X. 
se tiene que 9 (K) n 1\ i=- 0 para solamente un número finito de elementos de G. 

La siguiente proposición nos proporciona una serie de criterios para decidir si existe o no 
una acción discontinua. 

Proposición 3.3. Sean X un espacio métrico y G un grupo que actúa discontinuamente 
en X. Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas: 

(i) Todo subgrupo H < e actúa discontinuamente en X. 

(ii) Si cp : X ~ )' es un homeomorfismo, entonces cpG<p-1 actúa discontinuamente en 
j'. 

(iii) Si Y e X es un conjunto G-invariante, entonces G actúa discontinuamente en )'. 

(iv) Si x E X Y 9\, 92, ... es una colección de elementos dist~'ntos de G, entonces la 
sucesión g\ (x), 92 (x), ... no puede converger a ninguna y E X. 

(v) Si x E X, entonces el estabilizador Gx es finito. 

fm) Si X ~ ¡gn, entonces G es a lo sumo numerable. 

DEMOSTRACION. (i) Se sigue inmediatamente de la definición. 

(ii) Sea .p : X ----i Y un homeomorfismo. Cualquier K' e y compacto es la imagen bajo .p 
de un compacto J\ e .\ (J\ = '1'-1 (J(') ). Se tiene entonces 

'1'9.,;-1 (J\') n J\' = 'Pg (J\) n 'P (J\) = '1' (g (K) n J\). (3.1 ) 



3 GRUPOS NO ELEMENT.4LES l' GRUPOS DISCONTINUOS 36 

Por hipótesis, G actúa discontinuamente en X, es decir, 9 (K) n K = 0 para casi toda 
9 E e, por lo que se sigue de (3.1) que r.pG({r' actúa discontinuamente en lO. 

(jii) Si }" e x, no es difícil mostrar que cualquier compacto K e l- es compacto {'II X, por 
lo quC' esta parte se sigue inmediatamente de la definición. 

(iv) Supongamos que para x, y E X, la sucesión 9, (xL 92(X), gJ(x), ... COJlYerge a y. En
lOJlC<'s el conjunto n = {y, x, 9¡(X), !h(X), 91(X), ... } es compacto. Por hipótesis. los g" 
son distintos. y 9n(J() nK 1- 0 para toda n, por lo que G no puede actuar discontinuamenH' 
('11 X. 

(v) Para toda 3: E X. {x} es compacto, y de la Definición 3.1, G: es necesariamente finito. 

(vi) Por la Proposición 1.1, existe una correspondencia biyectiva entre las clases laterales 
de G/Gx Y la órbita G(x). Dado que Gx es finito, G es a lo sumo numerable si y sólo si 
G(x) lo es. Supongamos que G(x) no es numerable. 

Afirmación. Si G(x) no es numerable, entonces tiene un punto de acumulación y E }Rn. 

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Supongamos que todos los puntos de G(:r) son 
aislados. Entonces. para cada v E G(x), podemos elegir vecindades N(v, Ev) tales que 
N(v, é v } n N(u, é u) = 0, si lL :/= u. Ahora, en cada una de estas vecindades, escogemos 
un punto con coordenadas racionales, y ponemos en correspondencia el centro de la vecin
dad con este punto. Pero esto es absurdo, pues para toda n, el conjunto de puntos con 
coordenadas racionales en lR" es numerable. Por tanto, G (x) tiene al menos un punto de 
acumulación. O 

Una vez que hemos mostrado que G(x) tiene un punto de acumulación y, podemos extraer 
una sucesión 91 (x), 92(X), 9J(X), que converge a y, por lo que G no puede actuar 
discontinuamente en X. O 

El! lo que sigue, consideraremos a X como un subespacio de i J con la topología inducida 
por la métrica euclideana. 

3.3 Grupos Kleinianos 

El siguiente teorema establece la relación entre los subgrupos discretos de PSL(2. e) y la 
acción discontinua en H 3 . 

Teorema 3.4. Un subgrupo G < PSL(2, e) es discreto si y sólo si actúa discontinuamente 
en ¡(l. 

DEMOSTRACION. ::::;}) Sea G < PSL(2, e) discreto. Entonces G es a lo más numerable 
(Corolario 1.7). Si G es finito, se sigue inmediatamente de la Definición 3.1 que G actúa 
discontinuamente en HJ, por lo que podemos suponer que G no es finito, es decir 

G = {9" 9', 93, ... }. 
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Como G es discreto, se tiene del Corolario 1.8 que lim IIgnll = 00, y por el Corolario 1.11, 
n~oo 

lim p(j. gn(j)) = oo. (3.2) 
n~oo 

Consideremos ahora un compacto K e H 3
. Existe una bola hiperbólica 

B = {x E H' : p (x, j) < k} 

,al que K e B. 

g(I<) 

B 

.g(j) 

\ 
.j ./ 

Si 9 (K) n I< i 0, entonces g(B) n B i 0, y se sigue de la desigualdad del triángulo que 

p(j, g(j)) < 2k. 

Por (3.2), esto sólo puede ocurrir para un número finito de elementos 9 E G, y se sigue que 
G actúa discontinuamente en H3 . 

{=) Sea G < PSL(2, C) un grupo que actúa discontinuamente en H3 (o en un abierto 
conexo de e ), y supongamos que G no ('$ discreto. Se sigue entonces que existen matrices 
"\1, A2, AJ , ... E 5L(2, e), que determinan elementos distintos de G: gA j , gAlO 9.lr .... 

tales que lim An = l. Pero esto implica que lim 9A. .. (x) = x para toda x E H 3 . Y esto 
n~oo n~oo 

contradice el resultado de la Proposición 3.3 (iv). por lo que el grupo no pucdp actuar 
discontinuamente en H 3 . Por tanto, G es discreto. O 

Definición 3.2. Un subgrupo discreto de PSL(2, e) recibe el nombre de kleiniano. 

De la demostración anterior, se deduce una relación entre grupos discretos y acción discon
titma en subconjuntos abiertos de C. 

Corolario 3.5. Si G es un subgrupo de PSL(2. C) 
abierto no vacío D e e, entonces G es discreto. 

que actúa discontinuamente en algún 
O 
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Desafortunadamente, el inverso es falso. Existen grupos discretos que no actuan discoll
tinuamente en ningún abierto no vacío de C. El siguiente lema establece un critt>rio qUE:' 

excluye la posibilidad de una acción discontinua, lo cual nos permitirá mostrar un <,j<'lllplo. 

Lema 3.6. Sean G < PSL(2, C) y D ~ e un abierto conexo que contiene un pUtlto fijo l' 

de algún elemento parabólico o loxodrómico 9 de G. Entonces G no actúa discontúwmncnte 
en D. 

DEMOSTRACION. Si 9 es parabólica o loxodrómica, el estabilizador Gl , contien(' la-s itrra
ciones gR, por lo que es infinito, y por la Proposición 3.3 (v), G no puede actuar disconti
nuamente en D. O 

Ejemplo 3.1. El anillo de los enteros gaussianos es el conjunto: 

Z [i] ~ {a + ib E e : a. b E Z} . 

Se d(>fine el grupo de Picard como el conjunto de las transformaciones de la forma 

az +b 
z>-----> --, a, b, c, dE Z[i], ad - be ~ l. 

ez +d 

. p+~ 
Claramente G es un subgrupo dIscreto de PSL(2, C). Sea w ~ --, COIl p, q. ,. E Z, 

e 
r > O. Como el conjunto de estos complejos es precisamente Q x Q, se tiene que ('5 denso 
en C. Consideremos ahora la transformación 

(1 - wr') z + r'w' 
h (z) = -'---:;---'-:--;;

-r2z+1+wr2 

Se tiene que tr(h) = 1 - wr' + 1 + we' = 2, Y det(h) = 1 - w'e' + r'w' = 1, por lo que 
h E G l es parabólica y 

(1 - wr')w + ,.'w' 
h(w) = = w. 

-r2w + 1 + wr2 

Se sigue del Lema 3.6 que G no puede actuar discontinuamente en ningím abif'rto 110 vacío 
de C. 

3.4 Los conjuntos límite y ordinario 

Nuestro objetivo actual es estudiar la situación en que un grupo discreto actúa discontinua· 
mente en algún abierto no vaCÍo de C. Puesto que la siguiente discusión estará basada en 
los puntos fijos de los elementos loxodrómicos de G. primero veremos el caso de los grupos 
no elementales, y más adelante. trataremos la situación de los grupos elementales. 

El siguiente resultado establece un criterio para localizar los puntos fijos de los elt'lllentos 
loxodrómicos. 
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Lema 3.7. Sean E un disco abierto en e, y 9 E PSL(2, C). Suponga que 9 (E) e E. 
Entonces 9 es loxodrómica y tiene un punto fijo v E 9 (E"). 

o EMOSTRACION. Por la hipótesis 9 (E) e I:, los puntos fijos de 9 no están en aE. Sin 
pérdida de generalidad, podemos suponer que 9(00) = oo. con lo que 8'f. es un círculo 
C'uclicleano. Si 9 es elíptica o parabólica, 9 es una isometrÍa euclideana (pues estamos 
suponiendo que fija a 00), y no puede ser que 9 (E") e E, por lo que 9 es necesariamente 
loxodrómica. Para cualquier w que no es punto fijo de g, las imágenes de las iteraciones 
9' (w). n E :l, se acumulan en los puntos fijos de g (Teorema 1.17 (ii)). Si w E E, 
g"(w) E g (~) para toda n E :l, por lo que existe un punto fijo v E g (~). O 

Con este resultado, estamos listos para estudiar la acción discontinua en subconjuntos 
abiertos y conexos de C. 

Definición 3.3. Sean G < PSL(2, C) no elemental (no necesariamente discreto). y Ao el 
conjunto de puntos fijos de las transformaciones loxodrómicas de G. A la cerradura de '\0 
SI' le llama el conjunto límite de G, y se le denota A(G). El conjunto ordinario de G. íl(G). 
es el complemento de A(G) en C. 

!\ormalmente, escribiremos A y n sin mención explícita del grupo G. El siguiente lema 
nos muestra la relación que existe entre los conjuntos límite de un grupo y de sus grupos 
conjugados. 

Lema 3.8. SeanG< PSL(2, C), yhE PSL(2, C). EntoncesA(hGh- l ) ~h(A(G)). 

DEMOSTRACION. Sea w E h (A (G)), es decir, h- I (w) E A (G). Existen WI, W2,' .. E '\0 (G) 
tales que lim W n = h- 1 (w). Como cada W n es punto fijo de 9n E G loxodrómica, se sigue 

n~oc 

que h9"h- 1 es loxodrómica y fija a h (w.). Esto implica que h (w.) E Ao (hGh- I
). Además, 

por continuidad, lim h (w.) ~ w, por lo que w E A (hGh- I ) . 
• ~oc 

Inversamente, supongamos que W E A (hGh- 1). Entonces existen W¡, w2,'" E Aa (hGh- l
) 

tales que lim wn = w. De nuevo, cada W n es punto fijo de hgnh- 1 loxodrómica, por lo 
.~oc 

que 9n es loxodrómica y fija a h- 1 (wn). Por tanto, h-1 (Wn) E Ao (G), y por continuidad, 
lim h- I (w.) ~ h- I (w), de donde se sigue que h- I (w) E A (G), es decir, w E h (A (G)). O 
"~X 

Teorema 3.9. Paro cualquier grupo no elemental G < PSL(2, q, el conjunto límite A es 
el mínmw conjunto cerrado no vacío G -invariante. Además, A es perfecto. 

DE'IOSTRACloN. Por el Teorema 3.1, cualquier grupo no elemental G < PSL(2, <C) con
tiene elf:>mentos loxodrómicos. por lo que A 'f:. 0. Además, por definición .. \ es cerrado. 
Para mostrar que A es G-invariante, sea w E Ao, es decir, existe h E G qUf:> fija a w. Para 
cualquier 9 E G. g (w) es punto fijo de ghg- 1, por lo que 9 (Ao) e Ao, Y esto muestra que 
·\0· .v por tanto .\, es G-invariante. 
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Sea E e; e un cerrado no vacío G-invariante. Puesto que G es no elemental, cualquier 
órbita es infinita, y por tanto, E es infinito. Sean 9 E G loxodrómica y v uno de sus puntos 
fijos. Consideremos tu E E que no es fijado por g. La órbita {gn(w) : n E Z} se acumula ('Il 

los puntos fijos de 9 (Teorema 1.17 (ii)). Dado que E es cerrado, 1J E E Y Aa e E. Entonces 
A e E, y por tanto. A es el mínimo conjunto cerrado que es G-invariante. 

Para mostrar que ¡\ es perfecto, es suficiente mostrar que Ao no tiene puntos aislados. 
o equivalentemente, que cualquier u E Ao es punto de acumulación. Pero cntoncf':S pi 
argumento anterior (considerando W E Ao) muestra que todos los puntos de Ao son dr 
acumulación, por lo que A es perfecto. O 

Si consideramos la hipótesis adicional de que el grupo G sea discreto, el Teorema anterior 
nos muestra que el conjunto numerable Ao es denso en el conjunto perfecto (y por tanto. 
no numerable) A. El siguiente ejemplo muestra que sin esta hipótesis, Ao puede ser no 
numerable. 

Ejemplo 3.2. Si consideramos G = PSL(2, C), G es no elemental y claramente, no es 
discreto. Dado w E e, siempre podemos encontrar f E G loxodrómica con punto fijo u', 
En erecto, si h(2) = Z - w, y g(z) = kz, con Ikl i' O, 1, entonces f = h-'gh es loxodrómica 
y fija a w, lo cual muestra que, en este caso, 1\0 = C. 

Teorema 3.10. Sean G subgrupo de PSL(2, C) no elemental, y O" O, abiertos ajenos 
que intersectan a A. Entonces existe 9 E G loxodrómica con un punto fijo en 0 1 y un punto 
fijo en O2 . 

DEMOSTRACION. Por definición, A es la cerradura del conjunto de puntos fijos de las 
transformaciones loxodrómicas de G, por lo que existen p, q E G loxodrómicas, tales que 
p tiene un atractor en 0 1 y q tiene un atractor en O2 , Por el Teorema 3.1 sabemos que 
existe J E G loxodrómica con puntos fijos a y {J, y que ninguno de ellos es fijado por p. 

Supongamos que a es el atractor de f, y que P es el repulsor. 

Para toda m E N, sea gm = plnfp-In. Los puntos fijos de 9m son pln (a) y pln ({J). Y 
como p no fija a a ni a {J. existe mo > O tal que si m .2: mOl pm (a), pm (d) E 0 1, Sean 
9 ~ pinO fp-mo, 0'1 = pinO (O') Y /31 = pmo (/3). Es inmediato notar que 0'1 y JI 5011 el 
atractor y el repulsor de 9 respectivamente. 

Por otra parte. como q tiene un atractor en O2• qr (a¡) E O2 para r suficientemente grande, 
Para esta r, escribimos h = qr y (12 = h (0'1)' 

Como 0 1, O2 son abiertos, podemos escoger discos abiertos E, K tales que 

{J, E E e E e O" 

'" E K e K e O,. 
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/ '\ / O / O, 
/ 

/ ,E 

, ./3. h 

Como el repulsor de g, f3¡ tt 1<, se sigue del Teorema 1.17 (ii) que gn (z) --7 al uniforme
mente en K . Además, como h- 1 (K) es una vecindad abierta de al, existe no tal que si 
n 2: "<J. gn (1<) e h- I (K), es decir, 

hgn (1<) e I<. (3.3) 

Por otra parte, fr2 = h(fr'¡ ~ E, lo que implica que el atractor de g, frl ~ h- I (Ej. De 
nuevo, se sigue del Teorema 1.17 Oi) que g-n (z) --> {JI uniformemente en h- I (EJ. Además, 
se eligió E de manera que fuera una \"ecindad abierta de f3h por lo que existe ni tal que si 
n ~ nI, 

(3.4) 

Sea n = max (no, nI). Con n así determinada, Se cumplen las contenciones (3.3) y (3.4). Se 
sigue del Lema 3.7 que hgn es loxodrómica con un punto fijo en K, y que g-nh- 1 = (hgn)-l 
tiene un punto fijo en E. O 

En los Teoremas 3.9 y 3.10 no se hizo ningún supuesto sobre si el grupo era o no discreto. Si 
se añade esta hipótesis, veremos en el Teorema 3.13 que podemos describir al conjunto Iímitf' 
A en términos de cualquier órbita G (z). Como preparativo necesitamos una definición. 

Definición 3.4. Sea G < PSL(2, C). Para z E e, .\a(z) es el conjunto de los puntos 
w E e con la propiedad de que existe una colección de transformaciones distintas 9n E G. 
n E N tales que lim 9n (z) = W. 

n~"" 

Observación 3.1. De acuerdo a la definición anterior. es claro que ;\c (z) e G (z ). Además, 
es importante observar que no se pide que las imágenes 9n (z) sean distintas. Por lo general, 
escribiremos A (z). 

En el Lema 3.8 se estableció la relación entre los conjuntos límite .\ (G) y A (hGh- 1
). De 

manera análoga, el Lema 3.11 establece la relación entre Aa (z) y '\hah-' (h (z)). 
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Lema 3.11. Sean G < PSL(2, q, y It E PSL('2, q. I\nlonce., AhCh-' (It (z)) = {¡ (.\c (z)j. 

DEMOSTRACION. Sea w E AhGh-l (h (z)). Por la D"linicifll1 3.4, existe entonces una colección 
de> transformaciones distintas hgnh- 1 E hGh- l

, 1l e N tales quC' 

lim "g",,-I (h (z)) = lilll {", .. (z) = IV. 
n-tCX,l n-H,,-, 

Se tiene entonce~ por continuidad que lim 9n (z) =" I (w). d{' dondE' se sigue qlle' 
,,~oo 

h- I (Il') E .\c(z). Por tanto IV E h(Ac(z)). 

Inversamente, sea 11: E h(.\c(z)), o equivalentellll'UI.(·, h- I (fl1) E .\c(z). Esto es. exis
ten distintas 9n E e, n E N tales que tim g" (.:) = h- I (w). Se sigue entonces que 

,,~oo 

tim hgn (z) = lim hgnh- 1 (h (z)) = W, y como J¡L"i t.ransformaciones hYnh-' E hGh- ' , 
n~oo n--+oo 

n E N son distintas, esto implica que w E AhGIt-l (h (::)). O 

En general, no sucede que A(z) = A para toda Z E e, El siguiente ejemplo mupstra que si 
el grupo no es discreto, no se cumple la igualdad. 

Ejemplo 3.3. Sean B' el disco unitario, SI = oU', ,'" G < PSL(2. C) el grupo que deja 
invariante a B2, es decir, G = Al(B2) (Definición 1.13). Este grupo es no elemental, y 
como contiene cualquier rotación, no es discreto. 

Sean w E C\ {O} , IV = re", r > O, 0< B :'ó 27r, Y { "" '1', .... , I'k . ... } una sucesión tal 
que tim 'Pk = (J. Por tanto, si 9k(Z) = eirp*z, lim !h-(r) = relo = w. COIl esta información, 

k--HX'J k-+oo 

junto con el hecho de que G es transitivo en BZ y ('11 e \ 8 2 , podemos concluir que: 

¡ B' si : l /3', 

A (z) = _ S~ si: ( SI, 

C\B' si: ( C\B', 

Por otra parte, es fácil probar que si z E B2 es punto fijo de 9 E G hiperbólica. entonces 
z E SI. Y viceversa, todo z E SI es punto fijo de algún plcmento hiperbólico 9 E G. por lo 
que A = SI. 

El siguiente Lema exhibe una constante de Lipschitz para transformaciones dp ~Iobius en 
términos de la métrica cordal. 

Lema 3.12. Sea J( un conjunto compacto en una n'yl/ín D en C. y F una familia de trans
formaciones de Miibius que omite los valores O e ,,-. l'll D. Entonces existe una constante 
m>Otalque 

( () ( )) 
1/1<1(:, w) 

dgz gw <---
, - 11·,11' 

para todas z, w E /{ Y toda 9 E F. 
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az + b 
DEMOSTRACrON. Sean 9 (z) = --, con ad - be = 1, Y mi definido por 

cz +d 

2ml = iuf (d(z, w): z E 1(, W ~ D}. 

Por hipótesis, g-I (00) ~ D. Si suponemos que e ¡ O. se sigue que para toda z E K, 

-1 2l z +dlcl 
2mISd(z,g (oo))=d(z,-dlc)= 1/' 1/' 

(1 + Izl') (t + I-dlcl') 
21cz + di 

De manera análoga, suponiendo que a ¡ O, g-I (O) ~ D, Y para toda z E K, 

-1 2lz+blal 
271lISd(z,g (O))=d(z,-bla)= 1/' 1/' 

(1 + Izl') (1 + I-blal') 

= .,-_--;::-2,-;la"z.,..+-'-;"bl_--;::-'" 
(1 + Izl') 1/' (lal' + Ibl') 1/" 

Observe que si e = 0, como ad = 1, a = d = ±l, entonces 

2ml S d(z, g-I(OO)) = d(z, 00) = 2 1/2 
(1+ Izl') 

De la misma manera, si a = O, ,be = 1, b = e = ±l, Y 

-1 2 
2ml S d(z, 9 (O)) = d(z, 00) = 1/" 

(1 + Izl') 

43 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

Se tiene que (3.7) es (3.5) si e = O, lal = Idl = 1, Y (3.8) es (3.6) con a = O, Ibl = Icl = 1, 
respectivamente. 

Después de elevar al cuadrado ambas desigualdades. y de reordenarlas, se obtiene 

(1 + Izl') (lcl' + Idl') m~ S Icz + di', (1 + Izl') (lal' + Ibl') m~ S laz + bl'· 

Si se suman estas desigualdades, Se tiene 

(1 + Izl') IlglI' m; S Icz + di' + laz + bl', 

y se sigue que para toda z E K, 

(1 + Izl') 1/' 1 
---'--:,.--'-'-''--=-= < --. 
(Icz + di' + laz + bl') 1/' - 11911 mi 

(3.9) 
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Si 9 E PSL(2. C), entonces para todas z, w E e tales que 9 (z) ,< 00, 9 (w) ,< 00, 

I 
z -w I Ig (z) - 9 (w)1 = (cz + d)(cw + d) . 

Esta identidad se estableció en la página 17. Esto nos permite establecer la siguiente igual
dad, yálida para toda z, w E D, 

d(g(:).g(w)) 19(z) - g(w)1 (1 + Izl')'/' (1 + Ilrl')' ! 
= x "-'-'--'-',-'--;---'---'-'--

d(:.lc) (1 + Ig(z)I') 1/' (1 + Ig(wJl')'/' Iz - wl 
(1 + Izl') 1/' (1 + Iwl') 1/' 

(Icz + di' + laz + bl') 1/' (lcw + di' + law + bl') 1/" 

Y por tanto. si z, w E K, se sigue de (3.9) que d (g (z), 9 (w)) :o: d (2, w;. 
mi IlglI 

o 

Teorema 3.13. Sea O < PSL(2, C) un grupo no elemental discreto. Entonces para toda: 
en C .. \ = .\ (:). 

DEMOSTRACION. Lo primero que mostraremos es que A(z) 'es un conjunto cerrado no vacío 
G~in\"ariante. Para esto, sean 9 E G loxodrómica que no fija a z, y a el atractor de [J. Como 
lim gn (z) = D, Q E A (z). Por tanto, A (z) es no vacío. Además, si w E .\ (z), y 9 E O. 

n-too 
entonces existen, por definición, distintas Un E G, n E N tales que !irn gn (.:) :;;; u', Pero 

n-too 
entonces se tiene que lim ggn (z) = 9 (w), y por tanto 9 (w) E A (z). Se sigue entonces 

n-too 
que .\ (z) es O-invariante. Supongamos ahora que {wn : n E lII) es una sucesión en 11.(:) 
que converge a w. Se tiene entonces que para cada W n existen transformaciones distintas 
9n¡, E G, k E N tales que lim 9nk(Z) = Wn. Con esto, es fácil escoger una colE>cción de 

'-too 
elementos de G distintos tales que las imágenes de z converjan a w. En efecto. dado = > o. 
podemos escoger w. E A (z) tal que Iw. - wl < ,/2, Y gm, E G tal que Iw. - gm, (z)1 < </2. 

Entonces 19m, (z) - wl ~ Iw. - gm, (.JI + Iw. - wl < €. Esto lo podemos hacer para toda 
é = 1/n, y como además los elementos 9ml: E G se pueden tomar distintos. se tiene 
w E .\ (z), y por tanto A (z) es cerrado. Se sigue entonces del Teorema 3.9 que A e .\ (z). 

Para probar que de hecho se tiene la igualdad, consideramos dos casos: 

(i) z E A. 

(ii) z E 11. 

(i) En este caso, O(z) e A. Se sigue de la Observación 3.1 que A(z) e 0(:) e .\. y por 
tanto .. \ = .\(:). 
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(ii) Sean ahora z E n, y w E A (z). Para mostrar que w E A, supongamos qtH' no es asÍ, es 
decir, w E n. Dado que n es abierto, podemos tomar un disco abierto Q tal que 

w E Q e Q en. 

AqUÍ, vamos a dividir la demostración en dos subcasos: 

(a) 0, 00 E A, 

(b) 0(0 (0) i A. 

Vamos a demostrar (a), y veremos más adelante que (b) se puede deducir de (a). 

Si 0,00 E A, /{ = Qu {z} es compacto, y por el Lema 3.12. 

d( ( ) ')) md(z,z') m' 
9 z ,9(z :S 11911' :S 11911" 

para toda z' E Q y toda 9 E G. 

(3.10) 

Dado que w E :\ (z), existen distintas 9n E G, n E N tales que 9n (o) -> w . . ~demás, como 
G es discreto, se sigue del Corolario 1.8 que lim 119nll' = oo. Y finalmente. (3.10) implica 

n~oo 

que Un (z) -)o w uniformemente en Q. Es decir, existe no > O tal que si n ~ no, 9n {Q} e Q, 
y por el Lema 3.7, 9n es loxodrómica con un punto fijo v E 9n(Q), es decir. Q n A i' 0, lo 
cual es absurdo. y se sigue por tanto que W E A Y A (z) e A. 

Mostraremos ahora (b). Si 0, (o (0) i A, sean u, v E A, Y conjuguemos al grupo G con 
z-u 

h (z) = --o Para el grupo hGh- l , se sigue de (a) que ,\ (hGh- l ) = AhCh-O (h (z)). y los 
z-v 

lemas 3.8 y 3.11 implican que h (A (G)) = h (Ac(z)), y por tanto, .\ (G) = .\c{z). O 

Corolario 3.14. Sea G subgrupo de PSL(2, e) no elemental discreto. Si A #- e, entonces 
1\ en ninguna parte es denso. 

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.13, A = A (z) para toda z E C. Como .\ i' C. n i' 0 
y podemos tomar z En. Dado w E A (z), cualquier abierto que contenga a w contiene 
también una infinidad de elementos de G (z) e n. Por tanto. /\ no puede contener ningún 
abierto no vacío. O 

3,5 Otra caracterización del conjunto límite 

Presentamos otra Definición del conjunto límite de un grupo. Al igual que la Definición 3.4, 
esta se puede aplicar también a los grupos elementales (Vea [B), p. 10). 

Definición 3.5. Sea G un subgrupo de PSL(2. <C). w E e es un punto límite de G si 
existen z E e y transformaciones distintas 9n E G, n E N tales que lim 9/1 (z) = Il'. Con 

TZ-tOO 

L(G) denotaremos al conjunto de todos los puntos límite de G. 
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Como \'eremos en la Proposición 3.15, en el caso de 10..<; grupos 110 elementales discrptos. 
la Definición 3.5 es equivalente a las Definiciones 3.3 y 3.4. Sin embargo, el Ejemplo 3.-1 
muestra que ambas hipo tesis son necesarias. 

Ejemplo 3.4. (i) Sean B', SI, Y G < PSL(2, q corno en el Ejpmplo 3.3. Se \'ió en ese 
ejemplo que A = SI, Y 

'(') . ¡ B' si zE B2, 

SI si Z E S', 

C\B' si z EC\B'. 

De esta información, se sigue directamente que L( G) = C. 

(ii) Sea f(z) = e'''z. con >{J irracional. El grupo G = (f) es elemental. y se sigue del 
Lema 1.18 que no es discreto. Como G es elementaL no está definido .\. Ahora. si 
o E e . . \(z) = {w E e: Iwl = Izl}, )' si z E {O, oc}. ,\(z) = {z}. Esto mismo 
muestra que L (G) = C. 

Proposición 3.15. Sea G un subgrupo de PSL(2, C) no elemental d.,creto. Entonces. para 

toda z E e, L(G) = .\(z) = A. 

DEMOSTRACION. Del Teorema 3.13 se tiene que A (z) = A para toda z E C. Consideremos 

ahora z E e fija, y w E A (z). Entonces w es punto límite en el sentido de la Definición 3.5. 
y por tanto, A(z) e L(G). 

Por otra parte. sea w E L (G). La Definición 3.5 asegura que existen z' E e y distintas 
9n E G, n E N tales que lim 9n(Z') = w, pero esto implica que tI' E A(z'). y por tanto. 

n~oo 

L(G) e A(z'). O 

En resumen, tenemos tres definiciones para el conjunto límite de un grupo. Como muestran 
el Teorema 3.13 y la Proposición 3.15, estas definiciones son equivalentes en el caso de los 
grupos no elementales discretos, y por tanto, en este caso podemos utilizar la definición 
más adecuada a la situación. Y las Definiciones 3.4 y 3.5 tienen la ventaja de que se pueden 
aplicar también a los grupos elementales. Con esto. podemos concluir el análisis de los 
grupos elementales discretos. 

Lema 3.16. Sean G subgrupo de PSL(2, C) discreto, y H un subgrupo de G. Entonces 
L(H) e L(G). Si además el índice de H en G es finito, L(H) = L(G). 

DEMOSTRACION. La primera parte del lema es obvia, pues cualquier punto límite de H es 
punto límite de G. Por otra parte, si fG : H] = k, G tiene una descomposición en clases 
laterales G::::: H9' + Hg2 + ... + Hgk . Supongamos ahora que tu E L (G), es decir. C'xisten 



3 CRUPOS NO ELEMENTALES Y CRUPOS DISCONTINUOS 47 

z E e y distintas in E C, n E N tales que lim in(z) = w. Cada in puede escribirse 
n~oo 

de la forma In = hn 9¡", con hn E H, 1 :5 in :5 k. Necesariamente, alguno de los Índices 
in = i debe repetirse un infinidad de veces, por lo que podemos extraer una colección de 
elementos distintos hmg" m E N tal que lim hmg;(z) = w, lo que implica que w E L (H), 

m~oo 

y por tanto, L (H) = L (C). O 

En el Capítulo 2 clasificamos hasta conjugación a todos los grupos elementales discretos. 
En la siguiente proposición, se utilizarán los resultados ahí obtenidos. 

Proposición 3.17. SeaC < PSL(2, C) elemental discreto. Para el conjunto L(C) se tiene 
que: 

(i) Si C es de Tipo 1, entonces L(G) = 0. 

(ii) Si C es de Tipo 2, entonces IL(G)I = 1 02. 

(tii) Si C es de Tipo 3, entonces IL(C)I = 2. 

DEMOSTRACION. (i) Este caso es inmediato, pues si G es elemental discreto de Tipo 1, es 
finito. 

(ii) Sea G elemental discreto de Tipo 2. Se tienen dos subeasos: 

(a) G es conjugado a un grupo que tiene una descomposición en clases laterales 

TuTgUTg'u ... UTg,-1 

donde T es el subgrupo de traslaciones, y 9 es un generador del grupo cíclico de 
rotaciones. O < q ::; 6, q =1 5. Es decir, T tiene índice finito en G, y se sigue del 
Lema 3.16 que L (G) = L (T). 

.-1 
(b) G es conjugado a un grupo que tiene una descomposición en clases laterales U wPG', 

p=O 

donde G' es un grupo generado por un elemento 9 E G loxodrómico con multiplicador 
10gl = A, Y w es una raíz primitiva q-ésima de 1. Se sigue que G' tiene Índice finito 
en C, y por el Lema 3.16 L(C) = L(G'). 

(iii) G en este caso es conjugado a un grupo que tiene una descomposición en clases laterales \ 

Go U Goh donde Co es como C' en (ii) (b), Y h (z) = .!.. Entonces Co tiene índice 2 en G, 
z 

y por el Lema 3.16 L (C) = L (Co). O 

El Teorema 3.9 y la Proposición 3.17 nos proporcionan el siguiente resultado. 

Corolario 3.18. Sea C < PSL(2, C) discreto. Entonces la cardinalIdad del conjunto L (C) 
es O, 1. 2, o es no numerable. 
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DEMOSTRACION. En efecto, si el grupo es elemental, la cardinalidad de L (G) es 0, 1 o 
2 s~gún la Proposición 3.17, y si el grupo es no elemental, se sigue del Teorema 3.9 y de 
la Proposición 3.15, que L (G) = A es un conjunto perfecto no vacío, y es por tanto no 
numerabl<>, O 

3.6 Acción discontinua en í! 

Con la información obtenida hasta ahora, podernos estudiar al conjunto abierto n. 

Teorema 3.19. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto. Si n '" 0, entonce" n es el 
dominio máximo de discontinuidad de G t es decir: 

(i) G actúa discontinuamente en n; y 

(ii) Si G actúa discontinuamente en un abierto D e e, entonces Den. 

DEMOSTRAcroN. (i) Supongamos que G no actúa discontinuamente en n. PodC'lllos suponer 
que O. (o oc)'/c n (Proposición 3.3 (ii)). Se sigue que existen IIn compacto 1\ en,· 
gt, 92. 93 .... E G distintas tales que 9n (K) n I< :f. 0 para toda n. Por tanto. existen pun
tos Zl, Z2, Z3, ... E K tales que 9n (Zn) E l\.". Esta sucesión tiene un punto de acumulación 
w E !( e n, y podemos extraer una subsucesión 9n k (zn.\:) tal que Iim 9n/r (znk) ;:::: w. Del 

k~oo 

Lema 3.12 se tiene que 

d( () ()) md(z,w) 
9 z ,9 W $ 11911' 

m' 
<-
- 11911" 

para toda z E K Y toda 9 E G, y Como G es discreto, lim IIgnll2 = 00, de donde se sigue 
n~oo 

que 9n,. (z) -+ w uniformemente en K, por lo que w E A, es decir, n n A ::j:. 0. lo cual 
contradice que w E n. y por tanto, G actúa discontinuamente en fl. 

(ii) Supongamos que D n A ::j:. 0, y sea w en la intersección. Como D es abierto. existe 
una \'ecindad abierta B de w totalmente contenida en D n A, pero por definición .\ es la 
cerradura de '\0, por lo que B contiene una- infinidad de puntos de Ao• lo cual implica que 
D n Ao '" 0, )' esto contradice el Lema 3.6. Por tanto, D n A = 0. O 

Observación 3.2. A diferencia de la Definición 3.2, algunos autores definen a los grupos 
kleinianos como subgrupos discretos de PSL(2, C) tales que n '" 0. 

Con el resultado enunciado en el Teorema 3.19 estamos listos para dar otra descripción de 
A, siempre que se tenga en cuenta una hipótesis adicional. 

Proposición 3.20. Sea G < PSL(2, C) no elemental, y suponga que G contiene elemen
tos parabólicos. Entonces A es la cerradura del conjunto de puntos fijos de los c1ernetos 
parabólicos de G. 
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DEMOSTRACION. Si denotamos COn no al conjunto de puntos fijos parabólicos, es fácil ver 
que no es un conjunto cerrado no vacío G-invariante, y por el Teorema 3.9, A e no· 

Inversamente, sean w E no. y D un abierto que contenga a w. Entonces D contiene una 
infinidad de puntos WI; E no y por el Lema 3.6, G no puede actuar discontinuamellte en 
D. Por el Teorema 3.19 (ii), se sigue que w E e \ n = A, es decir no e A. o 

Ejemplo 3.5. En este Ejemplo, consideremos el Grupo Modular. 

az+ b 
z >-> -- a, b, e, d E Z ad - be = 1. 

cz+d' 

De manera análoga al Ejemplo 3.1, sea r E Q, r = ~, con p. q E Z, (p. q) = 1, q > O. La 
q 

(1 - rq')z + q'r' 
transformación h(z) =, , es parabólica y fija a r, por lo que no = QU {oc}. 

-q z + I + rq 
y por tanto, TIa = A = i. 

El resultado del Lema 3.6 nos indica que los puntos fijos de los elementos parabólicos y 
loxodrómicos de G están en A. Es posible que los puntos fijos de los elementos elípticos 
estén en .\ o en n. Sin embargo, si un punto fijo elíptico está en n, entonces el estabilizador 
de ese punto debe ser cíclico. 

Teorema 3.21. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto y suponga que n -t 0. Si z E n. 
entonces el estabilizador G z es cíclico y finito. 

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 3.19 que G actúa discontinuamente en fl. por lo 
que la Proposición 3.3 (v) implica que Gz es finito. Así, cualquier 9 E Gz tiene orden 
k :S IG z! y es por tanto elíptica o la identidad. Sean h, 9 E G z. Si los otros puntos fijos de 
h r 9 no coinciden, entonces por el Teorema 1.14 (ii) (b) [h,g] es parabólica y fija a z, lo 
cual es absurdo, y por tanto, Gz fija los extremos de un eje en H3. En la clasificación de 
los grupos elementales discretos del Capítulo 2 (Teorema 2.3 i» se mostró que un grupo 
con estas características es necesariamente cíclico. O 

El Teorema 3.21 nos permite obtener el siguiente resultado relati\'o al comportamiento local 
de un grupo discreto en las proximidades de un punto en n o en H 3

. 

Teorema 3.22. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto. Entonces: 

(i) Toda x E H' es el centro de una bola hiperbólica abierta N tal que g(N) = N si 
g(x) = x, y g(N) n N = 0 en otro caso. 

(ii) SI n -t 0, toda z E n tiene una vecindad abierta.V e n tal que g(N) = .V SI g(z) = :. 
y g(N) n N = 0 en otro caso. 
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DEMOSTRACION. (i) Sea x E H', Y definamos T = inf (p(x, g(x)): 9 <lo GI }· Como G 
actúa discontinuamente en H3 , para toda k > 0, p (x, 9 (x» < k sólo para un número finito 
de elementos 9 E G, por lo que r > O. Consideremos ahora la bola hiperbólica 

Como G es un grupo de isometrías hiperhólicas, p (x, y) = p(g (x). 9 (y)) para IOda 9 E G. 
Y por tanto, 9 (N) = .. V si y sólo si g(x) = r. Por otra parte, si 9 f/:- GI , se tiel1r que para 
toda y E N, 

T 
T :5 p (x, 9 (x)) :5 p (x, y) + p (y, 9 (x)) < 2 + p (y. 9 (J')) . 

T 
Lo que implica que p (y, 9 (x)) > 2' o equivalentemente, 9 (N) n N = 0. 

(ii) Supongamos que O E n. Por el Teorema 3.21 Co es cíclico finito. y nece~ariam('nte fija 

a otro punto lL' E C. Supongamos por ahora que w = oo. En este caso. toda 9 E Co es 
elíptica (de hecho, una rotación) o la identidad. Por tanto, Co es un grupo dr isomet.rías 
euclideanas. Veremos más tarde que el caso general puede reducirse a este caso particular. 

Sea NI = {z E e: Izl < rd un disco tal que NI e n. Como G actúa discontinuamente en 
n, 9 (M) n NI #- 0 sólo para un número finito de elementos 91, 92. . .. 9" E G. Sean 

ahora T = min {Ig.(O)1 > O: 1:5 k:5 n} y M = {z: Izl < ~}. Se sigue ,'lIIonces que si 

Ig. (0)1 > O, 9' (O) <lo M. Reetiquetamos con 91, 92, ... , 9m, m :5 n. a los elementos que 
cumplen esta condición. 

i 

K 

/' 'f', 
'. 9;(0) 

......... '- ' 

Para cada una de estas 9k, consideremos vecindades abiertas Nk de 9k(O) tales quC' 
N. e 9.(M), y N,n.\[ = 0. Dado que 9;1 (N,) e M es una vecindad abierta de O. podemos 

m 

entonces tomar un disco abierto N e n 9;1 (Nk ). De aquí, se siguE' de inlllf'diato que si 
k=O 

19 (0)1> O, entonces 9 (N) n;v = 0, y si 9(0) = 0,9 (N) = N. 
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Veamos ahora el caso generaL Sea z E n (G). De nuevo, por el Teorema 3.21. el ('stabilizador 

C, también fija a un punto w E C. Consideremos h (() = (- z, y sea C' = hCh- 1 Se 
(- w 

sigue del Lema 3.8 que ¡¡(C') = h (¡¡(C)). Además, hC,h-1 = C'h(')' Al aplicar la primera 
parte al grupo C' se tiene que existe una vecindad N e h (¡¡(C)) de h(o) = ° t.al que 
hgh- 1 (.V) = N si hgh- 1 (O) = hg (z) = 0, y hgh- 1 (N) n N = 0 eu ot.ro caso. Sólo basta 
ObSCfyar que h- 1 (N) = N' es una vecindad abierta de h- L (O) = z, y por tanto, de la 

igualdad 

hgh- 1 (N) n N = hg (N') n h (N') = h (g (N') n N'), 

se sigue que si 9 (z) = Z, 9 (N') = N', Y 9 (N') n N' = 0 eu otro caso. o 
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4 Convergencia y Ejemplos 

Como preparativo para demostrar el Teorema 4.3, necesitamos calcular el área cordal de 
un disco. y el \"olu rnen hiperbólico de una bola hiperbólica en HJ. 

4.1 Area Cordal 

Observemos que la proyección estereográfica 11" : JR2 --7 §2, deflnida por 

¡ (2X' 2x, Ixl' -1) 
---" ---, , ---2 si x '# 00, 

rr(.r) = 1+lxl 1+lxl 1+lxl 

(O, 0, 1) si x = oo. 

es una parametrizacióll de §, \ {(O, 0, 1) 1, rr (x, y) = (rr, (x, y), rr, (.1:, y).", (.1". y)). 

Definición 4.1. El área cordal de una región R e JR2 se define como ('1 área del sector 
esférico rr(R) e §'-

N· -,"nR) 
R 

/ 
/ 

\ / 
~ , 

Se tiene del cálculo elemental una fórmula explícita para esta área: 

A, (R) := A (rr (R)) = J J ID,rr (x, y) x D,rr (x, y)! d.~dy. 
R 

_ (BITl 8rr'l 81í3) y D,rr - a' a ' {) . y y y 

Procedemos a continuación a encontrar una expresión manejable para el área cordal: Para 
esto, tenemos que calcular la norma del vector normal Dx1r (x, y) x Dy1r (1". y). 

{)rr, 2(1-.r'+y') arr, -4xy arr3 ~.r 

a." (I+:r'+y')" fu (1 + x' + y')" ax = (1 +.r' + y')" 
arr, -4.Ty 87r2 _ 2 (1 + x' _ y') arr3 ~y 

ay (1 +.r'+y')'· iJy - (I+x'+y')" ay = (1 + .1'2 + ylf2' 
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e¡ e, e3 

¡hr¡ a1r, 81r3 
Dz 1r (x, y) x D. e (.c y) = ax ax ax 

a1r¡ a1r, a1r3 

ay ay ay 

4 
e¡ e, e, 

1 - x' + y' -2xy 2x 
(1 +x' + y')' -2xy 1 + x2 _ y2 2y 

= 4 X 
(I+x'+y') 

(-42'y' - 2x (1 + x' - y' . -4x'y - 2y (1 - x' + y'), (1 - x' + y') (1 + .,' - y') - 4x'y') 
4 

= (-2x (1 - .1" + y'), -2y (1 + x' + y'), - (1 + x' + y') (x' + y' - 1)) 
(1 + .r' + y2)' 

4 = 3(-2x,-~_.-(x2+y2-1». 
(1 + x' + y2) 

_ 4)4X' + 4y' + (x' + y2 _ 1)' 

- (1 + x' + y,)3 

4)4 (x' + y') + (x' + y')' - 2 (x' + y') + 1 

- (1 + x' + y2)3 

_ 4 )(x' + y')' + 2 (x' + y') + 1 _ 4 

- (1 + x' + y,)3 - (1 + x' + y2)" 

Por tanto, 

ji 
R 

JI 4dxdy 
D z 1r x D,1r1 dxdy = 2' 

(1 + X2 + y') 
R 

.r hemos probado la siguit':lte proposición. 

Proposición 4.1. El á/Y .. : cordal de una región Re JR.2 es JI 4dxdy 2' O 
(1 + x' + y') 

R 

Ejemplo 4.1. El área co~.jal de R? Aunque se definió el área cordal para regiones R e lR.2 , 

una manera obvia de am ;--1iar la definición a regiones R e R? consiste en considerar la 
integral sobre la región R = R\ {oo} e R2 . Corno ambas regiones difieren por un conjunto 
de contenido 0, las área~ ~ún iguales. Para calcular el área cordal de R.2, consideremos 

primero el área del disco .=o (O, r), con r > O, JI 4dxd
y

. 2" 

(1 + x' + y') 
D{O,r) 
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1'1' 4pdpdB En coordenadas polares, la integral se convierte en 2' Primero calcularnos 
o o (1 + P') 

la integral l' 4pdP, = 21' 2pdp , = -2", l' = 2 (--=!.., + 1). 
o (1+P') o (1+P') 1+" o I+T 

1'1' 4pdpdO ( 1) 1" ( 1) Se sigue entonces que 2 = 2 1 - --2 dO = 4rr 1 - --, . 
o o (1 + P') 1 + T o 1 + r-

Finalmente, tomando el límite cuando T 4 00, 

A,(ft!.') = 4" lim (1 - _1_,) = 4rr. 
r-+oo 1 + r 

Este resultado es natural. El área de la esfera S2 :::::: JR2 es precisamente 411'. 

4.2 Volumen Hiperbólico 

Definición 4.2. Sea B e H3 una bola hiperbólica con centro en (:ro, 1/0, zo). El I'olumen 
hiperbólico de la bola es 

V. (B):= JJJ dx~~dz 
B 

Teorema 4.2. Sea B e H3 una bola hiperbólica con centro en (xo. Yo. zo) y radio hiperbólico 
R, entonces 

V. (B) = ,,(senh(2R) - 2R). 

Demostración. En la página 9 del Capítulo 1, se dedujo que la esfera hiperbólica COIl centro 
en (xo_ Yo, zo) y radio hiperbólico R es la esfera euclideana con centro en (.ro. Yo. ':0 t'osh R) 
y radio zo senh R. Las ecuaciones paramétricas 

x = Xo + T sen () sen t,p, 

y = Yo + TsenOcost,p, 
z = Zo cosh R + T cos O, 

con O < () < ir, O < rp < 21r, O < T < zosenh R, describen el conjunto B (.~alvo un 
conjunto con contenido en dimensión 3 igual a O). Si denotamos por <I> a este cambio 
de coordenadas, el valor absoluto del determinante del jacobiano J4> ((), cp, r) es ,.2 sen B. 
Adl'más. para simplificar la notación. escribiremos a = zo cosh R, b = Zo senh R. Por tanto. 

J
'fJdJ..d;dz =JJ"fIJ.(e,<p,r)ldO~<pdr =lb 1"{' T'senO 3 dOd<;dr. 
J. = J (a + r cos O) o o Jo (a+rcosO) 
B ",-1(8) 
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Para evaluar esta integral, hay que observar que si ti = a + reos (), entonces u' = -1" sen (J, 

por lo que 

T 1" 1, T' sen OdO l' (-T sen O) dO T l' 
o (a+TcosO)' = -T o (a + T COS O)' = 2(a+rcosO)' o 2(0-T)' 2(a+r)" 

Esta expresión es independiente de !{J, por lo cual 

1 1" (r r) (r r) 2 o (o _ T)' - (a + r)' d.p = 7r (a _ T)' - (a + 1")' ' 

. r a 1 -1' a 1 
Fmalmente, como 2 = 2 - ---, y 2 = 2 - ---, 

(o-r) (o-r) (O-T) ~+T) ~+r) (o+r) 

7T l' ( r, r) l' (O a 1 1) 
o (o - r) (a + r)' dr = 7r o (a _ r)' + (a + r)' - 0-1' - a + T dr = 

7r (_a _ _ _ a_ + In (a - r) -In (a + r)) l' = 7r(~b-~b+ln (a - b) -In (a + b)), 
a-r a+r o a- a+ 

, a a a (o + b) - o (a - b) 20b 
Ahora bIen, --b - --b = 2 lJ2 = -,--,. Pero a ;;;:: Zo cosh R. y 

u- a+ a- a-b 
b = .lo senh R , es decir. 

También, 

2 (zocosh R) (zosenhR) 

(zo cosh R)' - (zo senh R)' 
z5 senh 2R h 2R 

2 = sen . 
Zo 

In (Zo cosh R - Zo senh R) = In (Zoe- R
) = In Zo - R, 

y de manera análoga. 

- In (zo cosh R + Zo senh R) = - In (zoe R) = - In Zo - R. 

Por tanto, JJJ dx~;dz = 7r (senh(2R) - 2R), Observe que esta identidad depende sólo 

8 
del radio hiperbólico de la bola. En particular. se sigue que el volumen hiperbólico en bolas 
es invariante bajo las transformaciones de r-.16bius. O 

Puede consultarse otra demostración del Teorema 4.2 en [1]. p. 61. 
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4,3 Convergencia de normas en grupos discretos 

En varias ocasiones hemos utilizado el hecho de que si G es discreto, entonces es a lo sumo 
numerable, es decir, G :::;;: {gl' 92, ... } y por tanto, si G no es finito, 

Jim IIgnll = 00, 
n~oo 

(Corolario 1.8). El siguiente resultado nos muest.ra que de hecho, la norma crece rápidamente. 

Teorema 4.3. Sea G < PSL(2, C) no elemental discreto, entonces 

(i) el número n (1) de elementos 9 E G con Ilgll :S t es O (t'), 

(ii) para todo s > .j. la sene L IlglI-' converge, 
gEG 

(iii) si n ,¡, 0. la sene L IIgll-4 converge. 
gEG 

DEMOSTRACION. (i) Sean B(x, r) la bola hiperbólica con centro en x y radio r. y 1'(1') el 
volumen hiperbólico de la bola. Consideremos el subgrupo estabilizador de j. GJ < G. Se 
sigue de la Proposición 3.3 (i\") que G} es finito. es decir IG)l = k. Por el Teorema 3.22 (i). 
existe una bola hiperbólica ,V = B(j, T) tal que g(N) n N = 0 si 9 ~ G j . 

Por el Teorema 1.10, la condición IIgll :S t es equivalente a 2coshp(j, g(j» :S t', o 

p(j, g(j»:S COSh-l(t'/2). 

Si IIgll :S t, se tiene entonces para toda x E N 

p(g(x), j) :S p(g(x), g(j)) + p(g(j), j) = p(x, j) + p(g(j), j) :S T + cosh -1(1' /2), 

y por tanto, g(,V) e B(j, T +cosh- 1(t2 /2», Consideremos ahora la suma de los ,'olúmenes 
hiperbólicos de la imágenes ajenas de N. En esta suma debemos tomar en cuenta que 
los volúmenes de las imágenes 9 (N) se repiten k veces, una vez por cada elemento en el 
estabilizador Gj : 

El volumen hiperbólico V(r) es, según el Teorema 4.2, \1(T) = 1I'(senh(2T) - 2r). por lo 
cual 

(e" - e-" ) (e" - e-") V(T) = 11' 2 - 21' < 11' 2 
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(:--

N' 
" 

'J 

Por otra parte, 

cosh-I(y) = In(y + v'Y'=l) < In(2y). 

Por tanto, 

7rk 7rk, 
7r(senh(2r) - 2r)n(t) :s 2" exp(2r + 2rosh-l(t' /2)) :s 2" exp(2r + 2ln(t )). 

ke"t' n(t) 
Se sigue entonces que n(t) :s 2( h() )" Es decir, el cociente -,- esta acotado para 

sen 2r -2r t 
toda t > 0, por lo que n(t) = O(t'). 

(ii) Para todo t > 1, la función n : [1, t] --7 lR es monótona creciente, y tiene un número a lo 
más numerable de discontinuidades. De hecho, dado que n(x) toma yalores en los naturales, 
el número de discontinuidades es finito. Sean XI, X2, ... , X m las discontinuidades en [1, tl
Como n(x) es constante en (Xk_l, Xt). es UrIa función escalonada. Además, la función 
f: [1, tl-t IR, f(x) = x-', s> 4, es continua, y se sigue del Teorema 1.21 que f E !R(n) 
en [1, ti. 
Por el Teorema 1.23, 

n(x,+) - n(x,-) 
El sumando' , corresponde a las 9 E G tales que X'_I < 11911 :s x" por lo x, 
que esta integral se reduce a 
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Por otra parte, dado que n( 1) = O, se sigue del Teorema 1.20 que 

l d:~X) = nt~) - l n(x)d(x-'), 

y del Teorema 1.22, 

J., J.' n(x) - n(:¡;)d(x-') = s -;:¡:¡-dx. 
1 1 X 

Si escribimos s = 4 + 6, Ó > 0, se sigue de (i) que existe una constante m > O tal que 
n (t) m JOO dl' 
ts+l ::; tl+6 para toda t > O. Puesto que la integral impropia I :c 1+'; existe. se sigue del 

.. d ., l' IjOO11 (x)d . "1111-' entena e comparaclOn que a Integra x.s+
1 

x eXiste, y por tanto. L- 9 converge. 
1 geG 

(iii) En n e e no podemos utilizar la métrica hiperbólica, por lo que consideraremos el área 
cordal en e que fue introducida en la Definición 4.1 y la Proposición 4.1. Por comodidad. 
utilizamos notación compleja en las integrales. 

El conjunto de puntos fijos de las transformaciones elípticas de G es a lo más numerable. 
y como n =1- 0, no se puede acumular en n, por lo que podemos escoger un disco abierto N 
tal que g(N) n N = 0 si 9 es distinta de la identidad. Por tanto, la suma de las imágenes 

ajenas de N está acotada por 4", que es el área cordal de e (Ejcmplo 4.1). 

El árca cordal de 9 (N) es: 

A,((g(N)) = J¡ 4dxdy , = 4 r¡ Ig'(z)I' dxdy, = 4 J¡ 11/(ez + d)'1 dxdy , 
,IN) (1+ Izl') 1; (1+ Ig(z)I') N (1+ laz + bl' / lez + di') 

_ 4 r¡ dxdy 
- J,; (Iaz + bl' + lez + di')" 

De la desigualdad de Cauehy-Sehwarz, 

laz + bl' + lez + di' ::; (lal' + Ibl') (1 + Izl') + (lel' + Idl') (1 + Izl') = IIgll' (1 + Izl'), 

y se sigue que (Iaz + bl' + lez + dl'f' 2: IIgll-' (1 + Izl'f', por lo que 

4 N > ~ r¡ 4dxdy = A,(N) 
, ,(g( )) - IIgll'1,; (1 + Izl')' Ilgll" 

y por tanto, L IIgll- 4 
::; _(1 ) LA, (g (N))::; 4("N)' Y esto implica la cOIl\'Crgencia 

gEG Ac N gEG Ac 
~la_~ O 
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4.4 G-paquetes 

Definición 4.3. Sea G < PSL(2, e) discreto. Un conjunto abierto conexo no vacío D es 
un G-paquete si 9 (D) n D = 0 para toda 9 en G distinta de l. 

Teorema 4.4. Sea G < PSL(2, <C) no elemental discreto: 

(i) Si D es un abierto no vacío G-invariante que no es e, entonces G actúa disconti
nuamente en D. 

(ii) Si D es un G-paquete, entonces G actúa discontinuamente en U 9 (D). 
,EG 

DEMOSTRACION. (i) El conjunto E = C \ D es cerrado no vacío G-im'ariante, y por el 
Teorema 3.9,1\ e E. Por tanto, D e O, y por el Teorema 3.19, G actúa discontinuamente 
en D. 

(ii) De la Definición 4.3, D' = U g(D) no es conexo, y por tanto, es un subconjunto propio 
'EG 

de C. Además, DI es abierto no vacío, y claramente es G-invariante. Se sigue entonces de 
(i) que G actúa dicontinuamente en D'. O 

Teorema 4.5. Sean Gl. G 2 , ... subgrupos de PSL(2, e) tales que su unión genera al 

grupo G. Sean Di Grpaquetes tales que D, U Di = C si i # j. y D' = n Di es no 
vacío. Entonces G es el producto libre de los grupos Gjl D· es un G-paquete, y G actúa 

discontinuamente en U 9 (D'). 
,EG 

DEMOSTRACION. Sea g E G expresado en forma normal, es decir, 9 = 9m ... gl, con 
g. E Gi" g. # 1, e Gi, # Gi .. , para toda k. Mostraremos que gm'" gl (D') e C \ Dim. La 
demostración se realizará por inducción sobre la longitud de la expresión de 9. 

Para k = 1, Dll es un Gil-paquete, por lo que 

gl (D') e g, (Di,) e C \ Di,. 

Supongamos ahora que para k = n 

gn'" g, (D') e C \ Di.· 

Se sigue entonces que 

gn+l (gn' .. g.) (D') e gn+1 (c \ D,.) e gn+' (D,.H) e C \ Di.+,. 
Esto implica que 9m ... g, (D') e C\Dim e C\D', por lo que D' es un G-paquete. Además, 
esto mismo muestra que 9m .. . 91 -¡. J, Y se sigue de la Definición 1.7 que G es el producto 
libre de los grupos GJ . Finalmente, por el Teorema -lA (ii), G actúa discontinuamente en 

U g(D'). O 
,EG 



4 CONVERGENCIA Y EJEMPLOS 60 

4.5 Subgrupos del grupo modular 

Sean 9 (z) = z+6, h (z) = z ~ l' Y G I , G" los grupos generados por 9 y h. rcspecti\·amente. 

Consideremos ahora los conjuntos 

DI = {z EC: IRe(z)1 <3}, D, = (zEC: Iz+11 > !}n{z EC: Iz-11 > 1) 

El grupo G l consiste de traslaciones, por lo que es claro que DI es un G I -paquf'te. 

De acuerdo a la Definición 1.21, el circulo isométrico de h es 1. = {z E C: 1= + 11 = 1).)" 
el circulo isométrico de h- I (z) = _z_ es 1.-, = (z E C: Iz - 11 = 1). Por la 

-z + 1 
Proposición !.I9. h(I.) = 1.-" h(Inth) = Exth-, y "(ExtI.) = IntI,,- .. 

Ahora, D, e Ext l., por lo que 

h (D,) e h (Ext h) = IntI.- .. 

Por tanto, D, n h (D,) = 0. Observe ahora que Int 1.-, e Ext h. por lo que 

h' (D,) e h (Int 1.-,) e h (Ext l.) = IntI.- .. 

Se sigue entonces que D, n h' (D,) = 0. Se tiene, en general, para toda k E Z. k '1 O, que 

D2 n hk (D2 ) = 0 , y por tanto, D2 es un G2 -paquete. 

Como D* = D¡nD2 es no vacío, y DI UD2 = e, se cumplen las hipótesis del Teorema 4.5. Se 
sigue que G es el producto libre G I *G2 , D· es un G-paquete, y G actúa discontinuamente 

en U 9 (D'). 
,EG 
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El grupo G que acabamos de contruir es subgrupo propio de PSL(2, Z). En el Ejemplo 3.5 
se vió que APSL(2,Z) = R. Se sigue del Lema 3.16 que Aa e R. Aún más, la contención es 

propia, pues si x E lR, con 2 < x < 3, entonces x E Oc. por lo que Aa f; i. Se sigue en 
particular que nc es conexo. 

Sea ahora D = D* \ {O, oo}. Este conjunto está totalmente contenido en ne _ En efecto, si 
x E D no es real, puesto que Aa e i, x E °0 - Los únicos puntos en D que falt.a ,-erificar 
son x = ±2, :/; = ±3. Pero h (~2) = 2, h (~3) = 3(2, Y h- I (2) = ~2, h- I (3) = ~3(2. Esto 
muestra que x = ±2, x = ±3 no pueden estar en Aa, pues serían puntos aislados. 

Se tiene por tanto que Uf (D) e nc- Nos proponemos a continuación mostrar que de 
IEG 

hecho, se tiene la igualdad U f (D) = (lG 

fEG 

Sea z E H2, Lo primero que hay que observar es que podemos suponer que IRe(.:)1 :S 3. 
Esto es fácil de justificar, pues si IRe(z)! > 3, podemos considerar una k # ° tal que 
¡Re(gk(z))1 :S 3. Además, podemos suponer que z E Inth o que z E Inth-I, pues de no 
ser así, z E OG', Y no hay nada que probar. Sea e el círculo fijo para h (y por tanto, para 
h- 1 ) que pasa por z. El conjunto Cn(Dl n D2 ) es un compacto no vacío que no contiene al 
0, y por el Teorema 1.17 (i), hk (w) -+ ° uniformemente en e n (DI n D,) cuando k -+ oo. 

, "- / 
, 

, 
\ I , 'z \ 

I '-2 
~ ,/ 

2' 
, 

-3 '0 3 , .. J , I 
'-.. , 

,/ .-/ 

También, como las imágenes de D 2 bajo las iteraciones de h llenan Int Ih e Int h-I, esto 
muestra que z está en la órbita de en (D l n Dz). El mismo argumento se aplica en el caso 
de que z E (: \ H2 

I 
-) '-2 

D, 

Por tanto, basta revisar el caso en que z E IR. 

h'(I,,)=h(/,,_,) 
2' I 

3 
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Afirmación, Sea y E IR tal que y ~ Uf (D). Entonee" y E Ar;, 
lEC 

62 

Para abreviar la notación, sea A = (-2, 2). Lo primero que se tiene que obsen"ar es quP 

toda .1' E R es imagen de un y E A. 

Consideremos los siguientes conjuntos: 

Fo = A Y sus imágenes trasladadas bajo G 1, 

Fó = Fa \ A, 

Fl = UkllEN h±ko (F~), y sus imágenes trasladadas bajo GI! 

F{ = F, \.4, 

F2 = UklEN h,±k¡ (F;), Y sus imágenes trasladadas bajo G h 

F; = F, \ A, 

etcétera. 

Definimos el diámetro de FI;: como la longitud del mayor inten'alo conexo en F~ .. Se tiene 
entonces que diam (Fo) = 4. En general, no es fácil calcular el diámetro de FI;:. Sin embargo. 
demostrar el siguiente resultado es un cálculo rutinario. 

Lema 4,6, lim diam (F,) = 0, 
,~X 

DEMOSTRACION. En la demostración del Lema 1.19, página 16, usamos la siguiente iden
tidad: 

az + b 
donde f(z) = --d' ad - be = 1, siempre que f(z) '" 00 y f(w) '" 00, Esta igualdad 

ez + 
será fundamental en lo que sigue. 

(i) Para un mismo intervalo (a, b), con b> a > 3, 

Ih(a) - h(b)1 2: Ih'(a) - h'(b)1 para toda k > 0, 

En efecto, Ih(a) - h(b)1 = 1 (a /1~: + 1) 12: 1 (ak + a1~:k + 1) 1 = Ih'(a) - h'(b)l, 

(ii) Si (a, b) )' (a + n, b + a) son dos intervalos, con b > a > 3, Y n > 0, 

Ih(a) - h(b)1 > Ih(a+n) - h(b+n)l, 

De nuevo, es trÍ\"ial verificar esto: 

1 
a - b 1 1 a + n - (b + n) 1 Ih(a)-h(b)i= ( )( ) > ( )( ) =lh(a+n)-h(b+n)l, 

a+1 b+1 a+n+l b+n+l 
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(iii) Si (a. &) J' (a + n, b + n) son dos intervalos, con b < a < -3. Y n < O, 

Ih (a) - h (b)1 > Ih (a + n) - h (b + a)l· 

En efecto. 

I a-b I I a-b I Ih (a) - h (b)1 = (a + 1) (b + 1) , Y Ih (a + a) - h (b + n)l = (a + n + l)(b + n + 1) . 

Pero (L + a + 1 < a + 1 < 0, y b + n + 1 < b + 1 < 0, por lo que 

(a + n + I}(b + n + 1) > (a + I}(b + 1) > 0, 

y se sigue' la afirmación. 

(i\') Para (a, &) y (-b, -a) con b > a > 3, se tiene que 

Ih (-a) - h (-&)1 > Ih (a) - h (b)l. 

I a - b I Por supuesto. Ih (-a) - h (-b)l = ( ) ( ) , y además, 
-a + 1 -b + 1 

l-a+11 < lal+ 1 =a+l, J' l-b+11 < Ibl+1 =b+l, 

entonces 

° < (-a + 1)( -b + 1) = I-a + III-b + 11 < (a + I)(b + 1). 

y de esta desigualdad se sigue la afirmación. 

(v) Si ° < a < b < 3, 

l a - b I Ih9-'(a) - hg-'(b)1 = Ih(a - 6) - h(b - 6)1 = (a _ 5)(b _ 5) , 

l' por otra parte, a - 5 < b - 5 < -2, Y por tanto, (a - 5)(b - 5) > 4. por lo que 

la-bl b-a I"g-'(a) - hg-'(b)1 < -4- = -4-' 

Podemos ahora demostrar el lema: Recordemos que Fn se construye a partir de F~_l' por 
lo que en (i) a (ivL sólo consideramos el caso en que los intervalos que estamos analizando 
están fuera de (-3, 3). Supongamos que querernos calcular el diámetro de Fn_ Por (i), sólo 
tenemos que observar las imágenes bajo h de F~_l' Por (ii), de entre todos los intl?r\"alos a 
la derecha del 0, sólo hay que considerar el más cercano a O. y en forma análoga, de (iii), se 
sigue que el intervalo más cercano a la izquierda del O es el único que nos interesa. De (iv) 
se sigue finalmente que el diámetro de Fn es precisamente la longitud de la imagt>n bajo 
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h del intervalo de longitud máxima de F~_l n (-9, -3). Observe que hay una cantidad 
numerable de intervalos en F~_l que tienen la misma longitud. 

Consideremos por un momento en Fn._l n (-2,2). el intervalo de longitud máxima (a, b). 
Al trasladarlo mediante g-I, (g-I(a), g-I(b)) e F~_I n (-9, -3), Y por (v), 

diam(Fn) = [hg-I(a) - hg-'(b)[ < ~ la - bl = ~diam(Fn_I)' 

y por tanto, diam(Fn) < 4: diam(Fol. por lo que 

Iím diam(Fn):<:; lim ~ diam(Fo) = lim -2,.-1 = O. 
n-+OO "-too 4n n-too 4n 

o 

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Se tiene por hipótesis, y ~ U f(D). por lo que 
lEC 

en particular. dado que i es un círculo invariante para el grupo, 11 fÍ. U f(B). dondr 
lEC 

B = D n [-3. 31. Observe ahora que D n iR = A U B. 

Sea ti' E i, fijo. Para cada k > 0, sea Ft , la componente conexa de Fk que contiene a y. 

Tal componente existe siempre, pues por hipótesis, y ~ U f(B). Por tanto. existe h E G 
lEC 

tal que fk(W) E Fk~. En efecto, si x E A,!k entonces es la transformación que manda a A 
en Fk~, Y si, x ~ A, entonces Ik = f:'h, donde f:' es como antes. Por la forma en que se 
construyeron los conjuntos Fk , todas las transformaciones son distintas, y no puedr haber 
cancelaciones. Por definición del diámetro de Fk1 

I!.(x) - yl ~ diam(F.), 

y por el Lema 4.6, lim diam(F.) = O, Y se sigue de la Definición 3.4 que y E .\. O 
.~OO 

Es claro que el ejemplo anterior se puede generalizar a una gran cantidad de subgrupos del 
grupo modular. 

4,6 Grupos de Schottky 

Sean Ql, Q-l, Q2, Q-2 cuatro círculos mutuamente exteriores en C. Para j = 1. 2. sea 9J 
la transformación que manda el exterior de Q-J en el interior de Qj. 

Primero verificamos que en efecto tales transformaciones deben existir. Es un hecho bien 
conocido que PSL(2, e) es transitivo en círculos, esto es, dados dos círculos Ql, Q-l. existe 
9 tal que g(QI) = Q_I' Si se tiene que g(IntQ,) = IntQ_I, consideremos f E PSL(2, <C) 
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tal que f(Q¡) = IR, y h(z) = -z. Entonces la composición fhf in'ercambia In' Q, con 
Ext Q1! Y por tanto 91 == g/h! es la transformación requerida. Definimos 

D, =ExtQ,nExtQ_" D,=ExtQ,nExtQ_,. 

Por definición, g,(D¡) e g,(ExtQ_¡) = IntQ,. 

;/ _" 
Q, 

Observe ahora que lotQ! e ExtQ_l_ y por tanto, 

Se sigue inductiyamente que para toda k, 

g~(D¡) e IntQ" y por tanto, g~(D¡) n D, = 0, 

y D, es un (g,)-paquete. Análogamente, D, es un (g,)-paquete. Como D = D, nD, '" 0, se 
sigue del Teorema 4.5 que G = (g,) * (g,), D es un G-paquete. y G actúa discontinuamente 
en U9EG g(D) Además, debido a la contención (i = 1. 2) 

g,{lntQ,) e q,(lntQ,) e g,(ExtQ_,) = IntQ,. 

se sigue del Lema 3.7 que 91 es loxodrómica. 

En seguida, mostraremos que de hecho, G actúa discontinuamente en U g(15). Para ver 
gEG 

esto, es suficiente mostrar que ningún punto z E 8D puede estar en A. 

En efecto, sean w E e y f = hmhm_t _ .. h¡, con hk E GIl< hk #- 1} Gik :/; G'k+l" Ahora, hay 
dos posibilidades excluyentes; w E D, o w E e \ D. 

Si w E D, podemos suponer que h, E (G,), y por tanto, h,(te) E h,(D¡) e e \ D, e D,. 

Ahora, h, E (G,), y h,(h,(w)) E h,(D,) e e \ D, e D,. 

Inductivamente. si m == O mod 2, hm ··· hdw) E D2 e DI, y si m == 1 mod 2, entonces 
hm ··· hl(w) E DI e D2 . 
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hl(w)QI 
Q-1,r 

.. 
/ 

.~ Q, 
" 

?2h¡{w) 

'" Q-I " 
Falta revisar el caso tu E e \ 75. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 

w E IntQt U IntQ_t, 

De nue"o, si ht E (Gt), entonces ht(w) E IntQt U IntQ_l e D" 

y podemos repetir el argumento anterior. 

Si por otra parte, h l E (G2), como w E D2. de nuevo estamos en el caso anterior. 

Sólo basta observar que las imágenes sucesivas de w nunca se acercan a 8D, pues, si 
la longitud de la expresión de h es al menos 2, necesariamente ¡(w) se encuentra en la 
cerradura de las imágenes de QI, Q_¡, Q2, y Q-2 bajo 91, 9,1,92, Y g:;l, Y por tanto, las 
imágenes no se pueden acumular en 8D. 

\ 

, 

Q, 
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