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INTRODUCCION 

Durante finales de este siglo ha sido notable el desarrollo de los láseres así 

como sus aplicaciones. Debido a la gran energía y baja entropía de una luz 

láser, ésta puede concentrarse y producir perturbaciones tan grandes que 

saca a nuestro estado de su aproximación lineal manifestándose fenómenos 

no lineales. Por ejemplo dentro de la evolución de las comunicaciones en este 

siglo hemos avanzado desde el telégrafo que funcionaba con frecuencias de 

unos cuantos Hertz y energías cercanas a los Joules, hasta las comunicaciones 

actuales con el uso de la fibra óptica, que funciona COn frecuencias de cerca 

de 1014 y energías del orden de 10-9 Joules. En algún momento de esta 

evolución llegaremos al punto donde las frecuencias a las que se transmite la 

información correspondan a una energía similar a la que se esté utilizando, 

es decir, tendremos comunicaciones a base de unos cuantos fotones. De aqui 

la necesidad de desarrollar una teoría cuántica de la luz. 

Suelen tratarse los problemas cuánticos relacionados con la luz en la aproxi

mación de unos cuantos modos. Dentro de estos problemas existen una gran 

cantidad de interacciones de tipo no lineal que tienen la propiedad de poder 

producir estados no clásicos. Una de las interacciones no lineales más simples 

corresponde al caso de una no linealidad de Kerr sobre la cual se han publi

cado una gran cantidad de trabajos (Ref.1-9). En estos trabajos se muestran 

la producción de fenómenos muy interesantes para los pulsos que se propa

gan en este tipo de medios. como por ejemplo la existencia de "rev1\'a!s", la 

producción de estados comprimidos (squeezing) e incluso la generación de 

superposición de estados cuasiclásicos (gato de SchrCidinger). 

Se ha logrado observar e::...-perimentalmente la producción de estados com

primidos obtenido mediante una interacción no lineal de éste tipo (Ref.10J, 

mientras que no se ha logrado la obsen'ación de gatos. Se sabe que para la 

observación de gatos en lilla fibra, se requieren tiempos de interacción exce-
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sivamente grandes. Se ha demostrado (Ref.11-12) que debido a los efectos de 

disipación en la fibra la observación de gatos se vuelve bastante improbable. 

Dentro de esta tesis se propone una definición formal de modo efectivo, y 

se analiza un mecanismo independiente de cualquier disipación en la fibra, 

que hace improbable la producción de gatos por este modo. Este mecanismo 

consiste en analizar el efecto que tendrían los modos adicionales que no se 

toman en cuenta dentro de la aproximación por un solo modo sobre nue

stro modo principal. Debido a la no linealidad de nuestro sistema, nuestro 

hamiltoniano permite el intercambio de fotones entre los distintos modos, y 

para conservar la validez de nuestra aproximación con un solo modo necesi

tamos que la mayor parte de nuestros fotones se encuentren contenidos en 

éste modo. Este requisito nos lleva a la necesidad de considerar tan solo 

tiempos de interacción cortos, tan cortos que no alcanzan para la producción 

de gatos. 

Para el estudio de tiempos de interacción largos se describe a nuestro sistema 

en términos de solitones cuánticos (Ref.13-1-!). Se ha mostrado (Ref.15) que 

los solitones cuánticos son estables, que tienen una forma definida (Ref.16). 

y que corresponden correctamente al caso clásico en el límite apropiado. La 

expansión de un estado, en un medio con dispersión cromática pequeña en 

comparación con los efectos no lineales. en términos de solitones cuánticos 

requerirá de muchos términos, lo que hará demasiado complicado cualquier 

tipo de cálculo. Este es también el caso para la óptica no lineal clásica. Un 

ejemplo de esto está contenido en el libro de Newell y ~Ioloney (Ref.17) donde 

se presenta la solución analítica exacta a la ecuación de Schri:idinger no lineal 

en términos de solitones cuánticos, ITÚentras que se presenta un algoritmo 

para cálculos nÚInericos que no usan esta solucion "exacta". 

La organización de la presente tesis consta de seis capítulos. El primer 

capítulo es una introducción a la teoría cuántica del oscilador armónico y 

se introducen a los operadores del campo que tendrán una gran utilidad 

en los capítulos subsecuentes. La información contenida en estos capítulos 
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se puede encontrar también en cualquier libro básico de Mecánica Cuántica 

(Ref.18-19). En el capítulo dos se presentan los estados cuasiclásicos, que son 

los estados cuánticos que corresponden a los clásicos en el límite apropiado. 

Una explicación introductoria sobre los estados cuasiclásicos se encuentra 

en algunos textos elementales (Ref.18-19), mientras que un estudio más pro

fundo de estos estados se puede encontrar en libros especializados (Ref.20-21). 

En el capítulo tres se presenta una manera de cuantizar al campo electro

magnético, y se obtiene al final una expresión para el harniltoniano efectivo 

para el medio no lineal. Los mecanismos para la cuantización del campo 

electromagnético se encuentran también en libros especializados (Ref.20-21). 

El capítulo cuatro proporciona una definición formal de modos efectivos, 

y establece límites bajo los cuales es posible hacer cada aproximación. El 

capítulo cinco da ejemplos de modos efectivos y muestra los resultados que 

se pueden obtener bajo la aproximación de un solo modo, mismos resultados 

que ya habían sido obtenidos por otras personas anteriormente (Ref.1-9). Fi

nalmente el capítulo seis nos da un método experimental para la observación 

de estos estados no clásicos. 
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Capítulo 1. El oscilador armónico 

1.1 Introducción 

Este capítulo está dedicado al esturuo de un problema de suma importancia 

dentro de la Física: el oscilador armónico. La importancia del problema del 

oscilador armónico raclica en que una gran cantidad de sistemas son gob

ernados (al menos de manera aproximada) por las ecuaciones del oscilador 

armónico. El oscilador armónico está involucrado también en el estudio del 

campo electromagnético, como es el caso de la presente tesis. Nosotros sabe

mos que en una cavidad existen una gran cantidad de posibles ondas esta

cionarias (modos normales de la cavidad) [18]. El campo electromagnético 

puede expanderse en términos de estos modos. Se puede demostrar medi

ante las ecuaciones de Maxwell que cada uno de los términos en esta ex

pansión obedece una ecuación diferencial que es idéntica a la del oscilador 

armónico cuya frecuencia angular..: es aquella asociada al modo normal [20]. 

Por lo tanto, el campo electromagnético es formalmente equi,"alente a un 

conjunto de osciladores armónicos indepenruentes. Finalmente el oscilador 

armónico tiene importancia académica, ya que es uno de los pocos problemas 
" de Mecánica Cuántica cuya solución se conoce de manera exacta. 

1.2 El Oscilador armónico en Mecánica Clásica 

La ecuación que gobierna el movimiento de una partícula en un potencial de 

oscilador armónico es 
d2x 

m dt2 +kx = O (102) 

La solución general a esta ecuación es de la forma 

x = rl. cos(..:t-ip) , (103) 

donde A y ip se determinan a partir de condiciones iniciales. La partícula 

por lo tanto oscila alrededor del origen con amplitud A y frecuencia w. 

El problema del oscilador armónico es un problema de potencial conservativo, 

por lo que la energía es una constante en el tiempo, y su expresión está dada 

por 

( 10 .. ) 



Como mencionamos anteriormente, una de las razones para estudiar el prob

lema del oscilador armónico, es que sirve como aproximación para cualquier 

potencial alrededor de algún punto estable. Vamos a suponer que Xo es di

cho punto estable, podemos por lo tanto hacer un desarrollo de Taylor del 

potencial alrededor de este punto 

V(x) = a + b (x-xo) + e (X-xo)2 + ... , 

donde 

a - V(xo) , 

b - (~~) x=o 

e - ~ (d
2

V) 
2 dx2 

x=xo 

(105) 

(106) 

(107) 

(108) 

Como el origen de nuestro potencial es arbitrario, nosotros podemos tomar 

como el cero de nuestro potencial en V(xo), y debido a que Xo se trata de un 

mínimo, entonces b = O. Podemos por lo tanto aproximar nuestro potencial 

en una pequeña vecindad alrededor de Xo a segundo orden como 

V(x) '" e(x-xo? . (109) 

Note que es exactamente el potencial para el oscilador armónico. 

1.3 El oscilador armónico en lVIecánica Cuántica 

En l\Iecánica Cuántica. podemos sustituír las cantidades clásicas x y p por 

sus operadores cuánticos análogos x y p, que satisfacen la siguiente relación 

de conmutación 

[x,p] = iñ (HO) 

Como ejemplo podemos escribir a los operadores x y p en la representación 

de coordenadas de la siguiente manera 

x - x 
ñ o 

p -
i ox 

( 111) 

(112) 

Podemos obtener el hamiltoniano de nuestro sistema a partir de la energía 

clásica ( 10-1 ) simplemente sustituyendo x y p por sus contrapartes cuánticas. 

De tal manera, el hamiltoniano del oscilador armónico queda como 

1 2 1 2 2 7-í = -p + -m..; x . 
2m 2 

( 113) 
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Debido a que tenemos un sistema conservativo, la energía del sistema (el 

hamiltoniano) es una constante, por lo que la función de onda se puede 

escribir como el producto de una parte temporal y una parte espacial 

w(x, t) = w(x) T(t) , (114) 

donde la parte temporal tiene la siguiente forma: 

(115) 

Mientras que la parte espacial satisface una ecuación de eigenvalores (valores 

propios) 

11. w(x) = E w(x) (116) 

En principio podríamos intentar resolver la ecuación diferencial que repre

senta la ecuación de eigenvalores, de donde e,oentualrnente obtendríamos la 

solución en términos de los polinomios de Hermiteo Sin embargo vamos 

a tratar de encontrar las eigenfunciones (funciones propias) mediante un 

método un poco distinto, donde encontraremos a los operadores del campo 

que nos permitirán cuantizar al campo electromagnéticoo 

1.4 Operadores de creación y de aniquilación 

Tornando la expresión del hamiltoniano del oscilador armónico (113), y suponiendo 

que x y p conmutan podernos factorizar al hamiltoniano de la siguiente man-

era 

(ff!- -)( - ff) rnww2 ! 1 rnw2 1 
H= --x-i,,-p I--X+i-P 

2 v 2m V 2 2m 
(117) 

Sin embargo nosotros sabemos que x y p no conmutan, por lo que debernos 

agregar a esta expresión el conmutador de x y p de la siguiente forma 

(118) 

Definirnos ahora el siguiente operador 

a = Jm~o x + i/ 1 P 
2ñ 2m",ñ 

(119) 

y por lo tanto su hermitiano conjugado estará dado por 

(120) 
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Con estas nuevas definiciones podemos reescribir el harniltoniano para el 

oscilador armónico como 

H=1iw(ata+D· (121) 

Podemos calcular fácilmente el conmutador de a y a t de la manera siguiente 

(122) 

La parte importante de nuestro harniltoniano es la que contiene a estos nuevos 

operadores, ya que la solución a la parte constante es trivial. Vamos por lo 

tanto a estudiar las propiedades de este producto particular de operadores al 

que llamaremos N = ata. Algunas de éstas son las siguientes: 

(i) Los eigenvalores de N son todos positivos o cero 

Considere un eigenvector (vector propio) Iw~) de _V, donde n representa su 

eigenvalor y k distingue entre distintas eigenfunciones con el mismo eigenvalor 

en el caso en que exista degeneración. La norma al cuadrado de cualquier 

ftmción es siempre posith'a o igual a cero, entonces 

(123) 

Como la norma de cualquier ftmción es no negath'a, entonces n 2: O . 

(ii) a es un operador de descenso 

Primero probaremos que a I w~) = O. Tomando la misma deducción de arriba 

observamos que cuando n = O la norma al cuadrado de a Iw~) es igual 

a cero. Esto sólo puede ocurrir si el vector mismo es igual a cero. Ahora 

probamos que a Iw~) tiene un eigenvalor igual a n-1. Calculamos primero 

el conmutador de a con lY. 

[N, a] = al [a, a] + [at.a] a = -a. (12-1) 

Calculamos ahora el eigenvalor de a Iw~) : 

,Va Iw~) = (aS - a) Iw~) = (n-1) a Iw~) (125) 

Por lo tanto a Iw~) es tID operador de descenso. 
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(iii) at es un operador de ascenso 

Calculamos primero el conmutador de al con ¡"v. 

Calculamos ahora el eigenvalor de a t I,¡,~) : 

Por lo tanto al I,¡,~) es un operador de ascenso. 

(126) 

(127) 

(iv) El espectro del operador N está co=puesto por enteros no 

negativos. 

Nosotros ya demostramos anteriormente que los eigenvalores de N deben 

ser positivos. Supongamos que tenemos un cierto eigenvalor (m) de JIi no 

entero. Mediante aplicaciones sucesivas de operadores de descenso, nosotros 

podemos continuar obteniendo eigenfunciones con eigenvalores m-l, m- 2, 

m-3, ... Lo que se observa es que esta secuencia no pasaría por el cero, ya que 

m no es entero, y por lo tanto entraría a eigem'alores negativos, lo cual no 

puede ser. Por lo tanto todos los eigenvalores de S son enteros no negati,·os. 

(v) Todos los estados son no degenerados El problema que estamos 

tratando corresponde a un problema unidimensional, por lo que no existe 

degeneración. Por lo tanto ningtill estado es degenerado y podemos omitir el 

superíndice k. 

1.5 Estados fotónicos 

A continuación "amos a introducir una nueva notación par a estos estados. 

De la relación de Planck nosotros sabemos que la energía de un fotón de 

frecuencia..J está dada por E = (¡..J. Vamos a calcular el hamiltoniano sobre 

la función I,¡, n)' lo que obtenemos es 

(128) 

El segundo término de la energía corresponde a la energía de vacío que es una 

consecuencia de la no conmutati,idad de las variables x y p. mientras que el 

primer término corresponde a la energía que tendrían n fotones de frecuencia 

w·. Se puede entender por lo tanto al estado I W n) como el estado con n fotones 
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(osciladores) en el campo, y por lo tanto lo denotaremos simplemente In) (de

nominados estados fotónicos). Con esta nueva notación se puede comprender 

un poco el nombre de operador de aniquilación al operador de descenso, ya 

que si el operador de aniquilación actúa sobre un estado con n fotones, éste 

aniquila un fotón y nos produce un estado con n- 1 fotones; e igualmente si 

hacemos actuamos con el operador de ascenso sobre un estado de n fotones, 

éste nos crea un fotón y nos produce un estado con n+ 1 fotones. Con estas 

ideas en la cabeza podemos generar el eigenestado del oscilador armónico 

con n fotones en el campo simplemente mediante aplicaciones sucesivas del 

operador de creación sobre el estado de vacío (estado con cero fotones), lo 

único que habría que cuidar es que cada uno de los estados que produzcamos 

esté debidamente normalizado. 

Ortonormalización y completez. Supongamos que tenemos el estado 

base normalizado, entonces el primer estado estará dado por 

11) = Cl al 10) , (129) 

donde Cl es simplemente una constante de normalización. Calculamos esta 

constante del modo siguiente 

Entonces el = 1 por alguna fase que tomaremos igual a cero. 

Podemos hacer lo mismo para el estado con n fotones de la siguiente manera 

In) = c"at jn-l) . (131) 

Calculando la constante de modo análogo a como lo hicimos para el primer 

caso obtenemos 
1 

In) = ,¡nalln-1) . (132) 

Repitiendo este cálulo con n-l. n-2, .... 1 obtenemos 

(133) 

Podemos reescribir la relación (137) de la siguiente manera 

al In) = vn+ lln+ 1) (134) 

Aplicando a en ambos lados obtenemos 

aal In) = (ala+1) In) = (n+1) In) = vn+1a!n+1) (135) 
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Reescribiendo esta última igualdad tenemos que 

a In) = vn In-1) . (136) 

Esta relación, junto con la relación (139) serán muy importantes en los 

cálculos que se realizarán más adelante, y nos dicen cómo actúan nuestros 

operadores del campo sobre estados fotónicos. La ortonormalización de nue

stros estados está asegurada desde el momento en que observamos que cada 

eigenfunción corresponde a un eigenvalor distinto, es decir, desde que vimos 

que no existía degeneración. Podemos expresar esta relación de ortonormal

ización como 

(n I m) = Dmn . (137) 

Hemos encontrado todas las eigenfunciones de la observable H, por lo tanto 

este conjunto de soluciones debe formar una base, es decir, debe ser un 

conjunto completo. La relación de completez se escribe como 

oc 

L In) (ni = l. (138) 
n~ 

Vale la pena mencionar a esta altura algunos puntos. Primero, se puede 

demostrar que la solución encontrada para la función con n fotones (138), 

coincide con la que se obtiene en términos de los polinomios de Herrnite 

verificando de esta manera la validez del método. Segundo, los estados In) 

no tienen un análogo clásico, su energía es distinta de cero. aún cuando sus 

valores esperados de posición y momento son iguales a cero. Se puede cal

cular también la incertidumbre en la posición y en el momento, y se observa 

que ésta crece linealmente con n. La analogía con el caso clásico únicamente 

se puede establecer mediante combinaciones lineales de estados fctónicos, 

estas combinaciones nos llevarán a la definición de estados coherentes. Ter

cero, nosotros mencionamos en la introducción que podíamos tratar al campo 

electromagnético como una colección de osciladores independientes tillOS de 

otros. Por lo que si despreciamos por un momento la energía de vacío, pode

mos proponer que el harniltoniano para el campo electromagnético en el caso 

de tilla sola dimensión estará dado por 

(139) 

en donde incluímos el hecho de que los osciladores sean independientes bajo 

la condición siguiente 

( 1-10) 
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Una de las condiciones que debe cumplir una nueva teoría que pretenda rep

resentar la realidad mejor que cualquier otra, es que debe al menos reproducir 

los éxitos que haya tenido alguna teoría anterior. En el capítulo siguiente 

estudiaremos los estados cuánticos que se reducen a sus análogos clásicos en 

los límites apropiados. 
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Capítulo 2. Estados coherentes 

2.1 Introducción 

En esta sección nos haremos la pregunta de si es posible construír un estado 

cuántico que nos lleve a predicciones físicas similares a las que esperaríamos 

en la teoría clásica, al menos para un oscilador macroscópico. Dentro de este 

estudio encontraremos unos estados nuevos que entre otras cosas cuentan, 

como veremos más adelante, con una importancia particular ya que forman 

parte de una familia más grande de estados de mínima incertidumbre. 

2.2 Estados cuasiclásicos 

Las ecuaciónes clásicas de movimiento para el oscilador armónico en una sola 

dimensión son [18-12] 

d 
dt x(t) -

1 
m p(t) , (201) 

d 
dt p(t) -m ;,;2 x(t) . (202) 

Para simplificar todos los cálculos definimos tm nuevo par de variables que 

son simplemente proporcionales a las anteriores de la siguiente manera: 

('i'ñiJ 
X(t) = VTx(t) . 

P(t) = J ñ~ p(t) . 

De manera que las ecuaciones de movimiento se transforman en 

d 
dtX(t) = w P(t) . 

d 
dt P(t) = -o) X(t) 

Podemos encontrar clásicamente la solución de estas ecuaciones como 

X(t) = ~(oe,,"p(-iwt) + o" exp(iwt)) , 
v 2 

P(t) =- ~(oe""p(-iwt)-o'exp(iwt)) 
v2 

12 
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(20.1 ) 

(205) 

(206) 

(207) 
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donde 
1 . 

'" = y'2 (X(O) +lP(O)) (209) 

Con esta misma solución podemos calcular la energía de nuestro sistema. 

Dado que nuestro sistema es conservativo, podemos calcular la energía en 

el instante inicial, que será la misma que la energía para cualquier otro mo

mento. De esta manera obtenemos que la energía es igual a 

(210) 

Vamos a considerar ahora un estado Iw(t) y vamos ahora a calcular sobre 

este estado la evolución temporal del operador de aniquilación. Podemos 

calcular esta evolución de la siguiente manera: 

iñ! (a) = ([a,1-iJ) = ñMi (a) (211) 

Podemos resolver esta ecuación de manera trivial obteniendo 

(a) (t) = (a)¡ exp(-i-.it). 
,=o 

(212) 

Repitiendo este mismo procedimiento para el operador al obtenernos 

(al) (t) = (al) I exp(iwt). 
t,=o 

(213) 

Los operadores de creación y aniquilación son combinaciones lineales de los 

operadores de posición y momento, por lo que podernos invertir las relaciones 

(119-120) y poner a los operadores de posición y momento en términos de 

los operadores de creación y aniquilación 

1 1 
X = y'2(a + a ) . 

P = -i~(a - al) . 
y'2 

(21-l) 

(215) 

Calculando la evolución temporal del valor esperado de estos operadores en 

términos de lo ya calculado para los operadores de creación y aniquilación 

obtenernos lo siguiente 

(X) (t) = ~ (al 1,=0 exp(-i-.it) + (al) ,=o exp(i"'.t») (216) 

(P) (t) = - ~ (al! exp(-U) - (a+)( exp(iwt)) (217) 
v~ l,=o ,=O 
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Esta relación sería la misma que la calculada clásicamente si el valor esperado 

de a en el tiempo inicial cumple la condición 

(a)¡ =a. 
t=ü 

(218) 

Ahora calculamos el valor esperado del hamiltoniano de nuestro sistema y 

obtenemos 

('H)=ñw<ala)' +~ñw. 
It=ü -

(219) 

Si nuestro oscilador es un oscilador macroscópico, entonces podemos des

preciar la energía de vacío, y por lo tanto la segunda condición que debe 

cumplirse es 

(220) 

Con estas dos condiciones podremos obtener el estado cuántico Iw(O) corre

spondiente a un oscilador clásico. 

2.3 Eigenestados del operador de aniquilación 

Vamos a demostrar que los estados cuasiclásicos, cuyos valores esperados 

definimos anteriormente, son eigenestados del operador de aniquilación. Para 

ésto definiremos un nuevo operador definido de la manera siguiente 

b=a-a. (221) 

Calculemos la norma cuadrada del vector formado por este nue,·o operador 

actuando sobre lID estado cuasiclásico 

Ilblw(0»1I 2 
= <w(O) JalaJ w(O)-a (w(O) lall w(O»)-a* (w(O) lal w(O)+a*Q. 

(222) 

Aplicando las reaciones (218,220) de la sección anterior obtenemos 

(223) 

Como la norma del vector es cero la única opción es que el ,·ector mismo sea 

cero. Reescribiendo ésto y recordando la definición del operador b obtenemos 

que 

a Iw(O) = o.lw(O) . (224) 



Por lo tanto el estado cuasiclásico es eigenestado del oper ador de aniquilación, 

y tiene un eigenvalor igual a o. Vamos a proponer una nueva notación para 

este tipo de estados y los vamos a denotar como lo) donde o representa al 

eigenvalor correspondiente a este eigenvector. 

2.4 Expansión de estados coherentes en estados fotónicos 

Debido a la propiedad de completez de los estados fotónicos podemos ex

pandir cualquier otro estado en términos de ellos. En particular es posible 

hacer ésto para un estado cuasiclásico. Vamos a representar a un estado 

coherente arbitrario como combinación lineal de estados en fotónico de la 

siguiente manera 

lo) = LCn In) (225) 
n 

Aplicaremos a ambos lados el operador de aniquilación. Por lo visto ante

riormente el estado cuasi clásico es eigenestado del operador de aniquilación, 

por lo que tendremos 

(226) 
n n 

Podemos cambiar el Índice de la suma del lado izquierdo por m = n - 1 Y 

expander el lado izquierdo 

¿emo 1m) = ¿Cm+! vm+1Im) (227) 
m m 

Igualando los coeficientes obtenemos una relación de recurrencia para nue

stros coeficientes 
o 

Cn+! = vñ+T Cn . (228) 
n+1 

Iterando esta relación de recurrencia podemos expresar a todos los coefi

cientes en términos de ca de la siguiente manera 

on 
cn=Vñ]ca. (229) 

Lo {ullco que falta para poder determinar todos los coeficientes es determinar 

el coeficiente inicial. Este coeficiente nos proporciona la normalización de 

nuest.ro estado cuasi clásico, y lo calcularemos de la siguiente manera 

"" o 2"" 1012n 2 2 
1 = (o I o) = ~ Icnl- = Icol ~ -, = leol exp(lol ) 

n n n. 
(230) 
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Por lo tanto la expansión completa de nuestros estados cuasi clásicos en 

ténninos de estados fotónicos queda como 

(231) 

Debido a la presencia de a misma en la expansión en términos de estados 

fotónicos, podemos estar seguros que cualquier estado cuasiclásico estará 

unívocamente definido mediante su eigenvalor. 

2.5 Estados cuasiclásicos como estados de mínima mcertidm:nbre 

Vamos a calcular a continuación los valores esperados de los operadores de 

posición y momento así como sus incertidumbres en un estado cuasiclásico. 

Como hicimos anteriormente podemos poner estos operadores en términos 

de los operadores de creación y aniquilación cuya acción ya COnocemos sobre 

un estado cuasiclásico 

[2n 
(al x la) = V:;:;;;:, Re(a) , 

(alpla) = V2mñ.w Im(a) , 

(a Ix21 a) = 2~ [la+o:*)2 + 1] , 

<o:lp2Ia)=m~[1-(a_a·)2l ' 

(232) 

(233) 

(23.J.) 

(235) 

Con estos números, nosotros podemos calcular la incertidmubre en la posición 

y el momento. Como estamos tratando de operadores hermitíanos la incer

tidumbre está dada por 

2 ! 2) 2 ñ 
(6.x) = \x - (x) = :2mw ' (236) 

(6.p)2 = mñw . 
:2 

(237) 

El producto de estas dos incertidmubres es independiente de a, y por lo tanto 

es el mismo para cualquier estado cuasiclásico de que se trate. y está dado 

por 
ñ 

6.x 6.p =-
2 

(238) 

Este es el valor mínimo que permite el principio de incertidumbre, es por ésto 

que los estados cuasiclásicos son estados de mínima incertidmubre. Estos es

tados además conser,'an su forma al estar en un potencial armónico simple. es 
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por esto que también se les denomina estados coherentes. De las relaciones de 

incertidumbre en la posición y momento podemos observar que tienen valores 

fijos ambas. Si nosotros en v~ de calcular la incertidumbre para estos oper

adores, la hubierarnos calculado para los operadores transfonnados (203,204) 

lo que hubieramos encontrado es que la incertidumbre de los dos operadores 

transformados sería la misma y sería igual a ~. Podríamos pensar que por lo 

tanto los estados coherentes no son los únicos estados de mínima incertidum

bre. Este es en realidad el caso, los estados coherentes son un caso particular 

de un grupo más general de estados de mínima incertidumbre llamados es

tados comprimidos (squ~ed states en ingles), con la propiedad de tener la 

misma incertidumbre en ambas componentes. Se les llama componentes a las 

partes herrnitianas - componente en fase - y antiherrnitianas - compo

nente en cuadratura - del operador de aniquilación, que para nuestro caso 

corresponden simplemente a nuestros operadores transformados de posición 

y momento (203,204). 

2.6 Operador de desplazamiento 

Definiremos a continuación un nuevo operador que llamaremos de desplaza

miento, y comprobaremos que la acción del operador de desplazamiento sobre 

un estado vacío (sin ningún fotón) nos puede producir un estado coherente. 

La definición del operador de desplazamiento es la siguiente 

D(a) = exp(nat - a'a) (239) 

Este es lID operador unitario ya que 

(2..[0) 

Haremos actuar ahora el operador de desplazamiento sobre un estado vacío, 

pero antes estableceremos una importante relación entre los conmutadores. 

Esta relación es la llamada relación de Baker-Hausdorff y lo que dice es lo 

siguiente 

exp(A) exp(B) = exp(A + B + i [A. El) , (2·U) 

donde A Y E representan dos operadores que cumplen con la condición de 

que el conmutador de A. con E conmuta tanto con A como con B. Para 

nuestro caso del operador de desplazamiento nuestros operadores A y E 

son proporcionales a los operadores de creación y aniquilación, y como su 
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conmutador es igual a uno, esto conmuta con cualquier cosa. Por lo tanto 

podemos reescribir a nuestro operador de desplazamiento de una manera un 

tanto distinta como 

(242) 

Calculamos ahora sí su acción sobre un estado de vacío. El primer operador 

que actúa sobre el vacío es una exponencial de un operador de aniquilación. 

Podemos expandir esta exponencial como suma de potencias del operador de 

aniquilación. Debido a que la acción de un operador de aniquilación sobre 

un estado de vacío nos da cero, el único término de esta suma que va a 

sobrevivir es el primero que no contiene ningún operador de aniquilación. 

Este término es igual a uno, por esto, la acción de la primera exponencial 

sobre un estado de vacío nos deja al estado totalmente igual. Escribiendo lo 

que queda tenemos 

D (a) 10) 
00 (aatf 

- exp (-la;2 /2) exp(aat ) 10) = exp (-la I
2 

/2) ¿ 1 10) = 
n=O n. 

oc n 

- exp(-laI2/2)];Rln), (243) 

donde para la última e~"presión se utilizó la relación (138). Podemos ver 

que esta última relación corresponde totalmente a la expansión de 1m estado 

coherente en términos de estados en fotónico (231), por lo tanto la acción del 

operador de desplazamiento sobre un estado de vaCÍo nos genera 1m estado 

coherente. 

Para poder explicar el nombre de operador de desplazamiento. es necesario 

hacer algunos cuantos cálculos más. Primero, se puede demostrar por in

ducción la siguiente relación de conmutación 

(244) 

Es decir el conmutador funciona como una especie de derh·ada. Calcularemos 

ahora otro nuevo operador 

oc (aatf 
Dt(a)aD(a)=Dt(o)a¿ 1 exp(-l a I2/2)exp(-c,a) 

n=O n. 
(245) 

Utilizando la relación de conmutación (244) podemos pasar al operador de 

aniquilación del lado derecho 

Dt(a) aD(o) _ Dt(o) ~ :~ ((atf a + n (atf-l) exp(-loI2/2) exp(-o*a) 

- Dt(o) D(a) (a+a) = a + a . (246) 

18 



Por lo tanto el operador D(a) desplaza al operador de aniquilación en a, es 

por ésto que se llama de desplazamiento. Se puede demostrar una relación 

análoga para el operador de creación y se obtiene 

(247) 

Este conjunto de ecuaciones nos dan las herramientas para conmutar a los 

operadores del campo con el operador de desplazamiento. 

2.7 Relaciones de orto normalidad y completez 

Para finalizar el estudio de los estados coherentes vamos a calcular el producto 

punto de dos estados coherentes con parámetros a y (3. 

(248) 

Por la ortogonalidad de los estados fotónicos esta doble suma se convierte en 

una sola suma: 

(a 1 (3) - eA"P(-~ (lal2 + 1(312) ) ~ (a~r -
_ exp(-~ (lal2 - 2a3- + 1(31 2

)) • (249) 

La norma al cuadrado de este producto plmto está dado por 

(250) 

Este resultado muestra que aunque los estados coherentes no son onogonales 

entre sí, dos estados coherentes la) y 113) se vuelven aproximadamente ortog

onales en el límite la-,61 » 1. Los estados coherentes forman un continuo 

de estados bidimensional (parte real y compleja). por lo que esperamos que 

sean de hecho sobrecompletos. Vamos a considerar la siguiente integral: 

1 j 11m) (ni lo"" lo2". - d2ala)(al=-L~ drexp(_r2)rm+n+l exp(i(m-n)B)de. 
'iT 7r m.n m.n. o o 

(251) 

La integral angular vale 2-:rt5mn . por lo que nuestra integral queda 

~ j d2a la)(al = f: In);nl ("" dppnexp(_p) . (252) 
1I n=O n. Jo 
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Esta última integral vale n!, y nuestra integral inicial queda como 

~Jd2ala)(al = 'Lln)(nl = 1. 
7r n 

(253) 

Por lo que nuestra relación de (sobre)completez queda demostrada. 

Para concluir únicamente escribiremos las definiciones equivalentes que se 

pueden dar de los estados coherentes. Los estados coherentes son: 

a) Los estados cuánticos correspondientes a los estados clásicos en el límite 

de los grandes números. 

b) Estados propios del operador de aniquilación. 

c) Estados de mínima incertidumbre con igual incertidumbre en ambas com

ponentes. 

d) Estados generados por la acción del operador de desplazamiento sobre el 

estado de vacío. 

Los estados coherentes son los estados más clásicos posibles dentro de los es

tados cuánticos. Debido a su propiedad de alta coherencia, son estos estados 

los utilizados para representar la luz producida por una fuente láser. 
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Capítulo 3. 
Cuantización para el medio no lineal 

3.1 Introducción 

El objetivo de esta parte es encontrar una expresión para el harniltoniano 

para un medio con nolinearidad de Kerr, en términos de los operadores del 

campo. La cuantización de cualquier campo siguiendo las ideas que vamos a 

desarrollar a continuación recibe el nombre de segunda cuantización. 

3.2 Medio lineal 

Vamos a buscar inicialmente la cuantización para el caso más sencillo que 

podamos encontrar, esto es, para el medio lineal. De la electrodinámica 

clásica, nosotros sabemos que el campo eléctrico debe satisfacer una ecuación 

de onda de la siguiente manera 

2.~E - -'!:"y2E = O. 
c2 [)t2 /lE . 

(302) 

donde f.1 corresponde a la permeabilidad magnética del medio y E a la perrni-

thidad eléctrica. Nuestro interés ya a estar centrado en el estudio de un haz 

de luz (cuasimonocromático) que se propaga a lo largo de till medio no lineal 

(por ejemplo de tilla fibra óptica). por lo que podemos considerar a nuestro 

campo eléctrico como una superposición de ondas planas con cierta estruc

tura transversal. Si suponemos que nuestro haz se propaga en la dirección z, 
el campo eléctrico para una sola frecuencia estaría dado por 

Ek = lvIdx.y) exp(ik::) cdt) , (303) 

donde .'vh cuenta por la estructura transversal. es decir. es función de x y de 

y. y Ck cuenta por la dependencia temporal, de tal manera que estará dado 
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por 

(304) 

El campo eléctrico completo (al menos su magnitud), estará formado por la 

integral de expresiones de la forma (303) para todas las frecuencias, esto es 

E = J dk M k exp(ikz) Ck + C.C. , (305) 

donde c.c. quiere decir complejo conjugado. De las ecuaciones de Maxwell 

podemos obtener fácilmente el campo de intensidad magnética (H) tomando 

la relación 
E a 

'V x H = --E. 
cOt 

Tenemos que el campo de intensidad magnética está dado por 

H = J dk N k exp(ikz) Ck + c.c. , 

donde 

(306) 

(307) 

(308) 

Como estamos en el medio lineal, las siguientes dos relaciones se cumplen 

D = eE, B = ¡.tH . (309) 

Por lo tanto, podemos ex-presar a D y a B de manera similar que con E y 

H. Vamos ahora a calcular la energía de nuestro campo electromagnético. 

La energía del campo electromagnético está dado por 

"H=~Jd3X(ED+BH) . 
8n 

Calculamos el primer término de nuestra integral 
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f d3x(ED) = f d3xdkdpcMk .i\-Ip x 

x (exp(ikz) Ck + exp( -ikz) Ck)(e
iPz Cp + e-

ipz 
C;) = 

- f d3xdkdpcMk lHp x 

x (ei(k+P)ZCkCp + ei(k-z)zCkC; + ei(P-k)zcpC~ + e-i(P+k)zc;c~) 

(311) 

Como las exponenciales son los únicos términos en nuestro integrando que 

dependen de z podemos realizar estoas integrales inmediatamente observando 

primero que los términos que contengan un exponente de la forma k + P 

oscilarán demasiado rápido como para dar alguna contribución importante a 

nuestro harniltoniano, ya que estos términos promediarán aproximadamente 

cero. Para calcular estas integrales sólo debemos recordar la expresión de 

la delta de Dirac en la representación de la transformada de Fourier, esta 

expresión es 

f dz exp(ikz) = 27r8(k) . (312) 

Sustituyendo esta integral, y considerando la aproximación mencionada aro 

riba obtenemos lo siguiente 

f d3x (ED) = .,I,,-c f dx dy dk M~ c~ Ce . (313) 

Los coeficientes temporales no dependen de las coordenadas transversales, 

y podemos suponer también que los coeficientes transversales no dependen 

fuertemente de la frecuencia. lo que nos va a simplificar lID poco más la 

expresión para nuestra energía. La integral de la energía magnética es muy 

similar, solamente cambian nuestros coeficientes. por lo que la expresión como 

pleta para la energía es 

7-i = f dk me Ck Ce , (3l-!) 
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donde 

( 
1 J 2 ( e?W~fJ-)) mk = 87r dxdy M k € + c?k2 . (315) 

Esta expresión para la energía, la compararemos con la expresión para la 

energía en el caso cuántico. Por lo tanto tomaremos como postulado que esta 

energía obtenida clásicamente será igual a la energía calculada cuánticamente 

que es 

1{ = J dkñwkatak , 

de donde se obtiene directamente la siguiente identificación 

f€ik 
Ck = -- ak· 

mk 

(316) 

(317) 

Esta es la identificación que buscábamos, ya que con ayuda de esta identifi-

cación podremos expresar a nuestro campo eléctrico, y por lo tanto también 

todos los demás, en términos de nuestros operadores del campo. Sustituyendo 

esta nueva identificación en la expresión para nuestro campo eléctrico (305) 

obtenemos lo siguiente 

E = J dk Lk (exp(ikz) ak + exp( -ikz) al) , (318) 

donde 

(319) 

De la expresión del campo eléctrico observamos que ésto se parece a una 

transformada de Fourier. En la aproximación cuasimonocromática nuestros 

coeficientes Lk no dependen fuertemente de k. por lo que pueden salir de 

nuestra integral. Si definimos un nuevo tipo de operadores como la transfor

mada de Fourier de nuestros operadores del campo de la siguiente manera 

1 J . a( z) = ;;;:: dk exp( lb) ak . 
v 2;-;-

(320) 

Tenemos que nuestro campo eléctrico adquiere la forma siguiente 

(321) 
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Esta expresión nos permitirá proponer de manera simple una expresión para 

nuestro hamiltoniano en el caso de un medio no lineal. Podemos entender 

al operador a (z) como un operador de aniquilación de fotones en el punto z 

de nuestro medio, a diferencia del operador anterior que nos aniquilaba un 

fotón pero de cierta frecuencia. E será por lo tanto el operador del campo 

en el punto (x, y, z). 

3.3 Medio no lineal 

Vamos ahora a considerar el caso de un medio no lineal homogéneo e isotrópico. 

El caso más sencillo de un medio que cumpla con estas características es un 

medio con no linealidad cúbica. En este caso la polarización estará dada por 

(322) 

Con esta polarización podemos calcular el producto del campo eléctrico por 

el campo de desplazamiento que aparece en la energía electromagnética del 

modo siguiente 

ED = E (EoE + P) = E ((EO + X('))E + X(3) iEI2 E) = EE2 + X(3) IEI2 E 2 
. 

(323) 

El primer término cuenta por la energía lineal que nosotros ya calculamos, 

mientras que la segunda parte incluye la contribución no lineal de nuestro 

medio, y podemos observar que es proporcional a la cuarta p01;encia de 

nuestro campo eléctrico. Utilizaremos ahora esta nuestra expresión para 

el campo eléctrico que recién obtuvimos (321). para calcular cuánto vale esta 

contribución no lineal a la energía de nuestro medio 
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Jd3xE4 - 41r
2

(JdxdYL2)Jdz(a(z)+at(z)r= 

- 41r2 (J dxdyL2) x 

x J dz (a(z)4 + 4at (z)a(z)3 + 6at (z)2a(zj2 + 

+4at (z)3a(Z) + at (z)4) . (324) 

De los cinco términos anteriores que están incluídos en la integral, sólo el 

tercero da una contribución importante, ya que es el término resonante, los 

demás términos debido a que contienen en grados desiguales a los operadores 

de creación y aniquilación, serán términos que oscilarán demasiado rápido, 

por lo que no darán ninguna contribución importante a nuestra energía. Con 

esta aproximación resonante, nuestro hamiltoniano para el medio no lineal 

puede quedar expresado de la siguiente manera 

H=Ho+HnI= J dkñ"-'kaLak+S J dzat (zj2a(z)2, (325) 

donde 

(326) 

En esta última ecuación tenemos tanto operadores de creación de una de

terminada frecuencia como operadores de creación en un punto determinado 

de la fibra. En la siguiente sección vamos a transformar este hamiltoniano a 

una representación más adecuada. 

3.4 'Transformación a la representación de interacción 

Vamos a suponer por un momento que estamos trabajando con una luz cuasi

monocromática. Podemos aproximar nuestra frecuencia en el hamiltoniano 

mediante un desarrollo de Taylor hasta segtmdo orden alrededor de nuestra 

frecuencia central. De esta manera nuestro hamiltoniano lineal queda como 

HO~WO+Wi , (327) 
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donde 

(328) 

(329) 

Procedemos ahora a ponemos en la representación de interacción, esto es, 

suponemos que la solución es de la forma 

w = exp(-~Wot) 'P (330) 

Con esta sustitución la ecuación de SchrOdinger queda de la forma 

. 8 
~ñ 8t 'P = V'P , (331) 

donde 
(332) 

Ya que vVi y vVo conmutan. Para lograr ponernos en la representación de 

interacción debemos estudiar primero cómo se transforman nuestros oper

adores en nuestro nuevo sistema de referencia. Si ii representa a nuestros 

operadores en la representación de interacción, entonces éstos son iguales a 

(333) 

Para efectuar este cálculo primero debemos saber cuál es el conmutador de 

a con ¡Vo. 

a¡,Wo - apñjdk(w+w'(k-ko))a1ak = 

- ñ j dk (w+w'(k - ko)) (atap+ 6(k - p)) ak -

_ (Wo + Ii (w + w'(p - po))) ap . (33-1) 

Podemos repetir este mismo cálculo n veces para obtener 

ap Wo
n = (Wo+li(w+..;'(p-po))r a¡, 
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Con esto podemos calcular nuestro operador transformado 

(
. ) (_'t)n )n 

a.,,-1'o - exp *Wot ~ ñ:n! (Hó+ñ(w+w'(p-po)) a.,,= 

- exp(-it (w + w'(p-po))) a." (336) 

Hacemos finalmente un cambio de variable v = k - ko, con lo que nuestra 

transformación queda corno 

av = exp( -it (w + :.Jv)) ako+v . (337) 

Ahora nuestro hamiltoniano lineal de interacción queda como 

J 
. l' 

V=ñ dv ~o ¡} at av (338) 

Si cambiamos a la representación para la parte lineaL entonces debemos 

hacerlo también para la parte no lineal. El problema es que en la parte no 

lineal tenemos un tipo de operadores distintos a los operadores de la parte 

lineal. Debemos encontrar cuál es la transformada de Fourier de nuestros 

nuevos operadores, y traducirlo a la transformada de Fourier de los viejos 

operadores. 

a(z) = ~Jdvexp(ivz)av= ~Jdvexp(iv::;-it(w+w'v))ako+v= 
y2n y2n 

1 . 
- !FL exp(iko(:.Jt - z) - iwt) j dk exp(ik(z - :.Jt)) ak = 

y27T 
- exp(iko(:.Jt - z) - iwt) a(z - jt) (339) 

Entonces la relación de las transformadas difiere simplemente por tilla fase 

a(z) = a(z + w't) e".:-p(ikoz - iwt) (3-10) 

Por lo que su combinación en el hamiltoniano no lineal queda igual que en 

la representación anterior (325) tan solo cambiando la notación de nuestros 
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operadores. Nuestro hamiltoniano aún no está como quisieramos, ya que 

la parte lineal del hamiltoniano tiene un tipo de operadores y la no lineal 

otro. Vamos a modificar la parte lineal para colocarlo todo en términos del 

mismo tipo de operadores. La expresión de nuestros operadores en términos 

de sus transformadas de Fourier está dado simplemente por la transformada 

de Fourier inversa 

iiv = ~ jdz exp(-iv=)á(=) 
211" 

(341) 

Sustituyendo ésto en la expresión para la parte lineal de nuestro hamiltoniano 

de interacción obtenemos lo siguiente 

v - w{¡ñ jdvdscl.:: tl exp(iv(s - z))at(s) o.(z) = 
411" 

_ w{¡ñ jdvdscl.::o.t (s)o.(=) ~ ~ exp(iv(s-=)) (342) 
411" us v:; 

Integramos por partes esta última ecuación, de donde obtenemos lo siguiente 

v./'ñ j ( o ) (o ) V = .10" dvdsdz os o.t(s) o:; a(.:) exp(iv(s-z)) (3.13) 

De esta última e::-..-presión podemos integrar directamente con respecto de v 

recordando la expresión (312) y obtenemos 

(3.jA) 

El resultado final de todo este proceso es el resultado buscado que corre

sponde a la expresión para el harniltoniano para el medio no lineal que queda 

expresado de la siguiente manera 

donde 
1ft:.. '') (=wo"l- , r¡ = SI/,¡ . (346) 
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Como éste es el hamiltoniano con el que estaremos trabajando de ahora en 

adelante, con objeto de simplificar la notación, eliminaremos en lo sucesivo 

el circunflejo de operador transformado y denotaremos a nuestros operadores 

del campo simplemente como a. Se puede calcular la evolución de nuestro 

operador de aniquilación mediante la ecuación de Heisenberg y el harnilto

niano que recién acabamos de calcular. Este cálculo nos genera la siguiente 

ecuación 

(347) 

esta ecuación tiene la forma usual de la ecuación de SchrOdinger no lineal, 

por lo que los resultados que obtengamos con nuestro harniltoniano del medio 

no lineal (345) reflejarán de manera adecuada las propiedades de un medio 

con no linealidad cúbica. 
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Capítulo 4. Modos efectivos 

4.1 Introducción 

El objetivo de esta sección es dar una definición formal de osciladores efectivos 

para poder escribir el hamiltoniano para el medio no lineal (3-15) mediante la 

aproximación de un solo modo, y poder dar los límites en los cuales es válida 

esta aproximación. 

4.2 Operadores efectivos 

Para empezar daremos una definición de operadores efectivos de aniquilación 

de la siguiente manera 

an = J dz fm(z) a(z) , (-101 ) 

donde las nmciones {fm} forman un conjunto ortonormal completo de nm
ciones, esto es 

(-102) 

oc 

L fn(s)* fn(::) = 8(s-z) ( -103) 
n=O 

De tal manera que la relación inversa a (-101) queda como 

a(z) = Lfn(;:) an . ( -10-1) 
n 

Esta expresión de nuestros operadores en términos de operadores efectivos la 

podemos sustituír en nuestro hamiltoniano para el medio no lineal (345) de 

donde obtenemos lo siguiente 

m.n j.l.m.n 
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donde 

- ~' J dz (!fm(zt) (:zfn(z)) (406) 

N j,Lm.n - TI J d= fj(z)' fz(z)* fm(z) fn(z) , (407) 

Esta expresión de nuestro hamiltoniano como una suma de modos efectivos 

nos saca del continuo, y nos permite realizar aproximaciones a la misma uti

lizando un número finito de modos. Podemos por ejemplo utilizar la aprox

imación mediante un solo modo, que correspondería al modo principal de 

nuestra fibra, es decir, este modo debe describir la forma inicial de nuestro 

pulso. Si por ejemplo nuestro pulso inicialmente se encuentra en un estado 

coherente, podemos expresar al estado inicial en términos de nuestro modo 

principal de la siguiente manera 

w(O) = exp(aab - a*a¡¡) ¡O) (408) 

Si queremos que nuestra aproximación mediante un solo modo sea válida, re

querimos entonces estimar el número de fotones que abandonan nuestro modo 

principal y se escapan a otros modos, ya que si esta cantidad es grande, en

tonces necesitaremos de una mayor cantidad de modos para poder representar 

correctamente el estado de nuestro sistema. Para estos fines reescribiremos 

todos los términos de nuestro hamiltoniano en orden de importancia de la 

siguiente manera 

(409) 

Donde en Ho colocaremos todos los términos del harniltoniano que no inter

cambian fotones entre los modos, en H¡ a todos los términos que contengan 

operadores de modos distintos al modo principal pero sólo en grado uno, en 

11.2 los que contengan operadores de otros modos en grado dos, etc. Estos 

harniltonianos quedan de la siguiente manera 

K 

Ho = ñ L (Lnna~an + _Vnnnna~a~anan) + 4ñ L NnjnJa~aJanaj 
n=O n<j 

(410) 
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K 

Hl - Ii L (LnOa~ao + 2NnOOaa~abaaao + R.c.) 
n=l 

(411) 

K 

H2 - ñ. L (Lnja~aj + Nnjooa~a}aoao + NQOnjababanaj + 4NnOJoa~abajao) + 
n=pj 

K 

+Ii L (NnnDOa~a~aoao + R.c.) (412) 
n=l 

donde R.c. significa hermitiano conjugado. En lo que sigue vamos a despre

ciar H3 y H4 ya que debido a que la mayor parte de los fotones se encuentran 

en el modo principal, hay una muy pequeña cantidad de fotones en otros mo

dos, ésto provoca que estos dos hamiltonianos tengan una contribución muy 

pequeña para nuestro hamiltoniano total. 

Vamos a resolver primero la parte de Ho que por no intercambiar fotones 

entre los modos tiene una solución exacta. Si tomamos la generalización de 

los estados fotónicos para el caso de muchos modos, podemos representar un 

estado del sistema como 10 donde r = {ID, 11 .... , IK } es el vector de número 

de fotones en cada uno de los osciladores efectivos, de este modo podemos 

calcular la acción de nuestro hamiltoniano Ha sobre nuestro estado de la 

siguiente manera 

K 

Ha 10 = ñ. L (Lnna~an 10 + Nnnnna~a~anan 10) + 4ñ. L _Vnjnja~a}Unaj 10 
n~ nQ 

K 

- (ñ. L (Lnnln + Nnnnnln(ln -1)) + 4ñ. L jlínjn;ln1J) 10 . ( 413) 
n=O n<j 

Por lo tanto 10 es un eigenestado de Ha y entonces podemos escribir la 

solución de la siguiente manera 

1>¡(t) = 1>(0) exp (-it (t (Lnnln + Nnnnnln(ln-1)) + 4 LNnjnjlnlj)) 
n=O n<J 

( 414) 
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Conociendo esta solución podemos proponer una solución para el hamiltoni

ano total como 

1l1(t) = L C¡{t)~¡{t) 10 . 
i 

(415) 

Esto equivale a montarnos en la representación de interacción, y la expresión 

para nuestros coeficientes C¡{ t) está dada por la ecuación de SchrOdillger de 

la siguiente manera 

Conviene a estas alturas utilizar la teoría de perturbaciones para darnos una 

idea de cuál sería el comportamiento de nuestro estado (415) bajo la acción 

de nuestro harniltoniano. 

4.3 Solución perturbativa 

En esta sección vamos a aplicar la teoría de perturbaciones para poder dar 

una estimación de la validez de la aproximación de nuestro hamiltoniano para 

el medio no lineal mediante un solo modo. Expandimos nuestros coeficientes 

de la manera siguiente 

C(t) = C(O) + C(l)(t) + C(2)(t) + oO, (417) 

Aplicando teoría de perturbaciones y utilizando la expresión para nuestros 

coeficientes C¡{t) obtenemos la expresión para C(l)(t) de la siguiente manera 

Para calcular la acción de nuestro harniltoniano sobre nuestro estado, simple

mente debemos recordar la acción de nuestros operadores del campo sobre 

los estados en fotónico (139,141) y observar que como nuestro estado sólo 
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contiene iniciahnente fotones en el modo principal, cualquier operador de 

aniquilación de algún otro modo que aparezca actuando sobre nuestro es

tado nos dara un cero por resultado. Este cálculo queda por lo tanto de la 

siguiente manera 

K 

(H1 + H 2 ) 10 - ñ. t; (LnoVZo + 2NnOOo(l0-1)00) 110-1, In) + 
K 

+ñ. L Nnjooy'lo(lo-l) 110 -2, In, lj) + 
n#j 

K 

+ñ. L NnnOO y'210 (l0-1) Ilo-2,2n) , (.H9) 
n=l 

donde lo se refiere al estado fotónico en el modo principal y 110-1, In) repre

senta un estado con 10 -1 fotones en el estado fotónico del modo principal y 

un fotón en el modo número n. Todos los demás modos tienen cero fotones. 

Efectuamos un cambio de variable en la suma sobre lo de la ecuación de 

Scruodinger para poder comparar los coeficientes de ambos lados (los límites 

de la suma quedan iguales ya que los términos extras son iguales a cero), 

de tal manera que nos queda la expresión para nuestros coeficientes de la 

siguiente forma 

iñ. ~ (! Cf'\t») ~¡{t) 10 = 

K 

= ~ c~O~l.O~lo+l.O(t) ñ. ~ (LnoJlo +l + 2NnoooloJlo+ 1) 110 , l n/ + 

K 

+ L Cl~~2,O~Io+2.0(t)1i L 1\""jooy'(lo+2)(lo+l) 110, l n .lj ) + 
r n::j:j 

K 

+ L CI~0~2.0~1o+2.0(t)ñ. L Nnnoo\.h(l0+2)(lo+l) Ilo,2n) , (-120) 
r n.=1 

donde i5 es tIDa secuencia de ceros repetidos K veces; el subíndice 1 j significa 

que un fotón aparece en el modo j, 2J significa que dos fotones aparecen 
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en el modo j, etc., todos los demás modos (excepto en el modo principal) 

no contienen ningún fotón. Igualando coeficientes sobre estados fotónicos 

iguales, obtenemos las siguientes tres ecuaciones: 

~C(l) (t) = 'Plo+l,o(t) (~ lo ~) C(O) 
f)t lo,ln -z <I>lo,ln(t) LnoVlo+l +2NnQ(}() V 1o + 1 10+1.0' 

-i :1o+2,O~)) NnjooJlo(lo-l) C,(O) 20 ' 
lo.ln,lj t "0+ , 

. <P1o+2,¡¡(t) N /21 (1 1) C(O) 
-z <P1o,2n(t) nnOoy o 0- 1o+2.¡¡ . (421) 

Todos los coeficientes que no sean los aquí mencionados son constantes que 

son iguales a su valor inicial, que es cero. De estas ecuaciones lo único que 

depende del tiempo son las <p(t). Vamos a calcular los cocientes de estas 

funciones que se encuentran involucrados en estas ecuaciones, y son 

<I>lo+l.¡¡(t) 

<I>lo.ln (t) 

<I> zo+2.¡¡(t) 
<I>lo.ln,lj(t) 

<I> Zo+2,¡¡(t) 
<I>Zo,2n (t) 

_ e -it{Loo -Ln .... +2lo.Voaoo --UoSO>¡,On) , 

= e -it(2Loo -2Lnn +( -14:1+2).Voooo -2Snnnn -Slo.Nono .... ) 

(422) 

(-!2-4 ) 

De tal manera que integrando las ecuaciones con respecto al tiempo desde 

cero hasta t, obtenemos las expresiones siguientes para nuestros coeficientes 
e-it(Loo-Lnn+2lolYOooo-.JJoNonDn) - 1 

C(l) (t) = X 
1o,l n Loo - Lnn + 210Noooo - -410!VonOn 

X (L na + 2Nnooolo) V1o+l C~O~I,O (-425 ) 
e-it(2Loo-Lnn -LJ; +(41o+2).'-'oooo-.J1o{·iVOnOn +NojoJ)--lNnjn) _ 1 

C( 1) (t) = .,-,,---::---::----:--c,---::-:-::--o----:--:c:-:----=-::----:-----::-::-- X 
lo,ln.li 2Loo - Lnn - Ljj + (4Io+2)Soooo - -410(SQnon+NOjOJ) - -4Nnjnj 

XNnjooVlo(lo-l) C:::1.z,o (426) 
e-it(2Loo-2Lnn+(-llo+2)NooOO-2Nnnnn-81o.Vonon) _ 1 

--~--------~--~--------------------- x 
2Loo - 2Lnn + (410 +2)Soooo - 2.Vnnnn - 81oNonon 

C(I) (t) -
1o.2n 

x Nnnoo ) 210 (lo - 1) C::l.2 ,o (427) 
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Con la ayuda de estas soluciones podemos estimar el número de fotones que se 

nos escapan a otros modos. Supongamos por ejemplo que nos encontramos 

en un modo n, y queremos estimar el número de fotones que hay en este 

modo. Si Iw) representa a nuestro estado en este modo, entonces el número 

de fotones en este modo estará dado por \ w la~a,.1 w) = In (w I w). Haciendo 

esto mismo con los coeficientes que acabamos de encontrar y considerando el 

número de fotones que corresponden a cada coeficiente, tenemos que podemos 

estimar el número de fotones (para la aproximación con K + 1 modos) que se 

escapan hacia otros modos como 

'" (K K K K ) 
N = '" '" Id1

) 1
2 
+ 2 '" IC(l) 1

2 
+ 2'" . '" Ic(1) .1

2 

L- ¿, lo.i n L- lo,2n ~ L- l(¡.l ... lJ 
lo={) n=l n=l n=l J=l,j::;6t 

(428) 

No se cuenta aún con una demostración de que esta cantidad sea grande 

para una elección arbitraria de nmciones fn, sin embargo en las secciones 

siguientes haremos algunas estimaciones para una elección específica de nm
ciones, y verificaremos la "alidez de la aproximación con un solo modo para 

esta elección. 

4.4 Ejemplos de modos efectivos 

Para esta sección proporcionaremos un ejemplo de nmciones fn en términos 

de las cuales desarrollaremos nuestros osciladores efectivos. Supondremos que 

nuestro pulso inicial corresponde a un pulso rectMoaular. por lo qUe nuestro 

modo principal debe ser de la forma 

¡ 1!j2L+2lvJ!3 

fo = (L + M - IXI)6' j2L + 2M!3 

Sl Ix! :s L 

si L:S Ix! :s L + M 
si !x! :::: L + M 

(429) 

La razón de la forma de los bordes es debido a la presencia de derivadas 

en nuestro hamiltoniano, por lo que nuestra nmción debe ser continua. Para 
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tener un conjunto completo de ftmciones propondremos como siguientes términos 

los términos convencionales de la serie de Fourier, es decir senos y cosenos 

de distintas frecuencias de la siguiente manera 

In = {-jzSin(,?x) , si 
O , si 

Ixl :s; L 
Ixl 2: L 

(430) 

Igual con los cosenos. Para estas funciones podemos dar la expresión de los 

coeficientes Lmn Y Njlmn que aparecen en nuestras expresiones. El cálculo de 

algunos de estos coeficientes que tienen particular importancia nos da 

Loo 
w" 

( 431) -
2M (M/3 +L) 

Lnn - w" cnr (432) 
2 L 

Noooo 
L/2+Zvf/5 1) 

(433) -
1)4 (L/2 + M/3)2 <::: 2L 

Nonon 
1) 1) 

(434) --- 2L+ iJl - 2L 

N nnnn 
31) 

(435) - 4L 

lVnjnj 
1) 

(436) 
2L 

De las expresiones calculadas la primera cosa que se puede observar es que 

la mayor parte coeficientes no lineales tienen el mismo orden de magnitud. 

La primera consecuencia de ésto es que no tenemos parámetros pequeños 

en nuestro harniltoruano. y por lo tanto lo único que podemos tomar como 

aproximación son tiempos muy pequeños de interacción. La segunda con

secuencia es que las contribuciones de los coeficientes no lineales para la 

evolución temporal de nuestros coeficientes para nuestro estado (C¡{t)) se 

eliminen unos a otros, ya que existen tanto positivos como negativos ambos 

con el mismo orden de magnitud, por lo que la parte dominante en estas 

exponenciales serán los términos lineales (Lnn)· 
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Los tiempos de intetacción están también limitados por el ensanchamiento 

del pulso inicial. Dicho ensanchamiento se produce a un tiempo v/'t = L 2 por 

lo que debemos considerar tiempos mucho menores a esta condición, o con

siderar ésto como un límite inferior para el ancho de nuestro pulso. Nosotros 

queremos también conservar la coherencia de nuestro sistema. Podemos de

terminar el número de modos que se encuentran en resonancia a un tiempo t 

si nos fijamos en el modo que se sale de resonancia más rápido. El estado de 

resonancia está determinado por los factores lineales en las expresiones (425-

427). De los términos lineales, el que más rápidamente se sale de resonancia 

es el que tenga la frecuencia más alta de ellos, por lo que podemos expresar 

esta condición de resonancia pidiendo que la fase del modo más rápido sea a 

lo más 7T, esto es 
v/' (7TK)2 
- - t';::::;7r 
2 L 

( 437) 

Esta expresión se puede tomar como una consideración del orden de magnitud 

de K 2 de la siguiente manera 

( 438) 

Dentro de la expresión para estimar el número de fotones que se escapan 

hacia otros modos (428) el último término es el más "peligroso" de todos ya 

que es del orden de K 2
• Podemos dar una estimación del orden de magnitud 

de los fotones que se escapan utilizando la expresión que recién acabamos de 

proponer, y estimando la raíz cuadrada en la expresión (426) por el número de 

fotones iniciales de nuestro estado coherente no. Tomando en consideración 

que los modos con coseno nos darán el mismo número de fotones escapados 

que los modos con seno, obtenemos una estimación del orden de magnitud 

de fotones escapados como 

(439) 
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La cantidad NTI{¡t = 'P corresponde a la fase nolineal clásica. Para dar una 

idea de los tiempos que se pueden alcanzar con esta aproximación consid

eremos un ejemplo particular. Si tomamos L2jv./'t "" 100, TI{¡ "" 107 , Y pro

ponemos que para que sea válida la aproximación el número de fotones que 

se escapen del modo principal no sea mayor que el 1%, entonces el cambio 

de fase nolineal máximo que podríamos alcanzar manteniendo la coherencia 

de nuestro sistema sería del orden de 

'Pma:x "" )(;2) X 0.01 X 105
"" 10. (-140) 

Más adelante mostraremos que esta fase es suficiente para la producción de 

"squeezing" , pero no lo es para la generación de gatos de Schrodinger. 
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Capítulo 5. Aproximación por algunos modos 

5.1 Introducción 

En esta sección aproximaremos nuestro hamiltoniano para el medio no lineal 

( 405) mediante un solo modo. La aproximación por un solo modo promete 

principalmente dos fenómenos de gran importancia. El primero es la pro

ducción de "squeezing" en nuestro estado inicial [4-6,8], y el segundo es la 

producción de superposición de estados clásicos (gato de Schrodinger) [1-
3,7J. Se estudiará si estos procesos pueden ser llevados a cabo en la realidad 

mediante la verificación de la validez de la aproximación hecha. Debido a 

que cualquier concepto se puede entender más fácilmente de manera visual, 

trabajaremos en esta sección con la cuasiprobabilidad Q, por lo que comen

zaremos este capítulo con una breve introducción a dicha cuasiprobabilidad. 

5.2 Cuasiprobabilidad Q 

Dentro de las combinaciones de operadores de creación y aniquilación que 

se puedan efectuar, existe tilla combinación que es de particular importancia 

dentro de la Optica Cuántica que es el siguiente generador 

(exp(uat ) exp(-u*a)) , (501) 

donde u es un número complejo. Este generador se llama ·the characteristic 

function" [20]. El valor esperado de esta combinación es conocido como la 

nillción característica en orden normal (Cv(u)) - ya que todos los oper

adores se encuentran colocados en orden normal. es decir. todos los oper

adores de creación están a la izquierda y los de aniquilación a la derecha -. 

En particular las derivadas de esta ftrnción característica con respecto a u y 

a u· generan valores esperados de combinaciones de operadores de creaciÓn 

41 



y aniquilación en orden normal, esto es 

[ 
&,,+m ] 

éJunO( _U')m < exp(uat ) exp( -u'a») ,,=o 
".=0 

(502) 

Se pueden definir otras dos funciones características. La primera es la función 

característica simple (C(u» y la otra es la función característica antinormal 

(CA (u» definidas de la siguiente forma 

C(u) - (exp(uat-u'a») 

CA(u) - (exp(-u'a)exp(uat») 

(503) 

(504) 

Es posible establecer una conexión entre estas tres funciones características 

mediante la relación de Baker-Hausdorff (241). Se define a la función Q 

como la doble transformada de Fourier de la función característica en orden 

antinormal 

(505) 

Vamos a desarrollar un poquito esta expresión. Para empezar vamos a uti

lizar la relación de completez para los estados coherentes (253) para desar

rollar nuestra expresión 

CA(u) = (exp( -u'a) exp(uat ») = ~ J d2a (exp( -u'a) la) (al exp(uat ») 

(506) 

Recordamos que los estados coherentes se pueden generar a partir de un 

operador de desplazamiento actuando sobre el vacío (243) 

Poniendo las exponenciales como sumas podemos intercambiar a nuestros 

operadores de desplazamiento con las respectivas exponenciales obteniendo 

como resultado un desplazamiento de las exponenciales en una cantidad a 
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de la siguiente manera 

CA(u) = ~ j d2
0 (D(o) exp( -u*(a+o» 10)( 01 exp(u(ato*»D(o)t) 

(508) 

Las exponenciales que quedan estan actuando sobre un estado de vacío, por 

lo que el resultado de esta operación es simplemente el estado de vacío 

CA(u) - ~j ,floexp(-u*o + uc,) (D(o) !O)(OID(o)t) = 

- ~ j d2
0 exp( -u'o + uo*) (la) (al) = 

- ~j d2oexp(-u*o+ uo*) 1(0 1 w)12 (509) 

Una relación que nos será útil un poco más adelante es la expresión para 

la delta de Dirac en dos dimensiones. Consideremos dos números complejos 

a = x+iy, b = u+iv. Calculamos ahora la siguiente integral 

:2 jd2bexp(ab* - a*b) = ~ jdudvexp(i2yu - i2xv) = b(x)b(y) = b(a) ., ~ 

(510) 

Ahora sí tenemos todos los elementos para el cálculo de la función Q: 

Q(L") - :2 j d2u exp(vu* - v*u) CA(u) = 

- :3 j d20 d2u e.:~p«v - o)u* - (v - o)'u) 1(01 w)12 . (511) 

Integrando con respecto a u obtenemos la expresión para nuestra delta 

1j2 2 1 2 Q(v) =;: d 06("-0) 1(0 1 w)1 =;: I(v 1 w)1 (512) 

Lo que nos dice esta última expresión, es que la función Q es simplemente 

el módulo cuadrado de la proyección de nuestro estado W sobre un estado 

coherente, y es por lo tanto una cantidad real y positiva. Podemos representar 

gráficamente a la función Q en una gráfica tridimensional, donde el eje x 

estaría dado por la parte real de ". el eje y por la parte imaginaria de t', y el 

eje z por Q(v). 
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A estas alturas es muy ilustrativo calcular la cuasiprobabilidad Q para al

gunos estados representativos de los cuales ya hemos hablado antes. Vamos 

a calcular cual sería la función Q para el caso de un estado fotó!Úco In). 

Nosotros conocemos cuál es la expansión de un estado coherente en esta

dos en fotónico (231), usando esta expresión podemos calcular fácilmente la 

proyección de un estado coherente sobre un fotónico 

Con ésto calculamos la función Q que queda 

1 1 Ivl2n 
Q(v) = -1(1' 1 n)12 

= - exp( -lv I2) -, . 
1r TI n! 

(.514) 

Esta función sólo depende de Iv12, por lo que su gráfica corresponderá a una 

especie de dona como se muestra en la figura la. 

Podemos realizar el mismo cálculo para un estado coherente lo). Al calcular 

la no ortonormalidad de los estados coherentes, lo que nosotros calculamos 

fue la proyección de un estado coherente sobre otro estado coherente (249). 

Utilizando este resultado nosotros podemos calcular la función Q de manera 

directa para este caso 

Q(1') = ~ 1(1' 1 0)1 2 
= ~ ¡exp(-~(lvI2 + la l2 ) + cm,¡2 = ~ exp( -la-vI2) 

1f 11 2 1r 
(.515) 

Esta expresión corresponde a una gaussiana centrada en o como se muestra 

en la figura lb. El ancho que tenga nuestra figura en el eje x estará rela

cionado con la incertidumbre de la parte hermitiana de nuestro operador, es 

decir, estará relacionado con la incertidumbre en la posición: mientras que 

el ancho que tenga nuestra figura en el eje y estará relacionado con la in

certidumbre de la parte antiherrnitiana de nuestro operador, es decir, con la 

incertidmnbre en la posición. Se puede observar a partir de la figura lb que 

el ancho en el eje x es igual al ancho en el eje y, esto es debido a que se 
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trata de un estado coherente que tiene igual incertidumbre en ambas com

ponentes y es a la vez la mínima incertidumbre permitida por el principio 

de incertidumbre. Si calculáramos la función Q para un estado "squeeze", lo 

que esperaríamos es obtener una componente más ancha que la de un estado 

coherente, y la otra componente más angosta que la de un estado coherente. 

Este es de hecho el caso, y las curvas de nivel que se observan para un estado 

"squeezed" son aproximadamente elipses como se muestra en la figura lc, en 

contraparte de los círculos que se obtienen para un estado coherente, y por 

ser ambos estados de mínima incertidumbre tienen la misma área. 

5.3 Un solo modo 

Vamos ahora a aproximar nuestro hamiltoniano para el medio no lineal (.405) 

por lID solo modo. Si suponemos que la nolinealidad del medio es superior 

a la dispersión cromática, podemos escribir a nuestro hamiltoniano de la 

siguiente manera 

(516) 

Tomando la expresión para el hamiltoniano en términos de modos efectivos 

(.J,05) podemos relacionar la constante no lineal con los coeficientes involu

crados, de tal modo que la constante de interacción ~ = ,'170000 depende de la 

forma inicial del pulso, es decir, de la forma del modo principal fa· 

Debido a que los estados fotónicos son eigenestados de este hamiltoniano, es 

muy sencillo expresar la e\'olución de un estado fotónico bajo este hamilto

niano 

In) (t) = exp(-it~(n2-n)) In) (517) 

Supongamos ahora que inicialmente tenemos lID estado coherente con parámetro 

o. entonces podemos representar al estado de nuestro sistema al tiempo t de 
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la siguiente manera 
oc an 

ItlJ(t) = exp( -lal2 /2) L ro exp( -itE;n(n-l)) In) (518) 
n=O vn! 

Este estado presenta una gran cantidad de peculiaridades. Primero vemos 

que la cantidad n( n-l) que aparece en la exponencial es siempre un número 

par ya que n es un entero, de tal manera que cuando E;t = 7r vamos a tener 

que el argumento de nuestra exponencial será 27ri, por lo que todas las ex

ponenciales se van a anular y regresaremos al estado inicial, es decir es un 

sistema que va a presentar "revivals". Vamos a tomar ahora el tiempo E,t = ~ 

para averiguar lo que pasa. En este caso el argumento de nuestra exponen

cial va a ser 7ri o 21Ti o múltiplos de ellos dependiendo si es par o impar, 

pero exp(7ri) = -1. Podemos separar a la suma de nuestro estado en dos 

sumas donde en la primera SlUna se encuentren todos los términos pares y 

otra donde estén los impares 

I (7r)) oc a 2n ( l)n oc a2n+l( l)n 

I
tlJ 2< = e-I<>!'/2 L - 12n) + e-l<'I'/2 L - 12n+l) = 

, n=Q J(2n)! n=Q J(2n+1)! 

_ e-'ot f: (iar 12n) - ie-I<>I'/2 f: (ia)2
n

+l 12n+l) . (519) 
n=O J(2n)! n=Q J(2n+l)! 

Podemos calcular la proyección de nuestro estado sobre lID estado coherente, 

de donde obtendríamos lo siguiente 

(31 tlJ) = ~ exp( 1;3 - ia
l2

) exp(i (a'O + 0.8' _ ~)) 
v'2 2 2.1 

+~ exp(_13+ia
I2

) exp(-i (a*o+ao' _ ~)) 
v'2 2 2.1 

. (520) 

Si nosotros tuviéramos lID estado coherente lia) y otro estado coherente I-ia) 

y los proyectáramos sobre otro estado coherente obtendríamos lo siguiente 

( 
0'(3 + a(3*) ((31 ia) - exp(-I(3-iaI2/2)exp i 2 (521) 

(8 1 -ia) _ exp ( 1¡3 -2
iaI2

) exp ( -i 0*.8; 00") (522) 
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Podemos observar que la primera de estas relaciones se asemeja mucho al 

primer término de la proyección de nuestro estado sobre el estado coherente, 

mientras que el segundo se asemeja mucho al segundo término. Por lo tanto 

podemos decir que 

1 . (.71") l. ) 1 (.71") I .) - exp 2- 20< + - exp -2- -20< v'2 4 v'2 4 
(523) 

Es decir, nuestro estado a este tiempo es una superposición de dos estados 

coherentes (cuasiclásicos), es decir, tenemos un gato de Schrodinger. Esta 

misma situación ocurre al tiempo ~ sólo que para este tiempo en lugar de 

tener dos estados coherentes tendremos j estados coherentes. Esta super

posición de estados coherentes se puede "isualizar más facilmente mediante 

la graficación de la función Q para la evolución de este estado 2a. Debido 

a los tiempos tan grandes de interacción que se requieren para poder ob

servar superposición de estados coherentes, se tenía la idea que los efectos 

de disipación en la fibra harían imposible la observación de dicho fenómeno. 

En este trabajo se mostrará un fenómeno independiente de la absorción del 

medio que impedirá la observación de tal superposición. Dicho fenómeno 

corresponde al escape de fotones del modo principal hacia otros modos. 

Podemos calcular también el valor esperado de nuestro operador de aniquilación 

como función del tiempo. Realizando este cálculo el resultado que obtenemos 

es el siguiente 

(a) (t) = aexp(¡al 2 (-1 + e>.:"p(-i2t~))) (524) 

Si nos fijamos en nuestra expresión para tiempos lo suficientemente pequeños 

nuestra e;.. .. presión queda como 

(525) 

Este resultado muestra dos efectos. El primero es una rotación de la amplitud 

media por lID factor lal 2 tE, = 'P que es el cambio de fase nolineal clásica. El 
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segundo es un decaimiento en la amplitud que cambia cuadráticamente con 

el tiempo. El efecto total de ambos es que la curva de nivel circular inicial 

del estado coherente sufre alargamientos mientras está rotando manteniendo 

su área constante. Esto nos sugiere que nuestro sistema, al menos para 

tiempos muy pequeños, es propenso a producir un estado "squeezed". Esta 

producción de estado comprimido se puede apreciar también en la graficación 

de la función Q para nuestro estado (figura 2a, t = 0.035). 

5.4 Dos modos 

A manera de comparación con el caso de un solo modo calcularemos nuestra 

función para el siguiente caso más sencillo que corresponde al caso de solo dos 

modos. Los dos modos que tomaremos serán el modo principal y el primer 

modo de los modos que habíamos definido anteriormente (430). Debido a 

que el seno es una función impar y el pulso rectangular es una función par, 

todos los coeficientes del hamiltoniano H¡ (411) son iguales a cero. El cálculo 

de los coeficientes restantes nos dan la siguiente expresión aproximada para 

nuestro hamiltoniano 

Vamos a montarnos en un sistema que gira a la velocidad de la parte lineal 

del modo principal. Se observa que este hamiltoniano (526) es muy parecido 

al hamiltoniano de [22], que fue usado para describir el estado cuantico de la 

polarización de la luz en la fibra óptica, por lo que los resultados obtenidos 

en ambos casos deben ser muy similares. 

De acuerdo a la jerarquización de nuestro hamiltoniano propuesta anterior-

48 



mente (.,109) tenemos lo siguiente 

donde 

t(tt 3 tt ,t t) 'Ho - " ao"ilczoao + 2a¡a¡a¡a¡ + .. aoczoa¡a¡ 

'H2 - ñ (~~a¡a¡ + aoaoatat) 

(527) 

(528) 

(529) 

Como estamos trabajando en dos modos, proponemos una solución de la 

forma 

00 00 

Iw(t» = L L C1m(t) <Plm(t) 11, m) , (530) 
l=O m=O 

donde 

<Plm(t) = exp( -it (1(1-1) + ~m(m-1) + .,1lm)) (531) 

Introduciendo esta expresión en la ecuación de Schriidinger llegamos a la 

siguiente fórmula para calcular nuestros coeficientes 

= -iVI(I-1)(m+2)(m+l) exp( -it(.,11-2m-7» CI - 2 .m +2 -

-iV(l+2)(l+1)m(m-l) exp( -it( -.,11+2m-5» C1+2.m-2 . (532) 

Podemos simular por computadora la evolución de nuestro sistema para com

pararla con el caso de lID solo modo (figura 2b). De esta simulación se puede 

observar que para ambos casos se produce un ·'squeezing" inicial. sin em

bargo para el caso de dos modos la superposición de estados así como la 

aparición de "revh-als" se ve disminuída por la presencia del modo adicional. 

La adición de mayor número de modos hará más realista nuestro modelo e 

imposible tanto la producción de gatos como de "revivals". 

La razón de esta imposibilidad radica en el hecho de que se requieren grandes 

tiempos de interacción para la aparición de gatos. mientras que para estos 
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tiempos tan grandes el número de fotones que abandonan nuestro modo 

principal es demasiado grande, por lo que nuestra aproximación con un solo 

modo pierde validez. 

De nuestro hamiltoniano para dos modos (526) podemos observar que la 

frecuencia angular del modo principal es en general distinta a la frecuencia 

angular del primer modo. Podemos tomar en cuenta esta diferencia con

siderando un parámetro r que sea igual a la diferencia de frecuencia angular 

del modo principal con la frecuencia angular del primer modo, esto es: 

(533) 

En la figura 2 se esquematiza la evolución de nuestro estado para distintos 

valores de r. En estas gráficas se observa que la supresión de la superposición 

de estados cuasiclásicos es aún más marcada tanto mayor sea la incompati

bilidad en las frecuencias angulares de ambos modos. 

De cualquier manera debido a que el "squeezing" es producido a tiempos muy 

cortos, este no se ve tan afectado por la presencia de los modos adicionales 

como podríamos preveer. 
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Capítulo 6. Detección de Squeezing 

6.1 Introducción 

Esta sección podría considerarse como un apéndice, ya que el objetivo de 

esta tesis es analizar los límites en los cuales se puede realizar una aproxi

mación por un solo modo, y no analizar los resultados en sí de un hamilto

niano de un solo modo. Sin embargo, ahora vamos a considerar un poco el 

dispositivo experimental mediante el cual se podría observar el "squeezing" 

que se produce en la fibra no lineal. 

6.2 :Medición de componente del operador de campo 

Nosotros ya mencionamos anteriormente que cuando se produce el "squeez

ing" , alguna de nuestras componentes reduce su incertidumbre mientras que 

la otra la aumenta. Podemos expresar de manera general cualquier compo

nente de nuestro operador de creación en el modo principal de la siguiente 

manera 

(601) 

Con 

'Y = exp(io) (602) 

Entonces por ejemplo si o = O, lo que estaríamos midiendo sería dos veces la 

componente hermitiana mientras que si <P = ~ entonces estaríamos midiendo 

menos dos veces la componente antihermitiana, y cuando tiene otro valor 

podemos medir la componente a cualquier ángulo. Como estamos diciendo 

que a corresponde a nuestro operador en el modo principal, entonces podemos 

expresar a a de la siguiente manera. 

a = J dz rol::;) a(z) (603) 

Vamos ahora a tratar de medir experimentalmente la componente definida 

por el operador [-o Para ésto vamos a proponer un experimento COn un divisor 

de haz (fig.3). El segundo divisor va a ser un divisor 50-50, por lo que refleja 

tanto corno lo que deja pasar. El haz a corresponde a nuestro estado que 
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queremos analizar; el haz b corresponde a un estado coherente con parámetro 

/3(z) = M'Yf(z) que simule a nuestro haz que queremos analizar, y que es 

igual a nuestro estado inicial, de aquí la existencia del primer divisor para 

que ambos haces sean muy similares al menos inicialmente. A la salida de 

nuestro di,isor de haz, tendremos dos haces A y B dados por 

A(z) 1 
- yI2 (a(z) + b(z)) (604) 

B(z) 
1 

- yI2 (-a(z) + b(z)) (605) 

El signo menos en la expresión de B corresponde a un cambio de fase de 

'ir debido a la reflexión interna. Como los detectores con los que se cuenta 

actualmente no hacen más que contar fotones, vamos a contar el número de 

fotones que llegan por el haz A y restarle a esto el número de fotones que 

llegan por el haz B. Para cualquier operador en cualquier modo que se trate, 

el operador de número de fotones está dado por combinaciones de la forma 

ata. De esta manera podemos expresar la diferencia de fotones que llegan a 

nuestros detectores de la siguiente manera 

(606) 

Escribiendo estos operadores en términos de a y b (eq. (604)-(605)) llegamos 

a la siguiente expresión para V 

(607) 

Podemos calcular el valor esperado de este operador tomando en cuenta que 

nuestro haz b se encuentra en un estado coherente, por lo que obtenemos lo 

siguiente 

(V) = (J dzat (z)8(z) + J dza(z)¡3*(z) = 

- ¡1,f('Y J dzat(z)f(z) +"1* J dza(z)j*(::) (608) 

Las integrales dentro del valor esperado corresponden a nuestra expresión 

para el operador efecth'o Eq. (603). de tal manera que podemos reescribir el 

\'alor esperado como 

(609) 
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Entonces salvo una constante, el valor esperado de la diferencia de fotones 

que llegan a uno de nuestros detectores menos los que llegan al otro es igual 

al valor esperado de la componente de nuestro operador que estemos midi

endo. Para estar seguros que el operador V nos sirve para la medición de la 

componente de nuestro operador de campo, podemos calcular cuál sería la 

incertidumbre en esta medición. Por ser una cantidad hermitiana la variancia 

estará dada por 

(610) 

Realizando el cálculo de nuestra varianza llegamos al siguiente resultado 

(.6.V)2 = M2((('Yat+'Y*a)2 -(-rat+'Y*an+ jdz(at(z)a(z)) = 

- M 2 (.6.U)2 + j dz(at(z)a(z)) . (611) 

Por lo tanto. si nuestro haz de referencia (b) es mucho más intenso que 

nuestro haz que queremos estudiar, entonces podemos despreciar la integral 

en esta última expresión en comparación con el otro término. Esto se logra 

manejando la proporción de retlectancia-transmitancia del primer divisor. 

Entonces la medición de la diferencia de fotones que llegan a nuestros detec

tores corresponderá, salvo una constante. a la medición de la componente de 

nuestro operador de campo. 

6.3 Dispersión mínima 

Para poder detectar el "squeezing" debemos fijarnos en la componente de 

nuestro operador que se encuentra comprimida, y no en la que está extendida. 

Esto se logra con la adecuada elección de el ángulo rjJ. Para saber cuál debe 

de ser este ángulo vamos a minimizar la expresión para la incertidumbre de 

la componente de nuestro operador. Como mencionamos anteriormente, la 

incertidumbre de nuestro operador está relacionada con la variancia (D) que 

ésta dada del siguiente modo 

D _ (['2) _ ([')2 = 

_ ((a2
) _ (a)') exp(2io) + «at2 ) - (atn exp( -2idl) + 

+2«ata)-<at)(a)) + 1. (612) 
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Para obtener un extremo de esta expresión, sacamos su derivada y la igualamos 

a cero 

!D = 2i (a2) - (a)2) exp(2úP) - 2í (at2 ) - (at/) exp(-2i4» = O. 

. (613) 

Entonces el extremo de nuestra nmCÍón se dará con 

exp(2i4» = ± 
(at2) _ (at )2 

(a2) _ (a)2 
(614) 

Sustituyendo este ángulo extremo en la expresión para la incertidumbre 

obtenemos 

Si observamos que (at ) = (a)' entonces podemos reescribir nuestra ex

presión como 

(616) 

Debido a que la norma de cualquier cosa es algo real y positi'·o, entonces 

sabemos que el signo positivo corresponderá a tUl máximo, mientras que el 

negativo a un mínimo, y por lo tanto la mínima incertidumbre estará dada 

por 

(617) 

Donde el ángulo 4> al que ésto ocurre estará dado por la expresión (614) 

tomando el signo negativo. Con esta expresión recién calculada podemos 

graficar la incertidumbre mínima de nuestro pulso a medida que atraviesa 

la fibra para los casos calculados de uno y dos modos en el campo. La 

dispersión minima al igual que el número de fotones en el modo principal 

se encuentran graficados para tiempos cortos en la figura 4, y para tiempos 

más largos en la figura 5. En estas gráficas se observa que la incertidumbre 

mínima inicial es igual a uno, ya que estamos partiendo inicialmente de tm 

estado coherente que tiene igual incertidumbre en cualquier componente y 

es igual a tilla. Para tiempos lo suficientemente pequeños observamos que 

la incertidumbre mínima disminuye a tm valor inferior a tilla, ésto significa 
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que estamos comprimiento alguna de las componentes de nuestro operador, 

es decir, estamos obteniendo "squeezing" tanto para la simulación con un 

modo como con dos. Parece ser que el grado de "squeezing" que se obtiene 

mediante este método no es muy grande, sin embargo hay que recordar que 

esta simulación está hecha por computadora. que debido a sus limitaciones no 

puede soportar un gran número de fotones, y cama el grado de "squeezing" 

depende de la cantidad de fotones de nuestro estado inicial, podemos esperar 

que esta simulación no represente del todo el caso real. Para mayor cantidad 

de fotones, un "squeezing" mayor del 90 porciento puede ser obtenido [5). 

Para tiempos más grandes observamos la aparición de revivals en el caso 

de un solo modo y una reducción en los mismos para el caso de dos modos. La 

cantidad de fotones en el modo principal sufre una disminución muy grande 

a tiempos muy pequeños para continuar con oscilaciones alrededor de un 

valor promedio que disminuye lentamente debido al tamaño finito del paso 

de iteración. Estas variaciones en la cantidad de fotones en el modo principal 

se ven reflejadas en la disminución gradual de las cimas en las gráficas de la 

dispersión mínima para el caso de dos modos. 
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Fiiura 4. (a) Evolución de la dispersión mnima (ec. 6.7) del operador de campo 
p;.-a la aproximación por un solo modo (rurva sólida) y p;.-a la 
apraxlmación por dos modos con r=O (linea punteada) y r=2. (estrellas). 
(b) Evolución de la cantidad de fotones en el modo principal p;.-a el caso 
de dos modos con r=O (linea punteada) y r=2. (estrellas). 

Condiciones: estado inicial coherente con a =3, Haniltoniano (52.6), X/2.L = •• 
60 



~ 28r-------~------,--------r-------r-------o-------r~ ! ! 

(a) 

(b) 

18 
\ ( : "\ 

. . . ~ . . . . . . . . . ! . . . . . . . . . . . . . ~. . ............... , ...... :) ...... ( .............. \ ... -

11> 
1'-

.................. ..-
I ..... -- -",.: 1'\ - 1, : 14 fo" 1..... :\...t .. \ .. ... / .. \:./.\ ........ " ....... 

l \\ ""/ \/A 1\ 1\ :r\ .... ,: \~ {'/ \ l' 
.... ::: •• ~ ....... ~ ......... ~.~ •• \, ." 1/ ... :......... ·1~':'t .... \\.!:I ... \\. / .. \\ 12 __ ."" _ • .. .... : ...... r''' .... ·,:··-

''11.' :.'V . : .... lS.;u.\\ I : r.: .J \ f. __ "''''/ o/V- \ ,. .. ., , ~. .~ \ / ,r' \ 
'. ". ~ •. )I:_,u.~ "-.' ~~. \" 

18 fo··:~, .. ·:··:· .. ·~ .... · .. ··I ... / .. ~.~ .... "'."" ... ~ ..... / .......... : ......... \ ... !.: ................ \.-
lo.: '.;- ..... .; ,,''': . ., .. : ':,._:1 (:% . .,: ..... \ /' '. .... . 

8 
• it¡¡/!". ··1·_··... ... 1" : ". "1. : '-' . ." ; . ..,". __, ~ ~,. '"'- "". : ._._ 1 

......... .",:~: :.:.~.::/.:.::, '~.~"'" ~. '.~.: '¿~.:..: .... :. t:~;··· .~ ... ~:~~ .. ~lt··· ",)t. ..•••• ; .:~-

.... ,,' ' .. / .' ... ,:. """.' ~~ ·~t 
1> ............... ,.. ~ .... ,.....~,.:-. , .. L •.. : ' •.• ',: •• : '.: ·'t 

.• '1., .';'" '.:, 

'" 
............. " ........ /) ................ ~ 'Y. .......... . .. : ................ :~ \ 

2 

:W t 0L-______ ~ ______ -L ______ ~ ________ L_ ______ ~ ______ -L~~ 

8 1 2 3 4 5 

N 9~------,-------,-------,-------,--------r-------r-, !' -, 

8 
1 
1 

. ................... -.,. l' 
7 \.J .. >.~.-..-....: .. /'.:-... ............ :. . ............................. . 

\ I . ~ \ / \: A f\ 
, 1 : ~ - \: ( \ ... \: r (\ / \ 
V \;,1 ....................... .... '"" I \ J \ :{ \ r \ 

1> .~ ..... -.. ... , ... ,J!'!." .......... ,. . .... , •. ':' .... 1\./.1 .. -1
1
" /'1" .1

1
" '/1. \/"'\"/";"'" ... ", ... ~ 

. ,~~ ~~~~:O:. : i,··~~.. \-" \ ( \}: "', .... --- /\ f 
'" :., ""'.;J.~.~~ .. " IJ '- :\ { 

5 - ~: ...... "..j: "'''\' .. }':~ .. ;, ·\;·~",;\jl~ .. ·>!;i,.·.· ..... ~ .. y.~ ......... ; ...... 'JL.:~ .... · .•. ~ .. 7 ..•. ~~_:.~ .. ~ . ... _:0 ..... " ¡;'" ;\!-

'" . • ••••• ..: "fR" _..~: :.~'" .\ .': :k~ 
.. ' . :. ';rf..:~' . .-~~. :~:V~l ~ 

\. 
3 

o.' . 

"" : ..... 

2 ., ..... 

8 i 
a 1 2 3 4 5 1> 

t 

Figura 5. Evoludón de la dispersión mnima (a) y de la cantidad de fotones en el modo 
prindpal (b) p.a la aproximación por un modo (aJlVa sólida), por dos modos 
con r=O (linea quebrada), r=2 (estrellas) y r=2-J2 (linea punteada). 



Conclusiones 

Se presenta la descripción del estado cuántico de un sistema con nolineal

idad cúbica. Esta nolinealidad corresponde a un medio de Kerr. Este caso 

se realiza en las fibras ópticas. 

Se propuso una definición formal de modos efectivos y se desarrollo el 

Hamlltoniano no lineal en estos términos. 

Como ya había sido mencionado por otros autores, la interacción con un 

solo modo produce estados no clásicos como lo son los estados comprimidos, 

la superposición de estados cuasiclásicos, o la aparición de "revivals". 

Se mostró de manera gráfica mediante una simulación por computadora 

que la presencia de modos adicionales al modo principal destruyen la creación 

de gatos de SchrOdinger, así como la aparición de "revivals", pero conservan 

la aparición de estados comprimidos. 

Este comportamlento es debido a que la presencia de modos adicionales 

producen. a partir de la no linealidad, el escape de fotones del modo principal 

hacia otros modos. 

Se propone por primera vez una estimación del número de fotones que 

abandonan el modo principal excitando otros modos. Con esta estimación 

se da yalidez a la aproximación utilizando algtmos modos efectivos para un 

intervalo de tiempo dado. 

Se puede observar también que dentro de esta estimación, todos los 

parámetros del sistema aparecen en combinaciones adimensionales, por lo 

que es de esperar que esta estimación tiene un carácter general, independi

entemente de la elección de modos efecth·os particulares. 

La idea de modos efectivos es aplicable a lma gran cantidad de sistemas 

(como por ejemplo la interacción dipolar), y mediante esta idea se puede 

lograr lm mejor entendimiento y una más fácil manipulación de dichos sis

temas. 
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