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INTRODUCCION

Hoy dia resulta practicamente innegable el hecho ae que una de 1as principales caracteristicas del
desarrofic del capitalismo ndustnal ha sido su inestabiidad. A los pericdos de prosperdad vy

expansin han sucedidc periodes de nestzbilidad y desempieo cuya recurrencia histérica ha

sido
tal gue ha dado lugar a la determinacidn de ciclos, de naturaleza y duracién distintas, en la
evolucion de las economias capitalistas. Ejemplo de éstos son los Juglar, deé 7 a doce afios de
duracicn; los Kitchn, de tres a cuatro afos: los Kuznetz. de aproximadamente veinte afos: o las
ondas largas o ciclos Kondratieff. de cincuenta a sesenta afios, De éstos, el Juglar o ciclo de fos
negocios €s el mas comunmente conccido v es a &l al que usualmente se hace referencia cuando
s& habla del "ciclo econdmico” por su marcada presencia en ias variables referentes a la preduceion
industrial’ . En cuanto a los otros. ef Kitchin o ciclo menor se cree que se origina prumardiaimente
en las fluctuaciones de fos inveniarios y det credito bancario.® Per su parte. los ciclos Kuznetz estan
fuertemente relacionados con los “cicios de fa construccien” cbservados en inglaterra ¥y en los
Estades Unidos.® Por vitmo, las ondas largas fueron mostradas por Kondratieff® en Iz serie dal

indice de precios de inglaterra de 1780 a 1925, aungue también han sido observadas en vanables
refativas a la produccién comoe ef PIB.°

En la determinacién de estos cicias, las series de hemna (en este caso econdmicas) han jugado sin
duda un papel reievante, y su estudio contnua siendo de mucha importancia en el analsis
econdmico; muestra de elio lo es el gran desarrolic de técnicas y métodos, principalmente
estadisticos y econométricos, con el propdsito de estimar y distinguir los diferentes tipos de
fluctuaciones ciclicas que afectan a una sene dada. De éstos, los métodos generalmente utilizados
para la deteccidn de ciclos econdmicos son los relativos a las lamadas técnicas para fa extraceion
de sefiales de series de tiempo econémicas. constituidas basicamente por las medias mdviles y el
suavizarmiento exponencial, mediante los cuales se busca evidenciar la evolucion subyacente de las
series de tiempo, de tal manera que refleje e comportamiento de la variable correspondiente en ei
fargo plazo pues en el nivei subyacenie se pueden detectar ciertas peculiandades basicas del
fenémeno, que en cambio pueden ser dificimente perceptibles en fa serie original.® Dicho patrén
subyacente suele ser considerado como un eiemento mixto conformade por los componentes ciclo

y tendencia de |a serie.” Asi que dichas igcnicas tienen como fin principal el separar el companente
mixto de los restantes.

Lews, W A (1883),p. 9
2 Ibidem, p 17
* Niveau. M. (1983), p. 128.
* Kondratieff, N-D. (1292}
® Véanse, por ejempio, Metz, R. (1992) y Reijnders J. P G (1992).
Espasa. A. v J. R. Cancalo (1983), p. 304.
Con independencia del enfoque empieado en ef analisis de senes de tiempo, es cominmente aceptade consderar que
las seres de tiempo estén formadas por todos @ algunas de los siguientes cuatre companentes: el freguiar, que agrupa las



La tecnica de medias mowvfes se basa en calcular oromedios de conjuntos de la sere con gual
numero de datos, 1o que da comoe resultado una nueva serie en la que se han eliminado o atenuado
algunos de los componentes de |a sene que ‘enmascaran’ & componente mixto cicio-tengencia.
Por su parte, la técnica de suavizamiento exponencral, tambén conocida coma de medias maéviles
exponenciaimente ponderadas. se utliza para ebminar el componente nreguiar de ias series
ternporales; y a semejanza de lo gque ccurre con !a técnica de madias moviles, la apiicacién det
suavizamiento exponencial da lugar también a una nueva sene temporal en la que cada uno de sus
elementos es calculado a partir de {a observacion actual v todas las anteriores de la sene original,
La ponderacion que se le da a las observaciones criginales para obtener !a nueva sere disminuye
exponenciaimente conforme mas slejadas se encueniren éstas de la actual o gue puede

entenderse como que se le da méas «mportancia a ia informacien cnginal confarme mas reciente
sea.

Otro metedo muy utiizado principaimente en los Estades Unides por ef National Bureau of
Economic Research (NBER) para la deteccion de ciclos, concretamente del ciclo de los negocios .
es ef llamado Census X-11, desarroliado por el Departamento del Censc de {os Estados Unidos vy
que consiste basicamente en estimar, mediante i uso de medias moviles. l0s componentes
esfacional. irreguiar y ciclo-tendencia de |z serie temporal, es decrr, este método es una aplicacion
particular de la téchica previamente mencionada de medias moviles.

Los métedos y técnicas antes expuestos se dice que pertenecen al domino del tiempo, pues el
comportarmuento de [as series es descrito en térmuinas de la manerg en gue las observaciones en
diferentes instantes estdn relacionadas estadisticamente.

Existe también ofro tipe de métodos v técmicas, englobades por e térmmo de andlisis espectral, que
se consideran como pertenecientes al dominio de fa frecuencia. pues con tales métodos se tratz de
describir las fluctuaciones presentes en las seres en términes del comportamiento recurrente de
sus elementos constitutives comparandolos con sinusoides de diversas frecuencias, Sin embargo,
aun cuando estos meétodos. debide a la manera en que estédn construidos y fundamentados,
resulfan ser adecuados para el analisis de fendmenos perigdices, son muy poce conocidos y/o
utilizados en la deteccion de ciclos ecanamices. Esto puede atribuirse, entre otras, a dos razeones.
Una de ellas es que contienen un grado de dificultad sensiblemente alte para su consideracién en
lag Ciencias Sociales. La otra causa presumible es que las primeras aportaciones difundidas sobre
¢l anaiisis espectral, asi como su desarrollo y aplicaciones, fueron hechas en el ambito de ias

oscilaciones no sistemancas con una estructura completamente aleatona; el estacional, que representa a los cambios con
periedicidad no mavor de un afo: la fendencra. que, aun cuando se carece de ung defimaidn precisa del térmuno, se

entiende como cuaiguier camibo ststematico y continuo durante un pentodo prolongado de tempo en el mivel de ia sene; y ef

ciclico, que representa a iss cambios marcadamente penddicos que se presentan scbrepuestos a la tendencia (J.
Fermnandez, 1994, pp. B-11, B-12 y C-4).
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telecomunicacicnes & partir de los afios cincuenta, basicamente en el analisis de ia transmisidn da
seflafes, 8 aunqgue a parlir d2 tos afos sesenta Nubo vanas aponaciones 2l analisis estadistico de
series de tiempo mediante las técnicas del anaiisis espectral asi como aplicaciones concretas en la
deteccidn de ciclos econémicos: ejempie de elle son los trabajos de W G. Jenkins y D G Watts®,
P. Bloomfield'® y W. A, Fuiler'', v V. Bwik.”” J. P. G Refnders™ y R. Meiz."”* No cbstante Io
anterior, existe el problema de que ef matenal hibliografice scbre &f tema es muy escaso o peco
difundide en nuestras principaies bibhotecas y librerias, lo cual coniribuye en gran meaida al
desconocimiento v use de estos métodas.

Dentro del anaiisis espectral. existe un métedo muy Util en ia deteccitn de ciclos en seres
temporales, y que por tanto resuita muy adecuado para el andisis de la naturaleza ciclica de las
series econémicas. concretado en (@ estimacion suavizada de fa densidad espectral (ESDE), que al
igual que el resto de los métodos pertenecientes al dominio de la frecuencia es poco utilizado en el
andlisis econdémico, en general, y del desarrofio capitalista, en particular, por lo que unc de los
objetivos centrales de este trabajo ae tesis es presentar y explicar dicho método con e fin princtpal
de hacerlo accesicle a2 un grupo ampho de personas, con especial interés en aquellas gue se
desempefian en las clencias sociales vy econdmicas, y que eventualmente estuvieran interesadas
en emplearlo en la deteccién de ciclos econdémices; s mas. aun cuando el desarrolic det mismo
requiera de cierta formahzacion y justificacién, se ha tratado de resumirlo en un algoritmo que
puede cer faciimsnte seguido sin que para ello sea necesario contar con una “formacidn
matematica fuerte”. El otro objetive aqui considerado consiste en aplicar esta metodoiogia en el
anglisis de Ya naturaleza ciclica de aigunas economias capitalistas.

Una cualidad gue hace que ia ESDE sea mas recomendable para ta deteccion de ciclos que los
métodos del dominic del iempo anies mencionades, es queé su aplicacion no cambia la naturaleza
de las series con ella estudiadas, tal como sucede con ias medias moviles © el suavizamiento
exponencial pues, “matematicamenta, 1z técnica de las medias mowvies constituye un filtro que se
aplica a la sene temporal investigada vy que da como resultado una nueva serie en la que se han
eliminado o atenuado alguno o aigunos de ios componentes presentes en los datos cmg'males..."15
Asimismo, “a semejanza de lo que ocurre con ia técnica de medias moviles, la aplicacion de la
técnica de suavizamiento exponencial da lugar también a una nueva serie temporal pues se trata

también de un tipo de ‘filtro’ que, en consecuencia. afecta a determunadas caracteristicas de la serie

® Blackman, R B. y J W. Tukey (1858) son considerados los pioneros en af cesarrollo de las tecnicas del analsis
espectral asimisme, a elios se debe en gran parte la terminologia empieada en este trabajo
® Jenkins. G M. y D. G. Watts (1988).
9'p. Bloomfieid, (1976).
"W A. Fuller (1976)
2 Ewijk, C van {1982).
" J. P. G. Reijnders (19$2).
“R Metz (1992).
® Fernandez, J , op ait n. C-8.
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original, .”™ Con la ESDE, tampoco se pierae informacién de la sere estudiada. coms sucede con

las medias méviles. en la cual la sene resuitante contiene menos datos que la sere original Es
decir, ai calcuiar una media mévil de m elementos a una serie que contiene 7 observaciones. sa
perderan ias m/2 observaciones iniclaies y fingies s: m es mpar.

En términos generaies, el aicance del estudio de series de hempo mediante la ESDE se umita solo
a la deteccidn vy distincidn de ciclos presentes en las senies consideradas; esto es, el calculo de ia
ESDE no comprende hacer un pronéstice o prediccién scbre su comportamients futuro. como
podria ser et casd mediante ef uso del suavizamente exponencial. Tampoece permite esiablecer una
calendarizacion ¢ ubicacian en el tiempo del o de los ciclos que con ella sean detectados, lo cual si
es posible reaiizar tante con la técnica de medias mdviles como con la de suavizamiento
exponencial, sin embargo, ambas tienen en su contra e! hecho de gue provocan un desfase de iog
puntos criticos de la sene original, por lo que la utilizacion del fitro de medias mdvies puede
traducirse en que los maximos y minimos locales de alguno o de vanos de los ciclos se manifiesten
anticipada o retrasadamente respecto al momento en que hayan ocurndo.'” mientras gue la sere
obtenida al aplicar el filtro de suavizamiento exponencial reacciona ¢an retraso ante los camoios en
la serie temporal orginal; esto es, ios maximos y ios minimos de la variable observada apareceran
retrasados en ia variable transformada con ese filtro. '

NoC obstante lo anierior, pueden obreierse muy puenos resuitados ai combinar ambos grupos de
técnicas en el andlisis de series de tiempo, pues mentras con la ESDE se puede determinar qué
ciclos son notorios en las series consideradas, con minimo riesgo de generar cicios espurios, éstos
pueden ser evidenclados empieando aiguno de los filtros mencicnados. siempre y cuando se
determinen la “magnitud” y el “sentido” del desfase resultantes ai aplicar dichos filtros.

El matenal presentade en este trabajo se divide, a grandes rasges. como sigue. En el primer
capitulo se hace una revisidn de diversas técnicas de anafisis estadistico de senes de tiempo,
orientadas principalmente a la construccion de! correlograma de las series. Asimuisme, se plantea la
definicion de serie de tiempo como una reafizacion particular de un proceso estocastico dado y se
introduce el importante concepto de estacicnanedad.

En el capitulo segundo se piantea prepiamente lo referente al analisis espectral de series de
liempo, es decir, en esta parte se exponen los conceptos del analisis espectral, como el
periodograma y el espectro muestral de la serie, a pariir de los cuales se deduce una definicion
adecuada para el espectro de un proceso estocastico.

* Ibidem, p C-12.
7 Isidem, p. C-8.

® ibidem. p. C-15



En el tercer capitulo se deduce la expresion final para el calcule de la estmacién suavizada de ja
densidad especiral (ESDE) a partr de una sene de tiempo. Abusands del lenguaje, puede decirse
que la ESDE es una radiografia de! fendmene o procesc estocastico reflefade en ia serie temporaf
estudiada medtante ta cual puede estimarse. con cierta nivel de confianza. ia naturaleza cichica del
misma; esto es, @ ESDE parmite saber qué tipo de cicios explican en gran medida la vanabiidad
de {as seres ¢, dicho en ofros términcs que ciclos son sobresalientes en las mismas. Sin embargo,
es posible que no tedos fos cicios existentes en una serie sean detectados por la ESDE pues, como
sera argumentado postenormente. ja ESDE es una estimacion de ia vananza de la serie expresada
como funcbn de lz frecuencia. Asi, si el valor de la ESDE en cierta frecuencia es
considerablemente gito, de manera que scoresalga entre ef resto, querra decir que la varianza de (a
sene anginat se explica en parte por un componente ciclico cuya recurrencia esta dada por dicha
frecuencia. Sin embargo, en la sene originai bien puede haber componentes que aun cuando su
cargcter ciclico no deje lugar a dudas, su amplitud® sea tan pequefa Que practicamente no
contribuya en la vananza total, lo gue impediria entonces gue fuera notado mediante la ESDE. Ctra
posible causa para que un ciclo no sea detectado con esta téocmca es gque Ssu recurrencia
estadistica en la serie sea tan pequefia o, dicho en otros términos, complete muy pocos ciclos
dentro del periodo de tiempe chservado, que su participacién en ia vananza de @ sene sea mas
bien atribuida a cambios de cardcter meramente aleatono. Come ilustracidn de la técnica
desarroliada en los dos capitulos anteriores, en este capitulo se resume en un algortmo &t
procedimientc practico para la obtencien de la ESDE en el analisis de senes temporales
procurando, como es ia intencion en este ¢aso, minimizar ef grado de dificultad que impilica dicho
aigortmo para facilitar su comprension y, eventualmente, su uso. De esta manera. para el calculo
de fa ESDE sdlo es necesario contar con una hoja de calculo. como Lotus © Excel, y con un
paquete econométrico, tal como Econometric Views.™ Asimismo, en la seccién final de este
capitulo se aplica este métedo al analisis de ta evolucién de algunas economias capitalistas, en las
cuaies se verifica la presencia de ciclos cuyos periodos van de 2.5 a 12.5 afios. correspondientes.
tal vez, a fos ciclos Kitchin y los Jugiar, respectivamente, o, en el caso de los Gihmos. a los ciclos
marxistas de reposicion de capital. Estos resultados son posteriormente considerados y, en fa
medida de lo posible, interpretados en {a parte dedicada a las conclusiones resuitantes de aplicar

este metodo en el analisis del comportamiento ¢iclico del desarrollo de algunas economias
capitalisias.

Finalmente, se mcluye un apéndice del segundo capitulo sobre el analisis de Fourier, un anexo

estadistico sobre las apficaciones de! tercer capitufo, asi como la bibliografia consultada para la
elaboracion de este trabao.

1a ampittud de un ciclo se define comao la diferencia entre el valor mas aito y & valor mas bajo del cicla.
Existe también un programa computacional de analisis de senes e tempo. lamado Chaos Data Analyzer, gue contiene
un critenc de andlsis, llamado Dominant Frequencies. que proporciona resuftados equivalentes a ics de la ESDE



CAPITULO 1. SERIES DE TIEMPO

En este primer capitulo se abordaran alguncs ce ics conceptos de probabilidad y astadistica mas

Importantes para el andlisis estadistico que debera realizarse sobre las sernes pravio al analisis
especiral de las mismas.

Para tal fin, en la seccién 1 1 se define a las seres de tiempe come reaiizaciones de procesos
estocasticos. En fa seccién 12 se realzz la importancia de buscar que la sene estudiada sea
estacionaria 0. dicho en otros térmmnos, que se encuentre en cierto astado de equilibrio estadistico

que permita suponer que los elementos cue caracterizan a la sene, como lo son lz2 media, ia

vananza y las autocovarianzas, seran constantes a lo large del tiempo. Por Gitimo, ias funciones de

autocovarianza y autocerrelacion. asi como algunas de sus propiedades. son presentadas en la
seccién 1.3.

Con el fin de faciiitar la comprens:on de {0s conceptos introducidos a partir de este momento. éstos
seran lustrados con ejemplos reales asi como simuiades mediante modelos especificos de
procesos estocasticos, en particular, el anaiisis del proceso azutorregresivo de segundo orden,
AR(2), se ha escogido como una ilustracion frecuente a lo largo de este trabajo pues sus

T pae S

carzclerizlicas, como se vera mas adelante, o hacen ser un ejemplo adecuado para finee
didacticos y expositivos.

1.1 SERIE DE TIEMPO

1.1.1 Definicioén.

Historicamente, fue a partir del siglo XIX cuando resuitd notorio el interés por estudiar ef
comportamientc de una ¢ mas varables eccnémicas, como los precios o el nivel de producto
generadce por alguna rama, de las cuales se ilevaban registros cuantitatives, que al estar asociados
con instantes particulares en el tiempo contaban con un orden natural debido a su caracter
cronoiggico. A tales registros se les conoce como seres econdmicas o series de tiempo y fue
principalmente el estudio de estas series lo que dio lugar al planteamiento de hipotesis sobre fa
existencia de “cicics” de diferente naturaleza y duracioén.” Asi que una primera definicion de caracter
histérico de serie de tempo consiste en asociaria con una coleccidon de datos cuantitativos
ordenados cronologicamente y cuyo estudio sugirid i@ existencia de ciclos con distintas
caracteristicas y duraciones en a evolucién de la economia capitalista.

' J. Fernandez, opcit, p. B-4



Si bien la anternior definicién proporciona una descripcién clara de sene de ttempo, ésta no es
suficiente pues no considera el caracter ajieatoric o fluctuante de los dates que la cenforman, lo cual
s& manifiesta, entre otras cosas. en que aun cuando se conozca. por ejemplo, la magnitud del
producto agricola obtenido. digamos gue desde 1800 hasta e momentc actual, no seria posibie
determinar con exactitud su valor future, en general, a pariir de una sene dada no es posible
predecir con total precision ios datos siguientes o, mejor dicho. el compertamiento futuro del
fenémeno que genero dicha sene. Lo antenior hace necesara otra definicion de serne de tiempo:
una serie de tiempec puede pensarse como una funcion x{t) definida en un ndmero finito de puntos
con propiedades aleatorias e incluso fluctuantes. Si se considera ademas gue el conjunto de datos
que conforma ia sernie es solo une de los muchos gue se podrian cbtener’. es decir, si se asocia
cada t de algun intervalo de tiempo T={t,, t3}, t, tz €R con una vanable aleateria x(t) y una funcién
de distribucion de probabilidades fdpx(x) °, la sere gqueda entonces descrita por un cenjunto
ordenado de vanables aleatorias {x(t)}. A dicho conjunto se e llama proceso esfocastico, concepto

gue sera iratado a continuacidn Asi. una sene de tiempo queda formalmente definida como una
realizacion de un proceso estocastico

Proceso estocastico. Sea (O, o, P) un espacic de probabilidad® y sea T un conjunto numerable de
indices. Entonces, un proceso estocastico es una funcion X(t, o) reai definida en T x Q) tal que para
cada t fija, X(t, @) es una varable sobre el espacio (2.5, P). La funcidn X{t, ) es generaimente
escrita como X(v) 0, simplemente, }(,.5

Para cada o fijo, X(t, w) es una funcidn de t. A dicha funcién se le llama realizacién o funcién
muestral. Asi, si se observa la grafica de alguna serie tal como el preducto internc bruto ¢ &! indice
de precios al consumidor es importante tener en mente que cenceptugimente se estd analizande ia
grafica de X{t, w) para alguna o fija.

2 por ejempio, en el casc dei nivel de producto mencionado antes, se pudieron haber obtenido diversas series, de acuerdo
con el momento preciso de 1820 en que se hubwers comenzado el registro.
3 Formalmente, una vanable aleatana X no es mi “variable” m “aleatona” sin¢ que es una funcién que toma valores reales,

definida en un espacic muestral (2, tal que et conjunto {o. X{o)<x}s @ ¥xeR. A la funcion Fx(x)=P{{w. X{w)<x}) se ie llama
funcitn de distribucion de ta vanable aleatona X

* Q es un espacio muestral; ;» es una sigma-aigebra, v P una funcién definida sobre ¢ que satisface los siguientes tres
axiomas

LP(A)20V4 €.
2.P(Q) =1.

3.8i A4, A,,..., 4, es unafamita numerable de 0 y A N A =LVi=j,
/

@ \ x
entonces PLU A J = Z P(4).
=1

=]

$W. A. Fuller 1978, pp. 1-3.
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Si e conjunto de indices. T, contuviera un unico giemento. el proceso estocastico seria una sola
variable aleatoria y por tanto la funcion de distribucion de procesa quedaria aefinida. Sin embargo,
para prccesos estocasticos con mas de una variable es necesanc considerar Iz funcién de
distribucion conjunta correspondiente.

Es importante actarar que aun cuandc se trata, como en este caso, de un analisis univanante pues
el interés recae sobre la “histona’ de una scla vanabie economica (independientemente de que ésta
fuera una variable agregada como el PIB), cada dato de la serfe representa el valor de una variabie
aleatoria en ese instante por lo que se requiere de la distribucién conjunta de las variables
aleatorias asociadas con la sene para caracterizar completamente al proceso gue generd el
conjunte de datos sobre la “vanable” econémica en estudio (en el caso del PIB, podria considerarse
que el proceso correspondiente es el medo de produccion capttalista industnal).

La funcién de distribucion conjunta de un comjunto finito de variables aleatorias {Xio. X2, ., Xin}
perteneciente a { X teT} se define come

Fy v anEXmx,) = Plon X (4, 0) < x,,.... X(1,.0) < X} 1)

1.1.2 Ejempios de realizaciones de procesos estocasticos

En fa figura 1 1 se muestran las series de los indices del PIB de Estados Unidos y el Reino Unido
para el mismo periodo de tiempo. Ambas pueden considerarse como realizaciones del mismo
proceso elocasticc pues provienen de paises en los cuales ol desarrollo del capitalismo industnal
ha sido similar ® Asi, siguiende esta fogica. no tendria sentido comparar el PIB de México o Brasil
con el de Estados Unidos v, en general, el de paises del centro con los de la periferia. sino que lo
razonable seria suponer que las series de los paises penféricos corresponden a un proceso distinic

al de los del centro, dadas las diferencias de surgimiento y evolucion def capitalisme entre ambos
grupcs.

® Considérese asi aun cuando, como es sabido, en Estados Unidos el captalsmo es llevado por los
conguistadores/colonizadores y en el Reine Unido ‘nace de sus propias entradas’ en o que se considera la forma clasica.



FIGURA 1.1
indices del PIB de Estados Unidos y El Reino Unido de 1871 a 1984
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Fuente Elaboraciones propias a partir de los datcs de A. Maddison. 1897, pp. 215- 217.

" 'Como puede apreciarse, aun cuando ambas son consideradas como reafizaciones de! iz

—. A

proceso estocastico. su apariencia grafica es distinta.

Asimismo, la forma particuiar del capitalismo en el interior de cada pais puede ser considerada
Como un proceso estocastico que podria ser parcialmente descrito por las seres econdmicas
correspondientes. es decir, mediante realizaciones del procesc. Por glemplo, en la figura 12 se
muestran tres series de variables econdmicas de los Estados Unidos consideranccelas. ciaro esta,
como realizaciones del proceso capitalista estadunidense.
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FIGURA 1.2

Tres realizaciones del proceso capitalista estadunidense:
(a) Ingreso Nacionai (en millones de ddlares corrientes) 1959-94
{b) indice de produccidn industrial total (1987=100), 1959-54
(e) indice del PIB (1913=100), 1959-1994
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Fuentes: (a) y (b), Department of Comerce, Bureau of Economic Analysis; (c), A. Maddison, op cit,
pp. 215-217.




Ruido blanco.” Una sere notoria es la formada por una secuencia de variables alearcrias
independientes {no correlacicnadas). {e, teZ}® cada una con media cero y vananza o finita ¥

positiva. Se dice entonces que e es una secuencia finita de vanables aleatornias independientes
normales (0, 52)~

La funcion de covananza de {e} es.

(12)

En ia figura 1.3 se muestra una realizacién de cien datos de un procesc de ruide blance. Este
proceso sera retomado y analizado en vanas ocasiones en el presente trabaio debido 2 su singular
imporiancia en el analisis de senes de tempo ya que con base en su anahsis seran deducidos
algunos resuitados importantes dei capitulc siguiente

FIGURA 1.3

Realizacion de tamano cien de un proceso de ruido blanco
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Fuente: Elaboracién propia.

" A las seres cempietamente aleatornas generadas a partir de variables mdependientes idénticamante distribuidas se les
considera frecuentements como un modelo para el ruide en aphicaciones de Ia ingenieria, donde este es llamado ruide
blanco. El calificativo de bianco tiene su onigen en ia anatogia con la luz blanca y simplemente indica que todas (as posibles
oscitaciones penddicas estin presentes con igual vananza. La grafica de estas senes tiende a confirmar visualmente lo
antenor (Shumway, Robert H, 1988. p 12).

8z representa al conjunto de los nimeros enteros. Z={ ., -1, 3, 1, . }.



Un procesc autorregresivo de segundo orden, AR{2). Otro tipo de senes muy uulizadas en i
investigacién econémica son las generadas meaiante procesos auferregresivos. Los medaelos
autorregresivos se basan en |z idea de la dependencia de una observacion cuaiguiera ae ig sene
respecto & la anterior o las anterores. mas un término de efror €ON las caracteristicas ae ias
perturbaciones aleatorias asociadas al proceso de ruido blancec.® Asi. por gemplo. 83 razonabie
pensar que el valor actual de alguna vanable como el PIB o el indice dé precios y cotizaciones ae la

Bolsa Mexicana de Valores. por mencicnar aigunas. esta influenciade en mayor ¢ mencr meaida
por sus niveles cbsefrvados en perncdos anternicres.

La figura 1 4 muestra una realizacion de tamafio cien del procese autorregresivo de sequndo arden
descrto por:

X, =X!_I—O.SX1_2+Z: {(1.3)

FIGURA 1.4

Realizacion de tamaifio 100 del proceso autorregresivo descrito por (1.3)
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Fuente. Elaboracién propia de acuerde con ia ecuacion {1 3)

® Para una exposicion compieta y detallada de éstos modelos véase, por ejemplo, V., Guerrero, 1983.



1.2 ESTACIONARIEDAD

En general. las propiedades de un proceso estocastico dependen del tempo. por lo que para
anaiizarlo adecuacamente es necesario independizarlas primero de éste buscande alguna forma de
“equilibrio” en el proceso (en este caso. en un sentide estadistico), de manera que sus proniedades
estadisticas, reflejadas en las realizaciones o series de tiempo generadas por el mismo, sean
constantes a o large de la sere y, por tanto. no varien conforme o haga el tiempo. Esta
caracteristica de estabilidad constituye Ia condicion de estacionariedad:

“..En la practica. muchas senes de tempo de variables econdmicas no son

Wl @ F ]

estacionanias. Por ejlemplc, las economias de muchos paises estan en continuo desarrolia
0 crecimiento, causa por la cual los indicadores economicos tipicos muestran una
tendencia a io largo del iempo. Esta tendencia puede estar tanto en ta media como en ia
vananza o en ambas. A tales series no estacionarias suele llamarseles evoiutivas. "'°

1.2.1 La estacionariedad en sentido estricto

Una sene es estrictamente estacionana s

F.o ‘_\m(x“,x!:,...,xm):F\HW\'M' o (XX e X0 ),

[ RN FA

(14)

esto es, sila funcidn de distribucion de probabilidades es la misma para cualguier conjunto de datos
de la sere, de longitud n. que se utilice para calcularla, o sea si la distribucion no varia ante
desplazamientos en el tiempo per lo que serd lo mismo calcularla con base en un conjunto de
observaciones que comience en el momento ¢, que en cualquier otro cuya primera observacién sea
en el tiempo t,+h. Por consiguiente, ef valor de los momentos de cualquier orden de ésta funcion -
sera el misme para todo segmento de la serie, de tamafio fiio, que se utilice para avaluarlos sin
importar cudles sean los datos inicial y finat de tales segmentos; asi, por ejemplo. el vaior medio, ia

varianza y la covarianza de un proceso estacionario seran constantes a lo largo de todo el honizonte
temporai.,

Una serie de tiempo queda completamente definida, en un sentido probabilistico, si se conoce iz
funcion de distribucion acumuiativa para cualquier conjunto de variables aleatorias. Sin embargo,
como en la mayoria de las situaciones practicas solo se cuenta con una o pocas realizaciones def
proceso que se esté analiizando, no es posible conocer la forma de la funcion de distribucion, por to
que es necesario establecer condiciones menos restrictivas de estacionanedad.

W, Fuller, op cit, p.4



1.2.2 La estacionariedad en sentido amptio

Cuando se considera que la distibucién de probabiiidad que caracteriza al proceso estocastico que
genera la serie temporal estudiada es una distribucion normal es entonces suficiente con
considerar ta meaia. . vy la funcidn de actoccovananza. +(h), para caracterzar una sere
estacionana: si el procesc se supone normal. la funcidn de distribucidn ae probabilidad esia
compietamente caracterizada por su media y su varianza ' Bajo este supuesto. se define la
estacionaredad en sentido amplio, con base solo en 10s primeros dos momentos estadisticos.

Un proceso estocastico serd estacionano er sentido ampiio si se cumplen las sigui

llenes ires

i

condiciones 2

(a} La esperanza matematica ce [a vanabie es finita y permanece constante a lo iargo del tiempo:

E(X)=FE(X, )=E(X_)=u<=.vikcR (1.5)

Como se observa en esta ecuacion. la media del proceso, u, carece del subindice t. refiejando con

ello su constancia a lo large ge todo el horizonte temporal,

(b) La vananza de la variable es finita y permanece constante a lo largo del tiempo:

Var(X) =o' =70 = E(X, =) = E(X, @) = E(X —u) <=V R 4

{c) La autocovarianza ae la vanable es decir. la covarianza entre observaciones de la misma
variable depende (nicamente de qué tan separadas se encuentran {las observaciones] en el

tiempo. y no del periodo en que se presentan

Cov(X,. X, )=y, = E[(X, - u)( X, —w)]<=.¥teR

(1.7}

Mas aln,

;V-k ':(:OV(XM-‘Y;-&)=:'IE (18)

Dicho en otros términos, ia autccovananza de la variable X, depende soio del valor de k. pero no del
valor de t,

"' J. Fermandez, op ctt, p. D-8
2 Ibidem. pp D-8, D-8



Obsérvese que las tres condiciones de estacionariedad en sentido amplio queaan resumidas en la

liima ya que la media del proceso. u. es constante v. s: k=0. la autocovanianza es 1a vananza del
procesc

1.2.3 Estacionariedad en sentido homogéneo

La estacionariedad en sentidc homogéneo. también conocida como estacionanedad de primer
orden 0 en media, es una condicion todavia mas deébif que las antericres: en este case. se dice que

un procesc es estacionarno de primer orden si:

E(X))= 1.t (1.9)

Notese que solo se estd exigiendo gue la esperanza matematica de la vanable sea constante a lo
large del lempo sin imponer condicidn alguna sobre los segundos momentos respecte a 1a media
{la varianza y ia autocovananza}’

* ..De ser cierta, la estacionanedad en sentidc homogéneo implica que ios vaiores que va
tomando a serie temporal oscilan aleatoriamente alrededor de su valor medio; de ser asi,
esta condicion se traducira en que 1a senis de cbservaciones carece de tendencia, razon
por ia cual se dice que el proceso es estacionario o “estable” en megia o nivel.

“Pero obsérvese que |a condicién no impone ninguna restnccion sogre ia vananza de las
observaciones: este es, el procesc puede ser estacionano a pesar de que las
desviaciones respecto a ese valor medio no muestren necesariamente una dispersién
constante en et tiempo.”"

1.2.4 Ejempios de series estacionarias y no estacionarias en los sentidos antes definidos

La serie de la figura 1 5a es claramente no estacionana en la media pues muestra una tendencia
obvia atribuible al crecimiento econdmice: sin embargo. ia serie de la figura 1 5b. cbtenida a partir

de la pnimera, si parece ser estacicnaria tanto en media como en vananza {estacionana en sentido
amplio)

Hasta aqui, los juicios referentes a la estacionariedad o no (y en qué sentido) de las senes
mostradas son resultadc de la simple inspeccién visual, pero postericrmente sera probada de
manera mas formal la estacionariedad en sentide amplio (en media y vananza) de las series que se
analicen pues es un requernmiento del analisis espectral a desarrollar sobre las mismas. Como en
general las senes de tiempo y. en particular, las series econémicas no cumpien ccn dicha

condicicn, una buena parte del analisis practico de éstas esta relacionado con transformaciones



gue permitan extraer una sene estacionana a parir de una no estacionana. Por ejemple en &l caso

de las series econémicas, la transformacion mas utllizada es la que resulta de calcular sus tasas de
crecimiento.

Una de las pruebas més recientes y utilizadas para determinar s una serie de tlempo es o no

estacionana de segundo orden es la llamaca prueba de Dickey-Fuller ampliada. misma que sera
utilizada en el capitulo cuatro de este trabajo.™®

FIGURA 1.5
{a) indice de! PIB de Argentina 1922.94
{b) Tasa de crecimiento del PIB de Argentina 1923-34
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3 bidem. p. D-14
Para una descripcién de esta prueba vease, por elemplo, D. M, Lilien (de.), 1994,
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Fuenfe Elaboraciones propias a partir de los datos de A Maddison. op ot pp 215-217

1.3 LAS FUNCIONES DE AUTOCOVARIANZA Y AUTOCORRELACION
1.3.1 Definicién y propiedades

La autocovarianza, y en general la covananza, presenta algunas dificuitades de interpretacion
porque su unidad de medida es el cuagrade de las unidades de la vanable ongmnal, razon por la cual
cuandc se desean comparar. por ejemplo las propliedades basicas de dos senes de tiempo, es
dificil decidir s1 la covananza de una es ‘mayor’ o ‘menor’ que la covananza de la otra pues,

ademas. |z escala del tiempo en que fueron fomadas las observaciones puede ser diferente en
cada serie

Para iustrar lo anterior, supdngase que se tienen dos reaiizaciones de tamaric diez del mismo
proceso estocastico, per ejempic, el nimero de articulos defectuosos en una linea de produccién, y
que la separacién entre las observaciones de la primera sefe es de una hora y en 1a segunda sere
de un dia. Los datos hipotéticos se muestran en el cuadro 21 asi como las estimaciones

muestrales de la media y de las autocovananzas y autocerrelaciones para el rezago k=1,



CUADRO 1.1

Nirnero de articulos defectuosos de una linea de produccion

t serie 1(unidades porhora)  $&re 2 iunigades por |
dia) i
1 3 14 ‘
2 5 27 ‘

3 2 7

4 8 17

5 2 9

B 2 11
7 5 9 (
8 4 27 |
9 5 11 |
16 3 3 |
valor medio 39 14.1 i
autocovarnanza para -1.791 (u/hora)* -18.881(u/diay*
el rezago k=1 |
autocorrelacién para -0.55811779 -0.40314114 i
el rezago k=1 '

Fuente: Eiaboracion propia.

Como puede verse en el cuadre, st se ignoran las umidades de medida de cada sene. el valor de la
autocovarianza resulta mayor, en valor absoluto,” en Ia segunda serie que en la pnmera pero,
procediendo de la manera correcta. es decir, dividiendc & cada autocovananza entre la varianza
muestral correspondiente, se obtienen ias autoccrrelaciones que son perfectamente comparables
pues son ndependientes de la escala de medida utilizada en cada caso. Entonces. a partir de ias
autocorrelaciones puede concluirse que el grado de dependencia entre los datos de las series para
el rezago de k=1 unidad de tlempo es menor en la segunda sere que en la primera y no io
contrano, como parecen indicario las autocovarianzas,

*® {3 autocovananza en el rezago k=1 de un conjunto de n datos, {x{1), x(2), , x{r)}, se caiculé como

o

Cov(k)="y (x(z) —Xfx{t+k)—%)

g

.
1]

lo cual puede dar resuitacdos negativos para algunos vaiores de k



El eilemplo anterior sustra una qe las razones prncipales ge que se preflera trabajar con &
auiocorrelacion en lugar de ia autocovananza pues por la forma ae calcularla, aguellz no esta

. . ‘5
influenciada cor las unidades de medaicz 0. mejor dicho, es adimensiona.

- N . ] 17 .
Asi, la funcion de autocorrelacion de ura serie ce tempo estacionang  denotada por oih). sa

define como:

y(h
k)= 0) .

() (110)
En la ecuacidn anterior se observa que s n=0. entonces.

0

20) = y(0) _ L

7{0) (111

por lo que ia funcién de autocorreiacion es ia funcidn de autccovananza normalizada a ser 4no en
h=0Q

Las funciones de autocovananza y auwccorrelacicn de una sere de tlempo estacionara poseen
varias caracteristicas importantes que es conveniente resaitar ehera. Recuerdese que una funcion
f(x), definida para toda x que perienezca a algun subconjunto particular de numercs raales, se dice
que es semidefinida positiva s satisface que.

(112

Los teocremas siguientes tienen como finalidad la deduccion de una de las propiedades mas Ulles y
. . . B 8
conocidas de ia funcién de autocorrelacién sus valores limite.”

" No obstante, cuando s6lo se anaiice una sene ¢ Dien cuando las senes a comparar tengan iguaies unilades de medida
bastara con la nformacion proporcionada por 1as autocovarianzas y los resultados cuahtativos que se obtengan sesran
e_guwa&entes alos obteniacs s1 se optara por usar ias autocorreiaciones

Cuando la serie no es estacionaria, la funtion ge autocorreiacién se expresa coma

_E[(XU) = WX = e, D] p(ee)
p{tlafz) - T — .
VX)) = u@ )YV - u(r,) ool

Como puede cbservarse, la funcion de autocorrelacién es el cociente entre Ia funcion de autocovananza y el producto de
'as deswiaciones estandar en os empos b ¥ 1o

"® Futler, W A, op oif, pp 7-9



th

Teorema, La funcion de covarianza de una serie de tempo esiacionaria {X. t=T} es semidefinida
positiva

Demostracién. Sin pérdida de generalicad. supéngase que E{X}=0 Sean (1., to. . . t)) €T (&, a,,

v @) eRy 7 t- 1)=0 la covarianza entre X, y Xu. Se sabe ademas que fa vananza de una varable

aleatoria, cuando esta definida. 2s no negativa. Entonces,

i) { n }
OSVar{ a X, sziZZada“’_, . ‘j:%! zaJaA;/(r H[")f
. 4

{113
con lo gue queda demostrado ef teorema
Sise evalta la ecuacion (1 12) para n=2. se tiene que
O0=a; (O +asy(0) + 2aaytr, =12, (1.14)
lo cual implica que
1 . vt —1i.
~{a] +al) = —aa. L—l
2 7(0) (1 15)
Para t;-t;=h y con 'ai=1 se obtiene |a tan conocida propiedad de 1as autocorreiaciones:
id <
1p| <l {116)

El siguiente teorema se refiere a la pandad de la funcién de covananza

Teorema. La funcion de covarianza de una sene de tiempo estacionana con valores reales es una

funcién par de h. Esto es, y(h)= «{-h).

Demostracion. Supéngase, sin pérdida de generalidad, que E{X}=0. Por la hipstesis de
estacicnaredad.

E{X, X ,b=pYit+hel (117)



donde T, como antes. denota al comunto de indices Por lo @anto. si se 1oma =t .,

yhy= E{X, X b= Y, Y = (A, (1 18)

con lo gue queda demostrado el teorema

El aporte practice de este teorema es que basta evaluar ia funcion de covanianza para valores no

negativos de h Evidentemente, [0 anterior se cumple también para la funcion de correlacion.

1.3.2 La funcion de autocorrelacién de un proceso autorregresivo de segundo orden

Sea

X! =CZ|.X,7[+CZIJY,7:*-Z. (119}

la expresion genérica de un proceso altorregresivo de segundo orden. Este procesc resulta ser
estacionaro'® por o aue auada completamente descnte por su funcién de autocovananza o.

equivalentemente, per su funcion de autocorrelacién. Dichas funcicnes se expresan como sigue:

a\y,\ + .y, +05. sik=0
y(ky=¢""" _
25y 4 +a3)/,;,:- sik >0 (1 20)

De aqui, st vo=0, se pueden dividrr las autocovarianzas v, y v2 entre v, para obtener las ilamaaas
ecuaciones de Yule-Walker

P =a +a.p, (121

Pr=ap Ta, {1.22)

que permiten obiener {os valores de p, y p; en funcion de los parametros autorregresivos a. vy a,.

" Para una expesicion detallada de este resultado v los posteriores sobre procesos autorregresivos ae segundo orden ver,
por gjemple, V Guerrerc. cp cit. pp. 8-14



En general la funcion de autocorrelacion satisface

Pe=ap ta,p .. k23

(123

De las ecuaciones de Yule-Walker se sigue que

I-p
&, =g T i

ST {124)
Y

P =P

a,, 1: 21

A (1.25)

de manera que al sustituir los valores de las autocorrelaciones py y 2 por sus valores estimados, se
cbtienen estimaciones para los parametros o, ¥ op. Ademas, al resolver las ecuaciones de Yule-

Walker para o4 y p; S obtiene que

al
2= 1—
& (1.26)
y
a;
Fy=a.+
l-a, (127)

A modoe de ejemple, retbmese el proceso autorregresivo mostrado en la figura 2.4 para el cual

X, =X, -05X_,+Z (1.28)

en este sjlemplo, o4=1 y u,=-0 5. y las dos pnimeras autocorrelacicnes son p;=0 866 y p,=0 166; las
siguientes sutocorrelaciones pueden calcularse de manera iterativa mediante la ecuacion {(1.23) y
asi se obtienen los valores mostrados en la figura 1.5. ‘



FIGURA 1.5
Funcidn de auiocorrelacién tedrica de un proceso adtorregresivo de segundo orden

con parametros autorregresivos «y=1 y ¢;=-0.5: k=30

21
23
25
27
24

Fuente: Elaboracion propia con datcs generados de acderao con 'a ecuacion {1 23)

En la practica, como ya se ha mencicnado antes. no suele ser posibie conocer exactamente las
funciones de covanianza y, por consiguiente. las de correlacion, por lo gue es necesanc estimarias

a partir de registros finitos que en la mayoriz de las situaciones son ta unica informacien sabre el
proceso de que se dispone

1.3.3 Estimadores de la autocovarianza

El estimador de {a funcion de autocevananza para el caso de series de tiempoe continuas es
A -4

L j(X(t) — XWX +)-Ndr, 0l N
0

Co(U)=< N ' ,
> N
0, 4 (1.29)
donde
u: rezago;

N: longitud de la sere.



Y el estimador mas utiizado para la funcidn de autocovarianza de una muestra {x-, X, . Xy} de
una serie de tempo discreta es

bl
il

¢ (k)= %Z(x( LEx. ~T) k=0l V-l
EAE

con

N: nUmerc de datos de la muestra,
1 A

X. media muestral: = ——Zx .
N i

{1.30)

Los estimaderes de la funcién de autccorrelacion se daducen a partir de ios ae las autccovananzas:

asi que &! estimador de la auiocorrelacion para et caso continuo €5

C oy ()
re= oy
vy {1.31)
donde ¢.(0) es el estimadcr de |a vananza; y para &l caso discreto
e (k
roh) = S
¢ (0) (132

Para deducr ¢t valor esperado de (1 30) supdngase gue x() es una realizacion de un proceso

estocastico X(t) Normal con media cero y varianza o’ lo cuat puede ser exprasado como

E(X(1) =0. (1.33)

Cov(X (1), X(r+w) =y ., (), (1.34)



donde

Co( X (D). X(t)=» (0)y=0"

I
Entonces. la esperanza de oy (u) es. por {1.34)

5

Ele, ()] = E(i X(e‘)X(rﬂna’r-l: rE[X(I}X(E-Z—u\,}uf
L& I

“l:

N—x

1 1 N -u 1 )
= '!Cov[)((t)X(fAru)]dr =5 I[ 7\,k,(u)df:§ ¥ (0[]

l—— 1| 0N
1}’/\1(3")(?\;”“) JJ () ‘\’) M :
T
L

0, fu] >N

Por o tanto

O<lu< N
E[C\:\{M)]z{yn(u)[ V) SR _

0. iug >N

{1.35)

Debido a que estos estmadores se calculan con base en una realizacion del procesc estocastico

gue este siendo Investigado. tiene sentido preguntarse bajo qué condiciones es posible infenr scbre

et mismo a partir de la sola realizacién con que se cuenta: “.. Sise supone gue cada realizacion es

infinitamente larga (en el tempo), el fecrema ergddico establece que para procesos estocasticos, af

promedio del conjunto (de medias. varianzas, momentos, momentos cruzados, etcétera muestrales)

en cualquier puntc es igual al correspondiente promedio en el iempo de cualguiera de las senes.™™

Entonces, cuando se satisface ef supuesto de ergodicidad del proceso, pueden cbtenerse el

primerc y segundo momentos a partir de una soia realizacion

% J. M. Gottman, pp. 62-65, citado en J Femnandez, op cit. p D-12.



Una condicién necesaria de lg ergoaicicad es gue

[imp. =0.
] {136)

o cual en prmcipic puede suponerse que se satsface para las seres econédmicas puss es

razonable pensar que entre mavor sea el lempo que medie entre dos observacionas. la influencia”
de la primera en la segunda sera practicamente nula

Por ditimo. es importante tener en cuenta que la informacion sobre &l proceso estudiado nfenda a
partic de ta gpanencia visuat de [a funcidn de autocorrelacidn puede ser incorrecta. especiaimente si
corresponde a senes cortas. por lo gue dicha informacién serd complementada con ia gue se
deduzea del espectro de la sene que como sera visto en el capifulo siguients, es una manera mas
adecuada de describir una sene tempaoral



CAPITULO 2. EL ANALISIS ESPECTRAL DE SERIES DE
TIEMPO

El concepto de reguiandad o peroaicidad en series de tiempo es de fundamental interes pues
proporcicna una manera de formalizar ias nocicnes de dependendla o corrglacion entre punios
adyacentes. Por glemplo, la generalidad de las sernes economicas dustran una situacion en la

cual no es evidente st ia variabllidad de los datos puede atnbuirse solamente a un tipe d

(1]

variacion ciclica o a varnos. sunque pueden obtenerse indicaciones preliminares sobre el
numerc de dierentes ciases de osciaciones v de la magnitud de sus cortribuciones
varianza totai de {a serie mediante el analisis visual. Sin embargo. se necesita una identificacion
mas precisa asi como una evaluacién de la significancia estacistica de estas contribuciones.

Ese es el tipo de cuestiones que pueden ser mejor respondidas utilizando las téenicas del
analisis espectral

Uno de ios objetivos de este trabajo es anaiizar senes de fiempo cbtenidas de variables
econémicas con el propésito de detectar en ellas la presencia de fluctuaciones ciclicas y las
periodicidades aproximadas de las mismas con el fin, de ser posibie. de corroborar la existencia

oe ciklos en ia evolucidn de la economia capialista.

Para tal fin, en este capituic serd desarroifada una herramignta Oil en la deteccién de
componenies ciclicos en una serie temporal observada vy, en particular. en una sene
econérmica.” Dicha herramienia, llamada estimador suavizado de la densidad espectral de la
serie, pertenece al andlisis espectral. que comprende un conjunto de metodos gue son
considerados como propics del dominio de fa frecuencia. pues describen las fluctuaciones
presentes en una o mas series en erminos del comportarmento recurrente de os componentes
de las rmismas comparandoios con sinusoides de diversas frecuancias.

En términos generales, el analisis espectral redne dos enfoques tedrices muy importantes: e
analigis estadistico de series temporaies y €l andlisis de Fourier. Lo referente al analisis
estadistico necesario para desarrollar la técnica de analisis espectral que sera presentada an
este capitulc y contrastada empiricamente en el siguiente, fue expuesto ya en el capituio 1 En
cuanto al analisis de Fourier, aqui sera soic mencionado pues ne es el objeto de estudio central

de este trabajo; no obstante lo antericr. en el apéndice correspondiente se resumen a grandes

' Shumway, R H.. op ot p.47.

2 Eneste punta es muy impertante aclarar gue es posible que dicha herramienta no detecte todos los ciclos presentes
en la sefle pues depende en gran medida de la relacidn entre et tamafio de ésta y la duracion de los posibles ciclos el
que estos puedan ser evidenciados medante el procedimiento acui propuesto; asi. entre mas veces sea abarcado el
cicle en ia sene mejor serd la deteccion del misme. De esta manera, puede suceder Que no sean mostrados, de
haberios, alguncs de los componentas cichicos si su pencdo es muy grande con relacién al tamafic de la sere.
Entonces podria ocurnr que 1 se planteara por elemple Ja hipdtesis de existencia de ciclos con duracion zproximada
entre 45 y 60 anos y las senes estudiadas solo abarcaran una o dos veces el periodo del ciclo. es muy probable que
éstos no sean revetados por la tecrica aqui empleada en cuyo ¢aso. Sin embargo, @56 nO serna razon suficiente para
refutar [a hipotesis de existencia de dichos ciclos.



rasgos ias ideas del anansis de Fourier en que se basa el analisis espectral. aungue no es1a de
mas aclarar que el contenido del apéndice resultaria insuficiente s1 & obietive de éste fuera aar
a conecer y justificar. con la formalidad y suficiencia necesanas. & ongen. aplicaciones.
etcetera, de las técnicas de dicho analisis, por o que su contenido se hmita 2 una breve
descripcion del estudic de funciones que es posible realizar mediante los métodes de Fourier
con tal fin se presentan. y en la medida de lo positle se iustra con gjempios. conceptos tales
como los de sene y transformada de Fourier y. con relacion a ia dltima ¥ de gran immportancia en
cuantc a la mejor comprension del matenal de este capitulo. el espectro compiejo de Founer o
espectro de lineas de una sefial determinista [del tempo]

A grandes rasgos. se distinguen tres clases de andlisis de senes posibies mediante ias técnicas
de Fourier de acuardo con (as caracteristicas del fendmena que se pretenda estudiar. es dearr,
considerande si se frata de un proceso pencdico, casi penodico ¢ apenddico. Sin embargo,
cuando solo se cuenta con una unica serie temporal del fenémenc estudiado. resuita una tarea
reaimente dificil. y en la mayoria de los casos poco factibie. determinar con la precision
suficiente su naturaleza; es decrr. no es posible afirmar con exactud si la serie proviene de una
funcidn penodica o no pues podria suceder. por ejemplo, que a partir de la inspeccion visual de
los datos se concluyera que fa funcion o fendmeno correspondiente ne es perddico cuande
podria ser que completase un ciclc en un punto fuera del intervalo de tlempao comprendido por
la serie o, por &f contrario, completar un par de ciclos aparentes dentro del mismo y dejar de
presentar tal patron recurrente después de. digamos, tres o cinco veces la longitud de |a sene
Ademas de lo anterior, debe decidirse s ios datos pueden ser considerades come expresion
unica, aunque parcial si se trata de un registro finito, del fendmens a estudiar o. por e contrario,
sola coma una realizacion de un procesoc estocastico a partr de la cuai no es posibie deducrr a
priori las caracteristicas intrinsecas del mismo.> Por io antericr, es conveniente entonces
desarrollar un procedimiento que permita reconocer los patrones ciclicos en un fenomeno
unicamente a partir de la o de las seres disponibles, es decir, sin necesariamente saber de
antemano si el procesc s o no penadico.

Con tal objeto, en las primeras secciones de esie capitulo serd tratado el concepto de
pericdograma para a partr de éste deducir la definicién del espectro de una sefal.
Posteriormente, se plantean algunas modificaciones a ia definicion dei espectro que consideren
el caracter estocasticc de ciertas series, como las economicas. Por Ultimo. se plantea un
estimador para el espectro tedrico a partr del especiro muestral. asi cormo la construccion de

intervalos de confianza para ef espectro teornice.

? Sin eMLAarge, cuando $e conoce con exachitud la naturaleza del fenomeno a estudiar. como es el caso de las
funciones o procesos determimistas del tiempo. un analisis de tales procesos basade en los metodos de Fourer
tratados en el apendice resuitara generaimente suficiente.



2.1 El espectro de una setial

Sea x(1} una sefial discreta observaca en los instantes t=-n1 -(n-1) 4. .. (n-1) 4; donge 4 es el
espaciamiento entre las cbservaciones, esto es, se tiene un registre de x(t) de longitud N=2n,
formado por observaciones eguidistantes en &l tiempo, Sin pérdida de generafidad. supdngase

que A=1

Sean ademas {=1/N vy fi=/N. k=1. 2. . ,n. las frecuencias fundamental y armonicas de x(1),
asi, f,=1/N correspondera a una funcién sinusoidal con periedo T.=N pues su recurrencia en la
serie es de un ciclo cada N instantes. £,=2/N. a ofra sinusoidai con perodo T,=N2, . y. por
ultimo, f=n/N=n/2n=1/2 corresponderd a un sinusode con pericde T,=2. Entonces. las
fluctuaciones de mayor periodc que podrian detectarse en x(f) serian aquellas que completaran
un ciclo cada N umdades de ttempo vy las de menor periodo 1as que cumplieran un ciclo cada
dos unidades de tempo. £,=1/2 es lamada la frecuencia de Nyqu:st”' y es la frecuencia mas alta

que puede ser detectaga en una sere observada de tamario N

Entonces, et pericdograma o espectro de lineas de la sefial x(t) se define como®

2

P(fk):‘X.( (2.1)
donde
n-t
X, :in(:)e**“ﬂ’
.‘\r - (2 2)

es la transformada de Fourier discreta de x(t}, ¢ sea, X, es {a amptitud de los sinusoidales de
x(t) en ias frecuencias armonicas £, °

Graficamente, de acuerde con la definicidn dada por (2.1), el periodograma esta representado
por los puntos de la forma (7, X/}, k=1, 2, ..., n, y muestra el cuadrado del valor absoluto de
las amplitudes de los componentes sinuscidales de x(t) correspondientes a las frecuencias
armonicas f, lo cual mpiica que s x(t) contiene un componente de frecuencia distinte a ias
arménicas no sera mostrade en el periodograma; asi que entre mayor sea N, mejor serd la
deteccion de los sinusoidales pues la frecuencia fundamental se vuelve mas pequefia y, por

consiguiente aumenta el ndmero de arménicas entre la frecuencia fundamental y la de Nyquist.

Asl, por eiemplo, s se tiene una serie con clen datos, el compenente de mener frecuencia gque

podria ser detectado en ella seria aquel con un pericdo 1gual a cien  unidades de tiempo (que

* P, Bloomfield. 1976, p 27
® thidem p 162.
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corresponde a la frecuencia fundamental £,=%/100) y &l de frecuencia maver, una cuva duracion
0 periode fuera de dos unidades de tiempo (correspondiente a la frecuenciz de Nyquist
;=80/100=0 5} También en dicha serie podrian cetectarse fluctuaciones ciciicas cuva
recurrencia fuera de dos cicics cada 100 uniaades de tempo. tres ciclos cada 100 unigdades de
tempc, . | 48 ciclos cada 100 uniwades de tempc correspondlentes a las frecuencias
armonicas £,=2/N. £=3/N, . 7,,=49/100. respectvamente Esto implica que si en la serie
existiera un compoenente ciclico cuyo peniode fuera de 58 afos (considerando. por ejemplo, que
los catos de la serie son anuales) éste no seria mostrado en el pericdograma pues la

frecuencia ascciada con ese pericco. 1/56. no corresponde a ninguna de las frecuencias
armonicas de esa serie de 100 observaciones. Aun asi, ne todos [0S elementos detectados en
la serie reflejarian el comporiamiento del fendmeno cbservado porgue no necesanamente todos
ellos tienen recurrencia estadistica de un segmento de Ia serie a otro, es decir, si se dupiicara el
registro y se calculara un periodograma para los pnimeres 100 datos v ofro para los restantes
bien podria suceder que las conclusiones obtenidas a partir de cada uno difirieran entre s1 0. o
que es Jo misme. que en uno se hubieran getectado componentes ciclicos que en el otro no
aparecieran. Lo anterior sugiere que el periodograma no es la mejor herramienta para detectar
la naturateza ciclica de algun fendmeno o proceso a partir de una sene. pues pueae mostrar

elementos que solo son “ciciicos” dentro def periodo de tiempc observadc v que no estén
presentes en series mas largas.

2.1.1 Definicion del espectro de una senal

Lt espectro de una sere empirica se define entonces come los aspectos del periodograma que
muestran reguiandad estadistica de un segmento de la serie a otro. es decir, que sean

caracteristicos de [a serie considerada en su totalidad v, per consiguiente, del proceso que la
genercf

El espectro. 777}, de x{t) se define como®

=limNP(fy  —w<f<x
N = - (23)

Esto es. el espectro de una sefial x(t) se define como el limite, cuando el numero de
observacicnes, N, tiende a infinito, del pericdograma de x{t) multipiicade por N: a NE(f) se le

llama ef espectro muestral de x(t) v se dencta como C(f) quedandc expresado comeo

® Ver el apéndice de este capitulo
P Bioomfield, op cit, pp 181y 187
& Jenkins. G y D Watts, 1968, pp 210. 211y 223.
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En la expresidon antencr. 2 as la frecuencia ge Nyquist discutida antenormente y 25 ia

frecuencia mas alta que puece ser getectada en una serre de datos equidistantes entre si una
unidad de hiempo.

Cuando se trata de sefales deterministas det tiempo, {a convergencia de C(f) a [{f) es suave
en el sentide de que la funcidn C.(f) cbtenica al incrementar {a longiud del registro de N a A
debe ser una version mas completa de la funcion C,(f) basada en el registro de iongiud N pues
considera un mayor nimero de frecuencias, es decir, para el caso de seres cbtenidas de

sefiales deterministas C.(7) resuita ser un estimadoer consistente de /7.

Sin embargo. la expresién del especire aada por (2 3) no es satisfaciona cuando x(f1 es una
realizacion de un proceso estocdstico ya que generaimente la grafica de C(f obtenida de un
registro de lonmiud' N’ > N sera {an errauca como ia obtemida a partir de un registro de longitud
N, es decir, cuande 1a sene proviene de una sefal de naturaleza esfocastica. C..0)

generalmente no convergord :n ringun sentido estadisticc a algun valor limite cuando N tienca
a infinito.

“...La ohjectdn a la definicidn del espectro como el limite cuando el tamafic del
registro tiende a infinito es que s x(t) es la realizacidn de un procesc estocastico.
entonces la vanable sleatonia correspondiente Cux(H) no converge en ningin sentide
estadistico a un valor limite [pues] es falsamente argumentado gue come la funcion
de autocovananza cw.(U) tende en un sentido estadistico a la funcidn e

autocovarianza poblacional. -, cuando N tiende a infintc. entonces se pueda
establecer que

[imC. (/)= J.llmt (1)e” ""”a’u-—-J-;/\_t.(u)e”:‘“‘mdu:I"\_\.(f).

/
N—=o e~ ac -t

“La falacia en el argumento antenor radica en que el hechc de que C.(u) sea un
estimador consistente de v,,, de ninguna manera implica que esfo se cumpla también
para su transformada de Founer. C{f). De hecho, generalmente no es clerfo gue sl
se tiene un estimador consistente de un parametro estadistico, su transformaca de

Fourler sea un estimador consisiente de la transformada cde Fourer de aguel
parametro.. "

S ibidam, p.211. Cursivas del autor.



El espectro muestrai de un proceso de ruido bianco."

Como llustracion del efecto de aplicar el andlisis de Fourier 2 un proceso esiocastico. se obtuve
una serie de 400 desviaciones aleatonas nermales (ruido blanco gaussiano) y se calcuio el
gspectro muestral para los 50 100y 200 termings iniciales, asi como para la serie completa de
40C términos En la figura 2.1 se muestran los espectros muestrai y poblacionai para N=50 vy
en la figura 3.2 los correspondientes a N=100, ambos calculados en las frecuencias =0 02,
0.04, .. 0.50 cicios por unidad de tiempo

Como se observa en (a figura, las fluctuaciones en C..(f) son tan erraticas que serfa dificil
conclulr sobre la base de! diagrama que e verdadero especiro es una constante y que por tanto

la serie de tiempo es ruido blanco. Nétese también que las fluctuaciones en C,(f) para N=100

’? Ejemplc tomado de Jenkins. G y D Watts, op ot pp 211-213y 235
" Nota sobre el espectro de un preceso ge rudo blanco

No es posibie defirur un proceso estocastico continuo en el tempo que ses analage al proceso puramente aleatono
discreto defimde en el capitulo 1 pues requenna que pzzi0) = 1 y pzz(4) = 0 cuande U = 0. lo cual implicana 1a
discontinuidad de pxx en u = 0, pero lo anterior no puede suceder pues si ef proceso estocastico es continuo, entonces
pxx(U} debe ser una funcidn continua del rezago u

Una manera de salvar esta afficuitac es definir un proceso puramente aleatoric continue, o rurdo blanco, como un

proceso gue consista enteramente de mpuisos CONUQUOS no correracionaans Su funcion de autocovananza es por lo
tanto

7 () = cré.é'(u).

donde 4(u) es la funcion delfa de Dwwac Como &(u) debe ser considerada como una funcién que es cera cuanag u = N e

infinito cuande ¥ = 0, la covananza entre puntes CErCanos s Cero pero & costa de hacer Ia vananza vz2(0) del proceso
infirnta.

No obstante la vananza infinta det proceso, este puede ser consideraco como el limite cuando t tlende a cero del
Hamado procesc de Bachelier-Wiener Y(# cuya funcion de autocovananza es

0, >
el )
T T

Entonces, usando la definicion (3 10), el espectre del procesc de Bacheher-Wiener es

T kel
. lo ]
T ()= j*i 1—‘“'- e M du
T r
-
senmft |
T R
. Ej‘f S

En el limite cuando  tiende a cero, M) tiende a

Zl’mrn (f)= rzz(f) = O‘}

r—0

esto es, el espectro del ruido blanco es constante para toda f



28

son tan amplias como para N=50, indicande la ausencia de convergencia estadistca de
cualguer tipo. Ef cuadro 2 1 resume los resuitados obtenidos cel espectro muestral para las
series con N=50. 100. 200 y 400 términos. Como el espectro tedrico tiene el mismo vaior en
tedas las frecuencias. las fluctuaciones en C.{f) pueden ser resumidas evaluando 1a meaqia y la

varianza sobre la frecuencia.

FIGURA 2.1

Espectros muestral y poblacionai para un proceso de ruido blanco (N=50).

0 ocs a1 015 o2 25 03 035 04 045 05

Muestral — Péﬂa}aonai

Fuente: Jenkins, G y D Watts. op ¢it. pp. 212 y 235,



FIGURA 2.2

Espectros muestral y poblacional de un proceso de ruido blanco {N=100)
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Fuente Ibidem. pp. 212 y 235.

En el cuadro puede apreciarse que los valores medios para cada serie son Cercanos 2 uno, el
valor del espectro teodrico. Por tanta. C,(f parece fluctuar airededor de algun valor central. Sin
embargo, también puede verse que las vananzas no dismmuyen cuando N aumenta. indicande
que la estmacidn del espectro obtenida de una muestra de N=100, 200 6 400 datos no es
mejor gue agueifa para N=50

CUADRO 2.1
Comportamiento del espectro muestral del ruide bianco conforme

se incremeanta el tamarfio de la muestra

N 50, 100 200 400
media 0.85 1.07 1 0.5
varianza 0.630 0777 0.886 0.826

Fuente: Ibidem

Una propledad deseable para los estimadores s que su vananza disminuya cuando N se
incremente, a tal propiedad se e llama consistencia. Entonces. puede concluirse que C,{f) no
es un estimador consistente del espectro, al menos no en su presente forma.

Resumiendo lo anterior. para sefiales deterministas el espectro es el limite. en el sentido

matematico usual, del espectro muestrai Cy(f) cuando ia longitud de !a serie tiende a infinito.



(/9]
o

Sin empargo, e ejemplo scbre un proceso de rwido blanco muestra que G, (N no es una
herramienta adecuada para analizar el comporiamiento de series de tempo de naturaleza
estocastica, ya que ‘la razdn basica de por que falla el analisis de Founer cuande se aplica a
series de tempo [de caracter esiocastice] es gue se basa en el supuesto de amplitudes,
frecuencias v fases fias. mientras gue Ias senes de tiempo estan caracterizadas por cambios
aleatorics en los tres elementcs mencionados. ES por eso que ios metodos de Founer

necesitan ser adaptados para tomar en cuenta la naturaleza aieatora de las senes de tiempo.”*
2.1.2 La relacion entre el espectro y la funcidn de autocovarianza muestrales

Antes de dar una definicion mas precisa del espectro de un proceso estocastico estacionario es
atil y necesario conocer la relacion que existe entre el espectro muestral y la funcien de
autocovarianza muestrai, a saber’

V=1 . . 1
Colfy= Yente ™ —t<f<at,
Pyl 2 2 (2.5)

donde c.(k} es la funcion de autocovarianza muestral de ia sene. La transformada inversa de
Fourier de (3 5) es

1

c. (u)= ICH(f)e’z‘”"a_’f, ~N<us N,
I

5

2 (2.8)
ia cual, para u=0 se vuelve
e, (0)= [C (f)df.

T 2.n

Por o que, el espectrc muestrai permite saber como se distribuye Ja varianza o potencia
promedio de x(f} sobre la frecuencia.’

e ———

estocastico.

2 Ihigern, p. 213.
2 ipidern p 213 - 215 en esas paginas se presenta una aemostracien formal de la refacion
¢ £st0 es asi porque ia autocovarianza en el rezago k=0 es igual @ ia vananza.
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2.2 Definicidn del espectro de un proceso estocastico

Para ayudar a comprender el comportamiento erratico del espectro muestral de una sefal no

determinista del tempo. es necesario considerar gque el registro de x(f) que se obtuvo en el

intervalo -N/2 =t < N/2. fue solo unc de los muchos que pudieron haberse cbservade, es deoir,

ese registro particular, x(f), debe ser considerado como una realizacion de un proceso

estocastico especificade por la sene de vanables aleatorias X{f) para -N/2 <t < N/2"% Por

analegas razones, el especire muestral C.(f) debe ser considerado como una reaiizacion de la
0

la funcitn de autocovarnanza muestral ¢,, fue considerads como una

Una mejor estimacién del espectro de un proceso estocastico se otiene entonces al considerar
a todas las posibles realizaciones dei proceso X{t} y, por consiguiente. a todas fas realizaciones

Cu{f} de la vanable aleatoria Cxx(f). Esto se logra calcutando fa esperanza de Cux(5.
Como suele suceder cuando se {rabaja unicamente con realizaciones de procesos estocasticos,

se desconoce la funcion de distnbucion conjunta de las vanables aleatorias involucradas en el

misma, razoén por la cual se estd limitade a describir el proceso Cxdf) solo a partir de sus
primeres momentos’’

El primer momentc o el valor esperado del estimador del espectro muestral Cux(7) es

)
E[C.(N]= JE ¢y e du

=%

como'®

Elc(m)]=y \\,(u)(l——:—;— . u<AN.

!
K

" ver capitule 1.

Por convencion, cuando se hace referencia a una realizacion o muestra de una variable aleatoria se emplean
mingsculas para los sutundices y cuando se trata de |z vanable ¢ proceso aleatono se emplean tmayuscuias: asi, por
ejemplo, Cx. represenia una realizacion de a variable aleatona cxx 0, dicho en otres terminos, Cxx €S 1a autocovananza

chtentda de una muestra x(t) de algun proceso aleatoric y cxx es la autccovananza poblacional de dicho proceso La
interpretacién es analoga para Coff) ¥ Cxx(f)

Y Ver la explicacion en el capitulo 2
La justificacion formal del valor esperado de cxx{u) se encuentra en el capitulo 1 de este trabajo.
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entonces

E[C\\(f)] = J- 7w (U)(I _"l_tf‘\e—ﬂ:mdu-
A A )
V (2.9}

La ecuacion anterior da ia distmbucion promedic. sobre todas las seres de tiempo posibles de
long:itud N, de fa varianza scbre la frecuencia En la medida en que la longitud del registro. N, se
Incrementa, E[P.{f)] tiende en el limite 2

N

Palf)= ll’m E[C\'X(f)] = 5]/ \:r(u)e_ﬂ:mdu.
- {2.10)

A la funcidn e (f} se le llama el espectro de potencia de X(i} o, de manera mas concisa. &l
especitro y es el analogo natwral de la vananza en el andlisis estadistice clasico "Asi. la
ecugcion anterior muestra que el espectro es la transformada de Fourter de fa funcion de
autocovarianza del proceso X(t)

La transformada inversa dei espectro es

Y@= [T (e,
- (2.11)

Si u=0, entonces

Y e (0) = C"z\'x = jrm (f)df.
o (2.12)

por lo que Mx«(f) muestra como se distnbuye ia vananza del proceso X(f) sobre ia frecuencia, de
{a misma manera que (2.7} muestra cémo es distribuida ia varianza de una muestra particular
de fongitud N sobre la frecuencia. Especificamente, /a vananza del procesc X(f) debida a las

frecuencias en ef rango que va de fa f+df es aproximadamente I (fdf.’’

' Shumway, R H . opait p 47,
X{t es el proceso que genera las senes de tiempo observadas x(t).
2 Jenking, G. y D Watts, op ot pp 217



LW
[¥3]

Para el caz0 de tiempo discreto. las refaciones correspendientes a (2.8) v (2.10} son

) S :ki -, 25w 1 1
E[C\:\'(fﬂ: Z J’w(k)[l—-:\—,)e dr . -55f<§_

kesihen (2.13)
- o = — 2T 1 * 1
r,\:v(f)ZZlmE[C\’.\‘(f)]zZy.“:\'(k)e " _;5]‘ <;
N o o - = (214)
y finalmente
1
7B = [T (e ™. k=02122..
1
2 (2.15)

Un ejempio A continuacicn se muestra el espectre del proceso autorregresivo de segundo
orden visto en &! capitulo 1.

En la figura 2 3 se muestra una realizacion de 50 t&rminos dei proceso autorregresivo discreto

X., = IY"-i _O-SXI72 +Zf' (216)

La sene correspondiente a la figura 2.3 parece ser perddica pues su forma, como puede
apreciarse en la grafica. s& asemed a la de un sinusoide con longitud decreciente. Sin

embargo, el penode, la amplitud y 1a fase de la misma cambian constantemente debido a la
influencia del components aleatorio Z,.

Este comporiamiento pencédico es mostrado también por fa funcion de autocorrelacion del
proceso mostrada en |a figura 2.4.

El espectro correspondiente (Figura 2.5), muestra un pico en fa frecuencia £,=0.125 cput=1/8
cput Sin embargo, como el proceso X(t) no es exactamente penddico, €l espectro no est3
cencentrado solo en £, sino que se dispersa sobre todas las frecuencias en el rango -0 5f<0.5.
Como puede notarse, el espectro se grafica solo para fas frecuencias entre 0 y 0.5; esto es asi
POTQUE COMO ()= mexd-t) entonces Hedf= Hod-0.2

= Shumway, R . op o, p. 57.



FIGURA 2.3
Realizacion de un proceso autorregresivo de segundo

orden (=1, 2,=0.5y N=50).
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Fuente: Elaboracion propia con datos generados de acuerdo cen (2.13;
FIGURA 2.4
Funcién de autocovarianza poblacional dei proceso (2.16)
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Fuente. Elaboracion propia.



FIGURA 2.5

Espectro poblacional del proceso (2.16)

0 0.1 02 03 04 05

Fuente: Jerkins, G. y D. Watts, op cit, p 228

2.2.1 Interpretacién det especiro™

En téerminos generales. se tiene que si las correlaciones entre los datos de la serie siguen un
patron ciclico éste serd mostradc en el espectro ccmo un "pica” hien definido centrade en I
frecuencia correspondiente al periodo apreximado del fenameno en cuestdn. Por ei contrario,
cuando la correfacion entre los datos es tan peguefia que puede considerarse nula, es muy
probable que el espectro sea casi llano, como el correspondiente al ruido blanco. reflejando que
la vananza presente en la serie estudiada no es atribuible a alguna o algunas frecuencias en

particular, es decir, en esa serie no existiria ningln movimiento periddico destacable scbre los
demas.

Esto es asi debido a la relacidn inversa que hay enire el periodo y fa frecuencia, lo que implica
que & las frecuencias altas les corresponda un periodo pegqueno, mientras que los percdos
amplios corresponden a frecuencias peguefias o bajas.

Por otro lado, 31 ia sere estudiada oscila muy répidamente, enionces su espectre mestrara
niveles significativos en las frecuencias altas y. si la serie es "suave”, con cambios lentos, su
espectro estara concentrado en las frecuencias bajas.

2 Shurmway, R H op cit, capitule 2.



2.2.2 La funcidn de densidad espectrai.

Asi como en el dominic del tlempo es util definir una medida admensional del grade de
dependencia entre los datos {la auvtccorrelacién). en el dorminio de 1a frecuencia tambien se
define una medida de la vananza atnbuible a cada frecuencra que es independiente de la
escala de medida de la sene correspondiente. o qué hace que los espectros obtenidos de
diversas series sean comparables entre si. Dicha meoida, llamada funcién de densidad
espectral, se obliene al normalizar [ (f cividiéndolo entre la varanza ooy ¥y suU expresion
matematica es

r\\(f)

\

_[pn (w)e™ ™ du.
(2.17)

de donde se observa que la funcion de densidad espectral es la transformada de Fourner de la
funcion de sutocorretacion.

2.3 Estimadores espectrales

En la seccidn anterior, ! especiro de una serne de hempce estocastica fue definido como

e (f) = Zm(k)e-f =3 —%sf<%.

—“‘w

Sin embarge, pese a que es una definicidon que contempla la naturaleza aleatonia de ciertos
fendmenos, come es el case de los econémicos, en &l analisis practico de senes de tempo no
es de mucha utiidad pues requiere ccnecer la funcion de autocovanianza poblacional del
proceso, lo aue no es posible a partr de una o pocas series de éste. Es por eso que resulta
necesaria la construccién de estimadores del espectro del proceso estocastico con base en el
espectro muestral que se obtenga de las sernes.

Del ejemplo del ruido bianco se deduce gue el estimador del especiro muestral no es un
estimador consistente del espectro de un proceso aleaterio discreto pues el valor de su varianza
es independiente del nimero de observaciones, N, razan por ia cual no disminuye en la medida
en que se aumenta el tamario de la sere.

En la seccidn siguiente se discutird un procedimiento 0hl para disminuir la vananza del
estimador muestral; a tal proceso se le llama suavizarmiento.
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2.3.1 Suavizamiento dei espectro muestrai™*

Una técnica ampliamente ubiizada para reducir la varanza dei estimador espectral muestral,
esto es. para suavizarlo. consiste en promediar estimaciones obtenidas de subsernies no
encimadas de la sere onginat.

El prccedimiento es como sigue:

Se divide Ia serie onginal, con N dates, en k segmentos cada uno con M=N/k datos. A partir de

ias subseries asi obtenidas se forman k estimacionss sspectrales. las cuales se promedian

= . 1 1
Co )= Cl\f‘j'(f)- -—<f <E-

l n
ks 2 (2.18)

donde C"x«(f) es Iz estimacian obtenida con el 1-ésimo segmento.
Un ejemplo

Supéngase que para el ejempio sobre el ruido blanco de la seccion antenor, en lugar de calcular
Cuif) para el total de la muestra, de tamario N=400, se divide la sene en k=8 subseries de
longitud M=N/k=50 y se evalla un espectro muestral C‘”zz( , =1, 2, ., 8, para cada una. E!
promedio de los 8 espectros asi obtemdos es

Cif Lo Wy 1 1
C::(j):gzc’:: (.f)v _ESf <E,

1=}

en la figura 2.6 se grafican e espectro muesiral y el promedio de los subespactros, asi como el
espectro tedrico para las frecuencias f=0, 0.02, .. . 0.5 cput. Notese que la gréfica det promedio
s mas “suave” y cercana al espectro pobiacional I'zz(f) que el espectro muestral. Lo anterior
parece indicar, entonces, que la variahilidad o volatilidad del espectro muestral con respecto al

poblacicnal se reduce al promediarlo o suavizaric sobre supseries.

2 Esta seccién se construyo tomando come referencia pringipal a Shanmugan, K S.y A M. Brewpoh! (1988), pp. 5§79-
584



FIGURA 2.6
Comparacion entre el espectro poblacional y el

espectro suavizado de la serie de ruido blanco
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Espactro suavizado. M=80 — — — — Espectro muestral, N=400

~— « =Ftspeciro tefrice

Fuente: Jenking, G. y D. Watts, op cit, p 240,

A continuacitn se expendra primero una formaizacidn de este proceso y después una
generaiizacidn del mismo.

2.3.2 Otros estimadores espectrales suavizados

Considérese el valor esperado del estimador Cye () utilzado en la iustracion del
procedimiento anterior. Dado que para el caso continuo

A

C. ()= Jcﬂ(u)e”z”ﬁ‘du, —o0 < f <o,

-

{2.23)
se tiene que para las k subseries, cada una de longitud M=N/k,

M

Cl(f)= chéi,(u)e—jszudu'
- A

(2.24)



Por o que el estimadoer suavizado es
if
\’Y(.f) = ZC ()= J.Cn (wye” ™ du.

s {225)

donde

Ty (u) = izg% L j:jr(r)x(t + z;)dtl,u = (.

{ (—lyaf j (226)

Entonces, de acuerdo con fo visio en el capitulo 1 de este trabajc, la esperanza de ¢y () es

E[z, n]=7 (u)[l—z—ﬁJ

v (2.27)
y la esperanza de Coelr) es
C i ‘ ‘ i
E[C.\:\'(f}:\: j 1—71 7 o (e ™ du
A (2.28)

la cual. ublizandc el tecrema de convoiucion {A-28), del apendice de este capitulo. puede
escribirse como

43 MY
ElT.(NH]= T ._.(f-gw(—“ﬂ—) dg.
L M (2.29)

Entonces, dividir la serie original. de longitud N, en k secciones de longitud M y formar el
estimador espectral suavizado (2.25) es equivalente a multiphicar o “suavizar’ e! espectro
muestral mediante la ventana espectral

PR
senzlf J

W(f)= L i

(2.30)
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En el dominic de! tempo. estc es equivalente a muitiphicar 1a funcion de autocovananza por ia
ventana de intervalo

_M- EHE <M
w{i) = M ‘ )

0, iu‘ > M (2.31)

A las ventanas (2 30) y (2 31) se las lama /as ventanas espectral y de intervalo de Barlett.
De manera general. los estmadores suavizados de la forma

W(H)C (1)e ™ du = jE\i\ (u)e ™ dy
- (2.32)

C\i\'(f) =

§ 8

tendran una vananza menor gue la del estimador muestrai Cx(f). En (2.32), la funcion wiu) que
se escoja como ventana debe satisfacer ias siguientes condiciones: 2

3. w(u)=0, |u[M, M<N. (2.33)

Algunos ejemplos de ventanas de intervalo gue son ampliamente utilizados en el znalisis

espectral se resumen en el cuadro 2.1 junto con las ventanas espectraies correspondientes

CUADRO 2.1

Ejempios de ventanas de intervalo y espectrales

Ventana de Iintervaio Ventana espectral

Rectanguiar i< .
{I < w(f)= 2M{---—S€”2W J,—oo <f<w

- 2aM

Barlett ,
1——,\u\ <M W)= M[&’Wj < f oo
w(u) = -y
Tukey W= ser2 M ]( ! ‘ ]‘ﬁw .
W(it) = 2(l+cosﬁ u|<M S T LF(ZIJ’M)‘ <f«

,

Fuente: Jenkins, G. y D. Watts, op cit, p. 244.

= Ibidem, p. 243
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Usando la propiedaa de convolucion (A 28}, [a expresidn (2 32) puede escrioirse como

Co )= [W()C (f - 9)de.

(2.34)
dende Cyx{f) es el egpectro muestral definido en (24} y
W(f)= [wiue *™du
- {2.35)
es la transformada de Fourier de w(u).
La fransformada inversa correspondiente a (2.35) es
w(u) = [W(f)e>™df.
- (2.36)

De lo anterior, puede esperarse que el estimador suavizado Ciy () permita una mejor
apreximacion al espectro teorico, T w(f). que el estimador muestral Cyx(f); pero tal estimacién

puede ser aun mejorada si se consideran todas las posibles estimaciones sobie el tofal de las

realizaciones del proceso X(t}, esto es, el valor esperado de Cocl ) :
2.3.3 El valor esperado del estimador espectral suavizado
Tomando la esperanza en la expresion (2.34) se obiiene
E[Cy(N)]= [W(E[C(f - 2)dg.

- (2.37)

Sin embargo, para N [recuérdese gue N representa la iongitud del registro] suficienternente
grande, de (2.29) se deduce que

E[C,\:\' (3)] ~1,, (&), (2.38)

entonces
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E[C (@)= [, (f - 2)dg =T . (/).
-% {2.39)

A L) se le llama el espectn

2.2.4 La varianza de los estimadores suavizados

Una propiedad importante de los estimadores anteriores es su varianza pues, como se verd. a
partir de ésta se obtiene una medida de la reduccién de la vananza que resulta al suavizar el
espectro muestral con distintos valores de M Esto puede utilizarse. enionces. como un criterio
para decidir sobre la "bondad” de las estimacioneas.

Segin prueban Jenkins, G y D. Watts.®® una aproximacion a la varianza del estimador
suavizado esta dada per

— 0 TR T 5, . /
Var[C wif )] S ——~N—“— j- w iw)du=T (/) v
"o : (2.41)
donde
[ = J‘wz(u)a’u
o (2.42)

Por gjemplo, para la ventana de Barlett

o = A u = 2
1= 1= du= [ | 1-L | du=Zu,
-7 -AM 3

por lo que

- Tl (2. )

VarlC .. (/)] = X M.
A SVAWES N 3 J

% la Justificacion de esa afirmacién puede encontrarse en Jenkins, G y D Walts, op o, capitulos 2y 6, yen £
Bloomfeld, op ¢if, p.197



Lo antenor muestra que ia vananza dsl estimador espectral suavizado puede reducirse

haciendo paguefa la longitud, M?. de los segmentos en que es dividida ia serie oniginal.

De (2 41) se tiene gue

VarlC, (N _ 1 7, I
J.w (t)du = vk

| (/) N e {2.43)

donde I/N represenia la reduccicn proporcional en la vananza que resuita de utiizar el
estimador espectral suavizade en ugar del estimador muestral. En el cuadro 2.2 se indican los

valores de la tasa de vananza, I/N, correspendiente a cada una de 1as ventanas del cuadro 2.1.

Como ilustracien del concepto anterior, supongase que M es igual a {0 1)N. es decrr,
supongase que se divide la sene onginal en diez subseries (k=10) Entonces, para la ventana
de Barlett, I/N es {2/3)(0.1)=0.067. Por lo tanto, al tomar un punto de truncamiento del 1% de ia

longitud de la sene, ta varianza det estimador suavizado se reduce al 6 7% de la vananza del
especiroc muestral.

CUADRO 2.2

Propiedades de las ventanas espectraies

Ventana I/N Grados de
libertad (v}
Rectangular 2M/N N/M
Bariett 0.667M/N 3NM
Tukey 0.75M/N 2 BBTN/M

Fuente: Jenkins, G. y ©. Watts, op cit, p 252.

2.3.5 Intervalo de confianza para el espectro tedrico

Para construir un intervalo de confianza para el espectro tearico a partir del espectro suavizado

T

es necesario dar primerc una aproximacion a la distnbucion de (s ). A este respectio, los

.
autores antes mencionades® lo hacen mediante una distribucion Ji cuadrada, Zo , donde v es el

nimero de grades de jibertad y esta dado por

(2.44)

A M tamén se le llama el punto de truncanventc de ia sene
“® Jenkmns, G y > Watts, op ¢it, pp. 252-254, ver también P Bloomfield, op ort, p. 187,
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asi que, como es sabido. entre mayor sea el nimero as grados de libertad mas fiable sera &l

estimador pues imphca una vananza menar

Uctv(fy ]
Como Fee () se distnbuye come una /:U, donde v esta dada por (2 44), se sigue
que

P{zu(g} < M < ZU{I —3)} =1-a.
2 1 \X(.f) 2 [2'45\
cen
5 o a
Entonces

24 2 (4
— < ) . =1_
P{Zu(z\)_/‘rug){u(l 2]} 1 «.

De (2.45) se tiene que

| o f\\(f) i @l
P{”‘“(zjs Co () 5‘“{{ 2}'1_“’

de aqui que

(2.46)



por io tanto, el intervale de confianza dal 100(1-¢)% para el espectrs tedrico es

o) W
P U;)}sl“\\,(j)s (éf{ —l-a.
t/fzuklﬁzj /uu\EJ J 2.47)

En {a tercera columna del cuadro 2.2 se muestran los vaiores de v correspondientes a cada
ventana espectral. En este punto es impartante aclarar que el intervalo se construye para una
frecuencia especifica.

Hasta aqui ha sido expuesta la deduccion del espectro medio suavizado asi como la
Justificacion del por qué éste es una mejor aproximacion al espectro tedrico que el espectro
muestral Asi, en el siguiente capitulo se aplicaran los conceptos agui tratados en el problema
practico de la estimacién del espectra de una serie observada y, en particular, de una sere
aconamica.
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CAPITULO 3. APLICACIONES

La finalidad principal en esta parte es plantear y ejempirficar un procedimiento Util en el analisis

espectral practico de series de fiempo aplicando lo expuestc en ics des capitulos anteriores.

E! capitulo comienza con un aigontme. o mas detallado posible. gque describe los pascs a seguir
para caicular la estimacion suavizada de la densidad espectral. ESDE, de una serie de tiempo, en
este caso, de una serie economica. La sere con ia que se llustra el algoritmo es la del indice del
productc interno bruic (PiB) de los Estados Unidos de 1871 & 1894, segun A Maddison ' A
continuacian, se resumen los resultados obtenidos ai aplicar dicho algorntmo. primero en las seres
de! indice del PIB de vanoes paises capitalistas, a saber Alemania, Francia, italia, el Reinc Unido,
Espafia, Argeniina, Brasil, Mexico, India y Chile y, por Ultimo, a las seres de |3 tasa de ganancia de
los Estados Unidos y del indice de precios de Inglaterra.

El criterio empleado para seleccionar tanto las variables como los paises fue muy simple. Ei PiB fue
considerado porque al ser una variable econémica agregada, en prinCipic se considera gue
reflejaria los cambios y movimientos en el ritmo de la evelucion economica del pais estudiado. En
cuanto a los paises, fueron tomados algunoes de los considerados como pertenecientes ai centro del
sisterma y otros a su periferia’y de los cuales se tuvieran senes relativamente largas.® Por su parte,
la tasa de ganancia fue tomada en cuenta por considerarla “la vanable” a estudiar en el analisis de
largo plazo del crecimiento capitalista. Sin embargo, para este trabaje sole fue posible contar con fa
sere de la tasa de ganancia para los Estados Unidos presentada por G. Dumenil y D. Lévy’ que
contiene datos de 1869 a 1989. Asimismo, se incluyé una de las series historicas empieadas por

Kondratieff® para ia deteccion de ciclos largos en Inglaterra durante e! peniedo comprendidc entre
1871y 1925,

' Maddison, A, op cit

2 para una exposicidn ampiia de los conceptos de centro y perfena del sistema véase. por elemplo, Vidal, J My J Martirez
Q 987}, pp. 127-152

En el analisis de seres temparales. suele ser un requisito estadistico el que estas sean significativamente “largas”, y el
qué tanto generalments gueda a e del investigader Por gjemplo, para el andlisis de senes temporales en & dominio del
hempo se recomienda que |a sente contenga al menos 50 o 60 observaciones (R Mc Clovy y R A Hay, 1882, p. 20; E
Unel, 1985, p 18. Citados en J Fernandez, op cif, p B-11)
* Dumén, G y D. Lévy (19933, pp. 353-361.
5N.D Kondratieff (1692). pp. 87-88.
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3.1 ALGORITMO PARA LA ESTIMACION SUAVIZADA DE LA DENSIDAD ESPECTRAL

Antes de comenzar propiamante con &l algontmo. s necasario deducir la expresidn para el calculo

digital de ia estimacidn suavizada de ia densidad espectiral

3.1.1 La formuiacion para el célculo digital de los estimadores espectraies suavizados: ia

estimacion suavizada de la densidad espectrat (ESDE)

Sea x, t=1, 2, ...N; NeN una sene temperal formada por iog valores de una funcien real, X{t); teR,
registrados cada A umidades de hempe (en adelante, ut). Sin pérdida de generaiidad. supongase

que el espaciamiento entre los datos es igual a uno. esto es, A=1

Para esta serie, de acuerde con lo establecido en el capiwlo dos, la estimacion espectral

ey S
suavizada. (“-f(jf , 88

Af =]
)= Twihie, (e ™™ =< f <2

k=—{M =1}

(31)
donde la funcion de autocovananza muestral, ¢ (k), es
l M-k
Co(k)=— > (x, =X)x,, ~D—(N-D<k<N-1
N3 (3.2)

Como en ei capitulo anterior, w(k) es ia ventana de intervaio con puntc de truncamiento M ° Debido

a que, ccmo se vio en el capitulo dos, Cu(f) es una funcién par de ta frecusncia, sdio es
necesano calcularlo para el rango 0<f<1/2, Sin embargo, para guardar la refacién gue existe entre
el espectro y a varianza de ia serie, es necesario duplicar el valor asociado con cada frecuencia en
el rango 0<f<1/2, con lo cual queda considerada tanto la vananza ainbuida al comporente de

frecuencia f, como la correspondiente a la frecuencia - f,, k=1 ,2,...,M-1.7

®Ei punto de truncamiento, M, determina la longitud de [as subseries en que se divide la sere onginal en el proceso de
suavizamiento descrito en las secciones 2.3.1y 2 3.2, pp. 3741
7 Jenkins. G. y 0. Watts, op ait, p. 259 y Shanmugan, K y A. M Braipohl, op cit, pp 148-147.
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Con jo anterior. (3.2} se transforma en

C.ifHr= Z{Cu(o) + ch\r(k)xv(k)COSE,sz}L.O <f< flv,
=z J : (3.3)

y puesto gue la funcidn de gutocovarianza es una funcion par del numers de rezages, k solo se
requiere evaiuarla para kz0.

Por udlhmo, st se utiizan las autocorrelaciones en lugar de las autocovananzas para obtener una
estimacion espectrat que sea adimensional. es decir, independiente de las unidades de medida de
la sene, entonces

- - { 'i-]
__ﬁf((g)‘ =R.(f)= 2{1 +2;r“(k)w(k}C0527€fk}O <7<

w2 | —

(34)
Ry(f) se le llama ia estirnacidn suavizada de (a densidad espectral (ESDE)
En la practica, se sugzerea utilizar un espaciamiento o separacion de los puntes de ia frecuencia dey

orden de “/F, donda F sea cuando menos 2 0 3 veces M, pues ¢on éste generalmente se obtienen

graficas bien detalladas de R A7) Asi, lg farmula final para el célculo de la estimacidn suavizada
de |a densidad espectrai s

r =

ke |
R (=2 Fywik)cos—— .l =12.....F.
<D Z Akywik)cos 3h

,ﬁq,
—
(2
n
Z

3.1.2 El algoritmo

El algontmo consta de dos fases. En la primera de ellas se realiza un analisis estadistico de la serie
considerada aplicando ics conceptos vistos en el capitulo uno, mientras que en ia segunda se
comienza proplamente con ef anakisis espectral de ia serie.

Para ilustrar el procedimiento practico aqui sugernido para la estimacion del espectro, esto es, del

ulo de ia ESDE, a partir de una sene de tiempo dada. considérese |a serie del indice del PIB de

8 Sugendo por Cooley, J W, P AW Lewis y P. Weich; citade en Jenkins, W y O. Watts, op oif, p 261
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los Estados Unides mostrada en la figura 3.1 (esta serie es la misma gue la mostrara en la figura
2.2C)

FIGURA 3.1

indice del PIB de los Estados Unidos, 1870-1995 {1913=100}

1200 e . —
i
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o < o [=] o] o o =] = s ] jo o
I~ @ [o3) o] g o [a] oy '] o] I~ < [=2]
= ¢ 2 ¢ =z & & & & & 3 & 3

Fuente: Elaboracion propia con los datos de Maddison, A, op cit, pp. 215-217

Primera fase: Analisis estadistico nreliminar de Ia serie

El primer paso del algorimo consiste en ia iInspeccidn visual de la sere Como puede notarse, la
sere tizne una tendencia claramente creciente, o cual es una primera indicacién de su no
estacionariedad, misma gue s& ve confirmada per los resultados cbtenides al aplicarie la prueba de
Dickey- Fuller aumentada®, segun la cual, con un nivel de confianza del 99% puede afirmarse que la
serie del indice del P!B es no estacionaria,

Come fue establecido en los capitulos anteriores, la aplicacidn de la técnica de analisis espectral
requiere gue ia serie sea estacionaria. 3l no o es, debe aphcarsele alguna transformacién gue
genere ctra serie. a pariyr de la onginal, que pueda considerarse estacionaria y que conserve las
caracteristicas de la sere criginal.

® Para una descnpcion sobre esta prueba véase. por gjemplo, Lilien, D. M., 1984, pp. 178-180.
' L os resultados de las pruebas de estacionariedad se muestran en el anexo estadistico de este capitule
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El segundo pasc consiste entonces en transformar la serie y confirmar que la serie resultante sea

estacionaria. En este caso, la transformacidn que se utilizara es la tasa de crecimiento del indice
dei PIB, misma que se muestra &n &l figura 3.2

FIGURA 3.2
Tasa de crecimientio del indice dei PIB de los Estados Unidos, 18711984
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Fuente; Elaboracion propia.

Segun la prueba de Dickey-Fuller aumentada, con un nivel de confianza del 99% puede asegurarse
que la serie de la tasa de crecimiento dei PIB de los Estados Unidos es estacionaria.

Como tercer paso, es recomendable graficar la funcion de autocorrelacion de la serie
transformada. Generalmente bastara con cbtener las primeras N/4 correlaciones (N es el nlmero
de datos de la serie), salvo que se considere gue las correlaciones mas alia de las primeras N/4
son significativas. En este ejercicio y los siguientes se consideraran las primeras 36 correlaciones
simplemente por ser este el ndmero que por omisién calcula Econometric Views y porque 36
abarca mas que ta cuarta parte de la serje original.

La forma de la funcion de autocorrelacion no permite concluir con toda cetteza la presencia de
ciclos en la serie; sin embargo, dado su comportamiento en cuanto a la alternancia de signos, es
presumible que asi sea; no obstante lo anterior, solo en los rezagos k=1, 5 y 6 se fienen valores

significativos de las autocorrelaciones, segun el intervalo establecido por Econometric Views,
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mismo que se muestra, en lineas punteadas, en ia figura 3.3. Debido a esto, es dificil afirmar, solo
a partir de la informacion proporcionada por las autocorrelaciones muestrales, cuantos ciclos y de
qué duraciones estan presentes en la serie, por Ic que los pasos siguientes del algoritmo
consistiréan en calcular la ESDE para determinar, con mayor claridad y confianza, la existencia de
ciclos en Ia serie estudiada.

FIGURA 3.3
Funcidn de aitocorreiacion muestral de lz tasa de crecimiento del PIB de los Estados

Unidos para los primeros 36 rezagos

Funcion de autocorrelacién muestral

04 - e —— - il

rezago

Fuente: Elaboracién propia de acuerdo con ios datos generados por el paguete estadistico
Econometric Views.

Segunda fase: E} calculo de ia ESDE

Como fue visto en la seccion 3.1.1, la formulacidn final para el calculo de ta ESDE es

M- Tflk
R (D= 2{1+2Zrﬁ(k)w(k) cos—F},l =12,....F,

k=1
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donde

I: indice o contador de los puntos de ia ESDE

red): funcion de autocorrelacion de ia serie estacionaria (en esie caso, la tasa de crecimiento del
indice del PIB de los Estades Unidos, 1871 5 1984)

wi(k). ventana de intervalo

F. nimerc de puntos deseados para la grafica de la ESDE

La veniana de intervalo puede ser cualquiera que cumpla las condiciones establecidas en (2.33).
Por ejemplo, A. Ambardar'" presenta una lista de quince ventanas que cumplen tales condiciones.
En este ejercicio se utilizara la ventana de Barlett y en la seccidn 3.2 se repetird el andlisis para
esta misma serie utilizando la ventana de Tukey, ambas mostradas en el cuadro 2.1. Ambas
ventanas fueron seleccionadas porque suU expresion matematica es sencilla, lo que facilita el calculo
de la ESDE.

El cuarto paso consiste en el calculo de la ESDE utilizando |a ventana de Barlett. Del cuadro 2.1 se

tiene que la ventana de intervalo de Barlett es
U

wu)=1l-—us M; M >0,
M

donde M. como antes, es el punto de truncamienic de Ia serie o, en otras palabras, ia longitud de
las subseries en que es dividida la serie analizada. Equivalentemente, M es el tamario de la base de
la ventana de intervalo, tal como fue expuesto en el capitulo 2.

Asi pues, hay gue determinar primero los valores de F y de M. Si bien el valor de F no es dificil de
escoger pues F es, como ya se dijo, el numero de puntos gue se deseen calcular de la ESDE, se
recomienda ' que cuando menos abarque 2 o 3 veces M (por ejempio, con F=30 puntos se obtiene
una grafica clara y suave de la ESDE); por su parte, para determinar el valor adecuado de M no hay
un criterio especifico, asi que lo recomendable es escoger un vaior inicial pequefio de M, digamos
M=3 {esio es, se divide la serie estudiada en subseries con tres datos cada una) y calcular ila ESDE
para ese valor de M. Si la grafica resulta llana en el sentido de que en ella no sobresale ningan pico,
entonces debe rehacerse el calculo considerando una M mayor; que tanto? Dos o tres veces el
valor inicial, por ejemplo. Como puede notarse, el criterio para determinar M es bastante amplio;
asimismo, tampocc hay manera de saber can certeza cuanda hay que detener el proceso de ajuste

" Ambardar, A. (1995), p. 645.
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de la M. Asi que la decisidén sobre cual M es la gue proporciona ia mejor estimacion espectral
queda, en gran parte, a juicio del investigador a partir de considerar tanto ef conocimientic con que
se cuente del fenomeno estudiado como el nimero de grados de fibertad ascciados con cada
frecuencia scbresaliente de la grafica de [z ESDE, la longitud del intervalo de confianza que se
calcule para el espectro tedrica en dichas frecuensias y la magnitud de la varanza abtenida con
cada valor de M.

Entonces, sea F=30 y comigncese con M=3. Asi, la ESDE queda expresada como
Y q p

e 2 e

R.(D= 2{1+22rxx(k)tl—§—

k=1

=2¢1+2 rﬂ(l)(l—l)cos£+rxx(2)(1—-z]cosz—ﬂi
3 30 3 30
=2:1+2) 0267 ~2~)cosﬁi—+0.044(—14)cos'rz—ﬂ—i— 1=12,...,30.
3 30 3 30

Para faciitar el caiculo de la expresion anterior se construye el siguiente cuadro:

2 Ver capituic 3, p. 48.
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CUADRO 3.1
Calculo de la ESDE de la tasa de crecimiento del PIB de los Estados Unidos utilizande la

ventana de Barlett con M=3

{ i ESDE:
| | f=I/2F | cos(x*IfF) {1+cosm/3) (1) | cos{2z"YF) | (1+cesi2m3)) {1}™ | R ([)=2(T+i+il)
*co8(x*l/F) cos(27UF)

0 0 1 (,3815 1 Q.0170 2.8170

1 (0.0167] 0.9945 0.3894 0.9781 0.0766 2.8120

2 |0.0333| 0.9781 0.3829 0.9135 0.0155 2.78970

3| 005 0.9511 0.3723 0.8090 0.0138 27722

4 10,0667 0.9135 0.3577 0.6691 0.0114 2.7381

5 10.08331 0.8680 0.33¢0 0.5000 $.0085 2.6951

6 [0.1000] 0.8090 0.3167 0.3090 0.0053 2.6440

7 {01167 0.7431 0.2909 0.1045 0.0018 2.5854

8 (0.1333] 0.68691 0.2620 -0.1045 -0.0018 2.5204

9 10.1500Q| Q.5878 0.02301 -0.3090 -0.0053 2.4497

10 10.1667| 0.5000 0.1958 -0.5000 -0.0085 2.374%
110.1833| 0.4067 0.1592 -(.6691 -0.0114 2.2957
1210.2000] 0.3090 01210 -0.8080 -0.0138 2.2145
1310.21671 0.2079 .0814 -0.9135 -0.0155 21317
14 10.2333¢ 0.1045 0.0409 -0.09781 -0.0166 2.0485
1510.2500| 0.0000 0.0000 -1.000 -0.0170 1.9660
16 |0.2667| -0.1045 -0.0409 -0.9781 -0.0166 1.884S
17 10.2833) -0.2079 -0.0814 0.2135 £.0158 1.8061
18 {0.3000( -0.30%0 -0 1210 -0.8090 -0.0138 1.7305
19 0.3167| -0.4067 -0.1592 -0.6691 -0.0114 1.6588
2010.3333| -0.5000 -0.1958 -0.5000 -0.0085 1.5915
2410.3500) -0.5878 -0.2301 -0.3090 0.0053 1.5293
22 {0.3667| -0.6691 -0.2620 -0.1045 -0.0018 1.4725
2310.3833| -0.7431 -0.2908 0.1045 0.0018 1.4217
24 10.4006| -0.8080 -0.3167 0.3080 0.0053 1.3770
2510.4167| -0.8660 -0.3350 0.5000 0.0085 1.3389
26 1043331 -0.9135 -(3.3577 0.6691 0.0114 1.3074
27 10.4500| -0.9511 -0.3723 0.8090 0.0138 1.2828
28 10.4667 -0.9781 -0.3828 0.9135 0.0155 1.2652
2910.4833] -0.9945 -0.3894 ).9781 0.0166 1.2545
30 10.5000| -1.0000 -0.3815 1.0000 0.0170 1.2510

Fuenfe: Elaboracion propia.

La Gitima columna del cuadro anterior contiene los datos de la ESDE, cuya grafica como funcidn de
ia frecuencia (segunda columna) se muestra en la figura 3.4.
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FIGURA 3.4
ESDE de la tasa de crecimiento dei PIB de los Estados Unidos usando ta ventana de Barlett
coh M=3

05 -

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5

P

Fuente: Elaboracion propia de acuerdo con 10s datos del cuadro 3.1.

El sextc paso se rata de la interpretacion de la gréfica obtenida en el paso anterior. Como los
datos de la serie estudiada son anuales, entonces la frecuencia, representada en ef eje honzontal,
esta medida en ciclos por afio.

El eje vertical corresponde a los datos de [a ESDE que, por la forma de calcularla, es
adimensional™ y su interpretacién es simitar a la que tiene la varianza en el dominio del tempo. De
manera general, se asume que si en la grafica de la ESDE sobresale uno o mas picos, querria decir
que fa varianza de la serie se deberia a la presencia de componentes ciclicos en ella con
frecuencias aproximadas a aqueilas que presentan el pico. Por el contrario, el que la grafica de la
ESDE resuite llana usualmente es interpretado como indicador de ia ausencia de ciclos en la serie
analizada. Sin embargo, cuando la M utilizada es muy pequefia, como en el presente ejemplo, la
grafica llana pedria indicar, mas que la ausencia de ciclos en ia serie, ia necesidad de incrementar
el valor de M. Analogamente, suele suceder que cuando M es demasiado grande, la ESDE
presente mas picos que los atribuibles a fiuctuaciones ciclicas de |a serie.

18 ver capitulo 3, p. 48.
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Catno en este ejemplo el valor irucial de M fue muy pequefio, la grafica de fa ESDE no proporciona
ninguna informacién sobre la naturaleza ciclica de la serie considerada por lo cual es necesario
repetir los pasos quinio y sexto para un vaior de M mayor, tal coma M=9.

Repeticion de los pasos quinto y sexto con M=9

Para M=8, la ESDE se expresa como

( 8 k mdk
R (DH=2{14+2 K 1—— —31=12,...30.
() { Y )[ 9)cos 30}

Para ef caleulo de ésta se construye un cuadro andlogo al antenior pero con mas columnas pues el
limite superior de la sumatoria se incrementd de 2 a 8. Para aligerar la ilustracion del algeritmo, en
el cuadro 3.2 solo se muestran las columnas correspendientes a [a frecuencia y a la ESDE obtenida
con M=9.

CUADRO 3.1
Calculo de la ESDE de la tasa de crecimiento del PIB de los Estados Unides utilizando la
ventana de Barlett con M=9

Frecuencia ESDE | Frecuencia ESDE | Frecuencia ESDE
{M=9) {M=9) (M=9)
0 1.8589 0.1667 2.9180 0.3332 1.56%96
0.0167 1.8580 0.1833 2,3904 0.3500 1.4959
0.0333 2.2409 0.2000 1.8088 0.3667 1.3894
0.05 2.6513 0.2167 1.5472 0.3833 1.2803
0.0667 31102 0.2333 1.3414 0.4000 1.1949
0.0833 3.5242 0.2500 1.2853 0.41867 1.1485
0.1000 3.8047 0.2667 1.3383 0.4333 1.1425
0.1167 3.8866 0.2833 14418 0.4500 1.1668
0.1333 3.7446 0.3000 1.5381 0.4667 1.2042
0.1500 3.4006 0.3167 1.5862 0.4833 1.2358
Fuente: Elaberacién propia.

En la figura 3.5 se presenta la grafica correspondiente a los datos del cuadro 3.2.
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FIGURA 3.5
ESDE de la tasa de crecimiento del PIB de los Estados Unidos usando la ventana de Barlett
con M=9

B o

Fuente: Elaboracién propia a partir de los dates del cuadro 3.2.

Como se aprecia en la grafica, el incrementar el valor de M dio como resuitado una estimacion a
partir de ia cual si puede obtenerse informacion Util sobre los ciclos presentes en la serie
correspondiente. Los dos picos que sobresalen en la ESDE corresponden, de manera aproximada,
a las frecuencias f,=0.125 y ,=0.35 cicios por afio. Al tomar los inversos de las frecuencias
anteriores se obtienen los pericdos aproximados de los ciclos detectados en ia serie. Asi, a la
frecuencia f; 2 corresponde un periode de 8 afios, mientras que para f, se tiene un periodo de
apraximadamente 3 afios.

Comoe la ESDE es una aproximacién del espectro y éste es la contraparte de (8 varianza en el
dommio de la frecuencia, entonces puede afirmarse que la vananza de la sefie onginal se debe
basicamente a dos componentes ciclicos con periodes aproximados de & y 3 afios,
respectivamente.

Es en este punto cuando puede considerarse como satisfactoria la estimacion obtenida con M=9

pues, como se ve en la figura 3.6, al aumentar el valor de M a 18, se obtiene una grafica con tantos

picos que se vuelve dificil rescatar informacion util de ésta.
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FIGURA 36
ESDE de ia tasa de crecimiento del PIB de los Estados Unidos usando la ventana de Barlett
con M=3

S
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Fuente: Elaboracion propia de acuerdo con datos generados a partir de la expresion (3.5).

El escoger entonces M=9 como el punto de truncamiento que proporciona una mejor estimacion de
la naturaleza espectral de la serie se justifica también mediante la comparacion de las tasas de
reduccion de la varianza que se cbtienen para cada valor de M. Estas tasas se calcuian cemo lo
indica la segunda columna del cuadro 2.2. Asi, para la ventana de Barlett, la expresion de ia tasa de
varianza es I/N=(0.667)M/N. Sustituyendo los valores de M se obtienen los siguientes resultados:
0.016, para M=3; 0,048, para M=9 y 0.09 para M=18 Lo anterior quiere decir que al dividir la serie
en subseries de fongitud tres, la vananza de ta ESDE se reduce al 1.6% de la varianza del espectro
muestral™ | mientras que con M=9 [a reduccién es al 4.8% y para M=18, al 9%. Aun cuando Ia
reduccion de la vananza es mayor en ¢l pnmer case, la ESDE correspandiente se descarta comoe la
mejor estimacion de las tres pues resulta una curva sin picos. Por tanto, se elige la estimacion
obtenida con M=9 pues da una reduccion de la varianza mayor que la de M=18 y, ademas, la
informacion deducida a traves de su forma grafica es mas clara que las ofras dos.

Como Ultimo paso, se aconseja construir infervalos de confianza para el espectro tedrico a partir de
las frecuencias significativas mostradas por [a ESDE para M=9.

"4 \er capitule 2, pp 42-43.
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Paso final {séptimo y dltimo): Construccidn de intervalos de confianza para el espectro tedrico en

las frecuencias f=0.125 y f,=0.35 ciclos por afto.

El intervaio de confianza del 100{1-«)% para una frecuencia dada, de acuerdo con la formulacién

N
~
-
(1]
o

fina! de la ESDE y con la expresion (2.

215 "

Para este ejercicio se construran intervalos del 95% y 90% para las frecuencias £,=0.125 y ,=0.35

ciclos por afio.

Por la tercera columna del cuadro 2.2 se sabe gue &l nimero de grados de libertad asociados con
la ventana de Barlett es v=3N/M. Sustituyendo entonces M=8 v N=124 se tiene que v=41.33; sin
embarge, como el nimero de grados de libertad debe ser entero, se foma v=41. De aqui que &l

intervalo de confianza del 95% para §,=0.125 sea .

41R_(0.125) < 41R_(0.125)
1-% “FXX(O.DS)_-————Q{)E
Xatl 3 X 5

P{41Ru 012 1 195 < H1Re (0.125)}
Z0(0975) Z4(0025)

P

_p 41(1. 931) (0125) <41(1.931)}
59.34 2442

Por tanto, el intervalo de confianza del 95 por ciento para et espectro tetrico en §1=0.125 ciclos por

afic es

(13341 <T,, (0125) < 3.2420).
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Lo cual quiere decir que con un nivel de confianza del $5% puede afirmarse que el valor del
especiro tedrico en £,=0.125 se encuentra entre 1.3341 y 3.2420.

Y el correspondiente al espectro tedrico en ,=0.35 es
(1.3403 <TI(035) < 3.2570)

Andlogamente, con un nivel de confianza del 90 por ciento se obtienen fos siguientes intervalos:

Para f,=0.125 el intervalo es
(1.4201 <T(0.125) < 2.9864),
y para f,=0.35 queda

(14266 <T(0.35) <3.0001).

Con esto concluye la presentacién y ejemplificacion del algoritmo que se sugiere seguir en el
andlisis espectral practico de series de tempo.

En la seccion siguiente se aplica este procedimiento a once series econémicas.
3.2 EL ANALISIS ESPECTRAL DE SERIES ECONOMICAS

En esta seccién se resumen los resuitados obtenidos al realizar el analisis espectral de las series
del indice del PIB de Francia, Estados Unidos, el Reino Unido, Alemania, ltalia, Espana, Argentina,
Brasil, Chile, India y México, v de las series del indice de precios de Inglaterra y de la tasa de
ganancia de los Estados Unidos, con el fin de identificar, de haberlos, ios ciclas presentes en ellas.

En todas las series, la prueba de Dickey-Fulier aumentada indico, con un nivel de confianza del
99%, su no estacionariedad; sin embargo, las series correspondientes a fa tasa de crecimiento de
cada una resultaron, de acuerdo con dicha prueba, ser estacionarias con el 99% de confianza por lo
que el andlisis se realizd con base en estas Ultimas pues, como se expuso en los capitulos
anteriores, la estacionariedad es un requisito que deben cumplir las series para ser analizadas
mediante su ESDE.
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En todos los casos, por homogeneidad, se uiilizod la ventana de Tukey; asimismo, el punto de
truncamiento M=9 fue el que se consideré que proporcionaba la ESDE mas clara y explicativa de la
naturaleza ciclica de las series.

Como fue visto, la grafica de 'a ESDE proporcicna informacién sobre los ciclos que tienen una
marcada presencia en la serie correspondiente o, de manera equivalente, muestra las frecuencias
de los ciclos que provocan o explican la mayor parte de su varianza. Dichas frecuencias son
basicamente aauellas en las cuales la ESDE muestra un "pica” notable bien definide. Sin embargo,
en algunos casos, como ocurrio con las series de Espafia y Brasil, la decision sobre ia significancia
de aloun “pico” resulta un tanto subjetiva pues su forma grafica no es tan acentuada. No cbstante lo
anterior, la eleccion de ias frecuencias esta ademas respaldada por la censtruccién de intervalos de
confianza para el valor del espectro teérico en tales frecuencias.

Can la intencién de comparar la ciaridad de la informacién proporcionada por la ESDE scbre la
naturaleza ciclica de una serie con aguella obtenida a partir de la inspeccidn de su grafica como
funcién del tiempo, en cada caso se presenia ia serie de la tasa de crecimiento y la ESDE calculada
con base en ésta y, al final de las trece series analizadas, un cuadro con los principales resultados
obtenidos, como el periodo aproximado de los ciclos detectados.

Finaimente, en el anexo estadistico de este capitulo se muestran los resuliados de las pruebas de
estacionariedad aplicadas, asi como las graficas de la serie original y de la funcién de
autocorrelacion muestral de su tasa de crecimiento junto con el intervale de significancia sugerido
por Econometric Views segun el cual, se consideran nulas las autocorreiaciones que gueden dentro
de ios limites de dicho intervalo.
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FRANCIA

Tasa de crecimento del indice del PIB de Francia, 1871 a 1954
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 212-214.

ESDE de la tasa de crecimiento del indice del PIB de Francia
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Fuenté Elaboracion propia.



ALEMANIA

Tasa de crecmiento del indice del PIB de Alemania, 1871 2 1804
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Fiente: Elaboracion propia a partir de los datos de A, Maddison, op G, pp. 212214,
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Fuente: Elaboracion propia.
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Tasa de crecmento del indice del PB de falia, 18712 1984
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Fuente: Eiaboracion propia a partir de los datos de A Maddison, op cit, pp. 212-214.

ESDE de la tasa de crecimiente del indice del PIB de ltalia
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Fuente: Elaboracién propia.
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CHILE

Tasa de crecimiento del indice del PIB de Chile, 1901 a 1994
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Fuente: Elaboracién propia a partir de los datos de A. Maddison, op ¢it, pp. 222-223.

ESDE de ia tasa de crecumento del indice del PIB de Chile
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Fuente: Elaboracién propia.



ARGENTINA

Tasa de crecimiento del indice de! PB de Argenting, 1901 a 1994
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 222-223.

ESDE de la tasa de crecimenio de! indice del PB de Argentina
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Fuente: Elabaracion propia.



BRASIL

Tasa de crecimento def indice del PIB de Brasil, 1901 a 1384 q
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Fuente: Elaboracion propia a partir de fos datos de A. Maddison, op ¢, pp- 329-223.

ESDE de la tasa de crecimiento del indice del FIB de Brasi i
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Fuente: Elaboracién propia.
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ESPANA

Tasa de crecimiento del ndice del PIB de Espafia, 1901 a 1894
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ESTADQOS UNIDOS

Tasa de crecimento del indice del PIB de los Bstados Unidos, 1871 a 1984
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Fuénte’ Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op ct, pp. 214-217.
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ESDE de la tasa de crecimiento del indice del PIB de los Estados Unidos }
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Fuente: Elaboracién propia.
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REINO UNIDO

Tasa de crecimento dei indice del PIB dei Reinc Unido, 1871 a 1994
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 214-217.

ESDE de la tasa de crecimento del indice del PIB del Reino Unido
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MEXICO

Tasa de crecmmiento de! indice del PIB de México, 1922 a 1594
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Fuente; Elaboracion propia.
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S S — -

Tasa de crecimento del indice del PIB de Inda, 1901 a 1994 !
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ESDE de la tasa de creciviento del indice del PIB de fa India
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TASA DE GANANCIA DE L.OS ESTADOS UNIDOS

Tasa de crecimento de fa tasa de ganancia de ios Estados Unidos, 1870 a
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Fuente: Elaboracion propia a partir de ios datos de Dumenil, G. y D. Lévy, op cit, pp.354-361.

ESDE de la tasa de crecimiento de la tasa de ganancia de los Estados Unidos
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[NDICE DE PRECIOS DE INGLATERRA

Tasa de crecmiento det indice de precios de inglaterra, 1781 a 1925
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Fuente: Elaboracién propia a partir de los datos de N. D. Kondratieff, op cit, pp.87-89

ESDE de la tasa de crecimiento del indice de precios de ingiaterra
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RESUMEN DE RESULTADOS

Pais Frecuencias Periodo Ryx(f) Intervalo de
sobresaiiente (f) {1/f) confianza del 35%
en cicilos por en afos para el espectro

periodo : tedrico en §

Francia 0.08y0.28 125y 35 32y258 {223,577y
(1.8, 4.66)
Estados Unidos 0.11y0.325 9.09y 3.08 3.88y1.85 277y
{(1.08 2.8
Reino Unido 0.11y0.415 9.08y241 417y1.4 (2.9, 7.5}y
{0.97, 2.52)

Alemania 085 10.5 3.41 (46.08, 24.79)
ttalia 0.11 9.09 3.07 (2.13, 5.52)
Argentina 0.27 37 223 {1.41, 4.09)

Brasil 0.41 2.44 1.93 (1.215, 3.531)
México 0.38 2.66 211 {1.26, 4.23)
India 0.41 2.44 3.08 (1.92, 5.71)
Chile 0.19 526 3.59 (2.5, 6.48)

Espanfa 0.41 2.44 1.671 {0.99, 2.875)
(Inglaterra) Indice 0.1 10 3.36 (1.88, 7.8)

de precios

(Estados Unidos) 0.15 6.7 3.25 (2.07, 5.88)

tasa de ganancia

Fugnte: Elaboracion propia.
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ANEXO ESTADISTICO

En esta parte se muesiran, para cada serie considerada, las graficas de la serie original {el indice
del PIB de once de ellas, el indice de precios de Inglatetra y la tasa de ganancia de los Estados
Unidos) y de la funcion de correlacién muestral o correfograma junto con el intervaio de significancia
para las autocorrelaciones sugerido por Econometric Views, asi como ios resultados obtenidos al
aplicar la Prueba de Dickey Fuller Aumentada sobre estacionariedad tanto a las series originales
como a sus tasas de crecimiento (para distinguirlas, cuando [a prueba se realizé sobre el indice, al
nombre del pais correspondiente se le agregd una “I" al inicio). En todos los casos, segtn dicha
prueba, puede afirmarse, incluso con un nivel de confianza del 89%, que la serie griginai no es
estacionaria mientras, que la de su tasa de crecimiento si resuita ser estacionaria.’ El orden en que
se muestran los resultados del anexo es el mismo que el seguido en el capitulo 3.

1 para una explicacién de esta prueba y de los resultades que con ella se obtienen. véase Lilien, D. M. ef al, op ¢it, pp. 178-
183, o cualquier manual de Econometric Views.



FRANCIA

indice def crecimiento del PIB de Francia, 1870 a 1994 :
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 212-214.
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IFRANCIA

TADF Test Statistic 1.911801 1% Critical Value® -3.4856 ﬁ
5% Criticai Value -2.8855
10% Critical Value -2.5794
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D{IFRANCIA)
Date: 02/01/99 Time: 21:27
Sample: 1875 19984
Included observations: 120 after adjusting endpeints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
IFRANCIA(-1) 0.010341 0.005409 1.911601 0.0584 |
D(FRANCIA(-1)) 0.394792 0.095018 4.154907 0.0001 ]
D{FRANCIA(-2)) -0.042324 0.104952 -0.403269 0.6875 i
D(IFRANCIA{-3)) 0.200887 (.104400 1.922284 0.0571 \
D(IFRANCIA(-4}) -0.027765 0.102243  -0.271557 0.7865 H
C 0.5082086 1.086510 0.474638 0.6360}
R-squared 0.376213 Mean dependent var 5.596667
Adjusted R-squared 0.348854 S.D. dependent var 9.820241
S.E. of regression 7.924308 Akaike info criterion 4188577
Sum sguared resid 7158.591 Schwariz criterion 4.327951 |
Log likelihood -415.5872 F-statistic 13.75094 |
L Durbin-Watson stat 1.084884 Prob(F-statistic) o.aoooooj
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on FRANCIA

ADF Test Statistic -5.412310 1% Critical Value® -3.4861 —’
5% Critical Value -2.8857
10% Critical Vaiue -2.5795
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(FRANCIA)
Date: 02/01/99 Time: 20:52 '
Sampie: 1876 1994
Included observations: 119 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
FRANCIA(-1) -0.872506  0.161208 -5.412310 0.0000
D(FRANCIA(-1)) 0.175431 0.147820 1.186792 0.2378
D(FRANCIA(-2)) 0.026720 0.135495  0.197204 0.8440
D(FRANCIA(-3)) 0.245000  0.110603 2.215124 0.0288
D(FRANCIA(4)) 0.172453  0.0892666 1.923287 0.0570
Cc 0.021434  0.007814  2.743069 0.0071
R-squared 0.442344 Mean dependent var -9.60E-05
Adjusted R-squared 0.417669 S.D. dependent var 0.095756
S.E. of regression 0.073072 Akaike info criterion -5.183506
Sum squared resid 0.603371 Schwariz criterion -5.043382
Log likelihood 1455649 F-statistic 17.92680
Durbin-Watson stat 2.058652 Prob(F-statistic) 0.000000
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ALEMANIA

‘ indice de! crecimento del PIB de Alemarnia, 1870 & 1994
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Fuente: Elaboracién propia.




Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IALEMANIA

ADF Test Statistic 3.087281 1% Critical Value™ -3.4856
5% Critical Value -2.8855
10% Critical Value -2.5794
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuiler Test Equation
LS // Dependent Variable is D(IALEMANIA)
Date: 02/01/99 Time: 21:28
Sample: 1875 1894
inciuded observations: 120 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
IALEMANIA(-1} 0.018137 0.005875 3.087281 0.0025
D(IALEMANIA(-1)) 0.547775 0.095485 5736187  0.0000
D(IALEMANIA(-2}) -0.320271 0.111399  -2.874984 0.0048
D(IALEMANIA(-3}) 0.164299 0.111697 1.470938  0.1441
D(IALEMANIA(-4)) -0.108975 0.100483  -1.084510 0.2804
C 0.763744 1.397933 0.546338 0.5859
R-squared 0.380719 Mean dependent var 7.028667
Adjusted R-squared 0.353557 S.D. dependent var 13.47141
S.E. of regression 10.83124 Akaike info criferion 4813576
Sum squared resid 13374.00 Schwariz criterion 4 952950
Log fikelihood -453.0872 F-statistic 14.01687
L Durbin-Watson stat 1.970452 Prob(F-statisiic)

0 .OOOOOOJ
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on ALEMANIA

ADF Test Statistic -5.143731 1% Critical Vaiue* -3.4861
5% Critical Value -2.8857
10% Critical Value -2.5795

—

=

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

.S // Dependent Variable is D(ALEMANIA)

Date: 02/01/2¢ Time: 20:58

Sample: 1876 1994

Included observations: 119 after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error  T-Statistic Preb.

ALEMAMNIA(-1) -0.871456  0.169421  -5.143731 0.0000
D(ALEMANIA(-1)) 0.247277  0.148856 1661180  0.0994
D(ALEMANIA(-2}) 0.047805  0.134216 0.356183  0.7224

D(ALEMANIA(-3)) 0.147394 0.109979 1.340207 0.1829
D(ALEMANIA(-4)) 0.002883 0.093592 0.030807 0.9755

C 0.026655 0.008366 3.186232 0.0019
R-squared 0.375070 Mean dependent var 0.000188
Adjusted R-squared 0.347419 S.D. dependent var 0.088428
S.E. of regression 0.071434 Akaike infa criterion -5.228855
Sum squared resid 0.576620 _Schwartz criterion -5.088731
Log likelihood 148.2632 F-statistic 13.56407

Durbin-Watson stat 2002161 Prob(F-statistic) 0.000000
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ITALIA
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cif, pp. 512214,

Funcion de autocorrelacidn muestral
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Fuente: Elaboracion propia.
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on [ITALIA

ADF Test Statistic 2.865323 1% Critical Value® -3.4856
5% Critical Value -2.8855
10% Critical Value ~2.5794
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variabie is D(IITALIA)
Date: 02/01/28 Time: 21:34
Sample: 1875 1994
Included observations: 120 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
HTALIA{-1) 0.015554 0.005568 2.865323 0.0050
D{NTALIA{-1)) 0.407862 0.095378  4.276236 0.0000
DUITALIA(-2)) -0.0687119 0.106988 -0.627347 0.5317
D(ITALIA(-3)) 0.033313 0.106595 0.312515 0.7552
DUITALIA(-4})) -0.025600 0.102478  -0.249805 0.8032
C 1.045714 1.300000 0.804395 0.4228
R-squared 0.400674 Mean dependent var 8.1316867
Adjusted R-squared 0.374388 S.D. dependent var 13.01916
S.E. of regression 10.28759 Akaike info criterion 4712526
Sum squared resid 12088.60 Schwartz criterion 4.851901
Log fikelihood -447.0242 F-statistic 15.24273
Durbin-Watson stat 1.981229 Prob(F-statistic) 0.000000
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on ITALIA

ADF Test Statistic -5.012901 1% Critical Value* -3.4861
5% Critical Value -2.8857
10% Critical Value -2.5795

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

LS // Dependent Variable is D{ITALIA)

Date: 02/01/98 Time: 20:59

Sample: 1876 1994

Included cobservations: 119 after adjusting endpoints

Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
ITALIA{-1} -0.911217 0.181774  -5.012901 0.0000
D{ITALIA(-1)) 0.143811 0.161682  0.880470 0.3756
DITALIA(-2)) 0.113616 0.135987 0.811621 0.4187
D{TALIA(-3)) 0.039188 0.118455  0.330823 0.7414
D(ITALIA(-4)) 0.024346 0.093808 0.259534 0.7957
C 0.025652 0.007537 3.403431 0.0009
R-squared 0.391796 Mean dependent var -5.75E-05
Adjusted R-squared 0.364884 S.D. dependent var 0.075527
S.E. of regression 0.060180 Akaike info criterion -5.571380
Sum squared resid 0.409386 Schwartz criterion -5.431257
Log likelihood 168.6435 F-statistic 14.55857

Durbin-Watson stat 1.894060 Prob(F-statistic) Q.000000
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CHILE

Indice del crecimiento del PIB de Chile, 1870 a 1994 |
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cif, pp. 222-223.
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Augmented Dickey-Fulier Unit Root Test on ICHILE

ADF Test Statistic 3.326970 1% Critical Value”® -3.5031 1
5% Ciritical Value -2.8932
10% Critical Value -2.5834
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis cf a unit root.
Augmented Dickey-Fuiler Test Equation
LS // Dependent Variable is D(ICHILE)
Date: 02/01/29 Time: 21:42
Sample: 1904 1894
Included observations: 91 after adjusting endpaints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
ICHILE{-1) 0.040899 0.012293 3.326970  0.0013
D(ICHILE{-1)) 0.190186 0.110842 1.714273 0.0900
D(ICHILE(-2)} -0.126173 0.115276  -1.094524 0.2767
C -2.423444 4163469 -0.582073 0.5620
R-squared 0.212850 Mean dependent var 11.55275
Adjusted R-squared 0.185707 S.D. dependent var 26.37600
S.E. of regression 23.80122 Akaike info criterion 6.382435
Sum squared resid 49285.35 Schwartz criterion 6.492802
Log likelihood -415.5242 F-statistic 7.841786
ujurbin-Watson stat 1091229 - Prob(F-statistic) 0.000108

86



Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on CHILE

" ADF Test Statistic ~ -8.095046 1% Critical Value® 3.5031
5% Critical Value -2.8932
10% Critical Value -2.5834
| *MacKinnon critical values for rejection of hypaothesis of a unit root. i
|
Augmented Dickey-Fuiler Test Equation
LS // Dependent Variable is D(CHILE)
Date: 02/01/89 Time: 21:11
Sample: 1904 1994
Included observations: 91 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
CHILE(-1) -1.532541 0.189318  -8.095046 0.0000
D(CHILE(-1)) 0.507004  0.141827 3.674797  0.0008
D(CHILE(-2}) 0.251435  0.104408 2408186  0.0181
c 0.052488 0.009950  5.274930 0.0000
R-squared 0.549824 Mean dependent var 0.000133
Adjusted R-squared 0.534301 S.D. dependent var 0.106225
S.E. of regression 0.072490 Akaike info criterion -5.205651
Sum squared resid 0.457168 Schwartz criterion -5.095284
Log likelihood 111.7337 F-stafistic 35.41927
Durbin-Watson stat 2.059782 Prob(F-statistic) 0.000000
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ARGENTINA

indice del crecimiznto del PIB de Argenting, 1900 a5 1954
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cif, pp. 225223,

Funcidn de autocorrelacion muestral \
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Fuente: Elaboracién propia.



Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IARGENTINA

ADF Test Statistic 1.740378 1% Critical Value* -3.5031
5% Critical Vaiue -2.88932
10% Critical Value -2.5834
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
|
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS /i Dependent Variable is DJARGENTINA)
Date: 02/01/98 Time: 21:40
Sample; 1904 1994 :
Included observations: 91 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Siatistic Prob.
IARGENTINA(-1) 0.015582 0.008953 1.740378 0.0853
D(IARGENTINA{-1}) 0.111848 0.107659 1.038909 0.3017
D(IARGENTINA(-2)) -0.221679 0.111680  -1.984946 0.0503
C 4.888180 3.786072 1.291095 0.2001
R-squared 0.08144é Mean dependent var 9.654945
Adiusted R-squared 0.049774 S.D. dependent var 21.63788
S.E. of regression 21.09251 Akaike info criterion 6.140796
Sum squared resid 38705.76 Schwartz criterion 6.251164
Log likelihood -404.5296 F-statistic 2.571431
L Durbin-Watson stat 1.8927668 Prob(F-statistic) 0.059299
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Augmented Dickey-Fuiler Unit Root Test on ARGENTINA

=
ADF Test Statistic -4.969232 1% Critical Value® -3.5031
5% Critical Value -2.8932
10% Critical Value -2.5834
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is DIARGENTINA)
Date: 02/01/29 Time: 21:08
Sample: 1904 1994
Included observations: 91 after adjusting endpoeints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic  Prob. J
ARGENTINA(-1) -0.849520 0.170956  -4.969232 0.0000
D(ARGENTINA(-1)) -0.028088 0.141020 -0.199178  0.8426
D(ARGENTINA(-2) -0.077045 0.103553 -0.744014  0.4580 |
C 0.028430 0.008040 3.535971 0.0007 J
R-squared 0.457285 Mean dependent var -0.000921 |
Adjusted R-squared 0.438571 &.D. dependent var 0.070863
S.E. of regression 0.053096 Akaike info criterion -5.828332
Sum squared resid 0.245273 Schwartz criterion -5.717965 ||
Log iikelihood 140.0657 F-statistic 2443504 |
Durbin-Watson stat 2.040727 Prob(F-statistic) 0.000000 H
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BRASIL

indice del crecimiento del FIB de Brasil, 1800 a 1894
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Fuente: Elaboracién propia.



Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on iBRASIL

ADF Test Statistic 1.554389 1% Critical Value® -3.5031
5% Critical Value -2.8932
10% Critical Value -2.5834

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuiler Test Equation

LS // Dependent Variable is D(IBRASIL)

Date: 02/01/82 Time: 2141

Sample: 1904 1994

Included observations: 91 after adjusting endpoints

Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
IBRASIL(-1) 0.010403 0.006693 1.554399 0.1237
D(IBRASIL(-1)) 0.278183 0.107487  2.588148  0.0113
D({IBRASIL(-2}) 0.235985 0.111918  2.108646 0.0379
C 10.28963 8.774609 1.172660 0.2441
R-squared 0.297816 Mean dependent var 40.90879
Adjusted R-squared 0.273603 S.D. dependent var 74.16416
S.E. of regression 63.20932 Akaike info criterion 8.335864
Sum squared resid 347601.4 Schwartz criterion B.446232
Log likelihood -504.4052 F-statistic 12.29972

Durbin-Watson stat 1.833229 Prob(F-statistic) $.000001

92



Augmented Dickey-Fulier Unit Root Test on BRASIL

ADF Test Statistic -4.745014 1% Critical Value*® -3.5031 |
5% Critical Value -2.8932 s
10% Critical Value -2 5834 J
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root. —!
Augmented Dickey-Fulier Test Equation
LS // Dependent Variable is D(BRASIL)
Date: 02/01/88 Time: 21:08
Sampie: 1904 1994
included observations: 91 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
BRASIL(-1) 0.712305  0.150117 -4.745014  0.0000
D(BRASIL(-1)) -0.113830 0.137603 -0.827229 0.4104
D(BRASIL(-2)) 0.076962  0.105454 0.729813 0.4675
C 0.032889 0.007991 4.115472 0.0001
R-squared 0.425557 Mean dependent var 0.000275
Adjusted R-squared 0.405748 S.D. dependent var 0.050756
S.E. of regression 0.039127 Akaike info criterion -6.438947
Sum squared resid 0.133187 Schwariz criterion -65.328580 i
Log likelihood 167.8487 F-statistic 21.48385 |
Durbin-Watson stat 2.013905 Prob(F-statistic) G.000000
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ESPANA

indice del crecimienta dei FIB de Espaiia, 1900 a 1984
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Fuente: Elaboracion propia a partic de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 218-219.
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IESPA

9%

ADF Test Statistic 0.5614386 1% Critical Value®
894 Critical Value
1Q09% Critical Value

-3.5031 1

-2.5834

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

LS // Dependent Variable is D(IESPA)

Date: 02/01/92 Time: 21:38

Sample. 1904 1894

included observations: 91 after adjusting endpeints

-2.8932
l

Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob. J
IESPA(-1) 0.002728 0.004859 0.561436 0.5759
D(IESPA(-1}) 0.697232 0.111545 6.250656 0.0000
D{IESPA(-2)) 0.060381 0.117526  0.513767 0.6087
C 1.648224 1.536243 1.072892 0.2863
R-squared 0.602827 Mean dependent var 10.70549
Adjusted R-squared 0.589131 S.D. dependent var 15.42958
S.E. of regression 9.890220 Akaike info criterion 4626053
Sum squared resid 8510.031 Schwartz criterion 4.736421
Log likelihood -335.6088 F-statistic 44 01597
Durbin-Watson stat 1.941821 Prob(F-statistic) 0.0000Q00




Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on ESPA

| ADF Test Statistic -4.0176%0 1% Critical Value* -3.5031
5% Critical Value -2.8932
10% Critical Value -2.5834
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS /7 Dependent Variable is D(ESPA)
Date: 02/01/99 Time: 21:05
Sample: 1904 1994
inciuded observations: 91 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
r_ ESPA(-1) -0.546546 0.136035 -4.017690 0.0001
D(ESPA(-1)) -0.170692 0.130486 -1.308118 0.1943
D(ESPA(-2)) -0.029134 0.105413  -0.276382 0.7829
C 0.015957 0.006048 2.638476 0.0099 J
R-squared 0.346768 Mean dependent var -7.38E-05
Adjusted R-squared 0.324243 S.D. dependent var 0.052865
S.E. of regression 0.043457 Akaike info criterion -6.228995
Sum squared resid 0.164302 Schwartz criterion -6.118627
Log likelihood 158.2959 F-statistic 15.39463
LDurbin—Watson stat 1.989448 Prob(F-statistic) 0.000000
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ESTADOS UNIDOS

indice def crecimento del PIB de los Estados Unides, 1870 a 1834
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 214-217.

Funcién de autocorrelacion muestral |
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Fuente: Elaboracion propia.



Augrnented Dickey-Fuller Unit Root Test on [EEUU

DDF Test Statistic 4,954120 1% Critical Value* -3.4856
5% Critical Value -2.8855
10% Critical Value -2.5794
ﬁMacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
k
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(IEEUU)
Date: 02/01/98 Time: 21:26
Sample: 1875 1894
inciuded cbservations: 120 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
IEEUW(-T) 0.027886 0.00562¢  4.954120 0.0000
D(IEEUU(-1)) 0.398401 0.094375 4221470  0.0000
D(IEEUU(-2)) -0.220495 0.101248 -2.177741 0.0315
D(EEUU(-3)) -0.079824  0.101261  -0.788206 0.4322
D(IEEUU(-4)) -0.192898 0.008811  -1.952203 0.0534
C 1.486345 1.637676 0.907594 0.3660
R-squared 0.410400 Mean dependent var 9.316667
Adjusted R-squared 0.384541 S.D. dependent var 16.17504
Il S.E. of regression 12.68951 Akaike info criterion 5.130258
Sum squared resid 18356.70 - Schwariz criterion 5.269633
Log likelihood -472.0881 F-statistic 15.87032
Durbin-Watson stat 2.027585 Prob(F-statistic) 0.000000
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on EEUU

=
ADF Test Statistic -6.460925 1% Critical Vaiue* -3.4861 l
5% Critical Value -2.8857
10% Critical Value -2.5795 |
“MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(EEUU)
Date: 02/01/99 Time: 20:80
Sampie: 1876 1994
included cbservations: 119 after adjusting endpoints
I Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
EEUU(-1) -1.151662 0.178250 -6.460925 0.0000
D(EEUU(-1)) 0.375374 0.150771 2.489701 0.0142
D(EEUU(-2)) 0.371405 0.132288 2.807553 0.0059
D(EEUU(-3)) 0.298729 0.115448 2.587547 0.0108
D(EEUU(-4}) 0.129534 0.093208 1.389734 0.1673
C 0.040604 0.008088 5.020021 0.0000
f R-squared 0411027 Mean dependent var -0.000100
Adjusted R-squared 0.384967 S.D. dependent var 0.070336
S.E. of regression 0.055160 Akaike info criterion -5.745927
Sum squared resid 0.343818 Schwartz criterion -5.605803
Log likelihood 179.0290 F-statistic 15.77191
Durbin-Watson stat 1.964628 Prob(F-statistic) 0.000000_!
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REINO UNIDO

Indice det crecimiento def PIB del Reino Unido, 1870 a 1994
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cif, pp. 214-217.
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Fuente: Elaboracion propia.



Augmenied Dickey-Fuller Unit Root Test on iRU

[ADF Test Statistic

L Durbin-Watson stat

3.805611 1% Critical Value* -3.4856
5% Critical Value -2.8855
10% Critical Value -2.5794
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fulter Test Equation
LS // Dependent Variable is D(IRU)
Date: 02/01/99 Time: 21:24
Sample:; 1875 1994
inciuded observations: 120 after adjusting endpoints
i
Variable Coefficient ~ Std. Error  T-Statistic Prob.
IRU(-1) 0.022253 0.005698 3.905611 0.0002
BARU(-1) (.369518 0.095140 3.883936 0.0002
D(RU(-2)) -0.180508 0.100797 -1.889988 0.0613
D(IRU(-3)) -0.104557 0.101205 -1.033115 0.3037
D{IRU(-4)) -0.111333 0.102276  -1.088552 0.2786
] C -0.260825 0.828216  -0.314923 0.7534
F
R-squared 0.304342 Mean dependent var 3.325833
Adjusted R-squared 0.273830 S.D. dependent var 5.828595
S.E. of regression 4966871 Akaike info criterion 3.254287
Sum squared resid 2812.358 Schwartz criterion 3.393661
Log likelihood -359.5298 F-statistic 9.874716
2.001776 Prob(F-statistic) 0.000000J
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on RU

]
FADF Test Statistic ~ -5.202436 1% Critical Value” -3.4861
5% Critical Value -2.8857
10% Critical Value -2.5795
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root. \
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(RU)
Date: 02/01/98 Time: 20:43
Sample: 1876 1994
inciuded observations: 119 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
RU(-1) -1.089056 0.2083368  -5.202436 0.0000
D(RU{(-1)) 0.244617 0.182265 1.342097 0.1823
D(RU(-2)) 0.132032 0.153574 0.859728 0.3918
DRU(-3)) 0.016359 0.124699 0.131189  0.8959
D(RU(-4)) -0.013495  0.094229 -0.143216 0.8864
C 0.020847 0.005068  4.113768 0.0001
R-squared 0.441571 Mean dependent var 8.73E-05
Adjusted R-squared 0 416861 S.D. dependent var 0.043528
S.E. of regression 0.033240 Akaike info criterion -6.758922
Sum squared resid 0.124850 - Schwartz criterion -6.618798
Log hikelihood 239.3022 F-statistic 17.87065
L Durbin-Watson stat 1.992927 Prob(F-statistic) 0.000000

102



103

MEXICO

indice del crecimiento del PIB de México, 1921 a 1864
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Fuente: Elaboracn propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 222-223,
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Fuente: Elaboracién propia.




Augmented Dickey-Fullel Unit Root Test on IMEXICO

P\DF Test Statistic 2.258625 1% Critical Value* -3.5239
5% Critical Value -2.9023
10% Critical Value -2.5882 J
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root. t
| I
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(IMEXICO)
Date: 02/01/09 Time: 21:48
Sample: 1924 1994
included observations; 71 after adjusting endpoints J
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
IMEXICO(-1) 0.015242 0.006749 2.258625 0.0272
D(IMEXICO(-1)} 0.487947 0.123207 3.960372 0.0002
D(MEXICO(-2}) -0.135454 0.127063  -1.066037 0.2902
C 7.905405 5611078 1.408892 0.1635
R-sguared 0.340810 Mean dependent var 28.84366 l
Adjusted R-squared 0.311204 S.D. dependent var 37.85780
S.E. of regression 31.41755 Akaike info criterion 6.948422
Sum squared resid 66133.16 Schwantz criterion 7.076897 !
Log likelihood -343.4491 F-statistic 11.54665 ||
Durbin-Watson stat 1817910 Prob(F-statistic) 0.000003
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on MEXICO

ADF Test Statistic -3.179320 1% Critical Value* -3.5253
5% Critical Vaiue -2.8029
10% Critical Value -2.5886
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(MEXICO)
Date: 02/01/99 Time: 21:17
Sample: 1925 1994
Included chservations: 70 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Praob.
{ MEXICO(-1) -0.520705 0.163779 -3.179320 0.0022
D(MEXICO{-1)) -0.348130 0.165312  -2.241487 0.0284
D(MEXICO{-2)) -0.135231 0.12088¢ -1.117716 0.2677
Cc 0.544012 0.1710863 3.180197 0.0022
R-squared 0.443581 Mean dependent var 0.000658
Adjusted R-squared 0.418289 S.D. dependent var 0.055215
S.E. of regression 0.042112 Akaike info criterion -6.279388
Sum squared resid 0.117047 Schwartz criterion -6.150902
Log likelihood 124.4529 F-statistic 17.53856
Durbin-Watson stat 1.928624 Prob(F-statistic) 0.000000
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INDIA

indice del crecimiento del PIB de India, 1900 a 1994
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de A. Maddison, op cit, pp. 224-226.

Funcion de autecorrelacion muestrai
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Fuente: Elaboracion propia.



Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IINDIA

ADF Test Statistic 7.252578 1% Critical Value* -3.5047
5% Critical Value -2.8939

10% Critical Value -2.5838 |

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

LS // Dependent Variable is D{IINDIA)

Date: 02/01/99 Time: 21:43

Sample: 1804 1992

included observations: 89 after adjusting endpoints

Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
INDIA(-1) 0.092725 0.012785  7.252578  0.0000
D(INDIA{-1)} -0.300830 0.116131  -2.590448  0.0113
D{INDIA(-2)) -0.142849  0.114170 -1251200 0.2143
C -8.962560 1.782584 -5.027849  0.0000
R-squared 0.622554 Mean dependent var 6.834831
Adjusted R-squared 0.609233 S.D. dependent var 11.84415
S.E. of regression 7.403042 Akaike info criterion 4.047928
Sum sguared resid 4659.561 Schwartz criterion 4159777 |

Log likelihood -302.4183 F-siatistic 46.73265 )
Durbin-Watson stat 1.990355 Prob(F-statistic) 0.0DOOOOJ
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on INDIA

ADF Test Statistic

=

-3.989970

1% Crilical Value*
5% Critical Value
10% Critical Value

-3.5047
-2.8939
-2.5838

Sampie: 1904 1992

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(INDIA)
Date: 02/01/98 Time: 21:13

included observations: 89 after adjusting endpoints

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

==

I Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
:

INDIA(-1} -0.773887 0.193958 -3.989970  0.0001
D(INDIA(-1)) -0.418749  0.161038 -2.600315 0.0110
D(INDIA(-2)} -0.246571 0.104992 -2.348473 0.0212

C 0.018557 0.006416 2.892453 0.0048
R-squared 0.624429 Mean dependent var 0.000181
Adjusted R-sgquared 0.811173 S.D. dependent var 0.067779
S.E. of regression 0.042265 Akaike info criterion -6.283711
Sum squared resid 0.151835 Schwartz criterion -65.171862
Log likelihood 157.3396 F-statistic 47.10734
Durbin-Watson stat 2.020027 Prob(F-statistic) 0.000000
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TASA DE GANANCIA DE LOS ESTADOS UNIDOS

Tasa de ganancia de los Estados Unidos, 1869 a 1889
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de G. Dumén, op oif, pp. 354-361.

Funcion de autocorrelacién muestrai
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Fuente: Elaboracion propia.



Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on TGEEUU

ADF Test Statistic  -2.755981 1% Critical Value® -3.4875
5% Critical Value -2.8863
10% Critical Value -2.5798
—
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
LS // Dependent Variable is D(TGEEUU)
Date: 02/01/88 Time: 21:52
Sample: 1874 1989
included observations: 116 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob. |
TGEEUU(-1) -0.108202 0.039261  -2.755981 0.0069 \
D(TGEEUU(-1)) 0.207814 0.093043  2.233535 0.0275
D(TGEEUU(-2)) 0.087911 0.092445 0.950959 0.3437 ‘
D(TGEEUU(-3}) -0.037537 0.092801  -0.404488 0.6866 .
D(TGEEUU(-4)) 0.043981 0.092103  0.477522 0.6339
C 0.031021 0.011819  2.624620 0.0088
R-squared 0.098587 Mean dependent var -0.000716
Adjusted R-squared 0.057613 S.D. dependent var 0.029938
S.E. of regression 0.020063 Akaike info criterion -7.026226
Sum squared resid 0.092914 - Schwartz criterion _ -6.883799
Log likelihood 248.9242 F-statistic 2.406114 |
Durbin-Watson stat 1.897638 Prob(F-statistic)

0.041170 |

U

|

l
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on TGEEUU

ADF Test Statistic -5.064819 1% Critical Value* -3.4880
5% Critical Value -2.8865
10% Criticat Value -2.5798

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augrmented Dickey-Fuller Test Equation

1.S /7 Dependent Variable is D{TGEEUU)

Date: 02/01/29 Time: 21:00

Sample: 1875 1989

included observations: 1135 after adjusting endpaints

Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prob.
TGEEUU(-1) -0.962521 0.190041  -5.064819 0.0000
D(TGEEUU(-1)) 0.187069 0.167513 1.116740 0.2666
D(TGEEUU(-2)) 0.165421 0.142046 1.164556 0.2467
D(TGEEUU({-3)} 0.015133 0.120443 0.125643 0.8002
D(TGEEUU(-4})) 0.026106 0.004498 0.276261 0.7829
C 0.004727 0.010864 0.435119 0.6643
R-squared 0.406022 Mean dependent var 0.000361
Adjusted R-squared 0.378782 S.D. dependent var 0.147343
S.E. of regression 0.116132 Akaike info criterion -4.255291
Sum squared resid 1.470046 Schwartz criterion -4.112077
Log likelihood 87.50128 F-statistic 14.20210

Durbin-Watson stat 1.987286 Prob(F-statistic) 0.000000

|
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INDICE DE PRECIOS DE INGLATERRA

indice de precios de Inglaterra, 1780 & 1925

|
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos de N.D. Kondratieff, op ¢, pp. 87-89.
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Funcion de autocorrelacion muestral |
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Fuente: Elaboracion propia.




Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IINGLATERRA

ADF Test Statistic -1.911136 1% Critical Value* -3.4776
8% Critical Value -2.8819
10% Crifical Value -2.5775

£

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation

LS // Dependent Variable is DINGLATERRA)

Date: 02/01/98 Time: 21:53

Sample: 1785 1925

Included observations: 141 after adjusting endpoints

—

Variable Coefficient Std. Error  T-Statistic Prob.

IINGLATERRA(-1) -0.060007  0.031388 -1.911136  0.0581

D(IINGLATERRA(-1)) 0.181471 0.084880 2135462  0.0345
D(UNGLATERRA(-2})) 0.113450  0.084802 1.336242 0.1837 |
D(INGLATERRA(-3))  -0.070312  0.085387 -0.823456 04117,
D(INGLATERRA(-4))  -0.140403 0.084828 -1.655152  0.1002

C 8.701092  4.485225 1.839945 0.0545
R-sguared 0.106159 Mean dependent var 0.382979
Adjusted R-squared 0.073054 S.D. dependent var 13.12340
S.E. of regression 12.63496 Akaike info criterion 5.114556
Sum squared resid 21551.69 Schwartz criterion 5240035
Log likelihood -554 6465 F-statistic 3.206710 |

Durbin-Watson stat 2.007812 Prob(F-statistic) 0.009091 J
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Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on IPING

ADF Test Statistic -5.964647 1% Critical Value* -3.47791
5% Critical Value -2.8821
10% Critical Value -2.5776
*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root. [
E
Augmented Dickey-Fulier Test Equation
LS // Dependent Variable is D{IPING)
Date: 02/01/29 Time: 21:03
Sample: 1786 1925
inciuded cbservations. 140 after adjusting endpoints
Variable Coefficient  Std. Error  T-Statistic Prab.
IPING(-1) -0.857303 0.160496 -5.964647 0.0000
D(IPING{-1)) 0.167440 0.141410 1.184073 0.2385
D(IPING(-2)) 0.221507 0.126942 1,744848 0.0833
D(IPING(-3)) 0.207882 0.111661 1.861728 0.0648
D(IPING(-4)) 0.077359 0.092359 0.837588 0.4038
C 0.005455 0.006400 0.852477 0.3955
— 1
R-squared 0.401319 Mean dependent var 0.000718
Adjusted R-squared 0.378980 3.D. dependent var 0.085262
S.E. of regression 0.075071 Akaike info criterion -5.136728
Sum squared resid 0.755180 Schwartz criterion -5.010657 ’
Log likelihood 166.9195 F-statistic 17.96508
Durbin-Watson stat 1.995838 Prob(F-statistic) 0.000000
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APENDICE. EL. ANALISIS DE FOURIER

A.1 Las series de Fourier

En términos formales, se dice que la descomposicion en series de Fourier de una funcién
definida en el dominio del tiempo es la representacion de la misma en términes de otra base en
el dominio de la frecuencia.’

Hay dos maneras de representar las series de Fourier: la trigonométrica y la exponencial
compleja.
A.1.1 La serie de Fourier trigonométrica

Una funcién periadica puede representarse por la serie de Fourigr trigonométrica

f(6) = 39‘ > [a, cos(nagt) +b,sen(naqt)]
=l (A1)
donde
?21 =5 j F( )d ¢ valor promedio de f(¢) en el intervalo (-7, 7)
yr -

1 17
a,=— | F( Hycostnaryt)r; b, = — [ f(Dysen(na,tydr.

T e (A.2)

Esta serie est& compuesta por {&rminos senos y cosenos cuyas frecuencias son miltiplos de la
frecuencia fundamental, =2/, donde T es el pericdo de la funcidn.

Ejemplo A.1. Sea f(t) una funcidn periddica real cuya definicion matematica en el intervalo -

n<t<m &3

_fo ~r<t<0
-0 sl

* Fuiler, Wayne A., 1976, p. 1.
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A f(t) se le lama onda cuadrada con pericdo T=2x y se muestra en la figura A.1.

FIGURA A1

i.a onda cuadrada

fit)
&

),
1

Fuente: Elaboracion propia de acuerdo cen la expresion A.3.

Los coeficientes de |a serie de Fourier trigonométrica de f(t) son, de acuerdo con (A.3),

t 1
Jf sen{nw t)dw t = —(1—cos(nr)).
0 TH (Ad)

Las expresicnes anteriores muestran que el valor promedio de la onda cuadrada en el intervaio

(-x,m} s %; ademas, como las amplitudes de los términos cosens son nuias, la representacion
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como serie de Fourier de (i), de acuerde con (A1), queda expresada (nicamente con base en
los términos seno, o sea

f)= é- + ibﬂ cos(nayt)
a=1
- 1 + i{i(l - COS(???T))}SG?’?(”CO t)
2 n=1 m '

1 S1-(-b°
=t ) w,f
Z . sen{nw,i)

n=|

2 |

= 2 sen(ayt) + ——z—-sen(3m0t) + —g—sen(SaJDt)-s-...
2 & iz Sm (A.B)

En la figura A.2 se muestran las armonicas fundamental, tercera y quinta, en el intervalo (-r,7),
que corresponden, en ese orden, a los primeros cuatro términos de la serie anterior.



FIGURA A2
(a) Fundamental

;¥

0,25~

{b) Tercera arménica

02 -
0,15

0.1 -

0,15 -

-0,25 —

I8
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{c) Quinta armaonica

IA N ’“\ A N

-0,06

015 —- - —

Fuente’ Elaboracion propia.

Graficamente, la onda cuadrada es aproximada por la superposicion de los componentes
sinusoidales en gue es descompuesta mediante ja serie de Fourier. En la figura A3 aparecen
las aproximaciones de la onda cuadrada obtenidas con los dos, tres y cuatre primeros términos
de la serie de Fourier (A.5).

Si se siguen afdadiendo mas armoénicas con las amplitudes y frecuencias adecuadas se
obtendra una mejor aproximacién para la onda cuadrada de tal manera que, en el limite,
cuando el nimero de términos considerados tienda a infinito, seria la onda cuadrada.



FIGURA A3
Aproximaciones a {a onda cuadrada
{a) Con dos términos: el valor medio y la primera armdnica

02

(b) Con cuatro términos: el valor medio y las arménicas fundamental, tercera y quinta

12 — — e

08

0.2
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A.1.2 La serie de Fourier exponencial compleja
Una funcien pericdica f(t) también puede expresarse en términos de una suma de funcicnes

exponenciales complejas. Dicha expresién se deduce, como se vera a continuacion, de la forma

trigonométrica dada por (A.1), la cual establece que

1 o
FiOE —é—ao + Z [a, cos(nwt) +b,sen(nwyt)]
P (A.6)

donde @=2n/T es la arménica fundamental de f(t).”

Dado que el seno y el coseno se expresan en términos de las exponenciales como

L1 -
COS(na)OI) - _2_(8..'!10)01 +e nagf ),

(A7)
¥
1 ' - thadpl
sen(nwyt) = — (" —e Y,
2j (A.8)
entonces, sustitiyendo las expresiones anteriores en (A.1) se obtiene
1 . 1 nag ~ jrean pf 1 G of — g t
FO =—ay+ 3 fa, =7 +e )4 b — (e "]
20 a2 2] (A.9)
coma 1/j=-j, entonces
1 e 1 . Jnwgl 1 ’ —fhidgl
fO=Za+ 20, = jb)e"™ +o(a, + b )e "]
=l {A.10)
Sean
1 1 1
€y = —0y; ¢, =—(a,~jb.) c,=—(a,+jb);
2 2 2 (A11)

2 para una explicacion mas ampiia sobre las frecuencias arménicas véase el capitulo 2 de este trabajo, pp. 2y 3.



entonces

f(t) =c, +Z(Cﬁemwof + cﬂne””“"”)

n=1

= +Zc e +Zc i

n=-1

{A12)
por lo tanto
f(£)=" c,e”* — Serie compleja de Fourier.
- (A3

Por Gitimo, al sustituir en (A.11) las expresiones de a,, b,, dadas en (A.2) se tiene que

6= if(r)dt
2 (A.14)
T T
c, = —;: J-f(t)cos(nw Jde—j jf(t)sen(ncoot)dt

i
to 13

2

I's

s

== j f()]cos(na, 1)~ jsen(na, 1)]dt

.
por o que
I

c 1 j'f(t)e‘“’"“""dr

n T ,

2

—
P
N

o
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y, andlogamente

z
1 2
c_,= h’F f‘f{{-)elﬂ(&ﬂaft-
4T
2 (A.16)
Puesto que f() e™™" es una funcién periddica con periedo T, entonces
1e
¢, = | FOe"dt, neZ
0 (A1T)

Asi, ¢, es el coeficiente de amplitud que corresponde a ia combinacion, dada por (A.11), de los

coeficientes a, v b, de la serie frigonoméirica. £Es dacir, para cada n se fiene un componente
sinusoidal con amplitud c,.

Expandiendo f(f) en {A.13) se tiene

f(H=c, —» valor promedio de f (w1) en (-7, 7)

—-j@gt

+e, ™ veo_e —> primer par arménico (fundamental)

e’ + e — segunda par arménico

1oyl —Jj2n!

e +cC_e — i-ésimo par armonico.

Esta expresion expandida hace evidente que la serie consta de un nomero infinito de funciones

armonicas cuyas frecuencias son miultiplos de la frecuencia fundamental, w,, del primer par
armanico.

Como resumen de lo anterior, puede decirse que ia serie de Fourier representa ia conversion de
una funcién periodica del tiempo en una funcién de ia frecuencia; en otros términos, fa serie de
Fourier es la via de paso del dominio def tiempo al de la frecuencia, cuando se frata de
funciones peridicas.

En este punto es natural preguntarse si foda funcién periddica puede ser expresada en términos
de una serie de Fourier, y la respuesta es que, como se establece en seguida, no tedas las
funciones periodicas tienen represemtacion en series de Fourier.
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A.2 Existencia de la serie de Fourier
Toda funcién periddica f{t) que satisfaga las condiciones de Dirichlet dadas por’®

i. f(t) es absolutamente integrable sobre cualguier periodo; esto es,

h+t

J\f(f)|dt <w,YheR.
k

2. f(t) solo tiene un nitmero finito de maximos y minimos en cualquier periodo, v
3. En cualquier periodo, f{t) soio tiene un ntimero finito de discontinuidades.

puede ser expresada como una serie de Fourier.

A.3 Espectros de linea de una funcion peiiddica’

Sea f(t) una funcién real periédica con pericde T cuya represeniacion como serie de Fourier
exponencial compleja esta dada por

f(n=2 e
P (A.18)

Los coeficientes c,, neZ, definen una funcién compleja de las frecuencias discretas nog que

sera denotada por ¢{nwy). Enfonces, de acuerdo con esto se tiene que c{n@g)=Cy.

A la gréfica de ]c(ncuo)] cohitra nwg se le flama el especiro de amplitud de la funcién periodica
f(t). Entonces, et espectro de amplitud muestra las amplitudes de los diversos componentes
sinusoidales de f(t). Esta es la razdn de por qué se conoce a tal diagrama como el espectro de
amplitud de f(t).

Debido a que el especiros de amplitud de una funcién periddica f(t) generalmente se dibuja con
rectas verticaies que conectan los valores de !c(nmg)l con los puntos o= hag, €5 que a menudo
se hace referencia a este espectro como especiro de lineas.

? Kamen, 1995, E., pp. 413 v 414,
4 ihidem, pp. 421 y 422.
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Como Hustracion de lo anterior, en la figura A4 se muestra el espectro de amplitud de la onda
cuadrada del ejempio A.1.

Espectro de amplitud d¢ la cuadrada

035

I Armaitud

- 1 I
Il 1 o2 1 Y ) .
i L i ) i k2 T

20 15 190 -5 0 5 10 15 20
Frecuencis (en radianes)

Fuente: Kamen, E., op ¢it, p.422.
Las coordenadas de los puntos de la grafica anterior se muestran en el cuadro A1, En la

columna izquierda se encuentran las primeras cinco frecuencias armonicas y en la columna

derecha las amplitudes relativas a los sinusoides correspondientes a esas frecuencias.
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CUADRO A1

Coordenadas del espectro de lineas de la figura A.4

Frecuenciz {nayg) Amptitud | c(nwg) 1)
-5im 1/5x
-4in 0
-3ir 13x
-2in 0
A il

0 Y2
1in 1in
2 4]
3 13n
4in 0
5fn 1157

Fuente: Ibidem, p. 422.

Obsérvese que el espectro de amplitud es una funcién par de la frecuencia, nwo, pues

le(—na,)| = (C(moﬂ paran 2 1. (A.19)

En el caso en el que la funcién f{f) no sea periddica (o, equivalentemente, sea aperiddica), es
decir, cuando no se cumpla gue

f{O=f{t+T), T periododef(t),

las nociones de especiros de amplitud y de fase se construyen, como se mosfrara a
continuacién, mediante la transformada de Fourier, y no ya de la serie de Fourier.
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A.4 La transformada de Fourier

Dado que una funcion no penddica puede ser considerada como periodica de periodo infinito, y

haciendo tender a infinito jos limites de ia integral de la serie de Fourier’, se tiene que

L
(== | X(w)}'*do
27 {A.20)

donde

X(w) = J‘f(t)e(f‘“dt —» transformada de Fourier de f(¢).
- (A.21)

A (A.20) se le llama la transformada inversa de Fourier puesto que muestra cémo reconstruir f{t)
a partir de la transformada X{w).

La representacion integral de Fourier (A.21) de una funcién no periddica se puede considerar
como una generalizacion de la representacion en series de Fourier de una funcion periédica,6
Obsérvese ademas, que en contraste con una funcion periddica, una funcion aperiddica consta
de un continuo de frecuencias; esto es, la variable de frecuencia o que aparece en (A.21) es
una variable continua, mientras que en el caso periddico, [a variable de frecuencia es la variable
discreta nag, neZ.

A.4.1 Existencia de la transformada de Fourier

Se dice que la funcion () tiene una transformada de Fourier en sentido crdinario si la integral
de la expresion (A.20) converge y esto sucede si’

1. f{t) tiene un numero finito de discontinuidades, maximos y minimos dentro de cualguier
intervalo de tiempo que se considere, y

2. f(t) es absolutamente integrable, lo cual significa que

5 para una demostracidn formal del proceso de limite véanse, por ejempio, Lathi, B. P., 1989, pp. 4649 y Kamen, E.,
op Cit, pp.434-437.

S Kamen, E., op cit, p. 436

? ibidem, p. 437.
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Jlr@de <.

Cualguier funcion finita que cumpla con la condicion establecida por 1 cumpliré también con 2,

por lo que tendrd una transformada de Fourier en sentido ordinario.

A.4.2 El espectro de frecuencia de una funcion aperiodica

Sea f(t) una funcién no periddica y X(wo) su transformada de Fourier. A X{w) se le lama también
el espectro de frecuencia de i(t). La funcion magnifud [X(m)i se conoce como el espectro de
amplitud de 1a funcidn y al anguio de X(a), ZX(w), que es el dngulo formado por el eje real del
plano compiejo y el vector descrito por X(w), se le conoce como el espectro de fase. Estos
especiros son las generalizaciones naturales de los espectros de linea de las funciones
pericdicas. Como en el caso periddico, el espectro de amplitud muestra [as amplitudes de los
sinusoidales de que consta la funcion, con la salvedad de que en el caso no periddico existe un
continuo de componentes de frecuencia que constituyen la funcion.

Como un resumen de lo anterior, considérese el siguiente cuadro en el cual se comparan la
serie y la integral de Fourier

Serie de Fourier integral de Fourier
{funciones periédicas) (funcicnes no periddicas)
S 17
(o= 2 ce™ 0=l X(e)e"dw
~ 2 <
- w
6 = [finerd X(o)= [ e d

@

Come puede apreciarse, la sene y la integral de Fourier son similares en esfructura: ¢, v X{w)
determinan las amplitudes espectrales y ias dos permiten convertir una funcién en el dominio
del tiempo en otra en el de la frecuencia.

Resumiendo los resultados anteriores, puede afirmarse que la transformada de Fourier permite

expresar una sefial dada en terminos de sus componentes exponenciaies. La funcion X(o) es ia
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transformada de Fourier de f{t) y representa las amplitudes de las diferentes componentes
sinusocidales. Por lo tanto, X(w) es la representacion de f(t) en &l dominio de la frecuencia. De
aqui que mientras la representacion en el dominio del tiempo especifica la funcién en cada
instante de tiempo. ia representacion en ef dominio de fa frecuencia especifica ias amplitudes

de las componentes de frecuencia de aquella misma funcion.
Por (itimo, sera expuesto uno de los instrumentos mas uUtiles en el analisis de Fourier, a saber:

el Teorema de convolucion, mediante e! uso del cual se obtienen con facilidad algunos de ios

resultados importantes presentados en &l capituto tres de esta investigacion.

A5 El teorema de convolucion®

En este caso hay dos teoremas: el de ta convalucién en el dominio del tiempo y el de la
convolucién en el dominio de la frecuencia.

A.5.1 Convolucién en el dominio del tiempo

Dadas dos funciones x(t) y h(t) con transformadas X(w) ¥ H(w}, respectivamente, la convolucion
de x(t) y h{t) es una funcién, y{t), que se expresa mediante la integral siguiente

§(6) = (0 A = | XD — D)
- (A.22)

La convolucion en un dominio induce la convolucian en el otro dominio. Asi, ia convolucion de
dos funciones en el dominio del tiempo implica la multiplicacion de las transformadas de dichas
funciones en el dominio de la frecuencia. Esto se deduce a partir de calcular la transformada de
Fourier de ambos extremos de la identidad anterior, con lo cual queda

Y(w)= T Tx(f)h(f—f)df R,

(A23)
cambiandoe el orden de infegracion, y come x{1) no es funcion de t, se tiene que
Y(w)= [x(2)] [t —)edt dr.
h - (A.24)

8 para una exposicicn intuitiva de 1a convolucion véase, por ejemplo, Ibidem, pp. 81-95.



Mediante el cambio de variable, p=t-t, que implica que dp=dt y t=p+t, se obtiene

Y(w)= fX(f){ [h(p)e‘“""“"”)dpbf;

Lo A (A.25)
como e’ no es funcién de p, [a dobie integral puede descompenerse como &l producto de dos
integrales

Y(w) = jx(r)e"’“”dr J h(ple™dp
~ = (A.26)

lo cual muestra que fa convolucion en el dominio del tiempo es equivalente a 1a multiplicacidn en

el dominio de la frecuencia, es decir

¥ = 5(0)* h(1) & Y(0) = X () H(w) (a2)

A.5.2 Convolucion en el dominio de la frecuencia

De manera similar, la convolucién en el dominio de la frecuencia, esto es, la convolucion, Glo),

del par de transformadas H(o) y X(w) se expresa como
1 -]
Glw)=—— [ @)X (- w)dw
= (A.28)

y corresponde a la multiplicacion de [as funciones h(t) y x(t) en el dominio del tiempo, es decir

W()x(h) <> H(w)* X (o). (A.29)

Con esto termina (a exposicion de los conceptos relativos al anaiisis de Fourier utilizados en el
desarrollo de ia técnica de) andlisis espectral presentada en e capitulo 2.
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CONCLUSIONES

Como fue visto en este trabajo, la ESDE es una herramienta del analisis espectral mediante la cual
se puede estudiar la naturaleza ciclica de un fenémeno o proceso estocastico a partir de solo una o
de aigunas reaiizaciones de éste, representadas como series de tiempo. Asl, por ejempio, el
desarrollo de algunas economias capitaiistas fue analizado a través de la serie de la tasa de
cracimiento de su indice del PIB, es decir, para cada uno de los paises considerados fue supuesto
gue el proceso estocastico correspondiente era su desarrollo capitalista industrial, medido a través
de una de sus realizaciones: la tasa de crecimiento del indice del PIB.

Los resultados obtenidos en dicho analisis indican que en las series de Argentina, México, India,
Espaiia y Brasil se detecto un ciclo cuya duracion aproximada va de los 2.63 a los 3.7 afios. Por su
parte, las series de Alemania, Francia, italia, Estados Unidos y et Reino Unido tuvieron en comun la
presencia de un ciclo de entre 9.09 y 12. 5 afios; ademas, en Francia, Estados Unidos y el Reino
Unido se observé un ciclo adicional con periodo comprendido entre 2.41 y 3.5 afios. Asimismo, en
la serie de Chile se detectd un ciclo de aproximadamente 5.26 afios, el cual resulta ser muy largo
como para considerario junto con ios de Argentina, Meéxico, India, Espafia y Brasil, y muy corto para
agrupario con los de Francia, Italia, Alemania, Estados Unidos y 2! Reino Unido, por lo que fue
considerade un caso especial.

Resumiendo lo anterior, se tiene que, efectivamente, el desarrollo del capitalismo industrial en estas
economias ha tenido un caracter ciclico. Si bien cada una de ellas presenta, segun la grafica de su
ESDE, un patrén ciclico particular, pudieron sef diferenciados, de manera general, tres tipos de
ciclos: uno con duracion promedio de 10 afios, otro de 2.96 afios y uno mas de, aproximadamente,
5 afios. El ciclo de diez afios parece corresponder al ciclo marxista de reposicion de capital o al
llamado ciclo de los negocios o ciclo Juglar, mientras que el segundo tiene una duracion cercana a
la del ciclo Kitchin: sin embargo, la explicaciéon econdmica, o inciusive de otra naturaleza, del cicio
de 5.28 afios encontrado en Chile no parece inmediata, € indudablemente es deseable contar con
ella. No obstante lo anterior, es muy importante tener en cuenta que la validez de estos resultados
(como de cualquier resultado estadistico) depende, en gran parte, de la veracidad de los datos
utilizados, lo cual podria resultar dificil de asegurar con toda certeza.

Lo anterior sugiere una agrupacion de estos paises de acuerdo con su ESDE. De esta manera,
quedarian repartidos basicamente en dos grupos. El primero formado por Argentina, México, India,
Espafia y Brasil, y el segundo por Alemaria, Francia, italia, Estados Unidos y et Reino Unido, si bien
haciendo énfasis en que en este segundo grupo existe un subgrupo con los tres paises que
presentan un ciclo adicional (Francia, Estados Unidos y el Reino Unido). Finalmente, Chile, ai no
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poder ser incluido mediante el criterio de fa ESDE en ninguno de estos dos grupos, queda
considerado aparte de ellos.

Asimismo, se tiene la clasificacién de acuerdo con el criterio de cenfro y periferia def sistema,’

segin la cual se considera que Alemania, Francia, ltalia, Estados Unidos, Espafia y el Reino Unido

1 Como lo sefizlan 4. M Vidal y J. Martinez (1987), pp. 130-138, los paises pertenecientes al centro del sistema son
anuellos en los cuales el desarrolio del capitalismo tiene las siguienies caracteristicas destacables:

La primera de ellas es su cardoter auitnomo. Es decir, en estas sociedades

" Es ia propia evolucitn del feudalismo, y, mas exactamente, sus debilidades desde el punto de vista estructural,
las que generan la aparicion de nuevas clases sociales, especiaimenie la burguesa, que van a vehiculizar el
procese conjunte de desaparicién def modo de produccién feudat y la imposicion del régimen capitafista de
produccion

“ ..la segunda caracteristica de este desarrollo es que, coma frutg del caracter autocentrado del proceso de
acumulacién del capital, existe una articulacion sectorial en el desarrolio econdémico Es decir, 1a existencia de
proporcionalidad entre las secciones de produccion de megios de produccidn y de medios de consumo, Y 1a
creacion de una demanda solvenie para la valonzacidn- realizacion de la produccidn se manifiesta empiricamente
con ta construceion de un tupido tefide industrial intercenexionado.

 Una fercera caracteristica es la involucracion del Estado en ef proceso de acumulacion, és decir, en ia
reproduccion de la estructura econémica, no ya come instancia superestructural, sino pasando a formar parte def
nivel estructural-economico.

«..[La) cuarta caracteristica del captalismo autocentrado en la actualidad es la existencia de ut cormplejo militar-
industrial.

“ Lo que pedriamos considerar guinta caracteristica es, en realidad, una consecuencia de las antenores. O, mas
concretamente, es la expresidn fenomeénica de la sintesis entre fa infraestructura industrial y terciana y la estructura
de estas formaciones sociales Mos referimos al fenémeno del desamofic El referirse coloquialmente & una
sociedad «desarrolladas implica expresar toda uma serie de fenbmenos econdmicos y sociales: alta renta per
capta, alto consumo energético, disponibildad de una amplisima gama de productos para el consumo industrial e
individual, alta productividad del trabajo, tecnologia avanzada, buenas comunicaciones y transportes, sistemas
educativos y sanitarios que cubren a la casi totalidad de la poblacion, sistemas politicos formaimente
representativos, oferta privada para ¢l ocio y ia informacion, etc

“  Por fitimo, debemos referirnos a la expansion de las formaciones sociales centrales como necesidad y sintesis
dal desarrolio autocenifrado a través de las fases del modo de producsion capitalista, expansion gue ilevd a
colonialismo, impenalismo v, en la actualidad, a una tendencia latente de confrentacion y pugna que puede acabar
en situaciones disintas (superimpertalismo, ultraimperialismo, tc.).

" ..[Por otra parte] la capitalizacion de las estructuras socioeconomicas de fas formaciones sociales periféricas es
una consecuencia de la formacién y expansion del! capitalismo sistémico (mundial). Es decir, es fruto de la
articulacidn o involucracion gue sufren estas sociedades en la reproduccion de fa acumutacion gue esté teniendo
jugar en las formaciones sociales capitalistas centraies. [..] Podemos considerar como caracteristicas de este
capitalismo periférico las siguientes: .

a) Es un desarrollo capitalista inducido, no auténomo. Es decir, no surge de 1a propia evolucion de las contradicciones
en lag instancias de la formacian social. .

b) Existe, pues, una desarticulacién de este desarrollo capitalista gue se manifiesta como antitesis del
autocentramiento, a todos los niveles: desconexidn interindustrial y escasa difusion lecnolbgica entre rarmnas de la
produccidn; desproporcionalidad entre la secodn | {basicamente productora de materias ptimas, agricolas v
mineras) y la seccion !l (que, muchos casos seguird admitiendo, en cuanto a produccién nacional se refiere, modos
precapitalistas) ausencia o deficiencia del mercado capitalista infermo; [...] hipertrofiz dei sector terciano...

¢) Es un desarrollo extravertido, orientado hacia afuera, en el sentido de que parte de su actividad productiva esta
destinada y regida al y por el mercado exterior; o, dicho de otra forma, debe senvir de «complemento» a las
econoimias del Centro dei Sistema. ..
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pertenecen al Centra del Sistema, mientras que Argentina, México, Chile, India y Brasil a su
periferia.

De esta manera, puede afirmarse que la clasificacion de estos paises de acuerdo con su ESDE es
consistente con la de centro- ariz aun cuandc esta Gltma, por su definicidn, considera mas
aspectos que los reflejados en el PIB, lo cual da lugar, por ejemplo, a que Chile se incluya en gl
grupo de Argentina, México, india y Brasil, y Espafia junto con Alemania, Francia, italia, Estados

Unidos y &} Reino Unido, cosa que seria muy forzado hacer a partir de la ESDE.

En cuanto a la serie de |a tasa de ganancia de los Estados Unidos, en ella se encontré un ciclo con
duracibn promedio aproximada de 6.7 afios, es decir, su duracion es considerablemente menor a la
del PiB.

Finaimente, para la serie del indice de precios de Inglaterra la ESDE mostro la presencia de un
ciclo con duracion promedio de 10 afios, lo que resulta sin duda muy interesante pues recuerdese
que en esa y otras series similares, Kondratief® not6 la presencia de ondas largas de ascenso y
descenso del nivel de precios, con una duracion conjunta aproximada de cincuenta a sesenta afios.
A partir de los resultados aqui obtenidos no puede negarse la existencia de los ciclos largos. Lo que
si puede afirmarse es que la mayor parte de la varianza de la serie analizada se explica por fa
presencia de un ciclo de 10 afios. Esto significaria, por ejemplo, que en la serie bien puede haber
ciclos cuya amplitud y por tanto su participacidn en la varianza de la serie, sea tan pequefia que no
se les pueda distinguir de las perturbaciones asociadas con el ruido blanco. Tal pudo haber sido el
caso de los ciclos largos lo cual, en principio, es razonable suponer dado que, estrictamente
hablando, el hallazgo de Kondratieff no fue hecho directamente en las series del indice de precios,
sino en versiones filtradas, con la técnica de medias moéviles, de éstas.’ Como es sabido, las
medias méviles tienden a eliminar o atenuar la dispersion de los datos de las series, y por tanfo su
varianza. De aqui que si se calculan con un nimero de datos y con ponderaciones adecuados,
puede atenuarse la varianza provocada por movimientos cortos, y resaltarse aquelia debida a las
fluctuaciones mas largas. Como se menciond en fa introduccién, un procedimiento asi constituye un
‘filtro’ que se le aplica a la serie en cuestidn y mediante ¢l cual se extrae de ésta aigin componente
de interés, como los ciclos largos. Tal fue, a grandes rasgos, el método empleado por R. Metz* en
la deteccion de ciclos largos en varias series economicas relativas a la produccion. Por su parte, J.

d) Los efectos di desarrafio del capitalismo periférico asi caracterizado se manifiestan en una serie de fendmenos que
configuran lo que denominamos el subdesarroiio: baja productividad de la fuerza de trabajo, excepto en los
sectores extravertidos (agricolas o industriales); altisimo nivel cuantitativo de la sobrepoblacion relativa (respecto al
mercado capitatista de la fuerza de frabaioy, 1...] gran parie de ia poblacidn estd marginada del ambrto productivo
capitalista (productores-consurmideres).[...] Por ctra parte, es tambien tipica del subdesarrollo la disfuncionalidad
del Estade respecto al proceso de acumulacién interna...”

2 ondrateff. N [J, op cit.
3 yaase la introduccion de este trabajo.
*Metz, R, op cit.
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Reijnders®, utilizando una técnica similar a la presentada en este trabajo, si detecto ciclos largos en
series de precios de Inglaterra pero, a diferencia de la serie aqui analizada, que va de 1780 a 1925,
las series consideradas por J. Reijnders cubrian periodos de mas de dos siglos y medic®, lo que
refuerza e! resultado empirico de gue las series deben ser suficientemente largas con refacion al
periodo del ciclo buscade para que éste pueda sar detectado mediante el analisis espectral o, dicho

en ofros términas,, el ciclo debe tener cierta recurrencia estadistica en la serie.

Por otra parte, aun cuandc el andlisis de series mediante esta técnica posibilita Unicamente la
deteccion de ciclos en éstas y, por tanto, en los procesos correspondientes, y no asi su ubicacion
en el tiempo, aporta un mayor y mejor conocimiento del fendmeno en estudio, o que sin duda
ayuda a su comprension. Iguaimente, contar con la informacion proparcionada por la ESDE
correspondiente resulta de gran utilidad si el interés es, por ejemplo, aislar o filfrar los elementos
clclicos de la serie del resto de sus componentes, pues conociendo la naturaleza ciclica de la serie
en cuestion, se reduciria el riesgo de generar ciclos espurios durante el proceso de filtrado.

Por altimo, debe sefalarse que dentro del andlisis espectral de series de tiempo es posible realizar
un analisis multivariante como una cierta generalizacidn del anéiisis univariante considerado en este
trabajo, lo cual permitiria, por ejempla, estudiar el grade de dependencia o relacion entre la
naturaleza giclica de dos o mas fenémenos. Del‘mlsmo modo, dentro del &mbito de la frecuencia,
pueden implementarse métodos que permitan la separacion de los elementos ciclicos de ia serie,
como se hace en el dominio del tiempo, mediante el uso de promedios ponderados de elementos
de la serie.”

® Reijnders, op cit
Por ejemplo, la serie del indice de precios al por mayor cubre de 1700 a 1985.
7 Shumway, R., op ort, pp. B4-87.
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