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INTRODUCCION.

En 1907, Perron [Pe] inicid el estudio de matrices A = (a;;)7;-, con todas
sus entradas positivas v Frobenius [F1,F2] llevé un poco mas allé este estudio.
Si p = p{A) = max{| A |; A es un valor propio de A}, el radio espectral de
A, entonces sus resultados demostraron que p es un valor propio de A, €l cual
es una raiz simple del polinomio caracteristico de A y tiene un vector propio
asociado a p que tiene todas sus entradas positivas. En 1912, Frobenius [F3]
demostré que estos resultados valian para una clase mds amplia de matrices
con entradas no negativas. Estas son las que llamaron matrices irreducibles.
Una matriz A, con entradas no negatives, es llamada reducible si existe una
matriz de permutacién P tal que

piap= |Bu 0 ,
By By
donde By, By son matrices cuadradas. En otro caso se dice que A es irre-
ducible .

El estudio de matrices no negativas permanecid inactivo hasta 1950, ex-
cepto para cierto tipo de matrices especiales, como las matrices estocdsticas,
que fueron investigadas durante este periodo. Pero en 1950, el articulo de

Wielandt [W] atrajo de nuevo la atencién en esta érea.

Definicidn : Sea V un K -espacio vectorial, K =R ¢ C, donde R {C) denota
al campo de los mimeros reales (complejos). Sea || - [|: V — R una norma en

V. Un subconjunio cerrado C en V es un cono st satisface
a) C+CCC fie.VoweCiv+we CL
b) aCCCsia>20 a€kK (ie,VveC,ave C).
¢) CN(-C)={0}. donde -C = {-v |{v € C}.

Mds atn, un cono C CV es sélido en V st intyC # 0.



Definicién : Sea A € Hom(V. V7). §i AC C C, se dice que A deja invarian-
te al cono C (0 C es A-invariante), y seescribe A> 0. SiA>0y AF#0 se
escribe A > 0.

En [Bi.V], Birkhoff v Vandergraft, respectivamente, dan una extensién del
teorema de Perron-Frobenius para operadores que dejan conos sélidos inva-
riantes, en el caso de dimension finita. Resultados que tienen aplicaciones
muy interesantes.

La teoria espectral de operadores que dejan conos invariantes estd ahora
bastante completa y ha sido resumida en el articulo de Barker-Schneider [BS).
El presente trabajo esta dividido en dos partes principales: una dedicada a
desarrollar y entender el articulo de Barker-Schneider, que tiene resultados
del tipo Perron-Frobenius ain para espacios vectoriales de dimensién infinita.
Hemos aclarado o completado argumentos, corregide algunas inexactitudes,
as{ como agregado otros resultados que no estdn incluidos en dicho articulo.
También incluimos algunos resultados que creimos importantes e interesantes,
de teoria de conos y la teoria de Perron-Frobenius.

En el teorema (I11.2.20), hemos demostrado que los conceptos de irre-
ducibilidad {de operadores que dejan conos invariantes) de Vandergraft y
Barker-Schneider son equivalentes, hecho que se menciona en [BS] para el caso
de espacios vectoriales de dimensién finita, pero no encontramos la prueba en

la literatura. También hemos demostrado el siguient: teorema.

Teorema I11.2.16 Sean € C V cono sdlido, A > 0, continua. Entonces A es

irreducible si y sélo st A es fuertemente irreducible.

La otra parte de este trabajo, es sobre la teorie de conos, donde damos
los resultados necesarios para entender el articulo de Barker-Schneider v otros
resultados que se nos hacen bonitos e interesantes, y dan un pequeiic panorama
de esta teoria . También incluimos algunas observaciones que creemos son

originales. por ejemplo el signiente teorema:



Teorema I1.3.2. (M. Takane) Si C C V = R" cono entonces existe C cono
poliédrico tal que C C ccv.

Para entender este trabajo se necesitan los cursos de 4lgebra lineal I y I
de la licenciatura, as{ como ideas bdsicas de andlisis y topologia. Como ayuda
para el lector, hemos incluido un apéndice con los resultados principales tanto
de topologia como de anélisis, que se usan a lo largo del presente trabajo.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En los dos primeros capitulos se da lo concerniente a la teoria de conos. En
el capitulo I,se dan las definiciones basicas de conos, asi como ejemplos que
usaremos a lo largo del trabajo o ejemplos sencillos que ilustran los conceptos
y resultados.

En el capitulo II, se estudian los conos poliédricos, en donde se demuestra
el teorema (11.3.2); Sean V = R®, € C V cono, entonces existe un cono
poliédrico C C Vtalque C C C. Que tiene consecuencias interesantes, ver
(3-3),(3.5).

También en este capitulo se compara nuestra definicién de cara [BS], con
la dada por Vandergraft, que llamaremos V-cara. Damos ejemplos en donde
ambos conceptos no coinciden y decimos cuando si.

A pesar de que ambas definiciones de cara no coinciden, en el capitulo I1I,
demostramos en el teorema (111.2.19), que nuestra definicién de irreducibilidad
y la de V-irreducibilidad si coinciden. En este capitulo también demostramos
bajo qué condiciones las definiciones de A4 irreducible y A fuertemente irre-
ducible coinciden, teorema (II1.2.16).

Y en el capitulo IV, damos los resultados tipo Perron-Frobenius para
espacios vectoriales ne necesariamente de dimensién finita.

Notacidn: Las referencias estdn puestas de la siguiente manera, por ejem-
plo si estamos fuera del capitulo I, escribiremos (1.2.11) que se refiere al capitulo
I, seccidn 2, resultado 11. Y si estamos dentro del capitulo I, hacemos la refe-

rencia como {2.11), es decir, seccién 2, resultado 11.






Capitulo I. Teoria de Conos.

§1. Conos. Generalidades.

En este capitulo, se dardn las definiciones bdsicas para nuestro trabajo
con conoes, asi como algunos resultados. que nos serdn de gran utilidad mas
adelante.

Sea K = R 6 C, donde R (respectivamente C} denota al campo de los
niimeros reales (resp. complejos}. Sea V' un K-espacio vectorial, no necesa-
riamente de dimensién finita y || - ||: 1" — R una norma de V (ver, A.3.1).

En adelante, si 1" = K™, n € N ¥ no mencionamos qué topologia le estamos
asignando, supondremos que es la topologia dada por la norma usual (i.e.,
r=(z)h leli= vVl siK=Ré|z= VL T ,si K =C,
{ver (A.3.10)).

A lo largo del presente trabajo consideramos al vector £ € K" como un
vector columna, a menos que se escriba lo contrario y z' denota el vector
transpuesto de .

Iniciaremos dando la definicién de cono.

Definicién 1.1. Sea C C V, cerrado (con respecto o lo topologia dede por

l-11). Se dice que C es un cono de V' si:
a) C+CCC fie, YVo,ueCur+uel)
b) aCCCsia>0, ca€eK (ie,VveC.aveClL
¢) CN(-C)= {0}, donde -C = {-v|veEC}

Definicién 1.2. Sea C C V' cerrado, si C satisface (o) y (b) de la definicidn

anterior, a C se le llamard precono.

Definicién 1.3. Un conjunto Al se dice que es convexo st pare toda x,y €
M, t € (0.1} entonces (1 —t)z + ty € M.

Como consecuencia directa de la definicidn, tenemos el siguiente
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Lema 1.4. Sea C C V' cono.
iy C#0.
it) C es convezo.
iii) —C es cono.

iv) inty(~C) = —int(C). Donde intyC denota el interior de C en V/.

En caso de que no haya confusidn, utilizaremos intC = intyC.

Den. stracion: i) C # @ va que al menos 0 € C.

ii) Sean r,y € C.

PD. tz+(1—-t)lyeC tejll]

Como C es cono, tenemos que Az, uy € C, YA u>0y z+puy € C. En
particular, Yt € [0, 1] se tiene tx + {1 — t)y € C.

Por lo tanto, C es convexo.

iii) P.D. —-C es cono, donde —C = {-v |v € C}.
a) P.D. —C es cerrado.

Sea (—2p)nen C (—C} una sucesion, donde z, € C, Vi € N, tal que
limy o0 —2, = —z existe. P.D. —z € (-C).

Entonces, como cada —z, € (—~C) Vn € N y cada 2, € C implica que
(zndnen © C tal que limp o2, = z y C es cerrado, asi z € C, por lo que
—z € (—-C).

Por lo tanto, —C es cerrado.

b) PD. (-C)+ (-C)C (-C).

Sean —zx, —y € (—C) con z,y € C. Demostremos pues, —z + (-y) € (—C).
Pero —z + (-y) = —(z + y), con x +y € C entonces —(z + y) € (—C), de
donde —z + (—y) € (-C).
¢) P.D. a(-C)C (-C).

Sean a > 0.0 € K, —1x € (—C). Demostremos entonces que a(—2) €
(=C), pero a{—1) = —(azx), pero ax € C entonces —(az) € {(—C), por lo que
a{-z) € (-C).



d) P.D. (=C) N (=(-C)) = {0}.

Sabemos que (—=C) N (—(—C)) = (-C)NC =CN(-C) = {0} yaque C
es cono.

Por lo tanto, —C es cono.
iv) P.D. ini(—C) = ~intC.

Basta demostrar v € V, r > 0,-B,(v) = B,(—v). Entonces w € B, {—v)
siysélosi|| —w—v|=| w+v fi<rstysélosi —w € B, (v) si v sblo si

w € — B, (v). ]

Observacién 1.5. Si § C V, se escribe {S) para denotar al subespacio
vectorial de V generado por S. Si C es un cono, obsérvese que (C} =
C—-C:={z-ylz,9yeC}siK=R6{C)=(C-C)+i(C-C)siK =C.

Ademds, escribiremos dimg C' por dimg (C).

Definicién 1.6. I'n cono C C V es generador de V si el K-espacio vectorial
generado por C es V. Es decir, (C) = V.

Definicidn 1.7. Si C es un cono de V con interior no vacio, intC # 0, se

dice que C es un cono sélido.
Daremos, a continuacion ejemplos para las definiciones.
Ejemplo 1.8.

1.8.0. {0} C V es un cono. Es claro.

1.8.1. SeaV =R}, K=R Seaw eV, C={iv| >0} Ademas,

(Cy={Av| A€ K} #V, por lo cual tenemos que C no es generador y C no

es sélido, ver figura (1.8.1) ¥ ver también (1.15).

1.8.2. Sean V =R?, K =R Seanv,w € V' \ {0}, tal que v ¢ Rw. C =

{4+ pw | A p>0, A\ u€R}. Entonces (C) = {dv+ pw | A, € R} = R%
De donde C es generador, ademds, C es sélido, ver figura (1.8.2) v ver

también (1.17).



figura 1.8.1

figura 1.8.2

1.9. El siguiente ejemplo lo usaremos constantemente a lo largo del presente
trabajo.

SeaV=R,C={z=(z)L, | z: >0, ¥i}. Entonces C es un cono,
llamado ¢} cono positivo ¥ denotado por V*. Ademds, V¥ es un cono sélido.

En adelante cuando nos estemos refiriendo a V™ el cono positivo, sélo diremos

Ve

Demostracidn: a) P.D. V'* es cerrado.
Sea (z™),en sucesién en V' tal que existe lim, o, 2™ = w. P.D. w € V.

) = w;. Como z(™ €

Como limp_ee ™ = w, entonces Vi, liMp—oe 33:7"
V', Vi zf") > 0 entonces w, > 0 Vi. Por lo tanto, w € V'*.

Por lo tanto, V¥ es cerrado.

BYP.D. V*+V*CVr.

Sean x,y € V" entonces para 1 € {<n, £, > 0,y;, > 0asi r; + y; > 0 de
donde z +y € V™,

¢)PD. al7"CV*, a€hA. a>0.

Sean a € K,a > 0.x € 1" entonces z; 2 0. as{ ax, > 0 por lo que



ar € V*.

d}P.D. V*n(-V*)= {0}

Seaz € VYN {(=V*)entoncesr € V¥ yz € (-V*) entonces z; > 0 y
7i < Oparatodai=1,..,n de donde. r, = 0 para toda i = 1,...,n. Asi,
z=10.

Por lo tanto, V'* es cono.

Ademas como la base candnica {e; = (0,...,1,,0,...,0); i=1,...,n}

N

V*, entonces V™ es sélido, por (1.17). »

Ahora para ilustrar geométricamente este ejemplo, sea V = R? y V+ =

{Aey + ez | A, p20,Mp€R}

figura 1.9

1.81. SeaV=K"SiIC{l,..n}. SeaFj={zeV*t|z;=0,1¢ I},

recordemos que V7 es el cono positivo definido en (1.9). Entonces F} es cono.

Demostracion: a) P.D. Fy es cerrado.

Sea (z'"),en C Fy tal que w = lim, 0 2™ existe. P.D. w € F;. Por
{1.9), w € V*. Ahora como Vn € N, Vi € I, z,(-") =0, entonces Vi € I, w; =
limy, 00 2; = lim, o 0 = 0. Por lo tanto, w € Fj.

Por lo tanto, F; es cerrado.

b} P.D. Fi+ F; C F).

Sean z,y € Frentonces z; =0, i ¢, 3, =0. i ¢ [, implicaz; +yi=0,i € I.

Por lo tanto, x + y € Fy,

¢} PD. oF; CFj,a>0,0a€ K.



Sea x € F; entonces 2, = 0,1 & I de donde ox; = 0,1 ¢ I, por lo cual
ar € Fy.

d) P.D. Fn(-F)={0}.

Pues {0} C F,Nn(-F) CV n(-V*)={0}.

Por lo tanto, F7 es un cono. .

1.10. Sea V = @, .yR = {z € V' | 3¢ tal que ¥n > £, z,, = 0}. También
definamos V* := {z € V | Vi € N, z; > 0} C V. Entonces V* es un cono
en V. Sea || - I V — R definida como {| z ||= m (Observemos que
Y ien 77 estd bien definida debido a que para n € N suficientemente grande,

z, = 0).

Demostracién: P.D. V* es cono. a) P.D. V* es cerrado. P.D. V \ V7 es
abierto.

Sear € V\V* entonces 3t € Ntalquez, < 0.Seaf € Ntalquez; =0Vi >
£. Como (z1,...,z/) € R\ (R*)?, entonces 3r > 0 tal que B,((z1,...,z)) €
Rf \ (Rf)*, por ser abierto. Sin pérdida de generalidad tomemos 7 <|| z || .

P.D. B,(z) C V\V*.

Sea y € B,(z) entonces 3, ,(xi— %)+ Y., ¥ < r° (pues /" es creciente

en R*) entonces definamos

w t<¢,

0 sino

entonces (21, ..., 2¢) € Be((Z1,...,7¢)) C RE\(RT)E.

Si z # 0 entonces existe ¢ tal que y; < 0 entonces y ¢ V1.

Si z =0 entonces 7 >[| z — y |[*= ¥,y 27 + X0 ¥ 2 2icp 7! =l 2 I*>
. contradiccidn.

Por lo tanto. y € V\V*. Asi B.(z) CV\ V™

Por lo tanto, 1"\ V' es abierto.

T?

Por lo tanto, V't es cerrado.

Mas adn, V™ = 8V +, Como V'™ es cerrado entonces 17 C VT,

10



P.D. V¥ Cav*,
Seaz € VT,
PD.Yr>0 B (z)NV*T# 0y B(z)n(V\V*) £
Basta demostrar B, (z) N (V \ V+) # 0.
Si z = 0. Es claro.
Si z # 0, supongamos que 7, # 0 v Yn > ¢, 1, = 0, entonces y :=
Seer1 € B(z)n(VA\VF), puesf{z~yll=5<r, ygV+
Por lo tanto, V* C gV ~.
b) P.D. V*+ 4 V* C V.
Sean z,y € V* entonces z; > 0,3; > 0, asi 2; + ; > 0 de donde tenemos
r+y eVt
c) PD. oVt C V™,

Seaa € K, a >0, € V* entonces como z; > 0, asi tenemos que az; > 0,

H
|

por lo que se tiene ax € V*.

d) PD. V+n (=V+) = {8}.

Seaze VtN(—V*)entonces z € Vt yz € (~Vt),asiz; 20y z; <
0Vi=1,.,n,dedondez; =0Vi=1,..n, asiz=0.

Por lo tanto, V* es cono. [ ]

1.10.1. Sea V =€, xR Sean V* ={zr €V | Vi€ N,z; > 0} conoen V y
| 2 ll= /3 ,en 27 como en (1.10).
S1J C N. Definamos V;" := {v € V | s = 0 Vi ¢ I}. Entonces, V}* es

cono de V* y V7 C VH,

Demostracidn: P.D. V;* es cono.

a) P.D. V" es cerrado.

Sea (v(™) en € V™ sucesion tal que lim, e v'™ = v existe. P.D. v € V%

Entonces tenemos que (v8™)pen © V* y asi im0 v = v € V* (pues
V™ escerrado). Ahora,Vne N, Vigl, v}") =0, entonces v; = liMuee uf") =
llmn—;mo = 0 Vz e I, pOl‘ 10 tantO, RS 1/}+.

Por lo tanto, 1} es cerrado.

11



b) PD. 1M+ V7 Cy.

Sean z.y € V[ entonces 1, =0, y, =0 Vi & ] entonces z; +y; =0 Vi ¢ 1.
Por lo tanto, r+y € 177,

¢) P.D.aViF C 1T

Sean o > 0,a € K, r € 1, entonces z; = 0Vi ¢ [ entonces az; =0Vi g
I entonces ar € V7.

d) P.D. V' (=V7) = {0}.

Como {0} C V' N(=17)C VTN {-V*) = {0}.

Por lo tanto, 1" es cono. ™

1.11. En V=R3.Sea C = {r € R®* | 27 + 12 < 72, 73 > 0}. Entonces C es un
cono. Ademads, a C se le llama el cono de helado, ver figura (1.11). Ejemplo

tomado de [P].

figura 1.11

Demostracién: P.D. C es cono. a)P.D. C es cerrado. Observemos que
8C = {(zy.72.73) | 2¥ + 23 = 22, 73 > 0} C C entonces C es cerrado.
b)P.D.C+C CC.
Veamos que si z = {7,.79.23) € C entonces || ' || z3, donde =’ =
(zy.12.0; (es decir, ' = x — r3e3).
Sean z.y € C,entonces || z'+¢ ||<[i 2’ | + || ¢ |€ 23+ ¥y3. con z3+y3 2 0
pues z3, g5 > 0. Entonces. || 2/ + ' [’= (2, + 30)? + (x2 + 12)? < (73 + ya)*
Por lo tanto. r +y € C.
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¢) PD.aCCC.

Seana>0,a¢R, z€C.

az = (az;, ary, arz) entonces (ar;)’+(ar)? = a?(z? +z2). Por otro lado,
sabemos que z? + 72 < 72 pues = € C entonces o?(z? + 72) < o?zk.

d) PD. Cn(~C) = {0}.

Sea 5 € (CN(—C)) entonces z € C y z € (—C) entonces I(w, wa, w3) =
w € C tal que £ = —w pero 0 € w3 = ~z3 < 0 de donde 3 = 0 entonces
0 < z? + 72 < 0 entonces z; =z = 0.

Por lo tanto, z = 0.

Por lo tanto, C es un cono en R®. m

Definicién 1.12. Para 2 € V, el rayo generado por z, se define coma:

ray(z) := {ez | a > 0}.
Lema 1.13. Sea z € V. El ray(z) es un cono.

Demostracidn: a) P.D. ray(z) es cerrado.

Si z =0, entonces ray(z) = {0} que es cerrado.

Sear #0.

Sea {Mz}ien C ray(z) sucesién tal que limio Az = w existe. P.D. w €
ray(z), (es decir, w = Az para alguna X > 0).

Demostraremos que A := lim,_,.. A; existe y w = Az € ray(z).

Sea £ > 0, entonces 3N € Ntalque Vi > N | v — w ||< £. Entonces
Yn,m2N, | A=Az =] Az = Anz+w—w ||<]| Az —w || +
I Amz —w ||< 2¢, entonces Va,m > N | A, — A |< I-Igfl-'

Por lo tanto, {A;}:en es sucesion de Cauchy, entonces lim;_,o, ; =: A existe,
ver (A.3.13.14).

Por lo tanto, w = Ax € ray(z).

Por lo tanto, ray(z) es cerrado.

b} P.D. ray(z) + ray(z) C ray(z).

Sean y, z € ray(z) entonces y = az, a 2 0, z = pr, p > 0.

Ahora, y+z=oar+ur=(a+pjzcona+u >0
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Por lo que, y + z € ray(z).

c) P.D. aray(z) C ray(z).

Seaa 2 0,a € K, y € ray(z) entonces y = px, u > 0. De donde, oy =
a{ur) = (op)r con ap > 0.

Asi, aray{z) C ray(z).

d) P.D. ray(z)n (-ray(z)) = {0}.

Si z = 0, entonces ray(zr) = {0} y se tendria el resultado.

Supongamos que z # 0. Sea y € ray(z) N (—ray(z)) entonces y € ray(z) y
y € (~ray(z)). Entonces y=az, a> 0, y= L0z, 8<0implica0 < a=F <
0, por lo cual, obtenemos a = 0 entonces y = 0.

Y asi, ray(z) N (—ray(z)) = {0}.

Por lo tanto, ray(z) es un cono. n

A continuacién daremos ejemplos mds generales de conos, con éstos po-

dremos construir muchos otros.
Ejemplo 1.14.
1.14.1. Sea C; cono Vi € [, entonces N;¢;C; s cono.

Demostracién: a) P.D. My C; es cerrada.

Sabemos que interseccién de cerrados es cerrado. (Ver A.1.3.).

b) P.D. Nig;C + NiesCi € Nies G

Sean v, w € NgsC; entonces v, w € C,, para teda i € I. Como C; es cono,
Viel, v+weC; Vi€l Entonces v + w € Mgy,

c) PD. a(MesCi) € NerCroa> 0o K.

Sean a > 0,a € K, v € Mye;C; entonces v € C,, Vi € I. Ademds, av €
C;, Vi e l, pues C; es cono parz toda 1 € I, por lo que av € Ny C;.

d} P.D.  (NiesCi) N (= Mies C) = {0}

Sea v € {NierCi) N (— Nies Ci) entonees v € Nyg;C; ¥ v € (= Ny Ci), por
loquer € C;,Vielyve =C, Vie I entonces v =0 ya que (C;)N(-Cy) =
{0} viel

Por lo tanto, N;e;Cy es cono. a
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1.14.2. Para un conjunto, S = {v,},e; C V"

Definamos C := {3 ¢p Mti: A, 2 0. /7 C T finito}, (es decir, C es la ce-
rradura del conjunto de todas las combinaciones lineales positivas de elementos
de S). Si C satisface la condicién (d) C N (—C) = {0} en la definicién de
cono, entonces C es cono y diremos que C es el cono generado por S, v lo
denotaremos por con(S). Notemos que basta pedir sélo la condicién (d}, ya
que las restantes tres condiciones de la definicién de cono se tienen siempre.

Es decir. C siempre es precono (ver (1.2)).

Demostracign: a) C es cerrado, por definicion.

b)PD. C+CCC.

Sean z,y € C, entonces existen (2™ ).en, (¥ )nen Sucesiones tales que
vneN M =%, APy ym = e By, con I,,J, € I finitos,
v €5, a,("), ,B‘-(") > 0Vi, y limpo (™ = z, limye0 y™ = o

Entonces z+y = liMp—00 2™ +y™ € C, pues C es cerrado y Vn, 2™ +y™
es una combinacidon lineal positiva de elementos de S.

Por lo tanto, z +y € C.

¢} PD. aCCC.

Sean a > 0, = € C, entonces z = limy.,o 2™, donde 2™ = ¥, ., Ay,
I, C I finito y V1, )«f"} >0, v; € S. Entonces ar = limy_o ax™ € C, pues C
es cerrado y ax'™ =3~ (@XM, ad® > 0.

De donde tenemos, az € C. =

Observacién 1.14.2.1. i) Si / es finito, entonces C = {3, Aivi; A = 0}.
it} eon(con(S)) = con(S).
iit) con(S) = NpesF, donde 8 = {F C C' | § C F subcono de C}.

Observacién 1.14.2.2. Veamos un ejemplo en el que no se tenga C N
(=C) = {0} y asi C = {30;c; huvi; A 2 0, I finito} no es cono. Sin em-
bargo, se tienen las restantes tres condiciones. Sea S = {e;, ey, v = (=1, —1)},
entonces C = V = R? el cual no es cono, ya que CN(—C) # {0}. Y C satisface

las otras tres condiciones, ver figura (1.14.2.2).
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{-1.-1)

figura 1.14.2.2
Lema 1.15. Sea C C V' cono sdlido entonces C es generador.

Demostracién: C es sélido entonces 3z € intC. Sea v € V.
PD. v e C - C (={(C), ver (1.5.)).
Como z € intC entonces 3r > 0 tal que B,{z) € C. Sea A > 0 tal que
Av+ z € B,(z) entonces C 2 w:= Av+zentonces v = A 'w—A"lze C—-C.
[

De la demostracién del lema anterior se tiene el siguiente

Corolario 1.15.1. Sean C C V cono sélido, x € intyC. entonces Vv €

Vi,3A>0tal quez+ AveC.

Ejemplo 1.16. Ejemplo de un cono en V que es generador pero no es sélido.

Sea V=6, yR C =1". Como en (1.10).

Demostracion: Recordemos que ya se demostro que V* C dV*, {es decir,
int\' ¥ = §).
PD.V*—-17=V

, . w siy 20

Searv € V. Sean w, z € V" tales que w = (1, );en, donde w; =
0 sino,
v | siwy; <0
z = (z)ien. donde z; = i o
0 si no.

Entonces v=w—z € V"t = V"7,
Por lo tanto. V'* es generador pero no es solido. [ ]
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Pero si V es de dimensidn finita, entonces se tiene:

Proposicion 1.17. Sea V' de dimensidn finita. Sea C C V cono, C es sélido

enV siy sélo si C contiene una base de V.

Demostracién: =) Basta demostrar (C) = C~C =V, donde C - C =
{w - v |w,v € C}. Supongamos que C es sélido.

Sea v € V. Como C es sélido existe z € intC y existe r > 0 tal que
B,(z) C C. Ademas , existe A > 0 tal que Av € B,(0). Pero v+ z:=w e C,
entonces v = A7 'w — A7z, (A > 0) donde A 'we Cy -1z e (-C).

figura 1.17

Por lo tanto C genera a V', (es decir, C contiene una base de V).
<) Sea B = {v}j-; base de V', B C C. Como C es cono. 3 7, Av, €
C, >0,seaG={Y1, Av|0< X <1} CC, entonces

intG:{Z)\ivi|0</\i< 1} # 9,

i=l
pues ¥ i, iv; € intG, y O # intG C intC, por (A.1.7).

Por lo tanto, C es sélido. -

Corolario 1.18. Sea V' un K-espacio vectorial de dimensidn finita y sea C C

V' cono. Entonces C es sélido (en V') si y sélo i C es generador de V.

Demostracidn: Por (1.17) C es sdlido si y sélo si C contiene una base si y sélo

st (por definicién (1.6)) C es generador de V. =
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Corolario 1.19. Sea V' un K -espacio vectorial de dimensidn finita. Sea C C

V' cono, W subespacio de V', donde W = (C). Entonces C es solido en W.

Demostracion: Por definicién de W, C es un cono generador de 13 entonces

por (1.18}), C es sdlido en W’ .

Antes de seguir con los ejemplos de conos, daremos ejemplos de no conos
y algunas observaciones respecto a estos ejemplos.

1.20. Ejemplos de preconos y neo conos.

1.20.1. Sea V' = R? Seanv € V, C = (v) entonces C no es cono ya que
v€Cy —veC. Pero C es un precono.

¥y

figura 1.20.1

Observacién 1.20.2.  De hecho cualquier subespacio vectorial {0} # W C

¥ no es cono, pero es precono.

1.20.3. Sean C,C’ conos. C U C' no necesariamente es cono.

Sean V" =R?, w,v eV, con u=(1,2).v =(2,0).

Definamos C = {Mu | A2 0,2 € R} yC' ={uv |2 0,u € R}.

Ahora. CUC' ={reV |r€Coz ('}

Tenemos que u, v € CUC perou+v =(1,2)+(2,0) = (3,2) € CUC', de
donde, C' UL’ no satisface la condicién (a) de la definicién por lo que la unién
no es cono. De hecho, C U C' tampoco es precono.

Respecto a este ejemplo se tiene la siguiente observacion .
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Observacién 1.20.4. Si C,C" son conos en V talessque C C C'6 C' C C
entonces C U C' es cono. También, observemos que el regreso no se vale, ya
que los conos pueden sélo estar traslapados, de este modo la unién es cono,

aunque no necesariamente alguno de los conos contiene al otro.

Ejemplo 1.20.4.1. Sean C = {de + u(1, 1) [ A,u 2 0,\,u e R}, C' =
{M1L,2) +pey | A, u>0, M peR}. CUC' =V peroCEC'yC' € C.

figura 1.20.4.1

1.20.5. Sean C,C’ conos. C + C' no necesariamente es cono.

Sean V=R K=R

Sean C = {M1,0) + u(1,1) [ A p € RApu 2 0}, ¢ = {a(-1,0) +
-1,-1) | e,y € R o,y 2 0}. C +C" = R?, el cual no es cono, ya que para
toda'v € C+C',—v € C+ ', vy asi, no se satisface la condicion (c) en la

definicién de cono.

figura 1.20.5

Observemos que en este ejemplo las candiciones (a} ¥ (b) siempre se satis-

facen, pero no (c) ademads, si tenemos C, cono para toda i = 1,...,n entonces
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Y i, C: es cerrado, pero, para Y2, C, no siempre es cerrado.
1.20.6. Ejemplo de que suma infinita de conos puede ser no cerrada.

Sea C,, = R*(1, 1) cono para toda n € N. Ahora,

5 o € con(1,1), (LO) \ R¥(1,0)

n=1

que 1o es cerrado.

figura 1.20.6
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§2. Ejemplos importantes de conos.

A continuacién daremos ejemplos importantes de conos. con éstos, po-
dremos construir muchos otros.
2.1. Conos generados por normas . Sea K =R

Sea 1" un K'-espacio vectorial de dimensidn finita, con una norma
Ih-il: vV — R,

y sea f una funcional lineal (i.e, f: ¥ — R lineal).

Sea C={r €l ||l z|< f(z)}. Entonces C es un cono.

Demostracién: a) P.D. C es cerrado.

P.D. ¥ {v;}ien C C tal que lim;_,, v; existe, entonces lim;_,., 15 € C.

Sea {v;}ien C C tal que lim;_, 0 v; =: v existe, (Es decir,Ye >0 3IN € N
tal que Vm > N, |lum — u|| < &).

PD. vel.

PD. [lvll < f(v).

Sabemos que || - || es continua (es decir, sea z € V, Ve > 0, 3§ > 0 tal que
|z — yll < & entonces ||| z || = || v ||| < €, donde | - | es la norma usual en R 6
C. Tomemose =4, yaque |||z || — || v || £ & ver A.3.5.(1)).

Por lo tanto, lim_e || v ||=[ v |. Ahora como f es continua (A.3.9}.

entonces lim, . f(v;) = f(v). Ademds. como Vi, v, € C, f(v;) 2| » || -
Entonces f(v) = lim,o f(%) 2 limyaoc || i [[=]f v || (pues. limjio | v |
—fw) =l v Il ~f(2) < 0, va que || &, | —f(u) < 0 ¥4).

b)PD. C+CCC.

Sean z,y € C entonces || z [I< f(z), |y IS f(¥) llz+y stz +
| i< flx)+fy) = f(z+y) yaque f eslineal. De donde, || z+y [I< f{z+y).

¢)PD. «aCCC

SeareC,a>0,a€ K. ||az||=cl z||< af(z) = flaz), la primer
igualdad se tiene por ser a > 0 y la iltima igualdad por ser f lineal.

Asi, | oz [|< f(oa).

d) PD. Cn(-C)={0}.
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Seax € CN(-C) entonces r = —weonw € C. 0 <|| z ||€ flz) =
f(=w) = —f(w) implica f(x) < ~ || 2.

Por otro lado, como v € C. |j w |I< f{w) entonces 0 <|| z ||=]| w ||< f{w)
¥yl z li=w s =f(x). por lo que 0 <[l w [|< f(w), - f(w), entonces 0 <
—f(w), f(w) asi f{w) = 0 entonces |, w JI= 0, de aqui que w =0 y asi z = 0.
Por lo tanto. C N (-C) = {0}.

Por lo tanto, C es cono. ]
Lema 2.2. Sean V = K", || - |1V —= Rnorma y f : V — K lineas
Sea C ={v e V] fv) 2| v ||} el cono generado por f y || - Il . Entonces

8C C{veV| flv)=|v]}

Demostracidn: Seav € 8C. P.D. f(v) =| ¢ | .
Equivalentemente, P.D. v € C tal que f(v} >|| v || entonces v € intC.
Sea v € C tal que f{v) >| ¢ |-

—te

Sea:.&:>0t,a]que0<55f")2 . .

Como f es continua, entonces 38’ > 0 tal que Vw € Bg{v) se tiene que
| flv) = f(w) |< e Bsdecir, || o] - | wl| <[ v-w]< ¥

Sea 0 <8 <& talque [ffv || =6 fv |l +8=Bs(le )y Bslifv I
B.(f(v)) = 0. Entonces Vw € Bs(v). f{ w ||< f(w), (pues || w||€ (|| v || —&.
vl +8]y flw) € [f{r)—¢ flo)+ejy (| v ] +6 < f(v) — ¢ ) de donde
Bj(v) C C, entonces v € iniC.

Por lo tanto, 8C = {v e V' | f(v) =| v [|}. n

2.2.1. Una norma es llamada estrictamente convexa si para todaz,y € V
tales que || z [|=f ¥ ll= 3 || =+ v i entonces r = y. En (2.5.4.1), se de-
mostrard que si la norma es estrictamente convexa y dimC > 1, entonces
o0C={veV|flv)=|vl}
2.2.2. Este ejemplo muestra que 8C C {v € V | f(v) =] v ||}.

Sean1V"=R. f:R— R flr})==1

Por (2.1) tenemos que C = R* U {0}. Ahora {v eV | fv)=|v|}=C
¥y 8C = {0}. Asi, 8C C {v € V| f{v) =[ v \[}.
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2.3. En el ejemplo anterior (2.1) se define un cono a partir de una norma y
una funcional lineal. Ahora daremos distintas normas, para obtener ejemplos

particulares de estos conos.

i) Sean V =R", || - [l: R* — R la norma euclidiana definida mediante:

Sea f: K2 — R, f(zx1,13) =z, + 2,. Sea = = {z,,75) € R2.

Siflz|= 2?4122 <z + z; entonces x7 + 2% < 13 + 21429 + 73, de
donde 0 < 2x,1,, entonces z;,20 > 06 2,70 < 0. Pero f(z) =z, + 29 > 0,
asi C = {z € B | 1,22 > 0} (es decir, C = V* el cono positivo).
ii)Sea f:R* — R flz,y)=2z+y.

a) || - || euclidiana.

C = {(z,y) | 22+ y = /22 + 4%}, (z,9) €Csiysélosi2z+y >0y
ar? +dry+ P =x? +y¥siysélosi2r +y > 0y z2(3z + 4y) = 0 si y sélo si
paraz=0,y>0;yparaz#0,3z4+4dy=0y 2x+y > 0 de donde,.?::—%y
y —3y+y > 0porloque —3y>0siysélosiy <0.

Y

\
)

x..__ —

figura 2.3.1i.2

b) | - llsup: definida por || z |lsup=sup{| z |.| ¥ |}, = € R%.
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¢ C {(z,y) |z +y =l (z, 9} |lsup}-

bly2z+y=|z|sivsdlosifz |>|y|ysiz>0,z+y=0siysélosi
r=-~ysiz<0, 2r+y=-rsiysélosidzr+y=10siysblosiz=-%

b2) 2z +y=|yisiysdlosijz|<|y]|ysiy>0,2x=0entonces r =0,
siy<0,z+y=0siysélosiz=~y, dedonde 2z +y = —y.

Ahora, | z |<| v | si y sélo si V2% < /3 si y sélo si 22 < ¢

y

=

x_y
3

figura 2.3.ii.b

Observemos que C = C(N;.") # C(_f‘n."mp) =:C".
2.4. Conos en Hom(V, V).
Sean V un K-espacio vectorial de dimensién finita y Hom(V,V) el K-

espacio vectorial de las funciones lineales sobre V' (es decir,
Hom(V,V)={f1f:V — V lineal}}.

Para un cono sélido C en V', se define TI(C) := {f € Hom(V,V) | f(C) C
C} entonces TI(C) es un cono en Hom(V, V). TI{C} es el cono de las fun-

ciones lineales, f : V — V', que dejan invariante a C.

Demostracidn: a) P.I). TI{C) es cerrado.
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A Hom(V,V) se le asocia la siguiente norma;
f € Hom(V,V), || f||=sup{ll f(z) || | z lI=1}.

Sea (fu)nen € [I(C) sucesidn tal que limy o fn = f existe.

P.D. f € I(C).

Tenemos que ¥n € N f,(C) C C.Sear € C. P.D. f(z) € C.

f(x) = limgooo fn(z), fo(z) € C Vn entonces como C es cerrado f(z) =
limy, 40 fu(z) € €. Por lo tanto, f € THC).

Por lo tanto, I1{C) es cerrado.

b) P.D. II(C)+ (C} C TI{C).

Sean f,g € II{C). Sea z € C. Entonces {f + g)(z) = f(z) +g(z) € C, ya
que f(z) € C,g(z) € C y C es cono. Por lo tanto, f + g € TI{C).

¢} P.D. «ll(C) C II(C).

Sea feIl(C),a>0,c€ K. (af)z)=alf(z}) € O(C) yaque af(z)) €
C porgue f(z) € C'y C es cono.

d) P.D. I(C) N (-H(C)) = {B}.

Sea f € (IIC) n (-TI{C))) entonces f € II(C) y f € {-II(C)), donde
—TI{C) = {—g | g € II(C)}, entonces existe ¢ € [1{C) tal que f = —g, asi que
YveC, g(v) € C,dedonde Vv € C, f(v) = —g(v) € —C, por lo que tenemos
que f(C) € Cy f(C) € ~C (va que, f(v) = —g(v) € —C, pues g(v) € C)
entonices f(C) C C N (—C). pero Cn(=C) = {0}. Entonces f{C) = {0}, ¥
como C contiene una base de V' (por ser sélido), entonces f = 0.

Por lo tanto, I1{C) N (-I(C)} = {0}.

De lo anterior, concluimos que, IT1{C) es un cono en Hom(V, V). ]

2.5. Conos ortogonales.
Sea C un cono sélido en V. Definamos Ct := {f € V* | f(z) 2 0Vz € C},
donde V* = {f e V| f : VV — K lineal}, V' es el espacio dual de V.

Entonces C* es un cono (el cono ortogonal de C).
Demostracidn: a) P.D. C* es cerrado.
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En V* tenemos la norma: f € V*, || f ||l=sup{| f(z) sz eV, ||z ||<1}.

Sea (fn)nen C C* tal que f = lim,_,o0 fn existe. P.D. f € C*,

Como ¥n € N, ¥z € C, f,(r) > 0 entonces f(zx) > 0 Yz € C entonces
f € C*. Por lo tanto, C+ es cerrado.

b) P.D. Ct+C+CCt

Sean f.g € Ct. Veamos qué ocurre con f + g.

(f + g)(z) = f(z) + g(z). pero f(z) > 0y g(z) > 0¥z € C, ya que
f,g € C+, de donde f(z) +g(z)>0VzeC.

¢} P.D. oCt CCL

Seana 2 0, € K, f € C*. (af)z) = a(f(z)) como f(z) > 0Vz € C,
se concluye que af(z) > 0Vx € C.

d) P.D. C+tn(-C*)={0}.

Sea f € (CL N (=CL)) entonces f € Ct y f € —C*, de donde tenemos
flz) 2 0Vz e Cy flz) < 0Vzr € C, entonces f(z) = 0Vz € C, ¥
como C contiene una base de V| se tiene que f = 0. De aqui concluimos que
Ctn (~-C*) = {0}

Por lo tanto, C* es un cono. (]

2.5.1. Observemos que en (2.5) se pidié C cono sdlido, ya que si no lo pedimos,
tenemos lo siguiente: Si C = {0} entonces {0}* = V" que no es cono. De

hecho, C* es precono, (ver(1.2)).
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§3. El orden parcial >€,
Un cono C C V define un orden parcial en V', que nos va a ser de mucha
utilidad v una de ellas es que nos hace manejar cualquier cono sélido como si

fuera el cono positivo 17+,

Definicion 3.1, Sean C un cono en'V yu.z € V. Decimos que: u >€ 2 si
u —z € C. {§i no hay confusidn escribiremos w > z). Esta relacidn define un
orden parcial en V. Escribiremos u > z si u > z y v # z. Observemos que

ueC siysdlosiu>0.
Ahora daremos la demostracion de que <% es un orden parcial en V.

Proposicién 3.2. Sea C un cono enV. La relacién deda por <% es un orden

parcial.

Demostracidn: Sean z,y,z € C.

a)PD z <z

r<rpuesfeC.

byPD.Siz <y, y < rentoncesz =y.

Como z < yentonces y — ¢ € C vdey < 1 tenemos ¢ — y € C, pero
T-y=—(y—z)€Cn(-C)= {0} entonces como C es cono. y — = = 0 de
donde r = y.

cj PD Siz<y. y<:zentoncesz < z.

Tenemos z —zx = (2—y)+(y—z) ECpues z—y,y —z € C, va que

z > y. y 2 r por hipdtesis, entonces z > r. ]

Definicién 3.3. Sean C un cono en V. u,z € V. Decimos que u > 0 si u €

intC. Ademds. v > z stu—z 3 0.

Observacion 3.4. a) En C = ray(v) se tiene que <% es un orden total.

b) La relacién dada por < puede no ser un orden total.
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Ejemplo 3.5. Sea V't el cono positivo en R%. Tomemos , y € V*, donde
z=(2.1),y=(1,2).perotenemos r —y=(1,-1) ¢ C.y—z = (-1,1) € C,
ademds x # y, es decir, z £ ¥y v ¥ £ z. Asl la relacién de orden parcial dada

por “<" no es un orden total.

Ahora daremos algunos resultados para el orden parcial que definimos vy

que nos seran de gran utilidad.

Lema 3.6. Sea C un cono de V' entonces,

0) SeazeV. Si0<z <0 entoncesz=0.

1) Secwe V.
Jv>zsiysdlosiv+w2 z+w,

v zsiysdlosiviw»z4w.
2) u»> 0 siysdlosiVa >0, au>0.

3) Seaa >0
i) v >z siysdlo siav 2 az,

i) v > 2 sty sdlo st av > az.

4) Sec o < 0.
ijv >z sty sdlostaz > av,
it) v 2> z §i y sélo si az > av.

5) $i0<Cy <z, 0<Cw< 2z entonces w+y<z+az.

Demostracién: 0} Por (3.2{b)).
1) Seawe V.
i)v>zsivsdlosiv—z € C,perov—z =v—z+w-uw =rv+w-(z+u) € C
sivsdlosiv+w > z+w.
i) v > zsiysolosi v~z 0 (es decir, v — z € intC). Pero v — z =

v+w—{z+w)siysdlosiv+w>z+w.

28



2) =) Seau»0.

PD. Va >0, au>0.

Sea o > 0. Como u > 0. entonces existe 7 > 0, B.(u) € C entonces
Br(au) € C pues w € By {au) entonces || w — ou ||< ar pero como a > 0
entonces || £ — u [|< r entonces L € B, (u) C C. nuevamente @ > 0 y como C
es cono, entonces w € C, de donde B, {au) C C, asi au > 0.

—=}PD. u>»0

Por hipétesis tenemos que para toda a > 0, 0u > 0. Seaa =1 > 0
entonces au = u > 0.

3) Seaa>0.

iJv>zsiysolosiv—2z € Csiysilosialv—2z)eC, (ya que o> 0),
pero a{v — 2) = av — az € C si y s6lo si av > az.

ii} v > z siy sélo si v — 2 € iniC st v s6lo si {por (3(i))) a(v — 2) € intC
si vy sdlo st av 3 az.

4) Seaa < 0.

i)v>zsiysilosiv—z € Csiysdlosiz—v € (—C)siy sdlosi
la](z =) € (—C) (va que —C es cono) si y sélosi —|a|(z—v)=a{z—2) € C
si v solosi oz > ar,

ii) v > 2 sy sélosi v—z € intC si v sélo si (por (1.4(iv))) z— v € int(-C)
si ¥ sélo si (por (3)} |al(z — v) € intC si v sélo si {(nuevamente por (1.4(iv)))
—laj{z —v)=a{z —v) € niC si v sélo si az > av.

5) Como0<y<rentoncesr—-y>0(e,r-yeC)yvdez>w>0
se tiene z —w > 0 (ie. z—w e C)dedonde z - w4z ~y & C (pues C es

cono). Peroz —uw+r—y=c+xr-(w+y)porloque z+x>w+y. ]
Lema 3.7. Sea C C V" un cono.

1) Sean u > 0. v € V. Supongamos que existe & > 0 tal que u + av € C
entonces para tode 0 < 3 < a, v+ Bv > 0.

ii) Sean u 2 0. v € V' y supongamos que existe o > 0 tal que u — av > 0

entonces para toda 0 < 3 < a. u— 3v > 0.
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Demostracidn: i) Como C es convexo y u, u+ av > 0, entonces Vit € [0, 1],
(1-tiu+tlu+av)=u+tar > 0. Sea 0 < f < o entonces § < g <1,
= g entonces u + gat' =u+ 3uv>0.

ii) Sea w := —v v luego aplicar (i). [ ]

Proposicién 3.8. Sea C C V cono sdlido, con V = K". Entonces z € intC
81y sdlo si para toda y € V eziste Ay, >0, z+ A,y € C.
Mids aiin, podemos escoger A, > 0 tal que z + Ay € intC, VO < A < A,

Antes de demostrar la proposicién veamos la siguiente

Observacidn 3.8.1. Supongamos 2z € C es tal que Yy € V 34, > 0, z +
My € C.

Sea {e;}", la base candnica de V. Sean Vi = 1---n, ,A; > 0 tales que
die; + 2> 0, —yie; + z 2 0. Definimos X := minjcicn{ M % }-

Porlo tanto, si 0 # v € V, v = Yo ai¢ y & '= MaXi<ica{| @i [}

; 5 o &
entonces 2v+z€C, = > 0. Mids atn, Z(~v)+z€C.

Demostracién: A > 0, na > 0 entonces % > 0. Observemos que § < M‘%l <
X < A, i, si a; # 0. Entonces, si a; > 0, como Aie;+z € C y como 0 < i-%i <
A; entonces {por (3.7.)) §§‘~’e,~ +z2eC.

Ahora si a; < 0, como y{—e )} +2z € Cy como 0 < ﬁl;'—l < v entonces

ﬂc“:—l(——e.)+z =£‘f—*e‘-+z €C.

< 5 n
Porlo tanto, 237 aye;+nz € C entonces (ya que C es cono) 2 311, oie,+2
=X

=Zv+z€C.

Més atin, 2(-v)}+2z> 0. Pues, —u =3 1) —oie, Yy @y = 0. n
Ahora si, demostremos la proposicién anterior (3.8).

Demostracidn: Basta verlo para el caso A = R
Pues si C C C ~ R {como R-espacio vectorial) v como el cono se

comporta como “R-cono” pues v+iw, v'+iw’ € C entonces (v+1')+i{w+w') €
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C. v.v'.w,w' € B*, a > 0 entonces av + iaw € C. Entonces tomemos
¢ C R

=) Prueba candnica, ver (1.13.1).

<=} Sea z € C' y supongamos que para toda y € V' existe A, > 0 tal que
z+ Ay € C PD. zeintC.
1. Tomemos S™! = {v € V" ||| v jj= 1}. Observemos que para toda
S e, =1 € 5" 0<la; [<1, Vi. Entonces ag := max{| a; |;
i =1...,n} < 1. Entonces siguiendo (3.8.1). 0 < % < ;f_‘;, ﬂ—;‘-;z +zeCy
por (3.7). %I + z € C Es decir. %S"" + 2z C C. Como C es convexo (1.4.(ii))
v 8Bs(2) = %S"‘l +z C C, entonces B;(z) C C.

Pgr lo tanto. z € intB; (z) C intC, \;r(A.l.Y).

Por lo tanto, 2 € intC.ﬂ .
2. Ahora, sea z >» O entonces Vy € ¥ 34, > O tal que VO < A < Ay,
Ay + 2 € intC.

Como z > Oentonces 3r > 0, B,(z) C intC. Supongamos y # 0 entonces
sea A, := ior entonces Ay € B,(0) entonces Ay + 2 € B,(2) C intC.

Entonces (por (3.6.(3)) VO < A < A,, Ay + 2z € intC. a

Corolario 3.9. Sea C C 17 un cono.
a) u> 0. v >0 entoncesu+1v > 0.
b) u > v:» 0 entonces u > 0.
¢) v,u> 0 entonces VO <t <1, tr+ {1 —t)hu>0,
d) Siz >0, z+Xy>0,conA>0entonces VO < B < A, 2+ Fy > 0.

Demostracidn: a) Sean u > 0, v > 0.

PD. VyeV 3rA>0Ay+(u+v)el.

Sea y € 1 entonces existe A, > (, A,y +u € C ya que u 3> 0, (ver (3.8)),
asi Ayy + (v +v) € C pues C es cono v v > 0 entonces por la proposicién (3.8)
u+v>» 0
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b) Por hipétesis, v > v >» 0 entonces t > 0 y u— v > 0 pero por (a)
u=v+{u—-1v)>0
c) Por lema (3.6.(3)). tv. {1 — t)u > 0 y por {(a), tv + (1 — t)u > 0.
d) Sean z 3> 0. z+ Ay > 0 entonces por el inciso (a) tenemos 2z + Ay > 0 de
donde por (3.6.(3)) z + ’%y > 0 v por {¢) se tiene V0 < § < -t}, z+ By > 0.
De la misma manera. como z + 3y > 0, z + Ay > 0 entonces V0 < 8 <
8 2+ 8y > 0 (pues 2:+(A+ 3> 0) dedondez+%y>>(-).
Por induccién. vm e N. VO < < 224, u+ Sy > 0.

m+1

Por lo tanto, V0 < 83 < A, z+ 8y > 0. (pues V0 < 3 < A, 3Im tal que
0< <) .

Bien, ahora daremos otro ejemplo importante de conos.

Ejemplo 3.10. Sea C un cono de V' (no necesariamente de dimensién finita)
y S C C un subconjunto de C. Definimos F = {y € C | 3z € con(5),0 <
vy < z}. Entonces F es cono de V.

Recordemos que con(S) = {3} I, Bzt |z € S, fi 2 0,i=1,...,n}.

-

Demostracion: a) P.D. F es cerrado.

Tomemos F’ := (con(S)— C)NC, donde con(S) —C ={v—-—w | v €
con(S), w e C}.

Como con(S), —C, C son conos, en particular cerrados. Entonces con(S) +
(—C) es cerrado, (ver A.1.4): entonces (con(S) + (~C)} N C = F' es cerrado.

PD. F=F.

C) Sea y € F entonces 3z € con(S) tal que 0 <€ y <% 2 entonces 0 <€
z—y € con(S)—C entonces 2~y € F’'. Porlo tanto, 0 €€ y = 2z~ (2 ~y) € F',
pues z € con(5), —{z ~ ¥} € —C.

D) Sea y € F” entonces 3z € con(S),z € C, y = z — z > 0. entonces
yEFpuesz:>¢ 2=y >¢0, >0

Por lo tanto, F = F".

Por lo tanto, F es cerrado.

b)PD. F+FCF.
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Sean 7.y € F entonces 3z.w € con({S)talesque 0 <z € 2.0 < y < w,
asi<r+y<z+w conz.uw€conlS).

Por lo tanto. r + y € F.

c)PD. a>0.a€ . reF emonces ar € F.

Sea r € F. entonces 2z € con(S:1al que 0 < 2 < . lo que implica que
0 <ar<a:z azeoon(S)

d) P.D. F~{-F)={0}.

Tomeinos. {0} € FN(=F) C C~(=C} = {0}.

Por lo tantu. F es cono. ]

33







Capitulo II. Conos poliédricos, Caras y Condi-
ciones de Cadena.

En este capitulo estudiaremos lo refacionado con vectores extremales v conos
poliédricos. por lo cual, se da el teorema siguiente (3.2.): Si 1" es un R-espacio
veetorial de dimension finita v C € 1 un cono entonces existe C cono poliédrico
tal que C C € C V. este teorema resulta ser importante. pues con él se de-
muestran otros resultados. nosotros enuneiareinos dos de ellos en la seccidn 3.
Dameos 1ambién algunos resultados relacionados con caras. las definiciones de
cara-generado v finitamente cara-generado. Ademads, compararemos nuestra
definicidn de cara con la dada por Vandergraft en [V]. Tainbién veremos al-
gunas definiciones relacionadas con caras. como son: la condicién de cadena
ascendente (CCA) v longitud de cadena,
§1. Vectores extremales. X

Sea V7 un A-espacio vectorial con A = R 6 C de dimensidn no necesaria-

mente finita.

Definicion . Decirnos que ' es un subeono de C si O es un cono contenido

en C

Definicién 1.1. Sea C un rono en V7. Un vector r € C se llama extremal
st =y-=—2z cony.z € Commplica que y, = son nadltiplos escalares reales de r.

fet. oy 2 € R7o).

Lema 1.1.1. Sea O C V' cono. V' un K-espacio vectorial.
a) 0 € C extremal (enfonces {¢ € C | v extremal de C} £ 0).
b Sidim= V= 1. C # {0). entonces {z € C\ {0} | = ertremal} C intC.
e Sedim V> 2. {: € C "' = extremal } € OC.

Demostracidn: a)Seanr.y € C. 7=y = 0entonces y = —r € C~{=-C1 = {0}
by C # {0} eutonces C =R v, v 2 0.mtC = C\ {0}

¢} Sea ¢ extremal. Siov € 9C. se tiene el resultado.
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Supongamos v ¢ JC entonces v € intC entonces Ir > 0B, {v) C C.
Como v ¢ 8C entonces v # 0 vy como dimV > 2 entonces 3u € V tal que
u. v linealmente independientes entonces por (I.1.15.1) 3 min{~y, 7-v} = v >
0. yu+v, ¥{~u}+v € C, de donde v = 3(yu+v)+ L{y(—u)+v) contradiccién
(v es extremal).

Por lo tanto, v € 8C. .

Observacién 1.1.2. Si K = C también vale el lema (1.1.1), para la de-

mostracion ver a 17 como un R-espacio vectorial.

Observacién 1.2. Si z es extremal vy 0 < y < z entonces 3a > 0 tal que

ay = 1.

Demostracion: P.D. 3o > 0 tal que ay = z.
Si z = 0 entonces y = 0 por observacién (1.3.6.(0)) ¥ Ya > 0 se tiene
a-0=0.
Supongamos = # 0. Por hipétesis 0 < y < z entonces z — y € C, sea
v := r — y de donde z = v + y, pero z es extremal entonces v = Azr y
y=pz, L, u>0 Comoy#0, u#0,seaa=pu"! entonces ay = .
[

Definicién 1.3. Sea C un cono en V. Decimos que C es poliédrico st e lo

mds liene un nimero finito de vectores extremales. (Salvo maltiplos escalares).
La demostracién de la siguiente proposicién sigue esencialmente a {P].

Proposicién 1.4. Sea K = R. Sean C CV = K™ un cono y v € C, entonces

v = Z:le ; . ¥, vector extremal de C, I finito. Mds ain, podemos encontrar I

tal gue #I < dim V"

Demaostracién: Haremos la demostracién por inducecidn sobre n.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que C es sélido. {Si C no es
sdlido, entonces se puede suponer que C C K"~1 y el resultado se seguird por

induccién).
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Sin =1 entonces Jv, C = R v v todo vector en C es extremal.

Sin =2 3Frv.w € C extremales tales que C = con(v,w) v se latesigue el
resultado. ver (1.1.14.2).

Sea n > 3. Primero demostraremos ¢} caso:

Caso 1. r € 9C.

Si r es extremal. va terminamos,

Enionces sea r € 8C no extremal. Si r = u+1, donde u, v € C linealmente
independientes. Si u 6 v € intC también se tiene r € intC' por el corolario
{1.3.9.(a)}: entonces u. v € §C.

Sea 8§ = {F C 8C | Fescono.z € F}. donde § # @ pues ray(r) € 8.
Sea S un subcono de C maximal con la propiedad de que r € § C 8C ¥ sea
H = (5) el espacio vectorial de dimensién minima tal que 5 ¢ H, entonces
dimH < n — 1 (pues si dim H = n. entonces 5 seria cono so6lido en V', pero
S € AC cantradiccidn). Por hipétesis de induccidn, r estd generado por a
lo mas n — 1 vectores extremales de 5.

Basta demostrar que estos vectores son también extremales en C.

Sea y extremal en S v supongamos que y no es extremal en C. Ahora, sea
y = u-+vconu v € C linealmente independientes. Siu ¢ S podemos construir
elcono ' = {w+au|w € S.a2>0}

Observemos que S € §'. Como w'+au = w+a{y—r) <€ wtay € § C C.
entonces S' C JC. contradiccién al hecho de que S era un subcono de C
maximal contenido en 9C v que contiene a r. Asi. u. 1 € S por lo que tenemos
que y uo es extremal en S. centradiceion (y extremal en S).

Caso 2. Sea r € intC v sea u € O, extremal en C v linealmente indepen-
diente de r. (pues dimC > 3. 8C # {0}). Consideremos el plano P generado
por r ¥ u (P = {r.u)). Definamos C" := PN C ¢l cudl es un cono. con x € C".
Asl. r = 1, - ry donde 1, € ray(u) extremal en C v .7 extremales en "
(por la base de induccidn n = 2). Ademas. ry.1ro € 8C. (r; € 3C pues u es
extremal en C. Observemos por (1L1.1.{(¢)) que ry.r. € d ¢ ' = 8;C'. P =
('Y = {r.u). Supongamos ro € 8C. Entonces =7 > 0 tal que B,{r;) C C.
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Definamos B?(z3) == {z € P || z =z {|< r} C B{(z)NP C PNC ="
contradiccién, pues z2 € 9pC").

Entonces por (caso 1), 12 = 3 ., v, #I < n -1, suma de extremales en
C.

Por lo tanto. z =z, + Z,H v;, suma de a lo mas n extremales en C. »

Observacién 1.4.1. Sea K = C. Sean C C V = " cono y v € C, entonces
v = E:’e ; Ui, v, vector extremal de C, [ finito. Mds ain, podemos encontrar

I tal que #I £ 2dim V.

Demostracion: Como C € V' = C* entonces C es un cono en K?* como R-
espacio vectorial, de donde Yv € C, v = Zf:l Aivi, A 2 0, v; extremal,
entonces Vv € C C C°, v = Yo" Ay, A 2 0, v; extremal.

Por lo tante, #1 < dimR?" = 2n. n

Corolario 1.5. Sea V un K -espacio vectorial de dimensidn finita. SeaC C V
cono solido entonces existe B base de V contenida en C que consta de vectores

extremales.

Demostracién: Sea K = R. Como C es sélido por la proposicién (1.1.17)
contiene una base B’ = {v;}., de V, ahora, por la proposicién anterior (1.4)

tenemos que:
. n

vy = E we; 1
7=1

donde w,; es un vector extremal para j = 1,...,n. Entonces B" = {wy;}7;.,
genera a V. Asi, B" contiene una base B para V| de vectores extremales de C.

SiK=¢C, ;= Ele w;; entonces B = {wy}?"_, genera a V. Asi, B"
contiene una base para V, de vectores extremales de . |

Observacién 1.6. En el teorema (1.1.17) (C C V/ cono en un espacio vectorial
de dimensidn finita. C es sélido si v sélo si C contiene una base), observemos
que podemos tomar la base B C C de vectores extremales. Asi, en los ejemplos

siguientes (1.7.2), {1.7.3) el conjunto B = {v;, v9, v3, 14} contiene una base de
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R} Por ejemplo en {1.7.2) los vectores vy, ¢, 13 forman una base de R, asi

cOmo g, ta. 14 00 (1.7.3).

Ejemplo 1.7.

1.7.1. Sea V=3 = {A; ~ e, Ay >0} ol cono positivo en B2, En ¢
los vectores extremales son e v o ver figura(1.7.1). Ademds. C es poliédrico,

ver(1.3).

€.

p———— e

figura 1.7.1

1.7.2. Sea V=R, C={{r.y.2) 1 P+ y* € 2°. £ 2 0}. C es llamado el cono
d- hedado. Cada ravo de dC es un vector extremal. los cuales son un nimero
mfinite. ver figura (1.7.2}. Asi. C no es policdrico.

1.7.3. Sean V=R C=coniee = (L0 Doy = (=10 1)t = (0. 1.1). 1y =
(1. =1.1)) en este cone .1, 3.0y son los veetores extremales de C (salvo
mltiplos excalares ). ademas (O resulta ser un cono poliédrico. ver figura

(1.7.3).

Observacién 1.7.4. Todo cono en B* ex puliédrico. (Los conos en K2 son:
{0}, Ew. conl v w). e linealmente independientes: en los cuates 0w v v.w

sott los vectores extremales. respectivamente).
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figura 1.7.2

figura 1.7.3

§2. Caras.
Definicién 2.1. Un subconjunto F' no vacio de un cono C es una cara de €
8i:

a) F es un cono.

b)z€ F,yeCyz—y€C entoncesy € F {es decir, 0 <F z,

0 <€ y <% z entonces 0 <F y).

Observacidén 2.2. Vandergraft define cara de una manera un poco distinta.

discutiremos ambas definiciones en la seccién 3.
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Observacién 2.3. Observemos gue {0} v C son caras de C. llamadas las
caras triviales de . 51 F es una cara de C se escribe F Q. v si la cara F
e~ diferente de C. se escribe F < C. El conjunto de todas las caras de

se denota por FJ{C).
Lema 2.4. Sca F <C. esdecir. Foes cara con F # C. entonces F C 8C.

Demostracidn: Sean F<SC. re Fool

P.D. F=(C. Seaye€ C. entonces existe A > 0 1al que r — Ay € C (pues.
s € mtC entonces existe ¢ > 0 tal gne B.(r} C C. ver (1.1.15.1)) entonces
comor € F.Ay€ C.or— Ay € Centonces Ay € F.dedondey € F,asi C C F,

por lo tante ¥ = C. [ ]

A continuacidn daremos algunos ejemplos de caras. usando los conos dados

anteriormente.
Ejemplo 2.5.
2.5.1. Sea C cono. Entonces {0} es una cara de C.

Demostrucién: P.D. 1) {0} es cono. Es claro.
2)P.D. 7€ {8}). 0 < y < rentonces y ¢ {0}
Sea =1 € {0}.0< y <0 dedonde y =0 por (1.3.6.(0)).

Por lo tanto. {(}} e~ una cara de C. Para todo C cono. ]

Lema 2.5.2. La wmicrseecwin de una coleeerdn de caras es otra ver una cara.

Demostracidn: Sea {F ), caras do C.
P.D. 1} e Fy oes cono.
2)Sire e F.yeCyvr—yeCentances y € ™ F,.
Para 1) como F, ex cara de ¢ Yo € I, entonces F, es un cono v, € T v

por (L14.1). &, F, ex cono.
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Ahora, probemos 2). SeareNg F,yeCyz—yeC. (*)
Dez € NerFysetienexr € F, Vi€l ademds por (*)y€ F;Vie I, de
donde y € N Fi.

Por lo tanto, N, F, es cara. ]

Definicidn 2.5.3. Una norma es llamade estrictamente convexa si para

tode 1,y € V tales que |z ||=||y ||= 3 || z + y || entonces z = y.
Por ejemplo, las normas euclidianas son estrictamente convexas.

Lema 2.5.4. Sea V' un K -espacio vectorial de dimensién finita. Sea C =
{re V|| z|£ flz)} cono por (1.2.1). Si|| - || es estrictamente conveza y
0#z € C tal que || z ||= f(z), entonces ray(z) es una cara de C. (Mds an,
z es extremal de C).

Demostracién: P.D. ray(z) es una cara de C.

1) P.D. ray(x) es un cono. Se demostré en (1.1.13). -

2y P.D. Si 2 € ray(z), y € C, z — y € C entonces y € ray(z).

Sea z € ray(z), y€ C, z—y € Centonces 2 = Az, A2 0, ||y [I< f{y)
vilz—yl|l€ flz—y). Si y = 0 entonces y € ray(z). Por lo tanto, podemos
suponer y > 0. Entonces, z > y > 0.

P.D. y € ray(z), (es decir, y = px, p > 0).

Definamos, v := z — y de donde v + y = .

Si v = 0 entonces y = z € ray(z) y ya terminamos. Entonces podemos
suponer v # 0. Observemos que como f(z)=|lz |y 2 =Xz, f(z) =]z | .

Asi, tenemos f(2) =lf z = v+y [l v | + ¥ {1 flv) + f(w) =
f{v + y} = f(z) por propiedades de norma y por ser f lineal. Entonces

le+yli=loll+ 1zl *)

Como v # 0 # y, entonces tomemos “:‘!, ,—,h los cuales tienen norma igual
v r p—
o a2 g 2 i+ - 0 =
=N
B ol g — i ] = [ - 1 el g =l =
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L S R B K A

[ T * i
lmﬂ- + gled _ v I 21 > 2 silirfi<| v |} (contradiccién).

Pyl el T il liz.
o |
Ahora tenemos que o ” ” =3 M "y,.”
Por ser la norma estrictamente convexa l-},r- ”y" entonces y € ray(v) =
[Ty

ray(z).
Por lo tanto, ray(z} es cara. Ademds, T es extremal en C pues si ¢ =
z+Y, z,y € C. entonces z = r — y, como ray{zr) es cara, entonces z € ray(z).

De la misma manera, y € ray(z). Por lo tanto, = es extremal. ]

Corolario 2.5.4.1. Sea C={zx e V|| z i< f(x)}. 8§i| || es estrictamente
conveza y dimC > 1 entonces 9C = {v e V' | f{v) =|| v ||}. Ver (1.2.2).

Demostracion: Por (1.2.2),9C C {ve V| f(v) =| v ||}
Seav € V tal que f(v) =| v| . P.D.veaC.
Tenemos que ray(v) <C, como dimC > 1, entonces ray(v) < C entonces

v € ray(v) C 8C. ]

2.5.5. Sea V=R Sea/C{l,...n}.Sea Fy={z eVt |z=0,i¢1I}
como en (1.1.9.1). Entonces Fy < V*. Observemos que todas las caras de V+

son de esta forma.

Demostracidn: Por (1.1.9.1) sabemos que F; es cono, asi que sélo nos falta
probar que: Siz € Ff,y € V' v r —y € V'* entonces y € Fi.

Comozx € Fyimplicaz; =0, i ¢ [ ydey € V* setiene paratoda j, y; > 0,
ademasr—y € V", deaquiqueparai ¢ I, z;—y, > Oporloquey; =0Vig [

entonces y € Fj.

Por lo tanto, F; es cara de 17" ]

2.5.6. Sea V= @penR Sea TC N Sea 17" ={v eV |y=0Vi¢gI}como
n (I.1.10.1). Entonces V7" es cara de V'*. Observemos que todas las caras son

de esta forma.
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Demostracion: P.D. 17 es cara de 171,

1) P.D. V3" es cono, va se tiene por (1.1.10.1).

2}PD.Sively, wel™ v—u eV entonces w € Vj'.

Seanvelr, wel . r—wel™t

PD. wel}.

Como v —w € V* entonces v, —w, 2 0Vi € N, v; = 0Vi g ] {ya que
v € V;¥) entonces w, = 0 V1 ¢ I. Por lo tanto, w € V.

Por lo tanta, ;" es cara de V.

3) P.D. Si F <V'*. entonces 37 C N tal que F = V.

Sea F 9 V'*. Definamos / := {i € N |3z = (z;),en € F, z; # 0}.

PD. F =V

C) Por definicién de J.

D) Primero demostramos que e; € F, Vi€ I.

Sea i € I, entonces 3z = (z;) € F tal que z; # 0(z; > 0). Entonces
0 <ze <xycomo FOV*, z¢ € F. Entonces ¢; € F.

Por lo tanto, e; € FVi € I.

Seay = (y) € V", y = }..c; e suma finita entonces por ser F cono
ye F.

Por lo tanto, F = 1",

2.5.7. Sean C un conoen V" v 5 C C un conjunto. Definimos
F={yeC|0<y<z z€con(S).}
Entonces F es una cara de C.

Demostracidn: Por {1.3.10), tenemos que F es un cono. Asi, sélo nos falta
probar que, siz € F,ye€ C,r — y € C entonces y € F.

Comor € Fentonces 3z € con{S)talque0 <z < 2z Como0<y<z<2
entonces por transitividad 0 € y < z entonces y € F.

Por lo tanto, F es una cara de C. n
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Proposicién 2.6. Sean C un conc en V, F QC, v € F. Entonces,

v es estremel en C st y sélo si v es extremal en F.

Demostracidn: =) Sea v € F, v extremal en C.

P.D. v es extremal en F.

Supongamos que v = z + w, z,w € F entonces z,w € C, de donde z,w €
Rtw.

Entonces v es extremal en F.

<=) Sea v extremal en F. Supongamos que v no es extremal en C.

Sean z,w € Ctalesquev=z+w, comov € F, zzweCyv—z=we
entonces z € F ya que F es cara. De la misma manera z = v —w € C, y como
F es cara entonces w € F, pero v es extremal en F entonces 2z, w € R¥v.

Por lo tanto, v es extremal en C. n

Proposicién 2.7. Sea C un conc en V. Si v € V extremal en C entonces
ray(v) es cara de C. (Ver definicidn de ray(v) en (L1.12}}). Observemos que

ray(v) = con(v).

Demostracién: P.D Si z € con(r), y € C, z — y € C entonces y € con(v).
Como z € con(v) se tiene que 3A > 0, 2 = dv = (Av — y) + ¥, entonces
zi=zg—y=cl-—y€C entonces =24y €C, 2,y € C como v es extremal

entonces r es extremal, de donde y € con(v). ]

£3. Conos poliédricos.
En la presente seccion daremos algunos resultados para conos poliédricos.
Recordemos que € C V' cono es poliédrico si a lo més tiene un nimero

finito de vectores extremales. (ver (1.3)).

Proposicién 3.1. Sea V' de dirmensién finita. Sea C C V un cono. C es

poliédrico si y sélo si C contiene un nuimero finitto de caras.

Demostracidn: =) Sea C cono poliédrico, es decir, C tiene sélo un ndmero

finito de rayos extremales, digamos r.
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P.D. C tiene un nimero finito de caras.

Por (2.6), si F es una cara de C, entonces los extremales de F lo son
de C y por (1.4), F estd generado por sus extremales. Entonces (como C
es poliédrico), el nimero de caras de C es a lo mis 37_, C7, donde C} =
11’—'——1-1-;%1:—'—““9 = # de combinaciones de r elementos en j.

Asi, C contiene un nimero finito de caras.

<=} Por la proposicién (2.7) tenemos que para todo vector v € C ex-
tremal, el con(v) es cara de C y por hipdtesis sabemos que C contiene un
mimero finito de caras, entonces C tiene un nimero finito de vectores ex-

tremales. [ ]

Teorema 3.2. (M. Takane) $i C C V = R" cono entfonces existe C cono
poliddrico tal que C C C cV.

Demostracién: Por || - ||: V — R denotaremos a la norma euclidiana y por
(-, =) : VxV — R el producto interno asociado a || - |} .

Demostraremos el teorema en varios pasos. La idea es encontrar un hiper-
plano H tal que C N H es compacto, entonces CNH C Cub™! cubo n — 1-
dimensional. Entonces €' C C = con{Cub™"1) poliédrico.

Podemos suponer que C' es sélido, si no trabajamos con {C).

I. Sea D := conuv(y € C ||| y ||= 1) la envolvente convexa de {y € C ||| ¥ |=1}.
P.D. 0 ¢ D. Supongamos que { € D entonces 0 = 3I_ a,z; con 0 € 0; < 1,
Y a;=1, [z ||=1, ver figura (I).

x| Xy

X } X3

Figura l

P.D. Vi, a, = 0. Se demostrars por induccién sobre £.

46



Si £ =1, entonces a,z; = 0 entonces (como z; # 0), o = 0.

Sif>1,s 31 <1< ¢tal que o, = 0 entonces por hipétesis de induccién
se tiene Vj,a; = (. Entonces podemos suponer ¥j,a; # 0 entonces —C 3
—QpTy = Zf;]’ a;z; € C entonces (como C N (~C) = {0}) a;z, = 0, entonces
(como z¢ # 0) ay = 0, contradiccion (pues a; # 0).

Por lo tanto 0 ¢ D.
I1. Es sabido:

Lema 3.2.1. [E] Sea D C R" conjunto cerrado convezro. Para cada z € R,

eriste un tinico w, € D tal que || w, ~ z ||= infyep{l| ¥y — z ||}. Definimos
pD(Z) =W,
Sea H={yeV|{yu=1}dondev=ri5 = ya:= po(0), el

hiperplano que contiene a r y es ortogonal a la linea que une a x y —x, que es

también la linea que une a z y 0, (pues H = Hy + z), ver figura (II).

*Qra)

figura I1

Observemos que 0 € Ho := {y € V' | (y.u) = 0}.

PD. H = Hy+z.

C) Sea:z:e H PD. ze Hy+r.

Como z € H entonces {z,u) = 1 entonces (z — r,u) = {z.u) — {z,u) =0
entonces z — T € Hy entonces 2 € Hy+ x.

D) SeazeHy+z.PD ze H

Como z € Hy + 7 entonces 3y € Hy tal que z = y + 1 entonces {2,u) = 1

entonces z € H.



Recordemos que
He={yeV|(u)21). H={yeV|@u <1}

IIL PD. D C H*.

Por construccién de H. 7 € H.

Supongamos que D ¢ H* entonces 3z € (H- \ H)n D. Como z,z € D
entonces (ya que D' es convexo) L(= segmento que une a z con z) C D,
ademds L C I := plano generado por (z,7,0).

Si tomamos By.(0)N11 =: B ¢ H~. Esto es pues de hecho By (0) C H~ :
sea y € By, (0) entonces || y ||<|| = || entonces (y,%) < {(z,z). Tomemos
0< (y-2,9~2) = (41.4) ~ 2(9,2) + (=, ) entonces 2y, z) < (y,9) + (z, 7} <
2{(z,z) entonces 1 > -&L:% = (y,u}. Por lo tanto y € H~.

Entonces L corta a B en dos puntos (pues z € H entonces L no es tangente
a B ycomo z € H™ entonces L corta a B), entonces Sw € L C D tal que
I w{l<|l = || entonces || w — 0 ||<|| = — 0 || contradiccién (z = pp(D)), ver
figura (I1L.a).

Por lo tanto, D C H*.

A

X

tr

figura I1l.a

Observemos que también, D C Hy. De hecho en Hy \ Hy pues HT C
Hy \ Hy, ver figura (IILb).
IV.PD. H,nC = {0}

Supongamos que 3z € HyN C.
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[ S

figura IIL.b

Si z # 0, entonces ili_i' € HyNC {pues C es cono entonces g € CyHyes
espacio vectorial), esto implica que ﬁ(z, u} = 0. Por otro lado, |—|-§-|.~ e DCH™,
es decir, {z,u) > 1, contradiccién.

Por lo tanto, HyNC = {0}.

Observacién: Esto nos dice también que C C Hy.
V. P.D. HNC es compacto.
a) H N C es cerrado, pues es interseccién de cerrados.
b} Supongamos que no es acotado. Entonces 3 {z,,}men € HNC tal que

| Zm (1= m entonces (zm, u) = Fr{Em, z) = 1 entonces - (zm, u) = “—;;ﬁ <
i

m

Como {"—:;L”}men C 5! compacto entonces tiene una subsucesién que
converge. Entonces 3 {Ei—:m}gen tal que lim,_e0 ﬁ-:—hﬂ =z,||z|=ieC
(pues C es cerrado) con || Zm, |> m,. Ahora por continuidad (%,u) =
lim,_;m(“:—::ﬂ, ) = im0 1o (Tm, 0) = WMo g = 0, (ff 2m, 12 72
0< ﬁ < mL', con im0 o = OYentonces £ € C N Hy = {0} contradiccién
(pues || 7 I|=1).

Por 1o tanto, C' N H es compacto.
VI. Como H NC es compacto y dim H := dim Ay = n — 1 entonces existe
Cub™~! C H un cubo n — 1-dimensional tal que H N C C Cub™!, ver figura
(V1)
VI1. Tomemos C := con{Cub"') cono poliédrico.
El conjunto de extremales de C estd contenido en {R*t; v “vértice” de Cub™~1},
C = {Z:f:, ait, [ L€N, a, 20,y € Cut" '}
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HNC

figura VI

Cub""! tiene finitos vértices pues tiene un mimero finito de aristas, donde,
cada vértice es la interseccion de aristas.

De hecho, demostraremos que si 0 # y € C entonces 3) > 0, v € Cub*~!
tales que y = v :sea 0 # y € C, entonces 0 < y = Zf=1 ot 05 2 0y €
Cub™! C H.

Como {y,u) = Zf=1 au{v,u) = S0 o # 0, sea §:= (y,u) > 0, entonces
By € HNC € Cub™ ! (pues (87 'y, u) = 1) Cub" ! 3w := fycony = fuw
entonces C C Uper+ ACub™ ! (es decir, C= User+ ACub™ 1),

Por lo tanto, st y € C extremal entonces 3A > 0 Ay € vértice de Cub=1.
VIIL. C C C.

Sea z € C entonces §:= (z,u) > 1 entonces {f~'z,u} =1 (va que § #0)
entonces f~te e HNC C C entonces como f>0 z€ C.

Por lo tanto. para todo € cono, C C C cono poliédrico.

El siguiente resultado es consecuencia de ia demostracién anterior.

Corolario 3.3. Sean C CV =R" cono yw € V tal que w € C. Entonces
eziste C cono poliédrico tal que C € C yuwé C.
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Demostracion: Siguiendo la demostracién del teorema anterior (3.2), constru-
yamos Hy hiperplano tal que HoNC = {0} v Vz € C, (Hy+2)NC es compacto.
Caso 1. Si w € Hj, entonces el cono poliédrico C del teorema sirve, es
decir w & C.
Caso 2. Si 3z € C tal que w € (Hy+ z) entonces 3P~ C Hy + z poliedro
n — 1 dimensional tal que CN (Hy+2) C P"' y w & P"!, ver (A.3.7.(a)).
Sea C = con(P"1), CCCy w¢ C, ver figura (3.3.a).

(0

/

figura 3.3.a

Podemos, por ejemplo, construir a P*~! de la siguiente manera. Por la
demostracién del teorema (3.2) existe Cub®! C Ho+z tal que (Ho+2)NC C
Cub"~1. Como (Hg+2z)NC es compacto y w ¢ C, entonces 3 H' hiperplano en
RF-? tal quew € H-\H'y (Hy+2z)NC C H'* entonces P*~! = H *NCub"~!
es un poliedro, ver figura {3.3.b}.

figura 3.3.b
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Lema 3.4. 5i C C C C V' conos entonces C+ C C*. (Entonces, C*+ C
CLL). Donde C+ = {f € V* | f(z) > 0¥z € C}, ver (1.2.5).

Demostracion: Sea f € C+. P.D. f € C-.

Como f € C* entonces f(z) > 0 Vz € C, pero C C C entonces
flz)>0VzeC, asi feCL

Por lo tanto, CL € C*. n

Daremos un ejemplo de cémo utilizar que todo cono estd contenido en uno

poliédrico.

Teorema 3.5, See O C V =R" cono. Ses el isomorfismo naturel
V-5 v d@): Ve — R geV*, g glu).
Entonces Ct+ = (C).

Demostracién. a) C poliédrico, ver [P].

b) C' C V cono no necesariamente poliédrico. Veamos primero que ¢(C) C
ct,

Seav € C. P.D. ¥(v) € C**.

Sea g € C* entonces 1(v)(g) = g{v) > 0 entonces y(v) € C++.

P.D. Ct* C »(C).

Sea 7 € C** entonces Jw € V tal que ©{w) = 1 (pues ¥ es isomorfismo y
CH C V)

P.D.weC.

Supongamos que w € C, entonces por {3.3), existe C cono poliédrico tal
que C C Cy w ¢ C. Entonces v(w) € C+t C C4+L = o(C), (por (a)) entonces
por ser v isomorfismo w € C contradiccién, {pues w & 5’)

Por lo tanto, w € C.

Por lo tanto, C++ = 4(C). .

§4. Conos finitamente cara-generados.

Ahora, daremos las definiciones relacionadas con caras.
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Definicién 4.1. See C CV un cono. Sea S C C. Se define
@(S) = N{F | F € F(C). S C F},

es decir, o(S) es la cara mds pequeria de C que contiene a S {pues interseccisn
de caras es cara}). Llamaremos a »(5) la cara generada por S. (Como C es
cara, S C C entonces {F | F€ F(C). SC F} #0).

Definicidén 4.2, Diremos que un cono C es finitamente cara-generado si
35 finito tal que p(8) = C.

Definicién 4.3. See F<C. Si hay un conjunto finito S = {z,,...,2,} C C tal
que F' = ¢(5), entonces F es llamado finitamente cara-generado. También

se escribe F = p(x),...,Tq}.

Definicién 4.4, Sea F QC. Si existe 7 € C tal gue F = (1), decimos gue

F es una cara ciclica de C.
Con lo siguiente se trata de ilustrar las definiciones antes dadas.
Ejemplo 4.5.

4.5.1. SeaVV=R® V7 el cono positivo en R? (ver (1.1.9)). Ahora, tomemos
Fy =.con(e;,e2), Fy = con(es, 3} yFy = coniey.e;), Ficarai=1,2,3.

Sea S C Fy, S el paralelogramoc cuyos vértices son v; = (1,1,0), v =
(1,2,0), v3 = (2,1,0), vy = (2,2.0), ver figura (4.5.1).

Asi, p(8) = F) (es decir, F] es la cara generada por S).
4.5.2. Sea C comoen (4.5.1), F =con(e;,e2) y §= {ej, e} C F.

F = (8) = p(e,,e2). Asi, F es finitamente cara-generado.
4.5.3. Sea I = R%.

Sea C = {Au+puv|A g >0. A € R}, conu,v linealmente independien-
tes, Sea r € C, con r € intC. entonces C = (1), de este modo C es ciclico,
pues si F < C, entonces F' C 3C.

Por lo tanto, C = ().
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figura 4.5.1

4.5.4. Ahora daremos el ejemplo de un cono finitamente cara-generado, pero,
que no es poliédrico.

Sea C el cono de helado en R®. (Ver (I.1.11)). Las caras de C son:
{0},C.F, = con(v), v € 8C. Para u € intC se tiene p(u) = C, ver figura
(4.5.4). )

figura 4.5.4

Lema 4.6. Sea V' un K-espacio vectorial, C C V' un cono sdlido entonces C

es finitamente cara-generado. Mds atn, es ciclico.

Demostracion: Como C es sélido 3 € intC entonces por lema (2.4), la tnica

cara de C que contiene a r es C, asi ¢(x) = C. [ ]
En seguida daremos algunos resultados para el operador .
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Proposicién 4.7. Sea C un conc en V.

i) ¢ es un operador cerrado (es decir, S C (S5)).

ii) ©(e(S)) = ¢(5).

iii) S C T entonces Fr C Fs. Donde Fg = {F | F € F(C), S C F},
denota el conjunio de caras de C que contienen e S. Entonces, (S} C
@(T).

iv) S =(S) si y solo si S €s una cara.

Demostracion: i) @(S)=n{F | F e JF(C), SC F}.

Tomemos el conjunto Fs = {F | F € F(C),S € F}, entonces S C
NressF = ¢(5).
ii) C) PD. ¢(p(S)) C »(S).

Sea F cara tal que ¢(S) C F y por (i) S C ¢(S), entonces S C F, es decir,
T o) C T, asi p(0(S)) € o(S).

2) P.D. (S) € w(e(S)).

Por (i), se tiene S C ¢(5). Hagamos ¢(S) = &', de donde S’ C ¢(S'). Es
decir, p(S5) € w(w(S)).
iii) Si § C T, entonces Fr C Fs, donde Fs = {F | F € F(C), S C F}.
Tenemos S €T € F VF € Jy entonces F € F, asi Fr € Fs. Notemos que
si Fr C Fs entonces NpegoF C Npeg F es decir, ¢(S) C o(T).
iv) =) S = (S} entonces S es cara.

=) Si § € F(C) significa S € Fg, de donde S C Npex  F C S, pero
MNrexs F = p(S).

Por lo tanto, S = p(5). ]

Ahora probaremos mas resultados, relacionados con e} orden definido an-

teriormente en (1.3.1} sobre caras y conos.

Teorema 4.8, Sea FQAC C V. F cara de C cono ( por definicion F es cono
de V). Entonces

ot
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i) SiFQC,0<Fy;,0<% 2 <€y enionces 0 <F = <F y.
i) SiGQF, FQC fie.. G € F(F)] entonces G 4 C (transitividad).

Demostracion: i) P.D. z <F y, (0 <F zsi y sélosi z € F, ver (1.3.1)).

Por hipétesisy € F,y—z e C,y—(y—z)=z2€ C,entonces y—z € F
ya que F 9C, es decir, 0 <F 7 <F y.
i) PD. SiGQF, F4C, entonces G AC.

PD. VYryeVtesquezeG,yeC,z~y€C,entoncesy € G.

Sean z,y € Vtalesquez € G, ye C,z—-yeC.Como GAF yz €G,
entonces r € F. Como FACyz e FLye C,zr -y € C, entonces y € F.
Ademds, por (i), z—y € Fentonces como (r€ G, ye F,z—-ye F)yG4F

entonces y € G. a

Observacién 4.8.1. Para que el inciso (i) del teorema (4.8) ocurra es nece-
sario que F 4 C, no basta que F C C, con F,C conos, como veremos en ¢l

siguiente:

Ejemplo 4.9. Veamos que existen F,C conos, F C C vy z,y € F, tales que
z—yeC, perox—ygF.
Sean V* en R?, e; = (1,0),e, = (0,1) ¥

F={Aep+pu(l,1) |\, p>0,\ue K}, FCC.

Sean £ = (1,1), ¥ = €2, 2,y € F. Entonces  — y = e;, por lo que tenemos

r—y=e¢ € C, peroe; € F, ver figura {4.9).

F

figura 4.9



Lema 4.10. Sean C C V cono y S C C subconjunto. Entonces (S} = {y €
V|32 €con(S), 0 <y <z} =(con(§)-C)NC, donde con(S)~-C = {z—w |
z € con(S),we C}.

Demostracién: Recordemos que F < C por (2.5.7).

Demostraremos que @(S}) = F. Observemos que § C F. Demostraremos
quesi 5 C C'<C, entonces F C C".

Sea €' 2 C tal que § € C'. Como § C €', entonces con(S) C C'.

Seay € F, entonces 3z € con(S) C C'con0 <y < 2z Comoy€C, 2z’
y C'<AC, entonces y € C'.

Por lo tanto, F C C' v ¢(8) = F. n

Del lema anterior se desprende el siguiente resultado.
Corolario 4.11. Sea z € C C V cono. Entonces:

{fyeV]3s20,0<y<pz} (i)
= {yeV]38>0,0<y< Pz} (i)
{veV|3a>0,0<ay <z} (i17)

w(z)

Demostracion: Sea r € C.

) PD. glz)={yeV]320,0<y< fa). |

Sea S = {z}. Entonces por lema {4.10), se tiene ¢(S} = {y € V [ 3z €
con(z), 0 < y < z}, recordemos con{z) = Rz, con lo que se tiene el resultado.
i) PD. plz)={yelV |38>0,0<y< gz}

2) Por el inciso (i).

C) Otra vez por (i), ¢(z) = {ye V[IF>0,0< y < Bz}.

Por lo tanto, basta demostrar que 0 € {y | 38 > 0,0 < y < fz}. Pero
0 < z, pues x € C. Entonces ¥3 > 0, 0 < Sz
iii) P.D. o(z) = {yeV [3a>0,0< ay < 1}

Por (ii) se tiene que para y € (z), 38 > 0 tal que 0 < y < Bz, como
B#0y 3 >0, entonces 0 < ay € x, donde o = 571,

Por lo tanto, ¢(z) = {y €V [3a>0,0 < ay < 7} .
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Lema 4.12. Sea C C V cono. Cada cara finitamente cara-generada de C es

ciclica.

Demostracion: Sea F = ¢(ry,....,onh Yy 2 =21+ ... + Tn, asi, 2 € F, por lo
que (2} € F. Parai=1,...n, 0 < 1, <z, de donde z; € p(z), y por (4.1},
F € ¢(z). Entonces F = p(z).

Por lo tanto, F es ciclica. =

Ejemplo 4.13. Sea V'* C R? el cono positivo. Seaz € V¥, conz = (1,1) y
tenemos (e, e3) = p((1,1)) = 1"+,

4.14. En seguida, daremos un ejemplo de un cono que no es finitamente
cara-generado.

SeaV =P, .xR={z €V |32tal queVn > ¢, z, = 0}.

Recordemos que Vt ={z e V |Vie N, z; > 0} C V, es un cono en V,

ver (1.1.10). Entonces V+ no es finitamente cara-generado.

Demostracién: Supongamos que V1 es finitamente cara-generado, entonces
por el lema (4.12) existe £ € V* tal que p(z) = V¥, pero para z € V* se
tiene que 3¢ tal que ¥n > £,z, = 0, entonces por (4.11.(i)) ¢(z) = {y € V |
38>0,0<y< Bz} pero¥8 >0, 0 < e £ Br.

Por lo tanto, V¥ no es finitamente cara—generacio. ]
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§5. Caras vs. V-caras.
En esta seccion compararemos nuestra definicién de cara con la dada por
Vandergraft en [V].

Recordemos de (2.1) la definicién de cara.

Definicién 5.1. Un subconjunto F no vacio de un cono C es una cara de C

81
a) F es un cono.

by ze F,ye Cyz—y € C enioncesy € F (es decir, z € F, 0 <€ y <€
z entoncesy € F ).

5.2, Subconos y definicién de cara de Vandergraft.

Definicién 5.2. Decimos que €’ es un subcona de C si C' es un cono con-

tenido en C.

Ejemplo 5.2.1. Sea C = con((1,1),(1,0)) y definamos, C’ = con{(2,1)) el
cual sabemos es un cono, ademds C' C C ya que Yz € C’ se tiene que T =

A(2,1) € C. Entonces C’ es un subcono de C.

Definicién 5.2.2. Un subcono extremal de C es un subcono generado por

algiin subconjunto de vectores extremales de C.

Ejemplo 5.2.3.  En los siguientes ejemplos tomamos V = R?, Vt C R® el

COno positivo,

5.2.4. Sea F = con{e;) que sabemos es un cono y F € V71, asi F es un
subcono, ademds e, es un vector extremal, as{ con{e;) es un subcono extremal
de V*, ver figura (5.2.4).

5.2.5. Sea F = con(es. e3), el cual sabemos es un cono tal que F C V*, as{ F
es un subcono de V'*, también tenemos que e,, €3 son vectores extremales de

V", de este modo F es un subcono extremal de V*, ver figura (5.2.5).
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x F=conicy

figura 5.2.4

Faronfe pe)

ﬁguré 5.2.5

5.2.6. Sea F = econ(e;, (1,1,0)) el cual es un subcono de V*, pero no es un
subcono extremal, ya que e; no genera a F, e; es el inico vector extremal
contenido en F y (1,1,0) no es extremal, ver figura (5.2.6).

5.2.7. En este ejemplo, sea V = R, C = con((£1,0,1),(0, £1,1)}), y tomemos
F = con((1,0,1),(-1,0,1)). Entonces F es un subcono extremal, ver figura
(5.2.7).

Siguiendo a Vandergraft, [V]. daremos la siguiente definicién.

Definicién 5.3. Una V-cara de C es un subeono extremal de C contenido en
ac.

¢
s Ly

g \
figura 5.2.6
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figura 5.2.7

5.4. En el ejemplo que sigue se ilustra la definicién de V-cara.

54.1. SeaV =R’ V*CR® el cono positivo.

a) Sabemos que F = con(e;) es un subcono extremal de V*, ademds F ¢ 8V +
asi F es una V-cara de V™,

b) Sea F' = con(es, e3) el cual por (5.2.5) es un subcono extremal de V',
ademds, FF C 0V * asi, F es una V-cara.

5.4.2. Sean C = con((%1,0,1),(0,41,1)), F = con((1,0,1),(~1,0,1)). En-
tonces por (5.2.7) sabemos que F es un subcono extremal, sin embargo, F ¢

JC. Por lo tanto, F no es V-cara.

Observacién 5.5. La razén por la cual dimos la definicién de cara dada por
Vandergraft, es que queremos comparar dicha definicién con la nuestra, (dada
por H. Schneider). En (5.7) demostraremos que si F < C cara propia de C,
entonces I es V-cara. Pero, como se verdan en los ¢jemplos siguientes, C C V

puede o no ser cara del mismo C.
Ejemplo 5.6.

5.6.1. Sea 1" = R?, C = con((1,1),€) cono en V.
Sabemos que C es una cara, con nuestra definicién. ahora, C estd generado
por (1,1), e; que son vectores extremales, as{ C es un subcono extremal, pero

C € 8C de este modo C no es una V-cara, ver figura {5.6.1).
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figura 5.6.1

5.6.2. Sea V=6, xR V" ={veV |y >0 VieN} conode V, ademis
V'* es cara de V', con nuestra definicién. Ahora V* = con(e;, e;,...) donde
cada e, es extremal, e, = (0,..., 1;,0,...). asi, V* es un cono extremal, adem4s
se demostré que V' = GVt entonces V' C gV y V* es una V-cara.

Demostremos pues, lo siguiente:

Lema 5.7. Sea V de dimensidn finita. Sea F # C. Si F ¢s cara de C entonces

F es V-cara.

Demostracion: Supongamos que F es cara, es decir, Fesconoysiz € F, y €
C, z -y € C entonces y € F.

P.D. F es V-cara.

P.D. F es subcono extremal y F C 8C.

Como F es cara entonces F es un cono, asi F' es generado por sus vectores
extremales, ver(1.4). Ahora, por (2.6), como F es cara entonces todo vector
extremal de F lo es de C, entonces F' es un subcono extremal. Ademds por
lema (2.4) sabemos que si F es cara propia entonces F C 9C. Por lo taato, F

es una V-cara. -

5.8. Este ejemplo fue tomado de [BS], que nos muestra F C C conos tales que
F es una V-cara de C pero no es cara con nuestra definicién.

Sea 1" =R*, C = con{(%£1,0.1,0). (0. +1,1,0},(0,0,0.1)).

Sea F = con((1.0,1.0),(—1,0.1,0)). El hecho de ser C, F conos, es claro,

ast como F es un subcono extremal.



Veamos que F no es cara con nuestra definicién. Recordemos que F es cara
siz€ F,ye C,r—y € C entonces y € F.

Sean z = (0,0,4,0) = (1,0.2.0) + 3(-1.0.1,0) e F,cona = 3= 2,
y=(0,-1,3,0) = (0,1,1,0) + 2(0. —=1.1.0) € C.

De donde z —y = (0,1,1,0) € F, es decir, r =y € C \ F. Por lo tanto, F
110 €s cara.

Ahora veamos que F es V-cara, para esto necesitamos que F' C 8C, es
decir, si v € F entonces v € 8C (es decir.vr > 0, B,(2)NC # @y B, (v} N
(R*\C) #0).Sear >0, tomemos v € F.v = (A — 1,0, 3+ 1,0}, A, p >0
y sea w = v — Ley ¢ C. Caleutemos || v — w [|=]| (0,0,0,%) ll= § < . Asi,
w € B,(v) (es decir, B, (v) N (R \ C) # 8). Por lo tanto, F C 8C.

Por lo tanto, F es V-cara.

Ahora, veamos cudndo C es cara con la definicién de Vandergraft. Antes,
observemos que, C siempre es generado por sus vectores extremales {proposicién

1.4), pero no siempre ocurre que & C 8C.

Lema 5.9. Sean V' de dimensidn finita y C C V cono.
a) §i C es solido entonces C € 9C, asi C no es V-cara.
b) $i C no es sélido entonces C C 8C, asi C es V-cara.

Demostracidn: a) Como C es sélido entonces intC # 0, es decir, 3z € C, Ir > 0
tales que B, (z) c C.
Por lo tanto, C € 8C.
b) Por hipétesis C no es sélido entonces intC = 0.
PD.C C aC.
Sea z € C. Demostremos que z € 3C, (es decir. Vr > 0, B.(z)N(V\C) # @).
Supongamos que existe r > 0 tal que B,(x} N (V' \ C) = @ entonces = €

B,(z) C C entonces z € intC contradiccidn, ya que intC = . [

§6. Condiciones de Cadena Ascendente.
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Definicién 6.1. Sea C un cono en V. El cono C tene la condicién de
cadena ascendente en caras. CCA, si no eriste cadena infinite de caras

FQQFIQ...QC.

Definicién 6.2. Sea C un cono en V7. Sea p € N. Se dice que C tiene lon-
gitud de cadena p si hay una cadena de caras en C de longitud p (i.e.,
FoaFy9...4F,), y no hey cadena de caras de longitud p + 1.

Ejemplo 6.3. Sean 1\ = R’, A =R SeaC = {dv+pw | A\ u>0, A u€ R},

con v, w linealmente independientes.

Sean Fo = {0}, i ={M|A>20, €K}y FK=C.Cada F;, i=0,1,2
escara, con fFo < Fy < Fo.
C tiene CCA en caras, por el lema (6.5). Ademds, C tiene longitud de

cadena 2, ya que no existe Fj tal que Fy <t --- < F3. (Por corolaric (6.8).

Ejemplo 6.4. A continuacién daremos el ejemplo de un cono sin CCA. -

Sea V=@, yR SeanV* ={veV |y >0,Vie N conode Vy
Vir={veV" |y =0, Vigl}caradeV* donde /] C N Demostraremos
que V'* no tiene CCA.

Demostracidn: Definamos I, := {1,...,7}, i € N, I; C I;;;,¥i € N, de donde
tenemos V7 = {v € V¥ | v, = 0, Vi & I} cara de V¥ ,Vi € N tal que
V7 < VF |, entonces:

r+ +
ViralVr g
Asi, V'F no tiene CCA. ]

Lema 6.5. Sea C un cono en V. Enionces las siguientes condiciones son

equivalentes.
a) C tiene CCA en caras.

b) Cada cara de C es finitamente cara-generada.
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Demostracién: a) = b) Sean C con CCA en caras y F < C.
P.D. F es finitamente cara-generada.
Supongamos que F no es finitamente cara-generada.

Entonces construiremos por induccién una cadena infinita de caras de F.
FaF«a---«qF,

Como F no es finitamente cara-generada implica que si {z),...,2,} C F,
w(z1, .0 2q) <9 F

Sea z, € F, definamos F} := p(z;) < F.

Sea z; € F\ Fy, definamos F, := p(z,,z;) de tal manera que F; < F; < F.

Supongamos que tenemos definido F,, := ¢(zy, ..., Z4), tal que F, aFpq- -9
F,<F. Como F, < F entonces existe z,41 € F\Fy,, sea Friy == @(z1, .., Trns1).

De esta manera tenemos, F} <1 F3 <+ - cadena infinita de caras de F', pero
para toda i, F; < F < C, entonces, por (4.8.(ii)), F; < C pero C tiene CCA
para caras. Contradiccién.

Por lo tanto, cada cara de C es finitamente cara-generada.

b) = a) P.D. C tiene CCA en caras.

Si F 9 C, se tiene que F es finitamente cara-generada, es decir, F =
o(z1, ..., Zn) = p(S), para algin conjunto finito § = {z,,...,z,}-

Sea F} 9 F; 9 --. 4 C cadena ascendente de caras en C. Entonces para
toda.7 existe S; finito tal que F; = »(S5;). Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que $; C S5, C ...

Sea F = p(U;enS;) entonces exisien Iy,... ,Ts € UienS; tales que
F = p(z;,...,7:). Ademds In € N tal que z,,... ,2s € 5, de donde para
toda m > n, F 2 F, = ¢(Sa) 2 ¢(S,) 2 F. Entonces para toda m >
n, Fn=F.

Por lo tanto, C tiene CCA en caras. ]
El siguiente corolario es inmediato del lema anterior.

Corolario 6.6. Sea C un cono en V. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.



1} C tiene CCA en caras.

2) Cada cara de C es ciclica.

Demostracidn: 1) = 2} Por hipétesis C tiene CCA en caras, entonces por
el lema (6.5) cada cara de C es finitamente cara-generada y por el lema (4.12)
cada cara de C es ciclica.

2) == 1) Sea F'9C. Como F es ciclica, se tiene que existe z € C tal
que F' = p(z), donde S = {z}, asi F es finitamente cara-generada y por el

lema (6.5), C tiene CCA en caras. [

Lema 6.7. Sea F < C. Entonces F = C N (F), donde {(F) denota al R-
subespacio vectorial de V' generado por F. Ver (1.5}

Demostracidn: C) Se tiene FC Cy F C (F) entonces F C CN(F).

D) Seax € CN(F) entonces 0 <€ z =y -z, con y,z € F. De donde
0 <€ z <€ y, entonces z € F, por ser F cara.

Por lo tanto, FF = C N {F). ]

Corolario 6.8, Si K = R. Sean C un cono en V, dimV = n. Entonces C
tiene longitud de cadena menor o igual a n. En particular, C tiene CCA en

caras.

Demostracidn: Sea Fy € F3 <0+ -- < C una cadena de caras, ademds para cada
F, se tiene que F; = CN{F}}, por (6.7} ¥ como F; < F4 se tiene que CN{F;) C
Cn{Fa)vVieN.

Entonces (Fj} C (F3) € --- C (C), lo que implica que existe N € N tal
que Vi 2 N, (F}) = (Fi«1}, dedonde F; = C N (F} = CN{Fi41) = Fis1.

Por lo tanto, la longitud de cadena es a lo mas la dimensién de C y dim C <

dim V', ver definicién de dim C en {1.1.5). n

Ejemplo 6.9. El siguiente es un ejemplo de cono de dimenstén infinita con la

CCA.
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Sea V = {(z:)io |z:i €R, 3£e N.Jc e Rtal que Vi > ¥, z; =c}, que es
un R-espacio vectorial.
1) Definamos || - ||: ¥V — R de la siguiente manera || (z:)iz0 [|'= v/ 2ing -Ii,:
En (A.3.4), se demuestra que || - || es una norma. )
2) Tomemos C := {{z.)ize € V [ 202 0, 75 > 3 cn %;} Demostraré que C
es cono. El cono de helado infinito.
3) 0C = {(z:)ix0 €V |20 2 0, 205, %’i = z3}.

3.1) Corolario: Sea z € C tal que || 2’ ||< xg, donde 2’ = (0, 2, 3, ...)
entonces r € intC.
4} Para todo v € 8C, v es extremal.
5) Las tinicas caras son {0}, C y rey(v), Yv € 4C.
6) C tiene CCA.

Demostracidn: Antes, observemos que: z = (z;)i»o € C entonces [} z' ||< zo,
donde £’ = (0, 1,19, ...) (es decir, o' = = — Tpeg, € := (1,0,...)).
2) P.D. C es un cono.

a) P.D. C es cerrado.

Por (A.2.2), basta demostrar que si (20 = (z\™

+ " JieNufo) JneN € C sucesién

tal que {(w;)izo = @ = limy 0 2™ existe, entonces w € C.

P.D. w e C. Como w = lim,_,. 2™ entonces wy = limy,_ o0 z((,") > 0 pues
vr,z{"” > 0. Ademis, w' = lim,_,o 2™ entonces f| w’ [|2= limy_0 || 2™ ||2.

Ahora, ¥n € N, |} 20 |2< ()2

PD. wi 2| w |?.Si| w [|>> wi.sear < i..'.”h.::.‘iﬁ, entonces IN € N
tal que V£ > N, ||| 2 |2 = || &' |||< . Entonces V€ > N,| 2 —wy |> 7
contradiccién (pues wq = limy_o 24).

Por lo tanto, || w' ||?< w2. Por lo tanto, w € C. Por lo tanto, C es cerrado.

b)P.D.C+CCC.

Sean 1 = (Z.)i0. ¥y = (1)iz0 €C.PD. 24y C.

Como z,y € C, entonces || 2’ + ' i<l ' | + || ¥ #i< 2o + vo, entonces
2+ 3 = s (—r-'—;%ﬁ < {zp + yo)® ¥ como zg,yp > 0 entonces o+ Yo = 0
entonces z +y € C.
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c) PD.aC C C.
Sear={(2,)>0€C. a20.PD. areC.
Como zp 2 0 entonces azg > 0. 3,5, ;i < zj entonces Y., %% -
a? P -;-: < a%r] = (azo)?. entonces ax € C.

d) P.D. -CNC = {0}.

D) Es claro.
C) Sea (2,),50 = € CN(—C) entonces 3w = (wyi)i»o € C tal que z = —w,
entonces 0 < 1o = —wp < 0 entonces 79 = 0 de donde 0 < 3,5, %; <0

entonces z; = 0, Vi {va que 2 > 0).
Por lo tanto z = 0.
3) Por demostrar, C = {(zi)izo € V |7 2 0, 23 = 3.y, %i}
2) Sea v € C tal que ), %i = v¢ entonces (como vy > 0}, || (0, v1,...) {l= vo.
Si v = 0, entonces v € C.
Supongamos que v # 0. Sea r > 0.
P.D. 0 # B,(v) N (V\ C).
Como v # 0 entonces || v ||> 0 y vg > 0. Sea £ suficientemente grande tal

que v, — § > 0. Ahora definamos z = (z;)i»0, donde

U, sii>1
T, = '
v—7 sii=0
- 2 2
Entonces |v—z[|=§ <7y P 5 = Lis 5 = v > (vo— §)% es decir,

ze V\C.
C) Es equivalente a demostrar que si v = (v;)i»0 € C es tal que 3>, %: < vZ,
entonces dr > 0, B, (v) CC.

2
Sea v € C tal que 3_ ., 3 < v}.
Sea v := (0, vy, ..., v, ...) entonces || ¥ ||< ty. Sea r := 9°_TWU

Sea r € B,(v), como || v — z ||< r entonces (zg — vo)2 + Y ;s Lz—;‘—ﬁ <1
Entonces | zp — v [< 7, || ' — ¢ [|< r, donde 2’ = (0,z1,.... T4, ...).
Entonces 0 </ 2’ |[< 2o ¥ 3_,5, 32"-; <zl 79 2 0.

Por lo tanto, B,(v) C C. Es decir, v € intC.
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Por lo tanto, 8C = {v = (v)iz0 | Tin, & = v}
3.1) Siz € C, tal que || 2' {{< xp entonces z € intC.

Tenemos que £ € C y = & 8C pues || 7' |< zo entonces z € intC (pues C
es cerrado).

4) Para todo v € 9C, v es extremal.

Sea v = (v,)i»0 € 8C entonces v2 = ivi %'2- entonces (como vy > 0)
vo =[| (0, v1,..) || -

Supongamos que existen r = (1,),30, ¥ = (¥:)ivo € C talesque v =z + y.

P.D. z,y € Ru.

Como z,y € C entonces (como g,y > 0), 70 2|| (0, z1,-.-) ||
Yo =[l (0,31, ...) || . Definamos z' := (0,zy,...), ¥ := (0, p1, ...).

Ahora, (zo + 3o} = v =|| 2+ ¢ i<l « || + || ¥ < Zo + vo. Entonces
fz'+y =2 )| + || ¥ || ¥ por (A.3.5(i1)), 2’ € R*y/, es decir, IA > 0, ' =
Ay

Falta demostrar que x4 = Ayp.

Como 0 € zo+ys =] 2'+9 [|= (A+1) || ¥ ||< (M +1)yp entonces 2y < Ayy.

Supongamos que x5 < Ayg, entonces A || ¢ |i=|| ' ||€ zo < Ayp, entonces
14" 1< %o Ademds, zo+yo =[| 2'+¥" ||= A+ 1) | o' 1=l ' | + § ¥ I< zo+u0
contradiccidn.

Por lo tanto, £ = Ay entonces z,y € Ru.

Por 1o tanto, € C V' es un cono, donde Vz € 9C, T es extremal.
5) P.D. Las tinicas caras son {0}, C v ray(v), Vv € 4C.

Sea F < C entonces por (2.4} F C 8C, entonces {por (4)) Vv € F, v es
extremal.

P.D.dv e C tal que F = ray(v).

Supongamos que 3.y € F linealmente independientes (donde x # 0 # y).
Entonces z + y € con(z.y) C F y como z + y es extremal (va que F C 8C),
entonces r € R*y contradiccidn, (pues z, y son linealmente independientes).

Por lo tanto. 3v € C, F = ray(v).

Por otro lado, por (2.7}, si v € C extremal, entonces ray(v) es cara de C.
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6) P.D. C tiene CCA.

Por (5), las dnicas caras de C son {0}. C, y ray{v), v € 8C, entonces las
cadenas mds largas son {0} < ray(v) < C.

Otra demostracién de (6): demostramos que VF < C, F es ciclico.

a) C es ciclico, sea v = (3,1,...1,...) € intC, pues 3, % =1 < 3. Por lo
tanto, v € C, v por {3), v € intC.

Por lo tanto, C = p(v).

b) Si z € 8C, entonces ray(x) 9 C.

Por lo tanto, ray(z) = ¢(z).

Por lo tanto, C tiene CCA v dim V es infinita. ]
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Capitulo III. Teoria topoldgica para conos y
operadores positivos.

En este capitulo estudiaremos lo relacionado a la topologia algebraica relativa a
conos, la cual en algunos casos no coincide con la topologia usual (euclidiana),
también veremos, cuando estas topologias coinciden. Ademds, estudiaremos
lo relacionado con los operadores {positivos, irreducibles y fuertemente irre-
ducibles). Daremos algunos resultados para estos operadores, uno de ellos
es que bajo ciertas hipétesis, los operadores irreducibles y fuertemente irre-
ducibles son los mismos. Demostraremos también que nuestra definicién de
irreducibilidad y la de Vandergraft coinciden, a pesar de que las definiciones
de cara y V-cara son distintas.
§1. Teoria topoldgica algebraica relativa a conos.

En la presente seccién, estudiaremos la teoria topoldgica algebraica relativa
a conos, también, haremos algunas observaciones de cudndo ésta coincide con
la topologia usual {euclidiana).

Iniciemos dando las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. Sea C un cono en V. El interior algebraico relativo de

C es denotado por raiy C y estd definido de la siguiente manera:
raivC={ze€C}Vye(C)3e, >0, z+ey€C}.
51 no hay confusion utilizaremos raiC.

Definicién 1.2. Sea C un cono en V. La cerradura algebraica de C, de-

notadae por eclC y estd definida como:
aclC ={yeV |3z, eV,y+ar, € C, Va € (0,1}}.

Definicién 1.3. Sea C un cono en V. La frontera algebraica relativa de

C es denotada por raby C y estd definida por:
raby-C = aclC \ raiC.
5t no hay confusidn utilizamos rabC.
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Observacion 1.4. Sea C C V' cono, como C es cerrado, entonces aclC = €.

En particular, rabC = C\ raiC.

Demostracion: C) Demostremos aclC C C.

Sea y € aclC entonces existe x, € |” tal que para toda a € (0,1] se tiene
v + az, € C entonces limqc y + 22, = y € C, pues C es cerrado.

Por lo tanto, aclC C C.

2) Ahora, probemos C C aclC. Es claro, (pues para toda y € C, tomamos

z, =0). n

1.5. Ejemplos de las definiciones anteriores. Sea C cono, C C R?.

1.5.1. Sea C = {M|A >0, A€ R}, v € R, v # 0. Entonces, {C) = {Mv]A €
R}. Entonces, raiC = C \ {0}, aclC = C y rabC = {0}, ver las figuras
(1.5.1.a,by c).

Demostracién: P.D. raiC = C \ {0}.

Primero probemos 0 ¢ raiC. Sea y = pv € {C) con u < 0 entonces para
toda g, > 0, 0 + £,y < 0, de donde para toda £, > 0 se tiene 0+ &,y & C. Asi,
0 & raiC.

Por lo tanto, raiC C C \ {0}.

Ahora, probemos C \ {0} C raiC. Sean z € C\ {0} y y € (C) entonces
existe A > 0,y € R tales que = Av, y = uv, si p 2> 0 entonces sea £, = 1. 5i
# < 0 se tiene que para toda 0 < &, < —2, M +e,uv € C.

Por lo tanto, raiC = C \ {0}.

Tenemos, aclC = C por (1.4) y rabC = aclC\raiC = C\{C\ {0}} = {0}.

L

1.5.2. Sea C = {Av+ pwjhpu > 0, A,z € R} C R%, v,w € R? con
v.w linealmente independientes. Donde, (C) = R?. Entonces raiC = C \
{Av, Aw|X > 0}. es decir, raiC = intC. aclC = C nuevamente por (1.4). Y

rabC = {Av, dwjr > 0} = C.
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figura 1.5.1.a

figura 1.5.1.b

Demostracién: P.D. raiC = C\ {Xv, Aw|X > 0}.

2) Seanz € C\{>v, Awlx >0}, y € {C) entonces existe r > 0 tal que
B,(z) C C, y existe A > 0 tal que Ay € B, (D), sea ¢, = r entonces z+¢,y € C.

De donde, C\ {Av, Aw|A > 0} C raiC.

C) P.D. YA 20, dv, du € raiC (es decir, raiC C C \ {Mv, Aw}y»o)-

Primero, probemos que Av ¢ raiC. Para toda X > 0, para toda €, >
0, v ~e,w € C (ya que v y w son linealmente independientes y extremales)
entonces para toda A > 0, Ay & raiC.

Similarmente Aw € raiC, VA > 0.

figura 1.5.1.c




Por lo tanto. raiC = C \ {Av. Awl) > 0}.
Por dltimo, rabC = aclC\ raiC = C\(C\ { v, dw|r 2 0}) = {dv, \w|A >
0} =ac. "

1.5.3. El siguiente ejemplo muestra un cono € C V tal que raiC =
D, rabC =C\raiC=C y acddC =C.

Demostracion: Sean V' = @uenR V = {v €V |v; > 0Vi € N} conode V.
Sélo demostraremos. rail™ = 9, pues aclC = C por (1.4), y rabC = C
por ser raiC = (.
Seaxr € V', £ = (r,)en entonces 3¢ € N tal que z; = } Vi > £, sea
y=x—¢€ € (V) Entonces VA > 0, 2+ dy = 2+ Az — def = (; +
ATy, o Tpoy + Azeoy, —A0,.0) € VL Por lo tanto, z € raiV't.

Por lo tanto, raiV’t = 0. a

Proposicién 1.6. Sea V" un K-espacio vectorial con dimV =n. §5i C es un

cono solido en V', entonces raiC = intC.,

Demostracién: 2) PD. intC C raiC.

Sea v € intC entonces existe r > () tal que B, (v) C C.

P.D. veraiC

Sea z € (C) entonces (ver (1.3.8)} existe £, > 0 tal que v + ¢,z € C de
dond-e, v € raiC.

C) P.D. raiC CintC.

Supongamos V" = K", C CV, K =R 6 C. Para la demostracién basta ver
a V' como un R-espacio vectorial.

Sin =0 entonces " = {0} = C = intC = raiC.

P.D. ¥u € 8C entonces v & raiC (entonces, raiC C C\ 6C = intC).

Stn > 1. Sea v € C. Supongamos que v € raiC. Como C es sélido y por
corolario (I1.1.5), C contiene una base de vectores extremales, B = {v,},.

Como v € raiC entonces para toda { = 1,...,n existe €_,, =: §,, > 0 tales
que v — &, v, € C de donde nv — 3 ., &, v, € C.
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Otra vez por (IL1.5), no—3__ b, v, = Z§=1 w,,paratodoj=1,.. ¢ w, #0
extremal, { < n entonces v = } Zj=, wy + & 3o, b, v, entonces

v € inteon{{r,}). {u;}{_)) C intC (pues B es base) contradiccién (pues
v e ac).

Por lo tanto, intC = raiC. u

Corolario 1.7. Sea V' de dimensidn finita. Sea C C V., C cono. Fnionces

raiyC = int e, C.

Demostracidn: Por (1.3.8), raiyC ={z € C|Vy € (C); 3, >0, z+¢,y €
C} ={z € C |z € intyyC} = int(,C. Por definicién rai,C = raivC. =

Corolario 1.8. Sea V un K -espacio vectorial de dimensidn finita. S1C CV

cono sélido entonces rabC = 8C.

Demostracion: Como C es cerrado entonces por (1.4) aclC = C y por (1.6)
raiC = intC, de donde rabC = C\ raiC = C \ intC = 8C. [

Corolario 1.9. Para todo cono C en 'V, se tiene que rabC C 9C.

Demostracidn: Por la demostracién de (1.6) se tiene que intC C raiC entonces
rabC = C\ raiC C C\ intC = 6C. |

Recordemos de (1L4.11(1)). Vz € C, w(z) ={y e V |38 > 0.0 < y < 31}

v si F es cara de C lo denotaremos por F < C, ver(11.2.3).
Lema 1.10. Sea FQC. Siz € FnraiC. entonces C = F = (zx).

Demostracidn: Sea y € C. Entonces existe € > 0 tal que 1 — ey € C, de donde
0 <% ey < r. asi por (11.4.11.(iii}) se tiene que y € (z).

Por lo tanto. C C sz} S FCC.

Asi, O = F = o(r). =

Corolario 1.11. Sea F<C. Entonces F C rabC. Comparar con lerna (11.2.4).

=
[&1]



Demostracion: Como F < C, entonces F # C vy por (1.10), & = F NnraiC,
entonces F' C C \ raiC = rabC. s

Lema 1.12. Sea FAC y seax € V. Entonces x € raiF si y sélo si F = ¢(z).

Demostracion: =)} Sea z € raiF = F N raiF, entonces por (1.10), F =
w(z).

<=} Supongamos F = ¢(z).

PD.z € raiF=.{z €EF|VYye(F)3e >0, z2+¢6y€ F}

Sea F = p(z). Sea 2z € (F). Supongamos z = u — v, u,v € F. Entonces
existen £, > 0, &, > O tales que 0 < g,u < 32,0 < gv £ 3z Sea ¢ =
min{e,, €4}

De donde 0 < eu < §

z v < 3z. Por lo que se tiene, 0 < iz —ev <
jzte(u-v)<lr+eu<e

I3} ]
A
m

Asi, 3z + £z € p(z), entonces z + (2¢)z € p(z).
Por lo tanto, x € raiF. [ ]

Corolario 1.13. Sea F < C. Entonces raiF # @ si y sélo st F es cielico.

Demostracion: =) Como raiF # @ entonces existe z € raiF y por lema
(1.12) F = (z) de donde F es ciclico.

<=) Como F es ciclico entonces F' = p(z) que por lema (1.12) z € raiF,
asi, raiF # @. ™

Teorema 1.14. Sea V un K-espacie vectorial y C un cono en V. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:
i) C tiene CCA en caras.
ii) Cada cara de C es ciclica.

iii) Cada cara de C es finitamente cara-generada.

Ry A Bal owov i
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iv) Para cada F QC, raiF 0.
Lo o



Demostracién: (i) « (ii) Por (11.6.6).
(it} (iii) Por (I1.4.12).
(it} (iv) Por (1.12). ]
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§2. Operadores positivos, operadores irreducibles y fuertemente
irreducibles.

En esta seccién daremos las definiciones de operadores positives, irreducibles
y fuertemente irreducibles y algunos resultados que relacionan conos con los
operadores positives. También daremos la definicion de Vandergraft de irre-
ducibitidad (operadores \-irreducibles). Aqui demostraremos que a pesar de
que nuestra definicién de cara v la de V-cara no necesariamente coinciden, las
definiciones de irreducibilidad si son equivalentes.

Constderaremos a C como un cono sdélide en el K-espacio vectorial V.

Recordemos que si x € intC, se escribe r 3> 0.

Definicién 2.1. Sea A € Hom(V, V). §i AC C C, se dice que A deja in-
variante al cono C {0 C es A-invariante), y se escribe A > 0. SiA 20y
A # 0 se escribe A > 0.

Definicién 2.2. Sea A € Hom(V, V). Si A(C\{0}) C intC, se escribe A > 0.

Definicién 2.3. Sean A € Hom(1,17). §i A > 0 y ninguna cara no trivial de
C es A-invariante, decimos que A es irreducible. Notemos que depende de
C, realmente seria C-irreducible, pero si no hay ambiguedad usaremos sdlo

irreducible.

Observacién 2.3.1. Para la definicién de irreducibilidad, basta con conside-
rar C C V" cono generador de V.

(Recordemos de (1.1.17), si dimV < oo y C € Vcono, entonces C es
generador st ¥ s6lo si C es sdlido).

Entonces la definicién quedaria asi:

Sean € C V" cono generador de VV y A > 0. Decimos gue A es irreducible

si ninguna cara no trivial de C es A-invariante.

Definicién 2.4. Sean C C V cono y A € Hom(V, V') tal que A > 0. §i para
toda x > 0, eriste p = p(z) € Z* tal que (I + A)Pz > 0, entonces se dice que
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A es fuertemente irreducible. Observemos nuevamente que lao definicidn
depende de C, es decir, C-fuertemente irreducible y si no hay ambiguedad

solo diremos fuertemente irreducible.
Ejemplo 2.5.

2.5.1. Sea C={A1.1)+peyAg>0. A pec R}
Sea r = (). 12} € C,

3 2
A=
10
3 2
Ar = 0 o = (3I1 + 21‘2,1'1)‘ = )\(1. l)t +ﬂ8] = (A+ H,y A)t,
1 I

dedonde A =2, > 0y p =2z, + 22y > 0, asi (32, + 215, 2,) = 2,{1.1) +
(271 + 212)e; € C yaque z; > 0, 2z, + 279 2 0.

Por lo tanto, C es A-invariante.
2.5.2. Sean C = {A(1,2) + u(2,1)|\, p € R, A. o > 0},

01
¢ 1

A=

\teamos que C es A-invariante. Sea r = {11.12) € C. entonces:

Azt = (ry. 1) = B(1,2)' + 2(2.1) € C. va que 315 > 0 v C es cono.

Ademds. A > 0 va que (x2.13) € intC si (9, 79) # (0.0). Ahora sean
Fo={0} A={A12)A203eR}. R ={AM21}]A>0  eR} y F3=C
las caras de C', donde Fi. F» son las caras no triviales. pero AF; € Fy, ya que
AX 22 =2A(1, 1)' € Fiy AF, € Fypues 4200 = (A, 0 = A1, 1) ¢ o,
por lo que ninguna cara no trivial de C es A-invariante,

Por lo tanto. A es irreducible.

2.5.3. El siguiente ejemplo muestra una funcién que es irreducible pero no

es fuertemente irreducibie.
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Sean V = @ewR, V= {v € V| Vi > 0} cono (generador de V),
lvil= 3 neN V2 ¥ [V — Vlineal, definida por e; — Z;';ll ej.  f{(vidien) =
(Cimitrhien = (351 ¥5 2,51 Uy 252 ¥, ) € V. Entonces f es irreducible

pero no fuertemente irreducible.

Demostracidn: 1.- Los vectores extremales de V* son {Ae; |1 € N, A € R},
(donde {e; | i € N} es ]a base candnica), es decir, los rayos extremales=
{R*e; | i € N}.

2) e, es extremal pues si e¢; = v + w entonces Vj # i, v; + w; = 0 pero
v,w € V¥ (entonces v;,w; > 0) entonces Vj # i v; = 0 = w;. Entonces
v,w € Rte;.

C) Sea 0 # v vector extremal de V¥,

P.D. 3i € Ntal que v € Rte,.

U = (Un)neN = D peNUnen, Un = 0Vn. Sea j € Ntal que v; #£ 0y Vi <
J v; = 0. Entonces v = v;e;+ 37 .. Un€n, CON V€5, 2_ .. Un€n € V*, entonces
como v es extremal e; € RTv por lo que v € R*e;.

2.- En (1.2.5.6) se prueba que F QV* si v s6losi 37/ C Ntal que F=Fy =
{fveVt|v,=0Vigl}

Observemos que si 0 # F < 1'7 entonces @ # f C N.

Ohservacién: Sea F = F; QV™*. Sea v = (v;)ien € F entonces ¥i € N tal
que y; # 0, se tiene que e, € F. Es decir, F = con{e; | i € I'}.

Sea v = {v;)ien € F. Supongamos que v; # 0. Entonces 0 < ve; < v. Como
FAV* 16 € F, entonces g; € F.

3.- Sea f : V' — V lineal, definida por ¢; — E;le ej, f((vi)ien) =
(ij:‘ V5, Ejgl Ups 2550 V) € V.

3.a) f(V*) € V7T (pues si v € V'™ entonces Vj € N v; > 0 entonces
oc > 0 5ty 2 0).

3.b) P.D. f es irreducible.

PD.V{0} # FaV, f(F) € F (es decir, ninguna cara no trivial de 1'%+ es

f-invariante ).
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Supongamos 3 {0} # F <V tal que f(F) C F. Como {0} # FaV'*
entonces (por (2}, F no trivial) 30 # I CN. F=F; =con({e, |1 € I}).

Caso 1. 511 € [/, entonces sea j € N\ [/ tal que ¥i < j. i € I. Entonces
(por1<j-1. f(F)C F<aV")setiene que fle,.1) =37 e,€ F, e, eV*
vl eo—e = Jle € 17, entonces como F es cara se tiene e, € F
contradiccién (j € N\ /).

Entonces f(F) & F.

Caso 2. Supongamos que 1 ¢ . Como @ # I, sea i € I. Supongamos sin
pérdida de generalidad que Vj < i, j ¢ I. Ahora F 3 f(e,) z (pues
f(F)C F)entoncesVj =1,..,1+1. e, € F por la observacién. En partlcular
e, € F entonces 1 € [ contradiccién, {1 & 1).

Por lo tanto, f es irreducible.

4.- P.D. f no es fuertemente irreducible.
Demostramos en (1.1.10) que inf1"* = (. Por lo tanto, f no es fuertemente

irreducible. n

Teorema 2.6. Sea C un cono sélido y K =R Si A >0 yz > 0, entonces
Az > 0. (i.e, Az € C\ {0}).

Demostracion: Supongamos 4 > 0,7 3» 0 v Az = 0. Por (I11.1.10). {(C es
cara, r € 1ntC) se tiene C = (7). entonces por (I1.4.11(iii)), para today € C
existe a > 0 tal que 0 € ay < r. Entonces 0 < ady < Ax = 0. la primer
desigualdad, se tiene va que 4 > 0, v la segunda porque 0 < = — ay entonces
0 < Az - ady.

Por lo tanto. 4y = 0 entonces A{C) = {0} v como C contiene una base de
1" (por ser sélido). Asi A = 0 contradiccién va que A > 0. Por lo que 4z > 0.

Lema 2.7. Sean V' =R*, CCV eonoy A: V" — V lineal.
a) Supongamos que A > 0 irreducible. Entonces ¥4 > 0, A4 > 0 es

irreducible.
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b) Supongamos que A > 0 fuertemente irreducible. Entonces¥A > 0, AA >

0 es fuertemente irreducible.

Demostracion: a) Como A > 0 irreducible y para toda F Q C, AF = F,
entonces AA es irreducible.
b} P.D. AA es fuertemente irreducible.
Sea A > 0 fuertemente irreducible. Sea z > 0, entonces existe p = p(z) tal

que (1 + A)Pz 3> 0. Sin pérdida de generalidad, X # 1.
Caso 1. Si A > 1. Entonces ({ + A4’z > (J + APz > 0, pues (J + AA)Pz =

P _o(B)AP Az, entonces (I + AAYz — (I + APz =" (A" -1}A"z > D
pues A" — 12> 0.
Caso 2. 0 < X < 1. Recordemos por (1.3.6.(2)), si z > 0, entonces para
toda u > 0, uz 3> 0. Andlogo al caso 1, (I + AA)Pz > 3(I + APz > 0, pues
(I+AAPz - NI+ APz =37 (B}A" = AP)Az > D, pues A" — N > 0. =

Observacién 2.8. Si C esel cono positivoen R* y A € Hom(V, V). Veamos
a A como la matriz de la funcién que define asociada a € la base canénica de R".
Entonces A > 0siysélosia;; 2 0,Vi,j =1, .., n. (es decir, C es A-invariante

siysélosia; >0,Vi,j=1,..,n)

Demostracién: =) Por hipdtesis AC C C (es decir, paratodaz &€ C, Az €
C). Sea

Gy) (3T
A= | : .
Qny -°* Qua
Para e; se tiene Ae, = (ay.a,....an) € C, V1,7 = 1,...,n. Entonces

a, 20, Vi,j=1,.,n
«<—=}PD. VreC Az eC.
Por hipétesis a;; > 0Vi,j = 1,...,n, entonces

apy -+ g
A=

dny ' Qnn
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Sea ¢, € C.oemtonces Aey, = {uy,,  w,, o ve=1,..n.

Poero fay,.ooitly) = @yt g4 -oow g, & Coentonees para toda s € C, Axr €

PPor lo tanto. O es A-invariante [

Observacidn 2.9. Sea 177 C E". 4 es irreducible si v sélo si no existe una
matriz de permutacién P (estu ¢s. I? s¢ obtiene de I, por medio de una
permutacién de columnas v la misma permutacién en los renglones) tal que
P~'AP tenga la forma

prap= [P0 0

By By

donde B,;, Bay son matrices cuadradas.

Demostracién: 1) Recordemos que las caras propias de V* son las F; = {(v;) €
V4 ly,=0VigJy, 04 JC {1, ....n).
2) Recordemos que una matriz de permutacién F es composicién de ma-

trices P(4,7), 1,7 € {1....,n}, donde

I
0 1
P{i,j) = I
1 0
. I .
{es decir,
( {.4)
e gl U7
{z.7)
Pl1, i) = < (.1
0 (o f) = (i
0 (kO=0(57)
L1 kG =1{nJ)
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donde, 7 es ia matriz identidad.

Observemos también que P~{i,j) = P(3, §).

==) Sea A irreducible.

Supongamos que 3 P matriz de permutacion tal que

prrap=p=" % |
By By

donde Byy, By son matrices cuadradas. de £ x £y (n — £) x (n — £) respecti-
vamente. Entonces, 4 = PBP™'.

Observemos que Vi P{e,) = ey, para alguna h € {1,..,n}. Entonces,
supongamos que B); es una matrizde £ x £, 1 < £ < n.

Sea J:={i€ {l,..n} | Ple)=en £+1<h<n}={1<i<n]|
e,= Pler), £+1<h<n}, 0+#JC{1,..n}, pues P! es invertible. (De
hecho, #J = n - £).

Definamos F := {v € V¥ |, = 0Vi g€ J},como @ # J € {1,....n}
entonces F q V™. )

P.D. A(F) C F (lo que daria una contradiccién a que A es irreducible).

Sea v € F entonces v =3 ., Ae,, A; 2 0, de donde A(v) = 3., \iAle;).
Basta demostrar que Vi € J, A(e;) € F.

Para {4+ 1< h <n, Ae;) = (PBP')(e;) = PB(e,) donde P (e;) = €. En-
tonces A(e,) = PB(en) = 377 BU MP(ej) = 2iiies, piey)=ey,, BU e €
F{pues£+1<j<ny Ple,) = ey, entonces por definicién de J, t(j) € J).

Por lo tanto, A(F) C F, {0} # F <« V* contradiccién (pues A es irre-

ducible).

+=) Supongamos que A P matriz de permutacién tal que

piap=|B1 0
By By

donde B,;, By son matrices cuadradas.
P.D. A es irreducible.
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Supongamos que .4 no es irreducible entonces 3{0} # F < 1™ tal que
A(F) C F entonces (por (1)} 30 £ J C {1....n} tal que F = F;. Sea £ > 1

tal que J = {i} <1y < -+ < i,_¢}. Entonces Jh tal que 1) <ipg < -+ - < iy <

[ < {+1<ipar < - <ipoy

Tomemos {J; < jo < -~ < jpp = {{+1..on} \ {insr. o in_g} (€5 decir.

{j],...,jh} J {ihfl- ....in._[} = {[-ﬁ" }Tl}}

Definamos P = P(i;7) -+ P(injn). De hecho, P~! = P. Basta ver que
para t # q P(uj)Pligdy) = Pligjy)P(ije) v esto sucede pues {is, .} #

{ig.Js} Vid#aq

Vi<h<n (P(?'tjt)P(iqjq))(eh) =4 e,

Ahora demostremos,

PlaP=

h & {ig i Jou Je}

h=j,
h=j
h=i,
h=rq

0
By |’

donde By, matriz de { x {. Bs; matrizde (n—£) x (n — £).
Es decir. PD.V1<r<f{ ¥i+1<s<n (PYAP), =0

Sean1<r<f (+1<s<mn

(PTYAP), = (P APHe ), = (1P AN )

donde

€, sed
Et = . .
euqsy 1(s) € {1y,

wdptsisg J

» = (Pligiq) Plicgi)) (en).

Como ¢; € F en amhos casos, entonces como A(F) C F. Y o) Amem =

Afey) € F. Entonces

i(P_l-'i)((‘.s):r = [P_](EmEJ /\mfm)]r = [ZmEJ ’\mP_l((m)]f
= (ZmEJ r“\m('fqim))r =rgrsd OVmelJ P_!(Cm) = €gim) CON (=1 S q{m) s



Ejemplo 2.9.1. Observemos que (2.9) no pasa aiin para subconos propios de

V+*, por ejemplo, sean C = con((1,2), (2,1)),

01
01

A=

entonces A(C) C C y A es C-irreducible, pero la matriz de permutacién

popl= ¢ 1
10

es tal que
10

10

P 'AP =

Observemos que la dltima parte nos dice que A no es V*-irreducible. De
hecho, F\ = con(e;) cara de V* entonces Ae; = 0 € Fy, es decir, F, es

A-invariante.

Lema 2.10. Sea C un cono sdlido en V un K-espacio vectorial. Si A es

fuertemente irreducible entonces A es irreducible.

Demaostracién: Supongamos que A es fuertemente irreducible. Sea F <1C, F #
{0}. También supongamos que AF C F.Sea 0 # x € F, como A es fuertemente
irreducible existe p € Z* tal que (f + A)Pz >» 0. Pero por (I11.1.10), {((I +
A)ij = C. Ahorade AF C F tenemos (I + Az € F, de donde ¢((I+A)7z) C
F. Por lo que F = C contradiccidn, ya que F' 9 C. Asi A es irreducible. [ ]

Observacién-ejemplo 2.10.1. E}lema anterior no se tendria si no pidiéramos

A 2 0 en la definicion de fuertemente irreducible como lo muestra el siguiente

ejemplo:
Sean ¢ C R?, v,w € R?, donde v = (2,1), w = (1,2), C = {Mv+pw|r, u €
Sea
0 0
A=
1 -1
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A no deja invariante a C, r = (2.1)' ¢ C. Ar ¢ C. Pero si cumple gque

Yr>0.2p=plr) € Z" tal que (f + A)Pr > 0. Sea

10
A=4+1= .
1 0

para r = (r. 1) € C.se tiene (A~ Thr = A'r = (2;,0) = 2, (1. 1) € C.
Ademds. (). 1) > 0 (es decir. {r).1y) € intC).
Es decir. para toda r € C. v p = 1 se tiene ( + APz > 0. Es mis,

(A+1)" = A+ ] para todan € N. es decir. (I + 4Pz > 0 paratodape Z~.

Teorema 2.11. Sea C' un cono séhdo en el K -espacio vectorial V. Suponga-
mos que C tiene CCA en caras. 5i 4 > 0. entonces A es trreducible si y sélo

si A es fuertemente irreducible.

Demaostracion: <) Por lema (2.10).

=) P.D. A es fuertemente irreducible.

P.D- Paraz > 0existe p € Z* tal que (/ + A)%z > 0.

Casoa. Sear >0 (J+Ar=Ar+71 >z > 0, Az > 0 va que A deja
invariante a . Por lo tanto, para p = 1 se cumple.
Caso b. Sir€dC.

Definamos Fr := »({(7 + 4)'r). Fy:= {0}. Sea (J + 4)°:= 1.

P.D. Fyg<F; <--- una cadena de caras. Demostremos primero que F} =
S+ A)r) = Fo. Sea y € 2(r) emtonces por (11.4.11.(i1}). existe 3 > 0
tal que 0 <y < 3z

Por otro lado. Jx < (J + A} 3z) pues 6 < I(Ax).

Por lo tanto. 0 < y < Jr < 3(J + A)r. Entonces y € o{(] + A)x).

Sif>1

PD. {7+ A7) < (I +A)¥ 7).

Sea y € »((/ + A)'x). entonces por (I1.4.11.(ii)}. existe 3 > 0.0 < y <
3~ A)r.

Por otro lado. (I + A)'r < (I + A)%'r pues:
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0<{I+A)Ar=(T+A({U+Az-0)={T+AMz-(J+ A
entonces 0 < y < B(1 + A)z < (I + A)* 'z

Por lo tanto, Fy 9 Fy.;. es decir. /3 S F; <--- es una cadena de caras,
pero por hipétesis C tiene CCA, asi existen € Ntalque [, 9 Fy - QF, y
Vm 2> n, F, = F,, es decir, F, = p((I + A)"*'z).

Sea y € F,,, entonces Ay < (I + A)y € F,,, = F, (por definicién de Fy).
Asi, AF, C F, v F, =C, Aesirreducibley F, # 0 entonces F, = C, entonces
por (1.12) tenemos que (J + A)"*'r > 0.

Por lo tanto, A es fuertemente irreducible.

Ejemplo 2.12. Sean V =R} C =1+ CR5 Sea

103
A=12 10
01 2

Las caras de V* son: Fy = {0}, F = con(e)), F» = con(ey), Fz =
con{es), Fy = con(ey, e2), Fs = con(e;, e3), Fg = confey, e3), Fr = V+.

P.D. A es irreducible (fuertemente irreducible.)

C tiene condicién de cadena ascendente (CCA), y por corolario (11.6.9),
sabemos que la longitud de cadena es menor o igual a n = 3.

Ae; = (1.2.0) ¢ Fy, Aeg = (0,1,1)' € F2, Aes = (3,0,2)! ¢ Fi.
Sea r € Fy, Ar = A(Xe; + pey) = Ade) + pAey = (A, 21 + pu, u)t € Fy. Para
T € Fy, Az = A(Der+pes) = Ade; +pAey = (A+3u,2),2u)t € F, por ultimo,
sea z € Fy entonces Az = A{dey+pea) = Ades +pdes = (3u, A, A+2u) € F.

De este modo A es irreducible. Ademads para p = 2 se tiene (J + 4)%z >

0.z > 0 (es decir, A es fuertemente irreducible).

2 0 3 4 3 15
(f+4)=1f2 20 |. (I+4P=|8 4 6
013 25 9
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Ahora, sea z > 0, (I + AY’z = (42, + 319 + 1523, 82, + 4z, + 63, 221 +

5zy + 913)! > 0, que es lo que queriamos.

Teorema 2.13. Sea V7 un R-espacio vectorial y C un cono sélido en V. 5i
C tiene longitud de cadena N y A > 0, entonces A es irreducible si y sdlo si

I+ AP 30D

Demostracidn: <=) Por hip6tesis (I + A)¥~! 3 0, es decir A4 es fuertemente
irreducible ya que para todaz >0, (J+ A)* 'z > 0, entonces por (2.10) se
tiene que A es irreducible.

=) Sesigue de la demostracién de (2.11), con Fy := ((I+A) 1), Fy :=
{0}. ( + A)® := I. Donde la cadena de caras es {0} = Fp, 9 Ry <---dFy y
VYm >N, Fp=Fy=p{{I+A)""11)=C. N

Nuestro siguiente resultado nos da una equivalencia entre irreducibilidad y
fuertemente irreducible, si A > 0 es continua. Para demostrar esto se da lo

siguiente.
Lema 2.14. §i F C C subcono, F C 8C. Entonces o(F) C 9C.

Demostracion: ¢(FY={yeV|3zeF, 0<y<z}.

Supongamos 3y € ¢(F), y > 0.

Sea 2z € Ftalque 0 € y < zde donde 0 « y < 2 pues y > 0, entonces
por (1.3.9(b})) z > 0 contradiccién {F C 8C). n

Lema 2.15. §i S C C entonces u{S) = ¢(conS).

Demostracién: Por definicién »(S) = {y € V' | 3z € con(S),0 < y < z},

entonces p{5) = p{con{S)), (pues con{con(S)) = con(S)). u

Teorema 2.16. Sean C C V' cono sdlido, A > 0, continua. Entonces A es

trreducible si y sdlo si A es fuertemente irreducible.
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Demostracién: <) Por lema (2.10).

=) Sea z € C'\ {0}.

P.D.Vz3n > 1 tal que { + A)"z >» 0.

Caso 1. Siz > 0 entonces por {1.3.9(2)), Vn 0 « Y (F)Aiz = (J+A)"z.

Caso 2. Supongamos que z € 9C.

Si 3n tal que (I + A)"z >» 0, ya terminamos.

Supongamos Vn > 0, (I + A)"z € 8C.

a) P.D. F := con{{A'z}i»0) C OC.

Observacién: Vi > 0 A'z € OC, pues si 37 > 1, A’z > 0 entonces
(I + Az = Az + 324 (0) A’z > 0 por (1.3.9(a)), contradiccién.

Supongamos 3z € con({A'z}i»0) = F, z > 0. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer z = 3 ¢ MAiz > 0, (pues z = lim; o 2, 2; combinaciones
lineales positivas de {A'r};>¢. Como z > 0 3r > 0, B,(z) C intC entonces
IN,i> N z € B.(z) CintC).

También sin pérdida de generalidad V0 < i < n, A; > 0 (si no, como z 3> 0,
entonces si A =0, Iu; > 0 tal que z + uz; > 0).

Sea a := supycicn{ai} > 0, donde a; = é‘; >0, (21 =1 (e,
a(f) = A).

Entonces 0 « Y1 MA'z € a(3 0, (P)A'r) pues 3 (a(f) — M)Az >
0, a(?) — X 2 a;i(’) — A; = 0, entonces Y & (F)A'z = 3L (I + A"z > 0
contradiccién ((J + A)"z € 9C).

Por o tanto, con{{A'z}i»o) C 0C.

b) Por lemas (2.14, 2.15) tenemos: ({A'z}iv0) = p(con{Aiz}i»g) C OC.

Entonces {pues C es sdlido). p({A4’'z}50) < C.

P.D. A(({A'z}i0)) C w({A'z}i>0), (lo cual daria una contradiccién a que
A es fuertemente irreducible).

Sea y € @({A'r}.0) entonces 3z € con({A'z};¢) tal que § < y < 2z por
lo que 0 < Ay < Az (pues z —y > 0, A > O entonces A(z —y) > 0).
Por otro lado, z = lim;_. 2;, 2; s combinacién lineal positiva de {A'r}i»q.

Como A es continua entonces 4z = lim,_,,, Az;. Az, combinacién lineal
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positiva de {A'z},5q.

Por lo tanto, Az € con({A'r},30).

Entonces Ay € p({A't}30).

Por lo tanto. A(p({A'T}i36)) C ({A'1},5¢) < C contradiccién (A es irre-
ducible).

Por lo tanto, Yz 3n tal que (/ + 4)"z > 0.

Por lo tanto A es fuertemente irreducible. u

2.16.1. Del teorema anterior, también se deduce el siguiente resultado {ver

(11.6.8) y (2.13)).

Corolario : Sean V' un R-espacio vectorie! de dimensidn finita, C C'V cono
solido y A > 0. Enlonces A es trreducible st y sélo st A es fuerfemente irre-
ducible.

Demostracidon: Toda funcién lineal entre espacios vectoriales de dimensién

finita es continua, ver (A.3.9}. [

2.17. Ahora compararemos las definiciones de matriz irreducible, la dada
por Vandergraft (a la cual denotaremos por V-irreducible) y nuestra definicién

de irreducibilidad.

Definicién . Sean V' de dimensidn finita, C C V cone sdlido. La matriz

A 2é 0 es V'-irreducible si 4 no tiene V-cares propias A-invariantes.

Lema 2.18. Sean V' de dimensién finite, C C V cono sdlido y A 2 0. §5i A

es V-irreducible entonces A es trreducible.

Demostracidn: Sean A > 0 v F <C cara propia de C. Por (11.5.7), F es V-cara
propia de C. Entonces {por ser 4, V-irreducible), A(F) € F.

Por lo tanto, A es irreducible, n

Veamos ahora que si 1" es de dimensidn finita v € C V cono solido, ambas
definiciones de irreducibilidad son equivalentes. Para esto, necesitamos del

siguiente
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Lema 2.19. Sea V' un K-espacic vectorial (no necesariamente de dimensidn
finite). Sean C C 1V cono, SCC y A >0, A continua.
Si AS C S entonces A({S)) C (85).

Demostracién: P.D. A(2(5)) C »(5).

Recordemos de (11.4.10), que o{S)={y € V |32 € con(S), 0 < y < 2}.

1. A{con(S)) C con(S). Denotemos por Cg := {3_, fiz;) [n € N, Vi §; >
0.z; € S} el conjunto de combinaciones lineales positivas de elementos de S.

Sea z € con(S). Entonces 3(z,),en € Cg tal que z = limj_,o 2;. Como
A(S) € Sy A lineal, se tiene que Az € Cs entonces por ser A continua
Az = lim,_,o0 Az € con(5).

2) A(p(5)) € »(S).

Sea y € p(S) entonces 3z € con(S),0 < y< zdedonde { < Ay < Az €
con(S} pues A > 0 entonces Ay € (S).

Por lo tanto, A({S)) C »(S). [

Teorema 2.20. Sea V de dimensidn finite. Sean C C V un cono sdlido y
F C C una V-cara. Entonces:

a) 8§i F C C es una V-care propie entonces F C p(F) < C.

b) A >0, AF C F entonces A(p(F)} C w(F). (Observemos que esto vale
aungue C no sea sélido, ver (2.19)).

c) Si A > O irreducible entonces A es V-irreducible. Por lo tante, por

(2.18) A es irreducible si y s6lo s1 A es V-irreducible.

Demostracién: a) Como F es V-cara propia, entonces F' € dC, por definicidn
(11.5.3.)

Supongamos que @(F) = C. Sea y € intC, entonces 3z € F tal que
0 <« y < z. Por (1.3.9.(b)), 0 < 2, contradiccién (F C 8C). Por lo tanto,
elF)<C.

b) Por el lema anterior (2.19).

c) Sea A > 0 irreducible.

P.D. A es V-irreducible.
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Sea F C C una V-cara propia entonces por (a), p{F) < C.

P.D. F no es A-invariante.

Si AF C F entonces por (b). A(¢(F)) C ¢(F) contradiccion (A es irre-
ducible). Por lo tanto, AF € F.

Por lo tanto, A es V-irreducible. ™
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Capitulo IV. Teoria de Perron-Frobenius.

En el presente capitulo desarrollaremos la teoria que relaciona a les conos
solidos A-invariantes con los valores propios de A. Veremos algunos resultados
del tipo del Teorema de Perron-Frobenius (1.1), vanos de los resultados son

ciertos también para espacios de dimensién infinita (ver seccién 2).

§1. Teoremas importantes.
Iniciaremos dando las siguientes definiciones bésicas, que usaremos a lo

largo del capitulo,

Definicién . Sean V un K-espacio vectorial, A : V — V funcidn lineal.
Los valores propios de A, son los A € K para los que 30 # v € V tal que

Av = Jv. Fntonces, decimos que v es un vector propio esociado a A.

Empezaremos recordando el teorema de Perron-Frobenius y €} de Birkhoff-
Vandergraft.
Sean V = R* y A : V — V lineal. Definamos el radio espectral

p(A) ;= max{| A |; A es valor propio de A}.

Teorema 1.1. (Perron-Frobenius)/Gm/ Si A= (a;;) 1 <4, < n es una
matriz con a;; > 0 Vi, j, entonces A tiene un vector propio v = (o), v >0

con velor propio p > 0. donde p es el radio espectral de A.

Teorema 1.2. (Birkhoff-Vandergraft)/Bi, V]. Sea V = R" un R-espacio
vectorial. Sea C C V" un cono sdlidoy A > 0. Entonces 3v # 0, v € C tal que
Av = pu, donde p es el radio espectral de A.

Aqui demostraremos parte de (1.2}. usando el teorema del punto fijo.

Teorema 1.3. (Teorema del punto fijo). Sea V=R", B*={zec V|
Il z ||€ 1}. Cada funcidn continua f : B® — B", tiene un punto fijo, (es
decir, 31 € B™ tal que f(z} = x).



Teorema 1.3.1. Seann > 1, C CV =R un cono sélido y A : V —s V
lineal tales que A(C) C C. Entonces existen X > 0,0 # v € C tales que
A(v) = M.

Demostracion: Si A = 0, entonces p(A) = 0 es valor propio de A y Vv €
C, Av =0

Sea A # 0.

Casol. n=14:R— R C =Ry, v#0 (pues C es sélido). Como
A(C) C C entonces A(v) = Av para alguna A > 0. Por lo tanto, A = p(A) es
valor propio de A y v € C tal que A{v) = .

Casa 2. n>22 A:R* — R", A(C)CC.

Tomemos C' := {v € C ||| v |= 1}. Entonces

0.- Si existe v € C’ tal que A(v) = 0 entonces v es vector propio de A.

1.- Supongamos Vz € C’, A(z) # 0, definimos
J: & —C z— ITZ%}I—’ f es continua.

2.- Observemos que C’ £ pn-1 (homeomorfismo), B*! = {z € R*~! |
=<1}

Por lo tanto, B! €5 ¢ 245 ¢ %5 B! continua entonces (por el
teorema del punto fijo) Jw € B! tal que ¢fep ' (w) = w. Sea v := ¢~ {w),
entonces ﬁ% = f(v) = v, por lo tanto, A(v) =|| A(v) ||vdondev e &' CC

es vector propto de A. "

Para ver la demostracién completa del teorema (1.2) recomendamos [P, T2].
Ahora enunciaremos el teorema principal de este capitulo, el cual es una

generalizacidn del teorema de Birkhoff-Vandergraft.

Teorema 1.4. {Barker-Schneider)/BS/]. Sea V un R-espacio vectorial (no
necesariamente de dimension finite}. Sean C C V un cono solido y

A:V — V un operador fuertemente irreducible. Definamos
L={c>03z>0,0r> A4z}, p:=infX. Sip€ 5. entonces:

0) Eziste un vector u > 0 tal que Au = pu,
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1) p>0,

2) v 0,

3) u es el tinico vector propio esociedo a p (salvo miiltiplos escalares),
4) u es el tinico vector propio de A en C (salvo miltiplos escalares),
5) (o — A)(¥)NC = {0},

6) Cade valor propio ) de A satisface |M] < p.

§2. El caso real (del teorema (1.4}}.

En esta seccidn, sea K = R En adelante tomaremos C cono sélido en V
un R-espacio vectorial no necesariamente de dimensidn finita y 4:V — V
funcidn lineal

Iniciemos dando la:

Definicién 2.1. Sea A 2> 0. Se define:
a) @ = {w>0]3y >0, wy < Ay},
b) Q= {w>0]3y >0, wy < Ay},
¢} £y ={02>03z>» 0, oz > Az},
d) E={o>0[3z >0, or > Az}.
Tenemos ahora la siguiente:

Observacién 2.2. Recordemos que C es un cono solido, en un R-espacio vec-
torial VyA:V — Vitalque A> 0 EntoncesD#, CQyB#£%Z, CE.
Se tiene que £, # 0 : sea z >» 0, como 4 > 0. entonces Az > 0. Como
x> 0,sea d > 0tal que 0 < z—8Ax (ver demostracién de (1.1.15.1}, entonces
0 <élxr— Az, es decir. 671z > Ar. Por lo tanto, §~! € ©,. También, O, # 0

vaqueparatoday > 0, 0=0-y < Ay. Asf . 0€ Q.
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Daremos dos ejemplos de la definicién anterior.

Ejemplo 2.3.1. Sea 1'* el cono positivo contenido en R2. Sea

1 2
01

A=

Encontremos €l conjunto 1,. Supongamos que w € £, entonces existe
(a,.b) = 2> 0, (es decir, a > 0.5 > 0) tal que wz < Az. De donde, Az —wz =
{a + 2b — wa,b— wh)' > 0 entonces {1 —wla+ 20 > 0, (1 — w)b > 0, basta
1—w > 0, por lo que tenemos 1 > w > 0. Por lo tanto, €; C [0,1]. Ahora, sea
w € [0.1], sea z = (1,1)' entonces Ar > wz.

Por lo tanto, ; = [0, 1].

Para encontrar (2 tomemos w € §) entonces existe z = (a,b)! > 0,a >
0, b >0, asi, Az —wz > 0 entonces {1 —w)a+ 26> 0, (1 —w)b > 0, de donde
1>w>0 Asi, QC[0,1], pero & C Q. Entonces 2, = Q = [0,1].

Bien, ahora encontremos el conjunto ¥;. Sea ¢ € X;, entonces existe ™=
(a,b)* >» 0tal que 0 < oz~ Az = ((6—1)a+2b, (0 —1)b)*, de donde obtenemos
(o0-1)a+2b>0, (c—1)b> 0, basta con 0 —1 > 0 entonces ¢ > 1. De donde,
I €1, 00).

Sean ¢ > 1, z = (1,1) entonces o(1,1} — A(1, 1} = (¢ + 1,6 — 1)t > 0.
Por lo tanto, £ = 1. 00).

Ahora para encontrar £. Supongamos que ¢ € X entonces existe x =
(a,b) > 0 tal que (¢ — 1)a+2b > 0, (¢ — 1)b > 0 entonces o > 1. Asi,

T C {o > 1} = {1,00). Por lo tanto, £ = [1,00). Observemos que £; = X.

Ejemplo 2.3.2. En este ejemplo observaremos que la contencién de los con-
juntos puede ser propia.

Sean V =R}, C = V¥ el cono positivo y

020
A=12 0 0
000
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Primero encontremos €, = {w > 0] 3y > 0, wy < Ay}. Seaw >0y
supongamos que existe y 3> 0 (es decir, y1. 32,33 > 0) tal que wy < Ay.

Entonces 0 < Ay—wy = (252, 2y, 0)' — (wy,. wys, wys)t = (22— wyy, 2y —
wy, —wys)', de donde 2y, — wy, = 0, 2y, — wys > 0y ~wy; > 0 y tenemos
ys > 0, entonces w = 0. Por lo tanto, Q) C {0}.

Ahora veamos que {0} € Q. Sean w = 0,y = (1,1,1) entonces 0 <
Ay —wy = (2,2,0)' € V*. Por lo tanto, £, = {0} .

Encontremos ahora Q = {w > 0| 3y > 0, wy < Ay}. Sea w > 0, supon-
gamos que 3y > 0 (es decir, y1,¥2,¥3 = 0) tal que wy < Ay. Supongamos
que w > 0. Entonces (wy,, wys, wya) < (2u2, 241, 0) entonces 3 = 0, wyy <
2y2, wyr < 2, entonces w(yr + 1) < 2y + 32) como (y1,¥2,33) > 0y
C = V' entonces y; + 2 > 0 entonces w < 2. Asi, Q C [0,2].

Ahora, sea 0 < w < 2 entonces w(l,1,0)! < A(1,1,0)* = (2,2,0)". Por lo
tanto, w € .

Por lo tanto, {2 = [0, 2].

Encontremos ahora el conjunto T = {o > 0| 3z >0, oz > Ax}.

Sea ¢ > 0 y supongamos que existe z > 0 tal que oz > Az. Entonces
(ox1,029,613) > (214,22,,0), de donde oz, > 224, oxa > 21, 623 > 0
entonces ¢ > 0. Entonces, T C [0, o).

Ahora veamos que [0,00) C . Sean ¢ € [0,00} y « = (0,0,1) entonces
(0,0,0) > (0,0,0).

Por lo tanto, ¥ = [0, co).

Obtengamos &; = {c > 0|3z > 0, oz > Azx}. Supongamos que o0 > 0 ¥
que existe x = (1, z2,23)! > 0 tal que ox > Az. Entonces (ox),013,013) >
(223, 221,0) de donde tenemos que oz, > 213, ©Iy > 21 entonces of{x; +
Z2) > 2(x},7z2). Como z >» 0 entonces z; + o > 0. De donde ¢ > 2. Entonces
I, € {0, 00).

Sea r = (1,1,1) entonces (0.4,0) > {2,2,0). Porlo tanto, Yo > 3, g € L.

Por lo tanto, &, = [2, o0).

Observemos que en este ejemplo se tienen las contenciones propias € C
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0 %5 CcX.
A continuacién se enuncia un lema, que nos serd de utilidad més adelante.

Proposicién 2.4. Sean u > 0, ~v ¢ C. Definimos
€ :=sup{a > Olu ~ av > 0}. Entonces 0 < e < 00, u—ev € 8C.
De hecho, VO < o < g, u —av > 0.

Demostractén: Observemos que si —v € C entonces Ya > 0, u — av > 0.

Supongamos que —v ¢ C.

PD.1) 0<e<oo.

2) u—-cvedC.

3) YO0<a<e,u-av>0.

Sea E = {a > 0|lu — av > 0}. Como u » 0, E # B, ver demostracién (1).
1) Primero probemos que 0 < ¢.

Como u > () entonces existe £ > 0 ta} que By(u) C C, de donde, para —v
existe o > 0 tal que u — av € By(u), asi, existe o > 0 tal que u ~ av > {, esto
implica que o € E y como £ = sup F entonces 0 < o S €.

Por lo tanto, £ > 0.

PD. e<o.

Supongamos que £ = oo. Entonces ¥n € N Ja, > n tal que u — a,v > 0,
asi por (1.3.7.(ii)) v — dv > O ¥ > 0, (pues si A > 0 entonces In tal que
A<n<ay).

ComoVn €N, u—nu>0setiene * —~v >0 ¥n €N, entonces ya que C
es cerrado el limite lim,_,o ¥ — v = —v € C contradiccién (pues —v ¢ C).

Por lo tanto, £ < oc.

2) Como £ < ©, ohservemos que # —ev € C. Sea ¢ = liMp,o 0, 0, € E
(pues € = sup E), entonces ¥n u — a,t 2 0. Por lo tanto, por ser C cerrado,
tt—ev = limy_eet — a,v > 0.

Supongamos que u — v ¢ JC entonces u — cv € intC, por lo que existe

r > 0tal que B, (u—ev) C C, asi, para —v existe § > O tal que u—ev—fGv € C,

también ver (1.1.15.1).
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Pero u —ev — fv = u — (¢ + B)v, con £ + 3 > g, contradiccidn, ya que ¢ es
el supremo de E.

Por lo tanto, u — ev € aC.
3) Por corolario (1.3.9.(d)). ]

Para ilustrar este resultado daremos los ejemplos siguientes:

Ejemplo 2.5. Sea V* en R?. Seanu,v € V*, u>» 0,dondeu = (1,1), v = &
entonces —v = —ez, —u € V*. Sea e = sup{a > OJu—cv > 0}. Ahora, u~av =
{1,1 —a) € V*, implicaque 1 —a > 0, asi a € (0,1] (es decir, 0 < a < 1).
Entonces £ =1y 0 <1 < 00, de donde u — v € dV* = {Aey, Ae2|A > 0}, pues
v —v=(1,0) € V™, ver figura (2.5).

¥

e 11.1)

- x
o uey

-=-v

figura 2.5

Ejemplo 2.5.1. Sea C = {A{1.3) = u(3,1) | A, 2 > 0, M\u € R} C R
Sean u,v € C, u > 0, donde u = (2,2), v = (4,2) entonces —v = (—4,-2) ¢
C. e=sup{a>0lu—av>0}, v—av=(2-40,2~20)€ C, de donde
(2 —4a,2—2a) = A(1,3)+ p(3,1) con A, u > 0, por lo que A = %—%a, §=
1

5 — 2a, de aqui se sigue que a € (0,%]. Entonces £ = %, 0 < 2 < o0, ademds,

u— $v € 8C, pues u —ev = 2(1,3) € 8C, ver figura (2.5.1).
El siguiente lema relaciona los conjuntos £ v Z;.

Lema 2.6. Sea A > 0. Entonces sup{) < inf L.
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figura 2.5.1

Demostracicn: Por (2.2), Q, Z) # 0. Sean w € 1 y ¢ € L;, entonces existe
y > 0 tal que wy < Ay y existe z 3> 0 tal que or > Az,

Entonces, de wy < Ay tenemos que —Ay < —wy, de donde A(—y) <
w(—y). Ahora —y & C y por (2.4) como z » 0, —y € C entonces r — ey € 8C
para € = sup{a > 0|z — ay > 0}.

Asi, 0 < A(z—cey) = Az—c Ay = Az+e(—Ay} < oz+e(~wy) = o(z—e¥Ly),
pues 4 >0y o > 0. Entonces 0 < z = £2y. Y por definicién de ¢, e(¥) < €.

Pero ¢ > 0 entonces ¥ < 1 entonces w < 0. paratoda w € 0y 0 € L. u
Lema 2.7. St A es fuertemente trreducible, entonces T =1, y 0 =Q,.

Demostracion: PD. £ =L,.

2) I, C I, por definicién.

C} ZCL,.

Sean o € £, r > 0 tales que oz > Az. Como A es fuertemente irreducible,
existe p € Z* tal que (J + A)z > 0.

Llamemos ' = (I+4)Pr, entonces ox' > Az! {es decir, o(I+A)Pz > A(I+
A)z, pues ox — Ar > 0 y como (I + A)? > 0 entonces (f + A)?(cx — Azx) 2 0,
de donde o(f + APz > (I + A)PAr = A(I + APz, ya que conmutan). Asi
o €L,

Por lo tanto, £ = %,.

Sdlo nos falta demostrar, = §2,.

2) ) €, por definicién.
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C) Seaw € ), entonces existe z > 0, tal que wr < Az.

Por hipdtesis tenemos que A es fuertemente irreducible, entonces existe
p € Z* tal que (J + A)Pz > 0. Sea 2! = (I + A)Pz, asl z' > 0 entonces
wz' € Az, ya que w(I + APz < A(I + A)Pz, entonces w € §);.

Por lo tanto, {2 = §. [

Lema 2.8. Sean A fuertemente irreducible y p ;= inf X.. 51 A tiene un vector

propio u > 0, entonces {p} = ZNQ y p es el valor propio asociado a u.

Demostracion: Como u es vector‘ propio de A se tiene que Au = Au, u > 0,
para algin A € R, A > 0 (pues du > 0). Ahora A€ ZNQ ya que A\u> Auy
Au < A

Por otro lado, tenemos que A es fuertemente irreducible entonces por lema
(27} £ =X, y por lema (2.6), sup 2 < inf I, entonces infLZ; < A <supl <
inf Z,. De donde A = inf L = supfl, pero por hipétesis p = inf £ entonces
A= p, dedonde TN Q= {A} = {p}.

For lo tanto, p es el valor propio asociado a u. a

Corolario 2.8.1. Sean V de dimensidn finita, C C V cono sdlido, A > 0
Juertemente trreducible y p = inf E. Entonces p € L.

Demostracidn: Por (1.3.1), existen A > 0, 0 # v € C tales que Av = Ju.
Entonces por (2.8), p € Z. m

El siguiente lema es el converso del lema (2.8). {Para el caso en que V de

dimensién finita y € = V¥, el lema se debe a H. Wielandt).

Lema 2.9. Sean A fuertemente frreducible, p = infX. 5i p € T, entonces p
es un valor propio positivo y para u > 0 que cumpla Au < pu se tiene que

Au = pu (es un vector propio asociado a p). Ademds, u > 0.

Demostracion: Sea p € ¥, entonces Au < pu, para algiin u > 0. Ast pu— Au >
0. Pero pu — Au= (p] — A)u > 0.
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Hagamos z := (p/ — A)u. Supongamos que z > 0. Como A es fuertemente
irreducible, existe p € Z* tal que (J + A)?2 > 0. Ahora, sea 2! := (I + A)?z.

Tenemos. z' = (I + APz = (I + A)P(p] — A)u = [pl = A)(I + A)Pu = (pf —
Ayu! = pu'— Au!, donde u! := (/+A)Pu >0, yaqueu > 0, A > Oimplican que
u! > 0, perou! # Opues (pI—A)u' >0y 0 <« (I+ AP (pl—A)u = (p] —A)u'.
Entonces nuevamente por 4 > 0, Au! > 0, entonces —Au! < § « 2! =
pu! — Au', entonces 0 < pu! y como u! > 0, se tiene que p > 0.

Sea a > 0tal que au' < (p/—-A)u!, donde a > Q existe ya que (p] —A)u' >
0 (ver (I.1.15.1)), entonces au’ < pu' — Aut, asi Av* < (p — a)ul, lo cual
contradice que p = inf L.

Por lo tanto, 0 = z = (pI — A)u = pu — Au, entonces Au = pu.

Ahora demostraremos que u >» (] Como u > 0 v A es fuertemente irre-
ducible entonces para alguna p € Z* se tiene 0 < (I + A)Pu = (1 + p)Pu, (la
igualdad se da ya que u es vector propio de A con valor propio p), de donde
u>0.

Por (111.2.6), como u > 0, A > 0 fuertemente irreducible, entonces pu =

Au > 0, esto implica que p # 0. Es decir, p > 0. =

Corolario 2.10. Sea A fuertemente trreducible. Enlonces A tiene un vector

propio u € C siy sélo siinf T € L.

Dembostracién: ==) Por lema (2.8).
<=) Por lema (2.9). [ ]

2.11. Ahora demostraremos el teorema (1.4):

Teorema . Sea C C V un coneo sdlido. Sean A un operador fuertemente

trreducible, L= {0 > 0|32 > 0, 6z > Az}, p=infE. Sip€ I, entonces:
0) Egziste un vector u >0 tal que Au = pu,
1) p>0,
2) u>0,
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3) u es el dnico vector propio asociado a p (salve miiltiplos escalares),
4) u es el dnico vector propio de A en C {salve multiplos escalares),
3) ((of = A)V))NC = {0},

6) Cada valor propio A de A satisface [A| < p.

Demostracién: Veamos que 0), 1) ¥ 2} ya se tienen por (2.9).
3)P.D. u es el dnico vector propio asociado a p (salvo miltiplos escalares).

Supongamos que existe un vector v # 0, el cual también es un vector propio
asociado a p, es decir, Av = pv. Como v # 0, tenemos que v ¢ C 6 —v & C.
Supongamos que —v ¢ C.

Ahora, por la proposicién (2.4), u — ev € 8C, con £ > 0 definida en (2.4).
Siu—cv # 0 entonces A(u—ev) = Au—cAv = pu—epv = p(u—ev), entonces
por (2.9), u — ev > 0, que contradice que u — ev € 9C.

Por lo tanto, u = ev.

Por lo tanto, u es el Unico vector propio asociado a p.

De la misma manera se hace el caso v € C.

4} P.D. wu es el dnico vector propio de A en C.

Supongamos que existe v € C, v > 0 y Av = A, para alguna ). Entonces
por (2.8), A> 0y A= py por (3), v es un multiplo de u.

Por lo tanto, u es el dnico vector propio de A en C.

5) P.D. (((pf - A)V)NC) = {0}.

Supongamos que existe £ € V tal que (pI — A)z > 0.

Sea u > 0 tal que Au = pu, como en el inciso (0) y (2). Como u > 0,
existe 5 > 0 tal que y := z + Bu > 0, es decir, y € C. Entonces

(pf—A)y = (pI—A)(x+Bu) = pz+pSu—Az—AfBu = pr+PBpu—Ar—Bpu =
(pI = A)z 20,

(pues u es vector propio de A).

Es decir, py > Ay y por {2.9), (ol — A)y = 0. asf (p] — A)z = 0.

Por lo tanto. (pJ — A)V'nC = {0}.
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6) P.D. Cada valor propio A de A satisface |A| < p.

Recordemos que estamos trabajando en esta parte con K = R

Sea A un valor propio de A, A # p, asi. existe v £ 0 tal que Av = Av. Por
(4), v ¢ Cy ~v & C y por (2.4), existen enteros positivos méaximos £, v €
para los cuales u — €, > 0 y u + £2v > 0. Sea £ = max{e), £2}.

Caso a. Siec =€, entonces 9 < €; vy 0 < Alu — 61v) = Au — g,4v =
m— e v = plu — %511}), (por (1), p > 0).

Como ¢, es maximal con }a propiedad de que u—¢;v > 0, entonces %51 <&
Ademas, por la maximalidad de €5 ¥y u + (—%)slv > 0, se tiene que -% < gq,
es decir, —£9 < ;‘;. Ademids, —¢, € —¢€5 < (%)51 < ;. De este modo !%l <1,
entonces |A| < p.

Caso b. Sic = ¢, entoncese; < £2y —62 < —€;, ademds, 0 < A(u+eqv) =
Au+e9dv = pu+ edv = plu + %EQ‘U).

Ahora %52 < £9, ademds u — (*%EQ)?J > 0 entonces ——%52 < g9, por lo que

- < -5 < %52 < g9. Entonces J%l < 1, entonces |A' < p. (]

Corolario 2.12. Supongamos V de dimension finita. Con las hipdtesis del

teorema (1.4), p es un cero simple del polinomio caracteristico de A.

Demostracidn: Por (3) del teorema (1.4), se tiene que la multiplicidad geomé-
trica de p es 1 (es decir, en la descomposicién de Jordan de A, existe un inico
bloqﬁe de Jordan asociado a p, digamos de tamano £ x £}.

Lo que vamos a demostrar es que £ = 1, es decir, la multiplicidad algebraica
de p también es 1. Sea B, = {u, vo,...,v¢} C B, base de Jordan tal que B, es

la parte asociada al bloque de Jordan de p, que es como sigue:

p 1 -~ 0 0
0 p . 0 O
[Als, = [} i '
1

| 0 » |
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Supongamos ¢ > 1, entonces tememos, Avs = u + pus, entonces (pf —
AN(=v3) = —pt + u+ pry = u > O, ahora por (5), (o] — A)(~vs) = D, de

donde u = 0 contradiccién, ya que u > 0. Por lo tanto, £ = 1. n

Ejemplo 2.13. Matriz con valores propios complejos que deja invariante un
cono sélido real. Este ejemplo fue tomado de [P)].
Sean V=R}, C={zeR|zl+22<zi z;>0}

3 10
A=1-1 30
0 0 4

Demostracién: P.D. C es A-invariante. PD. Vz € C, Az € C.

Sea z € C,z = (I},29,23)" entonces r? + Ig < 72, 73 > 0. Entonces,
Az = (3, + xg, —x; + 373, 423)", ahora, (3z; + )% + (—z; + 325)% = 10(z? +
v%), (4z3)? = 16z2. Por hipétesis z? + 23 < z2, ademads 10 < 16.

Por lo tanto, 10(z? + z2) < 16x3.

Por lo tanto, C es A-invariante.

P.D. A tiene valores propios complejos.

Calculemos el polinomio caracteristico. fa(z) = det(Af — A) =
A=A =6A+10)=(A-4)(A-3+4)(A—-3-1).

Encontremos ©; = {w > 0{ 3y > 0, wy < Ay}. Sea w € Oy, suponga-
mos que 3y > 0, y € C tal que wy < Ay, entonces 0 < Ay — wy = (3y; +
Y2, ~y1+3y2. 4y3)' — (Wi, wyz. wya)' = ((3—w)y1+ye, (B—w)ye—y1, (4—w)y)',
entonces (4 — w)ys > 0, de donde 4 > w pues y3 > 0. Asi, Oy C [0,4].

Ahora, demostraremos que [0,4] C ;. Sea w € [0, 4] entonces tomemos
y = (0,0,1) de donde sustituyendo nos queda (0,0, (4 — w)) € C.

Encontremos 2 = {w > 0| 3Jy >0, wy < Ay}. Delo hecho anteriormente
para ©; tenemos nuevamente 0 < Ay—wy = ((3—w)y1 +y2, (3—w)ya— w1, (4—
w)ya), otra vez (4 — w)ys > 0, de donde 4 > w ahora con yz; < 0. Por lo tanto,
Q C|0,4].
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Veamos que {0,4] C . Tomemos nuevamente y = e;. Por lo tanto, O =
[0,4] = Q.

Obtengamos ahora Ty = {¢ > 0|37 > 0, or > Az}. Sea ¢ € ;. supon-
gamos que existe 1 € C, r > 0. tal que oz > Az, entonces 0 < oz — Az =
(oz1,012,0x3)' — (311 + 79. -1y + 310, 423) = ((0 — 3)x) — 23, (0 — 3)z2 +
7y, (0 — 4)z3)". Pero de (o — 4)x3 > O se tiene ¢ > 4 ya que z3 > 0. De este
modo I, C [4,0c)}, veamos ahora que [4,00) C Z,.

Sea w € [4,00). Sea y = e3, donde y sirve Vw € [4, c0}. Observemos también
que &, = £ = [4,oc). De este modo se cumple (2.6) ya que 4 = supf) <
inf Z; = 4, més aun, supQ = inf I;. Para el resultado (2.7), probemos que A
es fuertemente irreducible.

P.D. ¥z >0, 3p = p(z) tal que (I + A)’z > 0.

Sea r € C, z # 0. Tenemos que

4 10
(F+A)=1|-1 40 |. -
0 05

Proponemos p = 1. Entonces obtenemos lo siguiente,
(I + A)z = (47, + T2, =71 + 4To, 523"

P.D. (dz) + 25)* + (—x; + 412)% < (5z3)%

Entonces 17(x? + 22} < 2522, De hecho, como 17 < 25 y z? + 122 < 12
pues z € C, ademds z # 0. Entonces 17(z? + z3) < 25z3. Por lo tanto,
(I + A)r > 0. Por lo tanto. A es fuertemente irreducible.

Por el lema (2.8) se cumplen las hipdtesis y sea e; un vector propio de
A entonces {4} = TN Q, donde 4 es el valor propio asociado a e3 (es decir,
Aey = 4e3).

Pero también tenemos que se cumple el lema (2.9), pues A es fuertemente
irreducible, ademés 4 = inf £, 4 € T entonces p es un valor propio positivo y
para u que cumpla Au < pu se tiene que Au = pu. Ademds, u > 0.

Tenemos que 4 € ¥, ahora sea un vector u tal que Au < 4u, entonces

0 < 4u—Au = ((4-3)u; —uy, (4=3)uz+uy, (4—4hus)t = (w1 —ug, up+uy, 0). De
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donde u; = u, = 0. Por lo tanto, u = (0,0,A)', A € R. Sea z = (4f — A)u = 0.
Como z = 8 = (47 — A)u entonces sea p € Z* tal que 0 <« (I + A)Pu =
{1 + 4)Pu. Sea p =1 entonces (J + A)u = (0,0,5))* = du = (1 + 4)u, ademas
(0,0,51) > 0. .

§3. El caso complejo, K=C.

Sean V un R-espacio vectorial (no necesariamente de dimensién finita),
C CV un cono sdlidoy A: V — V lineal.

3.1. Ahora hablaremos de valores propios complejos. Para esto, definamos el
conjunto V + iV := {z -+ iy|x, y € V'}, con las siguientes operaciones:

Suma:{z+iy)+ (' +w)=(z+2)+ily+ v}, z+iy, '+ € V +iV.

Producto por un escalar: A(z +iy) =az - fy+i(fr+ay), A=a+if €
Czt+iyeV +iV.

Observemos que V + iV resulta ser un C-espacio vectorial, donde 0 =
0+i0, —v = —z — iy € V + iV son respectivamente el cero de V + iV y el
inverso aditivode v = z+ 1y € V + iV. Ademds, a V + iV se le llama la
complexificacién de V.

Sea (V,|| - {|) un espacio normado, donde || - {| esta definida por un producto
interior {—, —) : V' xV — R. Entonces (V +iV,|| - ||} es un espacio normado,

st definimos

Nz+wyll=vIziB+lyl*  Elzll+TylD

Observacion 3.2. Sea B = {v;}ie; una R-base de V, entonces B es una C

base de ¥V + {V/. En particular, dimg V = dimg 1V + V.

3.3. Hay una forma natural de extender cada transformacién lineal A sobre

V" a una transformacién lineal A sobre V' + ¢V, de la sigutente manera
Alr + iy) := Ar +idy.

3.3.1. Ahora, si C es un cono sélido de V, entonces C + iC es un cono sdlido

en V4V,
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Demostrar que C' + iC es cono de V' + 1V es muy sencillo.

Verifiquemos que C + iC es sélido.

Como C essélidoen V, 3z € int)-C y 3r > 0 tal que B.(z) C C.

PD. B/{z+iz) CC+1iC.

Sea z + iy € B.(z +iz), entonces r >} (z + iz) — (z +1y) li=(| {(z — z) +
iz=Yl=Vlle—zP+llz-yP 22—zl |=-y.

Entonces x,y € B,(z) CC. Por lo tante, z + iy € C +iC.

Es decir, C + iC es un cono sdlido en V + iV,

3.3.2. Ademds, si A = p + 14, § # 0, es un valor propic complejo de A con
vector propio z = 1 + iy, z # 0, entonces z, y son linealmente independientes
sobre R :

Az = Az + iy} = (p + 8)(z + iy) = ux + ipy + idx ~ by = (ux - dy) +
i(éz + uy). Supongamos que z,y no son linealmente independientes.

Caso 1. Si x = 0 (resp. y = 0), entonces 1Ay = —dy + iuy (resp. Az =
pz + 6z} entonces § = 0 contradiccién (6 # 0). Por lo tanto, z # 0, y # 0.

Caso 2. Si0 # y € Rr. Seae € R\{0} tal que y = ¢z, entonces Az+idy =
Az+icAzr = (p—8e)z+1i(é+pe)x, de donde Axr = (u—8¢)z, ic Az = i(d+ug)z.
Entonces Az = (p—de)z = (§+,u):r entonces (z #0) u-de = -f-+,u entonces
£2 = —1 contradiccién (¢ € R).

Por lo tanto, z,y son linealmente independientes sobre R.
3.3.3. Finalmente, si A es un valor propic de A con vector propic v = z + 1y,
entonces A es un valor propio con % = z — iy como vector propio asociado:

Probaremos que ¥ = z — iy es vector propio de A, asociado a .

Como A(z +iy) = (p+1i8)(z + iy), entonces Az = uz — 0y, Ay = éz + py.
Por lo tanto, A{z - iy) = (u — i6)(z - iy) = Az - iy).

Por lo tanto, = — iy es un vector propio asociado a A.

Lema 3.4. Con las hipdtesis de (3.5). Sea A>2 0, A=pu+id €C 6#£0
un velor propio de A con z = T + iy como vector propio asociado (es decir,

Az = Az +iAy = Az). Por (8.8.2), z.y son linealmente independientes sobre
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R. Definamos el plano generado por z, vy, Il =< z,y > en el espacio real V.
Entonces 1N C = {0}.

Demostracidn: Primero probemos que I1y H N C son A-invariantes.

P.D. A(IT}) C I (es decir, I es A-invariante).

Sea w € I1, entonces w= A7+ oy, Al A2€ER

Como Az +iAy = (pxr—dy)+i(dx+uy}. Entonces Az = pr—dy € I1, Ay =
dz + uy € II, de donde A Az + MAy = Aw € I

Por lo tanto, IT es A-invariante.

Tenemos que I1 N C es A-invariante, pues INC CC y NMNC CII, en
cualquier caso [ N C es A-invariante.

Ahora, sea Ap = A[n (es decir, Ap es A restringido a II).

Observemos que aunque V no sea de dimensidén finita, dimgIl = 2. Es
decir, A : I — II es una funcién lineal entre espacios de dimensién finita .

Si A tiene un valor propio real, A deberd tener tres vectores propios
linealmente independientes (ya que por hipdtesis tenemos que A es un valor
propio complejo, con z + #y como vector propio asociado y por la observacién
hecha en (3.3.3) A y x — iy son también un valor y un vector propio para Ap
respectivamente), en el espacio vectorial complejo II + ¢II de dimensién dos
sobre C, lo cudl no es posible, ya que en un espacio vectorial de dimensién dos
a lo mas hay dos vectores linealmente independientes. Por lo que Ay no tiene
valores propios reales.

Si dim{(IINC) = 1, entonces existe w € IT\ {0} tal que INC = R*w. Como
I1NC es A-invariante, entonces A{w) = Ap(w} = ew, ¢ € R, contradiccidn
(Ap no tiene valores propios reales).

Si dim(IT N C) = 2. entonces I N es un cono sdlido en I que es Agp-
invariante. Entonces por (1.3.1), Ap tiene un valor propio real, contradiccién.

Asi, en ambos casos. [INC = {0}. ]

A continuacién, definiremos una funcién sobre I1 y demostraremos que es

“casi” una norma, asi mismo daremos un ejemplo que muestra que no necesari-
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amente es una norma. Esta funcién la utilizaremos para demostrar el resultado
principal de esta seccién, el teorema (3.9).
Recordemos que C es un cono sélido en V' un R-espacio vectorial (no nece-

sariamente de dimensién finita).

Lema 3.5. Sea u >» 0 fijo y I1 = {z,y), como en el lema (3.4). Definamos
para toda w € 1, g{w) = inf{A > O|u + A~'w € C}. Entonces:

i) 0<glw)<oo Vwell,

it) g(w) = 0 si y sélo st w =10,

i) glw + w') < g(w) + qlw'), Vw,w € I,
iv) glaw) = ag(w) sia > 0, Vw €I,

v) Vw;éﬁ,u—ka(%—jeac,

vi) Sea § = {w ¢ Il|g(w) < 1}. Entonces S es un subconjunto compacto

y convezo de I con 0 € intS. De hecho, u+ S5 =CnN{u+Tl).

Demostracién: i} PD. ¢lw) >0Vwell,1={z,y), 2,y V.

Seaw € II. Sea G = {A > Olu+ A~'w € C}, 0 # G C R*, entonces
infG > 0, asi g(w) > 0.

P.D. g(w) < oo.

Por (1.1.15.1), si 0 # w € I entonces I\ > 0 tal que u+ Aw € C entonces
g(w) £ § < oo
ii) P.D. ¢(w)=20siy sélosiw=0.

=) Sea w € II. g(w) = inf{) > OJu + }w € C}.

Como ¢g(w) = 0, existe (Az)nen C RY\ {0} tal que limpe0 Ay = 0y ademis
u+ iw € C, de donde, z, ;= Au + w € C ya que )«.,, >0, ¥n €N, entonces
lw — za]l = N Aqu|| = Anllul], con limpo o Anlluli = 0.

Por lo tanto, 7, — w, 2, € . Pero C es cerrado, entonces w € C as,

w € C NIl = {0}, por (3.4).
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Por lo tanto, w = 0.

<)PD. gw)=0Siw=0.

Como w = 0 entonces ¢(0) = inf{} > 0ju+ A"lw=ue C}.

Sea ¢ € G, e > 0, entonces u + €0 € C. Entonces inf G < ¢, por lo tanto
inf G = 0.
iii) P.D. g(w+w") < g{w) + q(w").

Como C es convexo, entonces C —u es convexo. (Donde C—u= {v—ulv e
C} es una translacién).

Sean A, A’ > 0 tales que:

1 1
u+xw€Cyu+Yw’€C, (%)

entonces +w € C—uy $w' € C—u, entonces w € AM(C—u), w € X(C~u)
de donde w+ w' € MC — u) + N{C — u) = (A + N)(C — u), donde la igualdad
se cumple ya que C — u es convexo, ver (3.6).

Ahora, i (w +w') € C —u, de donde u + 57 (w+w') € C. Por lo tanto,
glw+w) <A+ A YA A gue cumplen (*).

Por lo tanto, g(w + w') < g{w} + q(w').
iv) PD. glow)=ogq(w)sia>0ywell

PD. glaw) 2 ag{w).

glow) = inf{p > Oju + %aw € C}. Si u > 0 es tal que u + (:—‘a)w eC,y

1
pa-!

como ;o = entonces ua~' > g(w), pero a > 0, asi u > aq(w), de donde

glaw) > agq(w).

Ahora, sélo nos falta demostrar la siguiente desigualdad.

P.D. g(aw) < ag{w).

Sea A > 0 tal que u+ %w € C, entonces C' 3> u + %w =u+ ﬁaw, de donde
Aa > g(ow) entonces aq(w) > g{ow).

Por lo tanto, g{aw) = ag{w).
v} P.D. Yw € 11\ {0}, u+ 5 € acC.

a)u+ 2 el

g{w)
Como 00 > g(w) = inf{A > 0| u+¥ € C} > 0, entonces sea (tin}nen tal
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que u + 3= € Cy limyyoo ptn = g(w). Como g{w) # 0, podemos suponer gue
tn # 0V n. Entonces u + ﬁu) =limpseu+ 2 €C (pues C es cerrado).

b) u+ 75 € aC.

Supongamos que no, entonces u + —&s € intC entonces por (I.1.15.1) 3p >
0 tal que v + q—(%) + pﬁiﬁ =u+ (‘;‘T":%)‘]w € C, entonces g{w) < -‘{g_—""% entonces
1+ u < 1 contradiccién, (i > 0).

Por lo tanto, u + ﬁ-ﬁ e aC.
vi) P.D. S es un conjunto convexo, compacto en I, con 0 € intS.

S={uwelg(w) <1} Seanw,uv'€ S.

P.D. S es convexo.

PD. tw+({(l1-t)w' €S te(0,1]

PD. qltw+(1-tJw)<1l.

gltw + (1 - ) < gltw) + o((1 — w') = tg(w) + (1 —g(w’) < t+(1—1),
lo cual se tiene por (iii). (iv) ya que t,{1 —t} > 0, y que g{w) <1, ¢{uw') < 1.

Por lo tanto, g{tw + (1 — thu') < 1.

Por lo tanto, tw + (1 — t)w’ € S, es decir, S es convexo en I

P.D. § es compacto y 0 € intS. Recordemos que II = (z,y}).

Definamos a := ¢{z),b := ¢(y).a’ = ¢{-z),& = g(—y). Por (i} y (ii),
a,b, ', b' > 0. Ademds, por (iv), ¢(%) = q(¥) = ¢(F) = g(F) = 1.

figura 1

Entonces, por ser S convexo.
P .= {,\]-E + )\2% + /\3(;—,:) + /\4(:”!), 0 < AV, EL] A= 1} cSs.
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Observaci6n:

a)Vv € S, u+v e S (pues por (v), u+ 7w; € € y como u € C, C convexo
v g(w) < 1, entonces Vo € [0, ﬁ] u + azx € C, en particular para a = 1).

b) 0 € intP C intS.

c) Vv €S 3w e P, x>0 tales que v = Aw.

d)u+S=Cn(u+T1)}y S son cerrados.

PD.u+S=Cn{u+Il).

C) Sea w € S, entonces ¢g(w) < 1. Como en la demostracién de (a),
Yacell, #w)] u + ow € C, en particular, u + w € C N {u + II). Observemos
que Yw €I, Ya € [0, -15], aw € 5.

2) Seau+w € Cn(u+1), w € II. Entonces (por definicién de
g(w)), q(w) < 1.

Por lo tanto, w € S.

Como C y u + II son cerrados, entonces C N (u + [T} = u + S es cerrado.
Por lo tanto, S es cerrado.

e) S es acotado.

Recordemos que P es compacto y que 0 € intP. Supongamos que S no es
compacto, entonces existe {z,)nen € 9P tal que || R‘;:—) | 2n YrneN.

Como P es compacto, por (A.2.4), existe {2, )ieN € (zn)nen tal que el limite
P 5 z = lim, s zq, existe. '

Tomemos el plano u + I1, entonces tenemos la figura 2.

Sea L=linea que genera u vy u + z. Llamemos L+ a uno de los semiplanos
de u+TII que contiene un ndmero infinito de u+ 25,’s, es decir, u+2z,, € L7\ L.
Ahora, como 0 € intP, tomemos w € P tal que u+w € L™\ L, donde L~ es
el otro semiplanoc definido por L, ver figura 2. Como hm;eott +2,, =2 +2zy

| zn, ||> m, entonces para 7 suficientemente grande, se tiene

z . Zn ,
u+ — € int{econv(u,u + w,u + —=}) C intC
o) ety
pues u,u + w,u + —~ € C y C es convexo, ademas, (si A C B entonces

glzn,)
int4 C intB). Esto es una contradiceién a u + 75 € ac.
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figura 2

Por lo tanto, 5§ es compacto.

0 € intP C intS. n
Observemos que para demostrar (iii) usamos lo siguiente:

Proposicién 3.6. Sea £EC V.
1) E es convezo st y sdlo si para toda s,t > 0, (s +t)E = sE + tE.

2) SeaT:V — W lineal. E converzo entonces T(E) es convezo en W.

Demaostracién: 1) =) Sean s,f> 0.

C) Seare (s+1}E.

P.D. resE+1tE.

Sizx € (s+t)E, se tiene r = (s + t)a,a € F, entonces £ = sa + ta, de
donde x € sE +tE.

D) Sean r € sE, y € tE.

PD. z+ye(s+t)E.

Como z € sE, x = sa, y y € tE, y = taz, 65,82 € E, x +y = (50, +
tag) = (s +t)(;ha1 + Ha2) € (s +1)E va que {4, ;5 < 1, entonces za; +
—La, € E, pues E es convexo.

-+t
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«=) P.D. FE es convexo.

P.D. Siz.y€ E, entonces tz + (1 —{)y € E.Vt € [0,1].

Poniendo s = 1 - ¢. ademds por hipétesis sabemos que tE + sE = (t+5)E,
entonces tr + (1 — f)y € E.

Por lo tanto, E es convexo.
2} Sean 1,y € E, como E es convexo, entonces tz+ (1 ~t)y € E, t € [0,1].

P.D. T(E) es convexo.

Sean T(z),7{y) € T(E),conz,y € E.

P.D. tT(z)+ (1 - t)T{y) € T(E).

tT{z) + (1 - )T(y) = Ttz + (1 — t)y) € T(E), ya que T es lineal y E
CONVexo.

Por lo tanto, T{E) es convexo en W. [
Ejemplo 3.7.

37.1. Sean V=R C={zeR|z?+2z2 <zl xz3 >0} Por (213),

sabemnos que v, = e3, vy = €1 + 1€, V3 = €4 + 1€ son los vectores propios de

3 10
A=1]1-1 30
0 0 4

Sea I[1 = (e}, e5). P.D. €N = {0}.

D) {0} € C NIl Es claro. (pues, 0 € C y 0 = 0¢; + Oe, € II).

C) ¢nI C {0} Supongamos que existe z # 0 tal que z € CNIL
Entonces 7 = (A, 1, 0) (pues z € IT) entonces A2 + 42 < 0 (pues z € C) por lo
que A = p = 0 entonces = = 0. contradiccion.

Por lo tanto, C N1 = {0}.

Ahora, encontremos g{w) = inf{A > 0 | u + A'w € C}. Tomemos u =
e > 0.

Siw=1¢.8\>0talqueu+Aw=(0,0,1)+(A"1,0,0) = (A"1,0,1) € C,
entonces A~ < 1 de donde A > 1, asi g(w) = inf{} 2 1} = 1.
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Siw=(71.29.0) y A > 0tal que u+ A" 'w=(0,0,1) + (A7 'z, A7 "22,0) =
(A~1z;, A7y, 1) € C entonces (A1)%(z? + £2) < 1 de donde (A7?)? £ 2

= zit+z)

entonces A~ < \/_;.._7 ifw< A
De donde, g(w) = inf{) >[| v ||} =l w |} .
Siu=e;3 S {ueﬂlq <1} ={w||wl|€ 1}, u+S5=Cn(u+).

Tomemos ahora, u = (0.1,2) 3> 0.

Siw=e, u+r'w=(0,1,2)+(1"1,0,0) = (A7',1,2), de donde (A"1)? +
1 < 4, entonces {(A~')? < 3 entonces A~! < /3 entonces ) > 715

De donde, g(w) = inf{} > &=} = 7‘5

u+S={{zy.2+1.2) € C |z, 1, € R}, donde 85 = {(zy,22+ 1,2) |
2+ (23412 =4} =Cn(u+).

3.7.2. Ejemplo de que g{w) puede ser distinta a g{--w).

Sean V = R, C = V* 11 = {(-1,-1,1),{-1,1,-1)), vt n Il = {O}.
Sea u = (1,1,2) 3 0, sea w = (—1,—1,1) entonces si A > 0, u + A 'w =
(1—-AN1-A"124771)>0,siysolosit—A"1>0siysélosil> A !si
y sélo si A > 1 entonces g{w) = 1. i

Ahora, caleulemos g(—w), donde —w = (1,1, -1). Asi, u — A7lw = (1 +
AL+ AL 2= 071 > 0 1o cual ocurre si y sélosi 2 — A7 > O si y sélo s
2> A tsiysdlosi A>1/2.

Por lo tanto, ¢{—w) = 1/2 # 1 = g{w).

3.7.3. Este es un ejemplo en donde se muestra que es necesaric que  + iy
sea un vector propio de A, pues existe w # 0, g{w) = 0.
Seau=1(1,1,1). Sea z ¢ 1 = {{-1,-1,1),(-1,1,-1)), z = (—a ~ G, —
B.—(-a+3g))ell,e,feR

Entonces para ¢{z) se tiene, u+A"1z = (1—%—%,1—%+§, 1+§-'—-—§) > 0siy
solosil> 2+% y 1>9-8 v 1>2 25ys6losiA>a+f, a=f, f-a
siysblosi A > max{a+3,0a-8.3~a(=—(a-8))} >0, puessia—3<0
entonces 5~ a > 0.

Asi. g(z) = max{e+ 5,6 —3,3-a}. ¢(—z) =max{-a—-B.a~ 5.8 -a}.
Sea & = 1 = 3 entonces g{z) = 2,¢{—2} =0
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3.8. Sea Il = {z,y) de dimensién dos. Definamos X sobre I por X(az + by) =
(a? + b%)'/? la cual resulta ser una norma. En lo que sigue todas las nociones

de topologia sobre II se refieren a esta topologia.

Lema 3.8. Como en (3.4}, recordemos que Il = {x,y), con z = T + iy vector
propio de A asociado a A = p + 16 valor propio complejo (& # 0) de A. Se
define X sobre 1 de la siguiente manera.

Yo ell, v=az+8y, X(az+8y) = (a?+8%)?, una norma. Observemos
que X{ax + 8y) =|| (e, ) ||= la norme euclidiana de (a, 3).

Demostracion: P.D. X es una norma. Es decir,

1. P.D. X{v) > 0Vuv € II,

2. PD.X(v)=0siysélosiv=20,vell,

3.PD. X(A)=| A X(v), e R, veT,

4. P.D. X(v+ w) £ X(v} + X{w), v,w e IL.

Seav €Il, v=ar+ fy.
1. X(v) = X(ez + By) = (o + )12 > 0.
20=X()=(a*+8)/?=0siysélosia’+ 2 =0siysdlosia=4=0.
3. X(M) = X(haz + A8y} = (ha)? + (AB))VE =| A | (®+ AH)M2 =| X | X(v).
4. Seanv=oar+ 0y. w=a'r+ 8y eIl

X(v+w) = X((e + o)z + (B+ 8)y) = ((a + ) + (8 + §)2)/?
=l (a+0"3+8) =]l (a.8) + (a". 8} <]l (0. BY Hl + || (2", 8) |
= (a? + 8912 + (') + (B))'? = X(v) + X(w). donde || (a, B) || denota la

norma euclidiana de R?. =

Teorema 3.9. Sean V un R-espacio vectorial (no necesariamente de dimensidn
finita), C C V' un cono sélido y A : V — V un operador fuertemente
trreducible, sea T = {¢ > 0| 3z > 0,02z > Az} y sea p = infL. §i
pEL y Ar=ldzrparazeV +il, A€, entoncesi A< p.

Demostracion: Sean z =z +1y € V +iV, A€ C tales que Az = Az,
Por demostrar que | A |< p.
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Si A € R, entonces, por (2.11), se tiene que | A |[< p. Supongamos A € R,
sea A=pu+ibeC

Como A es fuertemente irreducible, entonces p > 0. Por lema (I11.2.7),
podemos suponer que p = 1.

Como en (3.5), sean u >» 0 tal que Au=puy & = {w € 11 | g(w) < 1},
que es un conjunto convexo y compacto de I1, con 0 € intS, donde Il =
(z, ).

Para demostrar que | A {< p, primero probaremos:

1) Por (3.5.(vi)), tenemos que v+ S = (u + ) N C.
2) PD . ASCS SeaweS.

PD. AweS.

Por (1), u+w € C y como C es A-invariante, entonces
CaAlu+w) = Au+ Aw = pu + Aw = v + Aw.

Por otro lado, como w € I1, Aw € I1. Entonces u+ Aw € {u+II)NC = u+S.
Es decir, Aw € S. Por lo tanto, AS C S.

3) Seanz=z+iyeV+iV y A=p+ibe C tales que Az = Az,

PD. |Xx|<p.

Como Az = Az, es decir, Az + Ay = (p + i6}(z + iy), entonces Az =
pur—dy v Ay = bz + py, de donde se obtiene que Vw = az+ 8y € 5, Aw =
Alaz + By} = (ap + B6)z + (—ab + Bu)y.

Ahora Vear + By = w € S, definamos X(w) = (a? + #2)!/2. Entonces

X(Aw) = ((ou+38)° + (—ad + fu)?)/? = (a®1® + 206uB + 623% + o262
— 2080+ 822 = (e’ + F1)+ 8% (P + BN = (1P +8%)(a® +5%)) /2 =
(62 + 892 (a? + 57))? =[ A | Xfw).

Como X es una funcién continua socbre S que es compacto, entonces X
alcanza su maximo en S. Sea wp € S tal que X(wyp) es un méximo en S.
Ademads, como ASC S, Awy € S.

Entonces. | A | X(wp) = X{Awp) < X{wyg), por ser X(wp) miximo v
X{wg) # 0.

Asl. [ A€ 1=p »
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APENDICE
En lo que sigue veremos las definiciones v los resultados basicos sobre espa-
cios topoldgicos, espacios métricos, normas v espacios normados, que son los
que usaremos a lo largo del presente trabajo. Ver [Bal, [BN], [Ch}, [Sc], {R],
{W].

1. Espacios topoldgicos.

Definicién A.1.1. Sea X un conjunto y U es une coleccidn de subconjuntos
de X. Decimos que la pareja (X, U} es un espacio topoldgico si se cumplen
las siguientes condiciones:

el X ell:

11} St {U, }acr s una coleccién de elementos de U entonces Uaerl, € U;

iii) SiUy, .... U, es una coleccion finita de elementos de U entonces N, U, €
.

A la coleccidn U de subconjuntos de X se le llame una topologfa en X. Los
elementos U € U son llamados los conjuntos abiertos de X y los elementos

de X son llamados puntos.

Definicién A.1.2. Un subconjunto E de un espacio topoldgico X se dice que

es cerrado si X \ E es abierto.

Teorema A.1.3. Sea {S5:},e; una familia de conjuntos cerrados, entonces

M1 S; es cerrado.
Teorema A.1.4. Si A, B son cerrados, entonces A+ B es cerrado.

Definicién A.1.5. Sea X un espacio topoldgico y E C X. Decimos gque la

cerradura de E en X es el conjunto
E=n{GC X |G escerrado y E C G}.

Ademds, es el conjunto cerrade mds peguefio que contiene a E.
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Definicién A.1.6. Si X es un espacio lopoldgico y E C X, el interior de E

en X es el siguiente conjunio

intE=U{H C X | H es ahierto y H C E}

Ademds, el intE es el conjunto abierto mds grande contenido en E.
Teorema A.1.7. Sean A, BC X. 5t A C B enlonces intA C intB.

Definicién A.1.8. Sea X un espacio topoldgico y £ C X, la frontera de B

es el conjunto

OE =EN(X\E).

Otra forma: la frontera de E consiste de todos los puntes = € X tales que

VU abierto de X tal que tiene a z se tieneUNE#Qy UN(X\E)#0.

Teorema A.1.9. Sea X un espacio topoligico y E C X. M es cerrado si y
sélo s1 OM C M.

Demostiracién: =) Por hipétesis M es cerrado.

P.D.8M C M. Seax e M PD.r e M

Supongamos que z ¢ M entonces z € (X \ M). Como M es cerrado se
tiene que (X \ M) es abierto, entonces £ € int(X \ M) (es decir, IU abierto,
€ U ytal que U C (X \ M)). Entonces U N M = @ contradiccién, (pues
T € GAf).

Por lo tanto, 8Af C M.

<=) Por hipdtesis M C M.

P.D. M es cerrado {es decir, {X \ M) es abierto).

Sea x € (X \ AN. Como &(X \ M) = M C M, entonces U abierto tal
que 7 € ' € X'\ M, es decir.  es punto interior de (X \ Af), asi (X \ M) es
abierto.

Por lo tanto, Af es cerrado. ]
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2. Espacios métricos.
A continuacion se dard la definicion de espacio métrico v se enunciarin
algunos resultados para dichos espacios. los cuales se han utilizado a lo largo

del presente trabajo.

Definicidn A.2.1. Seqa X un conjunio. Una funcidn d : X x X — R se
llama una métrica en X si satisface:

i)dir.y) >0 Yr.ye X;

i) d{z,y) =0 si y sélo si x =y

uijd{r,y) =d(y. ), Vz.y € X:

w) diz.y) < d{z,2) +d{z.y), Vr,y.2 € X.

Un conjunto X con una mélrice determinada se llama un espacio métrico

y se denota por (X,d)} o simplemente X.

Teorema A.2.2. Sea V' un espacio métrico y M C V. M es cerrado si y sdlo

siAMl = {'L’ el I 3 (I,‘),-Eu C M lim et = U}.

Demostracién: =)  Por hipétesis M es cerrado.

PD. M={veV| 3 (z)ien C M, lim_z, =0}

C) Sea z € A, entonces la sucesién constante r = r, Vi € N nos sirve.

D) Seawv € {ve V| IHAzdien € M limez; = v} v tal que
im, o 7, = v, con x; € M. Supongamos v € M, entonces ¥r > 0 B,(v) N
(V\ A1) #0.

PDY¥r>0B{v)NA £0.

Sabemos que 3N € N, 1, € B,(v). Vi > N entonces z; € B.(v)N M # 0.
Por lo tanto. v € @M C M {por (A.1.9)), comradiccidn.

Por lo tanto. v € M.

<) P.ID. \"\ X es abierto.

Sea v € VM. Sivr >0 B, (v)n A # 0 entonces en particular. ¥n €
N3r, € B%(l') 7 M entonces v = limy.—q Ty, entonces v € M contradiccidn.
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Definicién A.2.3. (Teorema: Heine-Borel). Sea X un espacio métrico,

M C X. M escompacto siy sélo si M es cerrado y acotado.

Teorema A.2.4. [R] Sean X un espacio métrico. Si {Zn}nen T M sucesidn

entonces eriste {Iy }ien subsucesidn de {T,}nen tal que {zq, }n,en converge.
3. Espacios normados.

Definicién A.3.1. Sea V un K-espacio vectorial, entonces une norma en V'
es una funcién de V a R denotada por || - || (es decir, || - ||: V — R) la cual
satisface las siguientes condiciones:

i)lz)20, Yz eV,

i) | z||=0siysdlosiz=0

@)l Az |=| Az, AeR, zeV;

wllz+yl<lzll+lyll Ye,yeV.

Un espacio vectorial en el que se ha definido una norma es llamado un

espacio normado.
Algunas normas estdn definidas por productos internos:

Definicién A.3.2. 5iV es un K-espacio vectorial, un producto interior es
una funcidn de V x V en R, denotado por (z,y) — (x,¥), que satisface las
siquientes propiedades:

iJ(z.x) >0Vrel;

i) {z,2) = 0 si y sélo si z = 0,

i) (z,y) = (y,2) Va,y € V;

w) (z,y+2)={(z,y)+{(z,z2) Vz,y,z € V}

v} {az,¥) =alr,y) = (r,oy} Va eR, z,ye V.

Un espacio vectorial en el que se ha definido un producto interior es llamado

espacio con producto interior.

Teorema A.3.3. [Ba/ Sea V un espacio con producio interior, definase || - ||
mediante || T ||= +/{(z,1}. £ € V" Entonces | - || es una norme en V' y satisface
Fw<lzlivll.
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En seguida se da el ejemplo de un producto interno que define una norma,

fa cual se usa en {I1.6.9).

Ejemplo A.3.4. Seal'={r={(r)5 r,€ R 3{eN 3ccRtal queVi >

£, r, = c}. un R-espacio vectorial. Definamos | - ||: V — R como sigue:

——

2
il

13
\ 120 T
(donde 29 = 1).

Entonces || - || es una norma en V. que viene del producto interno {z.y) =

Eraﬂ I_é.'y_

” (11)220 =

v
Demostracidn: Antes, veamos que Y., 3+ estd bien definida. Como z €

V, 3¢, Fctales que Vi > {, , = c. Entonces

22 Bl = 2 r1I ® 4

t 1 1 2
Sy EeTE-TEeeT)

1 1 1 1 i’
i>0 2 1=0 2 1=f 2 =0 2 1=0 2

donde Y1} 2 es finita (pues es una suma finita) y para ¢ 32, 5 tenemos
que Y0, & < 2 entonces ¢ 2, 5 < 2¢%.
Asl. 350 3 L estd bien definida.
i) PD. |l (zihz0 12 0.
Searc il r= (1) || {x)ize!= Z %L > 0.
1) PD. || (z)o [I= 051 v solosi iz =0.
| (x.)i20 [I= Y 2,30 %‘ = (0 si v sélo si Ze

sivsolosir=0.

=0siysolosiz; =0Vi>0

'91— ¥

iii) P.D. Lar=a|llzl.
Cor = (ar)xe = \/Z;::o 053,2 = \/“22120 %-i =la|llz].
iv) PDiz+y|I<llzfl+ 1yl
LTty = Z;:»O‘I_;L = Zpoiizfé";ﬂ:_yi = Z:go%-i + 23 e B

2 ' . . v
Zzzo g' d 72 =2y~ y B e P2 e yn+ Ly =
(Fat+ Ty




Notemos, que la desigualdad se obtiene pues {z,y} <l z |||l v ||}.
Por lo tanto, ||z + vy ||<llz |l |l - .

Ahora, daremos algunas propiedades para la funcién norma.

Teorema A.3.5. Sex V" un espacio en el que se tiene definida una norma.

Enionces dicha norma satisface lo siguiente:

Jlllzli=lylislzxyll.

i) Sean z,y € V \ {0}. Entonces | z+y |[=[| z || + || ¥ |} 5i y sdlo si
z € Ry

tii) Si limg o 2, = w entonces limaoo || 20 ||=|] w |} -

Demostracién: Solo se demostrara (ii).
=2) Supongamos que || z+y |[|=|| z §§ + || ¥ || - Entonces en el plano

generado por T y ¥ tenemos el siguiente tridngulo

I3

figura ii

entonces por la ley de los cosenos:

lz+yP=llz P+ 1yl —20=llyicosy.

Por otro lado. (ff z | + | ¥ N2 =i = [+ | y > +2 || = [l ¥ || . Entonces
cosy = —1 entonces y = 7 (pues y = 7 entonces o = 0). Entonces z € R*y.

<+==) Supongamos que z € R™y (es decir, z = Ay, A > 0).

PD. jr+yl=llzli+fyll.

hz+yl=lr+yl=lA+yll=G+D) llyll=Arlyl+lyl=
Ayl +lyli=hzll+1yil- .
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Observacién A.3.6. Sea (V.|| - ||) normado entonces (1] - ||} es métrico.

Definimos d{r.y) =)y r — v ..

A.3.7. Bien. en nuestro case los espacios en los que trabajamos son espacios
vectoriales normados (por lo tano, espacios topoldgicos). en los cuales, los
conjuntos abiertos con los que trabajaremos son de la forma B, (z) = {y € 1" |
t r—yll<r} v diremos que B, (r) es la bola abierta con centro z y radio r.
Ademis. al conjunto Bo(r) = {y € V |I' r =y |I< r} lo llamaremos la bola
cerrada con centro en r v radio r.

a) (R*.|| - |') con. Il - || la norma euclidiana. es un espacio normal . (es
decir, para cada pareja de subconjuntos cerrados v ajenos 4. B de & existen
abiertos U, Vde R ralesque ACLU . BCV vy UNnt =

5i ademds, se tienen 17 11" A-espacios vectoriales de dimensién finita, te-
nemos el siguiente resultado importante, que también usamos a lo largo del

presente trabajo.

Definicién A.3.8. [BN] Sea V" un R -espacio vectorial. decimos que B es
base de V" st B es linealmente independiente, {ie., VS C B, S finito, S
es linealmente independiente) y B genera. (1.e.. Vv € V. v = 3 Ay, sumae

finita).

Teorema A.3.9. Sean V. W' KA-espaciwos vectoriales de dimensidn finita, Sea

[V — W lineol entonces f es continua.

A.3.10. También, a lo largo de nuestro trabajo v muyv frecuentemente se usa
la norma euclidiana (o usual} que se define como sigue:

Si1"=R". Sea r € 1. entonces,

rll=+\{r.r= \E x
=1

Ademas. para 1" = R" se tiene ¢} siguiente lema:
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Lema A.3.11. [E} Sea M C R", M es cerrado y convezo. Para cadaz € R®

eziste un unico ' € A tal gue

lz-al=inf 2=yl ()

Demostracion: La existencia de 2" que cumple (*) se tiene, pues M es cerrado.

Para la unicidad, supongamos que existe " € M, 2" # ' tal que

Iz —~z"l|=inf |z ~yll.

Tomemos el tridngulo isdsceles cuyos vértices son: z,r’, 2",

x
i
} ,
x m x
figura A.3.11
Como z' # z", d(z’, ") :=|| ' — z" ||> 0 entonces sea m = }(z' + z")

el punto medio del segmento de linea entre z', 2", el cual, esta en M, pues es
conexo. Pero m cumple con [} £ — m ||< infyeps || £ — y ||, contradiccién.

Por lo tanto. 7' = 7. -

Teorema A.3.12. (Jordan) Sea}’ un C-espacio vectorial de dimensidn finita.
Sea f:V — V linecal. Entonces 3B base de V tal que la mairiz asociada a

f respecio a la base B es una matriz de Jordan.

Definicién A.3.13. [Ba/ Sea V un espacio vectorial normedo. Se dice gue
una sucesion {I,} C 17 es una sucesién de Cauchy siVe > 0 3N(e} tal

que Vm,n > N{e), || zm — 2, {{< €.

Tecrema A.3.14. {Criterio de convergencia de Cauchy ). [Ba/ Una

sucesign en V' es convergente si y sélo si es una sucesion de Cauchy.
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