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INTRODUCCIÓN. 

En 1907, Perron [Pe] inició el estudio de matrices A = (ai;)~J~1 con todas 

sus entradas positivas y Frobenius [F1,F2] llevó un poco más allá este estudio. 

Si p = p(A) = max{1 ). 1;). es un valor propio de A}, el radio espectral de 

A, entonces sus resultados demostraron que p es un valor propio de A, el cual 

es una raíz simple del polinomio característico de A y tiene un vector propio 

asociado a p que tiene todas sus entradas positivas. En 1912, Frobenius [F3] 

demostró que estos resultados valían para una clase más amplia de matrices 

con entradas no negativas. Éstas son las que llamaron matrices irreducibles. 

Una matriz A, con entradas no negativas, es llamada reducible si existe una 

matriz de permutación P tal que 

] , B22 

o 

donde B", B22 son matrices cuadradas. En otro caso se dice que A es irre­

ducible. 

El estudio de matrices no negativas permaneció inactivo hasta 1950, ex­

cepto para cierto tipo de matrices especiales, como las matrices estocásticas, 

que fueron investigadas durante este periodo. Pero en 1950, el artículo de 

Wielandt [\\'] atrajo de nuevo la atención en esta área. 

Definición: Sea V un K -espacio vectorial, K = IR ó e, donde R (e) denota 

al campo de los números reales (complejos). Sea 11 . 11: V --; IR una norma en 

F. Un subconjunto cerrado C en V es un cono si satisface 

a) C+C~C (i.e .. ltv,wEc'V+WEC). 

b) QC~CsiQ~O, QEK (i.e.,ltvEC,QVEC). 

e) Cn(-C)={5}, donde-C={-vlvEC}. 

Más aún, un cono C ~ l' es sólido en V si int,.·C '" 0. 
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Definición: Sea A E Hom(l'. \"j. Si AC ~ C, se dice que A deja invarian­

te al cono C (o e es A-invariante), y se escribe A 2: O. Si A 2: O Y A "lOse 

escribe A > O. 

En IBi,V], Birkhoff " \"andrrgraft, respectivamente, dan una extensión del 

teorema de Perron-Frobenius para operadores que dejan conos sólidos inva­

riantes, en el caso de dimensión finita. Resultados que tienen aplicaciones 

muy interesantes. 

La teoría espectral de operadores que dejan conos invariantes está ahora 

bastante completa y ha sido resumida en el artículo de Barker-Schneider lBS]. 

El presente trabajo está dividido en dos partes principales: una dedicada a 

desarrollar y entender el artículo de Barker-Schneider, que tiene resultados 

del tipo Perron-Frobenius aún para espacios vectoriales de dimensión infinita. 

Hemos aclarado o completado argumentos, corregido algunas inexactitudes, 

así como agregado otros resultados que no están incluidos en dicho artículo. 

También incluimos algunos resultados que creimos importantes e interesantes, 

de teoría de conos y la teoría de Perron-Frobenius. 

En el teorema (111.2.20), hemos demostrado que los conceptos de irre­

ducibilidad (de operadores que dejan conos invariantes) de Vandergraft y 

Barker-Schneider son equh'alentes, hecho que se menciona en lBS] para el caso 

de espacios vectoriales de dimensión finita, pero no encontramos la prueba en 

la literatura. También hemos demostrado el siguiente teorema. 

Teorema IlI.2.16 Sean C ~ Ir cono sólido, A 2: O, continua. Entonces A es 

irreducible si y sólo si .4 es fuertemente irreducible. 

La otra parte de este trabajo, es sobre la teoria de conos, donde damos 

los resultados necesarios para entender el artículo de Barker-Schneider y otros 

resultados que se nos hacen bonitos e interesantes, y dan un pequeflO panorama 

de esta teoría. También incluimos algunas observaciones que creemos son 

originales. por ejemplo el siguiente teorema: 
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Teorema 11.3.2. (M. Takane) Si e ~ l' = IR" cono entonces existe e cono 

poliédrico tal que e ~ e ~ ¡r. 

Para entender este trabajo se necesitan los cursos de álgebra lineal I y 11 

de la licenciatura, así como ideas básicas de análisis y topología. Como ayuda 

para el lector , hemos incluido un apéndice con los resultados principales tanto 

de topología como de análisis, que se usan a lo largo del presente trabajo. 

El trabajo está organizado de la siguiente manera: 

En los dos primeros capítulos se da lo concerniente a la teoría de conos. En 

el capítulo I,se dan las definiciones básicas de conos, así como ejemplos que 

usaremos a lo largo del trabajo o ejemplos sencillos que ilustran los conceptos 

y resultados. 

En el capítulo 11, se estudian los conos poliédricos, en donde se demuestra 

el teorema (11.3.2): Sean ¡r = IR", e ~ ¡r cono, entonces existe un cono 

poliédrico e ~ V tal que e ~ C. Que tiene consecuencias interesantes, ver 

(3.3),(3.5). 

También en este capítulo se compara nuestra definición de cara [BS], con 

la dada por Vandergraft, que llamaremos V-cara. Damos ejemplos en donde 

ambos conceptos no coinciden y decimos cuándo si. 

A pesar de que ambas definiciones de cara no coinciden, en el capítulo 111, 

demostramos en el teorema (lll.2.19), que nuestra definición de irreducibilidad 

y la de V-irreducibilidad sí coinciden. En este capítulo también demostramos 

bajo qué condiciones las definiciones de A irreducible y A fuertemente irre­

ducible coinciden, teorema (111.2.16). 

y en el capítulo IV, damos los resultados tipo Perron-Frobenius para 

espacios vectoriales no necesariamente de dimensión finita. 

Notación: Las referencias están puestas de la siguiente manera, por ejem­

plo si estamos fuera del capítulo 1, escribiremos (1.2.11) que se refiere al capítulo 

1, sección 2, resultado 11. Y si estamos dentro del capítulo 1. hacemos la refe­

rencia como (2.11), es decir, sección 2, resultado 11. 
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Capítulo lo Teoría de Conos. 

§1. Conos. Generalidades. 

En este capítulo, se darán las definiciones básicas para nuestro trabajo 

con conos, así como algunos resultados. que nos serán de gran utilidad más 

adelante. 

Sea K = IR ó e, donde IR (respectivamente C) denota al campo de los 

números reales (resp. complejos). Sea l' un K-espacio vectorial, no necesa­

riamente de dimensión finita y 11·11: l' ---¡ IR una norma de V (ver, A.3.l). 

En adelante, si l' = K", n E N Y no mencionamos qué topología le estamos 

asignando, supondremos que es la topología dada por la norma usual (Le., 

x = (x.)~, 11 x 11= JI:~=I x;' si K = IR ó 11 x 11= JI:7=, 1 Xi 1', si K = e, 
(ver (A.3.l0)). 

A lo largo del presente trabajo consideramos al vector x E K" como un 

vector columna, a meDOS que se escriba lo contrario y xt denota el vector 

transpuesto de x. 

Iniciaremos dando la definición de cono. 

Definición 1.1. Sea C ~ l', cerrado (con respecto a la topología dada por 

11 . 11)· Se dice que C es un cono de \' si: 

a) C+C<;C (i.e.,Vv,u:EC,v+U:EC). 

b) oC<;Csia2:0. aEK (i.e.,VvEC,ovEC). 

e) Cn (-C) = {a}, donde -C = {-v 1 v E C}. 

Definición 1.2. Sea C <; V cerrado, si C satisface (a) y (b) de la definición 

anterior. a e se le llamará precono. 

Definición 1.3. Un conjunto M se dice que es convexo si para toda x, y E 

Al, tE [O.lJ entonces (1 - I)x + Iy E Al. 

Como consecuencia directa de la definición 1 tenemos el siguiente 
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Lema 1.4. Sea e ~ \. cono. 

i) e'¡0. 

ii) e es convexo. 

iii) -e es cono. 

iv) i¡¡td-e) = -mt..{e). Donde int"e denota e/interior de e en F. 

En caso de que no haya confusión, utilizaremos inte = intve. 

De", "tración: i) e .¡ 0 ya que al menos O E e. 
ii) Sean x, y E e. 

P.D. tx + (1 - t)y E e, t E [O, IJ. 

Como e es cono. tenemos que Ax. I1Y E e, v A, 11 ?: ° y Ax + I1Y E e. En 

particular, Vt E [O, IJ se tiene tx + (1 - t)y E e. 
Por lo tanto, e es convexo. 

iii) P.D. -e es cono. donde -e = {-v I v E e}. 

a) P.D. -e es cerrado. 

Sea (-Zn)nEN ~ (-e) una sucesión, donde Zn E e, 'In E N, tal que 

limn -+ oo -Zn = -z existe. P.D. -z E (-e). 

Entonces, como cada -Zn E (-e) 'In E N y.cada Zn E e implica que 

(Zn)n.EN ~ e tal que limn-+ oo Zn = Z y e es cerrado, así z E e, por lo que 

-z E (-e). 

Por lo tanto. -e es cerrado. 

b) P.D. (-e) + (-e) ~ (-e). 

Sean -x, -y E (-e) con x, y E e. Demostremos pues, -x + (-y) E (-e). 

Pero -x + (-y) = -(x +y). con x+y E e entonces -(x + y) E (-e), de 

donde -x + (-y) E (-e). 

e) P.D. a( -e) ~ (-e). 

Sean o ?: O. a E K. -x E (-e). Demostremos entonces que a( -x) E 

(-e), pero a( -x) = -(ox), pero ax E e entonces -(ox) E (-e), por lo que 

o( -x) E (-e). 
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d) P.D. (-C) n (-( -C)) = {O}. 

Sabemos que (-C) n (-(-C)) = (-C) nC = Cn (-C) = {O} ya que C 

es cono. 

Por lo tanto, -C es cono. 

iv) P.D. int( -C) = -intC. 

Basta demostrar v E V, r > O, -B,(v) = B,( -v). Entonces W E B,( -v) 

si y sólo si 11 -w - v 11=11 w + v 11< r si y sólo si -w E B,(v) si y sólo si 

w E -B,(v). • 

Observación 1.5. Si S ~ 1', se escribe (S) para denotar al subespacio 

vectorial de V generado por S. Si C es un cono, obsérvese que (C) = 

C-C:= {x-y Ix,y E C} si K =lRó (C) = (C-C)+i(C-C) si K = C. 

Además, escribiremos dimK C por dimK(C), 

Definición 1.6. Un cono C ~ V es generador de V si el K -espacio vectorial 

generado por C es 1'. Es decir, (C) = V. 

Definición 1.7. Si C es un cono de V con interior no vacío, intC -¡ 0, se 

dice que C es un cono sólido. 

Daremos, a continuación ejemplos para las definiciones. 

Ejemplo 1.8. 

1.8.0. {O} ~ V es un cono. Es claro. 

1.8.1. Sea V = R'. K = R. Sea v E V, C = {Av 1 >. ::: O}. Además, 

(e) = {Av 1 >. E K} -¡ V, por lo cual tenemos que C no es generador y C no 

es sólido, ver figura (1.8.1) y ver también (1.15). 

1.8.2. Sean l' = R', K = R. Sean v, w E ji \ {O}, tal que v rt lRw. C = 

{Av + Jlw 1 >., Jl ::: O, >., Jl E R}. Entonces (C) = {Av + JlW 1 >., Jl E R} = R'. 

De donde C es generador, además, C es sólido, ver figura (1.8.2) )' ver 

también (1.17). 
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figura 1.8.1 

e 

v 

figura 1.8.2 

1.9. El siguiente ejemplo lo usaremos constantemente a lo largo del presente 

trabajo. 

Sea V = ]Rn, e = {x = (x¡)~=l I Xi 2: O, \f i}. Entonces e es un cono, 

llamado el cono positivo y denotado por jI+' Además, V+ es un cono sólido. 

En adelante cuando nos estemos refiriendo a V+ el cono positivo, sólo diremos 

j'+' 

Demostración: a) P.D. j'+ es cerrado. 

Sea (X(n))nEN sucesión en V+ tal que existe limn~oo x(n) = w. P.D. W E V+. 

C l· (n) ". l' In) omo lmn -+ oo X = w, entonces v't, lffin-+oo x; = 

j'+. \fi x:n
) 2: O entonces w, 2: O \fi. Por lo tanto, w E V+. 

Por lo tanto, V+ es cerrado. 

b)P.D. \'~+j'+~j'+. 

Wi. Como x(n) E 

Sean x, y E ''"+ entonces para 1 ::;: i ::;: 11 , XI ~ 0, 1/1 2:: O así Xi + Y¡ 2:: O de 

donde x + y E F+. 

e) P.D. Qj'+~\·+.QEK.Q2:0. 

Sean Q E K. Q 2: O. x E j'+ entonces x, 2: O. así ax, > O por lo que 
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ux E V+ 

d) P.D. V+ n (-v+) = {O} 

Sea x E ¡r+ n (-11+) entonces:r E ~.+ Y x E (-jl+) entonces x, ?: O Y 

Xi ::; O para toda i = 1, .. " n. de donde. Xl = O para toda i = 1, "'1 n. ASÍ, 

x = o. 
Por lo tanto, \ r+ es cono. 

Además como la base canónica {e, = (0, ... ,1,,0, ... ,0); i = 1, ... ,n} ~ 

1'+, entonces jI+ es sólido, por (1.17). • 

Ahora para ilustrar geométricamente este ejemplo, sea ji = IR' Y jI+ = 
p.e¡ + ILe, I >., J1 ?: O, >., Jl E IR}. 

} 

x 

figura 1.9 

1.9.1. Sea ji = Kn. Si 1 ~ {l, ... ,n}. Sea F¡ = {x E jI+ Ix, = O, i ¡t I}, 

recordemos que 1'+ es el cono positi\'o definido en (1.9). Entonces F¡ es cono. 

Demostración: a) P.D. F¡ es cerrado. 

Sea (X(n))nEN ~ F¡ tal que w = limn .... oox(n) existe. P.D. w E F¡. Por 

(1.9), w E V+ Ahora como 'In E N, Vi ¡t l, xln
) = O, entonces lIi ¡t l, w, = 

limn_H1c XI = limn-+ OG O :::: O. Por lo tanto, w E F¡. 

Por lo tamo. F¡ es cerrado. 

b) P.D. F¡ + F¡ ~ F¡. 

Sean x. y E F¡ entonces x, = O. i ¡t l, y, = O. i ¡t l, implica x, + Yi = O, i ¡t l. 

Por lo tanto, x + y E F¡. 

e) P.D. uF¡ ~ F¡, Q ?: O, Q E K. 
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Sea x E p¡ entonces x, = O, i !fe 1 de donde QX, = O, i !fe l, por lo cual 

QX E F¡. 

d) P.D. F¡ n (-F¡) = {O}. 

Pues {O} <;:: F¡ n (-F¡) <;:: 1'+ n (-1'+) = {O}. 

Por 10 tanto, F¡ es un cono. • 
1.10. Sea l' = ffinENIR = {x E l' 1 3l tal que 'Vn ~ l, Xn = O}. También 

definamos V+ := {x E l' 1 'Vi E N, Xi ~ O} <;:: V, Entonces V+ es un cono 

en l'. Sea 11 ' 11: V ----; IR definida como 11 x 11= JLiEN xl. (Observemos que 

LiEN x? está bien definida debido a que para n E N suficientemente grande, 

X n = O). 

Demostración: P.D. V+ es cono. a) P,D. V+ es cerrado. P.D, V \ V+ es 

abierto. 

Sea x E V\ V+ entonces 3t E N tal que x, < O. Sea l E N tal que Xi = O Vi > 
€. Como (Xl, , .. ,x,) E IR' \ (IR+)', entonces 3r > O tal que B,((XI, , .. ,x,)) <;:: 

IR' \ (IR')+, por ser abierto. Sin pérdida de generalidad tomemos r <11 x 11, 

P.D, B,(x) <;:: l' \ 1'+ 

Sea y E B,(x) entonces Li$i(Xi - YY + Li>I y: < r' (pues v' es creciente 

en IR"'¡"') entonces definamos 

Z = (z,), ZI = {
y, i:O; e, 
o si no 

entonces (zlo .... z,) E B,((x" .. "x,)) <;:: JRl \ (IR+)" 

Si z '# O entonces existe i tal que y, < O entonces y !fe 1'+ 

Si z = O entonces r' >11 x - y 11'= Li$iX? + Li>'Y: ~ Li~IX? =11 xII'> 
r2 ~ contradicción. 

Por lo tanto. y E V \ 1'+. Así B,(x) <;:: l' \ 1'+. 

Por lo tanto, l' \ ¡:+ es abierto. 

Por lo tanto, 1'+ es cerrado. 

~'¡ás aún. V+ = 81"+. Como j.'+ es cerrado entonces 8\'+ <;:: V+. 
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P.D. V+ <; élV+. 

Sea x E V+ 

P.D. 'tr > O B,(x) n \'+ '" 0 y B,(x) n (F \ \'+) '" 0. 

Basta demostrar B,(x) n(\'\ V+) '" 0. 

Si x = O. Es claro. 

Si x '" O, supongamos que Xl '" O Y 't n > l, X n = O, entonces y .-

x - ~el+I E B,(x) n (V \ V+), pues 11 x - y 11= ~ < r, y rt V+. 

Por lo tanto, V+ <; élV+ 

b) P.D. V+ + V+ <; V+ 

Sean x, y E V+ entonces Xi 2: O, Yi 2: O, así Xi + Yi 2: O de donde tenemos 

x+yEV+ 

c) P.D. aV+ <; V+. 

Sea Q E K, Q ~ O, x E V+ entonces como Xi 2:: O, así tenemos que ax¡ ~ O, 

por lo que se tiene ax E V+ 

d) P.D. V+ n (-V+) = {O}. 

Sea x E V+ n (-V+) entonces x E V+ y x E (-V+), así Xi?' O Y Xi :<::: 

O Vi = l, ... ,n, de donde Xi = O Vi = l, ... ,n, así x = O. 
Por lo tanto, V+ es cono. _ 

1.10.1. Sea V = EBnENIR. Sean V+ = {x E V 1 'ti E N,Xi? O} cono en V y 

11 x 11.= v'I:'EN xl como en (1.10). 

Si J <; N. Definamos vt := {v E V 1 Vi = O 't i rt J}. Entonces, vt es 

cono de F-r y \'/ ~ l'+. 

Demostración: P.D. l'í+ es cono. 

a) P.D. \'/ es cerrado. 

Sea (Vln))nEN <; vt sucesión tal que limn~oo vln) = v existe. P.D. v E V/o 
Entonces tenemos que (Vln))nE" <; \'+ Y así limn~oo vln) = v E \,+ (pues 

V+ es cerrado). Ahora, 't n E N, 't i rt J, vjn) = O, entonces Vi = limn~oo vt) = 
limn~oo O = O 't i rt J, por lo tanto, v E \'/. 

Por lo tanto. \ / es cerrado. 
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b) P.D. 1/ + 1'/ ~ I¡-. 

Sean x. y E \'t entonces T, = O. y, = O Vi '1- J entonces Xi + Yi = O Vi '1- J. 

Por lo tan! o. T + Y E I .{- . 

e) P.D. n\~+ ~ I¡-. 

Sean n 2: O, n E ¡.;, T El'; entonces x, = O Vi '1- J entonces nXi = O Vi '1-

J entonces nx E 1/. 

d) P.D. I't n (-I/) = {O}. 

Como {O} ~ F/ n (-I¡-) ~ j'+ n (-1'+) = {O}. 

Por lo tanto, \ -/ es cono. • 
1.11. En V = IR". Sea e = {T E]R3 1 T¡+X~ ~ x¡, X3 2: O}. Entonces e es un 

cono. Además, a e se le llama el cono de helado, ver figura (1.11). Ejemplo 

tomado de [P]. 

z 

e 

)'---y 

x 

figura 1.11 

Demostroción: P.D. e es cono. a)P.D. e es cerrado. Observemos que 

ac = {(XI.X,.X3) 1 x; +x5 = xl, X3 2: O} ~ e entonces e es cerrado. 

b)P.D. e + e ~ C. 

Veamos que si T = (XI.X,.X3) E e entonces 11 x' II~ X3. donde x' = 

(Xl. T,. O) (es decir, x' = X - X3e3)' 

Sean x.y E C, entonces 11 x'+y' II~I: x' 1 + 11 y' II:S X3+Y3. con X3+Y3 2: O 

pues X3. Y3 2: O. Entonces. 11 x' + y' 11'= (Xl + y¡)' + (x, + y,)' :s (X3 + Y3)'. 

Por lo tanto. X + Y E C. 
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e) P.D. ae <;; e. 
Sean a 2: O, a E lR, x E e. 
ax = (axI,ax"ax3) entonces (ox¡)'+(ox,J2 = a'(x¡+x~). Por otro lado, 

sabemos que xi + x~ :5 x5 pues x E e entonces (i(xI + x~) :5 Q'2x~. 
d) P.D. en (-e) = {O}. 

Sea x E (e n (-e)) entonces x E e y x E (-e) entonces 3(w¡, w" W3) = 

w E e tal que x = -w pero O S W3 = -X3 S O de donde X3 = O entonces 

O S xi + x~ S O entonces XI = x, = O. 

Por lo tanto, x = O. 

Por lo tanto, e es un cono en IR3 . • 
Definición 1.12. Para x E V, el rayo generado por x, se define como: 

Tay(x) := {ox 1 a 2: O}. 

Lema 1.13. Sea x E V. El Tay(x) es un cono. 

Demostración: a) P.D. Tay(x) es cerrado. 

Si x = O, entonces Tay(x) = {O} que es cerrado. 

Sea x # O. 

Sea {AiX}iEN <;; ray(x) sucesión tal que liIIl;~oo AiX = w existe. P.D. w E 

Tay(x), (es decir, w = Ax para alguna A 2: O). 

Demostraremos que A := lim,~oc Ai existe y w = Ax E Tay(x). 

Sea E > O, entonces 3 N E N tal que '1 i 2: N 11 AiV - w 11 < E. Entonces 

'In, m 2: N, 11 AnX - AmX 11=11 AnX - AmX + w - w IISII AnX - W 11 + 
11 AmX-W 11< 2E, entonces '1n,m 2: N 1 An -Am 1< II~II' 

Por lo tanto, {A¡}iEN es sucesión de Cauchy, entonces limj-¡.oo A¡ =: ..\ existe, 

ver (.'1..3.13.14). 

Por lo tanto, w = AX E Tay(x). 

Por lo tanto, ray(x) es cerrado. 

b) P.D. ray(x) + ray(x) <;; ray(x). 

Sean y, z E ray(x) entonces y = ax, o 2: O, z = ¡J.x, J1 2: O. 

Ahora, y + z = ox + ILX = (o + ¡J.)x con a + J1 2: O. 
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Por lo que, y + x E ray(x). 

e) P.D. aray(x) C;; ray(x). 

Sea a ~ 0, o E K, Y E ray(x) entonces y = p,x, p, ~ O. De donde, oy = 
o(p,x) = (ap,)x con op, ~ O. 

Así, oray(x) C;; ray(x). 

d) P.D. ray(x) n (-ray(x)) = {O}. 

Si x = O, entonces ray(x) = {O} y se tendría el resultado. 

Supongamos que x ..¡. O. Sea y E ray(x) n (-ray(x)) entonces y E ray(x) y 

y E (-ray(x)). Ento;'ces y = ox, o ~ 0, y = {3x, B ~ ° implica ° ~ o = {3 ~ 

O, por lo cual, obtenemos o = ° entonces y = O. 

y así, ray(x) n (-ray(x)) = {O}. 

Por lo tanto, ray(x) es un cono. • 
A continuación daremos ejemplos más generales de conos, con éstos po­

dremos construir muchos otros. 

Ejemplo 1.14. 

1.14.1. Sea C. cono Vi E 1, entonces n'EIC, es cono. 

Demostración: a) P.D. n'EIC, es cerrada. 

Sabemos que intersección de cerrados es cerrado. (Ver A.1.3.). 

b) P.D. n'EIC. + n.ElC. C;; n.EIC •. 

Sean v, 'lL' E n'E/el entonces v, w E GI! para toda i E l. Como Ci es cono, 

Vi E 1, v + w E C. Vi E l. Entonces t· + w E n.EIC •. 

e) P.D. o(n'ElC,) C;; n.EIC" o ~ O. o E K. 

Sean o ~ 0, o E K, v E n'EIC, entonces v E C •. Vi E l. Además, ov E 

C .. V i El. pues C. es cono para toda i El, por lo que ov E n.EIC,. 

d) P.D. (n'ElC.) n (- n.El C.) = {O}. 

Sea v E (n'ElC,) n (- n'EI C.) entonces v E niEIC. y v E (- n'EI C.L por 

loquet· E C., Vi E I Y v E -C .. Vi E I entonces v = Oyaque (c.)n(-c.) = 
{O}ViEI. 

Por lo tanto. n.EIC. es cono. • 
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1.14.2. Para un conjunto, 5= {~.}'El ~ \ '. 

Definamos e:= n:::.EI' ."v.; A. ::: O. l' ~ 1 finito}, (es decir, e es la ce­

rradura del conjunto de todas las combinaciones lineales positivas de elementos 

de S). Si e satisface la condición (d) en (-e) = {O} en la definición de 

cono, entonces e es cono y diremos que e es el cono generado por S, y lo 

denotaremos por con(5). Notemos que basta pedir sólo la condición (d), ya 

que las restantes tres condiciones de la definición de cono se tienen siempre. 

Es decir, e siempre es precono (ver (1.2)). 

Demostración: a) e es cerrado, por definición. 

b) P.D. e+e~e. 

Sean x, y E e, entonces existen (X(n»)nEN, (y(n»)nEN sucesiones tales que 

Vn E N, x(n) = ¿iEl
n 

A~n)t'1) yen) = ¿iEJ" f3
I
(n)vú con In, Jn ~ 1 finitos, 

E S (n) (j(n) > O u· l' (n) l' (n) 
Vi J 0i 'i _ vZ, y lmn-too x = X, lmn--too y = y. 

Entonces x+y = limn-->oo x(n) +y(n) E e, pues e es cerrado y 'In, x(n)+y(n) 

es una combinación lineal positiva de elementos de S. 

Por lo tanto. x + y E e. 

e) P.D. oC ~ C. 

S > O E C t - l' (n) d d (n) _ " ,(n) ean Q _ 1 X , en ances x - lffin-too X , on e x - ~iE/n I\¡ Vi, 

In ~ 1 finito y Vi, A~n) ::: O. v, E S. Entonces ax = limn-->oo ax(n) E C, pues C 

es cerrado v ax(n) = ". (aA (n»)v' nA (n) > O. 
~ LtEln I 1, I _ 

De donde tenemos, nx E e. • 

Observación 1.14.2.1. i) Si 1 es finito, entonces C = {¿'El A,v,; A, 2 O}. 

ii) con(con(5)) = con(5). 

iii) con(5) = nFESF, donde S = {F ~ C I S ~ F subcono de C}. 

Observación 1.14.2.2. Veamos un ejemplo en el que no se tenga C n 

(-C) = {O} y así C = {¿'EIA.v,: A, 2 O, 1 finito} no es cona. Sin em­

bargo, se tienen las restantes tres condiciones. Sea S = {el. e" v = (-1, -1)}, 

entonces C = V = IR' el cual no es cono, ya que Cn (-e) '" {O}. y C satisface 

las otras tres condiciones. ver figura (1.14.2.2). 
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el 

(-1,- ) 

figura 1.14.2.2 

Lema 1.15. Sea C ~ F cono sólido entonces C es generador. 

Demostración: C es sólido entonces 3 z E intC. Sea v E V. 

P.D. v E C - C (= (C), ver (1.5.)). 

Como z E intC entonces 3r > O tal que B,(z) ~ C. Sea A > O tal que 

Av+z E B,(z) entonces C:l w:= Av+z entonces v = A-'w-A-'zE C-C . 

• 
De la demostración del lema anterior se tiene el siguiente 

Corolario 1.15.1. Sean e ~ V cono sólido, x E int"C. entonces 'tv E 

1', 3 A > O tal que x + Av E C. 

Ejemplo 1.16. Ejemplo de un cono en V que es generador pero no es sólido. 

Sea ji = EBnEN IR. C = 1'+. Como en (1.10). 

Demostración: Recordemos que ya se demostro que V+ ~ 8V+: (es decir, 

inW+ = 0). 

P.D. 1'+ - 1 '- = v. 

Sea t' El'. Sean w. z E F tales que w = (u', )'EN, donde W; = 
{

V; 

O si no, 

z:::::: (ZI)IEN. donde Z.¡ = 1 I -
{

lv l siv<O 

O si no. 

Entonces v = u· - z E 1'+ _ l·T. 

Por lo tanto. 1 '+ es generador pero no es sólido. • 
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Pero si V es de dimensión finita, entonces se tiene: 

Proposición 1.17. Sea V de dimensión finita. Sea e <;; V cono, e es sólido 

en V si y sólo si e contiene una base de 1'. 

Demostración: =» Basta demostrar (e) = e - e = V, donde e - e = 
{w - vi w, v E e}. Supongamos que e es sólido. 

Sea v E V. Como e es sólido existe z E inte y existe r > O tal que 

B,(z) e e. Además, existe). > O tal que ).v E B,(O). Pero).v + z := w E e, 
entonces v = ).-IW - ).-I Z,(). > O) donde ).-IW E e y _).-Iz E (-e). 

y 

figura 1.17 

Por lo tanto e genera a V, (es decir, e contiene una base de V). 

~) Sea:B = {v;}i=1 base de \', :B <;; e. Como e es cono. ¿~=I ).'V, E 

e, )., :::: o, sea G = {¿7=1 ).,Vi 10::; ).i ::; 1} e e, entonces 

n 

intG = {L ).iVi 10< ).i < 1} i' 0, 
i=l 

pues ¿7=1 ~v, E intG, y 0 i' intG <;; inte, por (A.1.7). 

Por lo tanto, e es sólido. • 
Corolario 1.18. Sea ¡r un K-espacio vectorial de dimensión finita y sea e <;; 

V cono. Entonces e es sólido (en \1) si y sólo si e es generador de V. 

Demostración: Por (1.17) e es sólido si y sólo si e contiene una base si y sólo 

si (por definición (1.6)) e es generador de V. • 
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Corolario 1.19. Sea V un K ·espacio vectorial de dimensión finita. Sea e <; 

l' cono. W subespacio de l', donde Ir = (e). Entonces e es sólido en W. 

Demostración: Por definición de 1 i', e es un cono generador de lF entonces 

por (1.18), e es sólido en W. • 
Antes de seguir con los ejemplos de conos, daremos ejemplos de no conos 

y algunas observaciones respecto a estos ejemplos. 

1.20. Ejemplos de preconos y no conos. 

1.20.1. Sea \' = IR'. Sean v E 1', e = (v) entonces e no es cono ),a que 

v E e y -v E C. Pero C es un precono. 

y 

v. 

--+----x 

figura 1.20.1 

Observación 1.20.2. De hecho cualquier subespacio vectorial {O} # w <; 

F no es cono, pero es precono. 

1.20.3. Sean e, e' conos. e u e' no necesariamente es cono. 

Sean l' = IR'. u,v E 1', con u = (l,2).v = (2,0). 

Definamos C = {A1l 1 ,\ :::: 0,'\ E IR} Y C' = {/lV 1 J1 :::: O, J1 E IR}. 

Ahora. CuC' = {x E 1'1 x E C ó x E C'}. 

Tenemos que u, v E CUC' pero u+v = (1,2) + (2, O) = (3,2) <¡! euC', de 

donde, e u e' no satisface la condición (a) de la definición por lo que la unión 

no es cono. De hecho, e u e' tampoco es precono. 

Respecto a este ejemplo se tiene la siguiente observación. 
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Observación 1.20.4. Si C, C' son conos en l' tales que C ~ C' Ó C' ~ C 

entonces C U C' es cono. También, observemos que el regreso no se vale, ya 

que los conos pueden sólo estar traslapados, de este modo la unión es cono, 

aunque no necesariamente alguno de los conOS contiene al otro. 

Ejemplo 1.20.4.1. Sean C = {>.e, + 11(1,1) I )",11 ~ 0,)",11 E lR}, e' = 

{>.(l, 2) + Ile, I )", 11 ~ O, )",11 E lR} . C U C' = 1'+, pero e s¡; e' y e' s¡; e. 
y 

x 

figura 1.20.4.1 

1.20.5. Sean e, e' conos. e + e' no necesariamente es cono. 

Sean V = lR2 ,K = IR. 

Sean C = {>.(1,0) + 11(1,1) 1)",11 E !R,)",1l ~ O}, e' = {a(-l,O) + 
'Y( -1, -1) la, 'Y E lR, a, 'Y ~ O} . C + e' = lR2

, el cual no es cono, ya que para 

toda'v E e + C', -v E C + e', y así, no se satisface la condición (e) en la 

definición de cono. 

C' 
~J 

0-/~ 

.0/ 

~. 

,; 

~c 
. /t;):/ 

':t' ; 

figura 1.20.5 

Observemos que en este ejemplo las condiciones (a) y (b) siempre se satis­

facen, pero no (e) además, si tenemos C1 conO para toda i = 1, o •• , n entonces 
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L:~l Cl es cerrado, pero, para L:I Cl no siempre es cerrado, 

1.20.6. Ejemplo de que suma infinita de conos puede ser no cerrada. 

Sea Cn = 1R+ (1, ~) cono para toda TI E N. Ahora, 

00 

LCn ~ coll«I,I),(I,O))\IR+(I,O) 
n=l 

que no es cerrado. 

c. 

- - - - - -'- - - - - - x e, 

figura 1.20.6 
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§2. Ejemplos importantes de conos. 

A continuación daremos ejemplos importantes de conos, con éstos) po­

dremos construir muchos otros. 

2.1. Conos generados por normas. Sea K = R 

Sea F un K -espacio vectorial de dimensión finita, con una norma 

11·11: \' -*IR, 

y sea j una funcional lineal (i.e. j: V --* IR lineal). 

Sea e = {I E \. 111 x II~ j(x)}. Entonces e es un cono. 

Demostración: a) P.D. e es cerrado. 

P.D. V {Vi}iEN ~ e tal que limi .... '" Vi existe, entonces limi .... '" Vi E e. 
Sea {V;}'EN ~ e tal que lim' .... '" v, =: V existe. '(Es decir, Ve> O 3 N E N 

tal que '1m::: N, Ilvm - vii < e). 
P.D. v E e. 
P.D. Ilvll ~ j(u). 

Sabemos que 11·11 es continua (es decir, sea x E V, Ve> 0, 3 S> O tal que 

IIx - yll < S entonces 111 x 11- 11 y 111 < c. donde l· 1 es la norma usual en IR ó 

C. Tomemos E = S. ya que 111 xii - 11 y 111 ~ e ver A.3.5.(i)). 

Por lo tanto, lim, .... '" 11 v, 11=11 v 11· Ahora como j es continua (A.3.9). 

entoQces lim, .... oo j(v,) = j(v). Además. como Vi, v, E e, j(Vi) :::11 Vi 11 

Entonces j(u) = lim,...,oc j(v,) ::: lim,...,oc 11 Vi 11=11 v 11 (pues. limi .... oc 11 Vi 11 

-j(v;) =11 V II-j(v) ~ o, ya que 11 v,ll-j(v;} ~ O Vi). 

b)P.D. e+e~e. 

Sean x, y E e entonces 11 x II~ j(x), 11 y II~ j(y). 11 x + y II~II x 11 + 
11 y II~ j(I)+ j(y) = j(x+y) ya que f es lineal. De donde, 11 x+y II~ f(x+y). 

c) P.D. oC ~ e 
Sea x E e, o ::: o, o E K. 11 ox 11= a 11 x II~ Of(I) = f(ox), la primer 

igualdad se tiene por ser o ::: ° y la última igualdad por ser f lineal. 

Así, 11 ox II~ j(ax). 

d) P.D. C n (-C) = {O}. 
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Sea T E C n (-C) entonces T = -w con w E C. O ~II x II~ J(x) = 

f(-u·) = -J(u') implica J(u') ~ -11 x 11· 

Por otro lado. como 11' E C. 1111' II~ J(w) entonces O ~II x 11=11 w II~ J(w) 

y 11 X !1=1I11' !'~ - J(x). por lo que O ~II w II~ J(w), - J(w), entonces O ~ 
- J(u·). J(w) así J(u·) = O entonces li w 11= O, de aquí que w = O y así x = O. 
Por lo tanto. Cn (-C) = {O}. 

Por lo tanto, C es cono. • 
Lema 2.2. Sean l' = Kn, 11 . 11: l' --¡ IR norma y J : V --¡ K lineal. 

Sea C = {v E \1 1 J(v) 2:11 v II} el cono generado por J y 11 . 11 . Entonces 

ae (;; {v E F 1 J(v) =11 vII}· 

Demostración: Sea v E ae. P.D. J(v) =11 vII· 
Equivalentemente, P.D. v E C tal que J(v) >11 v 11 entonces v E inte. 

Sea v E e tal que J(v) >11 vII· 
Sea E > O tal que O < E ~ If(v)~,'v:". 

Como J es continua, entonces 3J' > O tal que V w E B" (v) se tiene que 

1 J(v) - J(w) 1< E. Es decir, 111 v 11 - 11 w 111 ~II v - w 11< J'. 

Sea O < J ~ J' tal que [11" 11 -J, 11 v 11 +JJ = B,(II v ID)' B,(II v 11) n 
B,U(v)) = 0. Entonces Vw E B,(v). 11 w 11< J(w), (pues 11 w IIE 111 v 11 -J,II 
v 1, +JJ l' J(w) E If(v) - o, J(v) + El Y 11 v 11 +J < J(v) - E ) de donde 

B,(v) (;; e, entonces v E intC. 

Por lo tanto. ae = {v E l' 1 J(1') =[: viI}· • 
2.2.1. rna norma es llamada estrictamente convexa si para toda x, y E V 

tales que 11 x 11=11 y 11= ~ 11 x + y 11 entonces x = y. En (2.5.4.1), se de­

mostrará que si la norma es estrictamente convexa y dim e > 1\ entonces 

ac = {e El' I J(v) =11 vii}· 
2.2.2. Este ejemplo muestra que ae e {v E\'I J(v) =11 vII}· 

Sean l' = R J: IR --¡IR. f(x) = x. 

Por (2.1) tenemos que e = IR~ U {O}. Ahora {v E \'1 J(,') =11 vii} = e 
yac = {O}. Así, ac e {,. E \'1 f(v) =11 ,. d}· 
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2.3. En el ejemplo anterior (2.1) se define un cono a partir de una norma y 

una funcional lineal. Ahora daremos distintas nortnas, para obtener ejemplos 

particulares de estos conos. 

i) Sean ¡; = IR", 11 . 11: IR" ---+ IR la norma euclidiana definida mediante: 

11 x 11= ~ t x;, x E IR". 

Sea ¡ : IR' ---+ IR, ¡(Xl, x,) = Xl + X,. Sea X = (X" X,) E IR'. 

Si 11 X 11= Jxl + xl ~ Xl + X, entonces xl + xl ~ xl + 2XlX, + xl, de 

donde O ~ 2XIX,. entonces XI,X, ~ O Ó XI,X, ~ O. Pero ¡(x) = Xl + X, ~ O, 

así e = {x E IR' 1 XI,X, ~ O} (es decir, e = ¡;+ el cono positivo). 

ii) Sea j : IR' ---+ IR, ¡(x, y) = 2x + y. 

a) 11 . 11 euclidiana. 

Be = {(x, y) 1 2x + y = Jx' + y'}, (x, y) E Be si y sólo si 2x + y ~ O Y 

4x' + 4xy + y' = x' + y' si y sólo si 2x + y ~ O Y x{3x + 4y) = O si y sólo si 

para x = O, y ~ O; Y para x i O, 3x + 4y = O Y 2x + y ~ O de donde, x = -~y 
y -~y + y ~ O por lo que -iy ~ O si y sólo si y ~ O. 

y 

x 

_ 4 
x-- -y 

3 

figura 2.3.ii.a 

b) 1: ·1I,up, definida por 11 x IIsup= sup{1 x 1.1 y I}, x E IR'. 
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ac' ~ {(x, y) 1 x + y =11 (x, y) lI,up}. 
b.l) 2x + y =1 x 1 si y sólo si 1 x I~I y 1 y si x ~ O, x + y = O si y sólo si 

x = -y, si x S O, 2x + y = -x si y sólo si 3x + y = O si y sólo si x = -~. 
b.2) 2x + y =1 y 1 si y sólo si 1 x Isl y 1 y si y ~ O, 2x = O entonces x = O, 

si y S O, x + y = O si y sólo si x = -y, de donde 2x + y = -y. 

Ahora, 1 x ISI y 1 si y sólo si R S # si y sólo si X2 S y2. 

y 

x 

figura 2.3.ii.b 

Observemos que C := CII.II'ID # CII,B'II,",) =: C'. 

2.4. Conos en Hom(l', 1'). 

Sean ji un K -espacio vectorial de dimensión finita y H om(\!, ji) el K­

espacio vectorial de las funciones lineales sobre l' (es decir, 

Hom(\', I') = {J 1 ¡: l' --+ l' lineal}). 

Para un cono sólido C en 1', se define lI(C) := {J E Hom(l', 1') 1 ¡(C) ~ 

C} entonces rr(C) es un cono en Hom(l1, V). rr(C) es el cono de las fun­

ciones lineales, ¡ : l' --+ l'. que dejan invariante a C. 

Demostración: a) P.D. rr(C) es cerrado. 
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A H om(T/, V) se le asocia la siguiente norma: 

fE Hom(\', 1'), 11 f 11= sup{11 f(x) 11: 11 x 11= l}. 

Sea (fn)nEN <; n(e) sucesión tal que limn_oc fn = f existe. 

P.D. f E n(e). 

Tenemos que I/n E N fn(e) c;; e Sea:r E e P.D. f(x) E e 
f(x) = limn_oo fn(x), fn(x) E e I/n entonces como e es cerrado f(x) = 

limn_oo fn(x) E e Por lo tanto, f E n(e). 

Por lo tanto, n( e) es cerrado. 

b) P.D. n(e) + n(e) c;; n(e). 

Sean f, 9 E n(e). Sea x E e. Entonces (f + g)(x) = f(x) + g(x) E e, ya 

que f(x) E e, g(x) E e y e es cono. Por lo tanto, f + 9 E TI(e). 

e) P.D. an(e) c;; n(e). 

Sea fE n(e), a ;:" O, a E K (aJ)(x) = a(f(x)) E n(e) ya que a(f(x)) E 

e porque f(x) E e y e es cono. 

d) P.D. TI(e) n (-TI(e)) = {O}. 

Sea f E (n (e) n (-n(e))) entonces f E TI(e) y f E (-n(e)), donde 

-n(e) = {-g 1 9 E n(e)), entonces existe 9 E n(e) tal que f = -g, así que 

l/v E e, g(v) E e, de donde l/v E e, f(v) = -g(v) E -e, por lo que tenemos 

que f(e) c;; e y f(e) <; -e (ya que, f(v) = -g(v) E -e, pues g(v) E e) 

entonces f(e) c;; en (-e). pero en (-C) = {O}. Entonces f(e) = {O}. l' 

como e contiene una base de V (por ser sólido), entonces f = O. 

Por lo tanto, TI(e) n (-n(C)) = {O}. 

De lo anterior, concluimos que. n(C) es un cono en Hom(F, V). • 

2.5. Conos ortogonales. 

Sea C un cono sólido en V. Definamos C~ := {J E V" 1 f(x) ;:" O 1/ x E e}, 

donde "" = {J E \' 1 f : \. ---+ K lineal}, "" es el espacio dual de V. 

Entonces e~ es un cono (el cono ortogonal de e). 

Demostración: a) P.D. el.. es cerrado. 
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En V' tenemos la norma: J E F', 11 J 11= sup{1 J{x) 1; x E F, 11 xii::; 1}. 

Sea (Jn)nEN <;; eJ. tal que J = liffin~oo Jn existe. P.D. J E CJ.. 

Como I/n E N, l/x E e, Jn{x) <: o entonces J{x) <: O l/x E C entonces 

J E CJ.. Por lo tanto, C" es cerrado. 

b) P.D. CJ. + eJ. <;; eJ.. 

Sean f. 9 E eJ.. Veamos qué ocurre con J + g. 

(J + g)(x) = f(x) + g{x), pero J{x) <: O y g{x) <: Ol/x E C, ya que 

J,g E e.J., de donde f(x) + g{x) <: O l/x E C. 

e) P.D. oCJ. <;; eJ.. 

Sean o <: O, o E K, J E CJ.. (of){x) = o(J{x)) como J{x) <: Ol/x E C, 

se concluye que oJ{x) <: O 1/ x E C. 

d) P.D. CJ. n (_CJ.) = {O}. 

Sea J E (CJ. n (_CJ.)) entonces J E CJ. y J E _CJ., de donde tenemos 

J{x) <: O l/x E C y J{x) ::; O l/x E C, entonces J{x) = O l/x E C, y 

como C contiene una base de 1", se tiene que f = O. De aquí concluimos que 

CJ. n (_CJ.) = {O}. 

Por lo tanto, el. es un cono. • 
2.5.1. Observemos que en (2.5) se pidió C cono sólido, ya que si no lo pedimos, 

tenemos lo siguiente: Si e = {O} entonces {O}J. = V' que no es cono. De 

hecho. CJ. es precono, (\'er{1.2)). 
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§3. El orden parcial ?c. 

en cono e ~ j' define un orden parcial en j', que nos va a ser de mucha 

utilidad y una de eUas es que nos hace manejar cualquier cono sólido como si 

fuera el cono posith'o l"+. 

Definición 3.1. Sean e un cono en \. Y u. z E V. Decimos que: u ?C z si 

u - z E e. (Si no hay confusión escribiremos u ? zJ. Esta relación define un 

orden parcial en V. Escribiremos u > z si u ? z y u # z. Observemos que 

u E e si y sólo si u ? O. 

Ahora daremos la demostración de que ::;c es un orden parcial en jl 

Proposición 3.2. Sea e un cono en V. La relación dada por ::;c es un orden 

parcial. 

Demostración: Sean x, y, z E e. 
a) P.D. x ::; x. 

x ::; x pues O E C. 

b) P.D. Si x ::; y, y::; x entonces x = y. 

Como x ::; y entonces y - x E e y de y ::; x tenemos x - y E e, pero 

x - y = -(y - x) E en (-e) = {O} entonces como e es cono. y - x = O de 

donde x = y. 

e) P.D. Si x ::; y. y::; z entonces I ::; z. 

Tenemos z - x = (z - y) + (y - x) E e pues z - y, y - x E e, ya que 

:: 2: y. y ~ I por hipótesis, entonces z ? r. • 
Definición 3.3. Sean e un cono en \'. u. z E \ '. Decimos que u » O si u E 

intC. Además. u » z si 11 - :: » O. 

Observación 3.4. a) En e = ray(v) se tiene que ::;c es un orden total. 

b) La relación dada por ::;c puede no ser un orden total. 
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Ejemplo 3.5. Sea V+ el cono positivo en IR2. Tomemos x, y E l'+, donde 

x = (2,1), Y = (1,2), pero tenemos x - y = (1, -1) 9- e, y - x = (-1,1) 9- e, 
además x # y, es decir. x :;z; y y y :;z; x. Así la relación de orden parcial dada 

por "~" no es un orden total. 

Ahora daremos algunos resultados para el orden parcial que definimos y 

que nos serán de gran utilidad. 

Lema 3.6. Sen e un cono de F entonces, 

O) Sea x E V. Si O :s x :s O entonces x = O. 

1) Sea w E V. 

i} v ~ z si y sólo si v + w ? z + w, 

ii} v » z si y sólo si v + w » z + w. 

2) u» O si y sólo si V a > O, au » O. 

3) Sen a> O. 

i} v ? z si y sólo si av ? az, 

ii} v» z si y sólo si av » az. 

4) Sen a < O. 

i} t' ? Z si y sólo si az ? av, 

ii} v » z si y sólo si az » ovo 

5) Si O :se y :se x, O:se w :se z entonces w + y :s z + x. 

Demostración: O) Por (3.2(b)). 

1) Sea w E V. 

i) v 2': z si y sólo si v-z E e, pero v-z = v-z+w-w = t'+w-(z+u:) E e 
si y sólo si v + w ;::: z + w. 

ii) " » = si y sólo si v - z » O (es decir, v - z E inte). Pero v - z = 
v + w - (z + w) si y sólo si v + w» z + w. 
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2) ==» Sea u» O. 

P.D. Va> O, 011» O. 

Sea (} > O. Como u » O. entonn's existe r > O, B,(u) ~ C entonces 

Bo,((1u) ~ C pues !L' E B o ,((111) entonces 11 u' - au II~ ar pero como a > O 

entonces 11 ;;' - u 11< r entonces ~ E B,(11) ~ C. nuevamente a > O Y como C 

es cono. entonces u· E C. de donde Boc (a11) ~ C. así au » O. 

=) P.D. u» O. 

Por hipótesis tenemos que para toda a > O. 011 » O. Sea a = 1 > O 

entonces QU = u » O. 

3) Sea a > O, 

i) u 2: z si y sólo si v - 2 E C si y sólo si a(u - z) E C, (ya que o > O), 

pero o(u - z) = al' - 02 E C si y sólo si al' 2: az. 

ii) v» 2 si y sólo si u - z E intC si y sólo si (por (3(i))) a(v - z) E in!C 

si y sólo si QV » az. 

4) Sea a < O. 

i) v 2: 2 si y sólo si v - 2 E e si y sólo si 2 - u E (-C) si y sólo si 

lal(2-l') E (-e) (ya que -C es cono) si y sólo si -lal(2-u) =a(2-v) E C 

si y sólo si az ;::: Ot'o 

ii) v » z si y sólo si v - z E intC si y sólo si (por (1.4(iY))) Z - v E in!( -C) 

si y sólo si (por (3)) lal(2 - v) E intC si y sólo si (nuevamente por (1.4(iv))) 

-101(2 - 1') = a(z - v) E intC si y sólo si az» av. 

5) Como O ~ y ~ I entonces I - Y 2: O (i.e .. x - y E C) y de z 2: 1L' 2: O 

se tiene z - u' 2: O (i.e .. z - !L' E C) de donde 2 - U' + X - Y E e (pues C es 

cono). Pero z - 11' + I - Y = Z -t- I - (U' + y) por lo que z + x 2: 1L' + y. • 

Lema 3.7, Sea e ~ \. un cano. 

i) Sean u 2: O. l' E \'. Supongamos que existe a > O tal que u + av E C 

entonces para toda O ~ J ~ a. U + [Jl' 2: O. 

ii) Sean u 2: D. l' E l' Y supongamos que extste o > O tal que U - al' 2: O 
entonces para toda O :S 3 :S Q. t1 - 31' ;::: O. 
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Demostración: i) Como e es convexo y u, u + av ~ O, entonces Vt E [0,1), 

(1 - t)u + t(u + av) = u + 1m' ~ O. Sea O:'S f3:'S a entonces O:'S ~ :'S 1, 
~ B -t := o entonces u + Qm' = u + (}" ~ O. 

ii) Sea w := -v y luego aplicar (i). • 
Proposición 3.8. Sea e ~ \' cono sólido, con V = K n. Entonces z E inte 

si y sólo si para toda y E V existe Ay > 0, Z + Ayy E e. 
Más aún, podemos escoger Ay > O tal que z + Ay E inte, VO < A :'S Ay. 

Antes de demostrar la proposición veamos la sigdente 

Observación 3.8.1. Supongamos z E e es tal que Vy E V 3 Ay > O, z + 
AyY E e. 

Sea {e;}r=¡ la base canónica de V. Sean Vi = 1 ... n, ')';, A; > O tales que 

A;e; + z ~ O, -')';e; + z ~ O. Definimos). := min¡9$n{A;, ')';}. 

Por lo tanto, si O '1 v E V, v = ¿~=¡ a;e; y a := max¡9$n{l a; I} 

entonces n~v + z E e, :Q > O. Más aún, n),o (-v) + z E e. 

Demostración: ). > O, na > O entonces n~ > O. Observemos que O < ~ :'S 

¡ ~ Al. 1¡, si Oi =1- O. Entonces, si o, > O, como A¡e¡ + z E e y como O < ~ :5 

A; entonces (por (3.7.)) ~e; + z E e. 
A.hora si a, < O, como ')';( -e,) + z E e y como O < ),1:" :'S ')'; entonces 

),IO"(_e) + z = 1!...e· + z E e. o' a I 

Por lo tanto, ~ I:~1 Q1e¡+nz E e entonces (ya que e es cono) o>'n L~=l aie, +z 

= o),nV + z E C. 

:vlás aún, a).n (-v) + z ~ O. Pues, -v = ¿:~=l -a¡e t Y a_v = Q. • 
Ahora sí, demostremos la proposición anterior (3.8). 

Demostración: Basta verlo para el caso K = IR. 

Pues si e <;; C" "" lR'n (como IR-espacio vectorial) y como el cono se 

comporta como "IR-cono" pues v+iu;. v'+iw' E e entonces (v+''')+i(w+w') E 
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C. t', Vi. U', U,I E ]Rn, Q 2: O entonces ov + iow E C. Entonces tomemos 

e <;; IR'n. 

=) Prueba canónica, \-ef (1.15.1). 

<==) Sea z E C y supongamos que para toda y E ¡; existe Ay > O tal que 

Z + AyY E C. P.D. z E intC. 

1. Tomemos 5 n
-

1 = {v E l' 111 t· 11= I}. Observemos que para toda 

L~=I a,e, = T E sn-I, 0::;1 Di 1::; 1. I/i. Entonces Dx:= max{1 0i 1; 

i = I ..... n}::; 1. Entonces siguiendo (3.8.1). O < ~::; n!., n!.x+z E C y 

por (3.7). *x + z E C. Es decir, *sn-l + z e C. Como C es convexo (1.4.(ii)) 

y 8E, (z) = ~sn-I + z <;; C, entonces E, (z) <;; C. 
" " 

Por lo tanto. z E intE, (z) <;; intC. \'er(A.1.7). 
" 

Por lo tanto, z E intC. 

2. Ahora, sea z » O entonces 1/ y E ¡; 3Ay > O tal que 1/ O < A ::; Ay. 

Ay + z E intC. 

Como z » O entonces 3r > O. B,(z) <;; intC. Supongamos y # O entonces 

sea Ay := 1I~'i entonces AyY E B,(O) entonces AyY + z E B,(z) <;; intC. 

Entonces (por (3.6.(3)) l/O < A ::; Ay, Ay + z E intC. _ 

Corolario 3.9. Sea C <;; l' un cono. 

a) ti» O. ,. ~ O entonces ti + ,. » O. 

b) u ~ v » O entonces ti » O. 

e) v, ti» O entonces l/O::; t ::; 1, tv + (1 - t)u» O, 

d) 8i;;» O. Z + Ay ~ O. con A > O entonces l/O S ,6 < A. Z + (3y» O. 

Demostmción: a) Sean u » O, ,. ~ O. 

P.D. 1/ Y El' 3 Ay > O. AyY + (ti + v) E C. 

Sea y El' entonces existe Ay > O. AyY + u E C ya que u »0. (\'er (3.8)), 

así AyY + (u + 1') E e pues C es cono y v ~ O entonces por la proposición (3.8) 

u + J'» O. 

31 



b) Por hipótesis, u ~ l' » O entonces v » O y tL - V > O pero por (a) 

u = v + (u - 1') » O. 

e) Por lema (3.6.(3)). 11'. (1 - t)u »0 y por (a), tv + (1 - t)u» O. 

d) Sean: »0. Z + Ay ~ O entonces por el inciso (a) tenemos 2: + AY» O de 

donde por (3.6.(3» Z + ~Y » O )' por (c) se tiene VO < (3 :s ~, z + (3y » O. 

De la misma manera. como z + ~Y » O, Z + Ay ~ O entonces V O < (3 :s 
ªf, z + {3y» O (pues 2z + (A + ~)y» O) de donde z + ªfy» O. 

Por inducción. Vm E N. V O < (3 :s m";.' >., tL + (3y » O. 

Por lo tanto, V O < (3 < A. z + l3y » O. (pues V O < (3 < A, 3m tal que 

O < (3 :s m":. A). • 

Bien, ahora daremos otro ejemplo importante de conos. 

Ejemplo 3.10. Sea e un cono de \-' (no necesariamente de dimensión finita) 

y S <; e un subconjunto de e. Definimos F = {y E e ! 3 z E con(S), O :s 
y :s z}. Entonces F es cono de \'. 

~~~~--~~~~~--~ 

Recordemos que con(S) = n=~=. (3,x'! x' E S, (3, ~ O, i = 1, ... , n}. 

Demostraci6n: a) P.D. F es cerrado. 

Tomemos F' := (con(5) - e) () e, donde con(S) - e = {v - w ! v E 

con(S), W E e}. 

Goma con(5), -e, e son conos. en particular cerrados. Entonces con (S) + 

(-e) es cerrado, (ver ,1..1.4): entonces (con(S) + (-C» n e = F' es cerrado. 

P.D. F= F'. 

<;;) Sea y E F entonces 3 z E con(5) tal que O :sC y :sC z entonces O :sC 

z - y E con(5) -C entonces z - y E F'. Por lo tanto, O :sC y = z- (z- y) E F', 

pues z E con(5). -(z - y) E -e. 

2) Sea y E F' entonces 3z E con(S), x E e, y = z - x ~C O. entonces 

y E F pues z ~c : - x = y ~c O, x ~c O. 

Por lo tanto. F = F'. 

Por lo tanto. F es cerrado. 

b) P.D. F + F <; F. 
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Sf'an T. Y E F entonces :3 ":.1l' E COI/{S) talf's que O :s x ::; z. O :s y :s 11', 

así O :s T + Y :s :: + 'U'. con ':.ll' E ('on(S), 

Por lo tantu. I + Y E F. 

e) P.D. o 2: O. (l E 1,' . . T E F entoncf'S flI E F. 

Sea I E F. (lntoncf'S :::; E rOIl (S I tal quP O :s x :s: ::. lo que implica que 

O:s: OI :s: oo. (lO E COII(S). 

d) P.D. F ~ (-F) = {O}. 

Tomelllos. {a} ~ F" (- F) ~ en (-l) = {O}. 

Por lo tant o. F f'S cono. • 
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Capítulo n. Conos poliédricos, Caras y Condi­

ciones de Cadena. 

EII ('str capítulo rstudiarrmo:-. lo [('I(i('!lllladlJ ('Ul1 vectores extremales y conos 

polirdricos. por lo cual. s{' da el tf>Of{'!Wl :-.i,l1;lIit'Iltr (3.2.): Si" es un IR-espacio 

\'('rlorial dI:' dimpllsión finita~' e ~ \. IJIl eOlio ('monees existe e cono poliédrico 

tal que (' ~ e' ~ \', estr trofellla ff':--Il!ta :-.N importante. pues con él se de-

1ll11rstrall otros resultarlo~. Ilosotro:-. PllUIWlan'lIlUS dos de ellos en la sección 3. 

Damos talJlhirn alguIlos resultadus rrlaciollado~ con cara>;. las definiciones de 

rara-g'pnrrado y finitarnrntr cara-grllf'radu. Además. compararemos nuestra 

definici{Jll dí' cara con la dada por Yancl('rgraft {'Il [Y]. También \'eremos al­

gunas definiciones relacionadas con raras. como son: la condición de cadena 

ascendeutr (CCA) y lougitud de cadeua. 

§1. Vectores extremales. 

Sea \. Ull h"-espacio Yf'ctorial con 1\" = IR ó e de dimensión no necesaria­

IIlrIlte finita. 

Definición. Decirnos que e' es un subcono de. e si el es un cono contenido 

III C. 

Definición 1.1. Sea (' t11l r01W UI 1 -. en rector I E e se. llama extremal 

".;¡.r = .1/ -.::. ron y,:: E C. 7T1lpl/('(l (JUf y.:: 8011 múltiplos e8calar'es n-ales de:r. 

(d .. y.: E R.-.r). 

Lema 1.1.1. SfII e c:; l' COtlo. l' un iR:-espario l'Prloria!. 

a) O E e rrln mal (o¡fonce" {,. E e , l' exlremal de e} ,< 0). 

bl S, diUb l' = 1. C,< {O}. enlonres {: E e \ {O} :: erlremal} c:; intC. 

e; S, dill1:_.1·:::: '2. {o E e': extrema/} c:; oC'. 

n,moslme,,'n: a) Sran J. y E C. ]'-y = Ó entúner, y = -J E c~: -el = {O}. 

bl C,< {O} rulonee, e = TI<,- 1. 1',< O. lnlC = C \ {O}. 

e) Sea /' extremal. Si l' E ac. se tiplle pi frsultado. 
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Supongamos v '1- oC entonces v E intC entonces 3 r > O B,(v) ~ C. 

Como v '1- oC entonces v fe Ó y como dim ji 2: 2 entonces 3 u E ji tal que 

u. v linealmente independientes entonces por (1.1.15.1) 3 minbu, 'Y-u} =: 'Y > 
O. 'YU + t', 'Y( -v) + v E C, de donde t' = ~ (-yu + v)+ ~(-y( -u) + v) contradicción 

(ves extremal). 

Por lo tanto. v E oC. • 
Observación 1.1.2. Si K = e también vale el lema (1.1.1), para la de­

mostración ver a F como un IR-espacio vectorial. 

Observación 1.2. Si x es extremal y O < y ::; x entonces 30 > O tal que 

ay=x. 

Demostración: P.D. 30 > ° tal que ay = x. 

Si x = O entonces y = O por observación (1.3.6.(0)) y 110 > O se tiene 

0·0 = O. 
Supongamos x fe O. Por hipótesis O < y ::; x entonces x - y E e, sea 

v := x - y de donde x = v + y, pero I es extremal entonces v = Ax y 

y = /1I, A, /1 2: O. Como y fe O, /1 fe 0, sea a = /1-1 entonces ay = I. 

• 
Definición 1.3. Sea C vn cono en \'. Decimos qve e es poliédrico si a lo 

más ¡iene vn número finito de vectores ex/remoles. (Salvo múltiplos escalares). 

La demostración de la siguiente proposición sigue esencialmente a [P]. 

Proposición 1.4. Sea K = IR. Sean C ~ l' = Kn un cono y v E e, entonces 

v = 2.:1EJ VI' VI vector extremal de el J finito. Más a.ún, podemos encontrar 1 

tal que #1 ::; dim \ '. 

Demostración: Haremos la demostración por inducción sobre n. 

Sin pérdida de generalidad. podemos suponer que C es sólido. (Si e no es 

sólido, entonces se puede suponer que C ~ Kn-I y el resultado se seguirá por 

inducción). 
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Si n = 1. entonces 3!', e = jR- l' Y todo \wtor en e es extremaL 

Si n = 2, 31',11' E C extremales tales que C = con(t',lL') y se latesigue el 

resultado, wr (LLl4,2), 

Sf'8 11 2: 3. Primero demostraremos pi ca:,ü: 

Caso 1, :r E DC, 

Si .T ('s extrrmal. ya termjnamo~. 

Entonces sea:r E DC no extrema!' Si I = lIT!', donde u, v E e linealmente 

indppendientes, Si u él l' E intC tamhi{'n se tiene :r E inte por el corolario 

(L3,9,(a)): entonces u, l' E DC, 

Sea S = {F <;; DC I F l'S cono, x E F), donde S "# 0 pues ray(:r) E S, 

Sea 5 un subcono de C maximal COIl la propiedad de que I E 5 <;; De y sea 

H = (5) el espacio vectorial de dimensión mínima tal que 5 e H, entonces 

dim H ::; n - 1 (pues si dim H = n. entonces S sería cono sólido en \", pero 

5 <;; De contradicción), Por hipótesis de inducción, :r está generado por a 

lo más n - 1 vectores extremales de 5, 

Basta demostrar que estos vectores son también extremales en C. 

Sea y extremal en 5 y supongamos que y no es extremal en C, Ahora, sea 

JI = u +1' con u, t' E e linealmente independientes, Si u <t 5 podemos construir 

el cono 5' = {1L' -'- (> U ¡ lL' E 5, (> ~ O), 

ObsrrWlllOS que 5 <;; 5', Como 11'+011 = U:+O(y-l') 'Se u:+oy E 5 e DC, 

putol1c{':" S' e De. contradicción al hpcho dl' que S era Ull subcol1o de e 

maximal C'onu'lIido f'Il De y qm' conticlle a J. Así. 11. l' E S por lo que' tenemos 

qUE' y 110 f'S extrf'mal en S. contradicción (y pxtrpmal en S). 

Caso 2. S<'(l. I E illtC ~. sra u E C. extremal en e y linealmente indeppn­

diente de:r, (plles dim e ~ 3, DC"# {O}), Consideremos el plano T generado 

por I \' 11 (T = (I, u)), Definamos C' := T n C el cuál es un cono, con I E e', 
Así, J = Xl -- J2 donde 1'1 E ray(u) ('xtremal en e y JI,X'} extremalrs en el 

(por la base de inducción 71 = 2), ,~drmás, 1'¡, I2 E DC CT; E DC pues u es 

flxtr('mal flIl l, ()b~f'f,"('mo~ por (1.1.1.(<")) quP l'¡,I~ E Ve ('1 = 8y(,I, P = 
(C'\ = (I, u), Supongamos I, <t De Entollcrs :: r > O tal que B,(I,) <;; C 
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Definamos B;(X2) := {z E P 111 z - X2 11< r} <;; B,(z) n P <;; P n e = e' 
contradicción, pues X2 E OyC). 

Entonces por (caso 1)' X2 = L'EI Vi, #1 :5 n - 1, suma de extremales en 

e. 
Por lo tanto, x = X¡ + L.El Vi, suma de a lo más n extremales en e. • 

Observación 1.4.1. Sea K = C. Sean e <;; v = en cono y v E e, entonces 

v :;::: EiEl v1 • VI vector extremal de e, 1 finito. Más aún, podemos encontrar 

1 tal que #1 :5 2 dim !l. 

Demostración: Como e <;; v = en entonces e es un cono en IR2n como IR­

espacio vectorial. de donde l/v E e, v = L~;¡ AiVi, Ai ~ O, Vi extremal, 

entonces l/v E e <;; en, v = L~;¡ Ait'i, Ai ~ O, Vi extrema!. 

Por lo tanto, #1 :5 dim 1R2n = 2n. • 
Corolario 1.5. Sea V un K -espacio vectorial de dimensión finita. Sea e ~ ~,. 
cono sólido entonces existe :B base de \f contenida en e que consta de vectores 

extrema/es. 

Demostración: Sea K = IR. Como e es sólido por la proposición (1.l.17) 

contiene una base :B' = {v;}~=¡ de l', ahora, por la proposición anterior (1.4) 

tenemos que: 
n 

V1 =¿W1J , 

J=1 

donde W1j es un vector extremal para j :;::: 1, .,., n. Entonces 'B" :;::: {Wij }iJ=¡ 
genera a \ '. Así, :Bn contiene una base :B para l', de vectores extremales de C. 

Si K :;::: e, Vi :;::: E~~l Wij entonces 'B II 
:;::: {Wi}}~~=l genera a F. Así, '13" 

contiene una base para V de vectores extremales de C. • 

Observación 1.6. En el teorema (1.1.17) (e <;; l' cono en un espacio vectorial 

de dimensión finita. e es sólido si y sólo si e contiene una base), obsen'emos 

que podemos tomar la base :B <;; e de "ectores extremales. Así, en los ejemplos 

siguientes (1.7.2), (1.7.3) el conjunto:B = {VI' V2. Va, t'.} contiene una base de 
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iR1 , Por ejf'mplo en (1,7,2) Jo:. \'pc'lo]"(',,, /'1,1'2,1'3 forman una base de IR.3~ así 

como /'2. r,1' 1'4 f'Il (1.7.3), 

Ejemplo 1.7. 

1.7.1. S"a \. = ",'2 e = p" - /"! .\./,? Oj. ,,1 Calla p05itim en R2 En e 
los \'('elof(-':-, rxl f(llIHdc'~ ~()n t I Y ( 1.' \"('1 figur;l( 1,7.1). Ademá~. e es poliédrico. 

""r( 1.3). 

e •. 
! -----'-_-__ 1 .( 

e, 

figura 1.7.1 

1. 7 .2. S"a \. = R'. e = {(.r.!I. z) I .r' + y' :s z'- Z ? Ol. e es llamado el cono 

d, ftl ludo. Cada ra,\'u dr De r!'- UII \'t'rI ul" I'xtrrlllal. los cuales son un número 

lIIfiIIJto. \"rr figura (1.7.2), Así. e no r~ polit'dricu. 

1. 7.3. S"an l' = :;;,'. e = mI<: ,': = 1 1. 11. 1 \. I"! = r -1. (J. J). ('1 = (O. 1. 1). 1", = 

((1. -1.1)} rll (>slr COllO 1"1. 12, r,l' I'~ ;,Oll 10<;, \'rnorrs f'xtremalrs dr e (sal\'o 

Illúlriplo:-. r:--('alan':-. j. adPlllií:-- e rl':-.Il]fa :-.pr UIl rOllo polirdrico. \'er figura 

( 1.7.3). 

Observación 1.7.4. Todu COBO PII 2.2 ('~ puli(;drico, (Lo:-; conos en R.2 son: 

{ (I}. 2: 11. ("0/1,' /'. Ir). 1'. IL' linprlhllf>I1t (' lIldl'pClldiplII r:-.: Pll lu~ cuales O. u y 1'. 11' 

:-'011 10<; ,'pctUf(':'; pxrrrlllalrs. rf>:-.prctiYa!llf'lltr). 
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z 

~-----y 

x 

figura 1. 7.2 

, 
H.O,I) / , 

10,1,1) 

figura 1.7.3 

§2. Caras, 

Definición 2,1. Un subconjunto F no vacío de un cono e es una cara de e 
si: 

a) F es un cono. 

b) x E F, Y E e y x - y E e entonces y E F (es decir, O S, F x, 

O S,c y S,c x entonces O s,F y). 

Observación 2,2. \'andergraft define cara de una manera un poco distinta. 

discutiremos ambas definiciones en la sección 5. 
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Observación 2.3. Obsennnos que {O} y e son caras de C. llamadas las 

caras triviales df' C. Si Fes lIna ('<-Ira dI' e sr escribf' F :9 C. ~. si la cara F 

P ..... difrrplltP U(' C. !:>f' rscrj}¡p F < t. El conjunto de todas las caras de e 
se denota por :1(e). 

Lema 2.4. 5,a F < C. r.' d'nr. F e.' rara COll F io C. entonces F C; 8e. 

DnlloMranón: S('an F :9 C. I E F r mlC. 

P.D. F = C. Sea JI E C. enton('('s existe .\ > O tal que x - .\y E e (pues . 

. r E /lite Pl1tOIlCP:-' rxist<' r > o tal qlH' Br(f) ~ C. n'f (1.1.15.1)) entonces 

como]' E F. .\y E C. ]' -.\y E e ('monces .\y E F. de donde y E F. así e c; F. 

por lo tanto F = C. • 
A continua('ión oarrIllos algunos ejemplos de ('aras. usando los conos dados 

allt Priormente. 

Ejemplo 2.5. 

2.5.1. Sea e COBO. Entonces {O} es una cara de C. 

D,mosfmció1l: P.D. 1) {O} es ('ono. Es claro. 

21 P.D. :r E {O}. O ::; JI::; :r elllonc('s II E {O}. 

Sra Ü =.T E {O}. d ::; !I ::; ñ. d" dund,· !I = () por (1.3.G.(O)). 

Por lo taIltu. {O} f'~ ulla rara dr l, Para todo e rono. • 

Lema 2.5.2. Lo 17I1t..:r,'iCrncJl1 dt, 1I7Ia col! rnón dt caras es otra Vt; una cara. 

f)(T1¡(I.~fru('lríll: Sea {f~L-_1 ('ara~ dr e. 
P.D. 1) rI¡EfF¡ es COllO. 

2) Si I E r're/FI. Y E e y J' - y E e PI1tünrp:.,.II E ",,,,F,. 

Para 1 ) rO!llo !~ ('~ cara d!' lVI E ¡. en! OIlC('~ F, PS un COllO ':J', E: ¡ Y 

ptlI' (Ll-l.l). (""E/F, P!-. COIlO. 



Ahora. probemos 2). Sea x E n'E/E;, Y E e y x - y E C. (*) 

De x E .'l'E/E; se tiene:r E F, Vi E J, además por (*) y E E; Vi E J, de 

donde y E n'E/ F,. 

Por lo tanto, n'E,F1 es cara. • 
Definición 2.5.3. Una norma es llamada estrictamente convexa si para 

toda x, y E V tales que 11 x 11=11 y 11= ~ 11 x + y 11 entonces x = y. 

Por ejemplo, las normas euclidianas son estrictamente convexas. 

Lema 2.5.4. Sea l' un K -espacio vectorial de dimensión finita. Sea e = 

{x E V 111 x liS f(x)} cono por (1.2.1). Si 11 . 11 es estrictamente convexa y 

O # x E e tal que 11 x 11= f(x), entonces ray(x) es una cara de C. (Más aún, 

x es extremal de e). 

Demostración: P.D. ray(x) es una cara de C. 

1) P.D. ray(x) es un cono. Se demostró en (1.1.13). 

2) P.D. Si z E ray(x), y E e, z - y E e entonces y E ray(x). 

Sea Z E ray(x), y E e, z - y E e entonces z = AX, A ~ O, 11 y liS f(y) 

y 11 Z - y liS f(z - y). Si y = O entonces y E ray(x). Por lo tanto, podemos 

suponer y > O. Entonces, z ~ y > O. 

P:D. y E ray(x), (es decir, y = J1:r, J1 ~ O). 

Definamos, v := z - y de donde v + y = z. 

Si v = O entonces y = z E ray(x) y ya terminamos. Entonces podemos 

suponer v # O. Observemos que como f(x) =11 x 11 y Z = AX, f(z) =11 z 11 . 

Así. tenemos f(z) =11 z 11=11 v + y IIsll v 11 + 11 y liS f(v) + f(y) = 

f (v + y) = f (z) por propiedades de norma y por ser f lineal. Entonces 

11 v + y 11=11 v 11 + 11 y 11 . (*) 

Como v =F O '# y, entonces tomemos II~!! l ~ los cuajes tienen norma igual 

a L así, 2 ~ II,,~., + iG:; 11 ~ 111 ~ + II~ 11 - 11 II~II - !I~II 111 = 

1!!=1l- 11 ·111...l. _...l. II-I~- l' ·111...l. - ...l.11 = Lyl~ t I,y!l l't'l: - llyll ! t j'y:, lit";, 
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{1
1JLIl lE:! ll'::ll ll'::lll- 2 . 11 '11 11 11 lIy~. + lIyjl - lIyh + 11":: - SI!;::: Y 

1
M 2ll!:l! ~I- 2L 2 . 11 '11 11 11 ( d'" ) lIyll + lIyll - 11"11 - hy, > SI !, < y contra ICClOn , 

Ahora tenemos que 11, ~: 11 = II;} 11 = JI! ,,:. + ~ 11 ' 
Por ser la norma estrictamente convexa I,~!. = ~ entonces y E ray(v) = 

ray(x). 

Por lo tanto, ray(x) es cara. Además, x es extremal en e pues si x = 

z + y, z, y E e. entonces z = x - y, como ray(x) es cara, entonces z E ray(x). 

De la misma manera, y E rQy(x). Por lo tanto, x es extrema!. • 
Corolario 2.5.4.1. Sea e = {x E l' 111 x 11::: J(xl}. Si 11 . 11 es estrictamente 

convexa y dim e> 1 entonces ae = {v E 17 1 J(v) =11 v II}. Ver (1.2.2). 

Demostración: Por (1.2.2), ae ~ {v E 1'1 J(v) =11 vii}. 
Sea v E V tal que J(v) =11 v 11 . P.D. v E ae. 
Tenemos que ray(v) ~ e, como dime> 1, entonces ray(v) <J e entonces 

v E ray(v) ~ ae. • 
2.5.5. Sea V = Rn. Sea 1 ~ {l, ... ,n}. Sea F¡ = {x E V+ 1 Xi = O, i C/c I} 

como en (1.1.9.1). Entonces F¡ ~ jI+ Observemos que todas las caras de V+ 

son de esta forma. 

Demostración: Por (1.1 .9.1) sabemos que F¡ es cono, así que sólo nos falta 

probar que: Si x E F¡, Y E F+ y X - Y E l ,+ entonces y E F¡. 

Como X E F¡ implica Xi = O, i C/c 1 Y de y E V+ se tiene para toda j, Yj ;::: O, 

además x - y E 1'+, de aquí que para i C/c l. Xi - y, ;::: O por lo que Yi = O V i C/c 1 

entonces y E F¡. 

Por lo tanto. F¡ es cara de l·~. • 
2.5.6. Sea l' = EBnENR Sea 1 ~ N. Sea I ¡+ = {v E l' 1 v, = O Vi C/c I} como 

en (1.1.10.1). Entonces 17/ es cara de V+ Observemos que todas las caras son 

de esta forma. 
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Demostrac,ón: P.D. \;~ es cara dr \'+. 

1) P.D. \;+ es cono, ya sr tienp por (1.1.10.1). 

2) P.D. Si v E \;+, u· E \'~. "- 11' E 1'+ entonces w E V/. 
Sean v E 1;+, U.' E \". "- u' E \'+ 

P.D. w E 1 ;+. 
Como v - w E 1'+ entonces v. - 11.'. ~ O Vi E N, Vi = O Vi f/. 1 (ya que 

v E 1/) entonces 11'. = O V, f/. l. Por lo tanto, w E V/. 

Por lo tanto, 1'/ es cara de \ '+. 

3) P.D. Si F ~ \'+ entonces 31 ~ N tal que F = V/o 

Sea F ~ 1'+ Definamos l := {i E N I 3 x = (Xj),EN E F, Xi i O}. 

P.D. F = v¡+ 
~) Por definición de l. 

2) Primero demostramos que Pi E F, Vi E 1. 

Sea i E l, entonces 3x = (x,) E F tal que Xi i O (Xi> O). Entonces 

[) :::; x1e, :S x y como F ::? \'+, x 1e1 E F. Entonces e¡ E F. 

Por lo tanto, ei E FVi E 1. 

Sea y = (Yi) E V/, Y = L.E! y.e. suma finita entonces por ser F cono 

y E F. 

Por lo tanto, F = V/. 

• 
2.5.7. Sean e Un cana en \' y S ~ e un conjunto. Definimos 

F = {y E e I ii :s y:s z, Z E con(S).}. 

Entonces F es una cara de C. 

Demostración: Por (l.3.1O), tenemos que F es un cono. Así, sólo nos falta 

probar que, si x E F, Y E e, x - y E e entonces y E F. 

Como x E F entonces 3 Z E con(S) tal que ii :s x :s z. Como ii :::; y :s x :s Z 

entonces por transiti"idad ii :::; y :s z entollces y E F. 

Por lo tanto, F es una cara de C. • 
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Proposición 2.6. Sean e un cono en 1', F :9 e, v E F. Entonces, 

v es extremal en e si y sólo si v es extremal en F. 

Demostración: =) Sea v E F, v extremal en C. 

P.D. v es extremal en F. 

Supongamos que v = z + w, Z, w E F entonces z, W E e, de donde z, w E 

R+v. 

Entonces v es extremal en F. 

<==) Sea v extremal en F. Supongamos que v no es extremal en C. 

Sean z, w E e tales que v = Z + w, como v E F. z, w E e y v - Z = w E e 
entonces z E F ya que F es cara. De la misma manera z = v - w E e, y como 

F es cara entonces w E F, pero v es extremal en F entonces z, w E R+v. 

Por lo tanto, v es extremal en c. • 
Proposición 2.7. Sea e un cono en V Si v E l' extremal en e entonces 

ray(v) es cara de C. (Ver definición de ray(v) en (1.1.12)). Observemos que 

ray(v) = con(v). 

Demostración: P.D Si x E con(v), y E e, x - y E e entonces y E con(v). 

Como x E con(v) se tiene que 3A > O, x = Av = (Av - y) + y, entonces 

z := x - y = Av - Y E e, entonces x = z + Y E e, z, y E e como v es extremal 

entonces x es extrema!. de donde y E con(v). • 
§3. Conos poliédricos. 

En la presente sección daremos algunos resultados para conos poliédricos. 

Recordemos que e ~ V cono es poliédrico si a lo más tiene un número 

finito de vectores extremales. (ver (1.3)). 

Proposición 3.1. Sea l' de dimensión finita. Sea e <;; V un cono. e es 

poliédrico si y sólo si e contiene un número finito de caras. 

Demostración: =) Sea e cono poliédrico, es decir, e tiene sólo un número 

finito de rayos extremales, digamos T. 

45 



P.D. e tiene un número finito de caras. 

Por (2.6), si F es una cara de e, entonces los extremales de F lo son 

de e y por (1.4), F está generado por sus extremales. Entonces (como e 
es poliédrico), el número de caras de e es a lo más 2:;=1 Cj, donde ej = 
jU-l)";\J-r+l) = # de combinaciones de r elementos en j. 

Así, e contiene un número finito de caras. 

=) Por la proposición (2.7) tenemos que para todo vector v E C ex­

tremal, el con(v) es cara de e y por hipótesis sabemos que C contiene un 

número finito de caras, entonces e tiene un número finito de vectores ex-

tremales. • 
Teorema 3.2. (M. Takane) Si e ~ \f = IRn cono entonces existe C cono 

poliédrico tal que C ~ C ~ \f. 

Demostración: Por 11 . 11: \f --+ IR denotaremos a la norma euclidiana y por 

(-, -) : Vx\' --+ IR el producto interno asociado a 11 . 11. 

Demostraremos el teorema en varios pasos. La idea es encontrar un hiper­

plano H tal que C n H es compacto, entonces C n H ~ Cubn- I cubo n - 1-

dimensional. Entonces C ~ e = con(eubn - I ) poliédrico. 

Podemos suponer que e es sólido, si no trabajamos con (e). 

I.SeaD :=conv{y E C 111 y 11= 1) la em'olvente convexa de {y E e 111 y 11= l}. 

P.D. '0 (j'. D. Supongamos que O E D entonces O = 2::=1 a,xi con O ::; ai ::; 1, 

2: ai = 1, 11 Xi 11= 1, ver figura (1). 

x, ~--*---7 x) 

Figura I 

P.D. Vi, Q, = O. Se demostrará por inducción sobre [. 
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Si e = 1, entonces ",X, = O entonces (como X, '" O), '" = O. 

Si f > 1, si 31 S; i S; l tal que D, = O entonces por hipótesis de inducción 

se tiene 'Ij, D) = O. Entonces podemos suponer 'Ij, D) '" O entonces -e " 
-",x' = I:f:: D,X, E e entonces (como en (-e) = {O}) "'X, = O, entonces 

(como Xl '" O) Di = O, contradicción (pues Dl '" O). 

Por lo tanto O C/. D. 

11, Es sabido: 

Lema 3,2,1, [E} Sea D <;; ]Rn conjunto cerrado convexo. Para cada z E ]Rn, 

existe un único w, E D tal que 11 W, - z 11= infyED{1I y - z II}. Definimos 

PD(Z) := w,. 

Sea H = {y E V I (y, u) = l}, donde u = (x:x) = (x~~;~x) y X := PD(O), el 

hiperplano que contiene a x y es ortogonal a la línea que une a X y -x, que es 

también la línea que une a x y O, (pues H = Ho + x), ver figura (11). 

'x 

figura II 

Observemos que O E Ho := {y E ji I (y. u) = O}. 

P.D. H = Ho + x. 

<;;) Sea z E H. P.D. z E Ho + x. 

Como Z E H entonces (z, u) = 1 entonces (z - x, u) = (z, u) - (x, u) = O 

entonces z - x E Ho entonces z E Ho + x. 

2) SeazEHo+x. P.D. zEH. 

Como z E Ho + x entonces 3 y E Ho tal que z = y + x entonces (z, u) = 1 

entonces z EH. 
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Recordemos que 

H+ := {y E F I (y. u) ~ l}. W := {y E 111 (y, u) ~ l}. 

lII. P.D. D <:;; H+ 

Por construcción de H. x E H. 

Supongamos que D 1': H+ entonces 3z E (H- \ H) n D. Como x, z E D 

entonces (ya que D es convexo) J:,(= segmento que une a x con z) <:;; D, 

además f., <:;; TI := plano generado por (z, x, O). 

Si tomamos 8 1Ixl.(0)nTI =: Be H-. Esto es pues de hecho 8I1xll(0) <:;; H- : 

sea y E 8 I1xll (0) entonces II y II~II x II entonces (y, y) ~ (x, x). Tomemos 

O ~ (y - x, y - x) = (y, y) - 2(y, x) + (x, x) entonces 2(y, x) ~ (y, y) + (x, x) ~ 

2(x, x) entonces 1 ~ i~:=! = (y, u). Por lo tanto y E H-. 

Entonces L corta a B en dos puntos (pues z '1- H entonces L no es tangente 

a B y como z E H- entonces f., corta a B), entonces 3w E f., <:;; D tal que 

II w 11<11 x II entonces II w - O 11<11 x - O II contradicción (x = PD(O)), ver 

figura (lILa). 

Por lo tanto, D <:;; H+ 

-x 

figura lILa 

Observemos que también, D <:;; Ht. De hecho en Ht \ Ho pues H+ <:;; 

Ht \ Ho, ver figura (IILb). 

IV. P.D. Ho n e = {O}. 

Supongamos que 3 z E Ho n C. 
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, , , 
: HO· , , , , , , , , ,D, , , 

'x , 
H , , 

HO 
o 

figura lIl.b 

Si z # O, entonces 11:1' E Ho n C (pues C es cono entonces 11:11 E C y Ho es 

espacio vectorial), esto implica que ~(z, u) = O. Por otro lado, 11:1: E D ~ H-r, 

es decir. (z. u) ~ 1. contradicción. 

Por lo tanto, Ho n C = {O}. 

Observación: Esto nos dice también que C ~ HTi. 
V. P.D. H n C es compacto. 

a) H n e es cerrado, pues es intersección de cerrados. 

b) Supongamos que no es acotado. Entonces 3 {Xm}mEN ~ H n C tal que 

11 Xm II~ m entonces (xm, u) = (x~x) (xm, x) = 1 entonces IILII (xm, u) = IILII ::; 

1-
m 

Como {II~:II }mEN ~ 5n
-

1 compacto entonces tiene una subsucesión que 

converge. Entonces 3 {,,:::lIliEN tal que limHoo 11:::11 = i, 11 i 11= 1, i E C 

(pues e es cerrado) con 11 xm , II~ m,. Ahora por continuidad (i, u) = 

lim,~oo(n:::II'u) = lim;~oo IIx~,II(Xm"U) = limi~oo IIx~,1I = O, (11 Xm.lI~ mi, 

O ::; -l' 1 l' ::; ...L, con lim;~oo ...L = O)entonces i: E C n Ho = {Ol contradicción 
¡Xm" m, m, 

(pues 11 i: 11= 1). 

Por lo tanto. C n H es compacto. 

VI. Como H n C es compacto y dim H := dim Ho = n - 1 entonces existe 

Cubn- 1 ~ H un cubo n - 1-dimensional tal que H n C ~ Cubn- 1, ver figura 

(VI). 

VII. Tomemos c:= con(Cubn- 1
) cono poliédrico. 

El conjunto de extrernales de e está contenido en {IR+t'; v ';yérticell de Cubn - l }, 

e = u:::1=J niV, 1 ( E N. n, ~ O. v, E Cubn
-

1
). 
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z 

Hn c--f---,4 

x 

figura VI 

Cubn- I tiene finitos vértices pues tiene un número finito de aristas, donde, 

cada vértice es la intersección de aristas. 

De hecho, demostraremos que si O '" y E e entonces 3A > O, v E Cubn - I 

tales que y = AV : sea O '" y E C, entonces O < y = L;=I <>iVi, ai 2: O, Vi E 

Cub"-I ~ H. 

Como (y, u) = L;=I a,(vi, u) = L;=I <>i '" O, sea [3:= (y, u) > O, entonces 

[3-ly E HnC ~ Cubn - I (pues (S-I y , u) = 1) Cubn - I ;) w:= [3-ly con y = [3U! 

entODces e ~ U'ER+ACubn
-

1 (es decir, e = U'Ei!+ACubn
-

I
). 

Por lo tanto. si y E e extremal entonces 3A > ° Ay E vértice de Cubn- 1 

VIII. C ~ C. 

Sea z E C entonces [3:= (z, u) 2: 1 entonces ([3-l z, u) = 1 (ya que [3 '" O) 

entonces [3-1 z E H n C ~ e entonces como [3 > O, z E C. 
Por lo tanto. para todo C cono. C ~ C cono poliédrico. 

• 
El siguiente resultado es consecuencia de la demostración anterior. 

Corolario 3.3. Sean C ~ l' = R" cono y w E l' tal que w '1. C. Entonces 

existe e cono poliédrico tal que C ~ e y w '1. C. 
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Demostración: Siguiendo la demostración del teorema anterior (3.2), constru­

yamos Ho hiperplano tal que HonC = {O} y Vz E C, (Ho+z)nC es compacto. 

Caso 1. Si w E Hii, entonces el cono poliédrico e del teorema sirve, es 

decir w!f. C. 
Caso 2. Si 3z E C tal que w E (Ho + z) entonces 3pn-l ~ Ho + z poliedro 

n-I dimensional tal que Cn(Ho+z) ~ pn-I y w!f. pn-l, ver (A.3.7.(a)). 

Sea e = con(pn-I), C ~ e y w!f. e, ver figura (3.3.a). 

w . 

figura 3.3.a 

Podemos, por ejemplo, construir a pn-I de la siguiente manera. Por la 

demostración del teorema (3.2) existe Cubn - I ~ Ho +z tal que (Ho + z) nC ~ 

Cubn - ' . Como (Ho + z) nC es compacto y w !f. C, entonces 3 H' hiperplano en 

Rn-,' tal que w E H'- \H' y (Ho+z)nC ~ H'+ entonces pn-I = H'+nCubn- l 

es un poliedro, ver figura (3.3.b). 

, , 
'H' 

figura 3.3.b 
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• 
Lema 3.4. Si e ~ e ~ l' conos entonces e'- ~ e'-. (Entonces, eH ~ 
eH). Donde e'- = {f E l" I f(x) ~ OV'x E ej, ver (/.2.5). 

Demostractón: Sea f E e~. P.D. f E C~. 

Como f E e'- entonces f(x) ~ O V'x E e, pero e ~ e entonces 

f(x) ~ O V'x E e, así f E e'-. 
Por lo tanto, e'- ~ e'-. • 
Daremos un ejemplo de cómo utilizar que todo cono está contenido en uno 

poliédrico. 

Teorema 3.5. Sea e ~ \' = IRn cono. Sea 1jJ el isomorfismo natural 

I'...'!'.., FU, v H .",(v) : F' --> IR, 9 E V', 9 H g(v). 

Entonces eH = ,p(e). 

Demostraci6n: a) e poliédrico, ver IP]. 

b) e ~ l' cono no necesariamente poliédrico. Veamos primero que 1jJ( e) ~ 
eLLo 

Sea v E e. P.D. w(v) E eLL
. 

Sea 9 E e.L entonces w(v)(g) = g(v) ~ O entonces 1jJ(v) E eH. 
P.D. eH ~ ",(e). 

Sea TI E e~~ entonces 3w E ¡r tal que v(w) = TI (pues 1jJ es isomorfismo y 

eH ~ ¡''') 
P.D. w E e. 
Supongamos que w ti. e, entonces por (3.3). existe e cono poliédrico tal 

que e ~ e y w ti. e. Entonces tf¡(w) E eH ~ eH = ¡P(C\ (por (a)) entonces 

por ser ¡j isomorfismo w E e contradicción, (pues w ti. e). 

Por lo tanto, w E e. 
Por lo tanto, eH = 1jJ(e). • 

§4. Conos finitamente cara-generados. 

Ahora. daremos las definiciones relacionadas con caras. 
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Definición 4.1. Sea e ~ l' un cono. Sea S ~ C. Se define 

cp(S) = n{F I F E ~(C). S ~ F}, 

es decir, cp(S) es la cara más peque,¡a de C que contiene a S (pues intersección 

de caras es cara). Llamaremos a I'(S) la cara generada por S. (Como e es 

cara, S ~ e entonces {F I F E ~(CI. S ~ F} # 0). 

Definición 4.2. Diremos que un cono e es finitamente cara-generado si 

:3 S finito tal que 1"( S) = e. 

Definición 4.3. Sea F~e. Si hay un conjunto finito S = {x" ... , xn } ~ e tal 

que F = cp(S), entonces F es llamado finitamente cara-generado. También 

se escribe F = cp(x" ... , In). 

Definición 4.4. Sea F ~ e. Si existe x E e tal que F = <p(x), decimos que 

F es una cara cíclica de e. 

Con lo siguiente se trata de ilustrar las definiciones antes dadas. 

Ejemplo 4.5. 

4.5.1. Sea l' = IR3, V+ el cono positivo en IR3 (ver (1.1.9)). Ahora, tomemos 

F, =.con(e"c,). F, = con(e,.e3) yF3 = con(e"e3)' F, cara i = 1,2,3. 

Sea S ~ F" S el paralelogramo cuyos vértices son v, = (1,1, O), v, = 

(1,2, O), V3 = (2, l. O), v, = (2,2. O), Yer figura (4.5.1). 

Así, <p(S) = F, (es decir, F, es la cara generada por S). 

4.5.2. Sea e como en (4.5.1), F = con (e" e,) y S = {e" e,} ~ F. 

F = <p(S) = <p(e" e,). Así, Fes finitamente cara-generado. 

4.5.3. Sea l' = IR'. 

Sea e = {AU + /lV I A. /l 2: O. A, /l E IR}, con u, v linealmente independien­

tes. Sea x E e, con x E intC. entonces e = <p(x), de este modo e es cíclico, 

pues si F <J e, entonces F ~ Be. 

Por lo tanto, e = ",(x). 
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+ v 
y 

figura 4.5.1 

4.5.4. Ahora daremos el ejemplo de un cono finitamente cara-generado, pero, 

que no es poliédrico. 

Sea e el cono de helado en R'. (Ver (U.U)). Las caras de e son: 

{O},e,F. = con(v), v E ae. Para u E in te se tiene <p(u) = e, ver figura 

(4.5.4). 

y...---, 

figura 4.5.4 

Lema 4.6. Sea \. un K -espacio vectorial, e C; F un cono sólido entonces e 
es jinitamente cara-generado. Más aún, es cíclico. 

Demostración: Como e es sólido 3 x E in te entonces por lema (2.4), la única 

cara de e que contiene a x es e, así <[(x) = e. • 
En seguida daremos algunos resultados para el operador 1'. 
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Proposición 4.7. Sea C un cono en ji. 

i) '1' es un operador cerrado (es decir, S ~ <p(S)). 

ii) <p(<p(S)) = <p(S). 

iii) S ~ T entonces ~h ~ ~Js. Donde :'fs = {F I F E :'f(C), S ~ F}, 

denota el conjunto de caras de C que contienen a S. Entonces, <p(S) ~ 

<p(T). 

iv) S = <p(S) si y sólo si S es una cara. 

Demostración: i) <p(S) = n{F I F E :'f(C) , S ~ F}. 

Tomemos el conjunto :'f s = {F I F E :'f( C), S ~ F}, entonces S ~ 

nFE"sF = <p(S). 

ii) ~) P.D. <p(<p(S)) ~ <p(S). 

Sea F cara tal que <p(S) ~ F Y por (i) S ~ <p(S), entonces S ~ F, es decir, 

:'f~(s) ~ :'fs, así <p(<p(S)) ~ <p(S). 

2) P.D. <p(S) ~ <p(<p(S)). 

Por (i), se tiene S ~ <p(S). Hagamos <p(S) = S', de donde S' ~ <p(S'). Es 

decir, <p(S) ~ <p(<p(S)). 

iii) Si S ~ T, entonces :'fT ~ :'fs, donde :'fs = {F I F E :'f(C), S ~ F}. 

Tenemos S ~ T ~ F '1 FE :'fT entonces FE :'fs, así :'fT ~ :'fs. Notemos que 

si:'fT ~:'fs entonces nFE"sF ~ nFEhF es decir, <p(S) ~ <p(T). 

iv) =) S = <p(S) entonces S es cara. 

=) Si S E :'f(C) significa S E :'fs, de donde S ~ nFosF ~ S, pero 

nFE"sF = <p(S). 

Por lo tanto, S = '1'( S). • 
Ahora probaremos más resultados, relacionados con el orden definido an­

teriormente en (1.3.1) sobre caras y conos. 

Teorema 4.8. Sea F :9 e ~ v. F cara de C cono ( por definición F es cono 

de V). Entonces 
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i) Si F:9 e, o S;F y; o S;C x S;C y entonces O S;F X S;F y. 

ii) Si G :9 F, F:9 e fi.e .. G E '3'(Fl] entonces G :9 e (transitividad). 

Demostración: i) P.D. x S;F y, (O S;F x si y sólo si x E F, ver (1.3.1)). 

Por hipótesis y E F, Y - x E e, y - (y - x) = x E e, entonces y - x E F 

ya que F :9 e, es decir, O S;F X S;F y. 

ii) P.D. Si G :9 F, F :9 e, entonces G:9 C. 

P.D. '1x,y E Y tales que x E G, y E e, x - y E e, entonces y E G. 

Sean x, y E V tales que x E G, y E e, x - y E C. Como G :9 F y x E G, 

entonces x E F. Como F :9 e y x E F, Y E e, x - y E e, entonces y E F. 

AdemáE, por (i), x - y E F entonces como (x E G, y E F, x - Y E F) Y G:9 F 

entonces y E G. • 
Observación 4.8.1. Para que el inciso (i) del teorema (4.8) ocurra es nece­

sario que F:9 e, no basta que F ~ e, con F, e conos, como veremos en el 

siguiente: 

Ejemplo 4.9. Veamos que existen F, e conos, F ~ e y x, y E F, tales que 

x - y E e, pero x - y 'le F. 

Sean V+ en R2 , el = (1, O), e2 = (0,1) Y 

F = {Ae2 + 1'(1, 1) I A, l' 2': O, A, l' E K}, F ~ c. 

Sean x = (1,1), Y = e2, x, Y E F. Entonces x - y = el, por lo que tenemos 

x - y = el E e, pero el 'le F, ver figura (4.9). 

-' F 

~y~ ... ' . 
. " v 

'. . , 

figura 4.9 
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Lema 4.10. Sean C <;; F cono y S <;; C subconjunto. Entonces ",(S) = {y E 

V 13z E con(5), ii:o; y:o; z} = (con(S) -c)nC, donde con(5) -C = {z-w 1 

z E con(5), w E Cj. 

Demostración: Recordemos que F:5! e por (2.5.7). 

Demostraremos que ",(5) = F. Observemos que S <;; F. Demostraremos 

que si 5 <;; C' :5! C, entonces F <;; e. 
Sea C':5! C tal que 5 <;; C'. Como 5 <;; C', entonces con(5) <;; C'. 

Sea y E F, entonces 3 z E con(5) <;; e con ii :o; y :o; z. Como y E C, z E C' 

y C' :5! C, entonces y E e. 
Por lo tanto, F <;; C' y ",(5) = F. • 
Del lema anterior se desprende el siguiente resultado. 

Corolario 4.11. Sea x E C <;; V cono. Entonces: 

",(x) {yEVI3¡J~0,O$y$¡Jx} (i) 

= {yEVI3¡J>0,O$y$¡Jx} (ii) 

{y E V 1 3 o> O, O $ oy :o; x} (iii) 

Demostración: Sea x E C. 

i) P.D. ",(x) = {y E V 13¡J ~ 0, ii:o; y:O; ¡Jx}. 

Sea 5 = {x}. Entonces por lema (4.10). se tiene ",(5) = {y E V 1 3z E 

can(x), O :o; y :o; z}, recordemos con(x) = 1R+ x, con lo que se tiene el resultado. 

ii) P.D. ",,(x) = {y E \'13¡J > O, O $ y:O; ¡Jx}. 

2) Por el inciso (i). 

<;;) Otra vez por (i), ",,(x) = {y E F13¡J ~ O, O $ y:O; ¡Jx}. 

Por lo tanto, basta demostrar que ii E {y 1 3 ¡J > O, ii $ y $ ¡Jx}. Pero 

ii $ x, pues x E C. Entonces V¡J > O, ii $ ¡Jx. 

iii) P.D. ",,(x) = {y E \'130 > O, 0:0; oy $ x}. 

Por (ii) se tiene que para y E ",(x), 3 ¡J > ° tal que ii $ y :o; ¡Jx, como 

¡J # ° y ¡J > O, entonces O $ ay :o; x, donde o = ¡J-l. 

Por lo tanto, ",,(x) = {y E l' 130 > O, ii $ ay:O; x}. • 
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Lema 4.12. Sea e <;: l' cono. Cada cara jinitamente cara·generada de e es 

cíclica. 

Demostración: Sea F = ",(Xl, ... , X n ), y Z = Xl + ... + Xn, así, Z E F, por lo 

que ",(z) <;: F. Para i = 1, .... n. O :o; X, :o; z, de donde Xi E ",(z), y por (4.1), 

F <;: I"(z). Entonces F = ",(z). 

Por lo tanto, F es cíclica. • 

Ejemplo 4.13. Sea IN <;: IR2 el cono positivo. Sea X E V+, con X = (1,1) Y 

tenemos l"(e¡,e2) = 1"((1, 1)) = \'+ 

4.14. En seguida, daremos un ejemplo de un COllO que no es finitamente 

cara-generado. 

Sea V = $nEN IR = {x E V I 3 e tal que 'In ~ l, X n = O}. 

Recordemos que 1'+ = {x E l' I Vi E N, Xi ~ O} <;: 1', es un cono en V, 

ver (1.1.10). Entonces F+ no es finitamente cara-generado. 

Demostración: Supongamos que V+ es finitamente cara-generado) entonces 

por el lema (4.12) existe X E V+ tal que I"(x) = 1'+, pero para x E V+ se 

tiene que 3f tal que 'In> f ,Xn = O, entonces por (4.11.(i)) I"(x) = {y E V I 
3.8 ~ O, 0:0; y:O; ¡Jx} pero V¡J > O, 0:0; el+! 10 ¡Jx. 

Por lo tanto, 1'+ no es finitamente cara.generado. • 
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§5. Caras vs. V-caras. 

En esta sección compararemos nuestra definición de cara con la dada por 

Vandergraft en [V]. 

Recordemos de (2.1) la definición de cara. 

Definición 5.1. Un subconjunto F no vacío de un cono C es una cara de C 

si: 

a) F es un cono. 

b) x E F, Y E C y x - y E C entonces y E F (es decir, x E F, O ~c y ~c 

x entonces y E F ). 

5.2. Sub conos y definición de cara de Vandergraft. 

Definición 5.2. Decimos que C' es un subcono de C si C' es un cono con­

tenido en C. 

Ejemplo 5.2.1. Sea C = con((I, 1), (1, O)) Y definamos, C' = con((2,1)) el 

cual sabemos es un cono, además C' ~ C ya que \f x E C' se tiene que x = 

A(2, 1) E C. Entonces C' es un subcono de C. 

Definición 5.2.2. Un sub cono extremal de C es un subcono generado por 

algún subconjunto de vectores extrema/es de C. 

Ejemplo 5.2.3. En los siguientes ejemplos tomamos V = IR3, V+ ~ IR3 el 

cono positivo. 

5.2.4. Sea F = con(e¡) que sabemos es un cono y F ~ V+, así F es un 

subcono, además el es un vector extremal, así con(e¡) es un subcono extremal 

de V+, ver figura (5.2.4). 

5.2.5. Sea F = con(e,. e3), el cual sabemos es un cono tal que F ~ V+, así F 

es un subcono de F+, también tenemos que e2, e3 son vectores extremales de 

¡'*, de este modo F es un subcono extremal de \1+, ver figura (5.2.5). 
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...-'----> 

F=rontrl 

figura 5.2.4 

F-r'(J6f(t~1 

'> 

figura 5.2.5 

5.2.6. Sea F = con(e¡, (1, 1,0)) el cual es un subcono de V+, pero no es un 

subcono extremal, ya que el no genera a F, el es el único vector extrema} 

contenido en F y (1,1, O) no es extrema!, ver figura (5.2.6). 

5.2.7. En este ejemplo, sea \f = ]R3, e = con((±l, 0, 1), (O, ±l, 1)), Y tomemos 

F = con((l,O,l),(-l,O,l)). Entonces F es un subcono extremal, ver figura 

(5.2.7). 

Siguiendo a \'andergraft, [\'[. daremos la siguiente definición. 

Definición 5.3. Una V-cara de e es un subcono extremal de e contenido en 

ac. 

y 

" 
\ 

figura 5.2.6 
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(0,-1,1) 

, , 
(.1,0,1) / 

, 

(0.1.1) 

figura 5.2.7 

5.4. En el ejemplo que sigue se ilustra la definición de V-cara. 

5.4.1. Sea V = ]R', V+ ~ IR' el cono positivo. 

a) Sabemos que F = con(e¡) es un subcono extremal de V+, además F ~ av+ 

así F es una V-cara de V+. 

b) Sea F = can(e2,e,) el cual por (5.2.5) es un subcono extremal de V+, 

además, F ~ av+ así, F es una V-cara. 

5.4.2. Sean e = can((±l, O, 1), (O, ±1, 1», F = can ( (1, 0,1), (-1, 0,1». En­

tonces por (5.2.7) sabemos que F es un subcono extremal, sin embargo, F \l: 
ae. Por lo tanto, F no es V -cara. 

Observación 5.5. La raZÓn por la cual dimos la definición de cara dada por 

Vandergraft, es que queremos comparar dicha definición con la nuestra, (dada 

por H. Schneider). En (5.7) demostraremos que si F <l e cara propia de e, 
entonces F es V-cara. Pero, como se verán en los ejemplos siguientes, e ~ \f 
puede o no ser cara del mismo e. 

Ejemplo 5.6. 

5.6.1. Sea j' = 1R2
, e = con((L 1). el) cono en F. 

Sabemos que e es una cara, con nuestra definición. ahora, e está generado 

por (1,1), el que son vectores extremales, así e es un subcono extremal, pero 

e \l: ae de este modo e no es una \'-cara, ver figura (5.6.1). 
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figura 5.6.1 

5.6.2. Sea ji = EanEN IR. ¡:+ = {v E ji I v; ~ 0, Vi E N} cono de V, además 

\'+ es cara de ¡:+, con nuestra definición. Ahora V+ = con(e¡, e2, ... ) donde 

cada el es extremal, el = (O, ."\ 11', 0, ... ). así, V+ es un cono extremal, además 

se demostró que V+ = 8\'+ entonces 1'+ ~ av+ y V+ es una V-cara. 

Demostremos pues, lo siguiente: 

Lema 5.7. Sea V de dimensión finita. SeaF =1 c. S¡F es cara deC entonces 

F es V-cara. 

Demostración: Supongamos que F es cara, es decir, F es cono y si x E F, Y E 

C, x - y E C entonces y E F. 

P.D. F es V-cara. 

P.D. F es sub cono extremal y F ~ ac. 
e,DmO F es cara entonces F es un cono, así F es generado por sus vectores 

extremales, ver(1.4). Ahora, por (2.6), como F es cara entonces todo vector 

extremal de F 10 es de e, entonces F es un subcono extremal. Además por 

lema (2.4) sabemos que si F es cara propia entonces F ~ ac. Por lo tanto, F 

es una \' -cara. • 
5.8. Este ejemplo fue tomado de [BS¡' que nos muestra F ~ C conos tales que 

F es una Y-cara de e pero no es cara con nuestra definición. 

Sea l' = R', C = con((±I, 0.1, O), (O, ±1, 1, O), (O, 0, 0.1)). 

Sea F = con((1.0, 1.0), (-1,0.1,0)). El hecho de ser C, F conos, es claro, 

así como F es un su bcono extremal. 

62 



Veamos que F no es cara con nuestra definición. Recordemos que F es cara 

si x E F, Y E C, x - y E C entonces y E F. 

Sean x = (O, O, 4, O) = Q(l, O, LO) + 3( - LO, 1, O) E F, con a = fJ = 2, 

Y = (O, -1,3, O) = (0,1,1, O) + 2(0, - L L O) E C, 

De donde x - y = (0,1,1, O) '/. F, es decir, x - y E C \ F. Por lo tanto, F 

no es cara. 

Ahora veamos que F es \'-cara, para esto necesitamos que F ¡;; oC, es 

decir, si v E F entonces v E oC (es decir,Vr > O, B,(v) n Col 0 y B,(v) n 
(IR' \ C) # 0). Sea r > O, tomemos v E F. v = (>' - j1, O, >. + j1,0), >.,j1;::: O 

Y sea w := v - ~e4 '/. C. Calculemos 11 v - w 11=11 (O, O, O,~) 11= ~ < r. Así, 

w E B,(v) (es decir, B,(v) n (IR' \ C) # 0). Por lo tanto, F ¡;; ac. 
Por lo tanto, F es V-cara. 

Ahora, veamos cuándo e es cara con la definición de Vandergraft. Antes, 

observemos que, e siempre es generado por sus vectores extremales (proposición 

1.4), pero no siempre ocurre que C ¡;; ac. 

Lema 5.9. Sean V de dimensión finita y C ¡;; F cono. 

a) Si C es sólido entonces C \1: ac, así C no es V-cara. 

b) Si C no es sólido entonces C ¡;; ac, así C es V-cara. 

Demostración: a) Como C es sólido entonces intC # 0, es decir, 3 x E C, 3 r > O 

tales que B,(x) e C. 

Por lo tanto, C \1: oc. 
b) Por hipótesis C no es sólido entonces intC = 0. 

P.D. C ¡;; ac. 
Sea x E C. Demostremos que x E ac, (es decir, Vr > O, B,(x) n (I! \ C) # 0). 

Supongamos que existe r > O tal que B,(x) n (I! \ C) = 0 entonces x E 

B,(x) ¡;; C entonces x E intC contradicción, ya que intC = 0. • 
§6. Candiciones de Cadena Ascendente. 
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Definición 6.1. Sea C un cono en 1'. El cono C tiene la condición de 

cadena ascendente en caras. ce A, si no existe cadena infinita de caras 

Fo <1 F, <J ... <J C. 

Definición 6.2. Sea C un cono en l'. Sea p E N. Se dice que C tiene lon­

gitud de cadena p si hay una cadena de caras en C de longitud p (i.e., 

Fo <J F, <J ... <J FpJ, Y no hay cadena de caras de longitud p + 1. 

Ejemplo 6.3. Sean l' = IR',}{ = IR. SeaC= {>.v+I'w I >',1'2': O, >',1' E iR}, 

con v. ti' linealmente independientes. 

Sean Fo = {O}, F, = {>.V I >. 2': O, >. E K} Y F2 = C. Cada Fi , i = 0,1,2 

es cara, con Fo <J Fl <l F2 . 

e tiene CCA en caras, por el lema (6.5). Además, e tiene longitud de 

cadena 2, ya que no existe F3 tal que Fo <J ••• <J F3' (Por corolario (6.8). 

Ejemplo 6,4, A continuación daremos el ejemplo de un cono sin CCA. 

Sea V = EElnEN IR. Sean V+ = {v E V I Vi 2': O, Vi E N} cono de V y 

V¡+ = {v E 1'+ I Vi = O. Vi ti. I} cara de 1'+, donde 1 ~ N. Demostraremos 

que 1'+ no tiene CCA. 

Demostración: Definamos 1, := {l, ''', i}. i E N, 1, e li+', Vi E N, de donde 

tenemos I ~~ = {r E 1'+ I v, = O, Vi ti. l} cara de V+ , Vi E N tal que 

I '¡+ <J \ '¡+ • entonces: 
, .+1' 

\ 'í~ <J \'/~ <J .•• 

Así. \"+ no tiene CCA. • 
Lema 6,5, Sea e un cono en F. Entonces las siguientes condiciones son 

equivalentes. 

a) e tiene CCA en caras. 

b) Cada cara de e es finitamente cara-generada. 
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Demostración: a) ==} b) Sean C con CCA en caras y F:'::l C. 

P.D. F es finitamente cara-generada. 

Supongamos que F no es finitamente cara-generada. 

Entonces construiremos por inducción una cadena infinita de caras de F. 

Como F no es finitamente cara-generada implica que si {Xl, o •• , xn} ~ F, 

<p(x¡, ... ,xn) <J F. 

Sea x¡ E F, definamos F¡ := <p(x¡) <J F. 

Sea x, E F \ F" definamos F, := <p(x¡, x,) de tal manera que F¡ <J F, <J F. 

Supongamos que tenemos definido Fn := <p(x¡, ... , Xn)' tal que F¡ <JF2<J···<J 

Fn <J F. Como Fn <JF entonces existe xn+¡ E F\Fn, sea Fn+¡ := <p(x¡, ... , xn+¡). 

De esta manera tenemos, F¡ <J F2 <J ... cadena infinita de caras de F, pero 

para toda i, Fi <J F:'::l C, entonces, por (4.8.(ii)), Fi <J C pero C tiene CCA 

para caras. Contradicción. 

Por lo tanto, cada cara de C es finitamente cara-generada. 

b) ==} a) P.D. C tiene CCA en caras. 

Si F ~ e, se tiene que F es finitamente cara-generada, es decir, F = 

<p(x¡, ... , Xn) = <p(S), para algún conjunto finito S = {X" ... , Xn}. 

Sea F¡ :'::l F2 :'::l ... :'::l C cadena ascendente de caras en C. Entonces para 

toda.i existe Si finito tal que F; = <P(Si). Sin pérdida de generalidad podemos 

suponer que S¡ <;; S, <;; .... 

Sea F := <P(UiENS¡) entonces existen X¡, ... ,Xl E UiENS, tales que 

F = <p(x¡, ... ,Xl). Además 3n E N tal que X¡, ... ,Xl E Sn, de donde para 

toda m 2: n, F ;2 Fm = <p(Sm) ;2 <p(Sn) ;2 F. Entonces para toda m 2: 

n, Fm = F. 

Por lo tanto, C tiene CCA en caras. • 
El siguiente corolario es inmediato del lema anterior. 

Corolario 6.6. Sea C un cono en F. Entonces las siguientes condiciones son 

equivalentes. 
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1) C tiene CCA en caras. 

2) Cada cara de C es cíclica. 

Demostración: 1) ==> 2) Por hipótesis C tiene CCA en caras, entonces por 

el lema (6.5) cada cara de C es finitamente cara-generada y por el lema (4.12) 

cada cara de C es cíclica. 

2) ==> 1) Sea F ~ C. Como F es cíclica, se tiene que existe x E C tal 

que F = cp(x) , donde S = {x}, así F es finitamente cara-generada y por el 

lema (6.5), C tiene CCA en caras. • 
Lema 6.7. Sea F ~ C. Entonces F = C n (F), donde (F) denota al R· 

subespacio vectorial de V generado por F. Ver (l.5). 

Demostración:!;;) Se tiene F !;; C y F!;; (F) entollces F!;; C n (F). 

2) Sea x E C n (F), entonces O $c x = y - z, con y, Z E F. De donde 

O $c x $c y, entonces x E F, por ser F cara. 

Por lo tanto, F = C n (F). • 
Corolario 6.8. Si K = R Sean C un cono en 17, dim 17 = n. Entonces C 

tiene longitud de cadena menor o igual a n. En particular, C tiene CCA en 

caras. 

Demostración: Sea Fl <J F, <J .•• <J C una cadena de caras, además para cada 

F, se tiene que F; = Cn (F;), por (6.7) Y como F, <J F,+l se tiene que Cn (F,) !;; 

Cn (F,+l)Vi E N. 

Entonces (F1) !;; (F,) !;; ... !;; (C), lo que implica que existe N E N tal 

que Vi 2: N, (F;) = (F,+l), de donde F. = Cn (F,) = Cn (F,+l) = Fi+l' 

Por lo tanto, la longitud de cadena es a lo más la dimensión de C y dim C $ 

dim ji, ver definición de dimC en (1.1.5). • 

Ejemplo 6.9. El siguiente es un ejemplo de cono de dimensión infinita con la 

CCA. 
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Sea V = {(x,),>o 1 x, E IR, 3t E N,3c E IR tal que Vi;:>: l, x, = e}, que es 

un IR-espacio vectorial. 

1) Definamos 11 ' 11: V --> IR de la siguiente manera 11 (x,),?O 11:= l¿,?o~' 
En (A.3.4), se demuestra que 11 ' 11 es una norma, , 
2) Tomemos e := {(x,),?O E ¡' 1 xo ;:>: 0, x~ ;:>: ¿'EN ~}, Demostraré que e 
es cono, El cono de helado infinito, 

3) ae = {(x,),?O E ¡'I xo ;:>: 0, L'?l ~ = xn, 
3,1) Corolario: Sea x E e tal que 11 x' 11< xo, donde x' = (O,x¡,x" ".) 

entonces x E inte. 

4) Para todo v E ae, v es extremal. 

5) Las únicas caras son {O}, e y ray(v), V v E ae. 
6) e tiene CCA. 

Demostración: Antes, observemos que: x = (x,),?O E e entonces 11 x' 11::; xo, 

donde x' = (O, x¡, x" ".) (es decir, x' = x - xoeo, eo := (1,0, ".)). 

2) P.D. e es un cono. 

a) P.D. e es cerrado. 

Por (A.2.2), basta demostrar que si (z{n) = (Z!n))'ENu¡O¡)nEN ~ e sucesión 

tal que (Wl)i~O = W = limn-;.oo z(n) existe, entonces w E C. 

P. D. w E C. Como w = limn-too z(n) entonces Wo = lillln-+oo Z6n
) ~ O pues 

Vn, zi,n) ;:>: O. Además, w' = limn~oc Z{n)' entonces 11 w' 11'= limn~oo 11 Z{n)' 11' . 

Ahora, Vn E N.II Z{n)' 11'::; (z¿n)),-

P.D. w~ ;:>:11 w' 11' . Si IIw' 11'> w~. sea r ::; ¡'W'¡:;-w3, entonces 3N E N 

tal que V t ;:>: N, 111 z{/)' 11' - 11 w' 11'1< r. Entonces ve ;:>: N, 1 z¿t) - Wo 1> r 

contradicción (pues Wo = limn -+oo z6")). 

Por lo tanto, 11 w' 11'::; w~. Por lo tanto, w E e. Por lo tanto, e es cerrado. 

b) P.D. e + e ~ e. 
Sean x = (x,),~o, y = (y,).?O E e. P.D. x + y E e. 
Como x, y E e. entonces 11 x' + y' 11::;11 x' 11 + 11 y' 11::; xo + Yo, entonces 

11 x' + y' 11'= L.>l Ir,;.",I' ::; (xo + Yo)' )' como xo, Yo;:>: ° entonces xo + Yo ;:>: ° 
entonces x + y E e. 
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e) P.D. aC ~ C. 

Sea x = (x,),>o E C. Q ~ O. P.D. ax E C. 

C O "x2 
2 ,,(Qxd2 

amo Xo ~ entonces aIo 2: O. L..,>l ~ ~ Xo entonces L..i~l 2' = 
, " x' " ( )' - C a L..l2:1 ~ S Q IO = axo . entonces nI E . 

d) P.D. -CnC = {O}. 

2) Es claro. 

~) Sea (x,),~o = x E Cn( -C) entonces 3 w = (Wi)i~O E C tal que x = -w, 
x' entonces O S Xo = - Wo S O entonces xo = O de donde O S Li~1 ~ S O 

entonces Xi = O, 'Vi (ya que x; ~ O). 

Por lo tanto x = O. 

3) Por demostrar, ac = {(X;)i~O E l' 1 Xo ~ O, x~ = Li~1 ~ j. 
2) Sea 11 E C tal que Li~1 ~ = V5 entonces (como Vo ~ 0),11 (O, VI, ... ) 11= Vo· 

Si V = O, entonces v E ac. 
Supongamos que V # O. Sea r > O. 

P.D. 0 -¡ B,(v) n (F \ C). 

Como v # O entonces 11 v 11> O y Vo > O. Sea f suficientemente grande tal 

que v, - í ~ O. Ahora definamos x = (X¡)i~O, donde 

si i ~ 1 

si i = O 

Ento~ces 1I v - x 11= i < r y ¿¡el ~ = ¿i2:1 ~ = V5 > (va - ¡)2 l es decir, 

x El' \ C. , 
~) Es equi\'alente a demostrar que si v = (Vi)i~O E C es tal que Li~1 ~ < v;3, 
entonces 3r > O, B,(v) ~ C. 

Sea l' E C tal que L'~I ~ < v;3. 
S " .- (O' .) t 11' 11 < S .- v,-I'v'lI ea 1.- . VI ..... VI •••• en onces v Va. ea T.- 2 . 

Sea x E B,(v), como 11 v - x 11< r entonces (xo - v,)' + Li~1 (x,;~,!, < r'. 

Entonces 1 TO - Vo 1< r, 11 x' - v' 11< r, donde x' = (O,XI, ... ,Xi, ... ). , 
Entonces O SI: x' 11< xo y L'~I ~ < x5, Xo ~ O. 

Por lo tanto, B,(v) ~ C. Es decir, v E intC. 
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Por lo tanto, ae = {v = (v,),~o 1 I:i~1 't. = vn· 

3.1) Si x E e, tal que 11 x' 11< Xo entonces x E inte. 
Tenemos que x E e y x 'le ae pues li x' 11 < Xo entonces x E inte (pues e 

es cerrado). 

4) Para todo v E aC v es extrema!. 

Sea v = (V,)i~O E ae entonces V5 = I:i~1 't. entonces (como va ~ O) 

va =11 (O, VI, ... ) 11 . 
Supongamos que existen x = (x,),~o, y = (Y,)i~O E e tales que v = x + y. 

P.D. x, y E lRv. 

Como x,y E e entonces (comoxo,YO ~ O),xo ~II (O,XI, ... ) 11. 
Yo ~II (O,YI,"') 11· Definamos x' := (D,x¡, ... ), y':= (O,y¡, ... ). 

Ahora, (xo + Yo) = va =11 x' + y' IISII x' 11 + 11 y' liS Xo + Yo· Entonces 

11 x' + y' 11=11 x' 11 + 11 y' 11 y por (A.3.5(ii)), x' E JR+y', es decir, 3 A ~ O, x' = 

Ay'. 

Falta demostrar que Xo = Ayo. 

Como O S Xo + Yo =11 x' + y' 11= (A + 1) 11 y' lis (A + l)yo entonces Xo S Ayo. 

Supongamos que Xo < Ayo, entonces A 11 y' 11=11 x' liS Xo < Ayo, entonces 

11 y' 11< Yo· Además, xo+Yo =11 x'+y' 11= (>.+1) 11 y' 11=11 x' 11 + 11 y' 11< xo+Yo 

contradicción. 

Por lo tanto, x = Ay entonces x, y E lRu. 

Por lo tanto, e ~ ~' es un cono, donde Vx E ae, x es extrema!. 

5) P.D. Las únicas caras son {Oj, e y ray(u), Vv E ae. 
Sea F <l e entonces por (2.4) F ~ ae, entonces (por (4)) Vv E F, ves 

extrema!. 

P.D.:!v E e tal que F = ray(v). 

Supongamos que 3 x. y E F linealmente independientes (donde x '# O '# y). 

Entonces x + y E con (x, y) ~ F Y como x + y es extremal (ya que F ~ ae), 
entonces x E lR~y contradicción, (pues x, y son linealmente independientes). 

Por lo tanto. 3v E e, F = ray(u). 

Por Otro lado. por (2.7), si v E e extremal. entonces ray(v) es cara de e. 
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6) P.D. C tiene CCA. 

Por (5), las únicas caras de C son {O}, C, y ray( v), v E ac, entonces las 

cadenas más largas son {O} <l ray(v) <l C. 

Otra demostración de (6): demostramos que 'IF:9 C, F es cíclico. 

a) C es cíclico, sea v = (3,1, ... 1, ... ) E intC, pues Li21 ~ = 1 < 3. Por lo 

tanto, l' E C, y por (3), v E in/C. 

Por lo tanto, C = cp(v). 

b) Si x E ac, entonces ray(x) <l C. 

Por lo tanto, ray(x) = cp(x). 

Por lo tanto, C tiene CCA y dim V es infinita. 
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Capítulo III. Teoría topológica para conos y 

operadores positivos. 

En este capítulo estudiaremos lo relacionado a la topología algebraica relativa a 

conos, la cual en algunos casos no coincide con la topología usual (euclidiana), 

también veremos, cuando estas topología.;; coinciden. Además1 estudiaremos 

lo relacionado con los operadores (positivos, irreducibles y fuertemente irre­

ducibles). Daremos algunos resultados para estos operadores, uno de ellos 

es que bajo ciertas hipótesis, los operadores irreducibles y fuertemente irre­

ducibles son los mismos. Demostraremos también que nuestra definición de 

irreducibilidad y la de Vandergraft coinciden, a pesar de que las definiciones 

de cara y V-cara son distintas. 

§ 1. Teoría topológica algebraica relativa a conos. 

En la presente sección, estudiaremos la teoría topológica algebraica relativa 

a conos, también, haremos algunas observaciones de cuándo ésta coincide con 

la topología usual (euclidiana). 

Iniciemos dando las siguientes definiciones. 

Definición 1.1. Sea e un cono en V. El interior algebraico relativo de 

e es denotado por rai ve y está definido de la siguiente manera: 

rai,·e = {x E e I \1 Y E (e) 30. > 0, x + o.y E e} . 

Si no hay confusión utilizaremos raiGo 

Definición 1.2. Sea e un cono en V. La cerradura algebraica de C, de· 

notada por acle y está definida como: 

acle = {y E \' I 3 x. E 1', Y + ex. E e, \1 e E (O, l]). 

Definición 1.3. Sea e un cono en V. La frontera algebraica relativa de 

e es denotada por rab ve y está definida por: 

rab,.e = acle \ raie . 

Si no hay confusión utilizamos rabC. 
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Observación 1.4. Sea C <; l' cono, como C es cerrado, entonces aclC = C. 

En particular, rabC = C \ raiC. 

Demostración: <;) Demostremos aclC <; C. 

Sea y E aclC entonces existe Xv E l' tal que para toda Q E (0,1] se tiene 

y + QXy E C entonces limn .... oo y + ~ x y = y E C, pues e es cerrado. 

Por lo tanto, aclC <; C. 

2) Ahora, probemos e <; acle. Es claro, (pues para toda y E e, tomamos 

~=D). • 

1.5. Ejemplos de las definiciones anteriores. Sea e cono, e <; iR2 . 

1.5.1. Sea C = {'xvi>' 2: 0, >. E iR}, v E iR', V"" D. Entonces, (e) = {'xvi>' E 

iR}. Entonces, raie = e \ {D}, acle = e y rabC = {D}, ver las figuras 

(1.5.1.a,b y e). 

Demostración: P.D. raiC = C \ {D}. 

Primero probemos D ~ raie. Sea y = Jlv E (e) con Jl < ° entonces para 

toda Ey > 0, D + EyY < D, de donde para toda Ey > ° se tiene 0+ EyY ~ C. Así, 

D ~ raie. 

Por lo tanto, raiC <; C \ {D}. 

Ahora, probemos C \ {O} <; ~aiC. Sean X E e \ {D} y y E (e) entonces 

existe>. > 0, Jl E iR tales que x = >.v, y = JlV, si Jl 2: ° entonces sea fy = 1. Si 

Jl < ° se tiene que para toda ° < Ey ::; -~, >.v + EyJlU E C. 

Por lo tanto, raiC = C \ {O}. 

Tenemos, acle = C por (1.4) y rabe = ac/C\ raiC = e\ {e\ {O}} = {D} . 

• 
1.5.2. Sea C = {.xv + JlU."I>', Jl 2: 0, >., Jl E iR} <; iR?, v, w E iR', con 

V. w linealmente independientes. Donde, (C) = iR>' Entonces raie = e \ 

{.xv, >'wl>' 2: O}, es decir, raiC = intC. acle = e nuevamente por (1.4). Y 

rabe = {.xl', >'u'¡>' 2: O} = ac. 
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figura 1.5.1.a 

, 

figura 1.5.l.b 

Demostración: P.D. raie = e \ {Av, >'wl>' 2: Oj. 

2) Sean x E e \ {Av, >'wl>' 2: O}, Y E (e) entonces existe r'> O tal que 

B,(x) ~ e, y existe>. > O tal que >.y E B,(O), sea lO, = r entonces X+é,y E e. 
De donde, e \ {Av, >'wl>' 2: O} ~ raie. 

~) P.D. \/ >. 2: O, >.v, >.w '/. raíe (es decir, raíe ~ G \ {Av, >.w h~o). 

Primero, probemos que >.v '/. raiGo Para toda >. 2: O, para toda 'w > 

O, >.v - éwW '/. G (ya Que v y w son linealmente mdependientes y extremales) 

entonces para toda>. 2: O, >.v '/. raie. 

Similarmente >.W '/. raíG, \/>. 2: O. 

, 

/ 
¡ 

robe-IÓ} 

figura 1.5.1.c 
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Por lo tanto. raíC = C \ {Al'. 'xwl'x 2: O}. 

Por último. rabe = arlC \ raiC = e \ (e \ {,Xv, ),wl), 2: O}) = {),v, ),wl), 2: 

O} = oC. • 

1.5.3. El siguiente ejemplo muestra un cono C <; V tal que raiC 

0, rabe = C \ míC = C y aclC = C. 

Demostración: Sean \. = 6 nEN lR. 1'+ = {v E V I vi 2: O 'i i E N} cono de V 

Sólo demostraremos. rall'- = 0, pues aclC = C por (1.4), y rabC = C 

por ser raiC = 0. 

Sea x E F+, X = (r, )'EN entonces :3 f E N tal que Xi = O 'i i 2: l, sea 

y = X - e, E (V+). Entonces 'i)' > O, X + ,Xy = x + ),x - ),e, = (XI + 

'xX¡, ... ,XI_I +),XI_I,-'x,O, ... ) 't Ir-. Por lo tanto, x'traiV+ 

Por lo tanto, rail ,+ = 0. • 
Proposición 1.6. Sea l' un K . espacio vectorial con dim V = n. Si C es un 

cono sólido en ji, entonces raiC = intC. 

Demostración: 2) P.D. intC <; raiC. 

Sea v E intC entonces existe r > O tal que B,(v) <; C. 

P.D. l' E raiC. 

Sea Z E (C) entonces (ver (1.3.8» existe f, > O tal que v + f,Z E C de 

donde, v E raiC. 

<;) P.D. raiC <; intC. 

Supongamos l' = Kn. C <; 1', K = IR ó C. Para la demostración basta ver 

a ,. como un IR-espacio vectorial. 

Si n = O entonces l' = {O} = C = intC = raiC. 

P.D. lIv E oC entonces v 't raiC (entonces, raiC <; C \ oC = intC). 

Si n 2: 1. Sea v E oC. Supongamos que v E raiC. Como C es sólido y por 

corolario (11.1.5), C contiene una base de vectores extremales,:B = {V'}""I' 

Como v E raiC entonces para toda i = 1, ... , n existe f- v, =: óu, > O tales 

que v - Ó,.,1', E C de donde nI' - 2::':15,., V, E C. 
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Otra vez por (11.1.5), nv-L~=¡Ó,.,v, = L:=¡ w" paratodoj = 1, ... ,C, w, # ° 
extremal, ( :s; n entonces v = ~ L~=l u'J + ~ L~I óC, VI entonces 

v E inteon({t'.}~¡. {u',};=¡) <;; infC (pues 13 es base) contradicción (pues 

v E BC). 

Por lo tanto, ¡ntC = raiC. _ 

Corolario 1. 7. Sea ~' de dimensión finita. Sea C <;; V, C cono. Entonces 

rai¡·e = inf(cIC. 

Demostración: Por (I.3.8), rai(cIC = {x E C 1 Vy E (C); 3éy > 0, X + E.y E 

e} = {x E e 1 x E int(C)C} = int(C)C. Por definición rai(CIC = raivC. _ 

Corolario 1.8. Sea V un K -espacio vectorial de dimensión finita. Si C <;; l' 

cono sólido entonces rabC = BC. 

Demostración: Como e es cerrado entonces por (1.4) aclC = C y por (1.6) 

raiC = intC, de donde rabC = C \ raiC = C \ intC = BC. _ 

Corolario 1.9. Para todo cono C en 1', se tiene que rabC <;; BC. 

Demostración: Por la demostración de (1.6) se tiene que inte <;; raiC entonces 

rabC = C \ raie <;; C \ intC = BC. _ 

Recordcmosde (1I.4.11(i)). 'Ix E C, ",(x) = {y El' 13/3 2: O.O:S y:S Sx} 

y si F es cara de C lo denotaremos por F:9 C, ver(II.2.3). 

Lema 1.10. Sea F:9 C. Si x E F n raiC. entonces C = F = ",(x). 

Demostración: Sea y E C. Entonces existe E > O tal quE' T - Ey E e, dp donde 

o:se Ey:se X. así por (II.4.1J.(iii)) se tiene que y E ",,(x). 

Por lo tanto. e <;; ;(I) <;; F <;; C. 

Así, C = F = ;(I). -
Corolario 1.11. Sea F <le. Entonces F <;; robe. Comparar con lema (II.2.4). 
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Demostración: Como F <J e, entonces F # e y por (1.10), 0 = F n raie, 

entonces F ~ e \ raie = rabC. • 
Lema 1.12. Sea F ~e y sea x E \1. Entonces x E raiF si y s610 si F = 'I'(x). 

Demostración: ==}) Sea x E raiF = F n raiF, entonces por (1.10), F = 

",(x). 

~) Supongamos F = 'I'(x). 

P.D. x E raiF = .{z E F I Vy E (F) 3cy > O, Z + E.y E F}. 

Sea F = ",(x). Sea z E (F). Supongamos z = u - v, u, v E F. Entonces 

existen Eu > 0, Ev > O tales que O ::; E'uU ~ 4x, O :5 EvV :5 4x. Sea E := 

min{Eu, Eu}. 

De donde O :s EU :s ~x, O :s EV :s ~x. Por lo que se tiene, O :s ~x - EV :s 
~x + E(U - v) :s ~x + w :s x. 

Así, ~x + EZ E ",(x), entonces x + (2E)Z E ",(x). 

Por lo tanto, x E raiF. • 
Corolario 1.13. Sea F ~ e. Entonces raiF # 0 si y sólo si F es cíclico. 

Demostración: ==}) Como raiF # 0 entonces existe x E raiF y por lema 

(1.12) F = 'I'(x) de donde F es cíclico. 

~) Como F es cíclico entonces F = ",(x) que por lema (1.12) x E raiF, 

así, raiF # 0. • 
Teorema 1.14. Sea ¡r un K-espacio vectorial y e un cono en V. Entonces 

las siguientes condiciones son equivalentes: 

i) e tiene CCA en caras. 

ii) Cada cara de e es cíclica. 

iii) Cada cara de e es finita mente cara-generada. 
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DemostraclOn. 1 ., . (.) <* (ii) Por (11.6.6). 

(ii)<* (iii) Por (11.4.12). 

(ii)<* (i'.) Por (1.12). • 



§2. Operadores positivos, operadores irreducibles y fuertemente 

irreducibles. 

En esta sección daremos las definiciones de operadores positivos, irreducibles 

y fuertemente irreducibles y algunos resultados que relacionan conos con los 

operadores positivos. También daremos la definicion de Vandergraft de irre­

ducibilidad (operadores Y-irreducibles). Aquí demostraremos que a pesar de 

que nuestra definición de cara y la de V-cara no necesariamente coinciden, las 

definiciones de irreducibilidad sí son equivalentes. 

Consideraremos a e como un cono sólido en el K -espacio vectorial 1'. 

Recordemos que si x E intC, se escribe x » O. 

Definición 2.1. Sea A E Hom(V,I'). Si Ae <; e, se dice que A deja in­

variante al cono e (o e es A-invariante), y se escribe A ~ O. Si A ~ O Y 

A i O se escribe A > O. 

Definición 2.2. Sea A E Hom(I', V). Si A(e\ {O}) <; inte, se escribe A» O. 

Definición 2.3. Sean A E Hom(I', I} Si A ~ O Y ninguna cara no trivial de 

e es A-invariante, decimos que A es irreducible, Notemos que depende de 

e, realmente seria e-irreducible, pero si no hay ambiguedad usaremos sólo 

irreducible. 

Observación 2.3.1. Para la definición de irreducibilidad, basta con conside­

rar e <; ¡: cono generador de 1'. 

(Recordemos de (1.1.17), si dim V < 00 y e <; I'cono, entonces e es 

generador si y sólo si e es sólido). 

Entonces la definición quedaría así: 

Sean e <; \. cono generador de V y A ~ O, Decimos que A es irreducible 

si ninguna cara no triyial de e es A-invariante. 

Definición 2.4. Sean e <; l' cono y A E Hom(I',I') tal que A ~ O. Si para 

toda x > O, existe p = p(x) E Z+ tal que (I + A)Px » O, entonces se dice que 
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A es fuertemente irreducible. Observemos nuevamente que la definición 

depende de C, es decir, e -fuertemente irreducible y si no hay ambiguedad 

.... ólo diremos fuertemente irreducible. 

Ejemplo 2.5. 

2.5.1. Sea e = P(1.1) + /ledA./l 2': O. A,/l E IR+}. 

Sea x = (I¡.I,)¡ E e, 

Ax = = (3x¡ + 2x" Xl)' = >.(1,1)' + /le¡ = (>. + /l, >.)', 
[31 

20 ] [xx,¡ ] 

de donde>. = X¡ 2': O)" /1 = 2x¡ + 2x, 2': O, así (3x¡ + 2x,.x¡) = xdl, 1) + 
(2x¡ + 2x,)e¡ E e ya que x¡ 2': O, 2x¡ + 2x, 2': O. 

Por lo tanto, e es A-invariante. 

2.5.2. Sean e = {>.(1,2) + /l(2, 1)1>',/1 E IR, >',/l2': O), 

\:eamos que e es A-invariante. Sea x = (x¡. x,) E e. entonces: 

Ax' = (I2.:r,)' = 't(1. 2)' + 't(2.1)' E C. ya que 1:r, 2': O Y e es cono. 

Además. A » O ya que (x,. x,) E in/e si (x,. x,) # (O. O). Ahora sean 

Fo = {O}. F¡ = P(1. 2)'>. 2': O. A E IR}. F, = P(2.1)1>' 2': O. >. E IR} )" F3 = e 
las caras de C. donde F¡. F, son las cane, nO tri"iales. pero AF¡ ~ F¡. ya que 

A(A. 2A)' = 2A(1. 1)' 't F¡ )" AF, g F, pues .4(2A, A)' = p, A)' = >'(1.1)' 't F" 

por lo que ninguna cara no trivial de e es A-im·ariante. 

Por lo tanto, A es irreducible. 

2.5.3. El siguiente ejemplo muestra una función que es irreducible pero no 

es fuertemente irreducible. 
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Sean l' = illnENlR, V+ = {v E \' IVi v, 2: O} cono (generador de ¡r), 

11 v 11= JI:nEN v~ y f : l' ~ \. lineal, definida por ei ..... ¿~:~ ej, f((Vi)'EN) = 

(¿j~, "J)'E" = (¿j~l t'J, ¿J~l "J' ¿J~2 vJ ' ... ) E ¡ro Entonces f es irreducible 

pero no fuertemente irreducible. 

Demostración: 1.- Los vectores extremales de ¡r+ son Pei I i E N, A E lR}, 

(donde {e, 1; E N} es la base canónica), es decir, los rayos extremales= 

{lR+e, I i E N}. 

2) e, es extremal pues si e, = v + W entonces V j '" i, Vj + Wj = O pero 

v, W E 1'+ (entonces vJ ' wJ 2: O) entonces V j '" i Vj = O = Wj. Entonces 

v, w E lR.+ eí. 

C;;) Sea a '" v vector extremal de 1'+. 

P.D. 3; E N tal que v E lR+e,. 

v = (Vn)nEN = ¿nENvnen, v n 2: OVn. Sea j E N tal que Vj '" O Y Vi < 
j Vi = O. Entonces v = vjej + ¿n>j Vnen! con Vjejl ¿n>j vnen E V+ 1 entonces 

como v es extremal ej E lR+v por lo que v E lR+ ej. 

2.- En (1.2.5.6) se prueba que F ~ 1'+ si y sólo si 31 C;; N tal que F = F¡ = 

{v E 1'+ I v, = O Vi ¡t I}. 

Observemos que si O '" F <l 1'+ entonces 0 '" 1 C;; N. 
Observación: Sea F = F¡ ~ 1'+. Sea v = (V;}'EN E F entonces V; E N tal 

que ~,'" O, se tiene que e, E F. Es decir, F = con{ei I i E I}. 

Sea v = (V')'EN E F. Supongamos que v, '" O. Entonces O::; Vie, ::; V. Como 

F ~ \ ,+ 1 VI el E F, entonces ei E F. 

3.- Sea f : l' ~ l' lineal, definida por e' ..... ¿;:\ ej, f((V')iEN) = 

(¿j~i Vj, ¿j~l vJ ' ¿J~2 vJo",,) E V. 

3.a) f(1 .+) C;; IN (pues si v E ¡;+ entonces V j E N Vj 2: O entonces 

oc > ¿)~i t'J 2: O). 

3.b) P.D. f es irreducible. 

P.D. V {a} '" F <l JI, f(F) g F (es decir. ninguna cara no trivial de 1'+ es 

f-im'ariante ). 
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Supongamos 3 {O} # F <J l' tal que 1(F) <;:; F. Como {O} # F <J IH 

entonces (por (2). F no tri\'ial) 30# 1 <;:; N. F = F¡ = con( {e, I i E l}). 

Caso 1. Si 1 E l. entonces sea j E N \ 1 tal que \/i < j. i E J. Entonces 

(por 1::; j - 1. 1(F) <;:; F <J 1'+) se tiene que f(e,-¡) = L;=I e, E F, e, E \1+ 

'\"" ,\",,-1 l' F . F Y L....ti=] et - eJ = L....tl=l el E -. entonces como es cara se tIene eJ E 

contradicción (j E N \ I). 

Entonces 1 (F) g F. 

Caso 2. Supongamos que 1 '/. l. Corno 0 # l. sea i E J. Supongamos sin 

pérdida de generalidad que \/ j < i. j '/. J. Ahora F O) 1(e,) = L~:~ e, (pues 

f(F) <;:; F) entonces \/ j = 1, ... , i + 1. e, E F por la observación. En particular 

el E F entonces 1 E 1 contradicción. (1 '/. I). 

Por lo tanto. 1 es irreducible. 

4.- P.D. 1 no es fuertemente irreducible. 

Demostramos en (1.1.10) que intl'~ = 0. Por lo tanto. 1 no es fuertemente 

irreducible. • 
Teorema 2.6. Sea C un cono sólido y K = IR. Si A > O Y x » O, entonces 

Ax > O. (i.e., Ax E C\ {O}). 

Demostración: Supongamos A > O. x » O y Ax = O. Por (111.1.10). (C es 

cara. x E inlC) se tiene e = y(x). entonces por (11.4.11 (iii)). para toda y E e 
existe a > O tal que O ::; ay ::; r. Entonces O ::; aAy ::; Ax = O. la primer 

desigualdad, se tiene ya que A > O. :> la segunda porque O ::; x - ay entonces 

O:S Ax - aAy. 

Por lo tanto. Ay = O entonces A(e) = {O} ,. como C contiene una base de 

l' (por ser sólido). Así A = O contradicción ya que A > O. Por lo que Ax > O . 

• 
Lema 2.7. Sean l' = ]R", e <;:; l' cono y A: l' ---) l' lineal. 

o) Supongamos que A ;,. O irreducible. Entonces \/ A > O. AA > O es 

irreducible. 
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b) Supongamos que A ;::: O fuertemente irreducible. Entonces 'V A > O, AA ;::: 

O es fuertemente irreducible. 

Demostración: a) Como A > O irreducible y para toda F :9 e, AF = F, 

entonces AA es irreducible. 

b) P.D. AA es fuertemente irreducible. 

Sea A ~ O fuertemente irreducible. Sea x > O, entonces existe p = p(x) tal 

que (J + A)Px » O. Sin pérdida de generalidad, A # 1. 

Caso 1. Si A > 1. Entonces (J + AA)Px ~ (J + A)Px » O, pues (I + AA)Px = 

L:~=o(~)A"A"x, entonces (J + AA)Px - (J + A)Px = L:~=o(~)(A" - l)A"x;::: O 
pues A" - 1 ;::: O. 

Caso 2. O ::; A < 1. Recordemos por (1.3.6.(2», si z » O, entonces para 

toda /l > O, /lz» O. Análogo al caso 1, (J + AA)Px > AP(J + A)Px» O, pues 

(1 + AA)Px - AP(J + A)Px = L:~=o(~)(A" - AP)A"x ;::: O, pues A" - AP ~ O. • 

Observación 2.8. Si e es el cono positivo en ]R" y A E H om(V, V). Veamos 

a A como la matriz de la función que define asociada a e la base canónica de ]R" . 

Entonces A ;::: O si y sólo si a'j ;::: O, 'V i, j = 1, .'" n. (es decir, e es A-invariante 

si y sólo si a.) ~ O, 'Vi,j = 1, "., n.) 

Demostración: =» Por hipótesis Ae ~ e (es decir, para toda x E e, Ax E 

e). Sea 

Para ei se tiene Ae, = (all' Q21' "'\ am)t E e, 'Vi,j 

al) ~ O, Vi,) = l, ... ,n. 

=) P.D. 'Vx E e, Ax E e. 
Por hipótesis a,);::: O 'Vi,j = 1,,,.,n, entonces 
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SI 'a 1, E e. C'1l10IH'{'", Al, = ((11" .(1 • .1/'. \', = 1. .... 11. 

Pf'ro ((11" .... a",):::.. (11,11-1··· ... 11,,,1 ,, ( ('. 1'[JIO!lceS para toda x E e, Ax E 

(' 

• 
Observación 2.9. 5{'a \ . ..,. ~ ]R:" . .4 (>~ inf'dllciblp si y sólo si no existe una 

matriz dI:' permutación P (estu {'s, P ~(' obtiene de In por medio de una 

prrmutación de coluIlJIIa..c;¡ y la misma pprrnutación en los renglones) tal que 

p-l.4p tenga la forma 

P-IAP = [BII 
B21 

o 
B22 ] , 

donde Bu, B22 son matrices cuadradas. 

Demostración: 1) Recordemos que las caras propias de \1+ son las FJ = {(v;) E 

j'+ Iv, =O\li 9'. J}. 0# J e {l, ... ,n}. 

2) Recordemos que una matriz de permutación P es composición de ma­

trices P(i,j), i,j E {l. .. " ni, donde 

(es decir. 

1 

o 1 

P(i,j) = 1 

o 
1 

(i, i) 

1" (k.[)9'. 
(j.j) 

(j. j) 

(j. i) 

o 
O 

(U) = (i, i) 

(U) = (j. j) 

{k,t} = {1.j} 



donde, 1 es la matriz identidad. 

Observemos también que p-l(i,j) = P(i,j). 

==» Sea A irreducible. 

Supongamos que 3 P matriz de permutación tal que 

P-1AP=B= [B" O ], 
B2I Bzz 

donde B", Bn son matrices cuadradas. de t x e y (n -e) x (n -e) respecti­

,·amente. Entonces. A = P BP-'. 

Observemos que Vi P(e,) = eh, para alguna h E {l, ... , n}. Entonces, 

supongamos que B" es una matriz de [ x l, 1 ::; e ::; n. 

Sea J:= {i E {l, .... n} I p-I(e,) = eh, l+ 1 ::; h::; n} = {l ::; i::; n I 
e, = P(eh), e+ l::; h::; n}. 0 # J ~ {l, ... ,n}, pues p-l es invertible. (De 

hecho, #J = n - l). 

Definamos F := {v E \'+ I V, = O Vi 't J}, como 0 # J ~ {l, ... ,n} 

entonces F <1 jf+ 

P.D. A(F) ~ F (lo que daría una contradicción a que A es irreducible). 

Sea v E F entonces v = L,El A,e" A, ~ O, de donde A(v) = L'EJ A,A(e;}. 

Basta demostrar que V i E J, A (e,) E F. 

Para e+ 1 ::; h::; n, A(e,) = (PBp-l)(e,) = PB(eh) donde p-1(ei) = eh' En­

tonces A(e,) = P B(eh) = L;=I~I B(j, h)P(e,) = Lt(jIEJ,P('jl=',ü' B(j, h)et(]1 E 

F (pues l + 1 ::; j ::; n)' P(e,) = et(JI entonces por definición de J, t(j) E J). 

Por lo tanto. A(F) ~ F, {ii} # F <1 V+ contradicción (pues A es irre­

ducible). 

<==) Supongamos que II P matriz de permutación tal que 

P-'AP= [~:: :" ], 

donde B", Bn son matrices cuadradas. 

P.D. A es irreducible. 
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Supongamos que A no es irreducible entonces :3 {O} # F <l \'+ tal que 

A(F) <; F entonces (por (1)):30 #) <; {L. ... n} tal que F = FJ . Sea (> 1 

tal que) = {il < i, < ... < in·d· Entonces :3 h tal que i l < i2 < ... < ih S 

( < ( + 1 S ih+1 < ... < ih_l. 

Tomemos {JI < j, < ... < jd = {f + 1. .... n} \ {ih+ l · .... in-d (es decir. 

{JI, ...• jd c! {ih• I ..... in-tl = (f .,. l... .. n}) 

Definamos P = P(iIJI)'" P(ihih). De hecho. p- I = P. Basta yer que 

para I # q P("j,)l'(i,j,) P(i,j,)P(i,j,) y esto sucede pues {i"j,} # 

{i,.j,} VI # q. 

eh h rt {i"i"j"j,} 
e" h = j, 

e" h = j, 

eJ, h = i, 

eJ, h:;::: it 

Ahora demostremos, 

P-IAP= [::: :'2 ]. 
donde BIl matriz de l x l. Bn matriz de (n - E) x (n - {J. 

Es decir. P.D. VI S r S f. vr + 1 S s S n. (P- 1 4P)" = O. 

Sean 1 S r S r. r + 1 S s S n. 

(P-IAP), .• = !(P-IAP)(t,):' = [iP-IA)(t,):,. 

donde 

{

e . 
El = 

c1(s) 

sE} 

i(8) E {i l ..... id si s rt } 

Como ('1 E F en ambos casos) entonces como A(F) ~ F. ¿mEJ AmCm :;::: 

A(e,) E F. Entonces 

:(p-IA)(e,):' = [P-I(LmEJ AmEm)], = !LmEJ AmP-I(C m )], 

= (LmEJ Amf,~m¡J, =1$'$( O Vm E J P-I(em ) = c"m) con l.,.1 S q(m) S 11 . 

• 
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Ejemplo 2.9.1. Observemos que (2.9) no pasa aún para subconos propios de 

V+, por ejemplo, sean C = con((I, 2), (2, 1)), 

entonces A(C) ~ C y A es C-irreducible, pero la matriz de permutación 

es tal que 

P-'AP= [~ ~ ] 

Observemos que la última parte nos dice que A no es V+ -irreducible. De 

hecho, F, = can(e.) cara de V+ entonces Ae, = O E F" es decir, F, es 

A-invariante. 

Lema 2.10. Sea C un cono sólido en V un K -espacio vectorial. Si A es 

fuertemente irreducible entonces A es irreducible. 

Demostración: Supongamos que A es fuertemente irreducible. Sea F<JC, F # 
{O}. También supongamos que AF ~ F. Sea O # x E F, como A es fuertemente 

irreducible existe p E Z+ tal que (1 + A)Px » O. Pero por (IlI.l.lO), 1'((1 + 
A )Px) = C. Ahora de AF ~ F tenemos (I + A )Px E F, de donde '1'( (I + A)Px) ~ 

F. Por lo que F = C contradicción, ya que F <J C. Así A es irreducible. _ 

Observación-ejemplo 2.10.1. El lema anterior no se tendría si no pidiéramos 

A 2: O en la definición de fuertemente irreducible como lo muestra el siguiente 

ejemplo: 

Sean e ~ IR', V,U' E IR', donde v = (2,1), w = (1,2), C = {>'v+!,wl>',!, E 

IR. >..!, 2: D}. 

Sea 
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A no deja im'ariante a C. I = (2.1)' E C. AI 'le C. Pero sí cumple que 

'eh ::: O. 3p = p(I) E Z- tal que (I + A)" J;$> O Sea 

A' = .4 - ] = [: ~ ] 

para I = (II .. r,)' E C. se tielle (A -1)I = A'x = (XI'X¡)' = xI(1.1)' E C. 

Además. (II. Id ;$> O (es drcir. (II. Id E intC). 

Es decir. para toda I E C. y P = 1 sr tiene (I + A)"x ;$> O. Es más. 

(..1 + 1)n = .1+1 para toda n E N. es decir. (J + A)"x;$> O para toda pE Z+. 

Teorema 2.11. Sea C un cono sólldo en el !\' -espacio vectoriall-. Suponga­

mos que C tIene CCA en caras. Si A ::: O. entonces A es irreducible si y sólo 

si A es fuertemente irreducible. 

Demostración: <==) Por lema (2.10). 

=) P.D. A es fuertemente irreducible. 

P.D.' Para x > O existe pEZ' tal que (1 + A)Px ;$> O. 

Caso a. Sea x ;$> O. (J + A)x = Ax + x ::: x ;$> O, ..Ix ::: O ya que A deja 

invariante a C. Por lo tanto. para p = 1 se cumple. 

Caso b. Si l' E OC. 

Definamos F, := .;((1 + A)I-II). Fo := {O}. Sea (1 + ..1)0 := l. 

P.D. Fa:::; Fl :::; ... una cadena de car3;-,. Demostremos primero que F¡ = 

.;(.r):<: ;((1 + A).r) = F,. Sea y E ';(I) eutollces por (I1.4.1J.(ii)). existe 3 > O 

tal que O S y S J.r. 

Por otru lado . .i.T S (1 + A)(3x) pues O S 3(Ax). 

Por lo tanto. O S y S JI S J(I- A)x. Entonces y E .;((1 + A)x). 

Si ( ::: 1 

PD . .;((1 + A)'I) S! ;((1 + A)'+II). 

Sea y E .;((1 + A)'I). entollees por (l1.4.11.(ii)). existe J > O. O S y S 

J(f + A)'I. 

Por otro lado. (J + A)'-T S (1 + ..1)'+1 I pues: 
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a:,:: (I + A)'Ax = (I + A)'((I + A)x - x) = (I + A)'+IX - (I + A)'x 

entonces a :':: y :':: {3(I + A)'X S (3(I + A)/+lx. 

Por lo tanto. F, ~ F'_l' es decir. Fo ~ FI ~ . .. es una cadena de caras, 

pero por hipótesis e tiene CCA, así existe n E N tal que Fo ~ FI ~ ... ~ Fn Y 

'1m 2' n, Fm = Fn, es decir. Fn = ",((I + A)n+lx). 

Sea y E Fn, entonces Ay S (I + A)y E Fn+1 = Fn (por definición de F,). 

ASÍ, AFn <;; Fn y Fn = C. A es irreducible y Fn # a entonces Fn = e, entonces 

por (1.12) tenemos que (I + A)n+lx » a. 
Por lo tanto, A es fuertemente irreducible. 

• 
Ejemplo 2.12. Sean ¡r = IR', e = V+ <;; IR'. Sea 

Las caras de V+ son: Fo = {a}, FI = con(el), F2 = can(e2), F, = 

cante,), F. = eon(el.e2), F5 = con (el , e,), F. = eon(e2' e,), F7 = V+ 

P.D. A es irreducible (fuertemente irreducible.) 

e tiene condición de cadena ascendente (CCA), y por corolario (11.6.9), 

sabemos que la longitud de cadena es menor o igual a n = 3. 

A'e, = (1.2.0)' '/. F" Ae2 = (0,1,1)' '/. F2, Ae, = (3,0,2)' '/. Fa. 
Sea T E F •. Ax = A(Ael + /le2) = AAel + /lAe2 = (A, 2A + /l. /1)' '/. F •. Para 

x E F5. Ax = A(Ael +/1e,) = AAe, +/1Ae, = (),+3/1, 2>., 2/1)' '/. F5, por último, 

sea x E F. entonces Ax = A(Ae2+/1e,) = >.Ae2+/1.4e, = (3/1,A,A+2/1)' '/. F •. 

De este modo A es irreducible. Además para p = 2 se tiene (I + Afx » 
a. T > a (es decir, A es fuertemente irreducible). 

[: 

O 3 

1 [: 

3 15 

1 
(I+.4)= 2 O (I + Al' = 4 6 

1 3 5 9 

88 



Ahora, sea x > 0, (I + A)'x = (4XI + 3x, + 15x3, SXI + 4X2 + 6X3, 2Xl + 

5x, + 9X3)1 » 0, que es lo que queríamos. 

Teorema 2.13. Sea l' un IR-espacio vectorial y e un cono sólido en V. Si 

e tiene longitud de cadena l\' y A 2: O, entonces A es irreducible si y sólo si 

(I + A)N-l » O. 

Demostración: <==) Por hipótesis (I +A)N-l »0, es decir A es fuertemente 

irreducible ya que para toda x> O, (I + A)"-IX» O, entonces por (2.10) se 

tiene que A es irreducible. 

=?) Se sigue de la demostración de (2.11), con Fl := '1'((1 +A)I-IX), Fo := 

{O}, (I + A)O := l. Donde la cadena de caras es {O} = Fo ~ F¡ ~." ~ FN Y 

• 
Nuestro siguiente resultado nos da una equivalencia entre irreducibilidad y 

fuertemente irreducible, si A 2: O es continua. Para demostrar esto se da lo 

siguiente. 

Lema 2.14. Si F <; e subcono, F <; ae. Entonces rp(F) <; ae. 

Demostración: <p(F) = {y E V I :3 z E F, O S y S z}. 

Supongamos :3 y E <p(F), y» O. 

Séa z E F tal que O S y S z de donde ° « y S z pues y » 0, entonces 

por (J.3.9(b)) z» O contradicción (F <; ae). • 

Lema 2.15. Si S <; e entonces '1'(5) = <p(con5). 

Demostración: Por definición '1'(5) = {y E lo' I :3 z E con(5), O S y S z}, 

entonces ",,(5) = ",,(con(5)), (pues con(con(5)) = co,,(5)). • 

Teorema 2.16. Sean e <; V cono sólido, A 2: O, continua. Entonces A es 

irreducible si y sólo si A es fuertemente irreducible. 
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Demostración: =) Por lema (2.10). 

==*) Sea x E C \ {O}. 

P.D. 'Ix 3 n 2: 1 tal que (1 + A)"x » O. 

Caso 1. Si x» O entonces por (1.3.9(a)), 'In O ~ ¿7=o(i)A'x = (I +A)nx . 

Caso 2. Supongamos que x E oC. 

Si 3n tal que (1 + A)"x» O, ya terminamos. 

Supongamos 'In 2: O, (1 + A)"x E oC. 

a) P.D. F:= con({A'x};>o) ~ oC. 

Observación: V, 2: O A'x E oC, pues si 3 i 2: 1, A'x » O entonces 

(I + A)'x = A'x + ¿j-;'~(;)A'x » O por (1.3.9(a)), contradicción. 

Supongamos 3 z E con ( (A' x },>o) = F, z » O. Sin pérdida de generalidad 

podemos suponer z = ¿~ AiAiX » 0, (pues z = lim:~oo Zi, z¡ combinaciones 

lineales positivas de (A'x},>o. Como z » O 3r > O, B,(z) ~ intC entonces 

3N, i 2: N z, E B,(z) ~ intC). 

También sin pérdida de generalidad '10 S i S n, A, > ° (si no, como z » O, 

entonces si A = O, 3 Jl., > ° tal que z + Jl.Z, » O). 

Sea o := sUP09~"{o;} > 0, donde o, := ¡o/¡ > 0, (i) 2: 1, (3) = 1 (i.e., 

Q(~) = A;). 

Entonces O ~ ¿7=o A,A'x S a(¿7=o(i)A'x) pues ¿7=o(0(f) - A;)A'x 2: 

0, a(iJ - A, 2: a,(~) - A. = 0, entonces ¿7=o(i)A'x = ¿7=o(I + A)"x » O 
contradicción ((1 + A)"x E oC). 

Por lo tanto, con({A'x},>o) ~ oC. 

b) Por lemas (2.14, 2.15) tenemos: 'P({A'x},~o) = 'P(con{A'x};~o) ~ oC. 

Entonces (pues C es sólido). <p({A'x},>o) <J C. 

P.D. A( 1'( (A'x },~o)) ~ '1'( (A'x },~o), (lo cual daría una contradicción a que 

A es fuertemente irreducible). 

Sea y E 'P({A'x},~o) entonces 3z E cOl1({A'x};~o) tal que O S y S z por 

lo que O S Ay S Az (pues z - y 2: O, A 2: ° entonces A(z - y) ?: O). 

Por otro lado 1 z = lirnt--+oc Z)1 Zj es combinación lineal positiva de {AiX h>o. 

Corno A es continua entonces Az = lim,--¡oo Az), Az) combinación lineal 
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positiva de {AiX },>o. 

Por lo tanto, Az E con({A'I},?o). 

Entonces Ay E ",({Aix},?o). 

Por lo tanto. A( ",( {A'x },?o)) <; ,( {A'I j,?o) <l e contradicción (A es irre­

ducible). 

Por lo tanto, V:r :3 n tal que (J + A)" I » O. 
Por lo tanto A es fuertemente irreducible. • 

2.16.1. Del teorema anterior, también se deduce el siguiente resultado (ver 

(11.6.8) y (2.13)). 

Corolario: Sean V un IR-espacio vectorial de dimensión finita, e <; V cono 

sólido y A 2: O. Entonces A es irreducible si y sólo si A es fuertemente irre­

ducible. 

Demostración: Toda función lineal entre espacios vectoriales de dimensión 

finita es continua, ver (A.3.9). • 

2.17. Ahora compararemos las definiciones de matriz irreducible, la dada 

por Vandergraft (a la cual denotaremos por V-irreducible) y nuestra definición 

de irreducibilidad. 

Definición. Sean l' de dimensión finita, e <; V cono sólido. La matriz 

A ~c O es l'-irreducible si.4 no tiene V-caras propias A-invariantes. 

Lema 2.18. Sean l' de dimensión finita, e <; l' cono sólido y A 2: O. Si A 

es V-irreducible entonces A es irreducible. 

Demostración: Sean A 2: O y' F <le cara propia de e. Por (11.5.7), F es V-cara 

propia de e. Entonces (por ser .4, V-irreducible). A(F) !l F. 

Por lo tanto, A es irreducible. • 
Veamos ahora que si \. es de dimensión finita,. e <; l' cono sólido, ambas 

definiciones de irreducibilidad son equivalentes. Para esto, necesitamos del 

siguiente 
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Lema 2.19. Sea V un K-espacio vectorial (no necesariamente de dimensión 

finita). Sean e <:;; l' cono. S <:;; e y A ~ O, A continua. 

Si AS <:;; S entonces A(y{S)) <:;; ",{S). 

Demostración: P.D. A{.;;(8)) <:;; ,,(8). 

Recordemos de (II.4.1O), que <peS) = {y E V 13 z E com(S), O :5 y :5 z}. 

1. A(con(S)) <:;; con(S). Denotemos por es := n::':l (3;x;) 1 n E N, Ifi (3; ~ 

O. X; E S} el conjunto de combinaciones lineales positivas de elementos de S. 

Sea l E eoneS). Entonces 3{l')'EN <:;; es tal que z = lim;~oo Z;. Como 

A(S) <:;; S Y A lineal, se tiene que Az; E es entonces por ser A continua 

Az = lim,~oo Al; E com{S). 

2) A(<p{S)) <:;; <p(S). 

Sea y E <p(S) entonces 3 z E con(S), O :5 y :5 z de donde O :5 Ay :5 Az E 

con(S) pues A ~ O entonces Ay E <p(S). 

Por lo tanto, A (<p{ S)) <:;; <p{ S). • 

Teorema 2_20. Sea V de dimensión finita. Sean e <:;; V un cono sólido y 

F <:;; e una V-cara. Entonces: 

a) Si F <:;; e es una V-cara propia entonces F <:;; :p(F) <l e. 
b) A ~ O, AF <:;; F entonces A(<p{F)) <:;; <p(F). (Observemos que esto vale 

aunque e no sea sólido, ver (2.19)). 

e) Si A ~ O irreducible entonces A es V-irreducible. Por lo tanto, por 

(2.18) A es irreducible si y sólo si A es l'-irreducible. 

Demostración: a) Como F es V-cara propia, entonces F <:;; oe, por definición 

(11.5.3.) 

Supongamos que <p{F) = e. Sea y E inte, entonces 3 z E F tal que 

O «e y :5 z. Por (1.3.9.(b)), O «e " contradicción (F <:;; oe). Por lo tanto, 

<p(F) <l e. 
b) Por el lema anterior (2.19). 

e) Sea A ~ O irreducible. 

P.D. A es \'-irreducible. 
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Sea F <;; e una V-cara propia entonces por (a), <p(F) <1 C. 

P.D. F no es A-invariante. 

Si AF <;; F entonces por (b). A(.p(F)) <;; <p(F) contradicción (A es irre­

ducible). Por lo tanto, AF \1: F. 

Por lo tanto, A es V-irreducible. • 

93 



94 



Capítulo IV. Teoría de Perron-Frobenius. 

En el presente capítulo desarrollaremos la teoría que relaciona a los conos 

sólidos A-invariantes con los valores propios de A. Veremos algunos resultados 

del tipo del Teorema de Perron-Frobenius (1.1), varios de los resultados son 

ciertos también para espacios de dimensión infinita (ver sección 2). 

§ 1. Teoremas importantes. 

Iniciaremos dando las siguientes definiciones básicas, que usaremos a lo 

largo del capítulo. 

Definición . Sean V un K -espacio vectonal, A : V ........, V función lineal. 

Los valores propios de A, son los>. E K para los que 3 O # v E V tal que 

Av = AV. Entonces, decimos que v es un vector propio asociado a ..\. 

Empezaremos recordando el teorema de Perron-Frobenius y el de Birkhoff­

Vandergraft. 

Sean V = IRn y A : V ........, V lineal. Definamos el radio espectral 

prAl := max{1 >'1; >. es valor propio de Aj. 

Teorema 1.1. (perron-Frobenius)[GmJ. Si A = (a'j) l ~ i,j ~ n es una 

matriz con aij > O 'Vi,j, entonces A tiene un vector propio v = (V¡)i=11 Vi > O 

con valor propio p > O. donde p es el radio espectral de A. 

Teorema 1.2. (Birkhoff-Vandergraft)[Bi, VJ. Sea V = IRn un IR-espacio 

vectonal. Sea C <; \. un cono sólido y A 2: O. Entonces 3 v # O, v E C tal que 

Av = pv. donde p es el radio espectral de A. 

Aquí demostraremos parte de (1.2). usando el teorema del punto fijo. 

Teorema 1.3. (Teorema del punto fijo). Sea V = IRn, Bn = {x E ¡; I 
11 x II~ Ij. Cada función continua f : En ........, En, tiene un punto fijo, (es 

decir, 33' E En tal que f(x) = xl. 
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Teorema 1.3.1. Sean n 2: 1. e ~ v = IRn un cono sólido y A : V --+ V 

lineal tales que A(e) ~ e. Entonces existen A 2: O. O # v E e tales que 

A(v) = AV. 

Demostración: Si A = O, entonces peA) = O es valor propio de A y 'Iv E 

e, Av = O. 

Sea A # O. 

Caso 1. n = l • .4 : IR --+ IR, e = IRv, v # O (pues e es sólido). Como 

A(e) ~ e entonces A(v) = AV para alguna A 2: O. Por lo tanto, A = peA) es 

valor propio de A y v E e tal que A(v) = AV. 

Caso 2. n 2: 2 . .4 : IRn --+ IRn, A(e) ~ e. 
Tomemos e' := {v E e 111 v 11= I}. Entonces 

0.- Si existe v E e' tal que A(v) = O entonces v es vector propio de A. 

1.- Supongamos Vz E e', A(z) # O, definimos 

f : el ~ G', z f----t h~[~~II' f es continua. 
~ 

2.- Observemos que e' 9;! Bn-l (homeomorfismo), B n- 1 = {x E lR"-1 1 

11 x 11::; I}. 

Por lo tanto, Bn-l ~ e' ~ e' ~ Bn-l continua entonces (por el 

teorema del punto fijo) 3w E Bn-l tal que <pf<p-l(v:) = w. Sea v := <p-l(W). 

entonces II~¡~III = f(v) = v, por lo tanto, A(v) =11 A(v) 11 v donde v E e' ~ e 
es vector propio de A. • 

Para ver la demostración completa del teorema (1.2) recomendamos [P,T2J. 

Ahora enunciaremos el teorema principal de este capítulo, el cual es una 

generalización del teorema de Birkhoff-Vandergraft. 

Teorema 1.4. (Barker-Schneider )fBS}. Sea V un IR-espacio vectorial (no 

necesariamente de dimensión finita). Sean e ~ v un cono sólido y 

A : V --+ V un operador fuertemente irreducible. Definamos 

~ = {a 2: 013x > O, ax 2: Ax}, p:= inn:. Si p E L entonces: 

O) Existe un vector v > O tal que Av = pu, 
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1) p> 0, 

2) u» 0, 

3) u es el único vector propio asociado a p (salvo múltiplos escalares), 

4) u es el único vector propio de A en e (salvo múltiplos escalares), 

5) ((pI - A)(F)) n e = {O}. 

6) Cada valor propio>. de A satisface 1>'1 ::; p. 

§2. El caso real (del teorema (1.4)). 

En esta sección, sea K = IR. En adelante tomaremos e cono sólido en V 

un R-espacio vectorial no necesariamente de dimensión finita y A : V ..-, V 

función lineal. 

Iniciemos dando la: 

Definición 2.1. Sea A 2: O. Se define: 

a) O, = {w 2: 013y» 0, wy::; Ay}, 

b) 0= {w 2: 013y > 0, wy::; Ay}, 

e) L, = {a 2: 013x» 0, ax 2: Ax}, 

d) L = {a 2: ° l:Jx > 0, ax 2: Ax}. 

Tenemos ahora la siguiente: 

Observación 2.2. Recordemos que e es un cono sólido, en un R-espacio vec­

torial V y A : F ..-, ¡r tal que A 2: O. Entonces 0 "" o, <;;: O Y 0 "" L, <;;: L 

Se tiene que L, "" 0 : sea x » 0, como A 2: O. entonces Ax 2: O. Como 

x» 0, sea ó > ° tal que O::; x-óAx (ver demostración de (1.1.15.1), entonces 

O::; ó-'x - Ax. es decir. ó-'x 2: Ax. Por lo tanto, ó-' E L,. También, O, "" 0 

ya que para toda y» 0, 0= O· y::; Ay. Así. O E O,. 
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Daremos dos ejemplos de la definición anterior. 

Ejemplo 2.3.1. Sea \ .• pi rOllO positi,·o contenido en IR'. Sea 

Encontremos el conjunto !11' Supongamos que w E 11, entonces existe 

(a, b)' = x » O, (es decir, a > O, b > O) tal que wx S Ax. De donde, Ax-wx = 
(a + 2b - wa, b - wb)' 2: O entonces (1 - w)a + 2b 2: O, (1 - w)b 2: O, basta 

1 - w 2: O, por lo que tenemos 1 2: w 2: O. Por lo tanto, 11, <; [0,1 J. Ahora, sea 

w E [O.IJ, sea x = (1,1)' entonces Ax 2: WI. 

Por lo tanto, 11, = [0,1]. 

Para encontrar 11 tomemos W E 11 entonces existe x = (a, b)' > O, a 2: 

O, b 2: O, así, Ax - wx 2: O entonces (1 - w)a + 2b 2: O, (1 - w)b 2: O, de donde 

12: w 2: O. Así, 11 <; [0,1], pero 111 <; 11. Entonces 111 = 11 = [0,1]. 

Bien, ahora encontremos el conjunto El- Sea a E El, entonces existe x"= 

(a, b)' » O tal que O S ax- Ax = «a-l)a+2b, (a-l)b)', de donde obtenemos 

(a - l)a + 2b 2: O, (a - l)b 2: O, basta con a- 1 2: ° entonces a 2: 1. De donde, 

E, <; [1,00). 

Sean a 2: 1, x = (1,1) entonces a(l, 1)' - A(I, 1)' = (a + 1, a - 1)' 2: O, 

Por lo tanto, E, = [1. ",,). 

Ahora para encontrar L. Supongamos que a E E entonces existe x = 

(a, b) > O tal que (a - l)a + 2b 2: O, (a - l)b 2: ° entonces a 2: 1. Así. 

E <; {a 2: l} = [1,00). Por lo tanto, E = [1,00). Observemos que E, = E, 

Ejemplo 2,3.2. En este ejemplo observaremos que la contención de los con­

juntos puede ser propia. 

Sean l' = IR', e = V+ el cono positivo y 

A=[~~~l' 
° ° ° 
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Primero encontremos fl¡ = {w 2: ° I 3y » O, wy S; Ay}. Sea w 2: O y 

supongamos que existe y » O (es decir, y¡. y" Y3 > O) tal que wy S; Ay. 

Entonces O S; Ay - wy = (2y" 2y" O)' - (wy¡, wy" WY3)' = (2y, - wy" 2y¡ -

wy, -WY3)', de donde 2y, - wy¡ 2: 0, 2y¡ - wy, 2: ° y -WY3 2: ° y tenemos 

Y3 > 0, entonces w = O. Por lo tanto, fl¡ <; {O}. 

Ahora veamos que {O} <; fl¡. Sean w = O, y = (1,1,1)' entonces O < 

Ay - wy = (2,2, O)' E V+ Por lo tanto, fl¡ = {O} . 

Encontremos ahora fl = {w 2: ° I 3 y > O, wy S; Ay}. Sea w 2: O, supon­

gamos que 3 y > O (es decir, y¡, y" Y3 2: O) tal que wy S; Ay. Supongamos 

que w > O. Entonces (wy¡, wy" WY3) S; (2y" 2y¡, O) entonces Y3 = 0, wy¡ S; 

2y" wy, S; 2y" entonces w(y¡ + y,) S; 2(y¡ + y,) como (yI. y" Y3) > O y 

e = V+ entonces y¡ + y, > ° entonces w S; 2. Así, fl <; [0,2]. 

Ahora, sea ° S; w S; 2 entonces w(l, 1, O)' S; A(l, 1, O)' = (2,2, O)'. Por lo 

tanto, w E fl. 

Por lo tanto, fl = [0,2]. 

Encontremos ahora el conjunto ¿ = {a 2: ° I 3x 2: O, ax 2: Ax}. 

Sea a 2: ° y supongamos que existe x > O tal que ax 2: Ax. Entonces 

(ax¡,ax"ax3) 2: (2x,,2xI.O), de donde ax¡ 2: 2x" ax, 2: 2xI. aX3 2: ° 
entonces a 2: O. Entonces, ¿ <; [O, (0). 

Ahora veamos que [0,(0) e ¿. Sean a E [0,(0) Y x = (0,0,1) entonces 

(O,O;a) 2: (0,0, O). 

Por lo tanto, ¿ = [O, (0). 

Obtengamos ¿¡ = {a 2: ° [3x» O, ax 2: Ax}. Supongamos que a 2: ° y 

que existe x = (x¡,X"X3)'» O tal que ax 2: Ax. Entonces (axI.ax"ax3) 2: 

(2x" 2x¡, O) de donde tenemos que ax¡ 2: 2x" ax, 2: 2x¡ entonces a(x¡ + 

x,) 2: 2(x¡, x,). Como x » O entonces X¡ + x, > O. De donde a 2: 2. Entonces 

¿¡ <; [0,(0). 

Sea x = (1,1,1) entonces (a.a,a) 2: (2,2.0). Parlo tanto. Va 2: 3, a E ¿l. 

Por lo tanto, ¿¡ = [2, (0). 

Observemos que en este ejemplo se tienen las contenciones propias O] e 
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A continuación se enuncia un lema, que nos será de utilidad más adelante. 

Proposición 2.4. Sean u »0, -v ~ C. Definimos 

é:= sup{a > Olu - av 2 O}. Entonces O < é < 00, 1l - éV E oC. 

De hecho, \10 < a < f, 1l - av» O. 

Demostración: Observemos que si -v E C entonces \1 a> O, 1l - av 2 O. 

Supongamos que ·-v ~ C. 

P.D. I) O < é < oo. 

2) u - f:V E oC. 

3) \10 < a < é, u-ov »0. 

Sea E = {o > Olu - av 2 O}. Como 1l» O, E", 0, ver demostración (1). 

I) Primero probemos que O < f:. 

Como u » O entonces existe l > O tal que B,(U) e e, de donde, para -v 

existe o > O tal que u - ov E Bt(u), así, existe o > O tal que u-av 2 O, esto 

implica que o E E Y como é = sup E entonces O < o ::; é. 

Por lo tanto, é > O. 

P.D. é < oo. 

Supongamos que é = oo. Entonces \In E N 3 an 2 n tal que u - On V 2 O. 

así p.or (1.3.7.(ii») u - Av 2 O \1 A 2 O, (pues si A 2 O entonces 3n tal que 

A ::; n ::; on). 

Como \1 n E N, 1l - nv 2 O se tiene * -v 2 O \In E N, entonces ya que C 

es cerrado el límite liIDn~oo * - v = -v E e contradicción (pues -v ~ C). 

Por lo tanto, é < oo. 

2) Como f < 00, observemos que u - éV E C. Sea, = limn~oo ano on E E 

(pues é = supE), entonces \In u - 0nt' 2 O. Por lo tanto, por ser C cerrado, 

u - éV = limn -+ oo u - fin V ;?: o. 
Supongamos que u - fV ~ oC entonces u - EV E intC, por lo que existe 

r > O tal que B,(U-éV) e C, así, para -v existe j3 > (1 tal que U-éV-j3V E C, 

también ver (1.1.15.1). 
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Pero u - EV - {3v = u - (E + {3)v, con, +;3 > E, contradicción, ya que E es 

el supremo de E. 

Por lo tanto, u - EV E ae. 
3) Por corolario (I.3.9.(d)). • 

Para ilustrar este resultado daremos los ejemplos siguientes: 

Ejemplo 2.5. Sea 1'+ en IR'. Sean u, v E 1'+, u » O, donde u = (1,1), v = e, 
entonces -v = -e" -v rt 1'+. Sea, = supla > Olu-av 2: O}. Ahora, u-av = 

(1,1 - a) E F+, implica que 1 - Q 2: 0, así Q E (0,11 (es decir, O < a ::; 1). 

Entonces E = 1 Y O < 1 < 00, de donde u - v E al'+ = {Ael, >.e,l>' 2: O}, pues 

u - v = (1,0) E al'+, ver figura (2.5). 

y 

figura 2.5 

Ejemplo 2.5.1. Sea e = (>.(1.3) ~ 1'(3,1) 1 >',1' 2: O, >',1' E IR} ~ IR'. 

Sean u, v E e, u » O, donde u = (2,2). v = (4,2) entonces -v = (-4, -2) rt 
e. é:= sup{ Q > ° 1 u-av 2: O}, u-av = (2 - 4a, 2 - 2a) E e, de donde 

(2 - 4a, 2 - 2a) = >'(1,3) + 1'(3, 1) con >., l' 2: 0, por lo que>. = ~ - ~a, l' = 

~ - ~Q, de aquí se sigue que a E (O, tl· Entonces E = t, O < t < 00, además, 

u - ~v E ae, pues u - éV = ~(l, 3) E ae, ver figura (2.5.1). 

El siguiente lema relaciona los conjuntos rl y ¿l' 

Lema 2.6. Sea A > O. Entonces sup rl ::; inf El. 
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u¡ 

figura 2.5.1 

Demostración: Por (2.2), O, E, t 0. Sean w E O Y u E El, entonces existe 

y > O tal que wy :S Ay Y existe x » O tal que ux ;::: Ax. 

Entonces, de wy :S Ay tenemos que -Ay :S -wy, de donde A( -y) :S 

w( -y). Ahora -y 'le e y por (2.4) como x» O, -y 'le e entonces x - óy E 8e 
para ó = sup{a > 01 x - ay;::: O}. 

Así, O::; A(x-óy) = AX-EAy = AX+E(-Ay)::; UX+E(-WY) = u(x-e~Y), 

pues A > O Y u > O. Entonces O ::; x - ';:y. y por definición de E, e(~) :S e. 

Pero E > O entonces ; ~ 1 entonces w ~ a, para toda w E n y a E LI' • 

Lema 2.7. Si A es fuertemente irreducible, entonces E = El Y O = 0 1 . 

Demostración: P.D. E = El' 

2) E, ~ E. por definición. 

~) E ~ El' 

Sean u E E, x > O tales que ux ;::: Ax. Como A es fuertemente irreducible, 

existe p E Z+ tal que (1 + A)Px » O. 
Llamemos Xl = (I+A)Px,entoncesux';::: Ax' (es decir, u(I+A)Px;::: A(I+ 

A)Px, pues ux - Ax 2: O y comO (I + A)P 2: O entonces (1 + A)P(ux - Ax) 2: O, 

de donde u(l + A)Px 2: (1 + A)P Ax = A(I + A)Px, ya que conmutan). Así 

u E E,. 

Por lo tanto. E = E,. 

Sólo nOS falta demostrar, O = O,. 

2) 0 1 ~ O, por definición. 
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<;;) Sea w E O, entonces existe x > O, tal que wx S Ax. 

Por hipótesis tenemos que A es fuertemente irreducible, entonces existe 

p E Z+ tal que (1 + A)Px » O. Sea x' = (I + A)Px, así x' » O entonces 

wx' S Ax', ya que w(I + A)Px S A(I + A)Px, entonces w E O,. 

Por lo tanto, O = O,. • 
Lema 2.8. Sean A fuertemente irreducible y p := inn::. Si A tiene un vector 

propio u 2: O, entonces {p} = E n O y p es el valor propio asociado a u. 

Demostración: Como u es vector propio de A se tiene que Au = >.u, u > O. 

para algún>. E IR, >. 2: ° (pues >.u 2: O). Ahora>. E E n O ya que >.U 2: Au y 

Au S >.u. 

Por otro lado, tenemos que A es fuertemente irreducible entonces por lema 

(2.7) E = E, y por lema (2.6), supO S infE" entonces infE, S>' S supO S 

infE,. De donde>. = infE = supO, pero por hipótesis p = infE entonces 

>. = p, de donde E n 0= {>'} = {p}. 

Por lo tanto, p es el valor propio asociado a u. • 
Corolario 2.8.1. Sean V de dimensión finita, e e l' cono sólido, A 2: ° 
fuertemente irreducible y p = inf E. Entonces p E E. 

Dem?stración: Por (l.3.1), existen>. 2: 0, O # v E e tales que Av = >.v. 

Entonces por (2.8), p E E. • 

El siguiente lema es el converso del lema (2.8). (Para el caso en que l' de 

dimensión finita y e = 1'+, el lema se debe a H. Wielandt). 

Lema 2.9. Sean A fuertemente irreducible, p = inf E. Si p E E, entonces p 

es un valor propio positivo y para u > O que cumpla Au '$ fYU se tiene que 

Au = pu res un vector propio asociado a p). Además, u » O. 

Demostración: Sea p E E, entonces Au S pu, para algún u > O. Así pu - .4u 2: 

O. Pero pu - Au = (pI - A)u 2: O. 
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Hagamos z := (pI - A)u. Supongamos que z > O. Como A es fuertemente 

irreducible. existe p E Z+ tal que (I + A)Pz » O. Ahora, sea Zl := (I + A)Pz . 

Tenemos. Zl = (I + A)P: = (/ + A)P(pI - A)u = :pI - A)(I + A)Pu = (pI -

A)ul = pul-Aul , donde ul := (/+A)Pu > O, ya que u> O, A ~ O implican que 

ul ~ O, pero ul '" O pues (pI -A)ul » O y O « (I +A)P(pI -A)u = (pI -A)u l 

Entonces nuevamente por A ~ O, Aul ~ O, entonces -Aul :5 O « Zl = 

pul _ Aul , entonces O :5 pul Y como ul > O, se tiene que p > O. 

Sea Q > O tal que QU I :5 (pI -A)ul , donde Q > O existe ya que (pI -A)ul » 
O (ver (1.1.15.1)), entonces QU I :5 pul - AuI, así Aul :5 (p - Q)ul , lo cual 

contradice que p = inn:. 

Por lo tanto, O = z = (pI - A)u = pu - Au, entonces Au = pu. 

Ahora demostraremos que u » O. Como u > O y A es fuertemente irre­

ducible entonces para alguna p E Z+ se tiene O « (I + A)Pu = (1 + p)Pu, (la 

igualdad se da ya que u es vector propio de A con valor propio p), de donde 

u» O. 

Por (I1J.2.6), como u » O, A ~ O fuertemente irreducible, entonces pu = 

Au > O, esto implica que p", O. Es decir, p> O. • 

Corolario 2.10. Sea A fuertemente irreducible. Entonces A tiene un vector 

propio u E e si y sólo si inn: E L 

Demostración: ==}) Por lema (2.8). 

<=) Por lema (2.9). 

2.11. Ahora demostraremos el teorema (1.4): 

• 

Teorema. Sea e ~ V un cono sólido. Sean A un operador fuertemente 

irreducible, l: = {a ~ 013x > O, ax ~ Ax}, p = infL Si p E l:, entonces: 

O) Existe un vector u > O tal que Au = pu, 

1) p> O, 

2) u» O, 
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3) u es el único vector propio asociado a p (salvo múltiplos escalares), 

4) 11 es el único vector propio de A en e (salvo múltiplos escalares), 

5) ((pI - A)(V)) n e = {O}, 

6) Cada valor propio A de A satisface lA I S p. 

Demostración: Veamos que 0),1) Y 2) ya se tienen por (2.9). 

3)P.D. u es el único vector propio asociado a p (salvo múltiplos escalares). 

Supongamos que existe un vector v # O, el cuál también es un vector propio 

asociado a p, es decir, Av = pv. Como v # O, tenemos que v '1. e ó -v '1. e. 
Supongamos que -v '1. e. 

Ahora, por la proposición (2.4), 11 - EV E ae, con E > O definida en (2.4). 

Si U-EV # ° entonces A(U-EV) = AU-EAv = pU-Epv = p(U-EV), entonces 

por (2.9), u - EV » O, que contradice que u - éV E ae. 
Por lo tanto, u = éV. 

Por lo tanto, u es el único vector propio asociado a p. 

De la misma manera se hace el caso v '1. e. 
4) P.D. u es el único vector propio de A en e. 

Supongamos que existe v E e, v > ° y Av = AV, para alguna A. Entonces 

por (2.8), A 2': O Y A = p y por (3), ves un múltiplo de u. 

Por lo tanto, u es el único vector propio de A en e. 
5) P.D. (((pI - A)V) n e) = {O}. 

Supongamos que existe x E V tal que (pI - A)x 2': O. 

Sea u » ° tal que Au = pu, como en el inciso (O) y (2). Como u » O, 
existe f3 > O tal que y := x + f3u > O, es decir, y E e. Entonces 

(pI -A)y = (pI -A)(x+Bul = px+pf3u-Ax-ABu = px+f3pu-Ax-f3pu = 

(pI - A)x 2': O, 
(pues u es vector propio de A). 

Es decir, py 2': Ay Y por (2.9), (pI - A)y = O. así (pI - A)x = O. 

Por lo tanto. (pI - All' n e = {il}. 
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6) P.D. Cada valor propio A de A satisface IAI :S p. 

Recordemos que estamos trabajando en esta parte con K = IR. 

Sea A un valor propio de A, A '" p, así. existe v # O tal que Av = Av. Por 

(4), v í! e y -v í! e y por (2.4). existen enteros positivos máximos lO) y e, 

para los cuales u - é)V ~ O y u + e,V ~ O. Sea e = max{éloé,}. 

Caso a. Si lO = lO), entonces lO, :S e) y O :S A(u - e)V) = Au - e)Av = 

pu - e"XV = p(u - ~é)V), (por (1), p> O). 

Como lO) es maximal con la propiedad de que U-e) v ~ O, entonces ~e) :S lO). 

Además. por la maximalidad de lO, y U + (-~)é)V ~ O, se tiene que -~ :S lO" 

es decir, -lO, :S ~. Además, -lO) :S -1:, :S (~)é) :S lO). De este modo ~ :S 1, 

entonces IAI :S p. 

Caso b. Si e = lO, entonces e) :S e, y -1:, :S -elo además, O :S A(u+I:,v) = 

Au + o,Av = pu + I:,AV = p(u + ~o,v) . 
.\ ). - ). 

Ahora ;;1:, :S O" además u - (- ;;é,)V ~ O entonces -;;10, :S 1:" por lo que 

-e, :S -él :S *1:, :S lO,. Entonces ~ :S 1, entonces IX :S p. • 

Corolario 2.12. Supongamos V de dimensión finita. Con las hipótesis del 

teorema (l.4), p es un cero simple del polinomio característico de A. 

Demostraci6n: Por (3) del teorema (1.4). se tiene que la multiplicidad geomé­

trica de p es 1 (es decir, en la descomposición de Jordan de A, existe un único 

bloque de Jordan asociado a p, digamos de tamaño l x l). 

Lo que vamos a demostrar es que t = l. es decir, la multiplicidad algebraica 

de p también es 1. Sea 'Bp = {u. v, • ... , vd ~ 'BJ base de Jordan tal que 'Bp es 

la parte asociada al bloque de Jordan de p, que es como sigue: 

p 1 O O 

O P O O 

[Ah, = 

O O p 1 

O O O P 
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Supongamos f > 1, entonces tenemos, AV2 = ti + PV2, entonces (pI -

A)( -V2) = -PV2 + ti + PV2 = ti ~ O, ahora por (5), (pI - A)( -V2) = O, de 

donde u = O contradicción, ya que u » O. Por lo tanto, f = 1. • 
Ejemplo 2.13. Matriz con valores propios complejos que deja invariante un 

cono sólido real. Este ejemplo fue tomado de IPJ. 

Sean V = IR3, e = {x E IR3 I x2 + x2 < x2 
1 2 _ 3' X3 ~ O}, 

Demostración: P.D. e es A-invariante. P.D. 'Ix E e, Ax E C. 

Sea x E e, x = (XI, X2, X3)t entonces xi + x~ :$ x~, X3 ~ O. Entonces, 

Ax = (3XI + X2, -Xl + 3X2, 4X3)" ahora, (3xI + X2)2 + (-XI + 3X2)2 = 1O(x2 + 

y2), (4X3f = 16x¡. Por hipótesis xi + x~ :s xl, además 10 < 16. 

Por lo tanto, lO(xi + x~) :s 16x¡. 

Por lo tanto, e es A-invariante. 

P.D. A tiene valores propios complejos. 

Calculemos el polinomio característico. fA(X) = det(J.I - A) = 

(J. - 4)(J.2 - 6J. + 10) = (J. - 4)(J. - 3 + i)(J. - 3 - i). 

Encontremos nI = {w ~ O 13y» o, wy:S Ay}. Sea w E nI, suponga­

mOS que 3 y »0, y E e tal que wy :s Ay, entonces 1i :s Ay - wy = (3YI + 

Y2, -YI +3Y2, 4Y3)'- (WYI, WY2, WY3)' = ((3-w )YI +Y2, (3-W)Y2-Y" (4-W)Y3)', 

entonces (4 - W)Y3 ~ O, de donde 4 ~ W pues Y3 > O. Así, nI ~ 10,4J. 

Ahora, demostraremos que 10, 4J ~ nI' Sea w E 10,4J entonces tomemos 

y = (0,0, 1) de donde sustituyendo nos queda (O, O, (4 - w)) E C. 

Encontremos n = {w ~ O I 3y > O, wY:S Ay}. De lo hecho anteriormente 

para nI tenemos nuevamente O:S Ay-wy = ((3-W)YI +Y2, (3-W)Y2-YI, (4-

W)Y3), otra vez (4 - W)Y3 ~ 0, de donde 4 ~ w ahora con Y3 :s O. Por lo tanto, 

n ~ 10,4J. 
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Veamos que [O. 4) ~ O. Tomemos nuevamente y = e3. Por lo tanto, O = 
[0,4) = O¡. 

Obtengamos ahora ~¡ = la '" O 13r» 0, ar '" Ar}. Sea a E E¡. supon­

gamos que existe r E C. r » O. tal que ax '" Ax, entonces ° :s ax - Ax = 

(ax¡, ax" aX3)' - (3x¡ + X,. -XI + 3x" 4X3)' = ((a - 3)x¡ - x" (a - 3)x, + 

XI, (a - 4)X3)" Pero de (a - 4)X3 '" O se tiene a 2: 4 ya que x3 2: O. De este 

modo E¡ ~ [4, oc), veamos ahora que [4,oc) ~ E¡. 

Sea W E [4, oc). Sea y = E3, donde y sirve \lw E [4, oc). Observemos también 

que El = E = [4. oc). De estr modo se cumple (2.6) ya que 4 = sup O :s 
infE¡ = 4, más aún, supO = infLI' Para el resultado (2.7), probemos que A 

es fuertemente irreducible. 

P.D. \Ix > O, 3p = p(x) tal que (I + A)Px » O. 

Sea X E e, x # O. Tenemos que 

(1+ A) = [~1 : ~ l· 
° O 5 

Proponemos p = 1. Entonces obtenemos lo siguiente, 

(I + A)x = (4xl + X" -XI + 4x" 5X3)" 

P.D. (4xl + x,)' + (-XI + 4x,)' < (5X3)'. 

Entonces 17(x; + xD :s 25x~. De hecho, como 17 < 25 Y x; + x¡ :s x~ 
pues x E e, además x # O. Entonces 17(x; + xD < 25x~. Por lo tanto, 

(I + A)x » O. Por lo tanto. A es fuertemente irreducible. 

Por el lema (2.8) se cumplen las hipótesis y sea e3 un vector propio de 

A entonces {4} = E n O, donde 4 es el valor propio asociado a e3 (es decir, 

Ae3 = 4(3)' 

Pero también tenemos que se cumple el lema (2.9), pues A es fuertemente 

irreducible, además 4 = inf E, 4 E E entonces p es un valor propio positivo y 

para u que cumpla Au :s pu se tiene que Au = pu. Además, u » a. 
Tenemos que 4 E L, ahora sea un vector u tal que Au ~ 4u, entonces 

a :s 4u-Au = ((4-3)u¡-u" (4-3)u,+UI' (4-4)U3)' = (u¡-u"u,+u¡, O)'. De 
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donde U¡ = U2 = O. Por lo tanto, u = (0,0, A)', A E IR. Sea z = (4/ - A)u = O. 
Como z = O = (4/ - A)u entonces sea p E Z+ tal que O « (I + A)Pu = 

(1 + 4)Pu. Sea p = 1 entonces (I + A)u = (0,0, 5A)' = 5u = (1 + 4)u, además 

(0,0,5A) » O. • 

§3. El caso complejo, K=C. 

Sean V un R-espacio vectorial (no necesariamente de dimensión finita), 

C <;; V un cono sólido y A : V ---) V lineal. 

3.1. Ahora hablaremos de valores propios complejos. Para esto, definamos el 

conjunto V + iV := {x + iylx, y E V}, con las siguientes operaciones: 

Suma:(x + iy) + (x' + iy') = (x + x') + i(y + V'), X + iy, x' + iy' E V + iV. 

Producto por un escalar: A(X + iy) = ax - j3y + i(j3x + ay), A = a + ij3 E 

C,x+iyEV+iV. 

Observemos que V + iV resulta ser un C-espacio vectorial, donde O = 

O + iD) -v = -x - iy E V + iV son respectivamente el cero de V + iV y el 

inverso aditivo de v = x + iy E V + iF. Además, a V + iV se le llama la 

complexificación de V. 

Sea (V, 11 . ID un espacio normado, donde 11 . 11 está definida por un producto 

interior (-, -) : V x V ---) IR. Entonces (V + iV, 11 . 11) es un espacio normado, 

si definimos 

11 x + iy 11:= JII x 11 2 + 11 Y 11 2 (=111 x 11 + 11 y liD 

Observación 3.2. Sea 13 = {V;}'El una R-base de V, entonces 13 es una C­

base de V + il'. En particular, dim. V = dime F + iF. 

3.3. Hay una forma natural de extender cada transformación lineal A sobre 

¡: a una transformación lineal A sobre I ' + i\l, de la siguiente manera 

A(x + iy) := Ax + iAy. 

3.3.1. Ahora, si C es un cono sólido de V, entonces C + iC es un cono sólido 

en l' + iV. 
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Demostrar que e + ie es cono de V + iV es muy sencillo. 

Verifiquemos que e + ie es sólido. 

Como e es sólido en 1'. 3z E int"e y 3r > O tal que B,(z) ~ e. 

P.D. B,{z + iz) ~ e + ie. 
Sea x + iy E B,{z + iz), entonces r >,1 (z + iz) - (x + iy) 11=11 (z - x) + 

i{z - y) 11= JII z - xiI' + 11 z - y 11' ::::11 z - xII, 11 Z - y 11 . 
Entonces x, y E B,(z) ~ e. Por lo tanto, x + iy E e + ie. 

Es decir, e + ie es un cono sólido en V + iV. 

3.3.2. AdemáE, si X = /1 + io, o '" O, es un valor propio complejo de A con 

vector propio z = x + iy, z '" O, entonces x, y son linealmente independientes 

sobre R: 

Az = A{x + iy) = (/1 + io){x + iy) = /1X + i/1Y + iox - oy = (/1X - oy) + 

i(ox + /1Y). Supongamos que x. y no son linealmente independientes. 

Caso 1. Si x = O (resp. y = O), entonces iAy = -oy + i/1Y (resp. Ax = 

/1x + ¡óx) entonces ó = O contradicción (o", O). Por lo tanto, x'" O. y", O. 

Caso 2. Si O '" y E Rx. Sea!: E R\ {O} tal que y = ex. entonces Ax+iAy = 

Ax+ieAx = (/1-&)x+i{o+/1t:)x. de donde Ax = (/1-&)x, ieAx = i(o+/1t:)x. 

Entonces Ax = (/1-oe)x = (~+/1)x entonces (x '" O) /1-& = ~+/1 entonces 

e' = -1 contradicción (e E R). 

Por lo tanto, x, y son linealmente independientes sobre R. 

3.3.3. Finalmente, si A es un valor propio de A con vector propio v = x + iy, 

entonces A es un valor propio con v = x - iy como vector propio asociado: 

Probaremos que v = x - iy es vector propio de A, asociado a A. 
Como A(x+iy) = (/1+io){x+iy), entonces Ax = /1X-oy, Ay = oX+/1Y. 

Por lo tanto, A(x - iy) = (/1 - io){x - iy) = XIx - iy). 

Por lo tanto. x - iy es un vector propio asociado a A. 

Lema 3.4. Con las hipótesis de (3.3). Sea A :::: O, A = /1 + io E e, o '" O 

un valor propio de A con z = x + iy como vector propio asociado (es decir, 

Az = Ax + iAy = AZ). Por (3.3.2), x. y son linealmente independientes sobre 
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IR. Definamos el plano generado por x. y. 11 =< x, y> en el espacio real V 

Entonces 11 n e = {O}. 

Demostración: Primero probemos que 11 y 11 n e son A-invariantes. 

P.D. A(I1) ~ 11 (es decir, 11 es A-invariante). 

Sea w E 11, entonces w = A, x + A,y. A,. A, E IR. 

Como Ax+iAy = (¡.tx-óy)+i(óx+¡.ty). Entonces Ax = ¡.tx-óy E n, Ay = 

ÓX + I1Y E 11, de donde AjAx + A,Ay = Aw E n. 

Por lo tanto, n es A-invariante. 

Tenemos que 11 n e es A-invariante, pues 11 n e ~ e y n n e ~ n, en 

cualquier caso n n e eS A-invariante. 

Ahora, sea An = Arn (es decir, An es A restringido a n). 

Observemos que aunque V no sea de dimensión finita, dima n = 2. Es 

decir, An : n --+ 11 es una función lineal entre espacios de dimensión finita. 

Si A tiene un valor propio real, An deberá tener tres vectores propios 

linealmente independientes (ya que por hipótesis tenemos que A es un valor 

propio complejo, con x + iy como vector propio asociado y por la observación 

hecha en (3.3.3) ); Y x - iy son también un valor y un vector propio para An 

respectivamente), en el espacio vectorial complejo n + iIT de dimensión dos 

sobre IC, lo cuál no es posible, ya que en un espacio vectorial de dimensión dos 

a lo más hay dos vectores linealmente independientes. Por lo que Arr no tiene 

valores propios reales. 

Si dim(l1ne) = 1, entonces existe W E n\ {O} tal que nne = lR+w. Como 

11 n e es A-invariante, entonces A(w) = Arr(w) = éW, é E IR, contradicción 

(An no tiene valores propios reales). 

Si dim(11 n e) = 2. entonces 11 n e es un cono sólido en 11 que es An­

im·ariante. Entonces por (1.3.1), An tiene un valor propio real, contradicción. 

Así. en ambos casos. 11 n e = {li}. • 

A continuación , definiremos una [unción sobre TI y demostraremos que es 

"casi" una norma, así mismo daremos un ejemplo que muestra que no necesari-
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amente es una norma. Esta función la utilizaremos para demostrar el resultado 

principal de esta sección, el teorema (3.9). 

Recordemos que e es un cono sólido en V un IR-espacio vectorial (no nece­

sariamente de dimensión finita). 

Lema 3.5. Sea u » ° fijo y TI = (x, y), como en el lema (3,4). Definamos 

para toda w E TI, q(w) = inflA> Olu + A-1W E e}. Entonces: 

i) O::; q(w) < 00 \lw E TI, 

ii) q(w) = O si y sólo si w = 0, 

iii) q(w + w') ::; q(w) + q(w'), \lw, w' E TI, 

iv) q(aw) = aq(w) si a ::o: O, \lw E TI, 

v) \lw # 0, u + q(';;,) E ae, 

vi) Sea S = {w E TIlq(w)::; ¡}, Entonces S es un subconjunto compacto 

y convexo de TI con ° E intS. De hecho, u + S = e n (u + TI). 

Demostración: i) P.D. q(w)::o: O \1 w E TI, TI = (x, y), x, y E V. 

Sea w E TI. Sea G = lA > Olu + A-1w E e}, 0 # G ~ IR+, entonces 

inf G ::o: O, así q(w) ::o: o. 
P:D. q(w) < oo. 

Por (1.1.15.1). si ° # w E TI entonces 3A > O tal que u + AW E e entonces 

q(w) ::; t < oo. 

ii) P.D. q(w) = O si y sólo si w = 0, 

=» Sea 11' E TI. q(w) = inflA> Olu + tw E e}. 

Como q(w) = O, existe (An)nEN ~ IR+ \ {O} tal que limn->oo An = O Y además 

u + ),'. w E e, de donde, X n := AnU + w E e ya que An > O, \In E N, entonces 

Ilw - xnll = ilAn1111 = Anll1111. con Iimn .... '" Anllull = O. 

Por lo tanto, xn --> w, xn E e. Pero e es cerrado, entonces w E e así, 

11' E e n TI = {O}, por (3.4). 
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Por lo tanto, w = O. 
<=) P.D. q(w) = O. Si w = O. 

Como w = O entonces q(O) = inf{>. > 01 u + A-1w = u E C}. 

Sea é E G, E > O, entonces u + EO E C. Entonces inf G :5 E, por lo tanto 

infG = O. 

iii) P.D. q(w + w') :5 q(w) + q(w'). 

Como C es convexo, entonces C - u es convexo. (Donde C - u = {v - ulv E 

C} es una translación). 

Sean A, X > O tales que: 

1 C 1, C u + ~w E y u + X w E , (, ) 

entonces tW E C - u y f,w' E C - u, entonces w E A(C - u), w' E A'(C - u) 

de donde w + w' E A(C - u) + X(C - u) = (A + X)(C - u), donde la igualdad 

se cumple ya que C - u es convexo, ver (3.6). 

Ahora, ,~" (w + w') E C - u, de donde u + ,~" (w + w') E C. Por lo tanto, 

q(w + w') :5 A + A' 1:/ Ay que cumplen ('). 

Por lo tanto, q(w + w') :5 q(w) + q(w'). 

iv) P.D. q(ow) = o:q(w) si o: 2: O y w E n. 
P.D. q(o:w) 2: o:q(w). 

q(o:w) = inf{Jl > Olu + !;o:w E C}. Si Jl > O es tal que u + (!;o)w E c, y 

como !;o: = "01
_. entonces JlO-1 2: q(w), pero o: > O, así Jl 2: o:q(w), de donde 

q(o:w) 2: o:q(w). 

Ahora, sólo nos falta demostrar la siguiente desigualdad. 

P.D. q(o:w):5 o:q(w). 

Sea A > O tal que u + tW E C, entonces C 3 u + tW = u + ,lo O!w, de donde 

Aa 2: q(aw) entonces aq(w) 2: q(aw). 

Por lo tanto, q(aw) = o:q(w). 

v) P.D. I:/w E n \ {O}, u + q(';;,) E ac. 
a) u + q(';;,) E C. 

Como 00 > q(w) = inf{>. > O I u + ! E C} > O, entonces sea (Jln)nEN tal 
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que 11 + ;; E e y limn~oo/in = q(w). Como q(w) ~ O, podemos suponer que 

/in i O V n. Entonces 11 + _(w) = limn~oo 11 + -'" E e (pues e es cerrado). 
q ti' ~" 

b) 11 + -i"-) E ae. q,w 

Supongamos que no, entonces 11+ q(:;,) E ¡nte entonces por (1.1.15.1) 3/i > 

O tal que 11+ q(';;,) +/i q(:;,) =11+(~)-¡WE e, entonces q(w):::: ~ entonces 

1 + /i :::: 1 contradicción, (11) O). 

Por lo tanto, 11 + q(';;,) E ae. 
vi) P.D. S es un conjunto convexo, compacto en n, con O E intS. 

S = {w E nlq(w):::: 1}. Sean w,w' E S. 

P.D. S es convexo. 

P.D. tw + (1 - t)w' E S, t E [O, lJ 

P.D. q(tw + (l - t)w') :::: 1. 

q(tw+(I-t)w'):::: q(tw)+q((I-t)w') =tq(w)+(I-t)q(w'):::: t+(I-t), 

lo cual se tiene por (iii). (iv) ya que t, (1 - t) 2: O, y que q(w) :::: 1, q(w') :::: 1. 

Por lo tanto, q(tw + (1 - t)w') :::: 1. 

Por lo tanto, tw + (1 - t)w' E S, es decir, S es convexo en n. 
P.D. S es compacto y O E intS. Recordemos que n = (x, y). 

Definamos a := q(x), b := q(y), a' := q( -x}, b' := q( -y). Por (i) y (H), 

a,b,a',b' > O. Además, por (iv), q(~) = qm = q(~n = q('iJ') = 1. 

y 

-'d--I+1+-+1"'",7,- X 
-:da' 

-ylb' 

figura I 

Entonces, por ser S convexo. 

P:= (A¡~ +A,~ +A3(~n +A,('iJ'); O:::: A,Vi. ¿::=¡,\, = 1} ~ S. 
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Observación: 

a) 'Iv E S, u + v E S (pues por (v), u + q(':;,) E C y como u E C, C convexo 

y q(w) :5 1, entonces Va E [O, q(~)l, v + ax E C, en particular para a = 1). 

b) O E intP <; intS. 

e) 'Iv E S, 3w E P, >. ~ O tales que v=>'w. 

d) u + S = C n (u + IT) Y S son cerrados. 

P.D. u + S = C n (u + IT). 

<;) Sea w E S, entonces q(w) :5 1. Como en la demostración de (a), 

Va E [O, q(~)], u + aw E C, en particular, u + w E C n (u + IT). Observemos 

que Vw E IT, Va E [O, q(~)], aw E S. 

2) Sea u + w E C n (u + IT), w E IT. Entonces (por definición de 

q(w»), q(w) :5 1. 

Por lo tanto, w E S. 

Como C y u + IT son cerrados, entonces C n (u + IT) = u + S es cerrado. 

Por lo tanto, S es cerrado. 

e) S es acotado. 

Recordemos que P es compacto y que O E intP. Supongamos que S no es 

compacto, entonces existe (Zn)nEN <; oP tal que 11 qt:.) 11 ~ n, 'In E N. 

Como P es compacto, por (A.2.4), existe (Zn.liEN <; (Zn)nEN tal que el límite 

P :3 z := limi--+oo zn, existe. 

Tomemos el plano u + IT, entonces tenemos la figura 2. 

Sea .c,=línea que genera u l' u + z. Llamemos .c, + a uno de los semiplanos 

de u+IT que contiene un número infinito de u+zn.'s, es decir, u+zn; E .c,+\.c,. 

Ahora, como O E iniP, tomemos w E oP tal que u + w E .c, - \.c" donde .c, - es 

el otro semi plano definido por .c" ver figura 2. Como limi~oo u + Zn; = U + Z y 

11 Zn, 11 ~ n" entonces para i suficientemente grande, se tiene 

u+ (Z)Eini(conv(u,u+w,u+ (Zn'»)<;intC 
q Z q zn¡ 

pues u, u + w, u + --=-('. ) E C y C es convexo, además, (si A <; B entonces q Zn, 

intA <; intB). Esto es una contradicción a u + q(~) E oC. 
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y 

-""=:---7f"'-"""'-- x 

L [ 

Por lo tanto, S es compacto. 

D E intP ~ intS. 

figura 2 

z 
u+ q(z) 

Observemos que para demostrar (iii) usamos lo siguiente: 

Proposición 3.6. Sea E ~ V. 

1) E es convexo si y sólo si para toda s, t ~ O, (s + t)E = sE + tE. 

2) Sea T : V ----) IV lineal. E convexo entonces T(E) es convexo en IV. 

Demostración: 1) ==» Sean s, t ~ O. 

~) Sea x E (s + t)E. 

P.D. x E sE + tE. 

• 

Si x E (s + t)E, se tiene x = (s + t)a, a E E, entonces x = sa + ta, de 

donde x E sE + tE. 

2) Sean x E sE, y E tE. 

P.D. x + y E (8 + t)E. 

Como x E sE, x = sal Y y E tE, Y = ta21 al, Q2 E E, x + y = :¡: (SQl + 
ta,) = (s + t)( ,:,a¡ + ,!,a,) E (s + t)E ya que ,:" ,~, s: 1, entonces ,~,a¡ + 
5~,a.2 E E, pues E es convexo. 
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<==) P.D. E es convexo. 

P.D. Si:r, y E E, entonces tx + (1 - t)y E E. Vt E [0,1]. 

Poniendo s = 1 - t. además por hipótesis sabemos que tE + sE = (t + s)E, 

entonces tx + (1 - t)y E E. 

Por lo tanto. E es convexo. 

2) Sean x, y E E, como E es convexo, entonces tx + (1 - t)y E E, t E [0,1]. 

P.D. T(E) es convexo. 

Sean T(x), T(y) E T(E), con x, y E E. 

PD. tT(x) + (1 - t)T(y) E T(E). 

tT(x) + (1 - t)T(y) = T(tx + (1- t)y) E T(E), ya que T es lineal y E 

convexo. 

Por lo tanto, T(E) es convexo en IV. • 
Ejemplo 3.7. 

3.7.1. Sean 1/ = IR', C = {x E IR' I xl + x~ :5 x~, x, ~ O}. Por (2.13), 

sabemos que VI = e3, V2 = el + ie2, V3 = e2 + iel son los vectores propios de 

A = [~1 ~ ~ l· 
O O 4 

Sea fI = (e,.e,). P.D. Cn fI = {O}. 

2) {O} ~ C n fI. Es claro, (pues. O E e y O = Oel + Oe, E fI). 

~) C n fI ~ {O}. Supongamos que existe x # O tal que x E C n fI. 

Entonces:r = (),. /1, O) (pues x E fI) entonces )" + /1' :5 O (pues x E C) por lo 

que A = J1 = O entonces x = O. contradicción. 

Por lo tanto, CnfI = {O}. 

Ahora, encontremos q(w) = inf(>. > O I u + ),-IW E C}. Tomemos u = 

e, » O. 

Si w = el' Si ), > O tal que U+),-I W = (O, O,I)+(),-I, O, O) = (),-I, 0,1) E C, 

entonces ),-1 :5 1 de donde), ~ 1. así q(w) = inf{>. ~ 1} = 1. 
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Si u: = (XI'X"O) y>,> O tal que U+>,-IW= (0,0, 1) + (>,-I X¡, >,-I X" O) = 

(>,-I XI , >,-IX" 1) E e entonces (>,-I)'(X¡ + xn S 1 de donde (>,-1)2 S x'+\' , , 
entonces >,-1 S ..;; " así II"'I!S >,. 

rl~z2 

De donde, q(u,') = inflA ?llll' II} =11 u: 11· 

Si u = e3. S = (u' E TI I q(ll') S 1} = {w 111 w liS 1}, u+S = Cn(u+rr). 

Tomemos ahora, u = (O. 1,2) » O. 

Si u: = elo u + >,-Iu: = (0,1,2) + (>,-t, O, O) = (>,-t, 1, 2), de donde (>.-1)' + 

1 S 4, entonces (>,-1), S 3 entonces >,-1 S J3 entonces >.? 7,. 
De donde. q(w) = inf{A? f,} = );, 

u + 5= {(XI'X, + 1.2) E e I XI.X, E IR}, donde as = {(XI'X, + 1,2) I 
xi + (x¡+ 1)' =4) = Cn(u+TI). 

3.7.2. Ejemplo de que q(w) puede ser distinta a q(-w). 

Sean j' = JR". e = V+. rr = ((-1,-1,1),(-1,1,-1)), V+ n rr = {O}. 

Sea u = (1,1,2)>> O, sea w = (-1,-1,1) entonces si>' > O, U+>,-IW = 

(1_>,-1.1_ >,-1,2+>,-1)? O, si y sólo si 1- >,-1? Osi y sólo si 1? >,-1 si 

y sólo si >, ? 1 entonces q( w) = 1. 

Ahora, calculemos q(-w), donde -w = (1,1,-1). Así, u- >.-IW = (1 + 

>,-1.1 + >,-1,2 - >.-1) ? O lo cual ocurre si y sólo si 2 - >.-1 ? O si y sólo si 

2? >,-1 si y sólo si>'? 1/2. 

Por lo tanto, q( -w) = 1/2 # 1 = q(w). 

3.7.3. Este es un ejemplo en donde se muestra que es necesario que x + iy 

sea un vector propio de A, pues existe w # O, q( w) = O. 

Sea u = (1,1,1). Sea z E rr = ((-1,-1,1),(-1,1,-1)), z = (-a-{3,-a+ 

¡J. -(-o + ;J)) E rr, o,{3 E IR. 

Entonces para q(z) se tiene, U+>,-I z = (1-~-~, 1-~+~, 1+~-~) ? O si y 

sólosil>"-+º v 1>"-~ v l>~-"-sivsólosi>'>a+{3 0-{3 {3-o _). ). ~ _).)" ~ _), >. ~ _, 1 

si y sólo si >,? max{o+3,o - 8.3-0(= -(o-8))}? O. pues si o-{3 S O 

entonces {3 - o ? O. 

AsÍ. q(z) = max{o+8,o-3.8-a}, q(-z) =max{-o-8.o-8.{3-o}. 

Sea a = 1 = 3 entonces q(z) = 2, q( -z) = O. 
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3.8. Sea rr = (x, y) de dimensión dos. Definamos X sobre rr por X(ax + by) = 

(a' + b')l/' la cual resulta ser una norma. En lo que sigue todas las nociones 

de topología sobre rr se refieren a esta topología. 

Lema 3.8. Como en (3.4), recordemos que rr = (x, y), con z = x + iy vector 

propio de A asociado a ,\ = J1 + io valor propio complejo (ó # O) de A. Se 

define X sobre rr de la siguiente manera. 

'Iv E rr, v = ox+By, X(ox+By) = (o'+B')'/', una norma. Observemos 

que X(ox + {3y) =11 (o, {3) 11= la norma euclidiana de (o, {3). 

Demostración: P.D. X es una norma. Es decir, 

1. P.D. X(v) ~ OVv E rr, 
2. P.D. X(v) = O si y sólo si v = 6, v E rr, 
3. P.D. X('\v) =1 ,\ 1 X(v), ,\ E IR, v E rr, 
4. P.D. X(v + w) S X(v) + X(w), v, w E rr. 
Sea v E rr, v = ox+{3y. 

1. X(v) = X(ox + {3y) = (o' + {3')' /' ~ O. 

2. 0= X(v) = (02 + {3')l/' = O si y sólo si a' + {3' = O si y sólo si a = {3 = O. 

3. X('\v) = X('\ox+'\{3y) = (('\0)'+ ('\B)')' /' =1'\ 1 (O'+{3')' /' =1'\ 1 X(v). 

4. Sean v = ax + By. w = a'x + {3'y E rr. 
X(v + w) = X((a + o')x + (B + B')y) = ((a + o')' + (B + {3')')' /' 

=11 (a + 0',3 + B') 11=11 (0,3) + (a', B') IISII (a,{3) 11 + 11 (a', {3') 11 
= (o' + 8')'/' + ((o'f + (B')')I/' = X(v) + X(w). donde 11 (o, B) 11 denota la 

norma euclidiana de IR'. • 
Teorema 3.9. Sean \1 un IR-espacio vectorial (no necesariamente de dimensión 

finita), e <; l' un cono sólido y A : V ----) V un operador fueriemente 

irreducible, sea L: = {a ~ O 1 :Jx > O, ax ~ Ax} y sea p = infL:o Si 

p E L: Y Az = ,\Z para z El' + il', ,\ E e, entonces 1 ,\ 1 S p. 

Demostración: Sean z = x + iy E ji + iF, ,\ E e tales que .4z = '\z. 

Por demostrar que 1 ,\ 1 S p. 
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Si A E IR, entonces, por (2.11), se tiene que 1 A 1::; p. Supongamos A tt IR, 

seaA=Ji.+i/iE<C. 

Como A es fuertemente irreducible, entonces p > O. Por lema (111.2.7), 

podemos suponer que p = l. 

Como en (3.5), sean u » Ó tal que Au = pu y S = {w E rr 1 q(w) ::; 1}, 

que es un conjunto convexo y compacto de rr, con Ó E intS, donde rr = 

(x, y). 

Para demostrar que 1 A 1::; p, primero probaremos: 

1) Por (3.5.(vi)), tenemos que u + S = (u + rr) nC. 

2) P.D. AS ~ S. Sea w E S. 

P.D. Aw E S. 

Por (1), u + w E e y como e es A-invariante, entonces 

e 3 A(u + w) = Au + Aw = pu + Aw = u + Aw. 

Por otro lado, como w E n, Aw E n. Entonces u+Aw E (u+IT)nc = u+S. 

Es decir, Aw E S. Por lo tanto, AS ~ S. 

3) Sean z = x + iy E V + iV Y A = Ji. + i/i E e tales que Az = Az. 

P.D. 1 A 1::; p. 

Como Az = Az, es decir, Ax + iAy = (Ji. + i/i)(x + iy), entonces Ax = 

J1.X-/iy y Ay = /ix+J1.Y, de donde se obtiene que I/w = ax+(3y E S, Aw = 

A(ax + (3y) = (aJ1. + (3/i)x + (-a/i + (3J1.)Y· 

A'hora I/ax + (3y = w E S, definamos X(w) = (a 2 + (32)1/2. Entonces 

X(A1L') := ((aJ1. + /i(3)2 + (-a/i + (3J1.)2) 1/2 = (a2J1.2 + 2a/iJ1.8 + /i2(32 + a 2/i2 

-2a/i(3J1.+(32J1.2)1/2 = (J1.2(a2+(32)+/i2(a2+(32))1/2 = ((J1.2+/i2)(a2+(32))1/2 = 

(J1.2 + /i2)1/2(a2 + (32))1/2 =1 A 1 X(w). 

Como X es una función continua sobre S que es compacto, entonces X 

alcanza su máximo en S. Sea Wo E S tal que X(wo) es un máximo en S. 

Además, como AS ~ S, Awo E S. 

Entonces. 1 A 1 X(wo) = X(AIVo) ::; X(IVo). por ser X(wo) máximo y 

X(wo) # O. 

Así. 1 Al::; 1 = p. • 
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APÉ:\'DICE 

En lo que sigue veremos las definiciones y los resultados básicos sobre espa­

cios topológicos) espacios métricos, normas y espacios normados 1 que son los 

que usaremos a lo largo del presente trabajo Ver [BaJ, [BI\], [eh], [Se], [RJ, 

[\\'J. 

1. Espacios topológicos. 

Definición A.l.l. Sea X un conjunto y ti es una colección de subconjuntos 

de X. Decimos que la pareja (X, ti) es un espacio topológico si se cumplen 

las siguientes condiciones: 

ti. 

i) 0 E ti, X E ti, 

ii) Si {Ua}aEf es una colección de elementos de ti entonces UOErUo E ti; 

iii) Si UI, ... , Un es una colección finita de elementos de ti entonces n:':lu, E 

A la colección ti de subconjuntos de X se le llama una topología en X. Los 

elementos U E ti son llamados los conjuntos abiertos de X y los elementos 

de X son llamados puntos. 

Definición A.1.2. Un subconjunto E de un espacio topológico X se dice que 

es cerrado si X \ E es abierto. 

Teorema A.1.3. Sea {S'}.EI una familia de conjuntos cerrados, entonces 

n1E1St es cerrado. 

Teorema A.1.4. Si.4, B son cerrados, entonces .4 + B es cerrado. 

Definición A.1.5. Sea X un espacio topológico y E ~ X. Decimos que la 

cerradura de E en X es el conjunto 

E =n{e e X I e es cerrado y E e e}. 

Además. es el conjunto cerrado más pequeño que contiene a E. 
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Definición A.L6. Si X es un espacio topológico y E e x, el interior de E 

en X es el siguiente conjunto 

intE = U{ H e X I H es abierto y H e E} 

Además, el intE es el conjunto abierto más grande contenido en E. 

Teorema A.L7. Sean A. B <:;; X. Si A <:;; B entonce.. intA <:;; intB. 

Definición A.L8. Sea X un espacio topológico y E e x, la frontera de E 

es el conjunto 

BE = E n (X \ E). 

Otra forma: la frontera de E consiste de todos los puntos x E X tales que 

V U abierto de X tal que tiene a x se tiene U n E "" 0 y U n (X \ E) "" 0. 

Teorema A.L9. Sea X un espacio topológico y E <:;; X. M es cerrado si y 

sólo si 8M <:;; M. 

Demostraci6n: =) Por hipótesis M es cerrado. 

P.D. 8A! <:;; Al. Sea x E 8M P.D. x E M. 

Supongamos que x rt M entonces x E (X \ M). Como M es cerrado se 

tiene que (X \ Ml es abierto. entonces x E int(X \ M) (es decir, 3U abierto, 

x E U y tal que U <:;; (X \ Al) l. Entonces U n M = 0 contradicción, (pues 

x E 8A1l· 

Por lo tanto, BA! <:;; M. 

*=) Por hipótesis BU <;; U. 

P.D. Al es cerrado (es decir, (X \ Al) es abierto). 

Sea x E (X \ M). Como B(X \ Al) = 8M <;; M, entonces 3 U abierto tal 

que x E l.i <:;; X \ Al, es decir. x es punto i~terior de (X \ Al), así (X \ M) es 

abierto. 

Por lo tanto, Al es cerrado. • 
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2. Espacios métricos. 

/\. continuación se dará la definición de espacio métrico y se enunciarán 

algunos resultados para dichos espacios, los cuales se han utilizado a lo largo 

del presente trabajo, 

Definición A.2.I. Sea X un conjunto, Una función d : X x X ---> JR se 

llama una métrica en X si satisface: 

i) d(x,y) 2: O, \lr,y E X; 

ii) d(x, y) = O si y sólo si x =,y: 

iii) d(x, y) = d(y, x), \lx.yE X; 

iv) d(x, y) :s d(x, z) + d(z, y), \Ix, y, z E X, 

Un conjunto X con una. métrica determinada se llama un espacio métrico 

y se denota por (X, d) o simplemente X, 

Teorema A.2.2. Sea l' un espacio métrico y Af <;; ji, Al es cerrado si y sólo 

si Al = {v E l' 1 3 (X;)'E" <;; Al, limHoo x. = v}, 

Demostración: ~) Por hipótesis M es cerrado, 

P,D, Al = {v E 1'1 3 (X')'EN <;; .\l, Iim,~",x, = v}, 

<;;) Sea x E ¡\J, entonces la sucesión constante x = x, \1 i E N nos sin'e, 

2) Sea v E {v E l' 1 3(X')'Efi <;; Al, IimHOCx. = v}, v tal que 

Iim,--,,,,oX, = r, con r. E Al, Supongamos v 't Al, entonces \Ir > O B,(v) n 
(V \ M) '# 0, 

P,D,\lT > O B,(v) n Af '# 0, 

Sabemos que 3;\" E N, x, E B,(v). \li > N entonces x, E B,(v) n 111 '# 0, 

Por lo tanto, " E 8.\1 <;; JI[ (por ("\,1.9)), contradicción, 

Por lo tanto. l' E .. \J. 

<==) P.D. \' \ JI es abierto, 

Sea " El' \ ,Ir Si \Ir > O B,(r) n .11 '# 0 entonces en particular. \In E 

N 3.rt! E B~(l') r¡.\1 entonces l' = limn-iooc Tr¡. entOI1CP:-' l' E .\1 contradicción . 

• 
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Definición A.2.3. (Teorema: Heine-Borel). Sea X un espacio métrico, 

Al ~ X. M es compacto si y sólo si Al es cerrado y acotado. 

Teorema A.2.4. !R} Sean X un espacio métrico. Si {Xn}nEN ~ Al sucesión 

entonces existe {Xn.l'EN subsucesión de {Xn}nEN tal que {XnJn.EN converge. 

3. Espacios normados. 

Definición A.3.1. Sea V un K ·espacio vectorial, entonces una norma en V 

es una función de V a IR denota,Ja por 11 . 11 (es decir, 11 . 11: V ~ IR) la cual 

satisface las siguientes condiciones: 

i) 11 x II~ O, V x E V; 

ii) 11 x 11= O si y sólo si x = O; 

iii) 11 ,xx 11=1 ,x 111 x 11, ,x E IR, x E V; 

iv) 11 x+y II~II x 11 + 11 y 11 '1x,y E V. 

Un espacio vectorial en el que se ha definido una norma es llamado un 

espacio normado. 

Algunas normas están definidas por productos internos: 

Definición A.3.2. Si V es un K ·espacio vectorial, un producto interior es 

una función de V x V en IR, denotado por (x, y) .... (x, y), que satisface las 

siguientes propiedades: 

iJ (x,x) ~ O 'Ix E 1/; 

ii) (x,x) = O si y sólo si x = O; 
iii) (x, y) = (y, x) 'Ix, y E V; 

iv) (x,y+z) = (x,y)+ (x,z) '1x,y,z E V; 

v) (ax, y) = a(x, y) = (x, ay) Va E IR, x, y E V. 

Un espactO vectorial en el que se ha definido un producto interior es llamado 

espacio con producto interior. 

Teorema A.3.3. {Ba} Sea V un espacio con producto interior, defínase 11 . 11 

mediante 1, x 11= .¡¡:x:i). x E ". Entonces 1 ·11 es una norma en l' y satisface 

(x,y) ~II x 1I1 y 11· 
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En seguida se da el ejemplo de un producto interno que define una norma, 

la cual se usa rn (11.6.9). 

Ejemplo A.3.4. Sea l' = {I = (J,),?o: J, E R jr E N, 3c E IR tal que\li 2: 

(, .r, = ej, unIR-espacio vectorial. !)"nnalllo, I! ' 11: V --> IR como sigue: 

(donde 20 = 1). 

Entonces 11 ' 11 es una norma en 1'. que viene del producto interno (x, y) = 

" ~ L...I?O 2' . 

" x, Demostración: Antes, veamos que L..I?O F está bien definida. Como x E 

l' 3 l, 3 e tales que \1 i 2: r, x, = c, Entonces 

2 l-1 2 oc 2 [-1 2 00 1 
"x, "x, "r, "x, 2" 
~ -;¡; = ~ -;¡; + L- ~ = ~ -;¡; + e ~ 2i' 
i?O 1=0 t=l 1=0 1=0 

donde 2::;:~ ~ es finita (pues es una suma finita) y para c2 2:::1 t tenemos 

que L~l ~ S 2 entonces c2 L~l ~ ::; 2c2
. , 

Así. Lt?o ~ está bien definida, 

i) P.D, 11 (x,),?O 1!2: O, 

Spa I E \', T = {I,L?o, 1: (x,),?o! = VL,?o ~ ~ O. 

ii) PD. 1I (x,),>o jI= O si )' sólo si J = 0, 

11 (x, ko 11= JL,?o f. = O si )' sólo si L,?o f. = O si y sólo si x, = O \li 2: O 

si y 5610 si :r = O, 

iii) P,D. :: nJ 11=: o 111 ,T 11 . 

OI :,=;, (nI,),?O !'= Jrt-'?-0-a~-:7" = J022::.20 f. =! o 111 x 11· 

iv) P,D 11:r + y I!::;II :r 11 + 1: y 11 ' 
l' ..J.. 1:2_ ""' (.r.~Y.,2 _ ""' .r~ ... 2.r,,,,..,..y; _ ""' ::1. ') ""' .!.!.!l!. 
, T , Y l. - L...,>o 2' - L...,>O 2' - L...l>O 2' + - L..-i>O 2' + 

2 - - --

" y '1 "2 "( ) , "<' ,2 "1 . , 1 12 
L..-¡?O f," =1 .T l.' -r-L x,y -+-, y l' _, I L -+-L, T 11;, Y 11 + I Y 1= 

(1 J' l' + 1: y JI)'. 
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]liotemos, que la desigualdad se obtiene pues (x, y) :<;11 x 1111 y 11). 

Por lo tanto, 11 x + y 11:<;11 l' 1111 y 11 . • 

Ahora, daremos algunas propiedades para la función norma. 

Teorema A.3.5. Sea ¡' un espacio en el que se tiene definida una norma. 

Entonces dicha norma satisface lo siguiente: 

i) 111 xII- 11 y 111:<;11 x ± y 11 . 
ii) Sean x,y E ji \ {a}. Entonces 11 x + y 11=11 x 11 + 11 y 11 si y sólo si 

x E lR+y. 

iii) Si Iimn~oo Zn = w entonces IiIl1n~oc 11 Zn 11=11 w 11 . 

Demostración: Sólo se demostrará (ii). 

=) Supongamos que 11 x + y 11=11 x 11 + 11 y 11 . Entonces en el plano 

generado por x y y tenemos el siguiente triángulo 

x x+y 
-----------_.-.--._--

Ilxll Ilx+yll " " 
" 

" =---_..L.lly_II ____ y 

figura ii 

entonces por la ley de los cosenos: 

11 x + y 11'=11 xii' + 11 y 11-211 x 1111 y 11 cos')'. 

Por otro lado. (11 x 11 + 11 y 11)' =11 l' 11' + 11 y 11' +2 11 x 1111 y 11 . Entonces 

cos')' = -1 entonces l' = 7r (pues l' = 7r entonces Q = O). Entonces x E lR+y. 

<==) Supongamos que x E lR~y (es decir, x = Ay, A :::: O). 

P.D. " x + y 11=11 l' 11 + 11 y 11 . 
11 x + y 11=11 Ay + Y 11=11 (A + l)y 11= (A + 1) 11 y 11= ), 11 y 11 + 11 y 11= 

11 Ay 11 + 11 y 11=11 x 11 + 11 y 11 . • 
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Observación A.3.6. Sea (\',11 ' 11) normado entonces (F,II ' 11) es métrico, 

Definimos d(1". y) =1; 1" - Y ,1. 

A.3.7. Bien. en Ilupstrü raso los f's)Ja('io~ (lB los que trabajamos son espacios 

n>('torialps normados (por lo tanto, espados topológicos). en los cuales, los 

conjuntos abiertos con los que trabajaremos son de la forma B,(x) = {y E \' 1 

1 1" - Y 11< el,' diremos que B,(I) es la bola abierta con centro x y radio r. 

Además. al conjunto B,(I) = {y E \' 11' 1" - Y 11:5 el lo llamaremos la bola 

cerrada COIl ('('nI ro cn I ~. radio T. 

a) (IR", 11 ' 1') con, 11 ' 11 la norma euclidiana. es un espacio normal , (es 

drrir, para cada parpja de subconjuntos cerrados y ajenos A. B de IRn existf'Il 

abiertos C. \' de IR" tales que A eL'. B e \' Y ¡: n \' = 0, 

Si además, se tienen", 11' K -espacios ,'ectoriales de dimensión finita, te­

nemos el siguiente resultado importante. que también usamos a lo largo del 

presente trabajo. 

Definición A.3.S. [EN) Sea \' un f.' -espacia vectorial, decimos que 13 es 

base de \' si 'B es linealmente independiente. (i,e., V S e 'B. S finito, S 

e.' linealmente independtente) y 'B genera. (i, e .. V l' E \ '. t' = L'\' "" suma 

finita), 

Teorema A.3.9. Sean \', ir 1\' -ebpaCI05 rectaria/es de dimensión finita. Sea 

J : ,- ---t H' li1lcal entonrC8 f es continua. 

A.3.10. Tambiéll, a lo largo de nuestro trabajo y muy frecuentenwnte se usa 

la norma euclidiana (o u>ual) que se defiue corno sip;ue: 

Si \" = ]Rn. Sra I E \', rntoncps, 

~ '~2 
li·c 11= V (.1'.]") = ~ ~.r, 

Además. para \' =]Rtl se tienE' (') siguientE' lema: 
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Lema A.3.1!. (E) Sea :\1 ~ lR", Al es cerrado y convexo. Para cada x E lRn 

existe un único x' E .".1 tal qw' 

IIx-x'!;=infllx-YII· (*) 
71EM 

Demostración: La existencia de x' que cumple (*) se tiene, pues M es cerrado. 

Para la unicidad. supongamos que existe x" E M, x" # x' tal que 

11 x - x" 11= inf 11 x - y 11 . 
yEM 

Tomemos el triángulo isósceles cuyos vértices son: X, x', x", 

x 

x m 

figura A.3.ll 

Como x' # x", d(x', x") :=11 x' - x" 112: O entonces sea m = ~(x' + x") 

el punto medio del segmento de línea entre x', x", el cual, está en M, pues es 

conexo. Pero m cumple con 11 x - m 11< infyEM 11 x - y 11, contradicción. 

Por lo tanto. T' = x". • 
Teorema A.3.12. (Jordan) Sea V un e-espacio vectorial de dimensión finita. 

Sea f : \. --+ \. lineal. Entonces 311 base de V tal que la matriz asociada a 

f respecto a la base 11 es una matriz de Jordan. 

Definición A.3.13. (Ba) Sea V un espacio vectorial normado. Se dice que 

una sucesión {xn} ~ \. es una sucesión de Cauchy si ''lE > O 3 N(é) tal 

que '1m, n 2: N(f). 11 X m - X n 11< f. 

Teorema A.3.14. (Criterio de convergencia de Cauchy j. (Ba) Una 

sucesión en l' es convergente si y sólo si es una Buce.!: ión de Cauchy. 
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