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Let X = X. You know, it could be you.

LAURIE ANDERSON



Die folgende Frage bleibt offen: Ldsst sich jede beschrénkte
Teilmenge E des Raumes R™ in (n+ 1) Mengen zerlegen,
von denen jede einen kleineren Durchmesser als E hat?

KAROL BORSUK
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LA CONJETURA DE BORSUK 1

1. Introduccidén

Imaginemos un conjunto en el plano tal que la mayor distancia entre dos
de sus puntos sea igual a d. Supongamos, por simplicidad, que el con-
junto es conexo. ;Coémo podemos partirlo en conjuntos mds pequerios?
La respuesta depende, desde luego, de la forma del conjunto. Si los pun-
tos de este conjunto forman un rectangulo, por ejemplo, bastard un corte
perpendicular al lado mads largo para dividir al conjunto original en dos
subconjuntos de tamaifio menor. Si los puntos de este conjunto forman un
circulo de didmetro d, sera imposible dividirlo en dos conjuntos de menor
tamano, pues siempre habra dos puntos antipodas en los subconjuntos (o
en la cerradura de éstos). Por tanto, necesitaremos hacer una particién del
circulo en tres subconjuntos para garantizar que en cada uno de ellos los
puntos distan unos de otros una distancia menor que d. Aparentemente,
siempre es posible dividir un conjunto acotado de puntos en el plano en
tres subconjuntos de més pequefios.

En 1933, Karol Borsuk [2] se preguntaba si un conjunto de didmetro d (mas
adelante formalizaremos el concepto de didmetro) en el espacio euclidiano
de dimensién n se podria dividir en n+1 subconjuntos de diametro menor
que d. Aunque €l no expreso esto como una conjetura, sino sélo como una
pregunta abierta, este problema es conocido como la conjetura de Borsuk.

Conjetura 1 Todo conjunto de didmetro d en E™ se puede dividir en
n -+ 1 subconjuntos cerrados de didmetro menor que d.

Esta conjetura fue considerada cierta durante muchos afios. Grinbaum [7}
describio con precision el reto principal: «Uno de los aspectos mds intere-
santes de esto es la gran discrepancia entre la formulacién elemental del
problema y las insuperables dificultades de su solucién».

Muy pronto se demostré esta conjetura en el caso bidimensional. El caso
tridimensional permanecié abierto hasta 1955, cuando Eggleston [3] dio
una demostracién para cualquier conjunto de diametro 1 en EZ.

En este trabajo presentaremos la demostracién de esta conjetura en E? y
E3, asi como en casos particulares para dimensiones mayores. Considerare-
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mos conjuntos de diametro 1, ya que no se pierde generalidad al hacerlo y
la exposicién resulta mas clara. Expondremos también un contraejemplo,
construido por Kahn y Kalai [8] en 1992, que invalida el caso general.

En la primera parte, se utilizan técnicas y conceptos de geometria ele-
mental y de la teoria de conjuntos convexos, principalmente. Sin embargo,
para encontrar un contraejemplo, Kahn y Kalai [8) tuvieron que recurrir
a métodos de combinatoria. La construccion de Kahn-Kalai requiere de
conjuntos finitos de puntos en espacios de dimensién muy grande, asi como
de formas diferentes de medir la distancia entre puntos de estos conjun-
tos. Las «insuperables dificultades» que esta conjetura presentaba fueron
finalmente superadas gracias a un enfoque radicalmente distinto de aque-
llos que se utilizaron en dimensiones bajas. El mérito de Kahn-Kalai fue
valerse de un resultado de Frankl y Wilson [4| que aparentemente no tenia
relacién alguna con la conjetura de Borsuk.
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2. Conceptos preliminares

Algunos conceptos y técnicas de la teoria de conjuntos convexos se utilizan
en este trabajo. Para formalizar los términos empleados sera necesario dar
algunas definiciones.

Definicidon 2.1 Sean z y y puntos en E™, el espacio euclidiano de dimen-
sién n, el segmento Ty que une z y y es el conjunto de todos los puntos
de la forma az + By donde a 2 0, 8> 0ya+ 3 =1.

Definicién 2.2 Para cualquier z € E® y § > 0, [a bola abierta B(z, §)
con centro en z y radio  estd dada por

B(z,8)={y € E" : d(z,y) < §}.

Definicién 2.3 Decimos que un punto x es un punto interior del con-
junto S si existe § > 0 tal que B(z,4) C S.

Definicion 2.4 Un conjunto S es abierto si cada uno de sus puntos es
un punto interior de S.

Definicién 2.5 Un conjunto S es cerrado si su complemento §¢ = {z :
re E"yz ¢ S} es ablerto.

Definicion 2.6 Decimos que un conjunto S es acotado si existe § > 0

tal que S C B(8,46).

Definicién 2.7 Un subconjunto S de E™ es compacto si es cerrado y
acotado.

Definicion 2.8 El interior de un conjunto S, int S, es la unién de to-
dos los conjuntos abiertos contenidos en S. La cerradura de S, 5, es la
interseccién de todes los conjuntos cerrados que contienen a S.

Definicién 2.9 La frontera de un conjunto S es
frS=5nSe.

Siz € fr5, decimos que r es un punto frontera de S.
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Definicién 2.10 Un conjunto S es convexo si para cada par de puntos
z yyenS se tiene que Ty C S.

Dado cualquier conjunto en E™, podemos construir un conjunto convexo
que lo contenga. Por ejemplo, si el conjunto dado es acotado, basta una
bola de dimension n con radio suficientemente grande. Si entre todos los
conjuntos convexos que contienen a un conjunto dado tomamos el mads
pequeno posible, tenemos el casco convezo de dicho conjunto.

Definicién 2.11 El casco convexo de un conjunto es la interseccion de
todos los conjuntos convexos que contienen al conjunto dado.

Son subespacios lineales de E* las rectas por el origen (de dimensién 1)
y los planos por el origen (de dimension 2). Las rectas y planos en E®
son trasladados de estos subespacios. En general, en £7, la dimensién de
un trasladado de un subespacio es la dimension del subespacio correspon-
diente. La dimension de un conjunto § es la dimensién del trasladado del
subespacio mas pequefio que lo contenga. A un trasladado de un subespa-
cio de dimensién n —~ 1 se le llama hiperplano.

Definicion 2.12 El casco convexo de un conjunto finito de puntos es un
politopo (o politopo convexo. 5i S = {r,... ,Txt1} ¥ la dimensién
de S es k, entonces se dice que el casco convexo de S es un simplejo
de dimension k (o un k-simplejo). Los puntos z.,...,Zgy1 son los
vértices.

Una recta tangente a un circulo en el plano tiene un punto en comiin
con la circunferencia y ademas divide al plano en dos semiplanos con
la propiedad de que el circulo queda enteramente contenido en uno de
ellos. Este concepto puede extenderse a dimensiones mayores y a conjuntos
diferentes de circulos (o esferas).

Una recta en E% y un plano en E® pueden representarse por ecuaciones
de las formas az, + Bz: = § y ax) + Bz + yz3 = 4, respectivamente.
Un hiperplano en E™ puede representarse por una ecuacién analoga, una
funcional lineal, i.e. una funcién de E™ en R, f(x)} = a. Para tal funcidn,
denotaremos el conjunto {z € £™: f(z} = a} por [f : af.
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El hiperplano H = [f : &] divide a E® en dos conjuntos: {z € E™: f(z) >
at y {z € E*: f(z) € a}, cuya interseccién es H mismo. Decimos que
H acota a § C E™ si S esta enteramente contenido en uno de estos dos
conjuntos.

Definicién 2.13 Decimos que un hiperplano H es un hiperplano so-
porte de un conjunto S en un puntoz € Ssiz € H y H acota §.

Si H, es un hiperplano soporte de F' y H; es un hiperplano paralelo a
H, v es un hiperplano soporte de G C E", decimos que ' y (G estan
del mismo lado de sus respectivos hiperplanos soporte si el semiespacio
donde se encuentra contenido uno de los dos conjuntos estd enteramente
contenido en el semiespacio que contiene al otro.

El didmetro de un circulo puede verse como la distancia entre dos tangentes
al mismo paralelas entre si. Un conjunto compacto cualquiera en E™ no
necesariamente es convexo o de frontera suave (sin picos. Sin embargo
podemos medirlo en forma analoga, usando el concepto de hiperplano
soporte.

Definicidon 2.14 Sea S un subconjunto de E™ compacto no vacio y sea {
una recta en E". El ancho de S en la direccién de { es la distancia
entre dos hiperplanos soporte de S que son perpendiculares a £ y que
contienen a S entre ellos.

Definicién 2.15 Sea S un subconjunto de E™ acotado no vacio. Decimos
que d es el diametro de S si

d = sup||z — yl|
z€S§
yES

Aunque el ancho en una direccién dada no necesariamente corresponde a
la distancia entre dos puntos de 5, el diametro si estd definido en términos
de las distancias entre puntos de 5. Sin embargo, existe una relacién im-
portante entre el diametro de un conjunto y su ancho, como se establece
en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1 El didmetro de un conjunio compacto no vacio S en E™ es
igual al ancho méaximo de S.

En general, el ancho de un conjunto varia segun la direccién. Sin embargo,
existen conjuntos en los cuales el ancho es el mismo en cualquier direccion.
Estos conjuntos, que se denominan conjuntos de ancho constante, han
sido fuente de muy importantes resultados, particularmente en EZ.

Las demostraciones de la conjetura de Borsuk en E? y E® que se dan en
este trabajo se basan en la idea de encontrar un conjunto que contenga
al conjunto dado. Asi, basta con hacer explicita una divisién del conjunto
mayor que induzca una divisién del conjunto original. El concepto funda-
mental detras de este método es el de cubierta universal.

Definiciéon 2.16 Un subconjunto compacto K C E™ es una cubierta
universal en K" si cualquier subconjunto S de E™ que tenga didmetro
igual a 1 puede ser cubierto por una copia congruente de K.

Finalmente, para hablar de dividir un conjunto o de las partes en las que
se divide un conjunto, necesitamos formalizar este concepto.

Definicién 2.17 Una particion de un conjunto S es una familia de sub-
conjuntos disjuntos de S tal la union de todos ellos es igual a S. Decimos
que tales subconjuntos son los elementos de la particién.
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3. La conjetura de Borsuk en E?

La demostracion que presentamos aqui para el caso bidimensional se basa
en el concepto de cubierta universal y en un resultado obtenido por Pal
en 1920.

Lema 3.1 El hexdgono regular cuyos lados miden 1//3 es una cubierta
unjversal en E2.

Demostracion Sea S un conjunto de diametro 1. Para alguna direccién a;,
inscribimos S en un hexdgono equiangular tal que uno de sus lados sea
paralelo a dicha direccidn. Para ello, consideremos dos rectas soporte de
S, Ui y Iy, paralelas entre si y paralelas a la direccién a. Por hipétesis, la
distancia d entre ambas rectas soporte es menor o igual que 1. Considere-
mos las rectas soporte {3 y 5, tales que formen un angulo de 60° con [y,
como se indica en Ja figura, y sean {3 y lg dos rectas soporte que formen
un angulo de 120° con {,. De acuerdo con la figura, sean A, B,C, D, E y
F los vértices del hexdgono formado por las rectas I3, 1, ... , .

Sean a(a) la longitud de AB y b(a) la de su lado opuesto. Si a(a) # b(a),
supongamos que a(a) — b(a) > 0. Entonces a{o +180°) — b(a + 180°) < 0
ya que a(a + 180°) = b{a) v b(a + 180°) = a(a) pues para la direccién
dada por a+180° la recta soporte {, ocupara el lugar de [, . Asi, dado que
la diferencia a{e + 180°) — b(a + 180°) varia en forma continua desde un
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valor positivo a uno negativo, por el Teorema del Valor Intermedio existe
alguna direccién aq € {a, a + 180°) tal que a(ag) = b(ag), i.e. AB = DE.

Consideremos ahora las diagonales AD y BE. Sea M su interseccién. Por
la forma en la que el hexdgono fue construido, tenemos que AB || DE vy,
como acabamos de demostrar, AB = DE, entonces AAMB = ADME.
Por lo tanto, AAME = ADMB y asi BD = EA. Como BC || EF y
CD || FA entonces tenemos que /DBC = ZAEF y £/BDC = ZEAF.
Por lo tanto ABCD = AEFA y por lo tanto BC = EF y CD = FA,
i.e. los lados opuestos del hexagono ABC DEF son iguales.

Ademas, puede verse que la diagonal F'C debe ser concurrente con AD y
BE, por lo que el hexagono es simétrico respecto del punto M.

Trazamos un segmento de longitud 1 perpendicular a AB y cuyo punto
medio sea M. Por los extremos de este segmento trazamos paralelas a AB.



LA CONJETURA DE BORSUK 9

De manera analoga construimos pares de paralelas a los lados restantes
del hexdgono ABC DEF de modo que la distancia entre cada par de ellas
sea 1. Sean A', B, C', D', E' y F' sus intersecciones, como se indica en la

figura.

El hexdgono A'B'C'D'E'F” asi construido es simétrico respecto de M y
por lo tanto sus lados opuestos son iguales. Por construccién, las distan-
cias entre cada par de lados opuestos son iguales, por lo que el hexagono

A'B'C'D'E'F' es regular y cada uno de sus lados mide 1/V/3.

"
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El hexagono A’B'C’' D' E' F' contiene a 5, es una cubierta universal. Ningin
hexagono regular mas pequefio puede ser una cubierta universal, ya que
no cubriria un circulo de diametro 1. W

Teorema 3.1 Todo conjunto de didmetro 1 en E? puede verse como la
unién de tres subconjuntos disjuntos de didmetro menor que .

Demostracién Sea S de diametro 1. Por el lema anterior, existe un hexago-

no regular ABCDEF de lado 1/v/3 que cubre a S.

Sean P, @ y R los puntos medios de AB, CD y EF, respectivamente, y
sea O el centro de simetria del hexdgono ABCDEF.

Los pentdgonos congruentes PBCQO, QDERO y RFAPQO dividen al
hexagono y cada uno de ellos tiene diametro menor que el de S, ya que

en el triangulo KPL el dngulo en P es recto, por lo que RP < RL = 1.
De hecho, RP = \/5/2

Para cada uno de los pentagonos consideremos el subconjunto de S que
queda contenido en él. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
los puntos de la frontera SN { PO UOQ) pertenecen al subconjunto deter-
minado por el pentdgono PBCQO y los de S — {0} N RO al subconjunto
determinado por el pentagono Q DERO.

Los subconjuntos de S asi determinados tienen didmetro menor o igual a

V3/2.
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4. La conjetura de Borsuk en E?

Como la demostracién de Eggleston [3] de la conjetura de Borsuk para
conjuntos en E° es laboriosa, sélo expondremos aqui las ideas principales
de su trabajo.

La demostracion de Eggleston se basa en el hecho de que dos puntos de un
conjunto convexo X de didmetro 1 estdn a una distancia 1 sélo si ambos
estan en la frontera de X y existen planos soporte paralelos que pasan por
cada uno de dichos puntos.

Dado que todo conjunto de diametro 1 esta contenido en un conjunto de
ancho constante igual a 1, es suficiente establecer la validez del resultado
para dichos conjuntos. Eggleston define una funcién continua f de una
esfera 5 sobre un conjunto K de ancho constante igual a 1 haciendo co-
rresponder planos soporte paralelos. 51 p es el plano tangente a 5 en s,
definimos f(s) como el punto sobre la superficie de K en el cual el plano
soporte T correspondiente es paralelo a p y es tal que K se encuentra del
mismo lado de 7 que § de p. Dado que K es de ancho constante, cada
plano soporte toca un sélo punto de la superficie de K, por lo que f(s)
estd bien definido.

Las propiedades de esta funcién permiten definir una particién de K in-
ducida por una particién de S. Eggleston ofrece un método para dividir
S en cuatro conjuntos Sy, Ss, 53,54 cerrados y tales que cada uno de los
conjuntos f~'(f(S5:)),7 = 1,2,3,4 no contenga puntos antipodas de §.
De esta manera, y gracias a las propiedades de la funcién, los conjuntos
f(S:) C K son cerrados y d(f(5;)) < 1. Asi, los cuatro conjuntos f(5;)
dividen a K en la forma requerida.
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Grinbaum [6] demostré la conjetura de Borsuk construyendo una cubierta
universal en E2. Para ello usa un resultado que Gale [5] probé en el caso
general y que aqui demostraremos sélo para el caso correspondiente a E°
por ser el que necesitamos.

Lema 4.1 Sea S un subconjunto de E*® de didmetro 1. Entonces S pue-
de ser inscrito en un octaedro regular cuyas caras opuestas estdn a una
distancia 1.

Demostracidn Consideremos el octaedro regular ABCA'B'C’ —con Ay
A, By B', C y C' pares de vértices opuestos— en el cual las caras opuestas
estan a una distancia igual a 1.

Cada una de las ocho caras del octaedro tiene una cara opuesta para-
lela. Considérense los plancs ABC' y A'B'C, AB'C y A'BC', ABC y
AB'C’. Estos tres pares de planos paralelos determinan el paralelepipe-
do AB'CDA'BC’D', como se muestra en la figura siguiente (las caras de
este paralelogramo son ADBC', A'\D'B'C, ABC'D', ADCB', ABDC y
AB'D'C"). Sea & este paralelepipedo. La distancia entre los lados opuestos
de @ es 1. Ademas, la diagonal DD’ es perpendicular a los planos ABC
y A'B'C’, no tomados en cuenta para la construcciéon de ®. Asi, un para-
lelepipedo congruente con & tiene la propiedad de que, si dos planos son
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perpendiculares a la diagonal correspondiente a DD’ y estan a una distan-
cia de 1/2 del centro del paralelepipedo, éstos cortan dos pirdmides de base
triangular con vértices en los correspondientes a D'y D', respectivamente,
formandose asf un octaedro congruente con el octaedro ABCA'B'C’.

El plano BDB'D)' es un plano de simetria de @ y la linea perpendicular a
este plano y que pasa por el centro de la diagonal DI, es su eje de simetria.
Por tanto, si el paralelepipedo se rota 180° alrededor de {, quedard en la
misma posicion.
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Sea S un conjunto en E? de didmetro 1. Consideremos dos planos soporte
paralelos a la cara AB'C'D del paralelepipedo @, de modo que S quede
entre ellos. Construyamos dos pares mas de planos soporte, paralelos a las
otras caras del paralelepipedo. Asi tenemos un paralelepipedo que cubre
a § y cuyas caras son paralelas a las de ®. Denctémoslo por II, y a su
diagonal correspondiente a DI por EE’. Construyamos otros dos planos
soporte de S perpendiculares a la diagonal DD’ de @, sean o y 3 dichos
planos. Sean M y M’ los puntos en « y 3, respectivamente, tales que EM

y E'M’ sean las perpendiculares desde E y E' a estos dos planos, y sea
y=EM - E'M.

Supongamos que EM # E'M’ y, sin péerdida de generalidad, supongamos
que EM < E'M’, de modo que y es negativa. Si rotamos ® en forma
continua alrededor de I, la diferencia y = EM — E'M’ también varia
continuamente. Cuando hemos rotado 180°, E y E’ han intercambiado
lugares, de modo que y > 0. Por el Teorema del Valor Intermedio, existe
un angulo de rotacién para el cual y = 0, i.e. EM = E’'M’. Supondremos
que ésta es la posicién inicial de @, y por lo tanto de IL.

Si la distancia entre dos de las caras opuestas de Il es menor que 1, movere-
mos los planos alejandolos del centro del paralelepipedo la misma distancia
hasta que la distancia entre ellos sea igual a 1. Procedemos analogamen-
te con los tres pares de caras opuestas de Il y con los planos a y 3. De
esta manera, obtenemos un nuevo paralelepipedo IT*, congruente con el
paralelepipedo inicial @, asi como dos planos o™ y §* perpendiculares a la
diagonal DD’, a una distancia igual a 1/2 del centro de II*. Estos planos
cortan dos piramides de II* y la parte restante es un octaedro regular. Por
la forma en la que fue construido, es claro que § estd contenido dentro de
este octaedro. M

A partir de este octaedro, construiremos una cubierta universal en E3,
para probar la conjetura de Borsuk en el caso tridimensional.

Teorema 4.1 Sea S un subconjunto de E* con diametro 1, entonces S
puede ser representado como la unién de cuatro conjuntos de didmetro
menor que 1.

Demostracién Sea S un subconjunto de E® con diametro igual a 1. Por el
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lema anterior, existe un octaedro ABC A’ B'C’ regular cuyas caras opuestas
distan 1, que contiene al conjunto §. Consideremos los planos v y +/,
perpendiculares a la diagonal AA’y situados a una distancia 1/2 del centro
del octaedro. Estos planos cortan dos piramides (cuyos vértices son A y
A"} del octaedro. El interior de una de ellas no contiene puntos de S,
ya que si z y y son puntos interiores de cada una de estas piramides, la
distancia entre ellos seria mayor que 1, pues la distancia entre los planos
v ¥ 4" es 1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el interior de la
piramide con vértice en A’ no contiene puntos de S.

El conjunto 5 queda enteramente contenido dentro del octaedro trunca-
do, es decir, dentro del poliedro formado una vez que hemos removido la
piramide con vértice en A”.

Construyamos dos planos perpendiculares a la diagonal BB, situados a
una distancia 1/2 del centro del octaedro. De nuevo tenemos dos piramides,
una de las cuales no contiene puntos de S. Sin pérdida de generalidad,
supongarnos que es la piramide con vértice en B’ aquella cuyo interior no
contiene puntos de §. El nuevo poliedro que se obtiene al eliminar esta
piramide contiene al conjunto S.
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Construyendo de manera analoga piramides con vértices en C'y (7, eli-
minamos aquella cuyo interior no contiene puntos de 5. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que ésta sea la que tiene vértice en C'. V, el
poliedro asi construido, es un octdgono truncado en tres de sus vérti-
ces. Tiene 11 caras: un hexagono (que podriamos llamar la base supe-
rior) C3C4A3 Ay B3 By; tres cuadrados Ay Ay Az Ay, BiB: B3 By y C1C,C3Cy;
tres pentagonos AC,C3 By By, BA;A3C,C, vy CBy B3 Ay Ay; tres trapecios
ABC,Cy, BCA1Ay y CAB B y un triangulo ABC (la base inferior).

Mas adelante —cuando presentemos en detalle la division de V en cuatro
partes— describiremos el poliedro V usando un sistema de coordenadas,
por ahora daremos las dimensiones de cada una de las caras de V:
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Los angulos del hexdgono C3CsA3A4B3B, miden 27/3, y ademds Az A, =
B3By = CsCy = (V3—1)/V2 y CaAs = AsBs = B,Cs = (2 — V3)/V2.

Los pentagonos son congruentes con BA;A3CyC,enel cual BA;, = BC, =
1/+/2, el angulo en B es /3 y los demds 27/3.

Los trapecios son congruentes con ABC\C5, en el cual los dngulos en A y
B miden 7 /3 y los otros dos 27 /3.

El triangulo ABC, tnica cara del octaedro original que queda igual, es
equilétero y sus lados miden v/3/+/2.

El didmetro de V es d = v/2, que es la distancia del vértice A a cualquiera
de los cuatro vértices del cuadrado A;A;A3A4. Por la forma en que fue
construido, es claro que es una cubierta universal.

Ahora debemos dividir V en cuatro partes, cada una con diametro menor
a d. Para ello bastara con dividir la superficie de V. Las partes en las que
dividiremos el poliedro V son: una tapa, cortando V' con un plano paralelo
al hexdgono C3C4A3A4B3 B4, y tres poliedros correspondientes a cada uno
de los tres vértices de la cara ABC.

Sea G el centro del tridngulo equilitero ABC, Hy, H, y H; los puntos
medios de los lados de dicho tridngulo y sean [, I e I3 los puntos medios
de las bases menores de los trapecios. Sean K;, K, y K3 puntos en las
caras cuadradas, cuya posicion exacta daremos después, al igual que la de
los puntos Ly, L}, Lo, L3, Lz y L3, los cuales estan en las aristas A, Ay,

Ay As, 3134, By B, C1Cy y C2Cs.

Ahora dividiremos la superficie de V' en cuatro partes Sy, S, S2 y 53,
determinadas, respectivamente, por los vértices

LK\ L LYKo Ly LK LaL,  GHy L KoLy Ly Kl Hs G

GH;;I;;KF3L3L"1K1[1H10 GHlllKlL]L;KglgHgG
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Sea (O el centro del octaedro del que obtuvimos el poliedro V. Sea V4 el
poliedro cuyas aristas son aquellas que determinan la regién Sp v las que
resultan al unir O con cada uno de los vériices de Sp. Sean V), Vo y V3
definidos en forma andloga. Puede decirse que estos cuerpos son parecidos
a pirdmides que tuvieran su vértice en O y su “base” en cada una de las
regiones S; (abusando un poco del término, ya que estas “bases” no son
planas, son regiones sobre la superficie de V).

Ay

Estas son las cuatro partes en las que podemos dividir V. Dado que el
didmetro de un conjunto es igual al de su cerradura, no es importante a
quién pertenecen los puntos de las caras cormnunes. Sin pérdida de genera-
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lidad, podemos suponer que los cuatro cuerpos son cerrados. Por la forma
en la que han sido construidos, es claro que V es la union de los cuatro V;.

Para poder determinar las posiciones de los puntos K;, L; y L} es necesario
describir V usando un sistema de coordenadas. Las posiciones de dichos
puntos deberan ser aquellas que nos permitan demostrar que el didametro
de cada una de las cuatro partes construidas sea menor que 1.

Sean los puntos
A (?,0,0) B (0, ?0) C (0,0, ?)

! \/§ ’ \‘/g ! \/g
A (——2-,0,0) B (0,—7,0) c (0’0"7)

Estos seis puntos son los vértices de un octaedro regular. La ecuacidén del
plano donde esté la cara ABC es z+y+ z = v/3/2. Este plano estd a una
distancia igual a 1/2 del centro del octaedro, i.e. del origen. Asl, tenemos
que la distancia entre las caras opuestas de este octaedro es igual a 1.

El plano que corta la pirdmide con vértice en A’ es un plano paralelo a
z =0y a una distancia 1/2 en direccién de A’, por lo que su ecuacién es
z = —1/2. De la misma manera, puede verse que los planos que cortan
las piramides correspondientes a B’ y C’ son, respectivamente y = —1/2
yz=—1/2.

Los vértices A; estan en el plano z = —1/2 y A, estd en las caras A’'BC' y
A'B'C del octaedro original, las cuales estan en los planos cuyas ecuaciones
son, respectivamente, t —y —z = —V3/2y 24+ y — z = —\/3/2. Por lo
tanto, las coordenadas de A; son:

1 V31
& (‘5’0’—2—)

De manera analoga, tenemos que las coordenadas de los vértices A; res-
tantes son:

1 v/3-1 1 V3—1 1 V3-1
A?(_-‘2'= 5 -.0) A?’(—E’O’_—Q—_) Aq(—i:— 3 :0)
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Los vértices By estan en el plano y = —1/2, el vértice By estda en las
caras AB'C' 'y AB'C’ cuyos planos tienen ecuaciones z —y + 2z = /3/2 y
z — vy — 2z = /3/2, respectivamente, por lo que sus coordenadas son:

3-1 1
Bl \/_ 1T e 0

2 2
Andlogamente, tenemos:

1 v3-1 VvV3i-1 1 1 V3-1
B; (0,—53—2—) B3 (— 3 :—5,0) By (0,—53——2—)

Los vértices C; estan en el plano z = —1/2, el vértice C) estd en las caras
ABC'y A'BC’, es decir, en los planos z4+y—z = /3/2 y 2—y+2z = —/3/2,
respectivamente. Sus coordenadas son:

VvV3-1 1
G, (0, 5 7%
Analogamente:

V3-1 1 VvV3i-1 1 V3-1 1
< (—5—10"5 N Y h] SR

Ahora podemos determinar las coordenadas de los vértices de los poliedros
VE), Vh ‘VZ Y ‘/3

El punto G tiene coordenadas z = y = 2z = (v/3/2)/3 = 1/2/3:

G( 1 1 1 )

2v/3" 23723

Los puntos H,, H, y H; son los puntos medios de BC, CAy AB:
Hl (01 ﬁ: Q) H2 (ﬁ‘oa ﬁ) H3 (\/5 ﬁlo)

47 4 47 4 44
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I, I v I, los puntos medios de A; Az, By B, y C1C; son:

{138 (Y3 13 (33 1
"\ 4 A W V44 2

Ahora determinaremos la posicién de L; y L}. Colocaremos Ly y I sobre
Aj Ay y Ay Az, respectivamente, de tal manera que:

15v/3 —1
AL = AL = i/_____ﬂ
46/2
1 -1
Sea a = i\@_ﬂ Entonces tenemos gue:
462
{1 e V3-1 e} L f 1V3-1 e a
i 21 \/57 2 \/i 1 23 2 \/57 \/5

De manera andloga podemos determinar los puntos L; y L] restantes:

L (Y3-1_ e 1 _a e 1V3-1 e
lT2 V22 A 2 22 2 /2
-1

V2
V31 a l) Lg(\/g

a a a 1
L3(—“fz= 5 A2 3 _ﬁ"ﬁ’“i)
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Determinaremos ahora las coordenadas de los puntos K;:

Para simplificar la notacidn, sea

p_ 1281V/3 1986
T1s18v2

Colocaremos K, en el segmento que une /; con el punto medio de AzA,,
de tal manera que I, K; = b.

Asi, tenemos que

1 V3-1 b V3-1
Kil=-5i————, -
2" 4 V2 o4

Andlogamente,

K. a\/,?_’_:_l__l’__l
z 4 V2i 2 4 V2

K. ‘/g_l,_i‘/—.‘? -1 46 1
3 4 V24 V2 2

Asi, tenemos también determinados los vértices de los poliedros Vg, V),
Vo v Va, ya que el tinico vértice que nos falta es el vértice que tienen en
comun, que esta en el origen.

Para calcular el didmetro de V. es necesario calcular la maxima distancia
entre dos de sus vértices. Esta se da entre los vértices K1 y Lo:

1’( 1vV3-1 b Vi-1 b) ( 11227 - 4723 1227—472\/5)
i¢ = =|-5

T2y 5 4 V2 2’ 3036 3036

o {¥3-1 a1 a) _(31v3-36 115/8-10
2 - 92 2 92
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De donde:

6129030 — 937419+/3
KoL, =Y 9v3 . 0.9887
15182

Los didmetros de los tres poliedros restantes pueden calcularse en forma
similar.

Esta particién de V induce una particion de S en cuatro partes cuyo
diametro es menor o igual que 0.9887. A
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5. La conjetura de Borsuk en E"

Hadwiger demostré la conjetura de Borsuk en E™ para cuerpos convexos
con frontera suave, i.e. aquellos que tienen un solo hiperplano soporte para
cada punto de su frontera.

Es necesario, en la demostracién de Hadwiger, considerar la divisién en
n + 1 partes de la esfera n-dimensional de didmetro 1. Para dividir una
esfera n-dimensional unitaria, podemos considerar el n-simplejo inscrito
en la esfera. El n-simplejo puede dividirse en n + 1 partes. Cada una de
ellas es un politopo con vértices en el centro del n-simplejo y los n vértices
de cada cara. Claramente, son n + 1 partes congruentes las que resultan
de esta construccién. La particién de la esfera n-dimensional naturalmente
inducida por la particién del n-simplejo inscrito en ella consta de n + 1
partes, ninguna de las cuales contiene puntos antipodas, por lo que el
diametro de cada una es menor que 1. La figura ilustra el caso n = 3:

Teorema 5.1 Todo cuerpo convexo n-dimensional con frontera suave y
diametro 1 puede dividirse en n + 1 partes de didmetro menor que 1.

Demostracion Sea F un cuerpo convexo con frontera suave y didmetro 1.
Sea S la esfera n-dimensional de didmetro 1 y hagamos una particién de
la misma en n + 1 partes de didmetro menor que 1. Sean My, M), ...,
M, los elementos de la particién de S. A partir de ésta construiremos
una particion de F en n + 1 conjuntos Ng, Ny, ..., N,. Sea A un punto
frontera arbitrario de F.

Por hipdétesis, existe un tnico hiperplano soporte de F' por A. Sea ¢ tal
hiperplano. Sea ¥ un hiperplanoc soporte de S paralelo a ¢ tal que F y S
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estan del mismo lado de ambos hiperplanos.

Sea f(A) el punto en el que ¥ toca a S. Asi, consideraremos que A estd en
N; si f(A) estd en M; (i = 0,1,... ,n). De esta manera definimos una
particion de la frontera de F' en n + 1 conjuntos Ny, Ny, ..., N,.

Cada V; tiene didmetro menor que 1. Para probarlo, supongamos que no es
asf. Existe un conjunto Ny cuyo didmetro es 1 (evidentemente no puede ser
mayor). Sean Ay B dos puntos en N tales que AB=1.5ean "4 y ['g los
hiperplanos perpendiculares a AB que pasan por A y B, respectivamente.
F esta dentro de la region determinada por ambos hiperplanos, pues de
lo contrario tendria diametro mayor que 1. Por lo tanto, 'y y I'g son
hiperplanos soporte de F' que pasan por A y B. Fl hecho de que ambos
hiperplatios soporte sean paralelos implica que los puntos correspondientes
f(A)y f(B)en S son diametralmente opuestos, i.e. la distancia entre ellos
es igual a 1. Por otro lado, dado que A y B pertenecen a Ny, tenemos que
f(A)} y f(B) pertenecen a My y por lo tanto la distancia entre ellos es
menor que 1. Nuestra suposicidn inicial es, entonces, falsa. No es posible
que uno de los conjuntos N; tenga diametro igual a 1.

Sea O un punto interior de F'. Sea P; (: =0,1,2,... ,n) el cono con vértice
O y base el conjunto N;. Es decir, P; es la cerradura convexa de {O} U N;.
Por la forma en la que fueron construidos, la unién de los conjuntos P; es
igual a F' y ademas el didmetro de cada P; es menor que uno, ya que el
de V; lo es. Asi, hemos construido una particion de F en n + 1 conjuntos
de diametro menor que 1. W
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6. El contraejemplo de Kahn—Kalai

En 1993, Jeff Kahn y Gil Kalai [8] propusieron un contraejemplo que
invalida la conjetura de Borsuk en el caso general. Para demostrar la
conjetura de Borsuk en el caso general o encontrar un contraejemplo que
la invalidara fue necesario recurrir a conceptos y técnicas esencialemente
diferentes de los utilizados anteriormente. Kahn y Kalai, como lo hicieron
otros matematicos antes de ellos, buscaron métodos combinatorios que
ofrecieran la posibilidad de explorar conjuntos que permitieran estudiar la
conjetura desde otro punto de vista. El contraejemplo de Kahn y Kalai se
basa en la construccién de una funcién entre conjuntos de subconjuntos
de un conjunto dado. Para representar esta funcién es necesario crear
un modelo que utiliza el lenguaje y algunos conceptos de la teoria de
graficas. Por ello, el tratamiento que daremos a partir de este momento a
la conjetura de Borsuk tiene muy poco en comiin con la forma en que se
presentaron los casos correspondientes a dimensiones menores.

Para este contraejemplo construiremos un conjunto finito de puntos en
un espacio de dimensién 1326 y probaremos que no existe una particién
de este conjuntc en menos de 1561 partes de diametro menor que el del
conjunto original.

Primero construiremos un modelo para representar el conjunto de todos
los subconjuntos de un conjunto dado. Sea F = {1,2,3,... ,n}. El con-
junto de todos sus subconjuntos tiene 2" elementos. Ordenaremos éstos
por “pisos”, disponiendo en un mismo “piso” los subconjuntos que tengan
el mismo numero de elementos. El piso 0 estarad formado por el conjunto
vacio, el primer piso por los subconjuntos de un elemento, el piso k-ésimo
por los subconjuntos de & elementos y el n-ésimo piso por el conjunto F.
E! mimero de subconjuntos en cada piso es (:) Si representamos cada
subconjunto con un punto y unimos con aristas aquellos subconjuntos que
difieren en sélo un elemento, la grafica que obtenemos es una representa-
cién de los vértices y aristas de un cubo n-dimensional. En la figura se
muestra el cubo correspondiente a n = 3.
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X={1,23]
3er piso

{1, 2} {2,3y  Z'piso

ler piso

l1} {3}

0° piso
%]

Usaremos este cubo para representar el conjunto de subconjuntos de un
conjunto dado, y nos referiremos a los vértices del cubo n-dimensional co-
mo subconjuntos del conjunto {1,2,3,... ,n}. Asi, podemos asignar coor-
denadas para identificar cada uno de los subconjuntos. Por ejemplo, si
F =1{1,2,3,4}, entonces el subconjunto A = {1,2,4} estard representado
por (1,1,0,1). De esta manera, para calcular la distancia entre dos sub-
conjuntos podemos simplemente calcular la distancia euclidiana entre los
vértices correspondientes. Sin embargo, dado que las coordenadas de cada
punto son siempre 1 o 0, las diferencias entre las coordenadas son siempre
1, cuando son distintas, o 0, cuando son iguales (y lo mismo ocurre con sus
cuadrados). De modo que si dos puntos tienen r coordenadas diferentes
(i.e. cuando dos subconjuntos tienen r elementos diferentes, r elementos
que pertenezcan a solo uno de los dos subconjuntos) su distancia euclidiana
serd igual a y/r. Por ejemplo, consideremos los subconjuntos A = {1,3,5}
y B ={2,4} del conjunto F = {1,2,3,4,5}. La distancia euclidiana entre
los vértices correspondientes, (1,0,1,0,1} y (0,1,0,1,0) es +/5. El nimero
de elementos diferentes, es decir, aquellos que sdlo pertenecen a uno de los
subconjuntos, es 5. Por ello utilizaremos la distancia de Hamming.

Definicién 6.1 Seanz = (a1, az, ..., o) yy = (51,52, .-, Br) dos pun-
tos en R™ tales que o;,3; € {0,1}. La distancia de Hamming entre =

Yyes
d(:ﬂ,y): |O’] —ﬁ1}+la2_62|+"'+|an_,@n|
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Es claro que si la distancia euclidiana entre z y y es /7, entonces la
distancia de Hamming es r. En términos de subconjuntos, la distancia de
Hamming es igual al nimero de elementos que pertenecen exactamente a
uno de los subconjuntos dados. El conjunto formado por estos elementos
es la diferencia stmétrica de los subconjuntos. La distancia de Hamming
es la cardinalidad de dicha diferencia simétrica, (AU B) — (AN B)|. En el
modelo de la figura anterior, la distancia de Hamming es la longitud del
camino mas corto entre dos puntos, siguiendo las aristas del cubo.

6.1. Descripcidén de la construccién

El contraejemplo de Kahn-Kalai se construye a partir de la definicién de
una funcién de cierta familia de subconjuntos de un conjunto en una fami-
lia de subconjuntos de parejas de elementos de dicho conjunto. Por ello fue
necesario tener una forma simple de medir distancias entre subconjuntos.
Ahora necesitamos precisar el dominio de la funcidn que definiremos.

Definiciéon 6.2 Sea F' un conjunto de n elementos. Una familia de sub-
conjuntos de F' es incomparable si no hay en dicha familia un subcon-
junto que esté contenido en otro de la misma familia.

Los subconjuntos de F' que tienen el mismo numero de elementos, es decir,
aquellos que estan en un mismo piso, forman una familia incomparable. El
numero de subconjuntos en una familia tal es (Z), donde & es el numero
de elementos en cada subconjunto. Este niimero es maximo cuando & =
{n/2], la parte entera de n/2. Es decir, la mayor familia incomparable es
la que corresponde al [n/2)-ésimo piso del cubo asociado al conjunto de
subconjuntos de F'.

La forma natural de visualizar las relaciones entre los elementos de un
conjunto y los subconjuntos formados por subconjuntos de dos elementos
del mismo es pensar en vértices de una grafica y subconjuntos de aristas
de dicha grafica.

Para cualquier numero par m, consideremos 5, un conjunto de m elemen-
tos. Consideremos también una grafica con m vértices, y establezcamos
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una correspondencia entre ésta y el conjunto S. En esta grifica asociada
a 5, los vértices corresponden a los elementos de S, las aristas, a parejas
de elementos de S. Asi, los subconjuntos de aristas de la grafica corres-
ponden a conjuntos de parejas de elementos de S. Dado un subconjunto
de S, decimos que una arista es saliente, con respecto a este subconjunto,
si uno de sus vértices esta en el subconjunto y el otro no lo esta. Sea g el
cubo m-dimensional que representa a todos los subconjuntos de 5.

Sea P el conjunto de pares de elementos de S, es decir, el conjunto de
aristas de la grafica asociada a S en el parrafo anterior. P tiene m{m—1)/2
elementos. Consideremos el conjunto de todos los subconjuntos de P y
sea (@ el cubo m(m — 1)/2-dimensional que representa al conjunto de los
subconjuntos de P.

Sea f : ¢ = @ tal que, para cada A C S (i.e. A es un vértice de q),
f(A) C P (i.e. f(A) es un vértice de () es el conjunto formado por pares
de elemenios de 5 tales que solo uno de sus elementos esta en A. Es decir,
f{A) es el conjunto de aristas salientes de A. El nimero de aristas salientes
de un subconjunto de S que tenga k elementos es k(m — k). Por lo tanto,
si A estd en el piso k-ésimo de g, f(A) estard en el piso k(m — k)-ésimo.

Para la construccion de Kahn-Kalai consideraremos la imagen bajo f dela
mayor familia incomparable de subconjuntos de 5. Para valores grandes de
m, el conjunto asi construido nos dara un contragjemplo para la conjetura

de Borsuk.
Sea X la imagen bajo f de los puntos que estan en el m/2-ésimo piso de
g. X esta en el m?/4-ésimo piso de Q.

Si B=5- A4, e si Besel complemento de A, entonces f(A) = f(B),
ya que las aristas que tienen un solo extremo en A también tienen un solo
extremo en B. Por esta razon, si tenemos (mmz) elementos en el m/2-ésimo
piso de g, la imagen de ellos bajo f tendra la mitad de elementos. Es decir,

1= 3(m)

Para calcular la distancia entre f(4) y f(B) necesitamos encontrar su
diferencia simétrica, el conjunto de aristas que: a) estdn en f{A) pero no
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en f(B),y b) las que estdn en f(B) pero no en f(A).

Veamos cuantas aristas corresponden al caso (a). Para que una arista
esté en f(A) es necesario que sélo uno de sus extremos esté en A. Para
que no esté en f(B) es necesario que ambos de sus extremos estén en B o
ninguno de ellos lo esté. Por lo tanto, uno de sus extremos debe estar en
AN B mientras que el otro estd en B— A (siy = |ANB|, hay y(m/2—y) de
estas aristas) o debe ocurrir que uno de los extremos pertenecea A~ By
el otro extremo no pertenece a A ni a B (hay (m/2 —y)y de estas aristas).
Asi, tenemos 2y(m/2 — y) aristas en el caso (a). Andlogamente, puede
verse que hay 2y(m/2 — y) aristas en el caso (b).

El nimero total de aristas asi calculado es |(AUB)— (AN B)| = 4y{m /2 —
y), la distancia de Hamming entre f(A) y f(B). Este valor es maximo para
y = m/4 y es igual a m?/4, es decir, el didmetro de X es m?*/4.

6.2. Un ejemplo

Si m = 12, entonces g es un cubo de dimensién 12 y @ es un cubo de di-
mension 66 (pues K9, la grafica completa con 12 vértices, tiene 66 aristas).
Un punto de g sera entonces un subconjunto de S = {1,2,...,12}. Un
vértice del piso m/2-ésimo, sexto piso en este caso, es entonces un punto
con seis coordenadas iguales a 1 y las seis restantes iguales a (). Por ejem-
plo, A =1(1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1) es el subconjunto {1,5,6,10,11,12}.
Por comodidad representaremos a A como (100011000111). ;Cual es el
punto f{A) € @7 Pues el subconjunto de pares de elementos de § que
tienen exactamente un elemento de A (i.e. de aristas de K, salientes, res-
pecto del conjunto A de vértices). Este subconjunto puede ser visto como
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un punto de ) con 36 de sus coordenadas iguales a 1 y las restantes igua-
les a (. Para describir un subconjunto de aristas con estas ccordenadas,
necesitamos hacer explicito el orden que les asignaremos:

{l) 2}) {1: 3}1 {I: 4}: {1: 5}1 {1) 6}: {1, 7}7 {1: 8}: {I: 9}7 {1: 10}) {1: 11}: {]7 12}1
{2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {2, 6}, {2, 7}, {2, 8}, {2, 9}, {2. 10}, {2, 11}, {2, 12}, {3, 4},
{31 5}’ {3) 6}’ {3’ 7}’ {31 8}’ {3! 9}? {31 10}’ {3’ 11}1 {3! 12}’ {4, 5}’ {4’ 6}3 {4’ 7})
{4, 8}, {4, 9}, {4, 10}, {4, 11}, {4,12}, {5, 6}, {5, 7}, {5, 8}, {5, 9}, {5, 10}, {5, 11},
{5, 12}, {6. 7}, {6, 8}, {6, 9}, {6, 10}, {6, 11}, {6, 12}, {7, 8}, {7, 9}, {7, 10}, {7. 11},
{7= 12}: {81 9}! {81 10}) {8) l]}: {8! 12}: {gs 10}} {9, 11}: {9’ 12}: {10) ll}a {101 12}1
{11, 12}

Asl, si A = (100011000111), entonces

f(A) = (11100111000001100011161100011111000111011046111000001110111111000})

De la misma manera, si B = (110000110011), entonces

F(B) = (011110011001111001100000116011001100110110011110011011001100011110)

|A N Bl = 3 por lo que d{f(A), f{B)) = 4(3)(6 — 3) = 36. Este es el
diametro de X para m = 12. Si la interseccion de A y B no tuviera
exactamente 3 elementos, la distancia entre f(A) y f(B) seria menor:

Sea C = (110011001100),

f(C) = (011001100111100110011011001100110011000110011110011011001100011110)

|ANC| =4, de donde d(f(A), F(C)) = 4(4)(6 — 4) = 32.

En este caso, cuando m = 12, el dominio de f tiene 924 elementos, la
imagen, 462, el nimero de elementos de X.

Este no es el contraejemplo construido por Kahn-Kalai, simplementees un
ejemplo que muestra cémo se comporta la funcién f y cémo se calcula la
distancia entre elementos distintos de X. Una particién de X en conjuntos
de menor didmetro, debe dejar en partes distintas a f(A) y f(B)si [AN
B| =3 (0 si |[AN B| = m/4, en el caso general).
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6.3. El teorema de Frankl-Wilson y la conjetura de
Borsuk

Si la distancia entre f(A) y f(B) es igual al diametro de X, entonces
f(A) y f(B) deben quedar separados al hacer una particion de X en
conjuntos de didmetro menor. Si el conjunto ¥ es la preimagen de uno de
los elementos de la particion de X, entonces en F' no debe haber vértices
de ¢ (i.e. subconjuntos de §) con exactamente m/4 elementos en comun.

La construccién de X fue hecha para satisfacer las condiciones del siguiente
teorema de Frank] y Wilson {4]:

Teorema 6.1 Sea F' una familia de subconjuntos distintos de m/2 ele-
mentos de un conjunto de m elementos de tal manera que en F' no hay
dos subconjuntos con exactamente m/4 elementos comunes. Si m = 4p°,
donde p es un primo mayor que 2 y a es un entero no negativo, entonces
el numero de subconjuntos en F' no es mayor que

m—1
2 .
mf4 -1
Si el conjunto F' es la preimagen de una parte de X, entonces en F no
debe haber subconjuntos con exactamente /4 elementos comunes. Sea
P = {Xi,Xs,...,Xn} una particién de X en N partes con diametro

menor que el diametro de X. Por el teorema de Frankl-Wilson, el mimero
de subconjuntos en cada elemento de la particién cumple

m -1
X, < .
| ‘|—2(m/4—1)

(2!

— 200

Y por lo tanto,

Y para valores grandes de m, con m = 4p® tenemos entonces que
m{m — 1)

N
> T g

+1
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En particular para m = 52, tenemos un conjunto de dimension 1326 para
el cual

(26

2(32)

Es decir, el conjunto X C R¥¥ construido en la forma descrita, no puede
ser dividido en menos de 1561 partes, lo cual contradice la conjetura de

Borsuk.

La tabla siguiente ilustra cémo cambia, para diferentes valores de m = 4p°,
el valor de N, la cota minima del nimero de elementos en la particién de

X.

N> > 1561

p* |m=4p* |m(m—-1)/2 | N> ..
1 4 6 3

3 12 66 8

5 20 190 23

7 28 378 67

32 36 630 192

11 44 946 548
13 52 1326 1561
17 68 2278 12639
19 76 2850 36 043
23 92 4186 292207
52 100 4950 832027
33 108 5778 2369133
29 116 6670 6 745 998
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