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INTRODUCCION

ka definiciolh del concepto de espacic hindelsf fué dada
por Alexandroff y Urysohn en 1929 en su Mémoive sur les espaces
+opolcsiqu£5 compacts [AU] y el origen del nombre viene de la pr2
piecdlacl gue probd Lindelsf ¢n 1903 para subeonjunies de R7
Leid o Cualgeer fawiha de abievios en R” centiene una -
subfariilia numevable gque cubre a la wnien de la fami b
mr:'g:'naf_

La nocioh de I- espacio la introdujo Magami en 1469 TA]
y vino a unificar a’junas de fas fnve:r’-,'jacfones Fue se hicie-
YBN an es5o decada alvededsr de! Probfema Jue vePreSenf-aba
el entontrar una clase de espacios {o/oo/o'ajcas gue tovieras
las su{icfcn4es Frolpiealades i’o}pola'gko_s como para 7ueJen$re
ctras cosas o FarQCamFac}daaL faera preservacla bojo pre-
ductos de elementos de la clase.

Comp €5 Sabicls  la Pro}:»'edaaﬂ de L"ndefa"; € wno. pro-

piedad gue no se preserva bejo productos. Este problema

se vesuelve en la clase de los Z-espacios al probar gue
¢t producfo numerable de T-espacios Aindelsf Sigue tenien-
do esta FropJeAaal. Tambiewn se sabe gue la propiedeod e
Linde"g’{ € una propieclad df{u’c{/'q’e jaercfbe'r en la clase de
los espacios Cp. Uno de los objetrios de esta Tesis es el
de esbozavr aijunas de esas dificulfodes y el de mesha ¢

{ambien ansmos resultados gue Se tienen en relacion o es-
e problema . OFvo de los objefivos es mesfmy Gue la ¢lage

de les E-esfa.c(as Lindel#f  al ser una clase " estable" ba
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jo <ievdas propiedades {o}:oh;a{cgs (es una clase guees mva-
viante bajo productos numevahbles  subespacios cerrades ¢ imd -
denes contnuas ) proporciona ven fajeos ;'m}aor‘f-am‘es para el es-
fudie de fas propiedades de los esPacioS Cp, en Fa.r-h'cu!ar a-
guelias velacionadas con la Propr'e’dacl de Aindelsf

En el Cap,’%u)u O se establece la notaciow , {erminan’oga:z.,
nociones y vesw/tades baswcas que se usan a Jo lavgo del traba-
jo . Tedos ellos se enuncian $in demostracion y en cada Teo-
rema Se da la referencio. en donde puede ser consultado.

En el Capr')-u)o 1 iniciames el estudio de la Pra,ofedad de
Lindelof en los espacios Cp. Se muesfra gue trabajando en
la ciase de los espacios normales es posible encontmr alli al-
gunas condrciones necetnrios para gue Cp(K) sea Lindels £ &n
este CaPH»qu famben se )oru.eba el Teorema de Asanov gue,
en parficular | nos da una condicion pecesaria para que (p(£)
Sea Lindelsf,

En el Ca)of-/ufo 2 se estudia [q clase de Jos Z-espacios
Yy se Prucbcx que es una clase que 5enerq11'2a los conceptos de
M-espacio v - espa.c[oA Se prueba gue fas definiciones gue
dan [val | [Bu] y [6r] Je z—esfa.cfo Son ezfun'valen‘#es y que,
entre otras jfzl'-o)poie.c!cr.f,l.esJ tiene /a Fa.r-ffcufa.r:'dad. de g ue el
producto numerable de I-espacios /pamr:ompac-ios es un Z-es-
pacic Paracompac“fo.

En el Capidulo 3 se define la clase S comp la Sub-clase
de los Z-espacios gue Son Lindelof. Ademds de phvas carvac-
lerizaciones de esfa clase | se pragba gue es fa minima cla-
se que contiene a 1odos fos espacios metrizables separables
a fodos los compac-fos y es invarianie con rengcf;_-, a productos
finitos | subespacios cevrades e fmc;gene; conhnuas |, y gue cada

elemento de esta chse es la 'imdgcn centhnua de un espacio



emwamaaLo Lindelef.

En el Co.raff'-ufo 4 se demuestan afjunas resulfados en espa ~
cios de funciones (p(X) , Supoﬂ;enﬂio gue X es un elemento de
fa close S . Se [)rueba el Teorema de Badurov y como con-
secuencla de el 5 encuentran condiciones sufrc,:ni-es para
que  Cp(E) sen Lindelsf . Tambien ge da una res,pvesu‘a a la
P"ﬁ”"+o‘ dCuando Cp(Z) es un Z- espacio dindelsf ? Suponiends
que X e5 un es,oaca'a {opo/o_’g,'m tempacto.

Finalizames este -@rabajo comentando quunos resul tades
Sobre les espacios C'P,,,(X) y mencionande otros mas sobre la
Pra'piedgd. de .Lr'nc‘efb'f: y la amplifud en fos e.sf:accbs G

Cad e, defl'n}ct'oﬁ o resultada en cada cafa:'-lfufp estad  identfi -
cads con des nu'meros, el nimarp de secciBnm y ¢/ nimers de re-
sul4ads Gue le corvesponde en orden creciente en fsa Mmisema
seccion . En el caso exclusivo del Capitule O Jos dos nuimeros
correspanden al Cczpr"r‘u/a yﬁv' numers de resultads . kas refe-
renciag que se hacen de estos Gifimas Siempre seran citades
de esfa manera . En el caso de los Caf:r-}u!as resfandes | s¢
es un resultado del mismo caprtulo , Se (dentifican de esta
mAanera y s/ son de ofre Cap/iulo enfonces odema’s del nd -
mero de seccion y resulindo aparecgrz( en primer {e€rm ing
el namers de capitlo j por ejemplo , 7 en el Capitulo 4
se¢ hace re{crencr'a al /oa-n'mer deprema de fa Sequnela ceceny
de ese mismo Capf#ufo se divad por el Teorema 2.1...°"
Pero s/ en el mismos Capitulo ¥ se hace referencia. a) Teo-

H

vema 2.23 del Capitulo 3 enfonces se escribivd ¢ "por el
T‘eorema 3.2.27... "

Los CD""P'L"S " e de{rhia(as en la Tesis asi como las de_
mostraciones de la mayoria de los  resultadps bdsicos ernun -

ciades en los Prelminares pusden ser consulfadas en [€a3 o
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(GMT], Las demoshraciones de fo; tesremas yeyfandes delf Ca.,a:’-!u/o
O Se )Dueall?ﬂ encontrar en [Hel o TTeH], Aung‘ue esta ultimma
referencia tontiene la Pm--le covrespondiente al estudio de los
espacios Cp lew veferencia basica. obligada en ¢sde tema es
Cavel . Los vesultaeos del Capitulo t se pueden encontrar
en [Arh] pero la presentacion de elios y las demosdye ciones
de 3.5 {340, (342, £3.20  1.3.21 ¥ 1.3.22 fuersn desarro-
Hadas por nesofros .

El Capifulo 2 contiene algunos de los vesattacdos de [mvady
[GVJJPero las demes fraciones de 2.3.4 y 2:3.5 sen nueshas.
Estas junfs con las demostaciones de 3.2.4 y 3.2.2 hasta

2.2 famf:r'e’n obra V‘Jue.S'!'ra. motivaron en Pa_r‘lte ia orienta-

cion de este traobojo. Posferiormente conocimes el irabajsde
0. Ohuner [ok] en donde desarrolla tambien estes vesuidados
del Capiulo 3 en donde seguimos | en buena medida , el es-
Guema Gue se presenia alls, las dermos fracienes de 3.3.22,
3226 y 33.2% tambien fueron desavrellacdas por nosofros.

o los Capitules 4y 5 la refevencia basica es [Ark] sien-
do nuestra la demoshacion de 4.3.100.

Eg lmpor%m*#e resaifar gue ef fVabgy’o gue agui se faresenﬁ
es uno de (o5 frufos del trabays colective vealzodo en el Semi-
naric que desde mayo d2 /196 Se ha venido veahzando ininde-
rrumP.'o!Amsz-e por los Pm{esoms Anﬁe}' Tamavie y Fiolel (asa-
rrvblas de la Facwltast de Gencias de la vmaAsM v Juan Angoa
‘ Bgush' Conbevas , Armands Mardinez y el Quir de esfa Tesis
de Jo Facultad de Cencias Fisico Mademdhcas e la BUHP’
bajo la diveccion del Dr. Angel Tamariz.

Finalmente | aungue pre{err'n'a; gue los agradecimientos gque-
daran o nivel personal, la {uerza de la cosfumbre me em-

pujo a hacer veferencia explicifa de algunos  de ellos. En pri-



7

mer {e’rm{no, al mae.sm‘ro) al amr'ao incansable Arje!' Tamari & qupbn
con sus conocimientos | ensefanzas | dedicacton Pacaénrf&_  nago -
tables hizo posible Ja vealizacion de esie trabajo . Por sypuests
que las defrciencias sen  exclusivg responsab:lidad del gue esTe
esecribe ., Asimismo , il jmcia.{ Py Ajus4a;1 ; Armands | FT:JG/)

Juan gue perm;'f'ierom e/ acwso de mi iqnorancia en todo mo-
mento . M/ ajmdecr'mie?n#o y amor infah}#p para Adzir), Cmilly
y Hordensia gue han 1enido que Soporfar mis Jocuras y des~
varies (mas de lo nermal) duranie este *&femep sen buena
medicla dambien a ¢llas Corre:/)onde el mevidp de este #a-
bajp. Tambiey deseo expresar m/ recorocimients a la Facul
Jad de Ciencias Frsite Mademahrcas de /a BUAF ,en es):ecn'z./
a la Academa Jde Mademdheas ya gue durante e/ :’-:Empo de
vealizacion de esde fraéaj'o ¢/ autor 3025 de ung descarga,
’Pm'cfa/ de #nbaj'a a traves de wn permiss por 5‘ujoera.c,4;(,‘

Academica . Finalmende | agradezco a los  Profesrores A. Garcia-
Md:ynea, 0. Ol-?unevJ E Casarrvbjas, V. Tkachuk | A. Contreras y

J. Paes por el T-Ifemjoo Fue dedicaron a la vevisiowm de etz
4mbajo as/ como sus coemenfarios y erjerencias gue ayu-

daron a mejorar Ja presentacion final de este Tesis,

Manue! TIbarva Contreras. Oforo 1458 "

— i ——

“VAl terming de esde trabajo fui comenieads, a travis de la BuAP, del

o*nrggmignh de wna beca PREMEP | asi §ul i esta Tesis contd con el fiaanciy~

mientp Pa.rc;'p.f de astfes recursos.



CARPITULO O
Preliminares

La infencion de este caprfulo es fa de esfablecer Ja no-
tacign ¥ fermr'nol'r)ﬁf’a. as’ como las neociones y resultades
besicos que Seran usados a {raves de esfe trabajo La ¢la
se de espacios tapologicas que seran consicerados serd la ce
los espacios Tychonoff, a menos que se diga ofra cosa . Esta
clase Ja denotfaremos por T ia clase de Jos nimeres car-
dina les mymitos serd denotada por Bandd y /a Cardinalidadl
de un (m:junv‘o A Ja denotaremos (ndishintamente corno /4]
o6 card(A). La clase de (o5 niuimerps ordinales seva denciada
por Orol as/ Bard - {N_(: erra(} de 4al manera gue M,
es ef minimp cardinal fn{:r;h"a y M= NS es el Pr[mer covelhnal
ne numevable. En jenera.[) para W€ CBand | K* serd el primer
cards na.f mayor que K. Tambien , 8" weOrd enfonces &+ sard
el primer orcinal mayor gue o« . El minimeo erdimal ‘afinifo
numerable | denotads por «2, lo c'afen%'fr‘caremos cont Ry v
w, denctard al minimp prdinal de cardinaliclad A, .

Usaremos N parva derotar al conjunts 112.3,- 3}y pa-
ra Cada nemN, R" sera e/ espo.-:!'o '\Eoyo/oér'co cont la '\‘.opol'oja-’a.
Fuelidliana ; cuq/quf'er Subcory'um‘o AcR? serd considerade
tomo Svbespacio de R"” con esia '50/90!03:& @ menos gque oo

ﬂqmos obra cosa. S X es un e.spac'm fafa/oéa;rp y A<X , la
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cervaduva. de A sevd denofada Indisdintamende coms beg {A)
o A. IntA gcerd el inferior de A.

De a_quf en adelande £,¥,2,... con o $in Subundices de-
nofaran &SPQC!.D_G {.c/?o/:::ja‘ro.s arbitarios,

Unos de los CDﬂf{p'/os fundamentales dentro de la  Topols.
3.&_ General es el de funcioh conhnua gue ests en esirecha ve-
lacio con la nocidh de conjunte abierto.

O.1-DEFINICION. Una func;lo:n f.’X—hY es conbnua 3¢ (W) es

un con‘,un1lo abiertp en & para cu.o.)qufe\f can‘jun%o aber
{o U en Y.

Precisamente debide a su importancic. es que resalta de adi-
lidacd el tener a)gunos criferios pava saber cuands wna fun-
ciom es continua . Ef sfaujen#e deorema vesuelve en buena
medidla esa hecesiclad.
0-2.TEOREMA. (cit. pos. [En], Proposicion t4.1). fara una Juncidh

f§: 8= Y son eg}.uival'emles fas sf'guicn{es afirmaciones,

() £ es conbinva,

2y S P es una Sub-base paro. la -éo,ooloj;& en Y entonces
£7CP) es un obierfo en £ para todo PeP.

@y S¢r B es una base para la {o/pofeixﬁ. en Y enfonces £(8)
es un abierTo en X para tedo Be B.

4) Para tedo Subcovy'um‘o cervads FEY, f7(F) @ wun con-
gunte cervado en X

(5) Para +dode Subconjunte AE&: £(A) S f(AY

@) Para dogo subconpn®e BeY © '(IntB) € Ind (f78) ).

Dendro de fa clase de funciones contnuas hay varias
Subclases 1mportantes de funciones . Algunas de ellas son, o
clase de las funcienes abiertas, la clase de las funciones

Cerradas la clase de fas funciones cocientes ¥ por supvesio,
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lo. elase que Permit‘c Gue dos espacios sean éof:afa'sfco.meﬂ-}s " -
dle‘l[HI'TaUH:)le.S, lo. clase Je los homeomorfismes .

0:3. DEFIMICION. Sea f: &Y una funcioh conhinua

w) f es abrerfa (cervada) $i para todo .fu&canj'unf—g aberls
(respectivamente , cerrado) en X, A, f(A) esun cgnjbn‘f‘o
abievto (cervado ) em Y.

2) f &5 un homeomovrfismo Si fes una b.‘yeccio'n y $u fon-
clon inversa. | £ Y- & es comhnua.

t3) £es una {unca.o'n cociente si se sahsface la propiedad:
Un Subcanjun‘ﬁa YeY es5 abierts en ¥ sJ 755:’0 si fv)
€ un ConJ'unho abierfe en X .

{0))] -Fej una Condensac:lo!v; 5/ §f es ba'yec'f'fv.m.

Cuando exista un homeomorfismo entre Xy Y divemos
Jue esios espacios son hemeomovfos y lo denotare mos  como
£ZY . Ffara un espacio :'o/;o/a'g,;-o Xy Ac £ diremos Jue un
Subconjunh* V de X es una vecindad de A si exisfe un conjunto
abierts GS% fal que A cGe V. Leos sigua'em‘es teovemas nos
proporcionan criterios pava decidiv s/ una fanci0'y pertenece
a, qﬁj\ma de las clases Jefpm'das aryiba, .

0.4, TEOREMA (cit.pas. [En] , Teorema 1442 | Una funcion con-
tinue f: E— Y €5 cerrada (abierfa ) si y sofo i para
tode B&Y ¥ +odo conJ'unﬂ: abierfe Crespec#wavncﬂ'c,cu@
do) As X Gue conkiene a {'(8) ’exl'sk un cenjonle abier
4o (vesp. cervado) Gevy dal qgue BEG y s(er g A

0-5. TeorEMA, (cié pos. [En] , F’mpos\c'm‘n 19.18). Si §: B> es
wng, §unc;o:n b'\\igd-'wa.. ;en%nces son equivo.leh+es :
W) f es un hemeomorfismo.
@) fes cevrada.
3) {es abierta.
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@) £{AY es wn CD'IJUH“‘D cerrado en ¥ si ysalo Si A es un
CDnJ'unTo ce rrade €n X .
(5) £CA) e5 un Cch'unf‘a abierTo enY si ysélo si A o5 uncon-

Jonto abjerlc en ¥

0.6 TEoREMA. (Cit. pos. [€a] | Proposicion 2.4.3 y Corolavic 2:4.¢)
1) Una .func'uo’n sobre f: XY es una ju"lcl.o'n cociente
s5i w selo &1 J'(F) es cerrads en £ cuando y sdlo cuando
F es cerrado en Y |
() §F §: 2y € una func{a-'n Sobre | cerrado o abiarta

entonces f ¢5 una {uncio(n cociente .

Dacte un espacio iopofo’gf'co X, la familia de conpnlos de
Borel en X es definida como la mimma familia de subconinfy
de X gue contiene a tedos Jos conj'un-f'a_s aberTos de X, gue €5
cervada b"fj" unienes numerables y bajo Com,p-"emen'}'os. La defr-
hitioh om‘gina! qu.é esbozada per Borel [6c] para subcon junia
de R y amphamenie estudiada por lebesgue para espacios €y
ehdianes en 1605 L] y por Housdorff pava espacies et ites
en 1914 [Hal. Ademas de les c.onj'um‘-p_; abiertos y los canJJn!B;
cervades | los conJ'unfB: de Borel mds comunes som los gue de-
{finimos a continuacion . Este dipo de conjuntos aparecevan en
capitules Pos-}eriores_

0.7. DEFINICIon. Sea X un espacio fo.pol'o;j;}:,_-,
) Diremes que un subcowy'un'ro Gde L e un conjunls Gg
i G es Ja inderseccio'n de una famiha numerable de con
Juntes abierfos en X .
@) Un Subconjunh; F de X es un conj'unf'., Fr s5i F es la

aniowr de una famiha aumerabls de con)'unfs_; cervados en X,

Observemos que si FiE2Y €5 una func{oiq conhnua y BeY
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€5 un con_J'un‘l'o Gs (F&) en ¥ entonces §7(BY es un ConJ‘un-H Gs
(FsY) en %,

Dada la SEnerql;dad de la definiciein de espacio {OFc\'O’fiitc
es conveniente ves-fvn'nsirse a clases de ellos Jue Ferm'.hu\
sbteney vesultados wmds inderesantes. Algunas de esas veshic
cones estan dadas por los 5i8Uien+eS axiamas de SeFara.cmln.
o 8. DeFivicion. Sea X un espaca'o {ofoloéfco,

(Y ¥ es un e;Pacfo To i para fodos %%y e X con MEXa
existe un abierfo gue contiene o uno de los puntes pere
ne al ofro,

@) X es un espacio Ty i para todos %, %y € & €on %, X,
existe un abierly U tal gue %, € U y i d U,

(3) £ e un espacio Tz o Hausdor{{ s, para fodes X6 L
Con %%y exisfen cenjunfos abierfos ajenos en X, U y
Uy, tales que X €Uy XaeUa.

H) X es un espacio T aresulqr 5i ZesT, y para tocdla xe X
y todo cerrade F& X faf gue x¢F existen conpnles
abierfos ajenes en X, Uiyd, tales gue xelU, y FEU, .

5) X es un espacio Tychonoff (R2€T) 5i X es T, y para +ole
Subcoannt; tervado de £ F, y xeX taf que X ¢ F exig
+e una funcion confnua F: X > Teu] tal gque J00) =p
y fery €311,

(bt £ es normal o T, 5 Xes T, y para toda pareja de ce-
rraces aJ'enp_s FoF, € en R existen abiertos ajenos

Uy Uy tales que FReu, y Beu,,

£l sigmente feorema enuncia algunas propiccacies impor-
fantes para. las clases de espacios requlaves y Tychonoff,
0.9. TEOREMA . (cit. pos. [Ead | Propos}cione_s 1§55 y 1.58)

Sea X un espacio {bpolofﬁl;»o 7 .
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a % es rejula.f 5\ yselo Si pora todo xeX y para toda ve-
endad V de x en X existe una vecindad U de xen £
fal gue xeU SU eV,

@ XeT s/ Y solo si para tocda x& X y para toda vecin-
dad V 42 X en ung suvb-base fuj"a. .'PJ exisfe una funcioh
cenbnua  §: 8- [end fal que fo0r20 ¥y foyy=i pava
todo € E~V.

Observemos , en velacion ai Teorema 0-9.02) Jue, en par -
Hewlar | €7 3/ ysolo s/, Zes Ty y ademas para +odo xe X
y para teda V, vecinclad de x , existe una funciswn conhnva
f: 8y loen] tal gue fexyzo y £ (Z ) e 41,

Comparada con ofras oPem.cu'ones Sobre espacias {opo!o'-
9icos | lo OPGYGCI‘DI’A de! praducfo Cartesiamp nos lleva a pro-
blcma.sJ ejemplos y teovemas mas interesantes  Fréchet es
e privaevo €n discudivr en un ardicule de 1410 [F] (cd-.[,os_f_eﬂ’
R productos Cardesiconos {"..\'.J,-os Sobre espacios abs tractes,
kes productes Corkestanos , finitos e mfinitos | de espacios metvi-
ces forman Par%c def lengua je topolegics de la decacda de los
30's . El products Cardesiano arbitrario de espacios topologicos ,
gue defimwmos a continuaciot , fué definide per Tychoroff en 1930 1T,

S/ se tene ung fami[('a de espacios -@oPo[o’gfcoS ihhu ,5e
puede considevar el products Cavfesiano de estos espacios | R =
*Ex.t ={§:1 -_,_(%x., P ) € Ig pava cada we I} y la fami li'a
de proyecciones asociadas a ¢/, 1Pl , tales que | pava
Cada %6, Farf) = fiay para tocdda fex. Enfonces la minimg
*OFo’oga&. Sobre X que hoce continuas o todas las proyeccr'one.s
e la topologia producic y a X con esta topologia  se le Nama
procucte 'f‘oFala'ﬁac'o de Jos espac:'o.s E« con del. Con esta mis

ma notacion enunciamos los .:r‘guitnh; {eoremas .
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010~ TEoREMA. (cit pos. [Ea] | Proposicisn 2.3.1) . La familia
'J’B:{IIIV\»’# F Wa g5 abierle en Xu y wWe # T sole para un
Rurmer o fmils de a's }
€5 una base para el producte -Eaf:cloé,ég X De agul en
adelande B serd /lamada base candnica de 2.
Ademds , si para todo xeI, By es una base para X«
entonces 1Ty €B W, €By Siempre que Wa £ 2.} tambieh

“&L
¢s una base para el producto topalsgico X

O.l]. TEOREMA. (Cl'é'.pos. [En], Profaosn'cia‘n 2-3.6). Una funcub-’n f", de-
fl;'\l'da. en uw espacio ¥ y <on valores en JLZ..; es conhi-

nua St 9 sole i ?-r"‘f €5 confnua para togle wel.

6.42. DEFvicion. Una -{uncio‘:n f: XY es un ench'c 5y sala 3

§F: 2 f(R) e un homeomorfismo.

S$i para un espacio topologico X exisfe un encaje £ix-Y

entonces diremos gue X se encaja en Y . Precisamente, una de

lag tecrmicas 'mporfantes para encajar espacied en espacios

producto consisfe en definir funciones con ciertas caracters

'h'ms’ del e}Pacl'o a cada wuno de los factores def preducéo.

013, DEFNIcion. Sean Xy Zq espacios {opola'j.'cos para cada <L
y ¥= ‘i‘Fn«}*u una familia de funciones tales gue pa-
ra caca eel fa: B2 %4,

0) F separa puntes de & 50 para cualguier X1y €X con
xiy existe weI Tal que fuox) # fory),

() ﬂ‘;epara Pun+os de cerrades si para tedo AET y
pava todo cervado FSE fal que %$F ewiste el
con la propiedad de gue futx) ¢ dx‘('rQ{F)>.

@) Se define lo funcioh producto diagonal como
bfa=f: 8= NIy tal gue fodz{faowy)

R4 <1
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Como una consecuencia del Teorema o.11 se tiene b sr'gusen‘f'e.
0.14 TeEoremA. Sean X, Ia esFa.m'os fafolés|&as para cacla qel ¥
i{,‘}“r familia de funciones tales gue fq: T 24
para cada ®EI. 5i f, &5 conhnua para cada el en-
tonces la  fuwncisn products diagonal § = At& &5 una
i
Ffuncioln conhnua
015. TEOREMA. (it pos. [En], Teorema 2.3.20). §i F={fu: ¥ &
} v
es una famha de funciones conhinuas gue separa rum‘os
de X enfonces Ja func{o’w Produc'.r“o thgonal' F=.,9,f" es
myectiva Mds ain , 51 F separa Pun'hos de con untes ce-

vrades en X, enfonces fes un encaje .

Supengamos ahora gue se tienen { Lalyep v {uY e, Fomi-
iias de espacios fopolégicos y 1hl,; una familia de funciones
conhinuas +ales gue fu i Ba— Lo Endonces , por ¢! Teorema o
o fancioh The JEq > Txe depmda por () [ 0u ) -
({a()(.n\_,u es conhmua . Esta funcip'n es Hamwade producte
Cavtesiano de las funciones $4aY ;. S¥ suponew.os  ademals
que Z4=X pava “ede ¥¢L entonces notemos que la dingonaf
‘ah es la compos‘.c\'o'n de la  funcioh d.‘qsana] L‘.&;_M;. .
K—a‘gia ¢ la funcipia Praducfo Cartesiane .;E;ﬁ 5‘11".&‘ aAA
La imagen (C8) = A € B & Namada diagonal del producto
Covtesions T'F. En un espacio Hausdorgf ¥, la diagonal A=

M AxenE, @ Ptz P (xv} es un Cbnjbnﬁ cevrado en el preducts
gty XL :

gf'ﬂl

A continuacion Presen*a.remos aigunas de las proprédades
de una de las clases mas impertantes de espacios fopologi-
cos, la de los espacios compactos. ta genesis de este concepio

estd ‘nkimamente relacionada con el Teorema de Bovel gue
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enuncio que toda cubierta ablerta numerakle de un ntervals
cervado de la vecta veal tiene unma subcublerta finitfa y con
la observacion de ie{aesgue en el sentido de Gue este resul-
tado es valide pava +toda cubierta abierta del infervalo ce-
rvade . Cabe destacar que en 1903 Bove! YPRo] Sanernh'aa’
este yesullaco a #odlos los Juécanjbn?tv.s cerrades y acotades
de cuqhiut'er espacio Euclidicns. En los inicies de la To-
,polaj,'a General eva muy frecuente el definir una nueva clase
de espacios a traves de una proﬁaédad de! jntervale (011 o
de la recta veal R. Esto fué /o gue Sucedid con fa clase dees-
pacios fo}pofo'a:'ca: compactps y aungue por alju.'n tiermpo exishs la
duda de si [a exdensiol, de la clase Jde espacios metricos compag
{os era la clase de espacios comfa.ck:s_‘ la clase de los espa-
oS numerablemende compactos © la clase de los espacias se-
cuenciafmiente compacios, ahora €5 claro que es la primera de
estas pues Hhene un mejor com[:m-ﬁam{en—l'-o con respecta a las

operaciones Sobre es,oacio-s éofolob.'cas y lleva & problemasg mas

inferesantes.
6.1¢. DEFINICION. Sea & un espacio Jopologiie .

) U es una cubievfo abierta de X si U= {Uatugr &
una familia de Conjun-}os abiertos de X y %= ‘L;éu.,,

@) Una famiha de conjintos F{F il tene la propie-
dad de [a inferseccion {inita $i para dode T €I
Tl <, se satisfaca que N iFa:«el} 3 @

) X es compacfe si X es Hausdorff y teda cubrerta
abieria de R tiene una Subcubierfa faida o eguivalende-
mente si toda famihz 3‘) de subconjuntps cerrades de
X con fa propiedad de |a infevseccishs fFinifa  tieme una

infersecciom no VGC!'&, es decir MFA & .
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6.1 TeoRemA, (it pos. [En] Corolario 315} Sean & un espacfo
topologico y UEX un conunto abierto em 3. S0 1 Fuluer
es una familia de subconjunhos cervades de £ en don-
de ol menocs uno de ellos es compacto (en pacticular,
8. X es comfac‘f‘a\ y 51 MNIFively e U entfonces exs
fe fdiy,daY ST fal que éa; € u.

0.18. TEOREMA. {cit pos. [En] , Teorema 3.1.6), Sean & un espacis
vegular y A€k compacta. Enfonces para tedo conjunto
cerrado B¢ X fal gque ANB=g@ existen conjintos abier-
tos U, VS & Jales gue ASwu BeV y unvzg. 5 ade-
mds B oes compaclo entfonces es Sufrerente supeoner que
¥ sea Hausdorfy.

0.j9. TEOREMA, CC:'{-_]ms. [En] P fzs),
) Todoe mbespaa[a compacf'o de un espacia Hausd’or{f es
cerradp .
@) Todo espacto compaclo es normal.
(3) La Emofﬁen contimua de un e_spa.c(o com;aac.?"o sobre
un es’aacl‘o Hausdor f{f es compacta.
) Teda funcion conhnua de un espacie compacle Sobre

un e.spac{o Hausdor{{ es cerraeda,.

0.20. TEOREMA . (cit .pos. [Ea], Teorema 3..14). Sea X un espacis T
Enfonces fas sf'ju.u'en‘v‘es meo_‘;rkiones son e§uiva.len4es_
M) K es .:om,oac'fb.
@) Para {odo espacio topologice L, la proyecciotn piRxysy

25 uneg funca'o'm cervagla .

0.2l TEOREMA, (cr{,f,,,s, {enl | Teorema 3.2.4) . Sea {23 una.

w&L
familia, ne vaclo de espacios {opala’ﬂlcos no vacios . En-

tonces el ‘aroduc'fo topolsgics “ULK.; es compacip s
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y solo s; Xq £5 comPam‘o fara 4ocdo «€I.

Usando el Teorema 0.15 se Fuede probar e/ 5.’Su,'¢n;g resu Hado
0.22. TEOREMA. (cit. pos. [En]  Teorema 2.3.23 ). S XeT y w(&)
es e] peso de I {ver Definicion 0.59 mas adelan'h’),

€ntonces I sc puede encajar en el producto To,] 9%}

0.23. DEFIMIcion. Una f‘uncfo‘n conhrnua 4. E-—o4 €5 una {unc.-o'n
perfecta si 2 es Hausdorff | fes cevrada vy para cada yeY
MY es comFacT'u en . En el caso de Gue las {ibvas
74y, sean Con_)bn'f"os numerablemente compactos en ¥

s€ dira Jue £ &5 una {MﬂCl‘oL‘\ Casi-Pcr{ec‘h:L.

La clase de las funciones perfectas en la cateqoric. de los
espacios metricos fue mtroducida, por ValnXtern en rows [V
Y de mangra anfef)endh?nnle en la Cateqovia de los espacios lo-
calmende compac-l-os por Leray en t3s0 [le] y Bourbaki{ en /45|
[Boutl (cit. pos. [enl p. tip0 ) .

024 TgoRemA, (cit.pos. [Ea), Teovema 3.3.1) ., 5/ Zes compach y
Yes Hausdor(f entonces [a proyeccioh p1 &1 —> 1 es
perfecia.

0.25 TEoREMA, (et . pos. [En] |, Teoremgq 3.3.2). 8 §: €5 Y es una
funcion perfecta enfonces para todo Subespacic <own-

paco 2eY, (%) e compacto.

La Pq-.--{e (2 Jef Sigw'enwle teorema mruestra gue las fun-

clones perfecfas Juegan entre las funciones conhnuas, un pes-

)
pel similar al gue juegan los espacios compactos endve Jos
espacios Jcopofo'jicos. Fue probada  por Frollk en 1960 IFv]
y pov Bourbaki en 1461 IBow 2] (cit pos. [En) P“‘?”)-

0.26. TEOREMA. (cit.pos. [En), Teoremas 3.3, 339 4 3.9.00)



19

) La comPos-’ciOJn de dos funciones Per{em‘as es Pe,r{ec'f'cx.

) El products Carfesians § 2191{‘ , donde fu Za = Y, y
Xa +@ poara todo €I, es Pev{eda. 51 356?9 st fa es
Per{echx para +odo «el.

(3) La {unc.[o"/\ Produc'fo diagona( de una {am(\td arhito-

via de funcovies perfectas es ano funcitn perfecta.

0:23 TEDREMA. (CI't-.Pos. [En], Teoreme. 3. #11). Sea SL*FA}&e:_ una fa-
milin de funciones conbinuas dende fu- E— Y, para
cada 4el, Si existe do€I dal gue fi, e5una funcioin
pevfecta y Yo es Hausdorf{f pora fode A€ I-4d4s) enton-

ces la cl.b.gonal %A:{., es una, {unc;o'v\ perfecta.

El Sigu{en‘\'e concepts fué introducido per Alexandvo{{ en
1923 [A]

028 DEFIMICION. Un espacio J-o;:afoé.i-o X es Jocalmente compact;

§i para tode x € K existe una vecindad de %, U, fal

fue dxu

€S un COnj'unh cornlaac'fe en X .

0-24. TEOREMA. (cit. pes. TEn] Teorema 3.3 ). S8 B es un espacio

locaimgn“e C.Dm)ud.c?tf’ en{ances ‘R es de Tychanﬂf{"-

6.30. TAOREMA. (¢rt. pos. [En] | Teorema 3.3.2 Y. Searn Z un espacip
localrmente comPar.f'o y Ac Xk c.ompac’fo. $/ V &5 un abierls
en & fal que AV endonces existe un abierdo U Haf

que AU ca &V y & es compact.

En 1430 Tychonofy [71 descubric’ gue los espacios dopold-
gieos gae pueden ser encajacles en un espacw cam}oac'fa son
precis amen e los espacios que ahora llevan su nembre. Esite
{ue’, esencialmende ¢l inicio de/ esfudio g eneval de las  com-

I3 - 4 " . s
Facfacrones aun?u,e uien primers e.s-/udaa el concc,o‘*a de Cony -
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Pac4a.ctb’n {‘ue’ Cqm-}he’adary pores subconj'un'r'-ns aberios cs'e/)a."ana en

ef condexto de funciones analificas [C] Conshrucciones similares fueron

usadas andes  en diferendes teorias de nimeros reales (eit. pos. (63

p171) .

0-31. DEFvciont. Sea X unm es,pacr'a {oFa/o'ja'rp, Una CDmfaC"’ACf.O’ﬂ de |
¢spacic X €5 una parefa (¥.c) tal que Y es un espacio

comrac?‘o y ¢! E—Y o5 um cnraj'e con la Prafr'eplni de
Jue ¢<R) =Y.

De a?u.f en qden’awf'ﬂ s Ja frase “'Yes una compa.:%am'a(q de X"
$U|ér¢ deciv g ue existe c:Z-—= enraJ'c Ha ] que (¥.¢) e5s una

comfpac 'J‘a.crlmifi dc X.

Los Sigw'tn‘l“ resu ltades af;arecen en ef ardiculo de Tychomefy
de i3 IT],

0.32, TEOREMA. (cit. pos. [en] | Teovemas 3.5.1 y 3.52),
1y Un es,.mcia {D'pol'a’j('ra E “Ziene una compqmlacu.:'y\ s,'Y_ﬂ;},
§$1 X es un espacio  Tychemef{.

a) 8 36T endfomces exisfe una comlpacfamb:q ¥ de X fal
Fue witY)] - wi(g), ( Ver Def;nkf'a;a o-58)

S Com (Z) = 1Ye T ¥ o5 una cam[mm‘aclb;\ de &% emdonces
Se¢ puede p»—a[mr (we. L'EnJ) Teorema 3.5.9) gue 35/ &o S Com (X)
enfonces Go digne una minima ota superior con vespects al or-
den determinado perla confencioin.
El Siauien-le teorema es debido a Céch [CE) y a Stome [st].
0.33. TE0REmMA. (cit. pos. [EnJ, Coralavio 3.5.10). Si E€T entonces
existe en Gom (X) un clements maximal con respects al

ovden definido por la relacion de confencion en Gom (g).

034 DEFvicion. Al elemente moaximal! en Gom (X)) garandizado

por el Teorema ¢ .33 le Hamaremos la ¢om‘p¢.c-}qc}g{,
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de Stone- C&ch y Sera denotfada per pz.

El ngut'en‘l'e teovema resume algunas de las propiedades ole
esta com’oa.c.'fo.cio%_ Andes de enunciavlo necesifavemes de la de-
finicion de conjum‘os r.omp/er(amenie Sefm.ro.a!as. Deos :ubcgnjun-l-os
Ay B de un espacio éo}oa/a};'m X son camFle-}amenJ.: se}paradas
5( existe una _{unu‘ofn continua. £: & — [o,1] #al gue fexryzo M-
ra todo x€A y ftx)=i parva fede xé€8.

0 35 TEOREMA. (ert. Fos. L'E.--;:lJ Teoremas 3.6.1, 3.6.2, 3.&.3) -
e T entonces en la comfac'f’a.crb;: de Sthone-C¥h las si.
gw‘en-}ﬂs frop;ep{ades Son egur’vahn-‘es,

t Teda Juﬂcr.a-,n tenhnua f:2— 2 ¢ Zcompacts tene
una. extension contnua a B,
a) §i F:Es ] es una funcjof,. continua entonces J dienc
wna extensen eontinua a pX.
) 5§/ Ay 8 Jon cnmf’]cw[a.mcn-f-e separacles en X , entonces
Clog () 0 ed, (B) = ¢,
Ademas , si «% es una compactacion de X gue sats-
face alguna de /fas condiciones enunciadas avriba en-
fonces existe un homeomeorfismo de PE en 2Z gue

dejo fryes a los elementos de X.

La sfgur'en'lle clase de esfa-cibs t’opofafjfcqf f“z’ nbodu-
clda por Alexandrofy o Urysohn en 1424 [AVI y duveso or'-
gen en la propieclad  gue Lindelef Froba’ ern 1903 | Teda fomi
Jra. de Subcanjun;v.s Qbrertos de R” contiene una subformilia
numerable con fa misma wmon [Li].

0-36. DEFINICION. Un espacio {o,o/aéfeo Z es Lindelif 51 K es re-
aufa.r y teela cabrerfa abierta de &  tienme ura subcu-

bierta numerable.
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En el 5.'3uu'en4e teorema 5¢ resumen aljunq_f de las prepre-
dadles gue safisfacen esta clase de espacios {o}oo/aér::'c_r. Anles de

enunciarle daremes fa Sr'guianie definicion.

p.33. DEFiMICION. Una fa\ml/aa. de subc‘onjun‘;'ns de un COnJOnTS,?;‘
3‘1, tiene la farafu'ea[aot de la inferseccipin nume rable

(P.r.‘,n) ' :F'.;’.p' y n.';.‘ #ﬁ pam. "‘Oda gﬂ < ?"1' Subfﬁml-]l'ﬂ.

-
Pumerable.

0.38. TEDREMA. (ci\‘f‘.!pos. Ten] PP :qz-ma.),

Yy Tedo CS/-’GC'.D reju.)a.r y Sejunolo numerable €3 Le'r,d'efaf_
(a) Tode espac o Linele fb'f es snorealf.
() Un espacio reqular & es Lindelsf 50y sole s doda fa-

mila de Subcondiun'fvs cerracles de X gue {iene /a pin

1iene interiecciom no vacia

) Todo subespacio cerracdo de un espacio Lindelsf  es

Lindels F.

5) Tede es[:a.cia reju:'ar que se Pu.ecie expresar comp wnoh

aumevable de subespacios Lindels§ es dindels f

) §i E e un espacio bindelsf | Y es un espacio requlary

£: XY e continua v fobre entfonces Y es iﬁﬁde,’a'lc'

0.39 DEFivicion). Divemos Jue un €ipacin {ofo/o'j}:o X & numevra-

blevnente cam)oauc'f'o Si X a5 HausJor{f y Joda cubierta

abierda numerable trerne una subcubierta fr‘n'f‘fr'q..

Esfa clase de espacios foyo/t;‘j:'ca: fué definicla ¥y esjudianda
antes gue fos espacies cnm}oacﬁs. Al Fra'nc'rf»z'a parecis’ ser  la
clase mas relevanfe. En cierfo Sentido esto se debid af feche
de que en la clase de los espacios rme bricos ambas Je{:'n'.cic.nc:
son ec;ulvn[en-les, ka principal raton de gue haya predominacle

la. clase de fos ESPQC{.;; com/)acy‘ps - gue é5fa es una clase
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multiplicativa  mientras gue la clase de los espacios numera-
blemente com'pac}p,c no o es.
04D, TEOREMA. (c:'l—.fms‘ TEn] , Teorema 3401) . Un echu.[u 2 ey <om'pac?‘3

5"y solo ¢ X €5 mumerablemende comFa.c’f'o v es Linde l5'f.

04l. TEOREMA. (crE pos. Z'En]} Teoremas 3.10.2 vy 3./0-3). S B e5  un
espacio Hausderf{ entonces son equfvalenies,

Y X es pumerablennente com‘pa(.';‘b.

(2) Toda -famnlf[a numerable de .subconJ'Un‘l‘-o.s cerrades de &
Gue tiene la Propl'edacl. de la inferseccioin {:;n}rtq. (p-if)
tiene interseccioin no vacia .

) Para dodw sucesion decreciente de _subcanjumf-o_s cerrades
no vaclos de X 5 FR2F 2...2FK,2.. Se tune gue ARt

{4) Tode sub:anjum:ﬁ; snfimils de X diene un punto de acunu-
lacion

t5) Tedo SubconJ'un‘f}, l'n{r'ni'f; numerable de X tiene un punts

de ncumufn.t.l'o:n .

ova TEOREMA, (it pos. [En] . p 203).

0) Tode subespacin cerrado de un espacie mumerablemente
Cam)oa.d-p €5 numerablemente compacto.

@) 5 % es numerablemende com,na,c‘f;J ¥ es Hausdorff
¥ §: =Y eg conhnua y sobre enfonces X &5 rumera -
biemente compacto.

B) Tooa funcialy conhnua con valores reales definida sobre un
esf:acio mumerablemente comf:a.r.#n & acovtacda y altcanza sus

cotas .,

£l .sr'gmign#e cancefn"o {uc’ introducide per HewnHl en t44p [He2]
y Nachbin ¢n 1950 [N] guu'e'n defind de mManera independiente a

esfos espacios en dermings de uniformidades . Esta clase de es-
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Par_'nos Juego. o mismo ,pa‘pen' en la tfora  de las funabv\u contrrung

de un espacio {ofaolo:qn'co Z en R gue los espacies compactng en la

teoria de Jas funciones conhnuas y acotadas  definidas en un e~
pacto {o}oo!né,'ca y con valores en IR . (ver Teorema 0:46)

0-43. DeFinicion. B eT es req/campach si no existe X6 T tal gus
se satisfagan las siquientes condiciones .

() Existe r: L% encaje tal gue r(X)# r(%) = &
) Para toda £: LR, funciols conhnua, existe una

-Fun(.'(.a;n continua F - Eom @ +al §ues Fer =)

oHq, TERoREMA. (/¢ pox. l'Fn], Teorema, 31141 ), Un espacio ¥ &5 com-

pacts si 3;619 si X es seudscompacto "’, realcompacto.

045 TeorEMA. lcit . pos. LEnd pp 214-213 ).

) ZeT es vealcompacto S/ y sole si existe e Bard tal gue
L es homeomorfe & un subespucio cervado de R

@) Todo subespacio cerrado de un espacio realcompacte s
YE“]COmPﬂC'{'D.

{3) M?IE.( es rea]compm:%o 5 4 solo 5i B« es realcompacty
para tode «elL.

) Teds espacic Lindelsf es realcompaclo .

(5) Sean Z €T y ¥ veakompacfo. S existe £ E9Y una fun-

clon perfecta enfonces T es vealcompacto.

Una  pareja (hi) es una r:dcempmfacab;n de £ s Yes real
compactp y b 25Y es un encage fal gue Cly Chexd) = Y . De agul
en odelante sSolamente escribivernos @ Sea ¥ una realcompac focini
en !usa.w de " sea (hY) wuna realcompactacion

044, TEogema. (cit. pos. [Gl], Teorema #7.). Para Hodo RET existe

—_—
[} i i .
TeT €5 teucic gm’m;{p 5i teda funciolr conhaua definide sebre T y com valersy vea-

Is o acotada. ks conocido que R€T e coudocompacto si K €3 numeruiiemonde compacto .
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ana realcompactacioh YL que sahsface las siaun'eni-e_s propie -
dades eguivalentes
uY S Y es real'campac:ta entonces para doda funcioih  centinva,
§: 8% existe una funciohr conknua 7 YR - Y tal
Fue f"x = 4.
a) Para teda funcioh conhnua §:Z-2 iR excde §iwE - R
continua  {al gue f\rli = f,
Ademas ,YR €8 unics en el s|‘3v1'en+e senbido & s ChiTY

& wna wealcampa.c«}-acfo'm de & que satisface (2) | enfonces

)
existe un homeomorfisme H.SE— T +al que R =hix)

para todo xe XK.

o.43. DEFIVICIip, Al espacio Wk el Teorema anterior sele lamard Ia

"Caiwm’pm*ambﬁ: de Hewitt de X.

048 DEFINICION,

0) Sean Uy Y cubizrtas de un cp.-,JL,.-.J—o X . Diremos gue o5
un refinamente de U S para dodo VeV exisde UéYU af
Jue VEU.

@) Una colecciolr de subeonjuntos de un espacio fopologico
X, U, es discreta (Jocalmende finita ) 5i para +tods xeX
existe una vecindad. de x, W, tal gue W niersecta a o
mds a un clemento de U (respechvamenie a un numere
finidy de elementos de 2w ).

@Y Una  familia de subconjuntos de un espaco X, U, es
T-discreta (- localmente finifa) s¢ U = (L Un clonyg,
cada {amifia WUn s discreta (Jﬂ‘fﬁjmen;’:éu:ﬁ;’:}:‘a}_

) (Dneuéenné, 194y [DJ) Un espacic R es paracompacty si
toda cubierta abierte de X trene un refinamientn aberd
localmende finidy

6) X es subparacompach Si teda cublerfa abuerta de X
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tiene un refingmients cerrado o-discredo.

(¢) (Bing, 1981 TRI1.). Un espacio K e5 colectivamenie nor
mal si para teda famila discveta {Falie; de subcon-
jun"’ﬂj terrados de X entste una famiha {uﬁk“I de sub
conJ'un%.s abertos de X Hfal gue  Fuicdy para todo «el
y 5\ dFp entonies Uxn s =g

() (Chitiendlen y Pitcher , 1419 [ChPl ). Un desarrotlo para un
espacio X s una suceston de cubierdas abiextas { G},
oy que  para dodo xeR , 454 (x,@,,)}néw es una base
local para x  doncle st {x, %)= U{ce¥,: xecl,

@) Un espacio desavroliable serd un espacio topoldgico que
tenga un desarrolle . §/ un espacio desarollable X e re-
au]ar diremoes Jue & es un e€spacip de Hoore.

(4} Un espacio dopologico (Z,€) es metbrizable si existe unma
métrica of sobre X tal que la topologia genevada por o cun

cide con T.

Con resPec-;Lo a (3) de ésta wldima Je{r'nn'c}o'n ex1s den muchos

resultactos gue oan condiciones necesarias y suficientes para gue un

espacio 'bapafoé{co sea mefrizable. Agur solo enunciaremes a.guellns

prepiedades de esdes espacios Jue serav udiles para e te {"'4543'0.

049, TEOREMA (eit.pos. LEn], Teoremas S5.1.4¢, 5.0.2%, 5.1.20.).

() Tedo tspam'a Paracompa.c:"v es colechivamente nermal,
) la Paracompqcidad es hereditaria con reslnch a canjbnksﬁ-.
@) Tode espacio paracempacts y numerablemente compach es

COmPnC‘{'D.

0.50, TEOREMA. (Norru‘y w.ckg, ine 5 Iwwl .ca{.rms. IBMIJTcor:mg q.r&)

X &5 paracempacte 5iy solo5i X es colactivamente normal
F P 3

y subparacompacts.
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0.5, TEDREMA . (Bu'm_:, ;1951 &I, ek pos. (1) IGrl | Teorema 1.3 4 (2) [&4],

Teorema w.4.8). 1) X es colectivamente nermeal v es  un
€ paciv de Moore 3¢ 4 sc6le si E e medrirable |
0) X es matrizable $i y solo si K es vegular y tlene una

base & discreta,

0-52. TEOREMA. (eik. pos. [En] , Teoremas Y117, 92.9, 429 y ¥.2.2)
() Sea X un espacic medvizable . L es compact sy sclo i

X es numer‘abiemeﬂ-;e camFacﬁ,

(2} Un csPacr'o wm[m.c-lLD es medvizable .Sn'_l,séfo 5¢ €5 wn

espacip Sejundo numerable .
() Un espacio “5“"““’ numerable ¢ madrizable sy sélo
51 €5 un espacio r?ju;ar

) Ef fradqd', -f.a/:o/pb.ko numerable de e;'pacr'as mefizakles €5

mefrizable.

053 DEFINICION.
) (MOY'HLL) 1964 [Mg] ) Un espacio {opalpé,}a X es un M-espa-
cip 55 existe una svcesion de cubierfus obiertas {('gn}%w

*al gue :
() 55 Xne st (0, W) entonces {xntae, tiene un pun-
to de acumulacion.
(&) Para cacda new D, refina con eshellas a Y,
(es deciv, para +odo Ge @, existe He'Yn tal gue
s¢(6,%.,,) ¢ H.)_
a) (Arhhan%el’s hi?, 1943 I’Arh*_].). ReT es un espacio  em-
plumade (p-espaciod Si existe una sucesivn de  famihas
1UnT,,e, de subconjuntes abiertes de gZ fal gue:

(1) Para cada new Un cubre a £ .

Y SE(xUn) € R .

néw

@Y Para cada e X
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6.54. TEOREMA.{ [Mo] , Teorema 6.1 ) . Un espacio g es un Meespacio s
¥ sale si exisde un espacio netrica Y y %na funcon  Cosi-

perfecta y sobre f:E-2 L.

6855 TeoremA. ([6r] | Corplavios 3.%,3.% y3.20).
) Sea X un espacio f?ar’acom)ca‘:‘f'a< B es M-espacio s5iysal
s Zes la preimdgen Perfgc'n"o. de un espacio mitrico .
2y L es metrizable s 556&; 5t X €5 un M-espacio com dra.
Sonnf Gg.
3) Sea A un espacio Paracom)‘.mc'h)- X es un M-espacio s/ Y4

sola si X es un p-espacio.

Por lo +*ants , de <) yt3) de/ Teorema anderior podemos ca-
vaclerizar a los espacios emplumados paracompactes coms las
pre-imagenes perfecias de espacios metricas .

Ctro de /fos conce)of(os r'mfmr:‘an'/ts usados en esta Tesis es el
de funcion co.rdiﬂa/} concepTs gue viene a exfendev clevtas propieds
des -tolpo/oéu"as :‘mpodam’cs come Ja Separabiffn(ad, la de sev sequn -
oo numerable o primers mumerable o cavdinalidades mayores.
Este concepto dambidn ha resultads ser una hervamients podero-
Sa para hacer comparaciones cuandifadivas precisas entre crerdas
propr'edu[e.r io’pofij,';a.s y ha permitide formular, 5¢n,m};'za.r y
probar resulfades ya establecidos de manera sistematica y efe_
34'148.

0-56. DEFINICION. Una  funcion cardinal €5 una fancion f | definida
en la clase de espacios -éo/oa/ob{ca.s fomando valoves en
la clase de doodos los cardimales r'nffn'n'!‘cu y fal que s/
EX Y enfonces f(X) = f0¥).

Acaso ¢! ej'emFlo mds inmedhats de funciph cardinal Sea el

de /a funcion cavclinalidad , denotacda pov /Xl , y que &  (gual
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al mimers de elemendos de £ mas H,. A condinuacizh de{Fna'remas
aquetlas funciones cardinales gue se basan en alyuna propiedad. topo -
fo&r'ca. que da i'n{ofmaa'o'n qlobal acerca e/ espacio. Andes de esthh
daremes algunas definiciones.

0-5% DEFMICioN. Sea X un espacio fo)oo/oéléo,
0) Una famiha celular en X &5 uno coleccion de conjuntos —
abrevtes no vacries 7 ajenss por parejas.
@) Una ved para X es una coleccion N de 5ubconJL¢n4-ns de

X 4al gue todo Con‘junt abievdo en X es la union de ele-

mem[os de u‘f.

057, DEFIcioN. Sea & un espacio topologico . Se defiie Ja  funcion
carolinal -
0Y peso de X come WU(E)z min 1B! ¢ Bes una base para K] 4.
@) densidad de B como oiZ)= min {1D] : DER y D28} + w.
(3} celufariclad de X comeo
c(&)= sup i M Pes una fam[!:'a. elular en £} +u
&) amplifud Je & como
S(R)= supl®: DEX vy Oas discredfo F o+
) el graclo de Lindelof de X come
R(Z) = min i ke Land : toda cubierta abievia de X tiene una
Subcubierda  de  cavdinahdad £k} .
(e} extension de 8 como
elZ)= Sup Ji0) :DEB, Des cerrado y discrets } 4w,
@?) peso rest de X como
nw (E) = min £ 1N ] N es una ved pava B}t

) 0(Z) = numerp de conjuw{as abiertos en X+ w.

0.59. DEFINICIoN. Una funcidn cardinal § es monodona s/ fi¥)< {(g)

para toda Juée_sf:aq'o Y de X
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Dentro de Jas funciones cardinales mondfenas {enemos el peso,
el peso red, la cardinaliclact y fa quI.'J-ud , v entms gue {a den-
sidad | Ja celulavidad ) el gvado de Lindelof y la exfensiot no lo
sen. Sia embarge ) la celuluvidad €5 monstona. para SubconJ'uan_r
abiertos o subconjuntos denses ; la densidacl es monsdona pamm
:ubconjun%.s abiertos y el grade de Llindelsf y la extensioh son
monotonas para Subconjun-}ps cerrados.
0.60. DEFINICION. §i f es una funcion cavdinal gue no es monsfera

se define la funcioh cardinel hftE) =sup {f04) YL}

las velaciones endre las funciones cardinales Je{-}:]da_f has-
+a agu’ se resumen en e/ .sf'gun'ea#e cuaclrs (ver [Wal p.15.). la

Hecha‘ K f3 indica gue d=f.

o(g)

/X
N/

hw(R)

N

hd(E) hLLED

SN N

dz) S(%Y LY

NSNS

e (Y ex)

wlL)

Las definiciones de las s:’guiem’es funciones cardinales esdan
basadas en prop:'edap{es ﬁopoip'j,'ca_; locales. Antes daremos la s/
guienk de{micfah .

#6(. DEFINICION. Sean X un espacio io)oofo:ﬂl'(o A una coleccion

]
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de cor\J'un+os obiertes ne vacios en X y peX. Dirermos que

Ves una seudobase para p S NY'= {p}.

0.02. DEFMMicion. Sean X un espacio topolojica y peX. Se definen
o) x (p.Z) = mr’n {I’V’] Ly 25 una base loca)l para F}
2} ’\)b(f,g) = rim i "] Vs una sewdo bese para F}
@) tep, )= min { KeLand: para tedo Y€K con pe Y existe

AEY com iAlISK ¥ pe AY,

ES1La.5 J:.-{rﬁfc:anes dan fusat’ a Ja.s funca‘nnes Cde[anes caraec-

tev | sevdocavdcter y estrechea de & definidas como sigue
W) X(BYy= sup A (pR): pexfrw .
t5) PR = sup i Plp 2D pexY 4w .
&y t(X)= Su)o{-t(pfl):pex}+w.

Todas estas funciones cavdinales resultan Sev mondtonas. Fl
sfaul’enh teorema. proporcione algunas Je;igunfahde: ddiles.
063 TEDREMA. { e't.pos. [Ho] , Teoremas 3.9 v 3.9) . Sean X un espacio
-ﬁpfpléjica y Sc 8 denso en 2. Entonces
0y X(Z) ¢ w() & X(=) &),

) t(Z) £ hd(&Y,
Hausderff entonces V(X)) & hICE).

[,

3y S Xes
@y dtg) sy ¢ dix) +(X).

DMQ_ fa J'mPor'}ancr'a_ cle Id\ clase d'e ejFQCf.o_r, compgc-l-ps y

de la clase de espacios mehizables | en el siguiente {eorema  se

enuncra ef com[mr'famfen'}o de algunas funciones cardinales se-

bre estos espa.c.fos.
0.64. Teorera. (it pos. fl-lo]) Teoremas 71, # Y » 3.03). Sea X un e

fa.u'p %oPm'aar[:p Com,oacy‘a. Entonces

0 (Alexandrofp ) rrY= X(XEY,
ay) (Arhhdnﬂd ‘s kl'l." [A'VEDJI I15ﬁ) mw (EYy = W (XY
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) (Saprvovshir [ 15a] ,1939). hd(E) s sc¢EY*

0.65. TEOREMA. (2it. pos. [Ho] | Teorema £4). Sea X an espacio meti-
2able in fintto. Enlonces
0y YiZYz t(Z) = X (&) =w
2) W) e nw(Z) 2 had(g) = hL1Z) = £(g) =3(X) rd &)z c(&EY) =
= e(RY,

Tambien ef siauien{e teorema {iene muchas aplicaciomes.

0.66. TEpREMA. (Hewint THed) , Marce @ wske [Mar) (pava ¥= 0 pondtczt“‘f
CRnl . cit. pos. (o] , Teoreyna 1w2). Sean Xe Gand | { Lty
una farmilia de espacies {'Ofo’clal'cos novaces ¥ E su pro-—
ducto -fa}oofo'é;kg L Si JTl sy diZ«) £k para todo =61,
entonces ol (X) &%,

Pavea, xe‘f,cf espacio Cp(X) es uno de los objetos de estudio
en este frabajo. A continuacoh damos una breve descripcion
de esta clase de espacios. S X, Y €T, consideremos  sobre
Y¥:5 £ 829 | § es funciow} la topologia preducte y enton-
ces al subespacio ] fex®: § es con-}r'nua.}J le denotarervss co-
mo Cp (L) y o la dopologia relativa sobre este conjunto le lla-
maremes +0Pol'03c'a. de la tonvergencia Fun-fua.l- En el caso de que
V=R, entonces a Cp(Z, L) b denolaremeos simplemente como
Cp(X), Este espacio es , en Senera.i, difevente del espacio %, lo
Jue pevmi-h que, en especn'o.l , Sea ufl en la Lufs,iu.cAL de ejem
plos . Esta no es Ja unica razonm para estudiar este {'!'fo de es-
pacios ; entre otras, estd ¢l hecho de gue la +°f°’°3'3~ de la con-
vergencia puntual es la mas gruesa de las -{apolmj:h,s gue Se de-
finen de manera notural en cgY (la ‘fbpu}ojﬁz de Ja conver-
gencia uniforme © fa ""Po[ogl’q_ r_Omlogc'f'a ~obierfa) ; este hecho

Perm,'-le que CplL) cwﬂ'enjc\ a tedes los conjun‘-os Cormpacfps que
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pueda dener C(Z) al ser considerado con alguna de estus ohos to-
Fojoijs_

8 definimos el conjunto WlKim, Xn j Uiy, Ua) =] F€ CCTAY
fixiy €Ul para i=rm } para cada nems fro {xyo,%nl o @ v
Uiy, Un abievtos en Y , entonces , de la de.-[-lnn'c'mfn de topolo -
gin producte Sabemos gue la familia B =§ wing X Uiy Ua):
nEMN, { My Xnt €Ky Uy, Un abievtos en X es una base para
CpigY) ( Teorema ot} . De agul' en adelante a B e Hamaremes ba

se candnica para Cpf!;i). Tambidn del Teovema 6.10 €5 conocido

;
Jue bosta censiderar urna base & en ¥ para gue la fAMI.jl.&.

{W Oyt Mg, n) 116N, [xpe, XnY € 8 3 J U, WnY & R sea una

base para Cpt2,¥) . De esta manera , 5si ¥=R entonces bas-
Yarda considevav los intervales albrerios j asi = fomilia de con-

jundos Wix,-, %a 3 €) = fae Cperd) t L) -Fkidice | para

todo t =T resulta ser wuna base para CplX).

Log sigu\an-‘es resuftades vesumen algunas de fas propre -
dacles basicas de Cp(%,¥) que usaremos en capifulos posterro-
res. los vesulfades fueren tomacios de [Tcw] pevo Lo biein pue-
den ser enconbrodes en  [avk].

0-67. TEOREMA. (eit pos. [TC.H_]I Praposiciofo 16). Si ¥ estd ena-
joelo en E en forma cerroda entonces Cp (X L) se en-

caJa. en forma cerrada en (yp (%,2)

0.68 TEOREMA. (cit pos. [Tcn]  Teerema 14). 5/ T e T enfonces

CF(K‘/‘ ey ciensn én )Rz.

Si ¥SR se define la funcion restriccivia Ty« Cp &) —=>¢pd)
como My (H="}Y- De agui en odelante derclavemes al subes-
pacic de Cply) Ty (cp(X)) cemo Cply[g).

069. TeoremA. (cit . pes. [TCHT | Proposicicn 114) . Sea Y un sub-

espacie de X. Entfonces :
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{0y Ty es conhnua y m) = Cply)
(2} 50 X o5 cerrado en & entonces Ty o5 wuna .fur\r.n}::.'n abiecta
sobve su imafsen_
3] 5 Y estd C-encajado en X entonces Ty €s sobre

4) 8; ¥ es devnso en I entfonces Ty es una condensacion .

Tambien se tiensz la .SI'guien& consfruceiom 5 §F: B=Y es unma
funcion , s¢ define f#: R RE como F¥(hy=hef . Los siquien-
tes dor teoremas enuncian alqunas de las propre dodes de {'*
0.70. TEOREMA. (eik pos. [TcH] F’ra,posu‘c'mnes 115 v t16) . £ o5 con-

brua y s f(8)=Y entonces -f# €5 wa homeomoy £15mo

Sobre el Subespacie cervad, de lRt} f”(lﬂi)'

o.Fl. TEDREMA. (C"F.pos. [TeH], Prolposr'cfo:q 112y Corolavio 11%)
Sean FIEY y 5. B2 funciones Sobre vecfivas . En-

fonces

M fFew) < g% () si g solosi existe hi @Y conti-
nua  4al gue f= heg.

) fes continua $i 4 sola s 'f"'i(cvn) s c(X)

3) i §{ &5 una funcion <ociente enfonces 2% (C)) s
Cerrade €n Cp(X)

W) £ e una condensacion S0y solo si £H(CODYY o5 denss en
CptX).

()] ')PES wun BOMGamgr{JSMD 5 y solo 5. 'F# (ctdy) = C(X)_

Ahore, dads un ConJ'unt Xy una Fomilin B RT se define
para cada xe X la funcion €x:F 2R dacla per &xif) = £
gue resulfa sev una funcion continua del subespacio de IR’J ﬁ"
¢ R. Fatonces , Se define lo. fuancioh evaluacioh cansnica
'\Uﬂ X = RE comp "Pj.tx): €x . Las prepiedades de esta funeil,

Se vasumen en el s:'au'uen}r teorema .
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692, TEOREMA. (cit.pos. [7ert], Proposicianes 118, 120,121 4 r2a) .
) Para cada Z€T y cada Subespacio 'Jf‘ic,o(f-) ) la {unné:é
Yz es continua
2) fPara cada conjunts Xy cualfw'er familia # cR2, ia
)fam'sf-'a ’WJ; (Z) &5 una fam}f{“ gue separa funfa; de F.
@) Si 3 es un subespacio de R¥ entonces
() 57 F es una fam[f.@ de funciones conthnuas que Sepa-
ra fwm#:: de X entonces "}’ﬁ: X~ Cp(H) ¢ una twn
densacion sobre su imagen .
(b) Si Fs RE &5 una famifia gue separa puntes de X
v F““h’s de cerraclos enforces "‘1"3;’ €l un Cl’)caj‘c.

LH) s X&’f entonces X e hameomor{a a wun Jub!sr.vanb de

Cplcptmd),

E| 5i5u'\en+e teorema  tambich serd de oiifidad
0.33. TEOREMA. (¢crk. pos. TTen] | Propesiciones ta-4 y 2:5) . Sean %,
g‘ ). 3 ¥ Yo e.syar..'as ‘f‘oFo!-’aftaS Y wel.
) El espacio Cp(g,ﬂ;"-t) s homeomorfo Ifc P (2,41)

2) El espacie Cpl 2 Xy, 1) es homeomerfe o T Cp(%u 1)
<6 4T

G‘ona{e. .‘?’_’.Xd [-43 {o. Surna {UFg)nér'cn. aJ-cna Jt nro; CSFACI.DS x’.a_

fara conclu/r este capidulo hacienclo uwso de fa  estrachura
ngebra]ca. de Ry definiendo fara casa frac mt: para cada
xe £ ¥ para cada veR

(frg) exy 2 £y gex) ; {0 = fongod y (rfY iz v oo

tsb-i'.:.:r;emc»s1 sebre ;QE, Ja estrachura de qrvpo, anille o ¢s-
paero vechorial sobre M. Ademds , observemeos que ¢ A RE~ R

o - s / .
es fa X-Estrma proyeccion enfonces para cada xXeR , fa ‘emppsi -

. £ . )
cion pod i REXRE o R vesulta ser una funcioh continua

tal tomo lo wmuestra el s(gu‘en*'e. diagrama onmutadivp.
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Rt cmc P,

P",P"l LP.

-+

Rx R ————> R
] clcc'nf, fa. Suma. de,f;n-\dq, en RE e5 una -fumc:.o:a comhnua, | De
man eve, s{m'\ip.r, el onducfa y el produ.cfo por un escalar en RE
resulian sev {unciones conbinuas ; asi que mE puesde Sev con-
sidetado <cowp grupo {o’pgio’a.‘co, anitip Jcopolo'cj{co o espacio Ve
torial "bpo|:fc3'\co, Aéevvmfs) daclo gue [as opeveciones estan
defmcas allil de manera Pun-l-ual entonces 33 aplicawos
s tas opevaciones o {uncianes conhnuas oblenemos tawm-
biew .{unclioﬂg; onhnuas  asi gue CF(E) tambien puede
Sey COnSfderdd.a Como SruFo {9‘90]0’3!'(0, nn'\\.lo *‘.—nFolo'ﬁfra =]

espacio vector al -lapoféaico ‘
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CAPITULO

El grado de Lindelsf en espacios de funciones Cp(X)

1 Inbroduccion .

En este capituls se vera que algunas funciones cardinales |
tales comwo ef peso | la densidad o el cardeter | no vapreszn‘}hn
pvuh’émas mayores para poder calcularlas en los espacios Cp .
Siw emba.rja , el parncrama €5 J.‘{erem‘e Cuands se trafa ef grads
de lindelsf sobre esdos espacios . Fara muestra de ello basta re-
corday dos de fos problemas abiertos mas ;MPar*)[‘4h+35 en la
teoria  de los espacios Cp

0) Encontrar propieolades {o)pola'j;'ms en el eS)oacjo R gue sean
necesarias y:ufn'cr'en-}e.f para 3amn'}1éar que CplZ) sea imdehf.
u) S¢ Cp(R) es Lindelif entonces ¢ (e} (p(R) 5 Lindelsf 7

Pova iv cam)orend’a'gna/o el dipo de dificultades gue 5e presen-
dan al esdudiar Ja ’am,:fedaal e lnhdcl'b‘{ en los espacios Cp tro-
taremos alsunes resultacdos gue inve lucvan esfa ,oro/of'edaal. En
especial encontraremos Gue baj'p cievtas resticciones en la cla
se de los esfmc:'as normalzs es Pos}bfe dar algunas condiciones
necesarias para gue CplX) 3ea A;nJe/b'f 5|'err= gue X ses un
elemento Je esa clase. Finalmente se verd gue 51 [a estraches
de X7 es numerable para Tode MEN entonces (p(B)  es
Lindelof (Teorems de Aswvov),
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2. Funciones cardinales elementales en los espacies Cp .

En esta seccoin se caloulavan algunas fanciones cardinales
basicas en (p(Z) gue serdwm de whlidad pmsteviormente. Antes de
ver como  calcular g peso Y el cavacter de Cp(E) para cmalgrme'w
espacio Jcopoloé:'co R probaremos el Sf%u\én+e teorema | gue €5
consecuencia iamediata de la detmicion de fopologin de la con-
veraenc{a. Pun{'ua[.

7.4 TEOREMA. Sean X,Y€T. Entonces
W (Cpa,¥)) ¢ 1RfwYY y X(cpegv)) & 1&| KLy

Demostracion. Sea B una base de ¥ ftal que 1B1sw ). Fn-
toaces | dado gue o= {Wixyixn) By Ba) i Ixu xaY € & 18,,/BnY
c B} es una base pava pCE,Y) vy |ofl <|{Fer  iF1eml
1{54 ¢ B thelect] € 18l wX) oblenemos que W (CptEvY)siz)
wiY),

Ahora , tonsidevemos fe Cp (E,X) y para cada yeY sea Gy
una base Jocal para y <con 1By (| =A(y L) . Entonces
= AW Xy, X j By, B D 2 e, {%pen%n} &8 By Bie By ($1x00Y para
cada u.‘=F-_n"'} ¢s una base local para § v

1l «lfFeL: Fes finibo} | | {F gh}xh, o) L IR len I
Pox lo dante X (f, GpUTYI) & 18) XYY y asi obhenemos gue
X(GptHy)) & 1K) KX, +

1.2. TEorEmA. Para T &7 y & infinits
121 = w (G2 = X Cpla))

Demeostraciol . Sabemos gue K (X)) £ w (GExY) € IRV wRr)
= IZ K = 12} Entonces | para dempstrar ef teorema  bastord pro-
bay gue /€1 &% (Y | Su'ponﬁamps que Xlcpexr) < 18]
consideremos B(BY uma base [ecal de & en Cp (XY <on ) B3I cIx]
Sim Pe'r-ah'ala de generalicdlad poodemos suponer gue Jos elementos

de 8(B) son de Ja forma W(B ] Xy %a 7 €D con f¥,o,%XaY € K
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y eeRe. Para cada W(G;x,.. %n,€) € 8(5) sea KW)= {x,. xa}
y dejinase ¥ = \J{wow): We @B} Entonces X1 <2 y pov
lo 4ants se puede elegiy X* € B Y y considerar la vecwmdad de &
en PRy WIE 1x*;8) . Sea W s Wilo; xiye%ni€) un elemento
arbitand dJe B¢3) ) entonces x* 4%, para dodo ¢=inm y como g es
Tychometf existe una funcion FEL(E) tal gue Gixi) =0 para tdo
(ern g 2(x® =4 Por lo fants JE W W({F;x%:1) y as/ w ¢
W6 px*jt) lo cual contradice el hecho de jue B(B) €5 una

base locol de T en Cf(i) . Poy lo Janto 1] & X CCP(x)). T

Obsevvemos gue esfe Teorema implia. gue un espacis éopoloa:éa
£ o5 numavable $iy 50051 CpCE) es sequndo numerable y gue, en
Consecuencie , Cada V€3 gue X sea mAS gue numerable Cp (&) no
€5 Sequndo numerable y por /e fanto tampoco metrizable . En par-
Heulay CpCRY y (I} no son mehizables y +ampoco seguncls nume—
vables. En estos casos w ((p(E)) >w(E) ysi K o5 un evito nu-
mevable (ne medritable) entonces wW( (X)) <cw (L), Fs declr
en aqeneral e peso de Ty of peso de Cp(X) ne astam relacionades
£ 51'3uien1['e teorema muesha gue el peso ved tiene un comporta -
wento cumfofe*amen-fe dishnto.

2.3 TFOREMA. Para X€T. ww (£) = aw (cp (X))

Demeosfraciom. ) nw (Cp (£}) ¢ nw (&),

Sea FPuna red en X y 8 una base numerable de IR, Se cons-
+ruivel una red en ), de cavohralidad menoy oigual gue ! P/
Para cada paveja de colecciones {55 5k} €F v i, Ueis @
se define W{Si,, 5% 7 Uy, Ux) = { feCcxy: §(sids Ul pore fodb ik}
Cons; devemos #= WS, 8 U e} 0 350,53 ¢ P, by del 6}.
Bndonces {81 < J LRI Toywl = 1Rl 181 = 1Pl-x =12,
Bastard Frabqr que & €5 una red en Cp(Z). Para ver esﬁ),

Sea  fe Crczj y WUf ) oy Xae 1) una vecindad basica ¢andnica,



40
de fen Cp(&), suPonﬁamDS Gue X # % para coda (9, EI.'J'amgs
Uy U e @ fal que Fuu) e Ul g (Fixir~6, Fixdre) para  cadla
izlix . Como fes conhhua existen 55,5, € P tales que x0es¢
y £U30) S U pave tode =ik . Entonces few, = w (Su S by Ha)
E Wl Xy xe1€Y 2W. En efecto,si gew, ,Como A €S( entonces
Gxi) e Ul € (-6, Joxiyre ) o cuad implica gue I fexcy -qixi) lce
para todo (ziw ,es deciv, gew. for o fanto , B es una red en CplE),

W) mw () & nw (pigDY),
Como X S CplCplE)) (Teorema 0-72(4)) enbnces nw(f) %
nw {Cp (pIEII) & nw (CpLE)) | o5 dearr, nw ()t nw ((pe X)) .

For Io +anJa,a¢'¢ ) y e L) conchumes gue nw (V= nw i lp(gI}Y, _T

Como en jgngra.f e/ peso red acota supeviormente al grads
de J.{na‘e/d'f {ver Cap. 0, p. 30) e Teorema 2-3 dice ,en Par%r'cu/ar}

gue cada ver gue X tenga una red numerable entonces CplZ) es
lfﬂn]ejé'f.

24 TEOREMA, Fara Hode ZeT: A (XY =iw (Cp(EY) = WY (CplxY) |

Demestvaciolr. Primeva recordemos gue el (-peso de Cp(E) es:
(w(cplE)) + mim Jwiy) : exisfe una condensacion £:CptE)—% %,

() W(Cp(B)) < lw ((p(X)).

Pava probar esta dd:t'guaidqﬂ( mosfraremaes gue (w(CpCE))
es una cota superior del conjunto LV p(x)): FECp(EIT. Para
probario sean Ye 7', 3:€p(X) = I biyectiva y conhnua y 8
una base de Y tal que 18! W (cpiX)) . Veremos gue para f€
CUEY , #=137(B): §637(8) y BeBY o5 una seudobase pava 4
en Cp(Z) y por o fante V£, Cpedd) £ (4] £ 181 2iw (Cp(T)).
Rimero obsévvese que MNi8e B - gi) eB} = 15433  Endonces,
si h€(1& obfenemos gue gch) € 8 para fodo B & @ con §£e"(a)j
lo cual wnplica gue g(h) = gf) y como g es biyectwa enfonces

J’\:{’ e Ject.{} =441 y pov o tanto ¥ &5 una seudsbase para f
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en CplE).
Q&) fw (Cp(E)Y) £ dZ),

Searm T = d(ZY y L 2% denso en E con 1¥lct, La funcoh
vestrizeion Ty @ Cp(€) = B E Cp i) o5 Lna sondensaciolr de CpiT)
sobve 2= My(pt2)) & Cpty) (Tevrema p.eg (4)) v por lo Jordn wiBIE
Wi = 1Y &z vy esto implica que iw(CE)) cwid) s Tz d(E)

W) HCE) 8 Wlep(X)),

Sea B una sewdsbase formada pov vecin olades basizas cond -
nicas de & en (p{R) con I.ﬁiﬁ"f’((p(i‘)), Pave cacla WG, x,. xxi€)
€ B sea KVI= dxiuxY y definase Y= Udkewy: weBFe R,
Enfonces 121 1B] y Y= X En efects e 7 ko) s 1J3)-m =13
y s exishera %*e LY entonces ewishra a¢cp(E) fal gue
ax*y=4 y gc;) = 'f"}. En+onces para Jodo %€ Y se tendria que
gix)-8ix)z 0 y esfo implicavia gue 9 ENB  pere 3¢5 Jocual
seric. una conhadiccion . for lo fante ¥ = . En consecuencia
ACE) g 1Y] €1 B) & PGy,

kas desigualaacles () (LD 3 (&) prueban ef Tzorema.T

2.5 TEDREmA, Para dodp TeT” w()=dAllp2)),

Demostvacion. (iy cw (E) & d(cptg))

Como X € CplCp(X)) | enfonces (w(R) € iw (Cplcptx))) =
ol(cp (2.

@Y dlcp(r)) £ iw(R),

Sean Y¥e7 y f:E>Y una conclensacion Hal que w Y} Siw(&)y
Entonces por el Teorema 2.3 | nw (Cp(¥))=nw ¥) £ wWiX) y comp
nw {Cped)Y = nu(f*fff"!))) doncle -f*-' RY = RE o5 i daola
por £¥(n) = hef (ver Teorema 0-70) , entonces Se diere  gue
mw (FP(Cp )Y 2w YY) y como fes una comdensacion Siy solo
S ff((pfi)) e5 denso an c,cx) { Teovera £.71) se ngM que
F7 (G d)) = CplR) | es decir ol(Cp (X)) & d (F¥(CeY))) 2

H
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nw({‘(f-'pfi))) e wiY) ¢ iw { ) ( vev p 30 g Teorema 4.63 (4 ) |
Por 1o fando ACG(X)) tiwir)

De oy Y (':‘-) i Sr'gue el Teﬂfcma_ T

24 . COROLARID. S, Cp(E) es homeambrfo a CplY) enifonces

() nw (E) = nw (Y ),

(2} A L2) =l LYY,

3) (W (Z)=z cwtY),

() 124=1x],

Demostracion. ©) »u (X)) =nw (GID) 2 nwllple)) 2nwiy)

() (&) = @ (p(T) = (Cpl(¥)) = o)
3) (wWi(gys dlp(EY) = (Pl o dwl)
5y 1)z wl Q@)Y =w(GeY) =1 Y], T

3- La propiedad de Llindelsf en fos espacios Cp(X).

Uno de los objefives centrales en est Tesis es la discusion de
ko progiectad de Adindelsf en los espacios Cp(X). En esta seccio'n
"iciampS esta andhsis . Una oe /as subclases imporfantes de I cla-
se de espacios Lindelsf e la de los espacios d-compactos. Ef
:1'3«.”'9!:48 teo rema mues fra gue les espacias Cpl¥) tienen esta pre
Ffedcd. Wnicamente en casos triviales [ 56k cuande X es frnite . Bra
la. demostracion del! Teorema neces, faremos del .s:'aw'emie concepip |
31:0efnvicion. X es un P-espacio S0 g sole 3i todlo conjunle Gy € an

Conjunﬁ abierio en X,

3.2-TEOREMA (M.v. Velichko ). Cp(X) es c-compacts sy solo si R &5 finils,
Lo que haramos lﬂJeguidn. Serd probar un {eorema mas qeneval

gue tendri como censecuercia inmediata al Teorema dJe Velizhho.

3.3-TEOREMA. Sea Y denso en X. Si Cp(¥/Z) es c-mnumerablemende

compacts, entonces X es seudocompacko y Y € un P-espacio,
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Dermostracion. Comp Cpl¥iZ) €5 ¢- pumerablemendte Cornpacto en

tonces Cpl¥lg) = &;{‘Ea con E: numerablemente cmeac#o para toda
ieiN. Pava mostrar gue £ es seudocompacts sera suficiente con pro-
bar gue no existe una famiha discreta nfinita de conJ'un-l-as abrav.
tes no vacies en 2.

Supengamos que s7 existe 4al famiha £« idi: cemw}. Enfonces
WY + @ para todo CEN pues ¥ eg denso en X, Elijamos y.euny
pava cada (€N. Tenemos entonees que Bz ffey) fe 2.Y=1y. @)
donde [y, i CpCY) = R esdd dack por Ty t£) = FI4) ¥ eg una funcdh
continua (ver p.39) . Comp 2i es numerablemande compatta enfomces
B &R es acotado (Teorema 6.42(3)) lo cunl implica gue B #R 7y,
pov consigu'nemje, podemos elegir Q€ R-B; para cada (e, Coms g
es una familta discrefa en X endonces existe de p(X) dal que (%)=
ai paya (em , es deciv, 3ly 4 h,‘)a; = CplEIR) 1o cuol es una con-
tradiccion pues gly = Ty(g). Por lo fanto K c; seudocom pacto .

Robaremos ahora gue Yes an P-espacio. Supongamos gue ne loes
Enfonces exisfe un conjunts Fe, <, gue noes cerraco. Podermos  su-
porer gue F= ‘E.')‘F.: con K 5 Fe y K Cerradﬁ—gn—z para fodo c& .
Entonces exisfe y%¢ FNF, es deciv, existe y*e ‘g:)mﬁ' v 4%¢ F para
todn €M . Como Mya @ Lpt¥)— R dada por Mys (£3= {143) €5 con-
él'nua’ enfonces ’TS;,HD}J = 2' es cerrads en C,:(!I!.), lo cual impfa’-
ca que 2' € &-numerablemendte Comfach, es deciv, existen {%i}“_w
c.onJ'un-i'os Auwera blevmente compac'ivs tales que ?‘1'{&&2; . S¢ age-
gara o s€aulen4e:

) Para cada €20 y KeM existe {,em tal gue para cada fez.

existe P5e Fi, fal que fiy,) <e.

Supongamos gae @) no se sahisface enfonces existen €vo
7 e dales que para cacta (e existe fi €2 con la propieslad

[,

(O] . ! . &, . .
£ e uudocompacﬁ 5i ys0lo 51 Ne conTiene una copra Cencayacla de N,

(T6J], Corelaris t.3t},
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de que foiy) 2€ pava todo yeF,. Como Bt €5 pumerablemente com
prcte enfonces existe una funcioin £€ 2¢ € (YY) gue es un punk de
Gcumalacion de {fili,y v este mplice que frg) 26 para toodo 3€
{L«f’ﬁ.‘_ En efects, si existfiera 4 € E pave algdn soem Fal que fiya)
c€, entonces WIf; g0 e~feg)) O 46T, 26 v por o fante exisde
fio€ WU 9o i¢-1t4)) 5 50 ¢z max (i, 4.} entonces €K, vy
o tuad-frgo) ¢ e- £1y0) | o5 decy, £, (40 <e v 406 Fy o cual es
como f €5 conhnua y y* € -O—F:': endon-

J &)
ces £(y%) ZE>0 pero fez, €2, asi gue £14*)=0 locual no

una contracliccion. Ahora bien

pucde ser . For lo danto, se satisface (),

Bnlonces | para cada KEIN y €= 27 existen (eeiN y §o € Cp(X) Ha-
les gue 8,(4*) =0, 13c00] €2°% para fode xeX y g, (x)= 27% pa-
va todo %€ Fi. Definamos fa funcioh conknua 9: &R como
3(!:):“2;9.&“‘) para cada xeX. En particular §ly*y = Em%ﬁ“f)'*o
lo que implica gue g1y € 2' . Tqmb&éw\, para cada Ke N d(y)=
“Zug,‘('a‘) 2 3™ pave todo 4 Feo . Entonees , parve cacla wem | 2ly
'

€ 2, por la forma en gue en'eaEmas a ¢x. FPorlo funte 9iv d
U 2c=2' Jo cual as una conbrudhiicidn . Ry lo fande Y esun P- espacio,

em T .

Demostracioh de! Teorema 3.2. Netesiclad. SUFonsamDs Fue
Cp(E) es r~cam‘pac%,en-§onces G (X) €5 - numerablemende cﬂ”yvds
Y, considevando ¥= X como en ¢l Teorema 3.3 obienemes gue X
& un Pespacio seudoCoancP‘bJ lo cuaf impheo. gque Ees finile ((63].q2),

Suficiencia,. 5i 1El2n  emtonces X es discreto y por o tanto
Cp (Y =R" que es a-.mm,meo.T

Como se menciond antes no Se conocen hasta ahora con-
diciones necesarias y suficientes de la propreclod de Lindelsf en
ClE) en Jermmos de prepieclades dopolegicas de X. Sin embargo s/
se conoten vesultados pavciales en esta diveccion. Las siguientes pro

fw.;ic}ones enuncian afjuna.s condiciones necesarias o suficientes
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sobre L pave pbtener la Pmprédad de Lindeltf on Cp(X). £l piimex
teorema PraPorciona una condieipw rufr'c"f-’ﬂ'k 569'0 Ja cual Cpe¥) e
Lindelsf cuando Y SX y Cp (&) es Lindelsf.

34. TEoREMA. S X oc C-encajacdo en X y Cp(Z) es Lindelif  eptonces
Cpl¥) es de Lindele’f

Demeshacion. Lome Y as C-ercapde en X entonces Wy CpE) > (100)

dacla por Ty(h)= hly es una fancion conhnua y ssbre (Teorema 0.6 )

Ror Jo #an'}n, por el Teorema ©-3% Cp(Y) es Lindelsf, +

En los ,Ort;x:}nps resultaclos so verdn aij-.ma.s condiciones nece-
Sarias que Jebe Sa-l:ls{acer un espacio normal X para gue Cp (L) sea
Lindelf. Veremos gue varias clases de familias discretos en ¥
deben Sevr numerables. Andes de enunciar el Ioro’:uéno teorema nec
sitavermos del ferma sfauien-ie,

35 LEMA. S ¥ ¢¢ no numerable entonces IR Y np tiane )y propiedad
de tindelsf,

Demostraciom. Sapengames gue RYE a5 Je Lindelsf. Entonces ,
corme 1X 12N, R R es P\Omer.‘)mar—fo a urn :ubegPAc('o cevrode de
R¥ y comp W EIR €5 un SubconJLnnfB cerrade sg tiene gue
‘UU' €5 cerradp en IRLUJ}( por lo #&nf’a £n ‘:‘21 POr lo 'f'an{B R ww‘ej
Normal Pe_ro

Ke= {0, pava fodo jew iof existe alomas undad, taf que nc=)Y

Ke={na) gew, © Para bodo jew-117 exise alowds un xcw, 4al que Ny= 33
Jon Con")unfc-ls cevvades a.je.na.s Vo vacios en w™ gue nio Se PUGofen

sepovoy { [ssl Ejemplo 103 ) . T

3.6, TECREMA. S/ E es notmal ¥ (p(K) e Lindt!é'f, entonces Jodes
Sui-espacr'o cevraclo y discretso en X es numevable ,es
decir e (&) = Ho.

Demostacion Sea YEX cervads y discredn. Como Y es cervado

enE y I es novenal entonces Y &3 C-enm.Jbalo en X (ver [63].3p)
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Fov Ip 'Fan+al del Teorema 3.4 obtenemos que Cp(X) es de Lindelsf
pevo como X es discreto entfonces MY = Cp(Y) es dear, R es de

Linde“‘if y por el lema 3.5 se tiene Fue 1Y/ < M .T

Se pucde probar aun mds {vease por efemple fArk] | Corolarie
Te-3): S, CptZ) y X son normales entonces €(Z) =M,  &.A. Rezni-
chenko demostrd en [R] gue normalidad y normalidad colectiva  sen
eguivalentes en espacios de la forma Cp(2) yen [wssl hay un
GJCMFIO de un espacio con €(Z) sy y tal gue CplE) o es normal

A continuacion veremeps gue ¢l Teorema 3.6 puede sev refinadso.
Para ello necesitamos de/ .sidu{em’e concepto.

3.% DEFINICiON . Para e se define la R-exdension de X como
ep(2) = win { ke Bard: 5 A es discredo y C-encajads en B

entonces 1At &K}

3.8. TEOREMA. § Cy(EB) es Lindeléf entonces ep (&) = My .
Demestracion. Sea Yo X disereto y C-encajado en X. Eatonces por
el Teorema 3.4, Cpl¥) es Lindelof | es deciy | R = Cpi¥) as hinde-

l6f y por el lema 35, :yfik..T

S/ ahora consideramos la clase de Jos espacies Tychonoff, en-
donces obtenewmps la se‘guien-}e version del Teorema 3.6 .

3.9. TEOREMA. S5i Cp(L) esun espacio Aindels £, enfonces toda famiha
discreda de abilerios en X es numerable,

Demostracion. Sea D = {ua: €1} una famifa discreta de abir
tos no vacios en . Para cada «eI | sea Xa€lUy y consideremss Y=
j%«:w¢L}, Enfonces Y es C-encagde en 3. En efec?  sea f:yar
Condinus . Para cacla oeI existe 9g¢ Cp (XD fal gue Gulx)) = f0u)

y 9( Z-uy) € 10}, Definames 3t 2R dada ger

du (kY 5/ x& s
) = { . 17
) o si o xé _&)z o

Observermos que S/ «€I entonces JU) = GulX) = £ LX), es ceir,
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5}\1 <f . Probaremos que 9 es conhnua on £ . Sea %€ £ . Como

oD es discreta existe Vi , vecindad de x en & tal gue Vi cnder-
secda. a lo mas o un clemento de D . Sea €50

1) Supanjo_mos gue X € Ux parn algena A4€L . Como a es conhnua
en X enfonces existe Wr | vecindad de x en 2 taf gue g, (We) €
(g 00-€, g tx)+€) = (gx)-€, goxnyte) . For lo tante , wx Nty es
una vecindad de x en X y gliwnNuL) T B0 WxnUu) € 3, ¢ Wy )
S (gilxi~g, §ix) +6),

W) Suponﬂamas que xd L/ {ln: a6} 50 Ve N }‘{ug =@, en-
tonces 3(\/:)*"10} C(-6€)Y. 51 Vi “\du-c F ¢ entonces exis
te un nico 9€I  tal gue Ve Nl £ y como g, es cenhnua
en £ entonces exisfe Wr, Veandad de x fal que 3.CWy) €
C ( Gutx)-€, 9,tx) +€ ) = L€, e). Porlo tfanto gLy V) =
Qu{WxnVx) & (-€,€), A3 como ¥ s discreto y C-¢ncajode
en £ ,entonces povel Teorema 3.5, /Y[ & M, y en consecuen

Crae JR 1 =11 &« My,
T

3107 TEOREMA. S) R es vormal v ((B) es Lindelsf entonces
toda red g-discreta en X es numerable,

Demostracioh. Sea oA’ una red -discreta en X . Entonces A=

|/ Da donde para cada new Ln es una farmiha discreta @n

NEw

%Z. Prebaremos que para cadla new | 1Dal £ M. Sean new

)
Dn =N« 261 y porn cada aél elijames Xae Nu. Si Ez {%«:
eI} entonces para cada «¢ I exi's f& una vecindad Vu de e
Que miersecta a Jo mds a un elemento de D . Como XueA |
Nu es daf elemento y en consecuencia Vun € = Axey . Por Jo
tanto £ es disceeto . Ademds E es5 cervado en £. En e'f—cc+oj.si
x€ B E entonces ex/ste Vx | vecindad de x en & gue miterswia
a lo mds oun elements de D, ;5 Ve no mfetrsectn a ningdn
elemento de Da enfonces Yx & X~E y s/ Vx intersecfa = un
unico Na, entonces Vi A CE~4%6t) € 28 y Vi (K-hxgt) o
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vecindad de x Por lo tanto, tenemos gue E es cerrado , dis-

creto en £ y por e/ Teorema 3.6 obtenemos que 1EL ¥ y
por o Fante [Dnl =1E! & Wa . _T

Comeo VEYEwmigs en ¢l sfaw'zni'e capitule un espacio topald -
31}:; Z es un G- es pacio Si T tiene una red o-discveta . Por (o
tants , el Teorema 3.10 se obtiene ef .sf'auienh' résu ifads ,
A~ TEQOREMA . 5/ K es un o“-—e.spacnb normeal y CplE) es Lindelsf

entonces £ tiene unea red Aumerable. Ena parhcilay nw (Xy=)4.

Les g-espacios normales es una clase Je espacios que trene pro
pieclades wmvy Pare:ida: a las Pmpf'fg{.‘la; de fos espacis me-
trizaples. Como se ve up e Teorema anterior, lo. condicion adicio-
nal de gue (p(X) sea lindelsf imphie que X tenga pro predacle s
muy cercanas a la mefrizab/fidad | S:'Jufcnda en esfa linea de
(deas si considerowas 95PQ¢,'Q5 E con ‘prapf.?dadfs MAs cercanas
a la mehizabiliddad 5 CpC&) Lindelsf enfonces R debe ser me-
trizable y 5e/mra.nlafe.

Como es Sabide, todo esﬁac[o metricoe es de Moove ( Ver De-
flr':ic:'o(o 0.4¢ v L6l , Teorema 12 ) 7 como probaremes en el

Teorewa 2.1.10  teda eSrzactb de Moore es un cT-espacio . Un

)

problema abierfo sobre este tipo de espacias consisfe en saber

3 ftodo <¢spacio de Mesre y pormal es mefrizable . El srguiende

teorema da una respuesta /aarcia/,

3.49- TEOREMA. 8§ X o5 e Moore  normal y Cp (&) o3 Lindels
entonices K es ymehizable 3 sepavable.

Demostracion. Supongames gue ¥ es un espacic de Moare
entonces X es un T-espacio , y 51 ademds X es normal y Cp(g)
es Lindels |, entonces por e/ Teorema 3.1 Eenentes gque NwiR)=
K. Como £(£)Sww(X) y ACE) Snw(X) entonces L(X) =4,

y diBI=H o5 decir, K es Lindeléf y separable. Para ve,



“
gue £ es meteitable frol:a.remos gue X tigne una base r-oArscvetu

(Teorema 0:5/¢2))  Sea U= §Us: Pew} un Jesarrollo para & .
Como X es lindelsf entvnces para tode new Un tiene una sub
cublerfa numerable AU, . Sea Bz (/U . Prebemeos g ue B es

base para X. S/ %eZ y V es un o::F;rl‘o en § con %6V, entonces
existe neeiN tal que st0x, Un,) &V y como Un, es cublerta
de £ existe Ue Un, +al gue xeu. Por o tanfo xeU €SH(x, )
Cot(%, UnY €V y ueB. Entonces B es una base numerable

y por lo tante U‘_discre}-p._r

3437 CoROLARID, 8 § €5 medrizakle y CplZ) es de Lindelo £ enten-
Ces X e Sefaro.ble.
Demestracion. Se sigue de/ hecho dle gue fodo espacio mefri-

table ¢s de Moore. T

Lo gue se demosfrare enseguicla  eg gue pava espacios
M necesariamente vormales , £, cen (&) Minelelsf y cuyos
Subespacios numerables esfa'n C-encajades se obtiene la
conclusioh def Teorema 3.6 . Probavemos andes unps Jemas .
34 LEMA, Sean E = CplZ) , Z un espacic kindefdf, Y @&

f:Y~4 IR upra junc:b% que sahsface la condicion :
@ Para todo A sy numerable existe ge X tal que 9fy =f],.
Enlonces exisde e Z fal Gue 'F[‘.i = £,

Demoshacion, Sea o = JASY @ A es numera.b\t} ¥ para cada
Aeeh” sea Fa=d3¢Z iafa=fla}. Definamos § =4Fa: Ae N}
Neamos gue E diene la Prap:'ed.a_al. de fa intevseccioly numerable
Sea AN E AP Hal gue MN' & numerable. Entonces B=U/4a- Acok'}
e numerable y BEY ) asi gue por la Ftopfédad (x) exisle
3e % tal que 8lg = {lg. Por o tanto 9€Z y pava todo AEA
8lazfla, es decir g€ M {Fa ReN'} . Probemos ahora gue
pava tedo AEN | Fu es <cevrado en E. Sea h € T~Fa, Enkonces
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ls & fla ,es decir  existe yen Yal qgue hiy) 3 fiy) y por onsi-

%v%en& existe €0 tal que fiy) 4 Chegi-g, hyrte) . Congideremos
Wz wlhju €Y N Z. Entonces W es una vecindad de henZ ¥
We Z2-F, asi gque Z-F, es abievio en E y por lo tawte Fa eg
cevrado en Z ., For |p tanto , como T es Lindelsf |, M i1 g (T
vema 03#). Sea Fe N & . Entonces {6 Z y 51 ye X , FycE
y per eso Te Fiyy ,es decir, ?Ii,” = -Fiﬂs . Por lo fanky gy =
fl4y e decir, "?\g = £, T

3.5 LEMA. Gean CoCX) un espacio LinolebF ,1eg v supon-
doamos  Jue o subconjun{-o viuvmeralble en N ey G-en -
cm}odu evi . E.donces Y estd c~ema.3'ado en X .
Demopstracioh, SUFon%amos gae YR e comhnua . Sam
Z= CplB) y veamos que { satisfoce le ?fo?-..ed-aa' ey del Lema,
andevioy . Sea. A SY Punmievalsle . A es C- Enco-ls'aela en R oy fg €
Cecad lo cual omplica gue existe ae Cp () fal que 2ia=f\a.
Por lo fanto { salisface la condicioln () de| Teorema anderioe

y pov conii%ménk Y esha C—encajo'.do en Z,T

3.),- TEOREMA. Sea Cpl{E) un espacie Lindelsf y Supeviaamos
gue tedo subespacio cervade | discvetn 1 numwerable de
% estd C-cnco.‘iaclo en L. Falonces el €3 55,
Dewmostracioh. Sean ¥ un subespacio discrelo v cervado en
E v AEY numerable. Por lo tantke A es un Svbespacic cerra
do discreds y numerable de X y por h[Pa'+esis A estd Ceen
CQ.S'QA.D en . Por lo tante y todo SUBconjumﬁ numevable de
estd C-encajade en B, lo que «'mf:l.'co_l pov el Lema 35, que
J estd C-encajacdo en . Por lo +anto , la funcion restricciol,
Ty @ CpegY— (pt¥) es $obre-.,¢r.'h\}a { Teocrema 0.69) ¥ en con-
Secuencia Cpt¥) es Lindefsog . Pero Y o5 diicrebr s gue

Cpt)= R¥ y entomces por el lema 3.6, 171 &£ Na | Por o dants ctt):,&g__t
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En el 5;'%uien‘\'e teorema verewns gque la proprecad ol Lin-

delsf en (p(&) implica la normalidad de ¥ cuando pedimos
condiciones exiras pava X
3.13; TEOREMA, su?uhﬁamos que CptEY es Lindetsf y que el espacio
E sa¥isfoce la condicion
Para dos Con}unbj numevables arbibaries A4y B en B
(g) tales que And =9 hay una funcioih 36 CplE) tal gue
gy c 4oy v 908 =4Y.
Entonces X es normal.
Demoshacioin. Sean Ary B, cevrados ajenes en £, 4= AuB,
g $:yR tal gque Fla 2o v flg, =) . Bnbons fes conhmus,
en ¥ .5 AEY es nuwerable | entoaces Az AnY =ANRARDUIAN A)
y olg LA0RD Nedg (AndY < g (A nele (B) = AnB, = . Por
lo tanto ANA y ANB, son dos conjuntes numerables cuayas cevm-
duvas en & son ajenas . For (B) existe ge Cp(E) fal que
g(AnA.\ g 4ot v S(Ane,l\ € 4t} FPor lo tanks 3la = $la . Enion-
tes se sabisfoce la condicion WY del lema 3.1Y pava Z= Cp(L)
y por Consfﬁvflﬁﬂ'i'e existe F& CplE) 4al que Fly = . Endonces
T 2R es una funcion conhinua fal que $A) S4e} v

§(B8Ye4¢y ,e5 decir| X €5 normal . T

2.48- DEEInicION. K €T es fb-acotado 5/ la cevmdura de todo

conjunf‘a numevrable en E &5 compacts.

Del Teorema 31+ y la Definicioh anterior oblenewos e
sfawtm-le cordlario
3.14-TEOREMA . 5i Cp(X) es Lindelsf vy ¥ es M-acwtado entonces
£ es norenal.
Demos tracioh. Sean Ay B dos conjuntos numevables en X,
tales gue g tAY N d,m) - @ . Entonces c.-?,z (tAY v d‘s son  (om

pactos a,jenos en & . Entonces como X es Tychonoff existe [€(E)
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tal que fe8) oy y f(BY £ A1) Por 1o tanto Z cample la

condicion (pY del Teorewa 3.3 | es dec'y | & es normat _‘_

La, 5f%uien4e sevie de resultocios tiene la intencicin de pro-
bav gque la pavacompacidad €5 lo misme gue la prof:-édad de
Lindele £ en los espacios Cp.
3.20r TEOREMA. Pava cualguier espacio €7, €CCp&) o A

Demestracion . Come lo celularidad es wna j:unc[o(n coreina |
mondfona  pava Subespacios densos | basfara probar Gue ctn®)
= ¥ | pava ZeT. Supongames qae ne €5 asi y sea A Va g}
una familia celulav en RE . sin pe;da'da de genevalidad  podemos
Suponer gue Vy €5 un abierk bdsiceo cananico de rE . Sean
Fax §x6X: AVl dm}, A= J{Fawew} v Y= R*
(Av= | \-?Tu{.':‘ | ¢ EJF‘I L w,.w 2w, £2¥ Enlonies por el
Teoverma 066 ollY) =] M, . Por ol lade , 83 VS oes la Proqeca'oﬁ
de My en ¥ entonces -}_Vu‘} gew, €5 una -faw\ihé. celular en ¥
de cardinalidad Wi , lo cunl e una contradicion . For lo fan fo

c(u’lf) = My . Par ende c('CFCi."\\ = M T

3.91- LEMA. Si B €5 una base pare E y U esun abierto en
X, entonces existe una famila E¥S B de conyuntos
ajenos des ades y fal gque (Jdvived"l < u €
g L qv: vet® ),

Dewos bracion. 8ea P = §8 e R E es celular U-{v'.vs-g}s_u}
ordenade por fa inclusicin  Por el Lewa de Zorn | exisfe BV ¢ P
elements moaximad . Entonces S Aviveg FE U y uslJE"
Pues §i ro fuera osi W z Un (X~ Cﬂ_‘) Seria wn cenjunito
ablerls no vacd y por lo fonk exishivia V*eB Vv #p  ial
aue VS W . Entonces VAV* =@ para tedo ve E* o cual
aplicacia gue V¥ 6 €Yy por lo tante &% Tluqvel e P
y 245 "™ contadiaends la maximahdad de E% en 7. +
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3.22-TEOREMA. S; C(R)=No entonces toda familia off de subon

Juntos abievfos no vacibs y localmente fimifa es nomerable.
Demostvacish . Ses Uf una famlia de abierfor no vacms en
£ gue e localrmende ffhil-g.,. Definamos B= { Uel @ U es aberl
en® y [jves i vnug@tleid } . Entonces B es una base para
£. En efech | si G esun abierfo ne vach y Xe G, entonces
Como B €5 Jocalmende finita , exisfe ue B fal Ggue ned . Pevo
UnGeB® y x€UNG € G. Por o fanTo | por el Lema 3.2/ exisfe
FeB fomha celulay tal gue &= dfvived}) . Como
C(Ey= M se diene gue (I s K y como (/AVIVET ] e denso
en £ entonces todo elements de & Jntersecia a algdn elemento
de £. Como JEB entonces ,ohe fa definiciotn de 13 se tiene
gque [f] S N, +

3.23- TEQREMA. 5/ X es )paracom/)ac'fo y ctdd= M, entonces £ e3
Livdelsf

Demo s fvaciom. Es rmmechia fa el Teorerma 3.22 T

32\ - TEOREMA. Cp(L) es pavacompacto 87 qsole si Cpt8Y e de
Lindels .

Demostracion . Bastara probar la necesidad . Pov ef Teorema

3.20 c(CpCi)) = My T s Para\comrar_fb , entonces pov

C} Tfaffﬂ'\ﬁ 323 Se Db'h.fﬂf ?ue CP{&) 5 Lt.»‘laltj;f . .T

4- Teovrewa de Asanov.

Se Sabe que la esirechez de un espacio toPo\o,ﬁnio da 1n—-
formacioin tepologiia lscal , gue ef nuwmere de Lindeldf es una
fmﬁu'ofn cardinal batada en ung Prop:'eciud ‘a]anl Y que en
gevneral esfac dos funciones cardinales no esfa’'n relacionadas.
El Sl‘aut'en"e {eorewia rmuesfra, que L(cptX)) acote no sofo

ln eshecher oe/ espacio £ sinp *ambien la de fedes (s
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esr;a«:\'o_i z" corm neiN . En Far-hcu.ia.r"J wna, condiciol necesa -~

o para  que Cp(Z) seo Lindelsf es que +(EM) = Ny pava
tode ne M.
4.4- TEOREMA ., S K eT entonces pura teclo ey, tLE™) i—ﬂf(P“n)_
Demes fracion . Recordcmos que t & = sup Ltix, 2"Y : xé€ K"}
donde 1(x, ") = min {xe Cansl © para todo AEE”, 5 meh enlon-
ces existe BSA con 1Bl2e yxeB Y. Sean t’-Q(‘-’Pfx3)_, e Y
= (Kige, o) € X7 Prebaremos que t(x, "N 2T, Seq A E"
y Supengqamos  que xeh Como Res Ty podewmes escoger ton-
junﬁs abievtos Uiy Uy ..o, U tales que  para todo ¢ & 'Ul")“'r“’.!;
Xeli ; 5 % =% entonces Uiz Uy y si %2 enbonees WinW; =4
De qqu( gue U= Wx-Xa Sea una vecindad de % en B"™. Poy
obro lade , i W € un abierte de " v %éw | entonces wau
es una vecindad dex y comn A& A entonees WAUNA £ @
o cual implica. gue x ¢ ADU . Sean A':ANnu y B = f‘% Ex, {411)
doncle para cada te duzynd , €xi Cp(BY —» R e ‘E; funt_;a\’n
evaluaciolh en X . Entonces <§ 25 cervaco en Cp(X) ¥ ¢ =
{eqa) © fix)z 1t pava toda ¢=@} . Como LUCp(EY) =C ¥
g es cerraclo en CplE)  entonces g dY LT | Ahora , pare
tode o = (y,,...,9.) € A' sea Vy= {4€Cp(8) ! 4iy;V >0 para hdo
C=iin} . Mostraremos gue $ = }e)ﬂ\h&' Sean fe & 4 €ro0 +al
que (I~€,1+€) s RY f es conbnua en x v fuixid=yg o que

implica que existe Vi, abiexlc en X tal gue  $V) € (-€, 14e)d,
Cewme Xe€ -A—'- y V= Vi % Ve €5 una vecindad de x en E7 enlon-
ces eviste Y=o (31, 80 € A AV, Por [o tante ,para cada (€&
dng.o,n)} , ftgi) € (-6,ve) S RY | es deciv , f€Vy y per con
biauien-"e é‘?. UV% . Asi que del hecho que Ridreer se
9ea’
tigne que existe B EA, IBigC ¥y &< '}G)BV" . Probarve -
mes fouae < € B,

SuPonaamos Fue x ¢ B. Entonces existen Wi,y W, aber.
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405 en B con W, veundead de x; y Whrxoox Wa NB =¢. Sin Pe'r-
dide de scneraliuﬂ-‘i podemm' soponer gue s/ x; =X entences W:z

w.

. Pava caola € {ta,,n} Sea Ul=UinwWi . Por lo fante %6

Weoox Un (U xxtd YA B =@ 5 %) =y ;MPJ;M gue Ul sy
Xit%; implca gue Ul AUl =G . Consideremos el conjunto de todas
las coovelenaclas dishintas de x | AXn . Xa,}. Como £ es Tychomif
existen {fien fmt & Cp(E) ales gue para cada jedirn-.,m},
fiixn) =8y ¥ (x~u,’,j) ~{o} . §i defimimos fo= fir -t fm -
tonces fo€ CpiRY, o ( zxgu; ) =403 y para +odo (€ fi5 T,
fo(x(Y =L, Ppy cons,'gw'em‘e foe & € \UJ{Vy ! ye A'} jasi que f.€
Vg pava alqguna §' = (47, L, Y.YE B . Como f, € \l'.a. , para cada
ce f5umy  Fetydvo y entonces Y€ QU’C . Asi aue 4% ¢ u;
para 4 € {l,~,nY, pero como g€ B A €U, BlcU; y dads que
walj=@ si (#jf enfonces §=¢ | es decir Y euE, Povr o danto
yell's . xusYnn & (Wx--x WnY N B [ocual e5 una contraclic -
cion. Poy lo tants xe & For Cons,'gm'ede ttx, L") ¢ ¢, es decir

X" ¢ L{Ccp(E)). +

Observemos gque este Teorema no tiene un vesultaslo 1n-
verso dirzcts pues s/ X es un espacio discredo no numevable
entonces , para néw , B" es discreto y por o dontp TLENY =
M, . Sin embarge | Cp(X) =RE o o5 Lindelsf (lema 3.5).
Afovdunadlamente tenemos el Siguiente teorema dAual debids
a Avkhange/ 'skil [Ah2] y £.G. Ptheev TP1 ef cual presen -
tavmos sim demoshracioir .

4.5, TEoRema. LI(E7) ¢ para tode nem si oy solo S/

t(Cp(R)) & €.
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CAPITL/LO 2
3.~ espacios

4- Introduccion.

El estudlie de Jos I -espacios lo podemos ubicar olentro de fas
f'nw_sf(fgacr'one,s gue sc han hecho alredeolsr de fa paracompacidad
en espacios )oraduda) problema que surge en 1947, Cuando RH.
Sorjenfrey describe of es/pac,'a gue hpy comocemos corio Ja {nea
de Sorgenfrey que tiene lo peculiarvidad de ser un espacie pava-
compacto | hereditariamente Lindelof , hered i foriamen fe fepara.!.lel
J:n-u'mer'a numerable no meprizable y cuyo cuadvade no es para-
camfac,i[o. Esde es5 ef compon‘amr‘enﬁ de una clase :'m,:ar4an+¢
de espacias topologicos | Es de inderés e buscar propieclades 4o -
pologicas que permifan definiy clases P, de espacis dspologicos
tfan amphas como sea pasié/e, de tal forma guesi f,8,e P vy
ambes sen paracompactes entonces EixX; es pavacempach 2,
mejor aun | $i {Enfnen € P o5 una sucesion de espacios paracoripac
&s'en-/omes JTE, s Paracanﬂpac'/n- A{or-/unadamem‘e) Ja, bu’cs? decla
de fales clases ha olado buenes resu/fades y en o décocla de log
60's Se definieron varias clases de espacias gue han mosfade
Sus bondacdes y de [os cuales mencionaremes nfjunos.. En 176o
Frole prueba gue s/ ® es la clase de fos espacios C¥ch-completes

enfonces ¢/ produ;‘f‘o aumerable de ESPacios padeornfaCﬁ’s pue

perfenecen a (° es pavacempacto ;en /963 AVhAanse}‘Jk[f ge-
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nevalizd el resuttaclo de Froltk congiderande & como la clase de

log esfncias Gmﬂluﬂ’lﬂdﬂf (p—es,oactlos),‘ Morita.  em 1949 , obtuvaun

)
resultaco eg—,w'vnknk siendo ® la clase de fos M-espacios | gue en
jenera.f es difevente a la clase de los p- €spacios pere gue en
Frc;enu'a de /a quacomf)nc;«:(nd coinciden . En 1367 , en una di-
reccion comple-/amen-ﬂe diferente Okuyama mogtrd sue si £ es
la clase de fos 0'—95/051“.01 entonces tarmbien el ProduCTL B ume -
rable de a‘-es,oacia.f Paracamloac.yfos es Pc\r‘acomPuc‘)r‘D yen 1969
Afaaam{ introduce la necion de T- espacio y prugba gue en sty
clage e} vesultads para producfo numerable de €spacios pa-
YAcomfac-fLDs 51'3u.e Siende valich . Lo interesante de esta rueva
clase g5 gue genera/{za a lo de Jos M-espacios ya le. de o5 -
espacios  unificande as’ el frabajo de las J.fJift.S'th'gac.l.ome_f pre-
vias, Lo gue se hara en esfe Caj;,’sf-u/o sera. estuchiar cu‘junqs

de las Fropfeda:fe.s de Jos o- espaciof y los - es,oaciaj_

2~ o- esPa.cios,

Como se sabe , denfro de /a 15099/03;;, general | uno de los con
ceptoc imporfantes y fundamentales es ¢l de espacio topologico
melizable . Dento de la teoria de estos espacios | uno de /fos
teoremas principales es ef de Bing- Magafn - Sotivndy gue enuncia
que wn esPac[o X es metrizable si gy sole si Z es reau.)a.r y
diene una base G-discreta (T-localmente finife) ( Teorema o0.51)
Basanclese en este Teorema v fon le. cdeo de obtener wna clage
de espacios -Jppo-’aéi‘mf mas amphe gue la de los espacios mebri-
2ables parece natuval debilitar el conceple de base al de red .

20 DEFINICION, RET & un T-espacio si X tiene una red T-discrefn

Divectamente de la definiciot tenemos gue toclos fos “espa -

. ’ . .
Cios me*r.'cas, todos Jos espacios con una rect numerable (en
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F“"ﬁhuhv i IZI4 M) asy como dombien dodo espacio -iopo!’oélc‘o
gue €5 union numerable de o-espacios cerracos , son T-espacios.
Tambien ,a parn‘r'r de la a}c{fn'ltr'a’n Shienemos Jlag sl'gm'er)JeS ob -
Servaciones.
2.2. PROPOSICION . (1) Si R es um T-espaci® entonces X es subpara-
compachv.
) & X es un o'-espat'.t.O y He X & cervado enfonces H es
un ccn"juv’\t: Gs .

Demostracioin. (1) Sea N = HJ‘@ uma  red de cervaclss o-dis -
crefo para X (es )oosiblg efcsu'r{; de esta maneva pues & es regu-
far) y seq U una cubierfo abierfa de X ; entonces dacla uetd
existe NLE N Fal gue U= UM, . FPara cacla new definames
F={MeN, UeU con MeN] Si F=UFa entones =
& un refinamiento cevrade ¢-discreto para U | es decr'y | X es svb-
Paracompacto.

¢2). Sy 97'=_¢’J5:1 & una réd de cervados - discre fa para
2y defimimas &:z E~\UfreF, : FAH =]} enfonces un e aber
to y MUn = /M) (2= 4 FeR,: Fon =$}) = X~ A LU hres FAH=g})
= B~ (1) = H va que F oes red § per le fanto E= US“*T

Como wno consecuencia de Ja FProposiciols 2.2¢1) y dodo gue
todo espacio Sub)oamcompacﬁ ¥ colecfivamente normal eg para.-
comFac-J-a ( Teoreme. 8.50) obtenemos gue tedo owespacio colechi-
vamenh nermal s f:a.racomptc?t”-

ko clase de fos ¢ espacios tambien se comFar¥a Ligw en +€r -
mMines de varias apem.gianes ‘bpak;.'co.; . Poy gjempfo , Para probar que
la propiedad de sev T-espacio €5 una propiecad heredl fovis ) basta
hacer notar gue 5i X e un o-tspacic , N @ una red o- discreda
pava L 3y AREX | entences #Va 2 {ANN: NEN} €5 wna red o -

discreta para A . Tambien, se tiene que el produch de upa fa
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milia. numerakble de @- espacips 5 um C-espacio , kn la s.‘aufen-}e
seccion Probarcmos wun resulfacdo mals generaf . £n el sf'au.'gn-f»e
{eorema veremos gue fos r—cspactbs ’aracomr-’ﬂ-‘-"'vs trenen wa
buen comlpari-a.mien-ﬁa‘
3. TEoREMA. 5! X es un T-espacio Famr_omPac‘fB entonces las
§iguientes proposiciones son eguivalentes.
(&) 2(BI=M,
(6) Adt2Y= M,
) €Y= K.
(d) "W (XY = M,

Demoshacion. Sea F =1f:«eI} wna coleccint discreda de sub-
conjuntes cerrados en X. Come X es colectivamente normal existe
una famiha de abrertes ajenss no vacos jUatyer tal que Fu g Uy
para coda o€l

(O Supongarmos gue X es Lindelsf. S0 6= fus b, Ut EVUR}
entonces B es una cubierfa abierfa de Iy por lo fanto existe
una subcubrerta pumerable de B, sin embargo {Uituer e una
famihia celular y Ua ¢ B-UF para cade el . Enfonces ‘fudf.,‘_:
es ru—u’ﬂera.b'eJ lo cual ,'mf/a'ca. gue Hes numerable .

L Supemgarmes gue & es separable, 57 DER g5 un conjunls den.
S0 numeroble | entonces UsnD #¢@ pava fodo «6I y como -iu.tﬂ_
& una famiha celulay enfonces JUnluer €5 numerable y , en
Confecuencia R es numerable.

(@) Si e(XV=H entonces dace gue JUx},  es una familia cels-
lar se {wne que T es numerable , es decir, Fes numerable.

Por lo tante , se ha )orobarla gue si & es Lindelsf o separaile
o satisface ja c.c.c y es colectivamende vnormal endonces toda
Jamilia discveta de cerrades en £ e numerable. Supopj“mgs
ahora gcue X a5 un f-espacio paracompacts |, entonces exisfe

o red M= '(‘Jm: para %, de conjuntes cervados en Xy
i



o

tal gue | fara cadla Hew A es disereta. S0 X satisfoce (a), ) ®
tc} obitenemaos gue N es numerable por lo dichpo en ("BJU'IL) yf"u-)
lo cual Frobah’u (ﬁ):(aL) , (h)=(d) y Ce) =y tAY . Ahora bren )5;’ gre.
bames gue Cocla. VE?Z Que nwi(E) =M enfonces ¥ es Lindelsf , .SQra.rﬁLIC
y satisface la c.c.c. habremos prebado ef tesrema  Sim embargs

ests se sigue yo gue L(X) S nwiR) y ecXE) £d(8) < 2w (R (ver

P31

Ahora , obsevvemos que Si F es uno red o-discreto formada
por conJ'un'I'os carrados en unm espacio {O}ﬁoloéa&o (T, 8} , antonces
B={ng": FeH v JFRIer]) es una bage para una nueva fo-
Pu/ajja_ ' sobre E , mas {fma gue T. Ademds B Sique Siendo una
famiha a.discreda €n {Z,T) y como les elemenios de F son
cervados en (ZT), enfonces B es una familia de abiertos ¥
Cevrados em (%) | es decir | (%,x') es reguiar 3 B es una
base o-disereta | Jo gae nes asequva que (%,T') e5 melrizable
(Teovema de B"’d)» For lo fante obtenemos ef .rigu:'en#c resufoclo.

2.4. TeoREMA. & dieme una ved mumevable si 4y sélo si exis fe wun
€spacio me brico se)aa.mkn‘c Y y una funcida conhrus y
sobre f:Y— . £n parkicular todo espacic métriio
Sejpa,ra.bllf tiene wuna red numerable |

Demostrocion. Necesidad. 5 (Z,£) tiene una recd numevable
em‘-onces) de la discusionn andevier, existe ¢’ con T T' S
Y= (&) entonces X es un espacio metrico ¥ M =nd(Xy =
ot} es decivy, ¥ es sefarabfe. Basfard entonces Jg{.},.’r
{:¥> 8§ como Ja funcioh (dentidad.

S'u.ficrencl'o.. Es Su-F:'cien4e cbsevvar gue Si A e FLEY  es

una red en Y, entonces ) es una red en X. t

Mas aw’un’ nuestros comentarios previes al Teorema 2.4

prutban el s:’auien}e {eorema.
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1.5. TEOREMA. S/ {Lit) o5 un g-cspacio con nw (Z)£K enionces
existe una {orolasﬂ-‘, t' Sobre X tal que T&T', (¥ ') e5

metrzable y w ((&e)) & .

Ahora bign como wuna func;oﬁ conhvua no preserva lag
)
Profiedade_ﬁ de discredez o {fm'w[ud fecad de una {am] a. de conpun

4os (por ejemffo basta consideray la {unc}oh denhelad definida

)
sobre R con la tgpelogia discreta y gue toma valores en R consi-
devade con la 'fof)ofaﬁ;;, usual |y ‘ﬁ"=‘{‘l"l‘:’€€fﬂ}) es patura/

pensar gue la ;'m.:(gen conbnua de unm espacio mitbrico no Sepa-
rable no es nefesariamanite un g-espacio . El sa'gur'en-h- deorema
mues f‘ra, entre etras cosas, que la c'mdsen cerracla vy cenbnua de
un G-espacio es un o-espacio. Antes de enunciarle (nhoducineg
el fflaul-enf[! concepto,

1.6. DEFINICION. Sea €T . Una cofecciomn K e P8 e Pre;ermafara

de cevruduras si para docde H'e W, U = U4 moue¥']

Observese que s/ F es una familia de subconjuntos de R que
es presivvadera de cevacluras en £ enfonces F'= [F: FEFRTY es dam
bien preservaclora de cevracduras. FPara probarle bastova wosbrar gue
UF = (UALAaeF') pevo O F' z JAE: FERY =TI r: reAS
= \JAF FeRG 2 (S AF FeR) = UL F:FreRy =4 H HeER'D

2.3. TEDREMA. Sea (Fc)€T. las s.'g.j.gﬂe: proposiciones Son egui-

valenies.

4y X es un F-espacid,

() £ tiene una red o-/localmende finita,

0) Z tiene una yed - preservaclora  de cerracluras,

) Existe una Funcioh giwxX faf que
ta) X€ §tnx) pava fodo néw y pava tode xe X .
(b) Y& 9(mx) implca gue gingd € gxd.

) xegin, xn) mplica gue  Knm—s X
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() Existe una funcioh g: wxZ — T tal gue
(a) € gmx) para fods new y para Jode =€ X.
(b) X€Gumxn) ¥ XnE (ni3n) llmfl'a‘zon. gue g .

Demoshacioh. () implea @) y €2) implico ¢3) Se Siguen directa
mente de la de fmicion ¥y e que una famila lpaadmende {-}:ifu &5
preservadora de cerraduras .,

(3) implica €4). Avr la observaciom anierior podemes considenay
una red 3’:})&':, para ¥ tal gue | para cado new, F, es una
fami o de cc:::aaias y ¢ presevvedora de cerraduras . Definames
3 wx R =32 Como grn.sz.x\.U{FE:F'(::'&ﬂ,"‘-4*".}.:§ esta
b definida pues \J{FeR:isn xdFl = U{FeF : x¢F UV
(J{FeR :x¢F} y cada una de estas uniomes es cerrada pues
F oes presevvacdora de terroduras | es decir gram)er. Ademds g
satdisface (¥) ya gue :

(8) X€gemx) para todo néw y para fode xe& porla defrnicon d'cg.

) g€ gemn) implica gque gemig) Sgemxd. En efecls , sizegomy)
entfonces 24 F para fedo FE Fo con (tn y yeF. En parkiculav I4F
con FEF. (¢n y X4F , puss cada uno de estos Fls tiene la pro-
preclacl de que 4 dF ya gue 4€3mn).

©) xe gemxa) implica gue Xa=> % . Svpangamos gue * € §(n Xa)
pere que Xn—h X . Entonces existe una subsucesiol, §= %y,
tal gue x¢ 5 y esto imphia que existe Foe F dal gue xeR ¢
-3 , e deiv, XeFR ¥y Fonns =@ . Supongames gque Fi € R, , en-
lonces S/ Me2ns se tiene gue gin, Xn) "= . En efects
Xo € Fo y Mo sng implican que Fo € U {Fe T : (S vy X @F]
y gin, Xy ) = KN \DAFER (S y Xog ¢ F} . S embarso
*xE g(m, 20,y N Fo lo can! es una conbadicainh . Por lo tanh ca
da ves gue XE€ G Xn)  Se tiene gue Xn 4%

4 implica (8. Si g satisface (4) entonces g sahstace

5(a) y 5/ %€ 3in,Xa) ¥y ¥ € 907 4n) entonces por Y06} xe g{ﬂl-\’n)
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Sginy,) y esto implica poy wee) , gue Y%

t5) imphea . Supnnjamas gue g1 wWxE 7 sahsface (5). Se
Puede Suponer Jue g:m—!,‘-\) S g(mx) pava cada wew 3 cada x6 X
( En efect : 3 wxB-C defimda por gimx) 2 fi%hﬂ*‘) satisface
las propiedades dacas en (s} y ademas §'garizx) € 3'tmx) para cada
Mmew y cada x€ £.)  Sea ¢ un buen orden soebre X Pava me &
e (,néw se define

Hiimy = I~ [ (U gu )y sy ext Yo i damad ¢ geionyy ]
Entonces [Hix,m) € Li%), pues si 4 ¢ geiyx) entonces g gomy)d
¢ U igqumg) ty 4 g(u‘,x)} o cual impliea gue ‘34 HexmY | Sea
abova Hicm) = §HZEM D xER T mostarenss que Wiim) er una
fam”l;x discreta . Sean 2€X y 3= min jwe X Eégu’,u)}, £nton
ces §Lay) N KX n) =g S 4<x y coeme gem) < U 150n,9) » 44
gtt‘.ﬂ} para X<y ,en-hmces , para esfos x's | JemEI N HAX, Gnd)= @
For cons.'guien%e §Li g} N §mi2) € una veondad abierfa de 2 jue
indersecta a lo mds aq un elementn de Kiind  a saber, H g, iin).
For b danto Ficny es discreda.

Se defing ahova F(xnm) =iye Hix,im) i xegimyd}
Flimm) = §FGmm) ixeX ). Entonces, como Hiim) es discreta
se fiene gue R inm) es una famiha discreta. Lo gue probaremos
cn.regw's!a_ e gue R = JIFCnmY . Gnm sw} & una red para £

Supongames gue U es un abierfs en X y peu. fara cada iew,
sea Xz minfureX pegc,v) ). Entonces exisfe midew con
pe L gimcid, gy ¢ gég (({,%x;)}. En efecls , 5i no fuera asi, pave

tadda mew , exifiric Yn @ G, X)) con P E O nd y 80 € JCNYn)

p
y esto implica | por 5co) |, que 40 P , pero p€ gea,xi) Fue

£ uno vecimdad de p oy dn 4 54, %) para toda new, lo cual es
una conbradiccioin, Note fambien gue p € HiXyi md } e gtdxi)
Por lo +anto pe gevix) y x€ G iiXi) lo cual imphea  por 5eu)

“e o %=y asi e para cada mew existe LMY 2m ta] gue
% ’ 3 F 9
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Kiwmy € 9(myp) . Tambien Lenemos suc pe F(Xip , itm) nicem), m) =
Fn pues pe H (Kigmy , SOMY, ALUMD Dy Agmy €4(m,p) . Fralmente
pProbaremos gue existe mew tal gue fum SU. Supongames gus
no es el caso y enfonces pava cada mew elijamas 4, € Fm U En

Eonces pEG(Cim), Xitam) y como Ym€ Fon | Xt E‘gtm,‘ém\ g Farm-

bien wm)2m  obfenemes gue PEFImM, Xigom pues peg(*'x'MJ,X:‘g...,)
< %Em, Xg_'{_m\s . Por lo '}AYHLD s pPe a(m, X";..,‘) ¥ X Comy Eg(mfg.ﬂ)) fa cuaf
J‘mpl';tg._ gue gm=p  pere U es una veendad de Py UN f4m} =¢) lo

cual es una condrachiccioh . For lo tant Fm & 0L para a.fjumd. mewd,

e deerr, R es una ved c-discreta para X. T

2.8 CORDLARID. Lla Imn?gen cerracla de un a’-esface'a ey un f—espacf'o'
Dewmpstracion. Sea §£: E-»Y una funcion S0bre, conhnua y
cerrada con X un C-espacio. Si R = 'E;Jw-'?‘\.. e unec red !:aro.!.‘ $a !
ﬁue fmrq‘c.a_ptq nfu) :Fi. es Pre.servadaro. de Ce.rraa(qra.s) en‘f‘onccs’
tomo fes conhnua , FOF) e una veel en ¥ .y come £ €5 cerrada,
enfonces FIF) es preservadora de cervaduras, For lo tants [(F)es

una ved G-preservacora de cevraduras y porio funt ¥ es un c-espacio +

En los teoremas siguienies probaremos gue fa clase de los
espacios de Moore y la clase de fos espacios estmbificables son sob
c:'ues de fa clase g’e fos o‘-esFacr'aJ‘

9. TEDREMA. 57 X a5 un espacio oe Moore enfonces X es un 0-espacio.

Demostracion, §i R es wun espacio de Moore emfonces X o5 subpa-
racompacfo (I6rT,p.922) y 50 1%Gntnin s un Jesavrotlo pava £ en-
tonces podemos considerar pava cada mew wun rgfr'nam:'en!’-a s
crefo + 'Jg 9,., ¥ lo gue obhitnemos eg gue ® = ‘t“_.),yﬂ e una red
¢-disereta para R ya gue $i U e un apierls en B y x€ U enfonces
existe méw fal gue St (x, ¢,y eu y bastard considerar F& Fa

taf fue %eF  pues esto Jrvipfa'ca_ Gue Feg4{x 9,,) < u. T
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2.00. OEFIMICION. (Ceder 1461). B a5 un espacio estratiflecable v
existe una funtein G que asigna a cada MEW y cada con-
J&nﬁ, cevrado HEX , un canjunfo abievts GcmHDY gGue con-
tiene o H v tal fus
(WY H=zM Gen, 1Y,
new
(iu) I+ L 'MPL(& ﬁuf_ G("MH) [~ Gf"l.K\_
(_l-l-.l‘-\ H = mG(ﬂl"'),
new

S/ solamende se Cumpftn Lol yew) entonces se

dveed gue el espacio & es semi-eshatificable {Creede ;1930)

211, TEOREMA. S/ X es un espacio es tratificable entonces T o un
r-espacio.

Demostracion . S‘Ufonsqmas gue (X, e} es estrabificable ; enfon-
ces existe una funcioln g' Wx & 2 C gue Safisface D) ix} =
M gemixy j ) Yegm xad wmphca que Xm Yy $ Hes cervade
1;“03414 enfonces 34‘ m pore alguna new y v
gervx ) & §mix Y para todo new . { Tearema 5.8 (Gel), Esta funcron
9 satsface Jas condiciones del Teorema 2.3.05). Ea efects , Ja par
te &) se sigue de ¢}, para demostrar la parie (4) supongames gue
XEginxn) y que Xn€gen, ga) . fara probar gue Sa-vx Serd suficien

ie }oroba.r gue dada, Cunf’u-?r subsucegion S5 de {9»\}'““’ Se sadis -

face que %xel SUFOY‘ISqmpS que existe una subsucesioin S 18T 0

fal gue x &3 . Enfonces , por cun), "'# L4 5ne2) : 2€5 3 pa-
va, afjuna Mo | Como  Kme € (e, &) enbonces x¢ slxng‘-ﬂ:?r'?ﬂ;
peve Xng =%, lo cual €5 una conkadhicion. Por o tand gn—orx

y as/” X as un a'-fsf’a.c.-'n..r

Ahora  supongames gque X 25 un r-espacio y consideremeos

una furciosy § wWwx E T gque Batisface (&) (8 yec) del rep-

Yemea 2-%.(4) ,

en-]'-once_; ’,_'1]‘ = M gemx)  pues sfog¥X ¥y ge 4 1, x)
"t

para todo mew enfonces Ya—m %X con ¥n=Y para dodo Méw lo
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cual 5 una confradiccion . MY a5 i) de Ja definicion 240
Y€ 30n Xn) u;\opl.'ca__ Xn = 4 es decy Fes semi- estralificable.
De a?uu’ y el Teorema 2.1 se cbtiene gue {os d'-e.sPaCl'aS estan
wbicados entre la clase de fos e,spac:b.s esheatificables y leclas
se de los espacios semiesratificab les Desgraciadamente estos ul -
{imos nro preservvan la paracompacidad cuando consideramos pre
ductos , Qun cuando ef producl pumevable de espacias topold -
91i05 semnieshratificables Sa'aue Siendo samiestratificable .

El s:'guisz-e teorema nos permifivi obtener una cavacderi-
2acion de rredvizabilidacd para les d-espacios .
1.42. TEOREMA. Tedo c-espacio tiene diagonal Gy .

Demeshracion. 57 E @5 un d-espacio enfonces H* e5 un o-
e;Facio Hau.sd'mf{) es decir, la t{négana.l' €5 un suhcon_}'unfa cerra-
do en g2 y por lo -fan-ﬁpj por fa Fmﬁo.st'cia/w 4.2 ,/'4 Jréganlaf es

un coﬂjur\ra Gr. T

213, TEOREMA. X ¢5s metrizable siysélo 57 X e um M-espacio y
un - es'pat:!'l’.

Demoskacion. Si % €5 metizable entonces Zes M y €~ espa-

cio fo cual muesha Ja necesidadl . Parve la suficiencia s; X

es un M-espacio y ¢- espacio enfonces & es un M- espacio an

Jrfmgonal Gs y por el Teorema 0.55(2) , X es mebrizable. T

Como un covelavie thmedhato tenemos gue fodo - espacio
numerablemende f-°mﬁf*°’¢" y perle fank pava tedo o eowl

no numervakble {o,8) no €5 T-Cspacio pues [o,a) ne &5 me-

H
trizable,
Tﬂmbi.e’n, como en la clase de fos espacios paracempactos
el concepto de M-espacie y espacio emplumads cotncrden
( Teorema 0.55) enfonces se obhene el ;a’auicn"c resuftade

2.14. TEOREMA. R es5 mefrizable s/ jso'fa si X es un  Cspaciy
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gmpn’.ﬁmaa\fd famcam[md'a 1 F-espacio.

FI-m:J.I--neﬂ'f‘eJ coermo habiamos comentade #n la inf-roducca'o;“ la,
clase P de /os espacios pamr_amfa.c%ps que son pre-:miﬁcnes per-
{ec.f‘as de Jos T-espacios es una clase cuyos )Drod"-c*'w nunera -
bles son /:amcam;:acf"o:. Ademds | P eontiene a la cinse de fos
,o-espa.:ia.s ﬁarawm‘pa.c‘f'vs Gue esfan caracterizaclos comeo Jas pre-
J'ma'ﬁenes /oew{ec%a.s de espacios mebricos. Pava tratar de dar
4na  caracterizacieln de esta clase P se puede indentur reemplay
en fa definicion de T-espacio, puntos por conjuntos compachs , o
mds Jenemfmen-lelfar conJ'unJ-os Numevablements com/:a.c-hss_ Fn
la Sfauf£n1£e seceior veremos sue al hacer esto wifimo lo gue

S¢ ohfene o5 wna clase mds amp/:'a. cfla clase de los f-esﬁﬂcl'oi.

3 3- e.spacr'os.
Antes de probav algunas de las propredades de los T-espacias
veremos gue las definiciones gque aparecevs ¢n [nad , [Bud y L6l
Son P‘_juivo.fenil‘QS ; para esto necesifaremes de algunas notacions
y definiciones. fara una cubjevia F de un Esfam.la topoldgico X
y x€X considleraremeos el canjunr‘z,
Coxy®) = MAFER: xe F}
3.1 DEFINjCIoN . Una Z-red para wn espaces -Jo,oo/aéréaX & una
Sucesion oe cubierias cerradas y localmendte finifag |
{9’{} fales gue s kot

wna cesio,
Cew es Sucesion d’ﬁracnt‘n—

Céta
te de conjuntps cerrades no vacies de £ fal gue K/ & LR
para alguna x€X y pava todo i€w |, entonces {,LK‘ + ¢

Observemos que s/ Cex) = ) Cex, F) entonces Cox) es cerra
LY I7F]
do y pumerablements CDmPﬂC‘ILD srempre §ue 15} 0w sea ung
T-red.

3.2. DEFINICION. Sea R un espacio iopoioéico,
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() Una T-ved fuerfe para & es wra F-ved parn B en dende
Cixy es com,mu:fé para tede xe &
2) {Ma]  Un espacio Hausdorff X g5 un - espacio (fuerte) S1
K {fiene una T-ved (fuerde ).

Notemes gue en la clase de /os espacios paracompactos as
clases de los I- esfacfo.s y los f-es,oam'a_r fuertes comciden pres
tode Subespacio cervads de un espacio paracompacto €5 paracompag
to y un es;mca'a ‘l’afo/oé:'co jparammﬂach y namerable mente com.
Pa.r.fé es compacte.

3.3. DEFINICION. Sea € una cubievda de un espacio T . Una familia
A de mbconjam‘cs de 2 &5 une red para R module €
$/ para tods ce 8 y +oda vecinedad W de C exisde we AP

ol gue <N S/

34. TEOREMA . Sea & un espacio regular. Enfonces las siguientes
condiciones son equivalendes.
() X es un T-espacio (fuerde)
W {IGe]) Exisden una cubierta cerracda % de cuyos ele-
mentos Sov ch'..miios numevablemende compactos (rom,oac"m)
y una ved o-discreta module G, F.

(i)(f@uj) Existen . una cubrerta cervada £ Je X formada

)
por corybn‘lLDS numerablemente compachs (compactos ) y wna
ved de cerrados modulo & y o-lecalmente finita, ®.

En la pracba de esfe Teorenwa sera. necesario < Siguiende

lera .

3.5 LEMA. Sea P una cubierta cevvada  lscaimente finida de
X. Entonces existe uma sucesioh de familias discretas
{9 tal gue & =4S F

Demos fracicn del Lema. Consideremos un buen oreden Jobre

X. Enjonces existe dcOrd con X = {X3: den] y falgue 334 %4
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si A3 # Como F o5 localmente finita para ReéX exisfe Vo, vecin-
dod de X Fal gue Vo intersecia 53ls a un numers finido de elemen-
S¢ define £H =1 K" F°

;’h', ,'_:,':'J - f-“')_”} en donde F:=¢ para tode L7 7, . Engme-

+os  de FJ a‘n'jama; a B2 R ., R,

EEM |

mjJ para A<, sean Vi una vecimdad de X gue infersacta So-

. a 2 4 Cpe A_.n
fo a los conjunfvs Ry RS Fay de fa famila (F, y Ta={FA %
3 a
Ty E"‘arﬁ’an)"wﬂ::'“} con 'i,=d para focs j>n:' Ahom’fbnf_

fruyamas Mo ={H; i8¢yt de la s;'gw'tmli forma | Hy = F:J' H,‘:f;)?
donde A’x min facod 1ds0 ¥ RPE LT 5 HIz BN sende 30 = mi
{acord 1 320, 253 y tal gue Ré dov of;:}} see g oen 3enem.’}pam
pees | 3 ya se {ienen conshuides los Hi para fode ¥<p | sea Ha =
EM donde Ao s mon 12€0md 1252 para dods H<fp y B q!#L(JﬁJ',;}.
Observemss gue el proceso anterior se leva a lo mas o pases, es
deciv do s o
De munera similar se depine H = {Hp ke ]| es decir,

Ho = F,hz con 2,26 ; MW, = F.;'I siendo 2t min i deord 1250 y tal gue
F2 43015 ni s F¥ con 2= mia facord 2350, 3530y Flg S0l T,
) para Bl Siyase tiemen definiolas las  Hi pava todo 44, se
def:he Hﬁ'= Fﬁ" Aonde 3;3 =m‘:"i3f0rﬂli A< A, para tede Mgy
F2 ¢ UJ; } De esfa maneva | Supengamss Gue para cada hen
se Jm,, Jgf,n,g,, Rz i Hp  hesde} . 50 para dow, Tag, en-
tonces Je-fmamo; Hnz=g | en casa conbario definamos H'n"F-?:
Con Ag =i deord ! FOEG] - 53¢ ya se dienen definides Jog
Hy para Joddo #<g<w, se dejfine H;-a F,,J: con 7g = mim {0 0rd:
2> 25 para tolo &<p oy dal gue F.2 49 v B d Ua‘;\.}. Asi
'_'](..,:fH: e } y per lo tamts 3| definivwos K= n%?ﬂ-ﬂ enton -
ces se diene Jue H ST y si FEF enlonces ewisde Hcx ful gue
Fe d, y #= mim §2E0rd - F€ £2} & cual existe pues FLd y
por lo tanto existe Aew Hal Jue X3 €F /o cual gur’e»—e deciy

. » ’
gue FeE I3 o en q)ﬁu}m mivel antevioy . Enfonces F=F, para algun
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Cenp lo cual impleca dque  FE N pues en . se encwentran Jos
F7 no vacios y gue ne pertenecen o #; para dode D<o Ffoy o fan
to W=F por conshruccion | para tods mew | Wn es una fami lia

discrefa . Esto termina la demostracion del Lem“"}“

Demostracioy del Teorema 3.4. (2) rmplica (3) . Sea & una cu~
bierta. cevrada oe X formada por subconjumtos de & numermble-
mente compactos y F = “L‘{gﬂ' una red T-oliserefa moduls € (pa-
ra cacla <¢w F o d’lscrﬂ‘a.) . Definames L={tauwy: ce 6 , “ abesT
¢n X con CEU y Fal que para Fodo Fe F con CEFsu, Enct\uﬂq’}.

Para cada (cu)e & e"'jamof Ftau) € A con ce Frau) cu y

Fequ) n (g ) #¢. S/ definimoes ALCu)z ENC y Hequ)z C en-
tonces MHrou) €5 un Cerrads gue conhens o C y estd conlenido en
FCau)n U . Poy [o tanto , §¢ definimos @‘.2 JE: Fe T} y W=
fHOW . Flou) ¢ R y tcuwre &} entonces para dooo cew | Y,
y K, sen .’rgm.'h'u discrefos y  formadlag per subconjuntes cerrades.
En consecuencia G = };{,g«. v }‘{:‘(i € una famiha O- lecalwmentt
f.'n'ntn formada por conjhn/-us cerrados . Bastavd probar gue % e
una reol para X moduis €. Seamn Ce € y U un Ccnjun"ﬂ abierdo en
X fal gue c2d ; 5/ no existiera Fo € F Fal gue €€ Fo €u enton-
ces para tods FeF fal gue CSFEU se dieng gue E nzeu) 19
le ewal mphica gue (cuded ¥ por lo tanio exisfe Hicuye Wn
2 UM da) gue e £ Hecwy Su.

(3) smplica o). Sea B una cublerfa cerrada de X {ormacla
por conjunfos numerablemente cempachs y sean | para cada e
7;:.', una famiha de cerrades, localmende finita y fal g ue H =
‘%ﬂ; es una veod para & mooluly € . §; de finimas (g‘,z L
im} entonces G es una cubierta de X, localmente finita
y todes sus elemenfos son cerrades. Probaremes que 4%"}1:5“:

es una Z-red para X. S K,2Kk3 2. una Sucesion decreciende
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de cervodos no vacios de £ fal gue MKog C (% AD) pare tode ¢ cuw
y para algin XeE y consideremos ce b ta) gue xeC. S Nxe = 4
entonces existe Gt tal gue € S T~ Ky ya que 8= N Ok =
SJ(K\H) vy Bk, E=¥%1 £ Come X~ e€5un abarle gue on -
IE'ZM a C entonces existe FeF® fol que CsF g XKy, , pere *€
CEF y FEF, pava alquna jéw | Jo cual implica gue Kj € Cex, Gy
S F y s¢ fiene que Ky & Ky o Wi S Ky ;) en ambes casos 32
sbhene que My NF #¢ lo cual es una conhadiccion . Pav 1o fants
‘QNKC Eg ,es decr, 19, ocw €5 wna Z-red para B .

() imphea (3). Sea { F}icw “na T-ved pora X . Definames
%-F S’Z: FouF 5o 9, - ﬁ,u"'“ﬂ ;v . Entonces 9n es
lecalmenide finita y Sus elementes son conjunbos cerypalos en & purs
cada T tlene estns /Ofapr?daJef- Tambien | 57 ndm  gntonces CCx, Gy
€ cex, G,y pues Go & G . De maneva similar cix,§,)¢ Coar, F)
B8 demas Doz HQ Cix, .Y € wnm cp.«,‘,gmffv cerrado gue conhene a
X y Fal que Dy € Cood '="C1Crx,?f-.) y como Cx) e5 numerable-
men e c,mpu,h y Dexy s un cerracde en ((x) enhnces Dex)y e
humerablemenie Compau‘o . Poy Jo tante &= IDtxy ¢} & una
cubierta cevrrada de £ formada par conJ'unfEJ numerablemenie
c,mfu{-p; y $¢ para cuola wmew timames Q' ={Cix %) méw (3
entonces G = n&f,%"‘ €5 wuno red pava madule D y o-local -
mente fnita . En efecto | sea Dex) €D y U un abierfo en T con
Dexy s . S5/ para Yodo MEw | Kn = Clx,%,) n (8 vu) 4G enfon-
ces Ko 2K R --. 5 una Sucesioin de cevreolas no vacios y ' €
Cox, Y € Cex, 7). Por consa‘gw'emlc , omo TFitiew e una T-real
para X ,Q,K" +@ lo cual imphea gue nQ,,C“' &Gy NP

es oleerr Dexy n {2 w) 2 @4 Jo cual ne e Pasv'&k. For o tank exis

te necw faf gue Dx) € (rx, G .. Yeu Fer o fant se sadisface (5}

(3) imphica (2) €5 una congecuencra inmediata del Lema 3-5T
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Como un corelaric inmediato de este Teorema ienemos gue s
Z es un G-€spacio | entonces para wuna red o-discretfa oe X A se
tiene que B = {ixt: xeg} vy F-oN salisfacen o1 Teorema 3.4 ‘a)
es deciv, X es unm Z-espac.'o. An'ema:s’ s/ £ €5 aumetrablemente
tompacle enhnces =48} s F tambiel satisfacen la definicon
de 2Z- GSPaub‘ Por Io tanto | s/ & €5 un ordinal no numevable enton-
ees [oa) e5s un t_).em,()/o de un T-espacis fue 7o ¢S o-espaco . De
manera similar tenemoss gue s/ X es d-compacle enlonces X
€ un Z-e€spacio.

En lo gue vesta de esfa Seccion proboaremes alyunas de las
propieclades de los Z-espacios,

3.6. LEMA. Sean LY €T £ XY una funcdn casi-perfecta y H
una famiha de subcanJ'um‘ns de X gue es localmende finifa.
Entonces F(R) es localmente finita.

Demosracioh. Sea ye ¥ y definames F*: fFeF : Frgiygyrgt
Enfonces F* o5 una Sfamilia ,:-'n't#ax. En efecto, ¢ljameos para Fe R*
wn elements Xp € FOf'tg) S, ¥ es infinita entonces el conjunia
Mz i%g: FEX*Y e infinifo y dade que {7iy) & numerable -
mente compaels entfonces M tiene un P"‘”’L" de acumulaciol, en
f1ty), digames %%, o cual implica gue 4oda vecindad ole %%
intersecta a4 wn plmery -'nf»'ni#a de clementos de R gue €5 wna
contadiccion al hecho de gue esta foamila e localmente finrita.
Roe lo dante F*es finita.

Ahora bienh | Como Fes focalmente fnita, el cempunts wx I~
UIFER: Fg K2} ¢s una vecmdad abierda de §714) y , por lo
Fando , dade gue f €5una funcien cerrada | existe “na vecindad
Vde yen ¥ dal gue FUvIEW (Teorema o),y asi denemos
gue V €5 una vecindad Ao 4§ Jue mievsecta a lo mas &  wp pd.
mevo finils Je elemendos de f(R), a saber, a lo mas a log efe-
mentps de FOF%), T
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17 LEMA. S £ By € una funcionm conbnaa vy @ 25 una fam.'h'a
locotmente £inita de subcpnjunfas de Y, entorces §(&) es
una famiha loaimende finida de Subcnr\fun'}'o.s de X,

Dewmes fracion. Sea 2e 8 . Lome % o5 localmenie ,C;'m"tq , en Fonies
existe una vecindad Vi , de o), en ¥ gue intevsecta a lo mas a
un namers finite de clementos de €. Dado gue f es conhnua exs
te Ux, veemdad de ¥ en X fal gue fluc) & Vi Observese gue Us

sols 'pu.e_n!e ‘niersectar a un numers fn-"'ri-f-p de elemenins de j'(@)T

3.8. TEDREMA, Sean B, yeT y {: &Y una fancion casi-perfecta
y sobre. Entonces X esun Z-espacie s/ yslo S Y e5 un
I- espacio.

Demeos fracion. Necesidad. Como £ es un I-espacie | entonces
existe una cablerfa cervada G de X formada per conjunteos ny
merablemente compactos y F una red de ronj'un'}os cerracdos de
X, modulo & gue es o-localmende finita . Como la propreci-d de
fer mumerablemenide comﬁacf’o Se preserva bajo funciones conH -
nuas y f es caSi- perfecta y sobre ,enfonces {(€) &5 unm cubior—
. cerrada de ¥ formada por SubcanJun%s de ¥ Que Sen npunira
blemente compactes. for ¢f lema 3.6, fIF) es una famiha o-lo
calmente finita . Ar o fanto Pava probar gue YL esun Teespa.
e bastara probar gue fCF) o ura red médalo #12) . Paya
probav ests Jitims ,Sea Ce8 y M oun abierte en ¥ daf gue fleye
V | enfonces fUV) es un abievls en X fal gue CE £7v) y dadls
gue Fes una red para E méduly € se diene gue exisfe FeF
tal gue €S FEfIv) b cual implica gue f0c) & ARY V. Py [,
tando FOF) € una real para ¥ modulo £06).

Svficiencia . Supongames ahera gue ¥ es un I-espacio . En-
bomces existe «na cubiirda cevrada € de ¥ faf gue dooles sus ela—

mentos sen numerablemande camfaafps v tarnbien existe P, una
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red de cerrados en ¥ modalo &) stendo F una famli o- focalment
f-'n:'1la. - Cemo 25 cas.u'-j;er{eu‘a entonces o105 ) €5 una cubievta cerrg
ca de B y Fal ue tedos sus elementvs som numevablemenle compac-
fos . Por el lema 37, (R es una familin &-localmente fnita  dle
Subcg,y'un'{-os de X Para probar gue X es un G‘-es}oac;o S€ra Sufi-
cignfe probar gue FR) es una redd para & moclulo §£10G)Y  Fave
esto | sea CeB 4 U wun ablerto en R tal gue {7(C) U, Entonces e
fe un Subcaniunf'p abierty V en ¥ Fal gue cgv y V) €U (Teorema 04)
for hipddesis existe FeF da) gue ccrsv y porle tanfo exisde FeF
4a) gue fle) sfCF) ¢ {"(V) S, es a'e::irJ SUFE)Y es wna red para

i
z deu,D 'f-’(‘) T

3.9 CORDLARID, 5/ X &5 uw I- espacio ¥ Y e5un espacio c-m;:ac‘Fa en -
tonces BxY es un 2Z-espacio.

Demos#rac.ro’n_ Lomo la prayecCJb'rn £ Y%2 — X g5 una funcioh

Sobre y Fcr{e;‘f‘a ( Teorama 0-24)) el corolavie se sigue direc faments

del Teorerma 3.8. F

3.40. ColoLaRin. & XeT ¥ {Z‘}'"I es una cubitvia corrada Jlocal-
mente ffnf#d. de JubesFac{os de X en donce cacla Xy es
un I- espacio ,enfonces X €5 un X-espacio.

Demeshracion. Sea Y:S‘DIY., la suma @opalo}néa ajend de los
Cspd.r_:'as Yo = Bux {47 s;a £ Y22 Ja funcion dada per fixm)z
=x. Fatonces Y o5 un ¥- espaub pues bas fa ¢/rgr'r ura Z-veed en
tasla wno de fp5 sumandos cida serd wna T-ved cn Y. Tambien ¢
€5 una funcien casa'—far,fec‘/q. pues si FEY e5 cerrads enfonces FAZy es
cevrado en Xv v por Jo fanto tammbieir en X . Ademds {'(?J:h_;'(ﬁn!.ﬂ
Gue es un cerrads en 3 por ser {Zatyey una coleccion local mende
finita . Por este misme , 80 %6 X entonces % Fev-kne:e s6le o wn
namero fimide de elementoc Je 4Rubyep y Por lo fanh  fitxy es

numera bleme n e Lompn;-fo. Fralmenfe [a continuidad de | so s
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guc del hecho de §ue Tty e Jocaimende finite, en ¥ Por lo 1‘&»1-&)1

del Teeremo anferiov se obhane gue K #5 un Z—espacf'a-r

Ahora bien , se Sabe gue un espacio \':apo/oé:'co X &5 un  Meespacio
s.'g;a'fa s/ existen un esFa.crb et ¥ y una fancioh cags-perfec-
ta y sobre f: XY (Teovema 0.54). Erri‘t:ﬂces,1 por el Teoreme 3.2
Y eacle Que dodeo e;laac;'a metrice €5 un I-espacio, st tiene que +edo
M-espacie es un I- espacio. Ma's aun L850 Y &5 un C-espacio y fi&2 Y
& una funcion Cr.xsf'-[-'-'er{tc-/4 y sobre  entonces £ & un E—es’pqu’a.
La Sr'gm'en'ﬁ: serie de c‘jemlp/o_s mos fravd gque fa clase e los Frespa-
Cos es mds grande gue fa clase de /as pre-imdgencs casi.per-
fec!'as e los d‘-cspaa'as gue, {mbfq/men#e) conhene o leg d-es-
Pacios y a les M-espacios.

3. EJEMPLOS. 1) Sean XK= {txy>emR? i yz0} y Ac{(xo)ixemrF
Se defvie sebre X la Sr'aui'en."-e -!apa)'o3fa : los )0“"7"55 Spbre T-A
heveclan la '{opofag,'a_ wsual de ®? y ana base de vecindades para
peA consistiral de todes los conjun'{'v.s Mecpy (reiRe) | dondle
Melr) es ef canJ'unJ-'o gue conhene a p y a todos log puntes en
Beepy =196 X tdipgyar} (siendo ok la distancia Luclidiara sobre
R*) gue es taln per abajo de la union de las semivechas en & con
PMH?LQ inicia b en Py Pendﬂen#f v y-r \"e;peair'va-memk- A cada une
de los con‘jun+5 Metp) se le Namard una vecindad mariposa de p.

Dade que Ay E~A hevedan la i-a)oa}gj,; usua) de R entonces A
¥y E~A son mefrizables .sepdmb{'-'s Jy per lo fants tienen cada une
de eilos una ved numerable (Teoverna 2.46) y en consecuenca X
tene wna red numerable |y por Jo Jand  Ees un ceespacio . Ade-
mas cuaffm'rr base para X debe contenev vecindades mariposa pa-
Yo cacla }oeﬂ y per lo fante 2 no puede ser :eguna(a numerable Y
dado gque es separable (&1 (@QxA)esun denso) entonces & no es

metrizable. Sin embavgo,

£ s/ es Faracomfac'f'o fw; Lexysnwer)
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Finalmende , como tedo ¢ espacio que es M-espacio paracompactn @S
mebico (Dkuyama ,cit.pes. [No] P.J?H’) entonces X noeson M-espacip.

(2} Sea Y= [003™ cop WM Come Y o5 pumerablemente com-
pactr entonces Y es un M-espacic. Ademas para feY , 451 no
es G5 En cfecto | sea {Gnew una Sucesion de abierfos cand-
nicos tfal gue f€ Q"Gﬂ . Para cada new sea kien)zidewn
Pulen) # Tetl}, 3 L:-.U K{6n) entonces LI < M, 4 por lo ban .
to existe ooem L. E“j::naj ace [o,4) tal gue Lcad xa, ¥y
definamos 4 tH— Tend come 9umy = fim) Sime Ll vy ftmyz Oo s/
&Ll Entonces 3+4 v 56-(.}m6" . Por lo tanto $4Y no es G5 .
Como todo c.on_iun‘i'a cervado de an ¢-€spacio es un conjunts GF {fro
posizion 2.2) ,enfonces Y no es un T-espacio.

(3). Sean Ky X como en los eemplos () 52> . Coms Y es com-
pac*f'o) fa )ovoyeccrb;: P YxX —3 X 5 una {u\ncia.’n Fer{ec:‘a y por fo
tanto Zx¥ es Ja Pre-fm&gen perfecta de un T-espacio . Sin embargo
ExY no es up M-espacid pues Fodo Subespaiio cevrade de un M-espaci
s un M-espacio ((6r] puvo) y X no es M-espacio, Ana'lajamenk,
cems YL no e5 G-espacio entonces T AL no es ¢-e;Pacr'a . Pcra’
por el Corplavie 3.9 , ZxY S es un Z-esfacr'n‘

) Sea F=lo,w,] con la {o,;o/aj;;, del orden . Fara cada tCew
censideremos Po una ecopra de P, @ la suma fopo/oé;'ca_ ajena de
fes Py oJ el espacio cociente de © Jue vesulfa de "pegar’ wi de
todas y cada wna de las copias de P. Sea @, la clase de equiva-
lencia la"g fes /oun‘l"v.f w,. Entonces, g, para cacla. ®<w, ,defini -
mos FPrea) = {peDrd jara} y WUt day ) = }.‘}“‘PU‘-L) se tiene
Jue fa .f..m."a’a. fucr= HJ"‘“’ Doeelrd L gcw, b es uno base de
veamdgeles pava W, en . Ahora bien , dade gue Pes compac-IgJJ
e . compacto y per fo dande es un T- espacio Cpaueompa.m"n) \
Dado que para cacla (6w, Foed €5 un cervade y €5 una pre-imal -

gen perfecta de un r-espacio (basta considerar h: P s 40) ungq
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.r’u,ru::g.pin cvn$+an'f‘8)l entprices J ¢35 la un;m‘a numerable de subespa—
eros cavrades que Son pre-imdgenes perfecfas de s.espacios . Pro-
baremes gue Jd no es Pre—:mn’jgﬂ Ca.sfﬂf;erfec_-/-o. de Rl",qllq u—_,,fgnc,'o_
Piva esdo ) SUpongames gue $7 existen un r-:jjua.c;n E gy una func:'oﬁ
f: T Z casr'—’oer{ec:Ln y Sobre. Como todo cevraco en un oo espacio
e un canjﬁnfa G‘raenﬁm‘CS fUOFa01)) o5 un cerrado G gut con-

tigne o w, . Ahora bhien , Comp 1w,} no es un Gi en P entonces

/
CK';S'J’Q {41- :ze"‘-’} 4’&‘ %uﬂ ut“u‘t;”" < 'F-‘( f{&:. J\ Y r)or lo "lﬂ"'"e
Loovt, dydly e ) es wnm Jube:'par_,'a cevracle def espacio numgrable -
mente compacto e £ed) ) que no es numerablemende compacto,

lo cual e wna conbadiccion . Ry lo tants | T o5 un L-espacio gue

ne 5§ )orf-;lma‘jen ::as,'-fer{ecr‘a de urm - es'pa:r'a.

Como las Pre-:md'jene.r perfectas de wunm espacie mebrica y con
d:'c.\ﬂanaf Gr senn mefrizables (Teorema 02.55) e/ 5,'39.;"11‘! teorema,
ya ne resulfa fam }nesfaerado‘

3.12. TEOREMA, Un espacio fbfofa:gaéa 2 s un o-espacin 5y sdle s
X es un T-espacio con d';‘.:sannf Gr .

Pava la demostraciol de osde Teorema netesitaremos del
5:'3u:'em£c lem ¢, gue da una condiecion neceSaria y svficienfe para
gae un I-espacio sea un Z- espacio fuerte.

313 . LEMA, Un esPacr'o '\1.9,00/05:1:0 X es un Z- “spacio Dfuen'-e Iy
0l 5/ Xes un I-espacio svbparacompach .

Demostracivin def Lema. MNecesiodlad. Seo & un T-espacie fueri
Prabavemps gue & e subra.raco-npa.c-lo , @8 a’ecl"’, paro. una cubirrin
abievta U st X hallaremos un refinamienty cerrads T-discredo .

Pb\' h fpr:-f-e 51

, existe una cubierfa cerrada & de X formada  pop

conjun#os compactes y existe una red o discreta R , dle subeon-
junhs de X mdduls & . Supongamos que F = ,,% Fo  donde para
cada new , A o5 discrefa . Fara cada Fe® elijamas W(FI € Y
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.f.'ni-f-q, conn F S UUF) 37 es gue tal famiha existe

) en Luye caso

lambren existe R(FYEm fal gue UCF) = JULFY Cehem Y g degrd ~
nimos Woni) 2 {FAUNF) (FeFy y ultF) estd definida } entonces , co-
me R es disereta , fe tiene gue Blen, ¢y @5 discreta . Ademas | 2 xeX
enfonces existe cel fal gue X€C y como C s com,oam‘v existe una
subfamilia finifa W' de U Faf gue €S UW ,y dado gue F es

una redd moduls &, existe FeF 'i‘alfuc xeC af €. E decr

J
W=z UK cubrea & y porlo danto & un vefinamientn €48
t.rc-f-omtitt U,

Sufriienca . Como un espacio topologico numerablemente compactr ¥
Sub,oara.cnm(;ac-ttn es compac{'a (qu.e £5 “na consecuencr'a. Jc/' T eorema 9.2

de [3“].) se tiene Fue fode S—esraca'a Jubpa.racompac/-p &5 un Z-05 -

’pacl'o {uen‘e. ?._

Demostracion def Teorema 3.12. FPor el Teorema 212 ,5 X es un
a*-e;,oa,c.'o, entonces X diene o‘ni&ana/ Gs y tambieh sabemes gue fodo
a‘-esfacr'a e un I-espacio . Esto prueba la netesicdad ole! Teorema .

Suficiencia. Sea & una cubierfa cerrada de & formada por swh
conJ'unJ-n_s de & numerablemente compactos , 3¢a 9'\':{%5 Fp una red
r-discreta de JuécanJi.«mJ-os de 2 méduls ¥ y {gn}“m ura Suceson
de cubiertas abiertas tal gue para cada *€X, iz} = Q’Jf 9
(fGrJ, Teorerma 22 ) y con G, Yefinands a %,  como dodo espacio
numgrablermen fe ComPac1La gue tiene diagenal! Gg es compacth (l6r],
Teorema 2.14 ) entonces Jos elemenos de § son compacts y por
lo tantz & es un Z-espacio fuerte |y por el hema 313 X es sub
Paracampacf; ,Y asi podemos Suponer gue {9}, Saksface la
frofr'ed'ud. de gue para fode x€X  Ax}= Q m (T6r], Too
rems a1 ). Taméfe;:J por la misma Subparacom]oa.ddai , pava coda

néw podemos considerar un Tefinamients cevmdo Hnm ='&‘{,:}{,M de

9,,,?.“ es o-discrede ,es decr | para cada mew , Hom €5 una S5 -
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milia disereta . 5/ para cada m,n pew definimes K (nmpy =
{HNF: HE Ham FeFpl  entonces Himmp) e discreta  pues Fp
lo es Y por lo damto H= UiRmmep) . mmpew¥ e una {amu'fli:.
o-disereta. Fara Prol:a.r gue & es un a-espac:'o" bastara mos froor
gque K es wuna red para £ . Sean %€X y U un abiérls en 3 fal
gue xEU - Tambren exisfe ce & taf jue x€C y como {u} ©
L g ZIERS “MEW Y ec una cubierfa ablerta de C gue es com-
Fac-,to entonces existen M., My €w ales gue € =cn ]l U(X ~
m) Yu-su (& mb)] Come para tada new

G, vefina & @, endomces U S T SEx Guy gonde e w mak dAnit

)

(5T}, Deagui que exishe n*ew dal gue sT 00 9) nc sune,
lo cual implieca que para cada Yé€lsu existe un abarfs Vy gue cen-
tiene ay y gue v,nm?) =¢p . Dade gue Hesuna red de
subconjuntos de X module € ,existe Fe® falgue SF su ¢
UdVy:yec-ul y coma Haw €5 un refinamiento de Yne enfonces
existe He Hoe Jal gue xeH € st(x %) . En consecusncia HNF
e H para terminar la prucha bastard probar gue HAF S U.
Poro He St(x Gu) y Feuu (\U4v rgecsul) o cual mm-

fh'ca Jue HAF g s (%, @,,.) A fuw (uwa:3ec\uyv5ns+u,‘g,,.)=¢§j_
Br lo tanth HnF-g.u.T.

Como una ConSecuencia de esde Teorema y del Tearema 2.3
obtenemes gue s/ ¥ & un I-espacio gue sabisface [a propieola d
de Lindelsf y fiene J’ﬁjvnal Gs entonces X tiene una red nu-
merable

£l S:'giqu#e teorema  prucba /e dicho en la infroolucent, de
esde u\ff')l'u]o referente al preducts numérable de Zrespacies pamampacks.,
314. TeoremA, Sea 1Bil,,, una FJamila de espacios dopologizos

tales gue para cada téw , B s un Z- espace fuerte (pa-

PQCDmIpM'f‘a). En fonces 3-=_£TE; £ vn f-ts’pac[o fuey e (pﬂrq-
ctw

ESTA VRS MO DESE
SAUR DE LA BIBLOTEC)



80
Compar_ﬁ: ) .

ngoﬁ#ﬂﬂfa:')- Comp pare cacda, g w X, & un i’~csfzacn'o {ugr}e , pe-

demos considarar F = k_.)wf',;,, ¢y B; familias  de ;ubeaann'bs de 2, que
n

$atisfacen el Teorema 3.4 (2). Ahora br'e'n) s/ U &5 un abierls en £ ful

Gue TCi ¢ U con COEQ, para cacla, ¢Ce€w | enfonces existon conjhnﬁs

véus

abiertos U en X y new Jafes?ue - Tu, 2 y d' =X pa-

[

ra dede (>N (:uf.ros, IGn]J Teorema 3-2-!9)_ Par fo 1l‘t?:lr)ﬁ.-; by =i£f-"‘

2

TE Foe® newl} s wna red de subconjuntes de £ moduls © =
{Hrrc; L Ci€ G, itw}l que €5 una cubierfa cerrada de compactes pa-
ro . For lo fands X e5 wnm ¥- ¢spacis fuerfe

5/ ademas K. es paracompacto para cada (€w probaremes
gue X tambien es lparar:ompac;‘o> Sea U una cubierta abierfa de
R jsea cew , entences para cada FE€ R, @ljamos VIF) un conjunfi
abierfy 4ol que FES V(F) y para ¢ada new fver): Fe Find es dii-
crefa . Esdo siempre es posible pues basta considerar V(F) = U
{Vs© W intersecta solamente a F, de la familia Fiu}  Ahova,para
tada Fz ;:n:,- xITg; € F elijamas una Subcoleccion finita de U,
UCF) | s es"?ue existe , #al gue F S UM(F). Come en el Lema 313
podemes probar gue { FE® [W(F) estd definida § es una cubierfa de
£. Tombieh como en el Llema 313, sea WIF)= {UtF)  je k(AT
Entonces Ja coleccion
W (Rei Ry, bn ) = { U R NPT (v(FD) F= TR x ITE:, Fﬂe-"?..,-}
es discreta y pov lo tante W= (U1 Wik ks, 0, j) :n,j,k.‘ew]- e
un refinamiento abierfs de U Gue es o-discrefn | For lo tents X

€5 pamcom;o.c?‘b . T

3.15. coroLARID. 57 fx‘.}‘_m &5 una fnmih'a. de Z—espac;bs para com~

fa.-,ﬁ;s entonces x=.,‘r£x; es un - espacio paracempact.
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CAPITULO 3

3- espac:'as L indelsf

1- Introduccion.

Como se sabe | Ja Prop!’edad de lindeléf esuna propiedad gue
ne se preserva bajp Produaloﬁj por ejemplo s S as [a hinea de
Sorgenfrey , entpnces S es un espacio de Lindelsf peve SXS no sa-
tisface esta propecad. Sin embargo hay algunas clases de espacios
{ofnlntﬂ,’.;g_r en donde si preserva la, ,Droff'gda_al de Lindelof | aun para
preductos numerables . La clase de ls espacias dch- camp/ck;; { Fro-
Yk en 1940 [Fr] y EngelRing en 1964 I[En4]. cib.pos. [End p 201} o
bien la clase de /s espacios vequlaves . compactos (Hager en
1969 M. crt.pes. [En) p. 195) dienen esta cualidad . En esde ca-
P,’-}'un'a jmgml.'zaremas esfos vesulfados probando gue la clage
de les E-espactb: dambien figne esfa carvacteriibico ,es dear, al
producle numerable de T-espacios Lindelsy sigue siendlo wun Z.es-
pacio hindelof, y Fambien prebaremos gue fas des clases ande-
ricres estatn condenidas en sita didima | que denstaremos  por
St Veremog gue S no silo drene esde atribute sne gue here-
do. &l buen Compar*amr'enh de fa clase de fos T-espacios . Tam-
bin | enfre obas caracterizaciones gue serar; o diles Jespues  pro-
baremos gue Sd es Ja minima clase de espacios Hdepologiias gue

tontene o Jecdos los espac.fc.: metrinables separnbles  a fodes los
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compactos ¥ &5 invariande con vespecto a productos finitos | subes-
pacies cerrades e ,'mg:je_ne; conhnuas , y gue sus elemendos se pue-
den describiv comeo las r'ma'aenu conhnuas de les espacios empin-

mades que sor ilhde/b'{_

2. La clase Sl .
2.1. DEFIMICION. Un espacis {oloal’aj:éo X serd un elementn de la

clase S s/ ysolo si Zesun T-espacio y es Lindelsf.

Antes de dar alqunas de las caracterizaciones de esta ¢lase
de esFo.cia_r Probd.remas el s:‘aujgmle lensa. .
7.2. LEMA. 5/ Bes Lindelof ¢y Fes una familian de .s‘u!,ro,y'.m;-ps

de X, que es localmende finita | entfonces F es numerasle.

’

Demostracion. Para cada e £ sea % una Vecndad dex 4o/
que I{F‘?“ P FN Va '#0'}/ =N para AIJMVJQ yew. Como & es5 Lin-
dels f podemos elegivr {xnl,., € X fal gue &= “KE{,V,(,, . En-

fonces IR gngmHFe'ﬁ CFAVea t8Y | £ MM = M'T

2.3, ¢ceRoLARID . ST X es f.fngdg.'a')c y % es una {nmi/m'l. discrets de

$u5€onjun+us de T enjonces F s numerable.

14. TEOREMA. Si £ es un espacio tepolegiio envonces las siauien-k;
propesiciones son eguivalendes

() Xe &4

2) Existen oA, famiha numerable de subconjuntes Je X, y
&, una cubierta de compactes de R, tales que M o5 una
red para X moduls &.

(3) $/ bX s una compactacier, de X enfonces existe una
famiha numerable de svbconjunies cerrados de bx | H,
ta) gue para Jodo %X€X Yy yeb¥~Z  exisfe FeF 4af
que x&F y ¢ ¢ F.
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(1) Existen , una compactacion b& de X y ura famiba nume-
rable Je cory'un-ku cerracles en b¥, F, tales que para
tode xeX  Jodo ye LI X existe FEF conla prepiedad
de gue =ef y 3 ¢F

(s) Existe un espacio topofgico E gue contiene a X y auna
familia numerable ‘W Jde .suéconJiAn'/DS compactos en ¥
4a] gue para Jedo X€Z y g4e Z R exisfe HMEH con la
Pro/:iedacl de gue a€H y 4y ¢ H.

Demosfracion. (1) implica, (2). Come X es un I-espacip ,exis-
de una cubierfa cervadla de X, & | formaela por conjunfes numeralle -
mente compactos , y una coleccion de subconjuntss de X ’J/", gue €5
r-discreta | fales gue N es una ved wmedule B. Como Z es Linde-
l6'f  entonces por el Corolavie 23 N &5 numerable . Tambré'n, 57 cel
entonices C es Lindelif pues X es Lindelsf y ¢ es cerraslo. Por o
tante C e cam}mc?‘b ya que C es Lindelsf o Rumerablemente compac-
Yo. Es decir, & es una cabierfa de compac fos de X y N es una
ved numerable para B medels &.

() implica ¢3). Sean L una cubierfa pov conofmc*os de X N
ura yeol numevable para B wmodulo & y bE una compactacicn para
R . Probavemos que Fz {ed, (N) ine el ] sabisface [ng condiciones
enunciadas an (3). Sean weX y yébI~X Entonces existe ce B
tal que zec y como C es comPa.-.-/v, C es cevrado en b y 4 ¢C.
EnJ-w\.:rs) como b& es regular, existe un abievlo U en BT taf gue c2u
y 3¢ elig U . Como N es una red para £ modluwlo B existe Med fal
gue CEN € ung cu . De agul oblenemos que F =clu” e F , xer
Fe QU y por o tanb o ¢ F.

(3 implica (4). es inmediata.

(4) implica. (2). Sean bE y B como en (%) . Defnames 'ﬁ; =
far  Few® Ay i F I} Na{xnP PeR] vy para
cada 26X Fo=f{FeR: xeF} y Ox = N F, . Comos para  todo
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g€ bE X €existe wn clemento en R, gue no contfiene a y enfonces
0y € X y omeo es un cerrads e€q ef comPacTa LT tarmbien #s {om,oac‘j;.
Bor lo fante €= {cy: xe 2% ¢ uma cdabidrta para X formoaca por
conjuntes compactos. Fobaremes m.reaw'da.. gue A 25 una red pa-
ra £ meduls €. Sean ¢¢C y w un abierto en X 4zl gue ¢ £ W,
Entonces exisfe un abierfs U en bEX fal gue W =UYNZE  Comp Cxix
para a.a'aunq xeX , ¢z NF €U y dado gue fos elementps de £
Son cervados y bX es Comfaci‘i se sigue gque exisfe una sabfam-
ha finida o K cuyq aha’ersecc;é»'afJJ P, esld contenida en u.  En
efects, Ju}l viba~F (FERY cubre & bX y por le tanto existen £,
oo, Fa e F tal fue Z~u & M (E~NFe) = —L_fi . , e cual implica gque

(=)

AR SU . Eatonces =Pz e y ccmNeEwW,
[l

(2) ophea 1), supangamg_s que B €5 una cubierfa de Com pacios
y o#es una redd numerable para X modulo £ . Coms N es pumerable
es g-disiveta y por fo tamto € y N satisfacen la definicio'n de I-
espacio , asi gue sole necesitamos probar gque 2 es Lindelsf . Sea W
una cubierio abierfa de £ ; probaremos gue W {iene una sabeubierta
numerable . S W) = [ UW'  WeW y 1W< KT entonces W he-
ne una subcabierfa numerable si ysilo si W) la tiene . Como los ele-
mendos de & son compactos enfonces para teds <6 existe W e WUF)
tal gue c€w. Definamos M = | NN (NS W para algdn Wé "W’Cf)},
y pava cada w~eHs fijemos unm W € W) ta) ue NEWy yion-
Sidevremos Wi =iw, I NEMNMT . Entnces I"Wal €AWl 2 M yWo &
"Wif) . Ademas  como para foclo <€B  existe we W(F) Jal gue
eew y N es una ved modulo & antonces existe NeN tal gue
CenNsw Jo cual implica gque weh, . For Io tanto , oblenemos qoe
CSWy y dade gue & cubre a ¥ entonces "W, es una Subcubiera

es decey , Zes Lindelof .

Numerable de “WI(§)

4

) |;v)Ph'cc.. (5) es rnmediato.

(8) imphica (4), bE = td X € una compactacicin de X . Enton-
P 1] pa
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ces Fa IHNbE - Hé bs T J » donde K o; la farmilia numevable Je compat -
+s en 2 proporcionada  por (5}, es una famiha mumerable de cevrados

en bE que sakisfacen (4}, +

25. COROLARID. i XeSd entonces X es la unich dea o mds ¥ sob
espacios compactes.

Demeostracion . Fer el Teorevma 2.9(1) ex/ste una cubisvrfa de
compaclos £ y una red numerable N, modale B . Para cada ce e,
definamos N = ineN tcen] y Fi Pew) — Cuidl come $(F)=C
Si Heol2 para aljuna ce8 y $(Fdeg en oo case . Entonces

€y

¢s Sobre y por lo tante [B] £ | Paar) | = 2% .

1.6. OBSERVACIDNES .

() S/ X es mefrirable ¥ SEParab{E) enfonces Fes segunco numera-
ble. Por Jo tanto | 57 N e5una base numerable y 6= {{x} mex}
enfonces £ e; una cubrerfa de compactos y & una ved numerakle
medals £. For cansr'ﬁuiemf-t £eLd. Do manera similav, si £ diene
una recdd numerable enfonces e S

) 5/ Zes G-compacls entnces Fe st pues X= ‘:.3’8; clonde ¢
€5 Compul'a para dodo 6w y de esta maneva B=c AN = {ZX; tlew }
sadis facen las condicionas del Teovews 2.4 (2) . De agui conchuimos
gue el conceple de T-espacio Lindelsf es una geneml'-'zambfn el con-
ceplo de o-compacidad
23. TEOREMA, Sean 2e T y T a2 .S existe una famiha numera-

ble de subespacios de Z ,1Fit,, , tal que K €SL  para
fodds cew y Para cacdla %€% y ye 2 X existe lew cen

XeF. y y¢ F. ,enhnces e sd
Demoshacion. Por el Teorema 2.4 ,Para cada (ew existen
We v ZET como en 2H(5) . Cenlideremos W = &‘{1‘(& y %s=
2N (U2 ), Enlonces Wes numerable y para cada & X y e

[y )

FeN X ex:'s#e,par hipdfesis, déw con X EF yt K. Usando
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fa Fro,o"ee!ad. de 2,y Hi se tiene gue 2eH y ydH para Mﬂu’n HE

K. Poclo tanto ,oel Teovema 2.4 ¢5) e sl +

28 TEOREMA. 5/ F: XY es uma funcion conhnua y sobre y TSl
entonces Ye S

Demosfracion. Seaw € una cubierta de compactos de X vy N
una red numerable para & medulo & . Definamos Gy = 1f(0)
cetd yohy={£em: Neh]. Entonces Gy e uma cubiavta de
Y formada por conjunﬁs comf)ac-f'os. Bastand prebar gue la fam lia,
numerable My o5 wuna red pava ¥ midulo Cy. Para probarle |, sea
Ketby ¥ U un abierls en ¥ con K Sd. Por conmstruccion existe €8
$a) gue K= f(c) y, por lo tanfe, € € £7(U) . Como F-(U) €3 um abrir-
to en X Jue conhene a C y A es una red para X rbdulo & | entonces
existe MeN Fal gue CEN £ {7tU) , o eual implica que K= fCe)E

;(”)E u y -r(N) Er/@ le’ /0 '}ﬁn’![o (ﬂ. &5 wurta reol ’pﬁf‘ Y mg;du’o

gx,T
2.9. TEOREMA . S/ { XY e una funcion perfecta de ¥ sebre ¥ ¥y
Yesd entonces Xe b
Demostracion . Sean & una cubierta de compactos de ¥ y oi’

una red numevable para ¥ medulo €. $i definimos &g = 1 {'(c):

ce¢} y He:ifwm CNENF entonces por el Teorema 025 , Gg

& una cubievfa de £ formada gor Corv'un';'ﬂ.s compactos . Serd su-
fr'c:'m-ic Prabar Gue dfi- €5 una red para & modulo &g . Sean c€&
y U un abierlo en § fal que {7¢c) S U | endonces | comp f es cerra
da existe un abjevls V en Y dal gue CEV y fiv) SuU (Teorema
0-4). Como oA es una red para X modulo & | existe néN dal gue
SN SV o cual implica gue f7C¢) < fn) & fiov) s Uy

comp {(N) €Ny esTo muesta gue efectivamente Nt ¢5 uma

ved f’a\"a Z  modulo &y, T
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240, TEOREMA. 5/ Ze &l y Y € X es cerrado entonces Ye 4.
Demos braciows. Consi dereros &, una cubierta de compac fo5

en &y oM una ved numevable para & méduls £. Cemo cny es
comfmcfa en ¥ para fodo ce B, entonces 8y = {cny reeGl 7
My = AnnY el Y satisfacen los reiu:‘sihs del Teorerma 2-4 | En efes
fo , 57 ce& y U e un abier’s en X tal gue €AY € UNY entonces
Wu L8Y) ¢ un abierls gue conhene a ¢ y per lo tants | existe e

N dal gue cENE UUENLY y deagul conclumes gue coy € NNY Suny. +

1.1, coROLARIO. 5| X¢ &F , H es comfac'fa y ¥ & BxK e cerrade , en-
fonces Ye s,

Dernostracion. Sabemos gue la proyeccion Ty : Zxk— & s
una fuancion perfecta y por lo dan+o ”‘/z (Y - £ e una  funcion
cervada sobre un subespacio cevracle 2 Mg tt) de e Sd. Por
ef Teorema 210 2€ 5l y por el Teorema 2.9 HGSJ.T

2.12. TEOREMA. Las .rr'gu}em'es proposiciones Son eguivalentes

0y Eesd

) Exisden un espac:'o 'Zapo/oérr'a mebrizable y separable M,
un cspacab cam[:acfé k y ¥ SKxM cevrade tal que & s
;'rnéjen conhrnua de ¥.

) Existen espacios topolojicas ¥y M, con M metrizable y se-
parable |y exisden funcients conhnuas §: Y E , pryaMm
fales gue fid)z & 4 poes perfecta .

) Xes /a :;'m’eju confinua de wn espacie emplamado  Lindelsf.

) XeP oonde 7 es la minma clase de espacios Jopold-
3,‘”5 que conkitne a dodos /s espacios metrizables sepa -
vables, a tedes los comFacfws y s invariante con res
P“""’ a )araduc;‘us f:h}*oJJ 5.45,;;,4:,’,;5 cerrasles € inl -

genes con hAnuas .
Demestracion. (1) implica @y. Porel Teorema 2.91(3) exisfe
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une famila numecable de subconjuntos cerracdes de BZ | F, tal
que para dedo x¢X y ye BENX existe FEF con xe F oy ydF. Fru-
meremas & los elements de T como F={Fainewl} y consideremas
el subespacio M de w® | con la topolegia producte | dade Fer
ML,y e s 2D

Entonces como ef producto nume;:,bfe de espacios topologicas se-
jundo numerables ey segunelo numerable y €5 ta es una propie-
dad heredidaria y tambien dado gue e/ producto mumerable de 25~
pacies topologiios metrizables es mebvzable teneros gue M es un es-
pacio metrizable sefa.r.“e. Ahora, para cada m&M con mz (n,mp, M,
w) definames Fm = N Foy y consideremos ¥ € Mxp g daddo por Y=
{mx)e Mxpg : xe f;:.} Entonces Y es cervado tn M xpE | En tfec
1Lo’ Supengames que (Mo, xa) E(M:px)\‘i donde mez (0% 0 . nf)
Enfonces exisbe kéw  tfal sue x. ¢ F';': . Definames Wz §mix) eMrpE:
la keesims coordenada de m es cgual a My % ePg\F‘n;} =
e xwr AMK frw xo)am x (58 ~ Fnis . Enknces W es una ve-
tindad de (™., %) en MxpE cuya interseccioim con Y es vaaa . Fop
fo tants ¥ es cerrade. Tambien X Tagx - Mx 8-> BZ o5 la pro-
yeccich de MypE en pX | tenemos gue Tpg (L) = 2. En efecto,
como Y =J(mix) € MxA& I XEM} entonces Mg (¥) = (U 4 Fm !meH}_
Ahora bfe’,,J tome Fm £ 2 |, para #odo meiN, enfonces My 4) e T
Adema'so,s; %X eljamos {mx} como Ja sucesion creciente de to-
das lag lew fales gue XE€F.. Enbonces wyeM  por e elecerod:
de la fnm[fa'a Ay xe Fm, as/ gue (ma, %) €Y y por lo tante
x6 Mg .

(z) implica (3), Sean M un espacioc mehizable Sseparable
Y Y € MxpZ cervado fal que Mg (X) = X Enfonces pzm, e
f"f‘d"l, §= Mg & conhnua y f1¥)= X,

{33 |mph'ca.(‘-”. Como un espacio emplumads Lindelsf eg agee]

jue se funle mapeay Pgrf:cvtbmtnrle sSobre un espacio seaundp -
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merable entonces e cspacio ¥ de 13) esun espacio cmplumado
Lindelsf y £ es Ia fma’aeﬂ conhhua  de Y.

() implica (1) . Sean ¥ un espacio emplumaco Lindelif y §:49%
una funtion conhnua ¥ sobre  Enfonces exisde un espacio Segunels
numerable E y una fuﬂc;o:q faerfecv‘o. y scbre p: Yo E Coms E o5 re-
guiar entmces €5 mebizable y Lindelsf (Teoremas 06.52 y 065 ),
fov lo tante ZT€ Sl y oe! Teorema 2.9 Y e Sd . FPor lo fani , por
el Teorema 2.5, 5 € sid,

(2) implica 53 es trivial

(8) /mphca (2). Definames las sf‘?w‘gn#es clases de espacios
éopo/o’g feos :

Ko={8: % a5 compa.m’-o}_

Mo={ & % es mehizable separable i

a s{X ' & es homeomorfo a o.lju'n producto de un compacls

cen un medrizable separable ¥

Jo {8 X es homeomorfe a un subconjunte cevracde de al-

Su’n elemento en 7o}

Bo={X: X es homeomorfo a una ,;m{jen confnua  ofe alydv
elemente en &b }.

Si depinimos Ky = Hovl,0R U, U Ba entonces Ay = Co.
En efecls | por definicioh Eo s v 5/ E< Ay entonces como
{2 e M, N Ko codavez que 2€ Hoo M, entonces Zxitbe P
y port fanto 2¢ R es decir HooMs € K €8, € Ba .

Ahora | s/ consideramos R2{Z: & es homeomorso o) pro-
ducts de dos elementss en Mo} endonces R A, . Frobemesg
primeve que Fect,, S/ EeF entonces EE Zx¥ con ¥ e
Aoz 8y | es decir, exisfen espacies éof:o/oéfro: 2,Y, y funcip-
nes conhnuas y sobres f, P e 2, y §, i Yo ¥, cen 7,2
Y, ¥y y ¥, 2, € Jo ; as/ gue existen homeo marfismes hifaY,

y hi: R 2, siendo F y Fa Subespacios cerrades de Ny U,
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vespeciivamente y donde Ny T HixM y Ny £ Ky xsM, siende Ky ke
com[mcﬁs y My M espaces mehiiables separables. .-Enf"onces
Tixy, = XY y 8 A, sendo imafjen confinua de ZT,x ¥, € S
Por lo tante X X 2,x¥, Jo cual pmp lira, gue E€Bo=cfhe

Ahora bf'eiqj come la ot contencion es obvia Tenempos gue
Fizlle . Enthnces Lo conbiene a Hov Mo y e5 cerrada bajyo pro
duchos finites 5Ub¢onjun‘9‘75 cerrades e :‘m&jenﬂ conhnuas . FPor

o tanto _pg L, y como por k{po’iesr'.s A, & P_, entonces P= o, 2
z:o lo cua/ /arueba t2), T

Ef Sr'gur‘enf!e resultacdo es anm’/ajo a) Teorema 2.3.15 gue
fué probado para la clase de espacios paracompacites.
2.13. TEOREHA. §/ para cacla dew | Zoesd entonces ‘.ILI.: e A
Demos bracion. Se sigue de/ Teoremna 2.2 (3) y de los hechos
Sl'gulcn'A[ES'. ef Producff, nuwmerable de espacios meb gables se-
parabies es metrizable separable ) e/ proclucts de una famila,
de funciones conhnuas es conknua y el Pwduafﬁ Je una fami-

lia. de funciones )oer{ecfas es Felffecﬂa. T

Usandoe el Teorema 1+4.2 se cbhene e/ :.-'au'ren-»!e corolavio.
2.4, COROLARID. S; ReSd entfomces #(Cp(X)) = Mo
Demosfracion. Se Sigue del Teorema anterior , del Teore-

ma 192 y de] heche gue £(X") = f, para dedo miw . T

2.5 TEoREMA S0 13.F,

fal gue para cada (fw , BieSd  endonces ¥-UKesd
L

es una cublerfa de Subes,oacrbs e X

Demosfracion. Tenemos gue ¢/ espacio Jiscre?s wesg . For o
fando |, por el Teorema 2./3, z:fZ}S’; xw € 54 . Bastard probar
que X s nl-naljen conhua de ¥ . Fara ello defmamos f:EZ
dada por £((2),n) = ¥Xn. Enfonces f es comhnua pues si € Z

y U es wn abiarlo en & +al gue fe2e U, endonces existe mew
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tal que fit)€ En y enfonces W = TTB * dn} donade
[ W)

B:= ¥ s.
c#n b Bo=uUn xn Sf = 25 un qb.'er/'a en % tal e e w

y SO EU . Ademas fiz)s . Por lo tont Eesd. T

216, TEOREMA, SV Pora cacda cew X e un IutFEs‘pacn'o de 2eT ¥
Roesd cntonces Z=2NE& esld.
feus

Dewmos hracion. Si  definimos  f1 X = 2% por $ix) = tx0xs)

entonces FUEY= AN TE: y ¥ esun homeomorfismo sobre suimd.
. (€w
gen . Ademas como 8 es cervado en Y, $(ZL) 5 cevrads en TE;

]

y come X eS8 pera toclo éw  entvnces mTE; ¢ S.‘l y por o *nn'g‘p

iFw

$£) e Sh y,en consecuenua | X €S . +

Fr'no.n’menkl Frobaremo.s g ue la clase de Jos e;Face'as H-anali-
Hcos ¢S una subcluse Jde 7.

g.13. DEFINICION |

() K es un espacio Keg s/ extste un @spacio -&o,;o/n’gf'ro F-4
tal gue T E2 y existe wna famiha 1S¢ V0 de sub-

esfacrbj f—compac:lus de ¢ con /a Proprédad de P ue X o=
NS
Cew o,

2) X es un éspacr'o K-analifiea 57 X es imagen conhnua

de un espacio Keg .

2.1, TEOREMA. 5. Z es un espacio K-anallhco entonces 2esd. en
pardicular 5. % es Kesy entonces Xe Sl

DcmoS‘/ra.CIb;I. Comoe la fma'jen conhnua de un S.espace Llin-
defsf tiene esta propiedad sera su-{r‘cfen',e fm:bar gue Jodo espacio
Hes es un F-espacio Lindelof

Sea X un espacio Kes , enfonces existe una espacio topelvqice
T con T62 y {50}, coleccion de subespacios a-compactos de
Z fa) gue Z= 8. Come para fodo véw , S/ € SA entonces

(41

per el Teerenia 2./, XES«J.T
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Recordemos gue un es)oac:b £¢7T es un espacio Céch . comple~
Fo i R oes un conjunle Gs en la compactacin de Stone Céth de
g, px. El SI'gwlen'}e teorema )prueba gue la clase de los espacias
Coch-complefos que satisfacen la propiedad de Lindelof es ana
subclagse Je la clase 34,

2.19. TEOREMA. 5/ & es un espacio Lindelsf y Céch -compleds enton-
ces X esun espacie ey En Fa_r')l‘fu’.‘ul'ar Xesd.

Demaos fracion. su'panjam.s que X es Lindelsf y Cfeh -complets.
Enfonces existe wuma suceso'n de conjuntes abierfos en BE  §6il,
tales que X=t,f2’6f.'. Ahorafpara cada %e & ¢ ¢w sea Ux; unm
Con:)un.!-a abiers en pPE tal gue xe&Ux Qdﬁ, Ux, € G, . Enfonces
para cada cew | Ul =4 Ux;: xe8Y o5 una cubierfa abierta de X
y & tiene la Fro)or'edmi de Lindelsf asi gue podemos escoger ‘u’;j
una sabcubierfa numerable de U'. 5 se define | pava cada cew |
So= O {d“u :we U entonces Si es g-compach para fode
(€w y ademads X:i.‘f} 5/ . En e{ec‘/&, por can.;r‘n-n:cr':.n’nJ g £ 5
asi gue & € NS, Tambien , 57 x€ M8, antonces

6w (b
existe Ui e W, fal gue xeU & G, para todo iew , es deciv |, %€

para tade dew )

LQHG; =X /o gue imphca gue xeX, Por lo tants X es unm e5pacio
Kas . +
Pars. log sf'gufenie; resuliaclos recesitaremes oel toncepts
de estabilidad.
1.20. DEEINICION. Sea ve Zarvd.
() X es c-estable s/ para toda imigen conhnua ¥ e X
lag sfgun'enhs condiciones son egaivalentes
(4} iwlt) €7,
(p) nwt¥) £ ¥

) K es estable si T es v- estable para fudo té Ganl .

2.21, DBSERvACiON. X es estable 5,’5;0"9 s para foda n}naaen con=
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finua. ¥ de B se tiene gue cw )= nwid).
Demoshraciotr. Como /la Suficientia. €3 pbvia, bastard prebar
que s Y es J‘ma’gen conhnua de & entomees nw(X) ¢ cwitx) Jo

cual se sigue Ael hechs sue X o5 (wi¥) ~estable. T

Una )aropiednd. de los espam'as estables , jue usaremas ma’s
adelante |, estd enumciacdla. en el :r’gw'sn'l—e [ema, .

g.22. hEMA. &/ K = /432 e j" TAl €2 vy By es r-estable
para tode «€ /A entpnces X es r-estable.

Demostracion. Sea 9: £ =Y una funciom combriua y Sobre ¥
Supongamos gue (lY) S E'n%ances) para cada o€.A | Sllx“ es
condinua y 51 llamamos g(x-‘) =Xy entonces Yu e5 imdgen an
finua de B, vy Bw o5 r-esdable con la f'mp"ﬂho‘ de que Jwid)
€t . Por /o fante Pa Yy )< T . Sea dv.,( una red pava 3 tal Fue
[eA )£ n (X)) & £ Endonces A = UN e5 una red para ¥ vy
1A & T i) ¢ 1Al = ¢ A

“tA ’ T
2.23. LEMA. Sean f:1B—Y | g:f—E y PL2aT funciones
conhnuas y sobreyechivas. S¢ f es perfecta 3 P es biyec-
+va entonces 2 es la fmc{gcn conhnua  de un subespa-
cio cervado de Yx T,

Demostracion . Sea ¥ = ¢wa ;8 =Ty consigeremos PEYaf:
E— TxY y g%=gpag 8 — 2xY /05 producfos diagonales ves-
pectives | e decir WEx) = (Poo, Fxy) y §rex = L8y, {I0)Y, Eo-
tonces V¥ y 3% son funciones fcr{ec-}as (Teorema 0.23) . Definames
ahora. p:2xY — TxY como pery) = ($1#8),4). Endonces para zeg
(?03“‘) (%) = pig*ron) = pLgy, fiy) = (Platay) foxy ) = (PO, fo0)
=Py si = p}gi(x) T g* X)) — TAY enfonces Tes cerrada .
En efect , Seo F € 9B(X) € 2xY cevyade en G (XD | coms g% es
perfecia enfonces g9%(E) es cevrado en ExY y por lo fanfo F o

cerrado en ZxY . Por CDnSJ'guffnk [j')_'fFB 25 un cervado e X
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y €omM0 ¥* e5 perfecio se biene gue ¥* (W) (F)) es un cerrado en
TxY . Bastard probar gue P* f(g‘)"(F)) 2 WUFY . En cpecto , 50 (ap)efF
entonces mityd = (eey,4) y existe %€ X fal gue g% =z cwy)

= (g, Foo) , €5 decir | Lgi)" (cadY =x. Rr lo fands ey 2 (d,4)
= (gb{jugs , fooy) = (¥, god ) = PRI TGN (508d) b cual
implicac gue may) € P ((3‘)"('”). Por lo tanto TICE) € ¥*((4%y"R)
De manera. stmilar se prueba /a ofa contencic’n. Tambign , cemo @
g5 una condensacion T es una funcion conbnua y biyechiva . £n tfec
fo, 50 A s un abierte em X y Az s un abierTs en Y, entonces T7(

>
AxA) =@ (A XAz ya gue (uy) €T (Av*A) siy sols 5i Miny) €
MxAy si g solo si (800, 9) € AixA, 5; g sdlo 51 SWEA y 4 ¢hy
Siy sole si T€ AN y yeAy 5igsele si (Uy) € SM)Y x Az Lo bi-
yectividaed de 1T se Sigue de fa biyectivided de & .

Poy lo tanto T es unm homeomorfismp de §*(8) Sobre PHEZY,
como P¥ €5 cerrada , V*(E) €5 ceveado en TaX . Ademds s/ 7
es la proyeccioh Je ZXY sobre 7, dado gue §(2)=2 se tienc que
)4 (9*(:3) = 2. En consecuencia T= # ( ”"(Y"(I))) = Fe ﬂ‘,{"f"aﬁ)’.
es deciv, B es la imagen de/ subespacio cerrado de YT, ¥Y*(2)

ba‘jo la {uncioin conhnua Feo T T

124, reoRemAa. S/ X684 entonces 3 o5 astable.

Demsshraciol,. Come la imaben cenfinua de un elemento de la
clase Sl esds en et ta misma clase , per la. Observaciom 2.21 sera
suficiente probar que para X mismo nwi&) $iwlR) . Sea T=iw(l)
y $: T una condemsacivhy tal que w(T) £T . Comp Zelld
por el Teorema 2.2¢3) | existen espacios fopologicos Yy F  con
wiY) = una funciohn perfecta £: EZ Y y una funciom condi -
nua 92 ->E fales gue @)=Y y gB)=X . Enfonces las funcip-
nes f,4y ¢ Satisfacen las condiciones del lema 2.23 y por /o fan-

4 X es la (magen conhnua de un subespacio cerrado de YuT . De
q P
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aauf tonclvimes gue aw (EY s mwl ¥x7)  Pero wid) = A, ywiT) ¢ ¢
Je fal forma gue Pt ¥xT) £ T o cual :'mPL’m_ gque nw (E) &C .
Por Jo tante nw (&) $4wl(R) y asi nwiZ) =(wlZ) . As(, R es eshable

1
Anfes de enunciar el 5:'3u|'en4-c Corolay/o neces favemes del
cof,“’pfa de T~ producto . Consideremos {1Eciuer una familia de es-
pacios -{oyo-"olgr'cas Y o€ X=JITX.( . Denotaremos por Z¢a) al subes-
pacio de/ products opoligiio X gue consiste de todos los puntos
2R dales gue el conjunte {del :X(4) $410VY es a fo mas numera-
ble . A Ztad se fe comoce como el I-producto de los espacios {Eufer
basado en el punto a . Tambien necesitaremos del siguiente resultade
ue €5 un case payiicular del Teorema 17 de [Arh 1],
2.25. PROPOSicion. Sean K= TLy |ef products dopeloyizo de los espacios
18ataer , €& y T Bond, tales gue
() Fara todo KEI finite L(8e) €T  siendo x,‘;&g‘
) $¢ LEI y ILET entonces Fy (Al Y) es c-esfable
siende £, la proyeccietr de % sobre 3, .
Entonces X ( Tta)) es t-estable.

.26 CORDLARID (dei Teorema 2.24). Si {g“}«m csd ,o.ex=“zzx.(J
enfonces ¢f I-preductr de los espacios 1B43yey | bosaste
ena, Zia), es un espac (o estable .

Demostracioin., Si /Als#, entonces 2@ =& y por el Teo-
rema 2.3, Ye S,y pnrc/ Teorema 2.24 Tca) € un E3pacdo
estable . 5upon3amo$ entonces Jue 1Al 8,  Obsevvemos gue

2y = '\J”\(‘E’Zd\m P3ea y 1d) s M)
donde ir;x.; Jo ={f€X : fla)y=a(a) i 340} . Tambieh sbservemos
que (‘T'L'I-J Yo &5 homeomorfo a dgx-' gue es un miembrs ok ka
clase SL . Povr fo ‘}‘an'}o_, por el Teoremy 2.24 ‘gx.f es estable,
en fa.rJ-r'.:u.ia_y- es Al estable . Por <onsi3ua'¢m|-e , Por el Lema 7.22

se diene que T(a) es 1Al estable.
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Ahora , S¢a Te Garel . FPava lor'oba.v gue Za) es c-2s5table , PO fa

Fropesicion 2.25 bastavd probar gue si LEA con ILIST eptonces
iz &5 un espacio T-estable. Afortunadamendte A (TadY a5 wm
?—produc'fo en -\‘FL Ty y entences , por la veservaciom anlepse Pt
Tta)) es t-estable . Entonces T(ad es tuestable para hdo ¢ &

% and , fo cual llmp}l'ra, Fue 2ta) es estable. T

2.2% TEOREMA. § Xy¢€ &d  para Foda ¢/ y X:ﬂﬁdf.e , entonces X
es estable.

Demostracion . Por la Prajoo.s'r-c[o'n 2.25 serd suficiente probar
gue si TE€ Eancd y LE€A con 18T entforces ‘E‘L‘ es t-estable.

Como para todo we 4 , Zuc Sl entonces  porcl Teorema 2.3,
existe wun p-es pacio Lindelof Ba , un espacio sequndo mumerable
Iy | una {umn'o"n }oerfenta y sobre  fo 0 By ¥y Y una {unﬂé:n con-
finua ¥y sobre 9y %4 > Bx . Sea h :.NITL Ey > S una funcion condi-
nua y sobre af gue (wiS)sz, Probaremos gue Nw(S) sz, 5S¢ de-
finimos las funciones f AL r 2y o MY, G=[[?< P13 o T,
y 4= Geh entonces fes perfecta (Teorema 0.26) y g e5 conkinua .
Como (w{E) £ 7 consideremos una funr.‘l-p'w biyectiva y tonhnua @
52 M con w(M) £T. Enfwces #4y ¢ Satisfacen Jas hipdiesis
del lema 221 ¥ por lo tfanto existe un SMb“Facf'a cerrudo £ de
(T} x M y una funcion tontinua y Sobre £ F-2 3  Pero

el
(MYaYxm) €T pues wi¥u) =M ,i1L] 42 5y wiM) &T , Por con-

"l
s:‘auienz‘e WEF) £T ,y en comsecuencia nwlF) 2T . Como fag Jun-
ciones conhnuas no incrementan el peso red se diene Gue nwis)
¢z . Por lo tant lTLx., es t-esdable . Py cons,'gun'enh X2 784
o

es establs. T

Uno de los conceptos gque estd muy velacionado con el concep’s
de estabihdad es el concepts de wonoliFiciclad (Akd)) y e preci-

samentc una de fas }prapiédqa(es rmas fuerfes g «e relaciona eg-
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tos dos concepdos | el Je Ia Cp'd“‘-ﬂ-“dﬂﬂ(, fa gu€ Nnos permifird esta-
blecer um covolario /mporfante de esie Teorema.
2.2, DEFINICION. Sean X un espacio %ppo/ﬂj;&g y te Pand .
() K es r-momlitico s/ nwl(a)sr pare fods A€ con /AILT

@) X es monoliho 5/ % es ¢-nwnoli ico para todlo Té Gand .

Observemops gue X s MNo- monolHea 50 g solo 37 la’ cervaduva
de cua!gw’er conJ'unt"o numerable en T €3 un espacio con una resd
numerable y gue X es monolihico S 4 sélo 8/ para Hodp ¥ e X
di¥) = nwity). Para probar esta dldime afirmacion fru'mera Su -
Pengarmios  gue existe Y ER con ALY enwiY) y sea AS Y & X fuf
que 1Al 2dty) y ¥ &R Enatonces como X €5 did)-monalihico
se 4iene que nw (B) s d(¥)Y «c nwiN) €nwlA) Jp tual es una com
tacdiceiow . Para prebar la suficiencia  de nuestra afivmucich bas
ta considerar ¥clard y ASE X com /Al 2z Epjpnces nw (A) =
dea) &£ /A1 Sz o cual implica gue & €5 T-monoliheo y por ls fan-
Jo X es monolihco.

Daclo que el pese ved es un invariante cardinal hereditario
obienemos tambien gue fa monoliticidad o5 una yrop;'edad hevad -
taria | OFo resultads basico acerca de este concepfo y gue usa-
remos mds adelante es el siguienle Afeorema .

2.29. TEOREMA. S/ X es un compacle monelihio y )= K en-
fonces & es Fré'c.hz{'—-arysoﬁn.w

Demostracio’n. Sean xe X y ALZ tal gue xeB . Enforces exis
te B €A numerable tal gue xeB Camo X es monelihio entonces
B tiene una red numerable . Pero B es compacte asique wiB)=
nwed) y por fo fanto B es ftgunds numerable o cual implica

g ue exisfe una sucesion de pun*os en B£A gue conuwerge a *-T

———

" Un ll’qc;'p -,l,.’./.",'“ ¥ es Frechet ~Urysohn 5/ para todo ASX y bodo x6 A exisle
wnn fucepien tinln,, de pures en A gue wnverge @ x .
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Ernalmende enumciaremss los teoremas | f1n demos fra.c».o;:‘ gue
maeshan la propiedad de Cp-dualiclad entre los conteptns de mono i -

heidad y estabilidad.
1.30. TEpREMA (TAYR 11 Teorema 22) | G (X)) e meonolitice S g sale st

X es f-t'f'abfe.

2.31. TE0REMA (Ark () | Teoremu 22). Cp(E) e esfable siysolo st X

€5 monolifio.

2.32. coROLARIG (A1 Teoremz 2.23) . S/ Eae8d para lodo ae Ay

X = Tr&q‘ en tonces Cp (BY &5 monolitits.

L2 3]

Demostfracion. $¢ sique de los Teovemas 227 y 2.30.T



CAPITULO 4

La clase Sid y espacios de fanciones Cp

1. Introduccion.

Una de Jas profiedades é‘o}oojajjl.(as gue ha origimado mucha.
atencion en lo gue vespecta al estudio de /os espacios G e Ja
propieclad de Aindelsf ¢ Cudnedo Cp(Z) es Lindelif 7. Como
ya comentamos en ef Ca/of:‘ufo I auin o se conocen condi-
ciones necesarias y suficientes puramente topologicas €obre X
gue r'mjolrf?“gn es ta frofr'ealad sobre Cp (&), Al mismp s€
di8 una condicion Svf:'u'en'/e ‘ gue X tenga ana recl numerable
(Teovewa 1-2-3). £En ef misme C&ffvl-ujo 1 se vieron a.fjuna_s
condiciones necesarias para gue CplR) fuera LfnJc/&',c {Teore
mas 436 , 139, 4.3.40, 13.40 y 1344 ) considerando a X en al-
guna clase especial de espacios fopolgicas (nermal, metriza-
ble e O.espacio normal Y. Ya en e/ Ca.f:'v‘ufo 3 se vid gue la
clase St se com,oor#a bien 'res’pec-/-a o var as Jc:ura)pr'ea-la.ctes
1.‘;:.)0::.".:5515:::..5‘J en es‘peczlaj la prOﬁ:'ede de lindelif se preserva
bajo procductes numerables. En el presente Capitulo veremos
que el suponer gque L& Sl nos preporciona. herramientas
para obfener o.fguna :'n.forma.c;bfq sobre la propiecad de (ia-
delsf en (&) (Teorema 2.1 ) y tambien condiciones soficienies

para gue Cpr) seq lahJelé'f ( Teoreme 2.5).
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Tambign se fbeD’ gue el concef.‘fa de I-espacip Lindelsf es wna
genemi:'zac:o'b del conceplo oe d-camjoaciafaaf. Entonces , dade gue
una de las caracderis frear de les espacios Cp e Gue esios es-
pacias cas/ runca Son a‘-comfac-ﬁps (Teorema 7.3-2) e natural
Frcg,unhur.re & Cuando CotE) € St P El TJeorema 3.19 da wng

res)ou.esﬂ a esa l””j“”’iq cuands X es cornfamlo.

2. Teorema oe Baturov.

Grothendieck demosho en 1952 [6] que la cerradura en (p(Z)
de un Su.bespacrb Numie rablements compac-;to Y es cmeac'f; cuan
do X es pnumerablemente com)oar.'l'&'. Tombien sabemos gue si X
¢s numerablemente :omfrxcﬁ enfonces X es un I-espacis f(aun
que no necesaviamente de la clase s ) as/’ gue el siguienfe re-
saltacde notable debide o Baturow [B] esta en eshrecha refacion
con lo demoshracto por Grothenditch pues si A SCpIL) es mumeva -
blemente cempacts entonces eca)= N, yas’, bajo las condicrones
de/ Teorema oe Baturov | A s compackh . En gsfe Lfeorema se pue -
de apreciay la fuerza de la clase S
2.1. TEOREMA (Baturov) Sea Xe€ Sl . Enfonces para tocdo Y €Cptf)

se sotisface gue ei¥d= (¥ ) En fa.r-/-icular E(C’.(‘ES) =
LicptZ)).

Demosfracioin. Como la extensicln de un espacio éqoalaéréo Siem
pre es menor o ;’3“"" gue e 3mdo de Linde/6f obienemes gue i
Y £ Cp(L) enfonces e(Y) s £(XY) [frobaremes gue L(X) e (Y)
para lo cual serd safrciente demostrar gue si LL¥) > enfonces
ecY)>T . Fbr e Teorema 3.2./2(4) y dado gue la extensish
Yy ¢/ numerp de L:hc’e/é‘f no crecen bAJID func:bnes confinuas po-
demos suponer sin Pe;dfda. de generaldad, gue X es un espacio
emffuma.do Lfnd'e/b'fJ es Jec:‘r} que T admite una funm.o:g per-

fecta sobre un e:)oacr'a oe peso numerable ,
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Supongamos enfonces gue 2¢4Y 2 Esto mplica gue exisfe
P cablerta abierfa de ¥ Fue no admide subcubiertas de cardiva-
lidad wmener o c‘gual que . Sin pe’rah'ala. de generalidad podemos
Seponer gue los elementos de ¥ s<on basicos candnicos | es decir
Gue tienen Ja forma

W{x, %k Oryor 0k ) = {‘FECPCY-) [frYED, pora fode =Tk’
donde X €Z para tods iz 7k  tamben para todo (<ii, o es
un elemento oe la base numerable estandar de R, For converiencia
de agui en adelante dencfaremies a WX, ..., %k ) &, 8k ) como
Weix; 0) donde = (%10, Xe) €8 un elermento de E% y 0= Ox % ¢
& un elementt de la base canmdnica numerable de R Entonces
cubierta, abierta £ Ja podemoes refare;eniqr como ¥ = U { Ainens]
donde tedos fos Wiix;0) € £, corresponden a un solo ®k=K. . De-
no faremas of conjun'fa O=0%xx 0 €IR™ como 0On. Definamos
para neiN , An= {xe 0 W (xio) e &} y tambieh para  caca
fe Gp(X) y KeN sea §£5: %X R* dada por § Txi,x)) = (fixy,
R $0)) . Usande esto notacion , €l hecho de?u.e R cubre o Y
e paede escribiy como

(1) Para cada feY exisfe NEN y xehn 40.)'1:45 Fe(x)€0n ,
y el hecho de gue ninguna, subfamilia de ¥ de cardinalidad
menor © c‘am.l a T cubre a Y Se puede escribir coms

@) S BaSAn y IBnl&T con neN enfonces exisfe ge ¥

tal gue 34\ (BAYNOn =@ para teda nem .

Cons fruire mos por induccion transfinita. un conjunte F =
d¢ ety &Y Gue e5 cerrado y discrefs em Y . Primers eljamos
foeY arbibarie y d'upue's cons deremes &6 T? y Jupongamos gue
para todo peol ya hemos dederminado todas las fp€Y . Fiemes
nem, Gmo S€SL enfonces X6 S y por la observacieir hecha
al fAicip de /a dermostracioin Serd sufrciente considlerar Jue X

es un espacio emf}umado Lindels'f y 67 podemos considerar una
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funcion perfecta y sobre P, X 5 M, siendo M. algiin espacio
mehitable separable. Ahora | para cada cokccion finita ooy e 4%

. . M - ;T
consideremos la funcion 1 . 'f: A A g:r A, ER R
]

"
(i-ypr
Entonces R™"xMa cs separable y como @, es perfecta  tenemos
Gue g(’[;u---,pf) es perfecta (Teorema 0:27) y doda gue pora cualguer
mebrizable 2 | Atz hdiz) (Teorema 2465) enfonces R*"x M., o5 here-
difanamente separable y por lo fant poddemos eleqir en Pn un subcon
Junle numerable 5%a, - pe) Cuya rmagen f;;,”,__,ﬁrj (STa,mpa) Sea
dense en -‘r(;u'"rpr) (4n) . Definamos B =\ } Sihweyney © B Br <"‘3’,
enfonces 1Bnl ST. Por lo fantn | de (2), existe fu€¥ fol gue
£°(B3) N 0n = B para fodo mem. Asi, hemoas terminade la cons-
huccion de Fz §{fqiwcct}

Ensegurda mos Fravemos gque F es discreto y carrade en ¥ . Su-
pengamos gque no es elcaso enfonces existe ge ¥ tal gue gecly(r)
:(dc’{nF)n ¥, es decir, Joda vecndad de 9 confieme una nfinidad
de fpunciones de F. Por (1) sabemos gue existen nemN yEe 5
fales gue 9¢ We (£;0n). Ahora ,como £LE"} = ¥, (pues ge sd)
entonces por ¢l Teorema 4.2 £{Gpizy) = K& y porlo Fanto tv)= M,
$£T . De agui conclumes gue exisfe «'st<t* +al gue geclyf &iaen]
Sea dozrnfd' iqe d{fy wcar} by definase Pzi €W, (X;00) : wav}
entonces (§°)'(on) N (O™ £°(9)) - fe P ) es novaco pues
contiene o K. Definames T= /JUSY' (™) $ePF NG (04)

Caso 4. Suponaamas gque T=¢ y Hamemos ¢k, (%) = M . Como
Pr, 8 Mn e perfecta entonces B, (A es compacto v
[@%)7 (0n) es un abierts. For lo fanfo la fomila (R fePtu {oeen}
dende para cada feP, Fys oy (g (%)) satisface las hipatests
def Teorema £43 y as’, exiséen ifs, 5P tales gue

G= NIy ) A @l ) £(37) (o) _
Tenemos  enfonces gque & = (f?,,,...,ﬁ,.)yi((ﬂ?('?),--~, ﬁ?(ﬂﬂ?ﬂ) siendo
¥":"r'~mr3 perfecta y (3" (0n) un abitrl en 2% gue contiene a &
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e decir, %N (3"")" (0n) es un cerrado en % y porlo tanto

. B0 ( @Y (0a)) @5 un cecraclo en X7 x Mn, lo cual mphea
Qu\e (R b "MV\S ‘c(p Jﬁ"s( Z‘.‘ \k%“")-l {OH\]\ n g5 un a.b‘le,rﬁ-p 4n

RY xtdn ¥ $al que Gn M ; (An\ 3¢ pues compo '§."e An”é
" . PR
entonces 72*@ pe) )éﬂﬁ P\(A“\ f\Gn. E: efectn, Si (f (x)y
G h Y, R = e ()6 b (3"‘(5'“)“‘(0"3) cn*onces
exns+¢ at € RN (§Y (0n) tal que (fo,"(x) SR, mY =
.E‘:“m‘ﬂd {(=<"Y o cual 1'mpHcﬂ. que x" ¢ @ CL%""Y‘ (0nY que &5 una
conbradhiccion . Al'\ora\ como ¥an, ‘p”( (oo (VSX 25 denso en ffw'(?)
entonces existe ale{(?-.mma (S\F--"'wr\ NGn | es dear ensie

. n R . . , et
xE ST, con G?P'r"mv) ey = 2 to cual implica que « €(3%) (on)

PPy
pues € Gn. En e{uﬁ; T x‘é—(%""yl {0y entonces we g* \@"a)-‘coa)
y esto ""'FI'I““ que f(':‘-r"m-l (Y= 2'e gt"’h-"md(gkn\ﬁ..ys 05 lo cual
conbradice el hWeche de gue e ton . For lo tant exisde ¥e SHH" s )
(@Y (on), EsT Jmphcp. gue {u # We, (x'y Da) pora «> max { B Iaiet
pues fu €Y es $al gue .f‘ (Bn)f‘on = ¢ para. toddo neN | siendo

o _

A U{S‘“Pu---,(s:) D By, Brev} mientas que §& W, {(x'j0nY . Defr-
namos «F = méx 4@ (2iv }. Entonces 4*< s y como 35(:.0,,{'?4:«44.}
entonces ge td & Li<x*Y contradiciends o eleccioh de Ao

Caso2. T#@ . Sea X"eT. Endonces gt (') # g " (£) ya gue
g% (R) € On. Igualmende #% 0) s £ R pava sada feP | o cualin-
P"k‘* gue 3¢ ctP. E{ec#fwammiejfues g“*(x")‘# g% () 1mphia g ue
(9, ., gexiy) #F (gexy L 8ixg)) siendp x"= (X)), o)y X =
(%pps, Xuew) - Sin Peydfdp_ de 3'enerahd“l , Supongamos  gue Jx')4 gy
Sean A, A, abierfos genes en R ol gue Fix') €Ay a(x YA Fpo
fonces WX XY ;AR =W 85 un abierfo en G (X) fal gue géw y s/
feP entnces At} = F0'Y y como Ainpmzgd entonces feW Por o
fands g4 of P locual es una contraaiceion.

Por lo fants Fes cevrado y discrels en ¥ yas/ ec¥)>T  Por Ip fan

bo €LY) 3 LLY) con lo cual terminames Ja demos hracion del Teorema . +
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1.2. COROLARIO. Sea Lesd .S d QCF(X) es numer&b)emha"c coMfdc-f;/

entorces Y oes cam’parfo monelrhen y Fréchet - Uryse hn,

;
Dempos bracion . Como Y o5 numerablemende compacty enionces Yoo
subconj'unffo mfinite Heme un fu.n'fn de acumulation y por lo 4ante
€)= ¥ . Enfonces per el Teorema 2.4 Y es un ujur-{o Linde of y
por cnns-'gw'en-vle Y es ggmpach. Ahora bi€a | dado gue X e A |
LUE") = M, pava tede neN y en consecusncia | por el Teorema 142
t{Cp (8 = K y comp K es estable (Tearema 3.2.22) enfonces GIK)
es monolihco ( Teortma 3.2.28). Por lo tanlo Y es un compacts mona-

IFheo con tL¥) =M o cual fvnp‘n?o\. gue Y es Fréchet - trysobn ( Fowwe 523),

k!
Usando el vequltado de Reznichenko (T[Arh] | Teorema 158) Jue enan
Cra gue para un subespacio de I % densoy convexe | s/ este es nprmal on-
tonces €5 colectivamende mormal y los hechos de gue (p(Z) es homeormrfo
a (&, (01} ) y G (5 (er1)) es comvexo y dense en L&, oblenemos gue,
5!-€m?r¢ gue CplX) es normal | es colectivamente normal.
2.3, LEMA. 5/ £ es colectivamente normal y €CEZ) = ¥o enlonces ecx)=ih.
Demos fracion. Suppngames gue X &3 colectivamente normal y que
CBY=fo , Si Mz {%u:deA} es disere’s en K enfonces dado gue X
es colecdivamente normal existe {0x :%€A} una familia discreta de
vecindades de esos }oun‘f'a; (ct.pos. T6n], Teorema £5.13) . lomo €(Z) = M, en-

tonces 1AL M lo cual 3mphm. que M &5 numerable y asi e(XY= R, . _I_

De ia observacicls anferier ,ef kema 2.3 y Teorema 1.3.21 ob-

Lenomos el s-‘aw‘enJe Teorema.

3.4 TECREMA. 5! Cp (E) eg normd.lr en*pnces el CP(:)) = M,

Y Como Consecuencia de este y el Teorema de Batorov -
2.5. TEDREMmA . S/ Resd y Cp(E) e5 normal entonces G(8) es hindelif.
Demosdracion. For el Teorema 2.1, ¢(CptX)) =L () y romo

Co(Z) €5 normal entonces e(CplZ}) = M. +
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£l vesultade gue gnuncie. gue S¢ AL CplR) & numwerakle

GLBY~A ¢ normal enlmaces CplE) A o5 colechivamente norwal de~

bhdo a Afkkmmae\ahlf { [aeRT, Covolavio L515) nes perwite probar el

Sigunenke  teovewna.

267 TEDREMA : Sea KeSd, a¢ Cp(R) y G (XY 43Y es normal, enfon.
ces ¥ es sepavoble .

Demostraciod :© Como  Cp () ~19T e nermal u 49% es g.'nif“osen-
tnces gov la observacion ankriur, Y= Cpi®Y-49Y es colechiva-
menite rorwal y per lo fan®e | coms lo celulanridad es una func\}aé
arcdwnal monglona para conpunles abiertes | cVY T Ko . Por comsi-
%uieni-cl por el Lema 2.3, ety = M lo cupl vaaplica gae 1eN)=84
(Teovama 2.4 . Por lo dowto 3% e5 de -Hfa Gt en Co(EN 4 en
tonsecuencio | dado que CplEY @5 un grups depologico, V(GUEY) =
Mo . Pero d(ZYz iw (GUEYY = YGIEY) [ Teorewa 12.4) | asi que

2 es selnaro.b\e..T

2.%- coroLario: 5 Le Sl e wmenelihice y Cp(E) “433 es mormal
para alguna g€ CplE) | entonces R liene wno red numerable

Dewosracwow : Tel Teovema 2.6, £ es separable § como T e
mono\ihico |, de la distusion gue s[aue a la Definmicion 3.2.26b, obte.

nemes Que K tiene wnoa red nuwaerolole. T

En particular, si ¥ es un compacts mono\lhico  perd no webriza~
ble enlonces €18 9} <43 wo es vormal poro c\ao.\g‘u{er 3&(‘9123.
En efecto, 51 exishieva g€ (%) tal gue  CpiZr- 43) es vormal
entovices B diene uvo ved vuwmecable | pere g es compado | asy
que X e seraundo nuamevokle | d¢ donde £ seria. metrizable,

3

3- Espocios de Funciomes que Son T-espacios Lindels
En esta seccion dovewes una conmdiciol necesaria o s:af.'ct'erﬁe
pave. que CplZY sea un elementc de la close Sd slempre  gue

T sea compoctt. Unp delos teoremas que usaremos para este fin sera el
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. b N
Teorewma de Stove - Welers lrass gue  enunaawes a conhnuacian

34~ TE0REMA(cik pos. [l Jeorena 3.2.2 1) Sea P es un anitla d2 funcpownes
conhnuas real-valuadas | definidas sobre un espacio com-
?o.db %, que contiene o todas las funciones cons’+am+es,
fepove Fun‘ﬁos v e wn subespacio cervade de RE con
la topologie de la convergencia uniforme . Ewtonces P

toncide con el anilin de las 'E‘-W\C".oncs conhviuat cewm lau

+oFol03(m de [a ¢enuer3enc[m uni{orme.

Tambien weces,taremos de alqunos conceplos y resultados que

nos permn‘-r’-irafn establecer ¢l vesultado @nunciade.

3.9~ DEFINICION - (1) Pavae un espacio {opoldjléo X se define
E(2)=4Ye T @ existen un espacio topelogio compacte K ¢ una fon-

ciow  eonhiua y Sobre 4 gxx — 4 }
(2) tna clase Jg f_spa_cig_g {-anlg's{cQ; P es k?-cl;vis;cl& 54

@ Y eP mplic que BrxY €P
W 5 Ze P entonces §(X) & P

33~ OBSERVACIONES: (1) Si Kes compacte y R €T enbonces we E(&)
(2) P es uns clase de espacios f’ﬂﬁaloéu:'a.s k-dirijn'afa. §¢ 4 solo st

P contiene a la clase de espacres {o‘po!oj,}p_r compaclar | al

produch de des espacios avbifrarias en Pyalas imdgenes .
continuas de caalguier miembro de 2,
Dervios fraciocn~ (1) Se sfau.e del hecho que la Proyeccr'o:n A Ixk=2K
25 conhnua .
) La necesidad se :u'aue de ¢1Y y Ja sufa‘c:'enm'ag, es mmechata de
la a’e,ﬁichab\;\ -t

Come ej'cm’ofos de clases k- dirigiclas tenemes a la clase de

Y tspacies Cbmpac#vs, a la clase de fes equ:io.s g-compacTes y a

lo clase 54
3.4 TEGREMA" Sean P una clase k-Jair.r'J.v;(a. de espacios -lofafoif':ar, 1757:'
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‘éof Y bi Y = g“’\13°} “n e\emcn‘f"a Ac P - Enhvxggs \Ie 'P

Demosivaciows 1 Definawos 1 Axdond — ¥ dado por #i4.0) =Yy
v iy =M. Entonces £ es una fum:(o(n conhvua g Sebre Y
doclo que N oxlotY £ P enbownces pev 3.3.(2Y Y€ P _t.

Ahora | para ZeT, neiN, In= Lnnl cR y AB & Cp(EY de-
finawos  Yimay = { ¢4 fea L qeB 3 o Dacay = {af tbgiabel,
"IQGA‘}. Entonces , dade gue la suma , el producto el products
por escalaves son funciones conknuoas en R (vee (KH], p oy %21 ) ob-
tenemos que Vae) v d>nm\, cowno subespacias de Cp (2Y 3dow
im;sgnej conkinuas de AxB 4 A x I , fes[:ec+ivamen4e_

Tambien | 51 Y € () definamos Y =LY | 50072 51ty
VAR ABES Y U dnea) P AESNLY, aem Y ) Twduchva-
mente para ¥ &N Sk (1) = Se (M) LANMADBY D ABE Swid) 3
L () AESKELY el Por wmduccioln y usands la obsfrva-
clom 3.3.43) pblenewos que

(0) Para cada neiM ,5ati) e5 nuwnersble
Y § P es wno clase k- 4(ri5§oln. de espacios +Df’a|a’31};pj
vy 1€ 72 ewlonces sa 1) & P pave coda WEWN
De agul phienewmes el s.'eau\ewl-e teovewa con reipecte o la fa-
il SCHY 2 A 35t s e Y
3.5-TEOREMA. Si P es una clase k-divigida de espacios topeligieas,

e cpt) y Y¢ P‘ enlonces S{1L) e nuwerable y st e

Adeveaa , wsande el Teovera 3.4 cblenewos ¢l sulgwllc.v\l'e resul fada,
3b- TEOREWMA,. Sean ¥ wun ecpacio bopo\o%ﬁo eompadls | Y % CplB)
que Sepava F.,,.d‘,,; de ¥ ol gue LeY . Entonces el con-
juv\'t_p Mo AU S(4Y es denso en GUE) com la -l--!ovloy;_
de la ccnvevﬁenc{u wniferme .

Dewmostration, La de‘tin'ac-'oJa de S .‘MP‘I‘C&- gue St f.gemM 4

o €Ik entonces %3&7"\ 4 af+log et Adewnd’s | dado gue Te oM
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se tigne gue M comndiene a toolas fas  funciones constandes y coma
Y Separa j’unﬁv; de g} enfonces M separa Fun-r"os de X . Por Jo fanto
si P= dlfe‘ (M) Lenjende RE a fapo/ajr; de la convergencia uni-
forme se tiene gue P comcide conel anille de funcianes conhnuas
definidlas sobre & con la 'Eopa/ojf:g de la cenvernercia  uriforme (Teo-

femaa 3.1} T

En lo gque Sigue , pare. T€ Bard | Of denstara ¢ espacie discredo
de cavdinalidad T.
3.3. Dgrinicion. Sean X ¢ 7y Té Band.
) Se c’e{fne el canjim-»‘u
O (&Y= (Ex0, )" = E¥xpf,
@) Diremos gque & es T-mvariante s, X es homeomor-

fo a O (XY

1.9 TEQREMA. Para 4odo R €T y retard , 0, (2) €5 C-invariande .
. o T e H
Demostraciotn. ( Crl&Y % D, Y© = (0 C8Y) % O, ’:"(erDC)x D:

¥ R DrE O (8. T

3.9. TEQREMA, S| X es C-invariante , enfonces K¢, £x D, son ho-
meomoprfos a £ .
Demostracion. X = 57 %x0r o gue imphea Gue BT (RN Df)T
S ETXDE &8y dombieh Xx0, T(E%Of)xD T FAOF 24

3.10. TEOREMA. Supongamos que R e es Cinvariante. Entonces
@) S¢ IMisT y Xa € E(X) para fodo %€M, tntonies  ef
producte {oapo/é_gn‘co ‘Z.K.f ¢ E(x)y.
() Si & s una fam”r'a de subespacias de YT y 1&l éCJ
$S E(R), entorces Up € E(X).
Demostracicl,, (a) Recordemos gue E(X) = [¥eT : exisien
K espacio +o,oo/a§u'o compacfo y f: XK Y conhnua vy sobre } . Lnion-
ces para cacdla aeM existen Ky espacio Com‘oacfb y o Exky = 84
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Punciodnr centinua y sobre. For lo fante T : T (R4 Ke) —= T Lo
L1, “er
L . ~ M
e wna funcion conhnua y sobre | Pero TH(BxK) = "™y T K
i g M oLy M
= (.x't)‘ x Ky = &t’ x T‘-Kﬂ = 4 Ty Yy Ty es Com?a.c_-{-c N
W LE1o] oHEM L]
Pov C_oﬂs'uauiev\“’e Ty s '1mc:33n cormtinua, de I x ITKg lo
LT g} ey ?
cual im?‘fca, que ey € E(X)
oEpy
(bY Suponqamos ls{ﬂ )oe‘roh‘a(a. de 3en¢{a(£al.ad., Gue
B=4Xa: D¢ :}. Bastara prebar gue loo. suma ~!:opo!p§l'ca
ajena de # es un elementy de E(X).
Como # £ £(E) entonces para cada 2<z existe an
ESFqcn'o {oFofa’sl;&o Comﬁado Ka y una func[o'n conhnua vy
Sobre f5 0 XxKy — X5 . 5 pore cada D<ecr Yaz E en-

lonces definimes Je Siﬁ»uien}e funcio:«; A

G)Y,x T Ka @ Ys x DKa =B (%K) ® &
ar AT M A A
(x,§{) ——> (%, 5() — > §5(x,4)

5¢oxe ¥,
Como Fa es sobre pora teds A< entonces h es Sobre.
i probames gue h es conhnua enfonces ®N € B(Z). Froba-
yemos primerp guwe h, es conhnua . Sean (:L,{)&@ Y, x ITK;\
y W, ,W, abertes en :@Ya ¥ _’,(:DKKQ ,Vespec4uvamen')¢, $ales
gque XE€ Ya, y hy (Z,8) = (%, §(an) € W= w,xw, . Enton -
ces V=W, N Y, ) x B (WynKa) es un conjunfe abierfs en

©Ya * 'ITK; gue conhene a (x,§) y hiv) € W, Por lo tanfs
e
hy €5 wng funn'a'n evnhnua.

Ahora , consideremos (x, 1) € @‘1; ® ITK;. y Vun conjunto
abierlo en g—? %, tales gue H((x,i)) E V SuPOngawms ade -
mds que x€ ¥y . Entonces VA & s un abierle no vacio
en X5 y gue conhene & f2 ({x, §20)) y dado gque f; es
conkinua entonces existe un Conjunf'a abierfs W en X xK;

y por lo tonfo en @(le(;) tal  gque fa(w) € VN X, y

(x, 4N €W. Ahora , cama he &5 conhnua existe un Conjun‘h';
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abierls U en @Y;x;ﬂk) que conhene a (X £Y vy tal
ice 34
gue by (WY € W, Pov la. clc.fl'm'c'\o'.,-\ de h) "\(U.\‘&.V)
¢s decivr, h es5 una {—unCl.D:n conbiaua en (0 §Y).  Por

lo 4anto @8‘ € g {2y ¥ este ;W\F\.\fo- Gue re E{f)

lo cual concluye la  demosiracion del Teorema. T

3u- DEFINIioN. Sy P es una clase de esloacr'os i-oFo/agjro_s en Fonces
CJC{I‘H‘DMOS fj))ﬁ‘-' {Xﬁfr" X=M4{g.:itiN} con B¢ siendo

wntom numerable de elementos de P}

el 5|'gvr'2n+e teorema nes permitivd obtener ia }pro/oo.ric}ofn envn
ciada al (nicis de la seccioin asicoms ofras relacionadas con

eila | acerca e la clase k.

3.72- TEOREMA. Sean X un espacio topolegico comlaa.c-r"o y P una
tlase k-dirigida. de espacios fopologicas .5/ existe L& Cp(R)
tal gue YeP y Y separa pumibs de X ,enfoncwes Cp() € (Pleg,

Demostracion . FPor el Teorema 3.4, ¥ = Yo 4T} € Cpe2) e

un elements de P. Definamos M = (USCT) y pava cosla nem ,

Mn = {seﬂlx: existe f¢ M tal gue 1goa-fa[S & para tede xe LT

Por ¢/ Teorema 3.6 , (p(R) SM* = Q«Mn . En efecto | para ne N

y he CplE) consideremes e Sa'gufeaf'c con‘jvnro abierto basito con

vespecfs a la topologio. de la comvergencio uniforme, Uach) =

:fpelR‘ :exrste a <t faf gue Thexy -2ix} < a para teds xe‘-x},

que contiene a h. Eﬂ'}'DV‘iICSJ dade gue M s denso en el aniilo

de {unciones <onkinuas con lo topologion Jde la converaencia
uniforme | exste fe ™ Hal gue € Un(n) | es decir, |“\W\--Fw\<i,-”

o cwal im?lica. gque heMa . Por otro lade , M* & Cp(x) pues s 36H",

entonces ge Mn pava toda ne€N y pov lo *}av\{'e) para coda

neiN existe fa€ M {al que 1900 -fnt0) £ 4 gara tode x6X quue

significa.  que {4ntneoy comverge uniformemente a ¢ y el Himide de una su-
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T v .
@S10V1  upiformemente (_,nvngew}e de funciones covhnuss e una

funuon conhnua , es decir, g€ Cp(EY . Por lo fants CplB)=11 M.
new

Ahora bien , 80 Inc= {-'l:'\'_::\],qua coda metn , el subespacio Mn
Jg rR‘ (Lan (R '{oro\pj[’ﬁ. ProduchB 4. rmg{een c.on"-\'lnu-a. flel ESPG.C\'D
r~ 'Y

M x (Iyn)" donde Ivi' es el Prod.ur.'f'u +0Fon§|&a- En efeclo ) kesta

. ~ }H1

considerar h' Mx IU., —» Mn  dada per hif, 1) =~F+{ la conl es
una f-UHCl‘a;\ conhnuwa y sohre . lomvo gc—P y Poes k-.dn.ri'gida.

¥ . _z
entonces S(Y) SP  (Feorema 3.5) s g ue Fx 1'1;: e yh{Fr-lu-.)E

)
2 pavo tedo F & SCYY, Por lo fando Mo = h( &% T ) = U{h(F!I-;,ij
FeS(TI} ¥ 5(T) es numerable (Teorema a.s) ,es deciy, Ma oes la
wnipwn  de wng f'am}'l:n. numwerable de elementos de P Par lo fando

CpiEY = MAMnineN} € (P, 1

Recordemos gue wun espacia topologis es un espacio Wes si, on
algun espacie ambicnte | es Ja nterseccrod de una familia nume-
rable de espacios E-compactos . Tambis recordemos Gur wn Espociz compac fo
X es un compacts de Eberletn si existe un e_spo.c{a compacly F
tal gue Les homeomerfo @ un subespacio de (p(F) y gue ¢sfo
s e§wvafem‘: a gue exista wry compacto F ‘EC,o(X) que separa
los puntvs de & (T Arhl, Proposicion [¥.1.6).
3.13-TEOREMAy 5 T ¢5 un compacts de Ebeclern | entonces Cpt8) es

un espacio de Eipe Kes .

Demoshraciom . Por el comentars hecho anferiormende exisie um
compacfe FECp(X) gue Sepava fos puntos de & y come la ¢lase de
es}pnct’a: 'fofa/oéa.car camjaa.r.'f'a.r es K-divigidda , enfonces el Teorems 3.12

imphca gue G (Z) es un espacin -i'opo.’oé.('o de dipo Kgep. T

Como ya Probamps an £/ Teorama 3.2.7% tedeo asfacu'n Kaes s
un miembre de la clase Suf, asi gue fenemos ef Jr'awma'e

3.04-coROtARIO. S/ B esun compaclo de Eberlein enfonces (ptZye g4,

315 TEDREMA, Sean K eT tompacle y ¥ £ Cp(T) que  separa Punﬁs de .
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Entovces esxis+e  wn <omPacTo P ¥ wn SUbE$pa.c'.'O cerradp B

en O, (¥Y% P tal que Cp (ZY es {marsew torrhnua de B.

Demostraciow. Poy ¢l Teorema 3.3 Om (YL} eg M- mvariante v
entonzes | por el Teoremo 3.)0.(a) sbtenemos gue P =t {Ox.““)
¢s cevrada baje Froduc**as -j‘-{n({-ns‘ Ademas , 51 E& 17 y weE(2)
entonces existen Ky, esfaacto +oPo!oa|&° compach’ y of o RBEKD W
fun.c.'ofn continua. y Sobre y dade gue E y K, son elevaentns de
P, entonces zxk, € PP y aST} existen un espacio -&ofoloﬂ'.e’a Ky v
g Ou LYY XK, —> 22K, funcion tonbnaa y sebre ; Ffor lo tanto
fog @ O L) xKy — W o5 una funceon  comhnua y sobre | o
cuel praestra que wWEe P Por e tanto 7 as una clage |<-div.'5icia\..

Ahora bien el Teorema B.12 smplca gue CpCR2) € Pes v por
el Teovema 3.40(h)  Si P P y 18] & ¥ enfonces LVEETD . Par
[o tante , exisden Zie P tal gue CplR) = QN’E( y pov consiguente
Cp(EY es homeomorfo a Ja 4.;5onai A :J\xe‘ltu;z; LREOY = Xe)) pata
toda i‘jenu:f‘ que es un subespacio cervade def products tope-
Ioa..}o ;‘Ej"l =T . Por ef Teovema Biocay TEFP y | on compecuencia ens
ten wun espacis tepologito compacte Py una furcion corhhua y sobre
b Ogley x P —T . Per o tantn, Cp{E) es fmé’jen conhnua oel ron-

JunTo cerrade W' ﬁ) . T

306~ DEFiNICION. Sean T € Zard y P ana clase de espacios ')Lofofo’jt'te.r.
Diremes que P es t-perfecta s/ pava tode K€ P
N O (Y€
2) $(8) &P
DYEE y Y cerrado en & implica gue Y& .

Dol Teorema 3.5 obienemos ef s.‘auiem"e teorema
3.3 TeoRemMA. Sean X un espacio éoloologafo compacts y P una clase %,-
perfectsa de espacies . Emtonces CplEY € 7 g/ y solo ¢i
easte Y € Cp(R) tal que Y& P y ¥ Separa for puntos de X
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Demos bracioin. Necesidad, Basta considerar ¥ = Cpt),

Suficiencien . Supongawmos gue existe ¥ & Cp(®) con YE€P y gue
separa los puan de X. Enlonceg existen un espacio "Eo?olo'g T
compacte Py 8 & 040 x P subespacio cerrade tal que Cp(E)
cs '.‘“‘{5"" conbinua de B. Anora, comoe P es 5.~ pecfecta y A€ 7
tenemos guz O (%) €52, Jo cual implea gue E (Optx))e P
y d.ado gue la clase de espacios +topaldgicos compactes esta con.
benide en E (O, (1)) obtenemoss gue O (XY %P € » , de donde

BeP y poc lo tants (pixy & P +

Dado gue la clase de ¢5Pacr65 c.:m’:ac'f-p: ¥ la clase de espa-
c165 discretes nunagrables son Sobclases de la clase &4 , por
Teovemas 3.2.13 y3.2-10  [a close S o5 uno clase Ky-perfecta  y

por o fanto ob-}cnemosl usande e] Teorewma anfermor | los Jf'gulen*q

;
resu(todes.
315" TeoREHA. Sea X comlza.c'fa_ Endonces CplR) € 8d si gy salo s

existe ¥ £Cp(R)Y que Separa Pun%s de £ y Yeslt

3.19.- TEoREMA. Sea X compacts. Enfonces Cpl%) € S siysolo s alyun
Subespacio dense de Cp(Z) es clements de fa clase 8.

Demosdracion. Necesidad. Inmediata .

Sufr'w:enc:fg, Sea. D2 Cp(E) denso. Ror el Teorema 3.18 bastard probar

gue D separa Punf-os_ Si %,xe% con % #% | como X es Trchonotf exis

te §e Cp(R) tal gue foxrzfoad. Sean 01,02 ablerlos en R tal que

f(x>€0, | fix) €0y y 010y =B . Fntonces WXy%: [ 0,8,) N D # ¢

lo cual implico gue exise 96D fal gue gix) #qrmy g decir |

D separo puntes de £ Por lo tanto Cp(X) GSJ'T.

Usando divectamende o Teorema 3.3 fenemos la siguiente genepmli -
unb.’n del Teorewa 3.15.
3.20-TEOREMA. Sean X un eipacio compacts y Puna clase He-perfecta de es.

pactes. Entonces Cy(f)ép !r"Jt;/o 3¢ existe YeCp(B) tal gue
Y=y vy ¥ep,
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CAPITULO &

La clase SU, propiedades de Ios espacios Cpn (&)
y Ja propiedad de /.}no)e/a]r relacionada
con /a amplfa‘ua{ en los espacos Cp

i, Introduccion.

En los Capidules 3y 4 hemos vists ya las veanJa,s gue
nos pro,oarciana. el trabajar con /a clase 8. La intenciol, de
esde wldimg cqpf#u/o es la de mencionar al'juﬂos resultades
adicionales referentes a espacios de funciones asi como plan.
tear alqunas )aregunﬁs velacionadas a estas propredades gGue

estan en (nfima conexio'h con los T-espacios Lindels £,

2 kes espacios Cpn (X)),

Al considerar /os espactos (p (&) ColCp (&) = Cpa (8), ...,
Cp Gy (B) = Gpp (8D G, (XD, . existen cierfas pro-
piedacles -la)oa/oé:km gue, & medida gue T crece estas po se
preservan . £En esjoecr'all , comp §e comenta enr J"Arlz]_,sf n se
imerernenta . Cpim (Z) es menos cam/oac-fo. Inclosive Cp(X) po-
see pralar'edao(es oe 4‘1}70 campqc:'alad muy débiles y ya Cpa (X)),
cuando T# @, nunca tiene la )oro,n'edad' de Bawe ni €5 o-com-
pac+o. Una de fas pro}ol'eolades que es una jenem:’n’zmu}h di -

vecta de la T-compaciddad es _,oredsamen-fe' la de ser T-espacio

L-'nJclé‘fJ as/ gue la prpgun%a nataral s : & Cuando Cpm (e s ?
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Noduvaimente  si & {iene una red numerable enfonces | por el Teorema
£.2.3, nw (Cpn ()Y = Mo para todo nemN ,y por /e tanto Cpm (2}
es un elemente de la clase st para dods neiN . OM s‘,'fac.ﬁem mos
+o gue el reciproco es fafso {cit pos. fArft],P. 135).

Otro de los vesultades en esta direccron s el sigu.'znk e
vema de V.V, Uspenskil.

2.1 TEOREMA. Sea Xe Sl Entonces existe Te sl +al Jue
Cpg) ¢z ¢ RE.

Demostracioin . ha idea de la demoshacion es considerar una
familia N = P NEIN} coms en el Teorema 3.2.4(2) y defimir
lo sa'gw'enJe ;

(0) f6R% e5s N-acotada en un punte xeX Si g selo s/ existe
Preh’ fal gue x&Pny £(P) £ER es acotade.

) LERE es N-awtada s5i f es N-acofada en %¢ X para b
we X .

(W) Z= {{‘é.ﬂx : J es N-acotada }

Dade gue s € C(Z) enfonces F€ Z se trene que Cp(EYEES e
Si considevamos = Mud-® o} [a compaciacoi natural ode R ho-
meomorfa a un infervalo carcado | enfonces RE s compacto y Per)
€2 <% En parficalar R¥ esuna comfac-}ac'l'o; de 2 ysi se
defmen para cada e los fDnJ'un”"D.s Fax = 43eRE: gcm)c
[- k1Y entonces RT y F= { Fa: nixemY saldisfacen las condi-
ciones del Teorema 3.2.9 (4) , asi gue e S, +

Esde Teorema se puese genera/féar de la siguiente manerq
2.2. TEoREmA . 8/ ZeT y VX € S | sindp <2 la T!a’com,nc‘){a“b{,‘
Je Hewi't{ de X , entonces exisfe T S&UL Jal gue CplErS
2 e RE
Demosdraciom . FPor e] Teorema 2.1 exisie %€ &L Fal gue

vX . . 1 8
Cp(v®) €2, € M. 3 TR0 > RE o5 of meapeo resf'r'r'cué-';s,cn-
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+onc£5’ de la definicipin de UE (Tecrema o496 ) ,se tiene gue
T(Cp(UEY) = Cp(&) y asi Cplg) =T (Cp(ur)) € M) € TIRE)
= RE Come 2,654 por ¢/ Teorema 3.2.%, 2: M(2) €Sl +

23. TEOREMA. §/ "I(CP(E)) € &4 entfornces YT e SJ En parthcular,
§i plX) € DX endpnces UE € SL

Demostracion. For el Teorema 7.2 existe 2€ SA fa) gue
GGy cz € RYE)D 50 ¥ 25 co06x)) es la funcioi
evaluacion enfonces I eg homeomerfo o ' = Y(Z) S, comsi-
deramos Y= ¢f; (X') , entonces por ¢! Teorema 3.2./0, ¥ ¢ S y por
lo tanto Y es rea.fcompa.c?l&. Sin embargo, &' es C-encajado en ”'z&?ﬂ')
v 5i FeG(X) entnces exishe g€ G Y)Y tal que g3fg = §. For lo
tando Y :zUE' y UK =JUE' o decr UXGSJ.T

El inverso de esde Teorema es falso como o prueba el si-
guiende cjemplo : sea K= lenlx fou} con Ja topologia del orden
I'zxu'coard{n'ro, Entonces X es com)oacJaJ lo cual 1mplica gue VE:=
Z esun F—Es,mc«'a hindels f. Como X es Separable | entonces por
¢] Teorema 124 , (w(Cp(E)) =No vy as’ Cp(&) es realcompacts.
De agui que VI(GUEI) = (). S embargo Cp(&) no es Linde-
Kf ya gue § para cada ¢ Lol definimos f, €p(L) Yal gque
Ltxyzo $¢ X3leo) y fut®) = S %2 (A1) enfonces A={{y:
de (o} es un conJ[Anf’p cerrado y discrefo en (p(Z).

las sfgw'em‘e_s yregun'}as son problemas abrertes

¢ Cp(E) € Sl imphea que Y(G(GLEN) st ? @
G"U(CPCI!) € s implico que U'(Cf((f(l))) € S ?

Lo que sabemes es que, en general , 57 Cp(L) 6 S entonces

no necesariamende es cierto que G(plGp (y) e A . Regnichenho (4,

—— ) ——

A revisar esta Tesis [os Fro{esorts &.Okuenev y K Casarrubias comunicaren
o auvor que el Profesor V.. Thathvk recienitmente probd gue /o respuesta

o eda Freaunfa e afirmahva.
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pos. [Atk 1) conskuys un espacio topaligico compacte X dal gue
Cp(Z) es X-anal'fico conun punfo xeZ Jal gve Z<pY donde ¥
es el svbespacio X-4xf s Z. Entonces Yes seudocompacts Y
ColY) €5 imagen conbnua de (p(T) (mechante Ja funcioh ces-
fricciod ). Por Jo tande CplY) es un espaciv K~analcheo ¥ asf}Por
el Teovema 3.2.18 ) Cp(y) €Sk, Por oo Jade Cp((p (¥)) no es
rea‘campacfb) dado gue Y e5 homeormorfo a un subespac/s cerra-
do de CplGpld)) |y X no es J’eafcomapa.c‘f; (silofuera ,al ser
Seudacpmfac'fé , seria. Ffambieh compa.c?‘[, Y. Por lo tants Cpllpix))
no es Lindels f .

E| Tecrema 2.3 {iene los siguientes ar'npon‘amles coro farias,
2-4. COROLARIO. 5/ para alquna neml ,d Cp, (8) € Sf entonces

VE esih y VCpm L E) € 8L pava men.

25. CoROLARID . §/ X e rea)com}pacf‘a y existe memn  fal que
JCEN(X) € St entonces esd.

Demostracioln . En efecfb, pues X r?afcompa-cﬁ» rmphea gue EnJX,T

E| s:’gm'enk teorema tambren iluska la wdilidad de/ Teorerna 2.3

2.6. TEOREMA. Si exisde neN fal gue VCpa (L) 65U entonces X
es f,-monelihce .

Demostracion. Por ef Tecrema 23 sera sufictende probar gue
5i WCplE) € sl enfonces X es No-monplihio. Fero sabemas  gue
s; WY es fh-estable enfonces Y es M-esdable (TAh], Teorema
I 6.33) Foy bo 1Lam‘-p). si VCptgy € Sl entonces JC, (£Y es o.
table ( Teorema 3.2.24) y de agui gue Cp(L) e No-estalle vy

entonces por el Teoréwma 3.2:31, R ey KMo-monelihico . T

2.3.CoRoLARI0. 5 X es sepavable pere no Diang una reel nume -
vable entonces U (pm(E) & s para cualqol!‘r LY NIV

Oemos fracipin., £n efect |, si para alqung neN,JC,m(i)ESJ

4
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entonces X es Sh-monolibco (Teorema 2.6) ¥ por lo fanto d(E¥=

2w (XY (ver Defmicion 3.2.26 ). T

2.8. DERiNiICiON. Un espacio 'fo,oa/o‘jaéo comf:ac?‘?; X e un com,oac'fb
de Gui'ke si Gp(gYesd.

La Sl‘auienit propesicion Sexd esenciad para probav ol Teort-

ma gue se enenda d'csf:ues,
1.9. PROPOSIcion/. ({Ath] | Progosicion i¥.9.10 ). Supongames gue oyesd
S FECP(!) €5 numerablemente compa.c‘)“u entonces F

25 un cam)pac?‘?:- de Bultko.

2.10. TEOREMA. Sea Xe¢T. Si FEZ ¢s numevablemente compacio
y si para aljuna neN Vpn(X) € s, enfonces Fes un
Compac'f'p de Guwlithe.

Demostracion. For el Corolario 2.4, U Cp(8) € 5 . Sea Ys Cpl1),
Enfonces Fes homeomorfo @ un subespacio numerablemenk <om-
pacte  Fle Cpllp(E)) = Cpta). Como u¥ = SCp(B)E Sd | entonces
Pro[Jos{c}o"n 2.9, Fles un compactn de Gui'ke y por lo fando

PQY i'n
Fes un Compac'fb de Gul"'/la.-).

Comp un tase Parhcufnr e esie wlhmo Teorema obtenemos:

2.1, corotARI0. 5i & €5 numevablemente comFac‘fa y v CptGpt2)) e sk

entonces X 25 un Comfac‘f& de Gul'ke.

Las 5/3:1561*}“-‘.‘.5 fro,oosizlbne,s dan como resvifode un dtesrema

Je 6. Dhunev.
2.12. PRoposicions. { EAvR] | Propesicioln 1V-9.15) . Supongames  gue

T,yesd 5 L& CplY . Enbonces (ply, Dud) e sd

2.3. PRoposicions. ( [Ark], Proyasnc'lbé 9.413). 5i v8esd o tY, Toiid)
¢ Sl entonces CplY) € sl
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2.04. TEOREMA. (Tok,] Corolario 20) .5, E,ve8d y Y€ Cp(R) en-
fonces  CpC¥) € s

Demostracion. FPor la Pro,aosréfofn 212, Cp( ¥ loud) € S y como

Ye &l entonces ¥ es realcompac‘!’“o, as/ gue oY esd y por le tants

rl
de la Pra/:asa'clah 213 | obleneros gGue Cp i) esd +

215, Cororario ( [0k, Teorema 2.12). 5/ X€Sd y (&) € &A enbn-
ces Cpn (E) € sl para tode neiN.

Demos fraciotr. Dado gue %, (p(K} €8d y (p(E) ECptE) en-
tonces por el Teorema 244 Cp(Cp(X)) € Sl Ademas | s/ Supa-
nemos que Cp, (&) €Sl para hde xsn enbmces ¢, (23,0,
(8 €S, Cn (&Y € Cp (G (D)) y o) Teorema sty rmplican
Jue Cpnyy (EYE KL Por b tanto Cpo (E) 6 S para fdo nf-/AJ'.T

2.06. COROLARIOD, ({Dk.J, Teorema Y.1). §/ X es un Com'f—‘d-c"‘" de

Gul'he enfonceg Cpm (&) € st para tocde MEM .

Por el Corolario 4314 s/ ¥ e5 un compacls de Eberlem,
entfonces Cpl(8Y € &l as’ gue e Grolavs 215 nes proporciana
e/ Siguiente resulfade de oV 5.‘facheva i8],

a.1% CORDLARIO. 8] X e5 un comf)a:?"a de Eberiein entfonces Cpn(E)

e vn f-es{;aclo Lindeisf Para focdo ném.

E! s»'gu:'enk {eorema es uma 3eneraf:'zacrb$; de/ Teorewma
4.3 de Obunev (Jokl).
2.18. TEOREMA. Sea X pumerablemende compacts . las Sa'gw'em‘es
afirmacioneS son e?uiva‘en-*cs.
W) Existe nemn tal gque U lm(E) € sd
() ¥ &5 un com"mc‘tu de Gullko.
) CpnlE) € 84 para +ocde neIN.
Demostracioly. (1 fmph‘fc.. (2} s ura consecuencia del Teo-

rvema A0,
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(2) impliea 3) . 5; K es un compacte de Gulikc , entonces P4
es ct:mfmcﬁl Yy plE)esh Foric tanto, Por lo +a.n4'aJ por el Coro-
laric 206 se sadisface (3},

(3) u'mph':a &Y. Como Com(Z) € 50 para Fode neMN  enbonces
Con (2} 5 realcompacts para dodo ntIN v por lo FanTe se sadisfa-

ce (L) o

i

3. Lo propiedacl de Llindelsf y la amplifud en los espacios G.
Como ya comendamos en e/ C‘a’of-/u)'a ’{, la existencia, de

resl numerable para. ¥ nos proporciona la propiedad de Lin -
delof sobre Cp(X). La siguien#e serie de resuldoclos nos dard
una (dea de las dificultacdles Gue se presentan en el moments
de buscar esta propiedad sobre X . Necesitaremos de las siguen
tes afirmaciones.

3.1. PROPOSIcion. ([Ark Y], Proposicioh 1) . 5S¢ 8 es un espacioc M-mo-

nolitico y S(RY= My entonces hL(X) =Ny,

3.2 PROPGSICtON. ( fAvk 4], Teorema & ). 5/ & es un espacio Ny-wo-
nolitico y Mi-esfable y ademds S(¢p(2)) = No  entfonces

Xy Cp(Z) dienen una red numerable.

3.3. TEOREMA. ( [ArhY], Teorema 10). 5 Cp(E> €S y stcpixy)
= enfonces X {fiene ura red numerable .

Demostracion. Come (p(Z)€ S entonces por e/ Teorema
3.2.24 Cp(X) es estable . For lp fantp I es monofihéo (Teorema
3.2.31). Como 3(E+8) % S(CP(Z)) {(TAch3] Proposicioin 2) y
50GUEYY = K, entonces S(ExE) = M y comoe ZxX es M-mo-
rolthco ([Ath], Teorema T.6./c) entonces ExZ o5 heredidaria-
mente L»'nJe!b‘f: (Pm)no:r'cio(q 3.1) y en consecuencia & es reql
compacto. for el Teorema 2.3 obteriemas gue 8¢S y por cen

Sf'gufen'f‘e R es Mo-estable. En resimen @ §es M-monolihes y
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H,- estable . Entences por la Pro,oosr&.u'a\}, 3.2 K tene una red nu-

mevable. -r

Dado gue la suposicicn de gue S(E)= Fy es mas debil gue
Suponer que SC2)) = A, , es natural prejunJ-a.v-:

“Sea TeT +tal gque S(Z)=HM y CriZre St ¢ € lieme una

ved numerable 2"

Arhhanad tshi! conenta en [Ackh 4] que desaforfunada -
mente no se tiene una respuesta sabisfacforia a esfa prégua-
fa  pero s.’}ore.sen'l-a varios vesultades parciales gue damas ensg
aui'dn..

3.4. TEoREMA . (Arn 4], Proposicioly 12) S0 SCR) = Ne vy Cp®desd
entonces Resd,

Demasf‘fﬂf'lﬂh. Es uma fﬂ.r-)e de la Prucbq de| Teorerma 3-3.T

1.5. TEOREMA . ( [Arkd] Teorema 13) S/ S(ExZ) = M, y Cp(B)65L
entonces X {fiene una red numérable.

Demos fracicon. FPor el Teorema 3-4, Zesd y dado gue ¢ ()€
Sl obtenemos gue X es M- monolihco (Teoremas 3.2.24 3 3:2.31)
Por lo dando 22 tambies es Ne-monslifco . Como $S(ExZ) = ¥o en
fonces por Ja Pra)oa::éfb;: aL IxZ es hereditariamente Lindelsf.
En consecuencia & ¢5 un espacio con diagonal Gs . Como todo
elemento de la clase Sl con c/'hjona/ Gs diene wuma red nawierable

hemos prebads e/ Teon«rna.T_

Andes de enuntiar e/ :;’Jufen'fe teorema  necesifaremeos el
concepto de sucesion fibre.
3.6. DEFMNCION . Sea k€ Bandl. Diremos que una sucesion {Xq:-(qg}
en X e uma sucesipn libre de /onj,‘-}ud % S/ para Hodo

pex, dAxeiacpt N CliXa T A3} g,
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33 TEoREma. ( [Arkd4] | Teorema 14 Y. (ma + =cu)™ s sezye W,
y Cp(2) €5 |, entonces X tigne dma red numerable .
Demostracion. For el Teorema 34, Eesd as/ gue £resd para
toclo ne/N (Teorema 3.2.13) . Tambren , dado gue Cp() €50 pbie-
nemos Jue t(E") = M para todo new (7eorema 14.1) . Entonces
por {larks) , levelario 2.2.3) no existe una sucesiotr lbre de fon-
3,'4u.d no numerable en X" para cada neéw . Dado gue S(X) = K.
y 8)=He entonces X es separable ([T], Teorema 2. Como
Cp(&YE St entonces X es Sh-monolitico y dado gue esto ulbimo
€5 e:’uivqien-l-e & gue /a cerradura de t:uaJ?w'er can_)'unt; numera,
ble en X 4enga una red numerable , basta femar DX dense

numerable para conclurr Jue X tiene una reol numerable. _r_

— ) =it

M definicicn dopaligicn dt MA & la siguiande : Tode cspavie Hausdorff cormpacto con In
condico'a deia codena aumerable e un espucio fuerée de Baire {es decir, o snterseccioh
de una famiha < 2% de denses abiertes es demsa ).
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