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PROLOGO

El propoésito de estatesis es el dar a conocer algunas alternativas al
hacer demostraciones.

El interés de mostrar el esquema deductivo se basa en que no sabemos
demostrar, cuantas veces carecemos de nociones para poder comenzar y
esto nos causa confusién, por ello, se pretende poner a su alcance este
material, esperando sea de gran utilidad.

En el transcurso de la tesis se desarrollard el esquema deductivo que
conocemos y posteriormente agregar lo que llamaremos nuevos modos
descendentes , los cuales nos facilitardn o hardn mas sencillas muchas
de las demostraciones que vemos en la carrera de matematicas.

LLos nuevos modos descendentes tienen como fin principal corroborar
que al utilizarlos en las demostraciones es sencillo y toda se va
encauzando de una manera mas facil.

En esta tesis, estos nuevos modos descendentes se aplican en demos-
traciones de la Teoria de Filtros.

Demostraremos cada uno de los nuevos modos descendentes de una
manera clara y precisa.



INTRODUCCION

En el presente trabajo veremos qué es y como se aplica el esquema
deductivo en algunas areas de las matematicas.

Llamaremos esquema deductivo minimo a aquel que consta de cinco
modos descendentes (De lo idéntico, de la conjuncién a la parte, de la
parte a la disyuncién, de lo general a lo particular y de lo especifico a
lo inespecifico) y de tres modos hipotéticos, para inferir (Por exclusion,
por casos y por contradiccion); minimo se debe a que los ochos modos
bastan para hacer una demostracion sencilla y clara; este esquema sera
la herramienta principal a lo largo del trabajo.

En aigunas de las demostraciones se veran dos puntos antes del parén-
tesis indicandonos una contradiccion.

Se trabajard con algunos de los silogismos categéricos que nos legd
Aristoteles, aplicandoles el esquema deductivo en sus demostraciones.

Adam Balsham estudiando sus acertijos les vidé gran utilidad; la veremos
en el repertorio de parvipontanos.

Como en todo trabajo de logica no podia faltar la parte de conjuntos,
la cual a grandes rasgos nos recuerda algunos de los conceptos que en
este trabajo abordaremos.

Una de las aplicaciones mas importantes se hace a la Teoria de Filtros;
en la cual el lenguaje, es un poco confuso, trataremos de mostrar en
forma facil y accesible utilizando el esquema deductivo la demostracion
de cada una de las propiedades del filtro.

A partir de la definicion de filtro se entra a lo que llamaremos Casi
totalidad y demostraremos algunas leyes distributivas y lemas que se
utilizaran sobre la marcha.



Veremos los nuevos modos descendentes que son aquellos que ayudaran
a facilitar algunas demostraciones confusas, en esta tesis hago mencion
a seis nuevos modos y los demuestro de manera agradable para el
lector.

Otra aplicacion se tiene en Base de filtro que es una coleccion no
vacia de subconjuntos de I.

[.a ampliacién del esquema deductivo minimo, es el hecho de agregar
a los ocho modos que se tienen estos seis nuevos modos que contribu-
ven a facilitar o agilizar la realizacion de una demostracion.

C.AS.L.
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ABREVIATURAS

Def : Definicion
Hpt : Hipotesis
Excl : Exclusion
Dem : Demostrado
Desc : Descendente
Equiv : Equivalencia
Trad : Traduccion
tlg : tal que

tlgs  tales que
alg : algin

ning : ningtn
idént : idéntico
conj : conjuncién
ent : entonces
mit : mitémano
ssi @ si, y solo si,

elm : elemento
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SIMBOLOS

V Para todo

V Para casi todo
3 Existe

€ pertenece a

€ no pertenece a
= igual a

U unién

M interseccion

— contenido en

\_J unién de familia

iel
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ESQUEMA DEDUCTIVO

El esquema deductivo minimo es una estructura carente de contenido que
se utiliza en ciertos contextos. Consta de cinco modos descendentes y de
tres modos hipotéticos , para inferir.

Definicion: Modo descendente, es toda condicional valida.
Condicional védlida es la frase que afirma que sisucede tal cosa entonces
sucede la otra cosa.

Modos descendentes:

De lo idéntico Si Pent P

De la conjuncién a la parte SiPyQentP

De la parte a la disyuncion SiPent PoQ

De lo general a lo particular Si, ¥x P(x) ent P(c)
De lo especifico a lo inespecifico Si P(c) ent 3x tlg P(x)

Modos hipotéticos:

Si P o Q,
y si no P,
ent Q. Por exclusién

Si Po Q,

si, si P ent R,

y si, si Q ent R,

ent R. Por casos

Si, si P ent Q,
y si, si P ent no Q,
ent no P. Por contradiccion



Ejemplo de demostracién utilizando el esquema deductivo:

Si algiin actor es mago
y hingGn mago es poeta
ent algun actor no es poeta:

(1) Alg actor es mago Hpt

(2) Existe x tlg x es actor y x es mago (1)Trad

(3)z es actor y z es mago Def de z

(4) Ning mago es poeta  Hpt

(5) Para todo x, si x es mago ent x no es poeta (4)Trad
(6) Si z es mago ent z no es poeta (5)De lo gral

(7) z es mago (3)De la conj

(8) z no es poeta (7) Por (6)

(9) z es actor (3)De la conj

(10) z es actor y z no es poeta (9)(8)De lo idént

(I1) Existe x tlq x es actor y X no es poeta (10)De lo especifico
(12) Alg actor no es poeta  (11)Trad

Aparte de los ocho modos del esquema, se puede inferir por traduccion,
por giro (se dice que una proposicion es giro de otra si ambas tienen
la misma negacion), o por algo demostrado antes. Tal es el caso del
paso (8) que se infiere de (7), por (6).

Deduccion de P es una cadena Py, P,,...P, de afirmaciones, llamadas

pasos, tales que P, es P, y cada paso es un axioma o algo demostrado

antes, o se infiere de pasos anteriores mediante un axioma o algo
demostrado antes.

Son axiomas ordinarios los integrantes de una definicion implicita. Estos
axiomas son validos por su contenido. Son axiomas légicos los modos
descendentes, los modos hipotéticos y las afirmaciones de la forma P o
no P. estos axiomas son vdlidos por su forma.




AXIOMAS ORDINARIOS

Si x es veraz, y x dice que sucede tal cosa,
entonces sucede tal cosa Def de veraz

Si x es mitdmano, y x dice que sucede tal cosa,
entonces no sucede tal cosa Def de mitémano

Si x es veraz entonces X no es mitomano
Si X es mitdmano entonces X no es normal
Si X esnormal entonces X no es veraz Def comiin

X €S veraz o X es mitomano o X es normal Def comin

Si x dice que sucede tal cosa, y no sucede tal cosa,
entonces X no es veraz Def de veraz, girada

Si x dice que sucede tal cosa, y sucede tal cosa,

entonces X no es mitdmano Def de mitémano, girada
Si x dice que sucede tal cosa, y x miente,

entonces no sucede tal cosa

St x dice que sucede tal cosa, y no sucede tal cosa,

entonces x miente
Def de mentir

Giros

Si x dice que sucede tal cosa, y x no miente,
entonces sucede tal cosa

Si x dice que sucede tal cosa, y sucede tal cosa,
entonces X no miente

Si, no P(x) ssi no Q(x), ent si P(x) ent Q(x)

3



Otros ejemplos de demostracion:

A dice que B es veraz
B dice que A es mitémano Datos

B no es veraz:

(I)B dice que A es mit Dato
(2) A es mit 0 A no es mit Axioma légico
(3)Si A es mit ent B no es veraz:

(a) A es mit Hpt
(b) A dice que B es veraz Dato
(c)B no es veraz  (a)(b)Def de mit

(4)Si A no es mit ent B no es veraz:

(a) A no es mit  Hpt
(b) B dice que A es mit Dato
(c)B no es veraz (b)(a)Def de veraz, girada

(5) B no es veraz (2)(3)(4)Por casos

Los datos son vélidos por definicidn, es decir, son axiomas.
Ejemplos de la Teoria de Conjuntos:

xe AMB ssi xeA y xeB Def de

xe \UBi ssi existe i tal que iel y xeBi Def de U

iel

Demostracion algebraica:

AN \UBi = \U(ANBI):

iel iel

(1) Si xeAn \UBi ent xe\U(ANBI):



(a) xeAn\UBi  Hpt
(b)yxeA y xeUBI (a)Def de m
(c)xeA

(d)xe\UBi  (b)De la conj

(e) 3 tlqg i€l y xeBi (d)Def de U

() 1el

(g) xeBi  Def de i

(h) xeA y xeBi  (c)}(g)De lo idént

(i) xeAnBi  (h)Def de n

() 1el y xeAnB1  (f)(i)De lo idént

(k) 3i tlg iel y xeAnBI (1)De lo especifico

(1) xe\UJ(AnBi)  (k)Def de \U

(2) Si xe\J(ANBi) ent xe A \UBi:
(a) xe\J(ANBi) Hpt

(b} di tlg iel y xeAnBi (a)Def de \UJ
(c) iel

(dyxeAnBi  Def de i

(e) xeA y xeBi (d)Def de m

(f) xeA

(g) xeBi  (e)De la conj

(h) iel y xeBi (c)(g)De lo idént

(1) 3i tlq 1el y xeBi (h)De lo especifico

(G) xe\UBi  (i)Def de \U
(k) xeA y xe\UBi  (f)(j)De lo idént
() xeAn\UBi  (k)Def de N

(3) An UBi=\U(ANBI)  (1)(2)Def de =

iel iel



TABLA DE ARISTOTELICOS

Aristoteles nos legbé sus silogismos categéricos, los cuales se agrupan
por figuras de la siguiente forma:

la. figura 2a. figura 3a. figura 4a. Figura
MB BM MB BM
AM AM MA MA-
AB AB AB AB
Barbara Cesare Darapti Bamalip
Celarent Camestres Felapton Camenes
Darii Festino Disamis Dimatis
Ferio Baroco Datisi Fesapo
Bocardo Fresiso
Ferison

Estos nombres son formulas cuyas vocales juegan un papel determinante:
a significa todo, e ninguno, i alguno, o alguno no. Para formar un
silogismo, a partir del nombre, se toman en cuenta las vocales y la
figura que estd arriba del nombre. Ejemplos:

Disamis (alguno,todo,alguno) Fresiso (ninguno,alguno,alguno no)
Si algn M es B Si ning B es M

y todo M es A y algn M es A

ent algn A es B ent algn A no es B

Los silogismos que incluyen en su nombre la letra p son validos per
accidens (por accidente), y requieren de una hipétesis adicional, llamada
accidente, para su demostracion.




EJEMPLOS ARISTOTELICOS

Si ningln marino es buzo
y todo aviador es marino
ent ningun aviador es buzo: Celarent

(1) Ning marino es buzo Hpt

(2) Para todo x, si x es marino ent x no es buzo (1)Trad
(3) Todo aviador es marino Hpt

(4) Para todo x, si x es aviador ent x es marino  (3)Trad
(5) Para todo z, si z es aviador ent z no es buzo:

(a) z es aviador Hpt

(b)Si z es aviador ent z es marino (4)De lo gral
(¢)z es marino  (a) Por (b)

(d)Si z es marino ent z no es buzo (2)De lo gral
(¢)z no es buzo (c)Por (d)

(6) Ning aviador es buzo  (5)Trad
Si todo beato es martir

y todo martir es apdstol
ent algin apostol es beato: Bamalip

(1) Todo beato es martir  Hpt

(2) Para todo x, si x es beato ent x es martir (1)Trad
(3) Todo martir es apdstol  Hpt

(4) Para todo x, si x es martir ent x es apostol (3)Trad
(5) Existe x tlg x es beato  Hpt adicional

(6) z es beato Def de z

(7)Si z es beato ent z es martir (2)De lo gral

(8) z es martir (6) Por (7)

(9) Si z es martir ent z es apdstol  (4)De lo gral

(10) z es apostol  (8) Por (9)

(11)z es apostol y z es beato (10)(6)De lo idént

(12) Existe x tlq x es apostol y x es beato (11)De lo especifico
(13) Alg apostol es beato (12)Trad



Si ningin moro es beduino
y algun drabe es moro
ent algin 4rabe no es beduino: Ferio

(1) Ning moro es beduino  Hpt

(2) Para todo x, si x es moro ent x no es beduino (1)Trad
(3) Alg 4rabe es moro Hpt

(4) Existe x tlg x es arabe y x es moro (3)Trad

(5) z es arabe y z es moro Def de z

(6) z es moro (5)De la conj

(7)Si z es moro ent z no es beduino (2)De lo gral

(8) z no es beduine (6) Por (7)

(9) z es arabe (5)De la conj

(10)z es arabe y z no es beduino  (9)8)De lo idént

(11) Existe x tlqg x es arabe y x no es beduino (10)De lo especifico
(12) Alg arabe no es beduino (11)Trad



REPERTORIOS DE PARVIPONTANOS

Adam Balsham, conocido como Parvipontano, llamado asi porque
profesaba en el Petit Pont de Paris, fue el primero en ocuparse de
acertijos que datan del siglo XII y que mostraremos a continuacidn:

Con dos variables:

A dice que B es veraz A no es veraz

B dice que A miente Si A es mit ent B es normal
B no es veraz
B no es mit

A dice que B no es mit A no es mit

B dice que A miente Si A es veraz ent B es normal
B no es veraz
B no es mit

A dice que B es normal Si A es mit ent B es veraz

B dice que A miente B no es mit

A dice que B no es normal Si A es veraz ent B es mit

B dice que A miente B no es veraz

A dice que B no es veraz A no es mit

B dice que A no miente Si A es veraz ent B es normal
B no ¢s veraz
B no es mit

A dice que B es mit A no es veraz

B dice que A no miente Si A es mit ent B es normal
B no es veraz
B no es mit



A dice que B es normal
B dice que A no miente

A dice que B no es normal

B dice que A no miente

Con tres variables:

A dice que
B dice que
C dice que

A dice que
B dice que
C dice que

A dice que
B dice que
C dice que

A dice que
B dice que
C dice que

B

C
A

>

> O w

0w

es veraz
miente
no miente

es veraz
no miente
miente

es mit
miente
miente

es mit
no miente
no miente

Si A es mit ent B es mit

B no

es veraz

Si A es veraz ent B es veraz

B no

A
no
no
no

O W W[

no
A
no

no

no

C

|2 O wm W& >

r OO @ W2 >
=
o

no

no
no
no
i C

LO0wwW« >

no

A

es mit

es veraz
es mit ent B es normal
es veraz
es mit
es veraz

veraz

mit ent B es normal
yeraz

mit

mit

veraz ent B es normal

212121213 |9

veraz

mit ent B es normal
veraz

mit

mit

veraz ent B es normal

21212121512

€8 yveraz

es mit ent B es normal

€s veraz
es mit
€s veraz
es mit ent B es normal



A dice que B
B dice que C
C dice que A
A dice que B
B dice que C
C dice que A
A dice que B
B dice que C
C dice que A
A dice que B
B dice que C
C dice que A
A dice que B
B dice que C
C dice que A
A dice que B
B dice que C
C dice que A

es normal
miente
miente

es normal
miente
no miente

es normal
no miente
miente

es normal
no miente
no miente

no €5 veraz

miente
miente

no €s veraz

no miente
no miente

|vr W [« jvr W |2
A » 3
1% (& 1S

|2 WA
OB »

j» @ |4
OB >

1218 13

1212 13

€s

1% |

€S

es

€s
es

no €s

O ww@e >
o
o

es
es

mit ent B es mit
veraz
veraz ent B es mit

mit
mit
mit_

ent B es veraz

ent B es veraz

mit ent B es veraz
mit

veraz ent B es veraz

mit ent B es
veraz
mit ent B es

mit

mit

mit

veraz ent B es normal
veraz

mit

veraz

mit ent B es normal

A no es mit

Si A es veraz

B no
B no
C no

Si C es veraz

es
€s
es

ent B es normal
veraz
mit
mit

ent B es normal



A
B
C

O® >

OwW > W >

0w >

dice
dice
dice

dice
dice
dice

dice
dice
dice

dice
dice
dice

dice
dice
dice

que
que
que

> W

que
que
que

> O

que
que
que

> O w

que
que
que

> O o

que B
que C
que A

no es mit
miente
no miente

no es mit
no miente
miente

no es normal
miente
no miente

no es normal
no miente
miente

no es normal
no miente
no miente

A no es mit
Si A es veraz ent B es normal
B no es veraz
B no es mit
C no es mit
Si C es veraz ent B es normal

A no es mit

Si A es veraz ent B es normal
B no es veraz

B no es mit

C no es veraz

Si C es mit ent B es normal
SI A es veraz ent B es mit
B no es veraz

Si C es veraz ent B es mit
Si A es veraz ent B es mit
B no es veraz

Si C es mit ent B es mit
Si A es veraz ent B es veraz
B no es mit

Si C es veraz ent B es veraz

12



EJEMPLOS DE PARVIPONTANOS

Presentamos algunas demostraciones de parvipontanos
esquema deductivo:

A dice que B es veraz
B dice que C miente
C dice que A no miente: Datos

A no es veraz:

(1) A dice que B es veraz Dato
(2)B es veraz 0 B no es veraz  Axioma

(3)Si B es veraz ent A no es veraz:

(a) B es veraz Hpt

(b) B dice que C miente Dato

(c) C miente  (a)(b)Def de veraz

(d) C dice que A no miente  Dato

(e) A miente  (c)(d)Def de mentir

() A dice que B es veraz  Dato

(g) B no es veraz  (e)(f)Def de mentir

(h) A no es veraz (f)(g)Def de veraz, girada

(4)Si B no es veraz ent A no es veraz:
(a) B no es veraz Hpt
(b) A dice que B es veraz Dato

(c)A no es veraz  (b)(a)Def de veraz, girada

(5) A no es veraz (2)(3)(4)Por casos

13
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Si A es mitémano ent B es normal;

(1) A es mitdbmano Hpt

(2) A dice que B es veraz  Dato

(3)B no es veraz (1)(2)Def de mit

(4) B es mitdbmano o B es normal  (3)Def. comun
(5) B no es mitomano:

(a) B dice que C miente  Dato

(b) C dice que A no miente Dato
(c) A miente  (2)Def de mentir

(d) C miente  (b)(c)Def de mentir

(e})B no es mit (a)(d)Def de mit, girada

(6) B es normal  (4)(5)Exclusién

14



NUEVOS MODOS DESCENDENTES

Si 3x tlg P(x) y Q(x) ent Ix tlq P(x)

Si 3x tlg P(x) ent 3x tlg P(x) o Q(x)

Si, Vx, valen P(x)} y Q(x), ent Vx, vale P(x)

Si, Vx, vale P(x) ent Vx, vale P(x) o Q(x)

DEMOSTRACIONES

Si 3x tlg P(x) y Q(x) ent 3x tlg P(x):

(1)3x tlg P(x) y Q(x)  Hpt
2)P(w) y Q(w) Def de w
(3) P(w)  (2)Desc

(4)3x tlg P(x) (3)Desc

Si 3x tlg P(x) ent 3x tlg P(x) o Q(x):

(1)3x tlg P(x) Hpt

(2)P(w) Def de w

(3)P(w) o Q(w) (2)Desc
(4)3x tlg P(x) o Qx)  (3)Desc

15



Si, Vx, valen P(x) y Q(x), ent Vx, vale P(x):

(1) Vx, valen P(x) y Q(x)

(2) 3x tiq no vale P(x) Neg
¢(3) No vale P(w) Def de w
(4) P(w) y Q(w)  (1)Desc
*(5) P(w)  (4)Desc

Si, Vx, vale P(x) ent Vx, vale P(x) o Qx):

(1) Vx, vale P(x) Hpt

(2) 3x tlg no vale P(x) y no vale Q(x) Neg
(3)No vale P(w) y no vale Q(w) Def de w
*(4) Vale P(w)  (1)Desc

*(5) No vale P(w)  (3)Desc
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CONJUNTOS

A continuacion se nombrardn algunas propiedades de conjuntos que se
utilizaran en la presente tesis.

Utilizaremos las letras A, B, C, ... para denominar los conjuntos y las
variables %, y, z,... como elementos de estos conjuntos.

Ejemplo:

XxeA se lee X estd en A,

X pertenece a A,
X es elemento de A.

Definicion: AcB ssi todo elm de A es elm de B Def de <

Ac B se lee A estd contenido en B.

Propiedades:
AcA: Reflexiva
(1) ¥x, si xeA ent xeA:

(a) xeA Hpt

(b)xeA (a)De lo idéntico

(2) Todo elm de A es elm de A (1)Trad
B)AcA (2)Def de <
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SiAcByBcC ent AcC: Transitiva

()AcB
(2)BcC  Hpt

(3) Todo elm de A es elm de B (1)

(4) Todo elm de B es elm de C (2)Def de <
(5) Vx, si xeA ent xeB  (3)

(6) Vx, si xeB ent xeC  (4)Trad

(7) Vx, si xeA ent xeC:

(a) xeA Hpt

(b)Si xeA ent xeB  (5)De lo gral
(c)xeB  (a) Por (b)

(d)Si xeB ent xeC  (6)De lo gral
(e) xeC (c)Por (d)

(8) Todo elm de A es elm de C (7 Trad
DAcC (8)Def de

SiAcByBcA ent A=B: Antisimétrica
(D)AcB
(2)BcA Hpt

(3) Todo elm de A es elm de B (1)
(4) Todo elm de B es elm de A (2)Def de <«
(5)A=B  (3)(4)Ax. de extensionalidad

Nota: El axioma de extensionalidad dice que:
Si A y B tienen los mismos elementos entonces A y B son el
mismo conjunto.
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No existe x tlg xe@ e

Hj
&
Q

VB, & cB:

(1) No existe x tlq xe@ Def de &

(2) No existe x tlg xe@ y xgB (1)Desc, girado
(3) Vx, si xed ent xeB (2)Giro

4D cB (3)Def de

Si no Ix tlg xeB ent B=@: Lema

(1)No 3x tlq xeB Hpt

(2)No 3x tlg xeB y x¢@ (1)Desc, girado
(3) Vx, si xeB ent xe@ (2)Giro
(A)Bc@ (3)Def de <

(5)d<B Dem

(6)B=¢ (4)X5)Def de =
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FILTROS

Dado un conjunto I, un filtro de I es una coleccidén f de
subconjuntos de 1 tales que:

lef, Def,
si Y|,Y2 E_')c ent Y]ﬁYg EJC,
si Yef y YcY' I ent Y'ef.

f se llama ultrafiltro de I ssi f es filtro de I vy, para todo U,
si Uclent Uef o I-U ef.

Ejemplo:

Si 1 es un conjunto infinito, el filtro de Frechet de I, consta de los
conjuntos cofinitos en 1.
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Dado 1 infinito se define f tlg, para todo U, Uef ssi Ucl e
I-U es finito
Def de f

f es filtro de I:
(HIef:

(@)lef ssi Il e I-I es finito Def de f
()11 Dem
(¢) I-1 es finito:

(c)l-I=d Alg
(c2) D es finito Dem
(c3) I-I es finito (cy)(c;)Def de =

(d)I <l e I-1 es finito (b)(c)Desc
(e)lef (d)Por(a)

(2)Def:

(a) Jef Neg
(b)Pef ssi Dl e - es finito Def de f
(c)Zcl e -J es finito (a)Por(b)
(d) I-D es finito (c¢)Desc
(e)l-d=1 Dem
o (f)I es finito (d)(e)Def de =
*(g)! no es finito Dato

(3) Si Yi,Yz Ef ent Y]('\Yz G_]CZ

@Y ef
(b)Y, ef Hpt
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()Y e f ssi Yyc le I-Y, es finito
(dY,e f ssi Yoo le I-Y, es finito Def de f
)Yyl e 1-Y; es finito (a)Por (c)
HY,cl e I-Y; es finito (b)Por (d)
@Y cl
(h)I-Y, es finito (e)Desc
( l) Y2 cl
(PI-Y; es finito (f)Desc
(KYYinYsef ssi YinYacY e I-(Y,nY,) es finito
(DYinY,cl  (g)(i)Alg
(m)I -(Y,nY,) es finito:
(m)1- (Y nY)=(-Y)u(-Yy) Alg
(m) I-Y ) v (I-Y3) es finito (h)(j)Dem
(m)I-(Y,nY;) es finito (my)(m)Def de =
(MY nY,cl el -(Y, Yy es finito (I)(m)Desc
(0)YinYyef (n)Por(k)

4)Si Yef yYc Y clentY ef:
(a) Yef Hpt |
() Yef ssi Y I e I-Y es finito Def de f
()Y I e l-Y es finito (a) Por (b)
()Y < |
(e)I-Y es finito (c)Desc
HYc Y’
(g)Y’ < 1 Hpt
(WY’ ef ssi Yl e I-Y’ es finito Def de f
() I-Y’ es finito:
1Y Y’ (f) Desc
(1) I-Y < I-Y  (i)Alg
(13) I-Y es finito (e) Desc
(14) I-Y’ es finito (i3)(i;) Dem
MDY’ < I e I-Y’ es finito (g)(i) Desc
®MY’ef () Por(h)
(5)f es filtro de I (1X2)(3)4) Def de Filtro
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CASI TOTALIDAD

Dado I, y un ultrafiltro D de [, se define el cuantificador Vi, segun D
como sigue:

2

Vi, segin D, vale P(i) ssi 3V tlq VeD vy VieV, P(i)  Def de V

Si Viel, P(i) ent Vi, segin D ,vale P(i):

(1) Viel, P(i) Hpt
(2) Vi, segin D, vale P(i) ssi 3V tlq VeD y VieV, P(i) Def de ¥V
(3)3V tlg VeD y VieV, P(i):

(@a)[eD  Def de D

(b) Viel, P(i) (1)Desc

(c) leD y Viel, P(i) (a)(b)Desc

(d)3V tlg VeD y VieV, P(i) (c)Desc

(4) Vi, segin D, vale P(i) (3) Por (2)
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Si Vi, segin D, vale P(i) ent Ji tlg iel y P(i):

(1) ¥i, segin D, vale P(i)  Hpt
(2)3V tlg VeD y VieV, P(i) (1)Def de V
(3) VeD

4) vieV, P(>i) Def de V

(5) V= (3)Def de ultrafiltro
(6) 31 tig ieV  (5)Dem

(7) ieV  Def de i

(8)P(i) (7) Por (4)

) Ve I (B)Def de ultrafiltro
(10)iel (7)(9)Def de <
(11)iel y P(i) (10)(8)Desc
(12)31 tlg iel y P(i) (11)Desc

Nota: En lo sucesivo en lugar de escribir Vi, segiin D, se escribira
unicamente Vi.
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NUEVOS MODOS DESCENDENTES PARA CASI TOTALIDAD

Si Vi, P(i) y Q(i), ent Vi P(j)

Si Vi P(i) ent Vi, P(i) o Q(i)

Demostraciones

Si Vi, P(i) y Q(i), ent Vi P(i):

(1) Vi, P(i) y Q(i) Hpt

(2)3V tlg VeD y VieV, P(i) y Q) (1)Def de V
(3) VeD

(4)VieV, P(i) y Qi) Def de V

(5) VieV, P(i)  (4)Desc

(6)VeD y VieV, P(i)  (3)(5)Desc

(7)3V tlg VeD y VvieV, P(i) (6)Desc

(8) Vi P(i) (7)Def de V

Si Vi P(i) ent Vi, P(i) o Q(i):

(1) Vi P(i) Hpt

(2)3V tlq VeD y VieV, P(i) (1)Def de V¥
(3)veD

(4) VieV, P(i) Def de V

(5) VieV, P(i) o Q@) (4)Desc

(6) VeD y VieV, P(i) o Qi) (3)(5)Desc
(7)3V tlg VeD y VieV, P(i) o Qi) (6)Desc
(8) ¥i, P(i) o Q(i) (7)Def de V¥
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Vi vale P(i) o Vi no vale P(i): Lema

(1) Vi, ieU ssi iel y P(i) Def de U
(2)Si ieU ent iel y P(i) (1)Desc
(3) Si iU ent iel:
(a)ieU Hpt
(byiel y P(i) (a)Por(2)
(c)iel (b)Desc
(4yUcl (3)Def de
(5)UeD o 1-U eD (4)Def de ultrafiltro
(6)Si UeD ent Vi vale P(i):
(a) UeD Hpt
(b) VieU, P(i):
(b;)ieU Hpt
(bz) iel'y P(i) (b)) Por(l)
(b3) P() (by)Desc
(c)UeD y VieU, P(i) (a)(b)Desc
(d)3U tlg UeD y VieU, P(i) (c)Desc
(e) Vi vale P(i) (d)Def de V

(7) Si I-UeD ent Vi no vale P(i):
(a) I-UeD Hpt
(b) Vie 1-U, no vale P(i):

(b;) iel-U Hpt

(bz)lEI e igU (b.)Def de -

(b3) iel

(bs)ieU (by)Desc

(bs)igU ssi igl o no vale P(i) (1)Giro
(bs) il o no vale P(i) (bs) Por (bs)

(b7) no vale P(i) (bg)(bs)Excl.

(c)I-UeD y Viel-U, no vale P(i) (a)(b)Desc
(d)3V tlg VeD y VieV, no vale P(i) (c)Desc
(e) Vi no vale P(i) (d)Def de ¥

(7) Vi vale P(i) o Vi no vale P(i) (5)(6)(7)Por casos
26



Vi, P() y Q). ssi Vi P(i) y Vi Qi):
(1)Si, Vi, P(i) y QG),ent Vi P() y Vi Q():

(a) Vi, P(i) y Qi) Hpt

(b) Vi P(i) (a)

() Vi Q)  (a)Dem

(d) Vi PG) y ¥i Q)  (b)(c)Desc

(2)Si, Vi P(i) y Vi Q(i) ent Vi, P(i) y QG):

(a) Vi P(i)

(b) Vi Q(i) Hpt

)3V tlg VeD y VieV, P(i) (a)

(d)3V tlg VeD y VieV, Q@) (b)Def de V
(e) UeD

(f) vieU, PQ) Def de U

(g) VeD

(h) vVieV, Q(i) Def de V

(i) UnVeD (e)(g)Def de ultrafiltro

(4) YieUnV, P(i) y Q(i):

(jy) ieUNV Hpt

(J2)ieU e ieV (J1)Pef de n
(s) ieU

(J4) ieV  (j2)Desc

Us) P(i)  (j3) Por (f)

(Ue) Q) (a) Por (h)

G PG y Q)  (s)(je)Desc

(k) U~VeD y VieUAV, PG) y QG) (i)j)Desc
(1)3IW tlg WeD y VieW, P(i) y Qi) (k)Desc
(M)¥i, P() y Q) (IDef de ¥

(3) Vi, P(i) y Qi) ssi Vi P(i) y Vi Qi) (1)(2)Def de ssi
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Vi, P(i) o Q) ssi Vi P(i) o Vi Q():
(1)Si Vi, P(i) o Q(i), ent Vi P(i) o Wi Qi):

(2) Vi, P(i) o Q(i) Hpt

(b)¥i PG) o ¥i no P() Lema
(¢)Si Vi P(i) ent ¥i P(i) Desc"
(d) Si Vi no P(i) ent Vi Q(i):

(d)) Vi no P(i) Hpt
(d2) ¥i, P(i) o Q(i), pero no P(i) (a)(d;)Dem
(ds) ¥i Q(i):

()3V tlg VeD y VieV, P(i) o Q(i), pero no P(i) (d;)Def de V
(BUeD

(y)VieU, P(i) o Q(i), pero no P(i) Def de U
(8)vieU, Q():

(5))ieU Hpt
(82) P(i) o Q(i), pero no P(i) (§,) Por (y)
(83) Q1) (32)Excl

(8)UeD y VieU, Qi) (B)&)Desc
(©)3V tlg VeD y VvieV, Qi) (g)Desc
(M Vi Q1) (§)Def de V

(e) Vi P(i) o ¥i Q(i) (b)(c)(d)Por casos

(2)Si Vi P(i) o Vi Q(i) ent ¥i, P(i) o Q():

(a) Vi P(i) o Vi Q(i) Hpt

(b) Si Vi P(i) ent Vi, P(i) o Qi) Desc
(c) Si Vi Q(i) ent Vi, P(i} o Q@) Desc
(d) Vi, P(i) o Qi) (a}b)(c)Por casos

(3) Vi, P(i) o Q(i) ssi Vi P(i) o ¥i Qi) (1)(2)Def de ssi
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No Vi P(i) ssi Vi no P(i):

(1)Si no Vi P(i) ent Vi no P(i):
(@) No Vi P(i) Hpt
(b) Vi P(i) o Vi no P(i) Dem
(c) Vi no P(i) (b)a)Excl

(2) Si Vi no P(i) ent no Vi P(i):
(a) Vi no P(i)
(b) Vi P(i)  Neg
(c) Vi, P(i) y no P(i) (b)(@)Dem
(d)3i tlg P(i) y no P(i) (c)Dem

ee(e)P(i) y no P(i) Def de i

(3)No Vi P(i) ssi Vi no P(i) (1)(2)Def de ssi
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Vi, si P(i) ent Q(i) ssi si Vi P(i) ent Vi Q(i):
(1) Vi, si P(i) ent Q(i), ent si Vi P(i) ent Vi Q(i):

(a) Vi, si P(i) ent Q(i) Hpt

(b) 3V tlq VeD y VieV, si P(i) ent Q(i) (a)Def de V
(c)UeD

(d) VieU, si P(i) ent Q(i) Def de U

(e) Si, Vi P(i) ent Vi Q(i):

(e))Vi P(i) Hpt
(e2)3V tlg VeD y VieV, P(i) (e)Def de V
(e5) WeD
(es) VieW, P(i) Def de W
(65) UNW € D (e3)Def de _D__
(ee) VieUNW, Q(i):
(o) te UNW  Hpt
(B)ieU e ieW (a)Def de n
(y)1eW  (B)Desc
() P())  (y) Por (eq)
(e)ieU (B)Desc
(m) Si P(i) ent Q(i) (&) Por (d)
(@ QM (&) Por (n)

() UnW eD y VieUnW, Q(i) (es)(es)Desc
(es) 3V tlg VeD y VieV, Q(i) (e;)Desc
(e) Vi QG) (eg)Def de W

(2) Si, si Vi P(i) ent Vi Q(i), ent Vi, si P(i) ent Q(i):

(a) Si Vi P(i) ent Vi Qi) Hpt
(b)No Vi P(i) o Vi Q(i) (a)Giro
() Vi no P(i) o Vi Qi)  (b)Dem
(d) Vi no P(i) o Qi) {(c)Dem

(e) Vi, si P(i) ent Q(i)  (d)Giro

(3) Vi, si P(i) ent Q(i) ssi si Vi P(i) ent Vi Q(i) (1)2)Def de ssi
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BASE DE FILTRO

Base de filtro de I es una coleccion no vacia B de subconjuntos de I
tales que

deB
Si Uj,U; eB ent Uy U, €B. Def de base

Proposicion:
Si B es base de filtro de T ent B estd contenido en algin filtro de I:

(1) B es base de filtro de [  Hpt

(2)3U tlg UeB  Porque B=@

B)VU, siUeB ent Ucl

(4) ZeB

(5)SiUy, Uz €B ent UynU,; e B (1)Def de base
(6)3 f tlg f es filtto de 1 y B f:

(@)VU,Uef ssi Ucl y alg elm de B esta contenido en U Def de f
(b)Y ef:

(b)lef ssi Icly alg elm de B esta contenido en I (a)Desc
(b)) Il Alg
(b3)3U tlg UeB y Ucl:

()3 U tlg UeB (2)Desc

(B) U,eB  Def de U,

(y)Si UseB entU,c1 (3)Desc
(®) U1  (B) Por (y)

() UseB y UscI  (B)(8)Desc
(M 3IU tqUeB yU <1 (g)Desc
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(bs) Alg elm de B estd contenido en 1 (b;)Trad
(bs)Icl y alg elm de B esta contenido en I  (b,)(bs)Desc
(b) Ief  (bs) Por (by)

(c) DeT:

(c))Pef Neg
(c)) Def ssi B ly alg elm de B esta contenido en & (a)Desc
(c;)Dc 1y alg elm de B estd contenido en @ (c;)Por (c,)
(cs) Alg elm de B estd contenido en @ (c3) Desc
(c)3U tlq UeB y U c@  (cy)Trad
(C(,) UE_B_
(chp)Uc @ Def de U
() U=  (c7)Alg
e (co) Pe B (ce)cg)Def de =
o(cio) JgB  (4)Desc

(d) Si Y|, Yz € Jc ent Y|ﬁY2 E_'f:

(d) Y, ef

(d2) Yoef Hpt

(d3) Yic I y alg elm de B esta contenido en Y, (d))

(ds) Yo I y alg elm de B estd contenido en Y, (d;) Por (a)

(d5) Y] cl

(dg) Alg elm de B esta contenido enY, (d;)

(d7) Yo I

(dg) Alg elm de B esta contenido enY, (ds)Desc

(do) 3U tlq UeB yU <Y, (dg)

(di)3U tlg UeByU <Y, (dg)Trad

(di)U; B

(d]g) U] C Y] Def de U|

(d3)U, € B

(d|4) Uz - Yz Def de Uz

(dis) Yi nY2 ef ssiYy nY; < 1y alg elm de Bestd contenido en
Y, nY: (a)Desc
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(die) Y1 nYy < 1 (ds)(dy)Alg

din)UinU, e B (d11)(ds3) Por (5)

dig)UinUs cY1n Yy (dip)(de) Alg

(d|9) U n U, € _B Y UnU, < Y N Y, (d|7)(d|3)DeSC
(d2)3U tlq UeB yU cY, Y, (dg)Desc

(d2;) Alg elm de B estd contenido en Y, Y, (dy)Desc

(d) Yy nYy < Iy alg elm de B estd contenido en Y, nY, (dig)
(d)) Desc

(d23) Y| M Y2 G_'f (dzz)POI‘ (d|5)

©)Si Yef yYcY' clent Y’ ef:

(e))Yef Hpt

() Y= Iy alg elm de B estd contenido en Y  (e;)Por (a)
(e3) Yo I

(es) Alg elm de B esta contenido en Y (e,)Desc

(es)3U tlg UeB yU cY (es)Trad

(es) UeB

(e)U cY Defde U

)Y Y

(e9) Y I Hpt

(i) Y'ef ssi Y I y alg elm de B esta contenido en Y’ (a)Desc
(en)3U tlq UeBy U Y™

() UeB (eg)Desc

BYU <Y (er)ep)Alg

MWUeByUcY (a)B)Desc

@3V tlg UeBy UcY’ (y)Desc
(e12) Alg elm de B estd contenido en Y’ (e;;)Trad
(e3) Y’ < I y alg elm B estd contenido en Y’  (eg)(e;,)Desc
(1) Y'ef  (en)Por (e

(D es filtro de 1  (b)(c)(d)(e)Def de filtro
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(g) B f:

VY, si YeB entYef:

(g) Y eB Hpt

(82) Yef ssi Y c 1y alg elm de B estd contenido en Y (a)Desc
(g3)SiYeBent Y c 1 (3)Desc

(8)Y < I (g))Por (g3)
(g)3U tig UeB y U cY:

(@)Y eB (g1) Desc

B)YcY Alg

WYeByYcY (a)B)Desc

(3)3U tlq UeB 'y UcY  (y)Desc

(gs) Alg elm de B estd contenido en Y  (gs)Trad
(87)Y < Iy alg elm de B esta contenido en Y  (g4)(gg)Desc
(g) Yef (g7)Por(g)



Corolario :

Si A es una coleccion no vacia de subconjuntos de I tal que toda
interseccion finita de elementos de A es no vacia entonces existe B tal
que B es base de filtro de [ y A = B:

(1) A es no vacia

(2)VU,si Ue A ent Uc]

G)VU,...,U, e A, UnNnU;n...nU, Q@ Hpt
(4)3B tlg B es base de filtro 1 y A c B:

@YeB ssi3U;,...,U, €A tlsq Y=Un...nU, Def de B
(0)3IY tlg YeB:

(by)3U tlg Ue A (1)Def de vacio

(b)) Ue A Def de U

b)U=UnNU Alg

(b)U,UeA y U=UANU  (by)(by)(bs)Desc

(bs) FU,, U, tlsq U.,U, € _A_ y U=Un U, (b4)D€SC

(b)U e B  (bs) Def de B

(bp)3Y tlg Ye B (bg)Desc

(c)VY,si YeBent YcI:
(c)YeB Hpt

()3 Ui,..., U, €A tlsg Y=Un...nU, (c,)Por (a)
() Up,...,U, € A

(c) Y=UnN...nU, Def de U,,..., U,
(cs)Uy,...,U, c 1 (c3)Por (2)

co)Uin...nU, <1 (cs) Alg
(07) Ycl (Cs)(C;;)DCf de =

(d)D B :
(d)) @ e B Neg
(d)3Uy,..., U, e A tlsq T=U;~...nU, (d)Def de B
(dg)U],...,Un EA
«)@=Uyn...AU, Defde U,,.... U,

® (dj) UnU n...m U, = & (d3)P0l’ (3)
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€SiY,Y eB ent YN Y’eB:

(e)Y B

(e2) Y e B Hpt

(C})E’U’],...,U,n EA tlSCl Y,:U’| ﬁ...ﬁU’n (el)
)aU”,..., U, €A tlsq Y’ =U" A...AU”, (e)Def de B
(es)Uy,..., U, €A

€)Y =U, n..AU, Defde Uy,..., U,
(&;)U”],...,U”m E_A_

)Y’ =U"1n nU’, Def de U?,...,U",

(e) U’y ..U , U7 ..U, e A (es)(es)Desc

C) Y AY =U A .. AUT.AU” A... AU (eo)es)Alg
@)Y N Y B (e)(e)Def de B

(f) B es base de filtro de 1  (b)(c)(d)(e)Def de base
(g)VY.,si YeAent YeB:

()Y € A Hpt

@Y=YANY Al

@)Y, YeA y Y=Y NY (g)gi)g)Desc

(g)3 Yi,Y2 tlsq Y,,Y, eA y Y Y, (g)Desc
(g)Y € B (gyDef de B

(h)Ac B (g)Def de
(i) B es base de filtro de | y A < B (f)(h)Desc
())3 B tlg B es base de filtro de | y Ac B (i)Desc
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