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GLOSARIO DE TERMINOS

B-anillo minimal sobre el sistema G

B:{x).-bola cerrada de centro x y radie r
B°r{x).-bola abierta de centro x y radio r
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d. .-didmetro de control de calidad

de.-dimensidén euclidiana

dr.-dimensién fractal
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F.~transformada de Fourier de una funcién f(t)
f.~difeomorfismo

f(§).-funcién promedio de calidad

G.-sistema de conjuntos _

G son mapeos diferenciables de G.

H*(F).-la medida de Hausdorff s-dimensional
K.~entropia de Kolmogorov

LIC.-limite inferior de controcl

LSC.~1limite superior de control

L".-medida de Lebesgue n-dimensional

f.~factor de escalamiento
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R-sistema de conjumtos no vacio

R .- espacio euclidiano m~dimensional

r. .-radic de contrel de calidad

S(w).-potencia de espectro

T-totalidad de anillos de conjuntos contenidos enm
t*,-tiempo critico

U .-un subconjunto no-vacio del espacic euclidiano n-dimensional
p .-medida sobre 9

$.~conjunto vacio

A .-exponente de Lyapunov

E.-flujo de velocidad dada por un campo vectorial



CAPITULO I.

1.0-INTRODUCCICN.

Tradicionalmente en la industria automotriz se ha procurado cumplir con
las especificaciones, la demanda y las exigencias de los clientes. Por otrc
lade, el aumento en el indice de exportaciones ha hecho que las empresas
medifiquen sus politicas con miras al logro del objetive de hacer de la
produccidén un proceso dindmico gue tienda a la mejora continua: para ello,
se emplean grafices de control, (especificamente, Control Estadistico del
Proceso), que son la radiografia apta conocida para el estudio de las

variables gue intervienen, desde el proveedor, hasta el consumidor.

Se dice gue un procesc estd bajo control, si se estd en posicién de juzgar
qué hay que hacer para permitir que la fabricacién del producto reiina las

especificaciones de la caracteristica de calidad deseada. Durante el control



estadistice de un proceso, resulta bastante atil el calculo de los valeores
de algunas medidas de tendencia central y de alqunas medidas de dispersién

usuales|se incluyen en el apéndice “A*” las definiciones més usuales}. Estos
valores son estimados, ya que estan sujetos a errores de Mmuestreo; cualguier
conclusidn deducida de un nimerc pequefio de observaciones{2> subgrupos o
menos), debe considerarse como alternativa pendiente de confirmacién o de
cambio segin la trayectoria que presente el gréfico de control y las pruebas

que se vayan acumulando.

Una vez estudiado el grafico conforme a las pesibles causas de variabilidad,
se llevan a cabo las acciones{una per una), gue dicha interpretacién

recomienda; ¢ bien se espera a tener mas datos para actuar.

De aqui, podemos definir que el Control Estadistico del Proceso,

es la herramienta gue nos sirve para ceonccer como varia el proceso

y asi poder tomar las acciones apropiadas para lograr y mantener un proceso
en control, pudiendc mejorar la calidad de los procesos.

En el control estadistico del procesc es usual distinguir entre variables y
atributos. Se dice gue la calidad viene expresada mediante variables, cuande
se registra la medida real de una caracteristica de calidad. Se lleva un
control por atributos, cuando se anota,registra o© graba(por ejemple, en
algun medio electrbdnice conveniente), el nimerc de articulos gue cumplen y

el ndmero de los que no cumplen con cierta especificacidn de control de

calidag.



Dependiendo del tipo de¢ medicidn, de la aplicacién y del uso tipico que se
requiera, el Control Estadistico del Proceso{convencicnal} nos provee de
diferentes graficos tales como:de variables y atributos, graficas de contrel
%-R,graficas de control X-S,graficas de control de medianas, graficas de
lecturas individuales, y graficas de control por atributos; dentro de las
cuales se dispone de cuatro clases de graficos diferentes gque pueden
dividirse en dos categorias:A)Grafica por fraccién defectiva & rechazada(p)
y grafica por numero de defectes (np) en una muestra.B)Grafica por muestra

{c) y grafica de defectos por unidad (u).

En la tabla I se muestra un andlisis comparative de los distintos tipos de
graficos de control convencicnales gue se utilizan con mas frecuencia en la
industria; se hace énfasis en el uso tipico,las ventajas y las desventajas
de los distintos tipos de graficos ahl presentados. En las figs.? y 3 se
muestran ejemplos de los principales tipos de gréficos convencionales de
contral arriba mencionados.

Una discusiédn mas detallada sobkre el uso y aplicacidén de los grafices
convencionales, puede encontrarse en la literatura de control estadistico de
la calidad, la cual es bastante amplia,se recomienda ver(msnusl médule i1 spe

17SM,Quality Cortrcl by Juran),

El control de los procesos en la industria automotriz y en la mayoria de las
industrias manufactureras existentes hoy en dia se realiza haciendo uso de

graficos como el que fué propuesto por primera vez en 1924, en los
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laboratorios Bell por el fisico W.Shewhart, y por graficos que de alguna

manera se derivan de este.

Sin pretender extendernos demasiado en los aspectos histéricos del Control
de Calidad: es importante hacer mencién de que hacia 1927, W.Deming fué
iniciado en la teoria de los grificos de control de Shewhart,por su jefe
C.Kunzman, quien lo envidé a Londres para formarse,nada mencs que con unc de
los mas brillantes estadisticos tebricos que ha dado el mundo: Sir Ronald
A.Fisher. La importancia de W.beming,en el mundo del control de calidad,
queda atestiguado por el premio Deming de calidad gque es otorgado anualmente
en Japdén a la mejor idea para una mejora de calidad. Este hécho resultd un
tanto irdnico, dado que W.Deming, era virtualmente un desconocido en su
propio pais(los E.U.): hasta gue cierto grupo de dirigentes de la industria
automotriz norteamericanalen los B0s), preocupados por la creciente amenaza
representada por los automdéviles manufacturados en Japdn, enviaron una
comitiva a dicho pais: comitiva que de regreso a los E.U., informé a los
dirigentes de la industria automotriz norteamericana,que el “secreto” de los
japoneses, estaba en el control estadistico del procese de manufactura de
los automdviles de ese pais; control gque en diche pais habia sido
introducido por Deming. ;Un profesor norteamericano desconocidc en su propio
pais! Los detalles de esta historia pueden consultarse en{Gasor Atdrea,"The Man Who
Discovered Quality",Pengnin Books,New tork,1992.} . El otro gran impulsor del control de la

calidad en E.U. fué Juran,lo cual es bastante entendible si recordamos que



el manual més famoso de control de calidad{y tal vez uno de los mas

completos)es precisamente el”Juran’s Quality Control Handbook”.

Uno de los propdsitos de este trabajo,consiste en continuar y extender una
tecria conecida como de “Las Bolas de Control de Calidad”, cuyos fundamentos
y terminologia fueron inventados en México a mediados de 1983 por
G.A.Vizquez Coutifio, cuando dirigia la tesis de un ing.militar
mexicano(J:Villeda) gque tenia por objeto la incorporacién de la tecnolegia
fractal al control estadistico de calidad en los procesos industriales,
partiendo de datos tomades precisamente de la industria automotriz y con la
asesoria técnica del gue esto escribe({ing.Manuel Noriega C.) y de
G.A.Vazgquez Coutifio, obtuvo el primer ™atractor de calidad” de que se tenga
noticia, no sclo en la industria automotriz{especificamente la Ford y G.M),
sinc en la industria quimica,petroquimica.de alimentos y de manufactura en
general. Un afio después, en 1994, otre brillante ing.industrial
militar(J.Zepeda), dirigido por Vdzquez Coutifio,introdujo en su tesis
llamada”teoria de las bolas de control de la calidad”, el concepto de “linea
de contrel de calidad a 450" aplicende la teoria a la industria de los
ladrillos refractarios(en ese entonces,se tomaron datos proporcionades por

la empresa Vitromex).

En este trabajo que ha side metivado por la intervencién del que escribe
esta tesis, en la aplicacién en la industria automotriz de la teoria de las

“Bolas de Control de la Calidad” desde sus inicios (esto es ,en 1993) se ha



escogido como base de estudio, uno de los proceses fisicoquimicos méas

importantes dentro de la aplicacién de la pintura automotriz.

l.1-Antecedenteas dol proceso E-Coat:

lLa historia de la primera electrodepositacién como proceso de primarios
automotrices fue bien descrita por Peter Revelt en 19%76.
Un consultor académico para una compafiia Automotriz{G.E.F.Brewer hacia
1985), sugirié la electrodepositacién electroforética para eliminar algunos
de los preblemas observados en el pintado por inmersién de partes
automotrices como son: la falta de mojado en partes huecas,esquinas y zonas
de dificil acceso. Después de algunas demostraciones con trabajos de
laboratoric; los procedimientos se escalarcn para su aplicacién a nivel de
ingenieria de produccién y manufactura patentdndelos y creandc una nhueva

industria.

1.2-Bases de la electrodepositacién de pintura:

La mayoria de las pinturas con base de aqua({solvente agua)l pueden ser
depositadas en un electrodo, simplemente porque existe una carga en la
superficie de cualquier particula de pigmento y en los enlaces entre

moléculas y particulas,



Al espacio entre un par de electrodos cargados se les asocia y se le impone
una diferencia de potencial eléctrico dada en volts. El electrodo cargado
negativamente atraera a los lones y particulas cargadas positivamente y los
electrodos positives atraerdn a les aniones,

La ecuacidén de Smoluchowski cuyo estudic es clasico en la termodindmica de
los procesos irreversibles(ref.Mazur y de Grootldescribe los factores de
control para el movimiento de las particulas cargadas en un campo eléctrico.
Dichos factores se listan a continvacidn:

l.-La viscosidad del medio de dispersidn .

2.-La constante dieléctrica del medio de dispersidn.

3.-La densidad de carga en la superficie de la particula.

Una vez que los electrodos se cargan, las particulas y moléculas dispersas

se moverdn hacia el electrodo apropiado.

En la actualidad existen 3 procesos funcionande. Electroforesis(movimiento
de particulas cargadas en un campo eléctrico), la Electrélisis{que consiste
basicamente en el “rompimientc” del aqua) y la Electro-osmosis(movimiento
osmético de agua y de particulas solubles fuera de la pelicula de

coagulacién) .

Las particulas cargadas y ei polimere, pueden existir en 3 ambientes en cada
uno de los sistemas. El primerc,la dispersién de “bulto”, gue es como si uno
recibiera una capa de pintura del proveedor. La segunda es la capa limite,
donde 1los cuerpos dispersados migran hacia abajo debido a que la

concentracién es creciente. La tercera es la llamada del depodsito en 1la



superficie, siendc en la superficie donde se encuentra la accién. 1la
pelicula cargada se empieza a descargar por algunos mecanismos llevados a
cabo en la superficie coaguléndcla; asi, si la capa ¢ pelicula es anidnica,
los iones carboxilate son neutralizades por icnes hidrégeno liberados
durante la electrodlisis del agua para formar oxigeno gaseoso.

En la superficie del 4nodo, el pH puede ser menor de 2, lo cual es
suficiente para producir acido metil/metacrilato. En el cdtodo los polimeros
acrilicos son neutralizados por el ién hidréxido liberado de la electélisis

del agua al liberar el hidrégeno.

Existen ecuaciones que describen el procesc de electrodepcsitacidén a traveés
de electrodos, rFBxkpopn OgCeslion), considerando velocidades de migracién y
difusion, comc ayuda para la explicacion de la electrodepositacion o la de
GUrUSWamy twer$ Guruswamy Mt Finp.29 xLl9® . gue usa ecuvaciones gque describen 1la
depositacién de hule de latex sobre un electrodo.Dentro de los procesos mas
importantes, debidoc a que es utilizado por la mayor parte de la industria
Automotriz, estd el de Hays and White {wer.D.R.Haysand C.5.WhiePain Tech31e5355.461.a0p 1969), Cuienes
describen la representacion de un circuito equivalente(usando capacitores y
resistores), para crear un bano de electrodeposito,describiendc ademas la
técnica necesaria para obtener una buena pelicula, logrando una buena
uniformidad de ésta sobre tode el sustrato;no dejando partes sin pintar,
nada de gotas espesas ni depositacidén en partes huecas;también se cumple el
objetivo de controlar las variables de este proceso. La gran ventaja de
poder controlar o dirigir el proceso,ademas de la calidad de pelicula

obtenida es que nos permite una gran disminucidén en las emisiones de

10



C.0.V.s(Compuestos Organicos Volatiles}, por lo cudl es un proceso sumamente

apreciado por la industria automotriz actual.

Para finalizar, conviene describir cuales son la variables o atributos gque
se han seleccionado para ser medidos y controlados en el procese de E-Coat

en la industria automotriz considerade para su estudio(Ford No.Co.)

Las variables principales a considerar en este procesc , son el voltage de
aplicacién, ya que de la correcta aplicacidén del misme haciaz la unidad
depende la buena aplicacidn de pintura, y el espesor de pelicula gue nos va
a proporcionar la proteccidén adecuada contra la corrosién. Ambas variables
estdn directamente correlacionadas: es decir a mayor voltage se tiene un
mayor espesor, por lo gue estas son las variables a controlar en el proceso

de aplicacién de la pintura electroforética(E-coat].
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CAPITULO II.

FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA FRACTAL Y SU CONEXION CON LA "TEORIA DEL CAOSY.

2.0 INTRODUCCION:

-Galileo, hacia 1623 mencionaba que "“La filosofia escrita en este gran
libro (el de la naturaleza) estd abierto continuamente a nuestra mirada,
pero no puede ser entendido a mencs que uno aprenda primerc & comprender el
lenguaje en el gue estd escrite. Y estd escrite, en el lenguaje de las
matematicas y sus caracteres son los triangulos, los circulos y otras
figuras gecmétricas, sin las cuéles seria humanamente imposible entender una
sola palabra de é1; sin lo anterior, uno estaria [continuamentel]

vagabundeando por un laberinto oscuro.”
Bencit Mandelbrot, el matematico judio-peolaco-francés (y ahora ciudadano

norteamericano} que acufi¢ la palabra “fractal”, y quien e5 considerado como

el iniciador de la GEOMETRIA FRACTAL; liberd a la geometria, de la tirania

12



de las lineas rectas, las formas geométricas convencionales (o euclidianas)
y los sélidos regulares.

Mandelbrot se atrevid a evidenciar lo que parecia obvio: “Las nubes no son
esferas, las montafias no son conos, las costas no son circulos, la corteza
(terrestre) no es suave y ni siguiera la luz viaja en linea recta.”

Galileo, tenia razénm en parte, pero se habia equivocado de dialecto
geométrico, pues el dialecto preferido por el “gran libro de la naturaleza”™
y el que corresponde a formas irregulares del mundo real es precisamente el

de la GEOMETRIA FRACTAL.

-Pero. (qué es un fractal? En términos muy técnices puede mencionarse la
siguiente definicién debida a Mandelbrot y propuesta en 1982: "Un fractal es
por gdefinicidén un coniunte para €l cual la dimensién de Hausdorff-
Besicovitch excede estrictamente la dimensidén topolédgica”.

Esta definicién requiere de una detallada discusidén de que es lo gque se
entiende por dimensién de Hausdorff-Besicovitchid:)}, lo cual se hard mas
adeilante; y de una manera mas simple y facil de calcular, conocida ccmo
dimensién de similitudids), que se utiliza frecuentemente para estimar la
dimension de Hausdorff-Besicovitch.

De heche, hacia 1986, Mandelbrot propuso una nueva definicién de fractal,
gue estd intimamente relacionada con el concepto de “aute-similitud”:

“Un fractal, es una forma {geométrica) hecha de partes similares al todo de

alguna manera.”

13



En los fractales, se pueden observar figuras geométricas que consisten en
motivos idénticos, que se repiten dentro de si mismes a escalas cada vez méas
reducidas.

Es importante mencionar, que la primera definicién de Mandelbrot, es poco
satisfactoria, dade que, si bien se ajusta a la descripcién de un cierte
nimero de fractaites, también excluye a otro gran nomerco de conjuntos que

deberian ser considerados como fractales [K.Falconer,1990].

En una comunicacién personal de Mandelbrot a Feder (1987), el “inventor”
de la GEOMETRIA FRACTAL confesé que “aun falta una nitida y completa
caracterizacién de los fractales”.

K.Falconer(1990) en su libro”FRACTAL GEOMETRY:MATHEMATICAL FOUNDATIONS AND
APPLICATIONS”, hace notar gue la definicién de “fractal” deberia ser
considerada de la misma forma que un bidloge intenta dar una definicién de
“vida”; en realidad no hay una definicidn simple y rapida de “vida”, mas
bien, una lista de propiedades caracteristicas de los seres vivientes, tales
como su habilidad para reproducirse, para moverse ¢ para existir, hasta
cierto punte,de manera independiente de su ambiente. Siguiendo esta
filosofia y en analegia con 1la forma de asignar ciertas propiedades
caracteristicas al concepto”vida’”, nos referimos al conjunte F(gue puede ser
considerade como un conjunto de puntos contenido en cierto espacio) como a
un fractal cuando se observen las siguientes caracteristicas(Falconer):

i) F tiene una estructura fina;esto es, detalle a escalas

arbitrariamente pequefias.
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ii) F es demasiado irregular como para ser descrito en el lenguaje
geométrico tradicional, tanto local como globalmente.

iii} A menudo F tiene o exhibe alguna forma de autosimilitud, tal vez

en forma aproximada o estadistica. Un objeto auto-similar tiene la propiedad
de gque una parte de é€1l,cuando se amplifica, luce como el todo.

Cuando un fractal es exactamente auto-similar, cada pequefia porcidn de F al
ser amplificada, repreoducird exactamente una porcién mas grande; si se
consideran fractales estadisticamente auto-similares, una amplificacién de

F,lucird o se parecerda a F, pero no serd exactamente comeo F.

El concepto unificador gue se “oculta” detrds de la conexidn entre la
gecmetria fractal, 1la teoria del caos y las leyes de potencias, es
precisamente el de autosimilitud o invarianza frente a cambios de dimensidn
o escala; es un atribute de muchas leyes de la naturaleza y de inumerables
fentmenos del mundo que nos rodea.la autosimilitud es una de las simetrias,
gque mecdelani{en forma decisiva) nuestro universo y nuestros esfuerzos para

comprenderle [M.Schroeder,].

ivi Usualmente, la “dimensidén fractal” de F {que tiere que ser definpido de
alguna manera)es mayor que su dimensién topolégica. Existen fractales para
los cuales se reguiere de mis de un exponente de escalamiento para ser
caracterizados; de tales exponentes, la dimensién de Hausdorff es solo uno;

a dichos fractales generalizados se les conoce como tifractales [M.Schroeder].
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v) En la mayor parte de los casos F se define por medio de un algoritmo

recursivoe,

2.1-MEDIDA Y DIMENSION DE HAUSDORFF Y CONCEPTOS FUNDBMENTALES

ASOCIADOS.

Anteriormente, se defipnié un fractal [(Mandelbrot,1982), en términos
de la 1llamada dimensidén de Hausdorff-Besicovitch;para entender las
mateméticas asociadas al concepto de fractal, es esencial tener cierta
familiaridad con la medida y la dimensién de Hausdorff. A su vez, sera
necesario recordar algunos conceptos fundamentales de la teoria de
conjuntos, de la topologia general y de la teoria de la medida. Comenzaremos
por introducir algunas operaciones elementales de la teoria de conjuntos.
Sean A o B conjuntes arbitrarics; se llame unién AUB de estos conjuntos al
conjunto compuesto de todos los elementos pertenecientes por lo menos a uno
de los conjuntos A ¢ B. En forma andloga se define la suma de cualquier
namero (finitc 6 infinito} de conjuntos: si A« son conjuntos arbitrarios, su
suma Ax es la coleccién de elementos, cada uno de los cuales pertenece poer
lo menos a uno de los conjuntos Aa.

Se denominaria interseccidén AMB de los conjuntos A y B al conjunto compuesto
por todos leos elementos pertenecientes tanto al conjunto A como al conjunte
B,la interseccién de un numero cualquiera (finito & infinito) de conjuntos

ARa  es la coleccidn MuAa de elementos pertenecientes a cada uno de los

conjuntes Aa.
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La cperacidén de resta o diferencia A\B de les conjuntos A y B consiste en la
coleccién de aquéllos elementos de A que no pertenecen a B.A veces se
escribe A-B, en vez de A\B para denotar la diferencia de los conjuntos A y
B.

La diferencia simétrica AAB de los conjuntos A y B se define mediante:

AAB = (A\B)U(B\A) = (AUR)\ (AAB).

Se denomina “sistema de conjuntos” a todo conjunto cuyos elementos son, en
si ciertos conjuntos. Denptaremos con letras tipo "symbel" mayasculas a los
sistemas de conjuntos.
Un sistema no vaclo de conjuntos R se llama anille si de AeR y BeR  se
deduce que AABER y AmBeR . Como para cualesquiera dos conjuntos A y B.
AUB = (RAB)A {(AMB)

y B\B = AA(ANB)
resulta que si AeR y BeR ,también pertenecen a R los conjuntos AUB y A\B.
En consecuencia, un anillo de  conjuntes es un sistema de conjuntos
invariante respectc a las operaciones de unién, interseccidén, resta vy
diferencia simétrica. Todo anille es, ademds, invariante respecto a las
operaciones siguientes: C = W Bk, D= "jurPe
Por otro lado, tode anillo contiene al conjunto vacio ¢ dado gue BAVA = ¢ .
El sistema que sdlo consta del conjunto vacio representa el menor anillo de

conjuntos posible.
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A un conjunto E, se le denominara unidad del sistema de conjuntos G si ECG
y 5i ademds YaeG se verifica la sigquiente igualdad.

ANE = A
la unidad E de un sistema de conjuntos G es simplemente el conjunto maximo
de este sistema que contiene todos los demds conjuntos que figuran en G.
Un algebra de conjuntos es un anillo de conjuntos provisto de la unidad .
Los siguientes teoremas son importantes en relacidn al concepto de anille de

conjuntos:

Tm.1-La interseccién R=U, Ra de un conjunto cualquiera de anillos es también
un anillo.

Tm.2-Cualgquiera que sea el sistema no vacio de conjuntes G, existe un
anille y sélo uno, R(G) que contiene a G y esta contenido en cualquier
anille R que contiene G.

El Tm.l-se desprende directamente de la definicién de anillo de conjuntos.
Para demostrar el Tm.2, primero hay gque hacer notar que el anille R(G)
queda univocamente determinado por el sistema G. Con el objeto de demostrar
la existencia de este anillo, se considerard la wunién X = UheA de todos
los conjuntos A que figuran en G y el anillo m(X) de todos los subconjuntos
del conjunto X. Sea T la totalidad de los anillos de conjuntos contenidos
en M{X) y contienen a G.

La interseccién

B =ry R
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de todos estos anillos serd precisamente el anille R(G).Asi, cualquiera que
sea el anillo R* y gue contenga a G; la interseccién
R=R*m (X}
sera un anillo de T vy por le tanto,
GcRcR~

esto es, B verifica la condicién de ser, en efecto, el anillo minimal sobre
el sistema G y se denota R(G)
g-anille.-Un anille de conjuntes se 1llama o-anille si junte con toda
sucesién de conjuntos A, Az, ...A, , contiene la unién.

S = U.A,
d-anillo.-Un anillo de conjuntos se llama 8-anille si junto con toda
sucesion de conjuntos A;,A-, ...A., contiene la interseccién.

D =M.A,
Naturalmente, se le denomina oc-algebra a todo og-anillo con unidad y &-
algebra a todo &-anillo con unidad. En realidad ambos conceptes coinciden:
toda ¢-dlgebra es al mismo tiempo una &-algebra y toda &-algebra,una o-
&lgebra. Lo anterior se deduce de las siguientes relaciones de dualidad.

U.A, = E\U, (E\A,)

M:An = E\U, (E\An)
Las §-4dlgebras, & equivalentemente las o-dlgebras se conocen comunmente como
Algebras de Borel & sencillamante, B-algebras.
$i se tiene un sistema de conjuntos G, siempre existe al menos una B-
dlgebra que contiene este sistema. Hagamos:

X =Upech
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y consideremos el sistema B de todos los subconjuntos del conjunto X
Entonces B es una B-algebra que contiene a G. Si B es una B-algebra
arbitaria que contiene a G y X es una unidad, todo AeG esto contenido en
% y por 1lo tanto, X =_UA.5A<: X.Una B—élgebra_B se llama irreducible
{respecto a () cuando X = UpcA. Esto es, una B-algebra irreducible que no
contiene puntos no pertenecientes a ninguno de los conjuntos ReG.

Para las B-algebras irreducibles es aplicable un teorema analogoc el Tm,2,
que se demostrd anteriormente para anillos de conjuntos.

Tm.3.Cualquiera que sea el sistema de conjuntos no vacio G, existe una B-
dlgebra B{G) irreducible(respectc a este sistema) que contiene & G y que
estd contenida en cualquier B-&lgebra que contiene a G.

la demostracién es andloga a la del teorema 2.La B-algebra B{G) se liama B-
dlgebra minimal sobre el sistema G o clausura boreliana del sistema G,

En la teoria fractal desempefian un papel impeortante los llamados <onjuntos
de PBorel o© B-conjuntos; esto es,los conjuntos de la recta numérica
pertenecientes al B-algebra minimal sobre la totalidad de los
segmentos [a,b].

En particular, si se designa conix',x,....x"} a las coordenadas del punto

K<™, siendo K™ el espacio euclidiano m-dimensicnal; podemos asociar con un
conjunto U una 6-algebra gque contenga a los conjuntes de puntos del tipo:

[ X:a,€ X! <by. . .8n< X" <by)
donde -~ <a; < bi < +» son numeros reales.

A tales conjuntos se les denomina paralelepipedos semiabiertos a la derecha.

Las sumas finitas de paralelepipedos semiabiertos a la derecha forman el
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dlgebra Wo en NR®. La minima g-algebra u, ue contiene el &lgebra uo,
g g q

cecincide con la minima o-algebra de los conjuntos gque contienen todos los
conjuntos abjertes y cerrados de W™, Esta o-3dlgebra se denomina boreliana {6
de Borel} y a los conjuntos de U , borelianos. Para propdsitos de
aplicacidn se considerari entonces, que la clase de los conjuntos de Borel
es !a coleccién mas pequefia de los subconjuntos de %R® que reune las

siguientes propiedades [Falconerj:

i) Cada conjunte abierto y cada cenjunto cerrado es un conjunto de

Borel.

iilLa unidn de cada coleccidn finita o contable de conjuntos de Borel, es un
conjunto de Borel; ademas, la interseccién de cada coleccién finita o

contable de cenjuntos de Borel es también un conjunto de Borel.

2.la-Concepto de medida.- No seria posible llegar muy lejos en la tenria de
fractales si no se estudian los conceptos basicos de la tecria de la medida.
Se denominarid p.medida sobre W', si u asigna un numero no negativo
(inclusive » )} a cada subconijunteo de ¥, tal que [Falconer,Kolmogorov, ]

a) p (¢ =0

b} p {(A) £ p(B) si ACB

c)Si A, Ar....An es una secuencia contable {finita) de conjuntos, entonces:

PO aA) € E0pn(Ag)
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d)Si (Ai} es una sucesitn de conjuntes de borel medibles disjuntos dos a
dos, entonces:

RIU LAY =27 miAg)

a esta propiedad de la medida, se le conoce como aditividad numerable o o-
aditivid.ad [Kolmogorov & Fomin].

Si en particular, AcB y A puede expresarse como la unién disjunta A =

Bw (A\B), entonces una consecuencia inmediata de esta ecuacibn es:

R(A\B) = u(A) -u(B)

e}Si AICAC.. ... es una sucesidn creciente de conjuntos medibles, entonces:
p{UT (AL} = lim... p(AL)
nétese aqui,que UT . AL = MiU(A\AIJUAINAYU. . ... de modo gue:
PIUT ALY = plAa)+ Z“i-;('p(A:-;)— WiRYY
MU iaAL) = plA)+ lime2 i ({Aiaad = pi{As)) = lime . (A;)

De manera mas general, si para &»0,A son cenjuntos de Borel crescientes
cuandc decrece, esto es,sl Ay-c By para 0< § < §"; entonces:

W (Us:3hs) = limgy i Ag )
Una clase especial y muy importante de medida es la llamada medida de
Lebesgue en N". Si el conjunto A ={(Xi,..... ¥a) € K" :a:€<X:<b:])
es un paralelepipedo en N", el volumen n-dimensional de A estd dado por

vol™ {A) = (bi-a1) {(bz-az2).... (ba—an).
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La medida de lLebesgue n-dimensional L" puede considerarse como una extensidn
del volumen n-dimensional para una gran clase de conjuntos. En esta tesis,
serd de utilidad definir la medida de Lebresgue en R"mediante.
L"(A) =inf{ Z'i.y vol® (Ai):AcU .. Ai )
goonde el infinum  se tome scbre todas las cubiertas de A por los
paralelepipedos Ai.
En la teoria de fractales, ls medida de Hausdorff [Falconer]), juega un papel
crucial, como tendremos oportunidad de ver.
Sea U un subconjunto no-vacio del espacio euclidiano n-dimensional, N*, el
didmetro de U se define como:
|U) =sup{Ix-y| :x,y € U}
Si {Ui} es una coleccién centable de conjuntos cuyo didmetro es a lc mas &,
gue cubren F; esto es:
F c UT;Ui
con 0<|Uilg & para cada i, se dird que {Ui} es una B&-cubierta de F.
Supbngase que F es un subconjunto de M y que 5 es un namerc no-negativo.
Para cualquier >0, se define:
Hs{F) =inf{ X ;. 1UL1%°:{Ui} es una d-cubierta de F}
Agqui se wve que en tante 8 sufre un decremento, la clase de cubiertas
permisibles de F se reduce, y por lo tanto, el infimum M, (F) se incrementa
aproximandose al limite cuando 8—0. Aéi:
H*(F) =limsq Ha'(E)

se denominard a H'(F) la medida de Hausdorff s-dimensional de F.
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No es dificil demostrar, que en efecto H'es una medida: en primer lugar
H(¢) =0

Si A estad contenido en F, entonces:

H Ay s H*(F)
Ademés, si {Fi)} es c¢ualguier coleccién contable de conjuntos de Borel
disjuntos, entonces.

H%{U i=1 Fi) = X" H*(Fi)
La medida de Hausdorff s-dimensional H® sobre subconijuntcs de N", con 0<s<n;
son en realidad, una generalizacién de 1la medida de Lebesgue L" a
dimensiones gque no son necesariamente enteras. De hecho, es posible
mostrar[Falconer] gque, para subconjuntos de R" , con 0O<s<n; son en realidad,

una generalizacién de la medida de Lebesgue L" a dimensiones gque no son
necesariamente enteras. De hecho, es posible mostrar [Falconerlgue, para
subconjuntos de N" 1la medida de Hausdorff n-dimensional es igual a la medida
de Lebesgue L" (esto es, e} volumen n-dimensional) multiplicado por una
constante; asi, si F es un subconjunte de Borel de N*:
H"(F) = Cn vol™(F)

Siendo Cn=n'"*'*/2"(n/2)! el volumen de una bola n-dimensional de di&metro 1.
Una propiedad, basica en la teoria de fractales, de la medida de Hausdorff

s—-dimensional, es la llamada propiedad de escalamiento.
Si FcR™ y £0 entonces
Hi(¢eF) = EHY R

donde IF ={fx:x € F}; esto es,el conjunto F estd “escalado” por un factor £,
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Otra propiedad impeortante de la medida de Hausdorff es la llamada condicidn
de H5lder del exponenta « : Sea FCR" y f£:F»R"™ un mapeo tal que:
[£i{x}-£({y) € Clx~yI® {x,y € F);
para las constantes c>0 y a>0.Entonces para cada S
H¥ (£(F) )< c*H(F)
El caso o<1, es particularmente importante
lEx)-f(y) £ Clx-yl| [x,y €F}
aqui f se denomina el mapeo da Lipschitz , y
H (£(A) ) <CH (R
5i f es una isometria , esto es, si
[£{x)-f{y)| = |%-y| entonces: H*(f(F)} = H*(F)
Como caso particular, es importante hacer notar que la medida de Hausdorff
es invariante ante translacicnes, esto es;
H*(F+a) = H*(F}
donde F+z = {x+a : % € F)
En forma andloga, puede demostrarse que la medida de Hausdorff es también
"invariante ante rotaciones".
2.1.b-Dimensién de Hausdorff.-5i t>s y (Ui} es una 8-cubierta de F, entonces
Tiluil® <8 Zitui)s
después de tomar el infimum a ambos lados de dicha desigualdad, se obtiene
H5{F)s 8 *H% (F)
Haciendo 50 se ve que si H®(F}< = entonces HYF) = © para t>s., En un

grafico de H*{F) vs s (Fig 2.1) se muestra que hay un valor critico de s
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para el cual H*(F) “salta” de o« a = 0. A este valor critico, se le denomina
dimensién de Hausdorff de F,y se escribe como dimyF; algunos autores se

refieren a esta dimensién como la dimensién de Hausdorff-Besicovitch.

H*(F)

i i
: H

0 dimuF=g n

Fig(2.1) .Grafica de H'(F) va.s para un copjunte F.La dimensién de

Rausdorff es el valor de s para el cuil H'(F) “salta” da x a 0 .

La dimensién de Hausderff se define fundamentalmente como.

dimF = inf{s:H*(F) =0} =sup{s:H*(F) = » ]} de modo que,

HYF! = { » si s<dimF } y { 0  si s>dimfF }
En particular, si s=dimiF ,entonces H* (F} puede ser 0 o = o puede
satisfacer.
0< H¥%(F)< o

Un conjunto de Borel que satisfaga la Gltima condicién se denomina un s-
conjuntoe
La dimensidén de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:

i} Propiedad de los conjuntos abiertes. Si FcR™ entonces dimgF=n, puesto

gue F contiene una bola de volumen n-dimensional positivo.
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ii)Propiedad de los conjuntos suaves Si F es, una subvariedad m-dimensional

continuamente diferenciable, (esto es, una superficie m-~dimensional} de %",
entonces dimyF=m. En particular, las curvas suaves tienen dimensidn 1 y las
superficies suaves tienen dimensién 2. Esto puede deducirse de la relacién
entre la medida de Hausdorf{ y la medida de Lebesgue.

iii)Monotenicidad . Si AcF,entonces dimyF.Est¢e se deduce en forma inmediata
de la propiedad H®1A)< HY(F) para cada s.

iv)Estabilidad contable. Si Fl,F2,....es una secuencia contable de

conjuntos, entonces.

dim;U" . Fy = supi<i-{dimgF;}
De hecho, dimyU";. Fi2dimFy
para cada j, de acuerdo con la propiedad de monotonicidad.
Por otro lado, si s>dim.F.¥ , entonces H*(F,}=0,
de modeo gue H{U:.. F.1=0

v)Propiedad de los conjuntos contables. Si F es contable, entonces dimsF=0,

dado que si Fi es un punto simple, H'(Fi)=1 y dimyFi=0; asi por la propiedad
de estabilidad contable.
dimgU ;. Fi=0

vi)Invariancia geométrica.Sea F © R®™ y supdngase que f:F—5R" satisface la

condicién de Hélder
I£{x)-£{y) ISCIx-y|®{x,y € F)

entonces dimyf (F)<(1/oc)dim;F
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Corolario a) Si f:F»R" es una transformacién de Lipschitz, entonces
dimyf {F)sdimyF
Corolario b) Si E:F-»®R" es una bi-transformacién de Lipschitz esto es, si.
Cilx-ylIs|E(x)-f({y) I=Coix-y1 (X,¥ € F}
donde 0<C;2C;< @ ,entonces, dimyf(F) = dim.F
Se tiene aqui una propiedad fundamental de la dimensidén invariante ante bi-

transformaciones de Lipschitz.

vii)Un conjunto PCR" con dim«F<l es totalmente inconexo.

Definiciones equivalentes de la dimensidén de Hausdorff.
Antes de dar unra definicidén equivalente gue conduzca a la dimension de
Hausdorff, conviene intreducir un par de definiciones que serdn de utilidad
tanto en la definicién equivalente de dimensidon de Hausdorff come en lo gue
denominaremos en un capitulo posterior la“Teoria de las Bolas de Control de
Calidad” (TBCC).
Una “bela cerrada” de centro x y radio r se define mediante.
B, (®x) = {y: |y-%| £ r}

en forma analocga, Se define una pola abierta como:

B (X} = {y:ly-xl| < r }
Un tipo de cubrimiento que puede ser utilizado para definir medidas gque

conduzcan a la dimensién de Hausdorff, consiste en considerar bolas

esféricas, esto es5.B%(F)= inf (Z}Bil® :{Bi} es una & cubierta de P por
bolas}
de esta forma se obtiene la medida, B'(F) = limy, B%(F)
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y una “dimensién” a la cual B*(F) salta de ® a 0. De hecho H%:(F)< B%(F},
dado gque cualguier &-cubierta de F es un cubrimiento permitido en la
definicién de H%. Ademas, si {Ui} e&s una S-cubierta de F, entonces también

lo es {Bi}:; donde para cada i, se escoge a Bi como una bola gue contenga a

Ui y de radio |Uii{< 8 . De este modo, TIBil’s Y (2|uij)® = 2°%|vi®
y tomando el infimo se obtiene. B®.; (F)s2°H5; F)
Haciendo §—0 se llega a, H {F)<B*(F) <2°H® (F)

Con lo anterior, los valores de s a los cuales H® y B® saltan de = a 0 son
iguales; cde modo que las dimensicones definidas per las dos medidas también
son iguales.

2.1.c~-DEFINICIONES ALTERNATIVAS DE DIMENSION.

Rungue la dimensidén de Hausdorff es la de definicién basica en la que se
trabaja en la Geometria Fractal, existen otras definiciones gque se usan
ampliamente y gue resultan mas practicas desde el punto de vista de su

implementacién para el tratamiento de datos en una computadora. Resulta

fundamentzl la idea de “medida a escala & . Asi, para cada & , se mide un
conjuntoc de modo gque se ignoren las irregularidades de tamafic menor a d, y

luege se observa como se comportan tales mediciones cuando $—0. En
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particular, puede suceder que una dimensién de F sea determinada por una ley
de potencias cbedecida por la medida Ms(F) cuando & —0. Si M%(F)=C 3* para C
¥ S5 constantes;puede decirse que F tiene dimensién s, con C vista come la
longitud s-dimensional de F. Tomando logaritmos,

logMs F)=logC-s logd
Si la diferencia de los dos lados tiende a 0 con & , enteonces:

s=lims_o logMs(F) /(-(log &))

Dimensién de la caja o dimensién de capacidad(dec}.

Esta definicidn data de los afios 50s y también se le conoce como dimension
de la informacién(dr). Aungue ahora se sabe gque estrictamente dc>di (Grasberger
v Procaccia,1983) .

Sea F subconjunto acctado no vacio de H"™ y sea N.(F) el nimero mas pequefio
de conjuntos de didmetro de a lo mds 8 que pueden cubrir F. Entonces, las
dimensiones de la caja({box counting dimensions) inferiores y superiores de F
se definen respectivamente como: |

dimgF = _1ims . logN; (F)/ (~log &)

dimgF = limg logN; (F)/ (-log &)

Si ambas dimensiones son iguales, nos referiremos a dicho valor comin como a
la dimensién de la caja de F (también denominada dimensidén de capacidad)
dimgF = lims o logNy F}/ (-log &)

en la ecuacidén anterior N;(F) puede ser:

ijel ‘numero minimeo de bolas cerradas de radio & que cubren F.
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ii)el nimero minimo de cubos de lado & que cubren F

iii}el nuimero maximo de bolas distintas de radic 8§ con centros en F.

La lista anterior podria extenderse aln mds; en la practica se adopta la
definicién que sea mas conveniente para una aplicacién dada.

En particular, y dentro del contexto de la teoria del caos y de la teoria de
las bolas de contrel de la calidad, se evalvari la dimension fractal dr
{asocidndola con la dimensién de la caja)de un atractor extrafio(concepto gque
se discutird mas adelante} mediante.

dF = lim., logN(e)/log(l/e) donde N{e) es el nimerc de esferas p-

dimensionales de radic € requeridos para cubrir el atractor.

Dimensi¢én de similitud. Ya antes se ha mencionade que “un fractal, es una
q

forma (geometrica) hecha de partes similares al todo” y que es posible
observar en los fractales, figuras gecmétricas gque consisten en motivos
idénticos, que se repiten dentro de si mismos a escalas cada vez més
reducidas. Lo anterior esté intimamente relacionado con el concepteo de
autosimilitud, esto es, si se toma una pequefia porcidén de un fractal y se
amplifica, sera posible reproducir una porcién mas grande de dicho fractal.
Formalmente, la autosimilitud es la propiedad de los objetos o conjuntos en
donde por magnificacién, amplificacidén o aumento, los subconjuntos de un
conjunto lucen como el todo {cualquiera gue sea la escala).

Antes de obtener una expresidén gque nos permita calcular la dimensidén de
similitud ds de un objeto fractal se comenzard por asociar una dimensidn
topolégica dr a ciertos objetos geométricos bien conocidos. Por ejemplo, la

dimensién topolégica de un punto es dr =0, la dimensitén topolégica de las
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costas, 1los circulos y en general de las curvas es dr =1, dado que consisten
unicamente de lineas sin Area. Analdgicamente, en el caso de superficies se
tendrd que dr =2, y para objetos con volumen dr =3, etc.

La dimensién euclidiana de es el nuimero de coordenadas gue se reguieren para
determinar o definir un conjunto de elementos geométricos. Ya Mandelbrot
habia propuesto en 1952 gque” un fractal es por definiciénm un conjunto para
el cual la dimensidén de Hausdorff-Besicovitch excede estrictamente la
dimensidn topolodgica.” Con 1las definiciones anteriores resulta natural
incluir como casos limite para la dimensidn fractallo de Hausdorff-
Besicovitch) a la dimensién topoldgica dr y a la dimensiodn euclidiana.

dr «dr <de

Ademas Pfeifer y Obert(1989),propusieron gque la diferencia drf-dr es algo
asi, como una medida del descorden del sistema s5i drF=dT el sistema esta
ordenade © ligeramente descrdenado; si dr <dr el sistema estara fuertemente
desordenado. {(Ver fig.2.l1), en la cual se pesenta de manera contrastante el
papel que juegan la dimensién topeolégica dr , la dimensidn fractal dr y la

dimensién euclidiana de.

dr dr dE

1 1.00 1

1 1.02 2
e
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dr de de

(Fig.2.2) comparacién de las dimensiones topoldgica,fractal y euclidiana.

Para cobtener una expresién para el cialculo de la dimensidon de similitud nos
ayudaremes de la fig2.3; en la cudl se representan una linea, un &rea y un
volumen respectivamete, Para la linea, las 3 dimensiones discutidas
anteriormente resultan ser iguales a l,estc es, dr=dr=de=1, algoc andloge se
tiene &n el caso del cuadrado en donde dr-dr-de=2. De manera similar, para el
cube dr=dr-de=3.
En dicha figura se comenzaréd por considerar la linea de longitud L, a la
cual se dividird en N=g partes, cada una de las cuales ticne longitud ¢£.
entonces:

N=L/f=qg y {=L/qg
Adermds conviene definir una razdn de escalamiento r como el inverso del
nimero de partes en las gue se ha dividideo la linea, el cuadrado, el cubo,
etc. esto es: r = 1/g
y en el caso de la linea, como N=q, entonces

r =1/q = 1/N con lo cual Nr! =1

en el caso del cuadrado.
¢ =L/qgy N=(L/H* =g

con lo cual
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r= 1/q = 1/0Y% y ne? =1
para el cubo de lado L,
t=1L/q ¥y N={L/0)"=q , por lo tanto

r=1/q = 1/8%% con lo que Nr® =1

Si continuaramos con dimensicnes superiores a 3, nallariameos una ecuacién de
tipc Nr¥ = 1

El genio de Mandelbrot consistid en reconoter gue dicha ecuacidn
{aparentemente tan sencillal, podia extenderse a dimensiones no enteras.
Cespués de aplicar logaritmos la ecuacidn anterior gueda:

ds = D = leg N / log {1/}

aqui ds es la dimensidn de similitud la cual se utiliza frecuentemente para
estimar la dimensian fractal o de Hausdorff-Besicowvitcn, por la facilided

con gue es posible calcularla en €l caso de algunos fractales delerministas.

q partes dr-diedes 1
) { ] N o= g partes
L > N o= L/E =g
r = 1/g = 1/4

q partes
A
£
N
vy
L Nrf =1




A/cwum’:_/ r o dr=dredes 3
// —

<t N = g’ partes

N =L/ =g

r = 1/q = 1/

Fig (2.3)

generalizando Nr® =1

2 =ds = log N / 1og (1/1}

La dimensién de similitud {(ds) y la de capacidad (d:)

estin relacionadas:

se parte de la ecuacion gue define la dimensidn de similitud (ds)

o= 1/7% = (LAY = (L/e ) = Nie)

donde (= £, y N depende de ¢, se obterdrd para ds:

ds = log N{€)/ilog L + log 1/€}

5i se considera en dicha ecuecidn el limite cuando € es muy peguedo,

término gue involucra oL se hace despreciable; estc sugiere definir

dimension de capacidad (como ya antes se ha hecho)l como:

de = limelo i0g H(€ )/ log {1/€)
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Existen aidn otras definiciones de dimensién, tales como la dimensién de la
informacién di, la dimensién de correlaciédn dc (o de Grassberger y nsicnes

superiores Procaccia) y dimede orden g, d'¥, que serin discutides més

adelante en relacién con el concepto de atractor;gue es de fundamental
importancia en la teoria del caos y que resulta bisico en la teoria de las

bolas de centreol de la calidad. (tbecce).
2.1.d-Analisis de sistemas dindmicos y teoria del CAOS.

El andlisis de sistemas dindmicos(ASD) constituye una poderosa herramienta
en el estudic de fendmencs gue exhiben un comportamiento multiperiddico,
cadtico o aleatorio. El control de calidad de los procesos industriales
pueden exhibir una gran variedad de comportamientocs y muestra una variedad
gue no es facil de estudiar mediante un algeoritmo simple. Comencemos por

definir algunos conceptos fundamentales.

Espacio de estado. Espacio matemdtico abstracto cuyas coordenadas son las

variables de estado o las componentes de un vector de estado. También es

usual referirse al “espacic-fase”, debido a gue en mecé&nica dicho espacie,

es un espacio matemidtico abstracto cuyas coordenadas corresponden a las
coordenadas generalizadas y a los meomentos generalizados. En los sistemas
dinamicos, el espacio-fase, tiene usualmente como variables de estado, a la
variable X,a su primer derivada x , y a las derivadas de orden superior

M
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Sistema dindmico. Es un sistema cuyc estado cambia con e@ tiempo(t). En las

aplicaciones se encuentran dos tipos principales de sitemas de sistemas

dinédmicos: aquellos para los cuales la variable de tiempo es descrita({t e Z

o N }y aguellas para las cuales t es continua (t € R ).

Los sitemas dindmicos discretos pueden representarse mediante una funcidn

iterativa del tipo:

J— —
Eeov = £ {E), t e 2 ON

aqui, & representa el estado del sistema a un tiempo t. Ademds t pertenece
al dominio de los numercs enteros 2Z o al de los naturales N . Cuando t es
continua, la dindmica se representa usualmente mediante un sistema auténomo

de ecuaciones diferenciales del tipo.

—r

-}
(¢/dt) & =E =

wi

—
( & ) ,£tER

Algunas veces el espacio de estade es euclidiano o un conjunto del espacic
euclidiano, pero también puede tener una estructura no euclidiana; tal come
la del circule, la esfera, el toroide o cuzlquier otra variedad

diferenciable.

Por lo general se consideran 2 casos especiales de las ecuacicnes
anteriores:

—
i)Para los sistemas discretos f es un difeomorfismo.
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ii)Las soluciones del sistema autdnomo de ecuaciones diferenciales que

sirven para modelar un sistema dindmico pueden ser descritas por un “flujo”
—

cuya velocidad estd dada por el campo vectorial = .

Como cualguier descripciéon de la teoria de i} e ii) involucra mapeos o
aplicaciones diferenciables, conviene dar algunas definiciones adicionales.

Sea U un subconjunte abierto de R". Entonces una funcién g: U—H,se dice que

es de clase C°, si es r-veces continuamente diferenciable, 1lsrs=,

Sea ademds V un subconjunte abierto de W* y 6 : U—V. Dadas las coordenadas
(X1, .....%xn)en U y (y:1, ...,yn} en V; G puede ser expresado en los términos de

las funciones componentes gi: U—¥, donde:
vi=gi{®l, ....,%Xn) i1, .....,n

El mapeo G se denomina m C'-mapec si gi es C° para cada i=l,...,m. Se dice
ademas que G es diferenciable si es un C'-mapeo para algun 1l<r<=x , y gque es
suave si es C°. Los mapeos que son continuos pero no diferenciables se

denominan convencicnalmente C -mapeos.

Difeomorfismo., Se dice que G es un difeomorfisme si es una biyeccién y

tanto & comoc G ' son mapeos diferenciables. 6 se denominard un c*-

difeomorfismo si tanto G como G son CF-mapeos.

En particular, la biyeccién G: UoV es un difeomorfismo si y solo si m=n y

si la matriz de las derivadas parciales{esto es el jacobianc)
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D G{x1,....xn}=[ Ogi/ 8x3 1",

— -_
es no singular para cada x € U. Si 6 cumple con la definicidén de

difeomorfismo siendo G y G mapeos continuos en vez de diferenciables,

entonces se dird que G es un homomorfismo. ‘

Sistema dinamice determinista. Sistema din&mico cuyas ecuaciones de

movimiento, pardmetros y condiciones iniciales son c¢onocidos y no son
estocdsticos o aleatorios. Algunos sistemas deterministas pueden llegar a

exhibir movimientos aperiédicos que aparentan ser aleatorios.

Movimiento cadtico. Denota basicamente un tipo de movimiento que es

altamente sensible a las condicienes iniciales. Es un movimiento para el
cual las trayectorias de un sistema que parte de condiciones iniciales
ligeramente diferentes, divergen exponencialmente.A este tipo de movimiento
se le asocian exponentes de Lyapunov y entropias de Kolmogorov

positivas(ambos conceptos se discutirdn en detalle més adelante).

Contrariamente & lo gue se pudiera pensar el movimiento o comportamiento
cadético no es un fenémeno rare. Si se considera un sistema dindmico descrito
por un conjunto de ecuacicones diferenciales de ler orden, tendran que tomar
en cuenta las siguientes condiciones para que se pueda tener comportamiento

cadtico:
a)El sistema tiene al menos tres variables dinémicas independientes.

b}Las ecuaciones de movimiento contienen al menos un término no lineal que

acopla a varias de las variables dinamicas en las ecuaciones diferenciales.
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Las ecuaciones diferenciales pueden expresarse en la forma:

F1{x1,%2,....%n)

i

dxi/de

dxz2/dt = F2(x1,%2,....Xn)

dxn/dt =Fn{x:, x2,....%n)

Un ejemplo histérico de un sistema dindmico determinista lo constituye el
modelo meteorolégice de Lorentz, gque fué propuesto hacia 1963 para simular
el comportamiento del clima. Dicho modelce consiste en un sistema de tres

ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales acopladas.

dx/dt = X = oly-x)
dy/dt = ¥ = rx-y-xz
dz/dr = z-= xy-bz

donde 6,r y b son pardmetros positivos. La solucidon de dicho sistema y
similares se ha vuelto una tare; bastante accesible desde que comenzaron a
aparecer en el mercado del software internacional, paquetes tan sofisticados
como “MatemAtica” de Stephan Wolfram,o “Maple” e incluso “Reduce” gue es un
programa ne tan moderno escrito en LISP, pero que tiene ciertas ventajas con
respecto & otros sistemas. Solo a manera de ilustracidn, se daran las
instrucciones que requiere Matematica V.2.l1, para resclver el modelo de

Lorentz, con o0=3,r=26.5 y b=1.0 y las siguientes condiciones iniciales

x{0)=z(0}=0, y(0}=1.
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In[]j:=NDSolve [{x’[t]==-3*(x{tl-y[t]),

y’' [e]==-x[t)*z[c}+26.5*x[t]-y[t],

z' [t]== x{t)*y[t]-z[t],

x[0})== z[0]==0,y[0}==1},

{x,¥,2},{t,0,20},Max Steps — 3000)

Qut[22]={{x— Interpolating Function({0.,20.},<>],

y-» Interpolating Functien [{0.,20.},<>],

z— Interpolating Function [{0.,20.}1,<>]}}

NDSolve permite hallar la solucidn numérica del sistema de EDO's(Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias) considerado. Para graficar la solucién del modelc

de Lorentz, se seleccionan com¢ variables da estado %X, Y ¥ 2.

En los términos de Matematica.

In[l=ParametricPlot3D(Evaluate[{x[t],y[t],z[t])]}/.%],{t,0,20},PlotPointsl000]

Para mis detalles ver.Manual de Mathematica(#3.9.7 pag702-703 y fig2.3.)
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Fig.2.3

ATRACTOR DE LORENTZ
En la fiq.2.5.,se representa esguemdticamente wuna sola de las
variables(x,y © z)del modelo de Lorentz, a 1lo que denominaremos
sencillamente “CLIMA”. Obsérvese que una ligera variacién en las condiciones
iniciales provoca una fuerte divergencialde tipo exponencial)l en el
comportamiento del CLIMA a partir de un cierto tiempo critico t*

CLIMA

condiciones
iniciales
ligeramence

diferentes { H

t*
Aqui ambas curvas comienzan a mostrar

una fuerte divergencia en su comportanmiento

Fig.2.5.Sensibilidad a las condiciones iniciales,un ejemplo tomado de la meteorologia.
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Efecto mariposa. Se refiere a la dependencia sensible a las condiciones

iniciales en la solucién de ecuaciones diferenciales o en diferencias
asociadas a la modelacidn matematica de un sistema dindmico.

El primer ejemplo de este tipo de sistemas fué decubierte por
H.Poincaré{lB892)durante el estudio de un problema conocido como de los 3
cuerpos. Ya hacia 1903, Poincaré habia notado gue”..peqgueflas diferencias en
las condiciones iniciales, pueden provocar grandes diferencias en el
fenémeno final”. Asi, pequefios errores en las condicienes iniciales,
provocan grandes errores en el fendmeno final. De esta forma la predicciédn
se vuelve imposible, al menos de un tiempo critice t° en adelante como lo
descubriria (o redescubriria)lorentz en su modelo meteoroldgico hacia 1961-
1963. Hasta ahora, se ha ilustrado la manera de generar un atractor
particular; pero cuya importancia es histdrica, dade que con él comenzd
practicamente la moderna teoria del caos: El atractor de Lorentz. Sin
embargo, no se ha dado ain una definicién formal del concepto de atractor.
Se comenzard por dar las siguientes definiciones:

Atractor. {Rusell,Hanson y Ott,1980): es un subespacioc de élgﬁn espacic
crdinario N-dimensional hacia el cual la soclucién de un sistema dindmico N-
dimensicnal se acerca asintoticamente a tiempos largos.

Otra definicidén de atractor debida a F.Moon{l987), es 1la siguiente:Un
atractor es un conjunto de puntos ¢ un subespacio en el espacic de estado
hacia el cual und”historia de tiempo”se aproxima asintoticamente. Los

siguientes son ejemplos clasicos de atractores dinamicos:
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~los puntos fijos
-los ciclos limite(denotan periocidad)

-una superficie torcidal ascciada a movimientos cuasiperiddicos.

TIPOE DE wrm

T e
2

aJAtractor de punto fijo, representative de un estado estable.

b}Atractor de cicle limite, representativo de un régimen periddico
c)Atractor torocidal, representativo de un regimen cuasiperiddico

d)Atractor extrafic, el cual puede representar un regimen cadtico (no todos
los atractores extrafdos son cadticos).

Conjunto Compacte. Un conjunto A es compacto si cualguier coleccidén de

conjuntos abiertos, los cuales cubren A;tienen una subcoleccién finita 1la
cual también cubre A; es decir, un conjunto compacto €s un conjunto gue es
cerrado y acotado.

Atractor(J.D.Farmer et al.,1983)es un conjunto compacto de valores A, con la
propiedad de que hay un vecindario de valores A, tales gue para casi
cualquier condicidén inicial, el conjunto limite de las odrbitas del sistema
es A. Asi casi cualquier trayectoria en este vecindario de A, pasa

arbitrariamente cerca de cualgquier punto A,
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Atractor extrafio. (F.Moon,1%87): se refiere a un conjunto atractor en el

espacio de estado sobre el cual se mueven o&rbitas cadticas. Es un atractor
que ne es un punto fijolen equilibrio), no es un ciclo limite, ni un
atractor cuasiperiédico(toroidal). Un atractor extrafio, es un atractor en el
espacio de estado al gque se le puede asociar una dimensidn fractal.

Hay gue hacer notar gue en la definicidén anterior debida a Moon, se supone
que tecdos 1los atractores extrafios, por el hecho de serlos, son también
cadticos.

5in embargo, Brindley en 1991 1llamdé la atencién sobre el hecho de gue:
“aungue por algun tiempo los conceptos de atractor extraffio y comportamiento
cadtico eran vistos como sindnimes, se ha reconocido la existencia de
atractores extrafios no cadticos en osciladores forzados no lineales
cuasiperiddicos.

Para evitar ceonfusién, hay que definir de manera precisa los términos
usados. Asi, “extrafio” se refiere a la estructura del atractor y un atractor
extrafic es un atractor el cual no es:

-un conjunte finito de puntos.

-una curva cerrada.

-una superficie suave o suave por partes,

-un volumen acctado por una superficie suave o suave por partes.

La palabra”cadtico” se refiere al comportamiento de las trayectorias sobre
el atractor; el atractor es cadtico si las Orbitas cercanas al mismo
divergen con el tiempo, lo cudl implica sensibilidad infinita con respecte a
las condiciones iniciales. Dicha divergencia se mide en términos del
exponente {0 del espectro de exponentes) de Lyapunov(el cuil definiremos con

presicidn més adelante), y de hecho un atractor extrafio no cadético, es un
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objeto cuya geometria no corresponde a ninguno de los casos anteriormente
citados y para el cual, las oOrbitas tipicas tienen exponentes de Lyapunov
negativos.

2.l.e-Caracterizacién y genaracioén de atractores extrafios.

La caracterizacién de los atractores como extrafies o no extrafios, puede en
principico hacerse generando el atractor en un espacio de estades cuyas
variaples de estado corresponden a variables con retardo; esto es,dada la
sucesidén de datos de tiempo x(t), es posible generar el atractor del sistema
dinémico en estudic, graficando x(t).vs x{t+At); lo anterior si se desea ver
la forma del atractor en dimensién euclidiana de=2. En de=3, se tendria que
graficar x(t).vs X(t+AtL).vs x(t+2At).

Una alternativa para generar atractores a partir de una sucesién de datos de
tiempo x(t}, consiste en graficar en el espacio-fase:x(t).vs x'(t), donde
®T{t) coerresponde a la primera derivada{calculada por lo general
numéricamente). Lo anterior es valido en de=2. Si se quiere generar el
atractor en de=3 se tendria gue graficar x{t).vs x'(t).vs x’' (t),donde x'’ (L)
se refiere a la segunda derivada con respecto a t{la cual también se calcula
numéricamente}. Un simple andlisis visual en el espacic de estados o en el
espacio-fase, podria ser suficiente para caracterizar un atractor como
extrafio o no extrafic; aungue un analisis mas detallado de la estructura de
un atractor generade en de=3, puede conducirnos a tomar cortes transversales
de dicho atractor, los cuales reciben el nombre técnico de “Seccicones de
Poincaré” vy permiten evidenciar la estructura interna (por ejemplo en
de=2}de dicho atractor (ver Fig.2.6).

5i la Seccidn de Poincaré forma un patrdn geométrico bien definido, digamos

una curva cerrada, esto podria indicar comportamiento periddico o
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cuasiperiddico; si el patrdén geométrico formade es complicade, pero aun
puede considerarse como un patrén de reconocimiento bien definido, tendremos
la posibilidad de estar ante la presencia de un atractor extrafio cadtico. Si
no se observa ninguna estructura en la seccién de Poincaré, esto indicara
comportamiento aleatorio o estocastico.
La caracterizacidén de los atractores extrafdos, como cadticos o aleatorios
requiere del célcule de tode un conjunto de pardmetros, entre los cuales se
encuentran: la dimensidén fractal, del exponente (¢ del espectro de
exponentes)de Lyapunov y de la entropia de Kolmogorov.
Por 1o que respecta a le dimension fractal del atractor, dr, esta se puede
estimar haciendo uso de la definicién de dimensién de la caja o de capacidad
de, la cual es aproximadamente igual a la dimensién fractal,

de = de =limg,y logN(e) / (leg l/e}
donde N{e) es el numero de cubos de lado [€) , o de esferas p-dimensionales

de radio {€) regqueridas para cubrir el atractor.
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2.1.1..Calculo de la dimensiin da correlacién d. de Grassherger y Procaccia.

Aunque es posible implementar el llamado algoritmo de la "dimensién de caja" o dimensién
de capacidad (d: ), en las aplicaciones comerciales se prefiere hacer el calculo de la
dimensién de correlacién d; o dimensién de Grassberger y Procaccia: quienes para
calcularala a partir de una serie de tiempo propuesieron el siguiente algoritmo.

Dada una serie de tiempo escalar X(t), el primer paso es reconstruir un espacio de
pseudofase para el sistema de interés. lLa sefial experimental, X(t), se digitiza con un
retardo de tiempo de A t; los valores de la seflal (m#l) y X{i+A t),se consideran para
i=0,1,2,..,m. Definiendo asi el vector de la serie de tiempo como:

Xr (t}=(X(i+At) X (ie At+r), .., X(ie At+({p-1)1}) con i1 = 0,1,2,.., (m-(p-1)k)

Donde r=ke At,k=1,2,.. vy p es la dimensidn del vector X;(t). (pigs 56-59 ce la tésis da Kathia

C.Rchles Amagdn.Aplicacisn de la tecria da las Bolas de Cntrol da Calichd a la Indsstria de los Jugos Trrpicales.

2.1.2 Dimensién generalizada.

Existen varias definicicnes de dimensién, tales camo la de capacidad, la de informacion,
la de correlacion o de Gressberger y Procaccia etc., que pueden campactarse en una sola
definicidén general:

d¥ ¥ 1/4g -1) lime o [Ln Ty (p)® / In g )

donde p; es la i-é&sima probabilidad y g es el orden de la dimensidn a calcular.

2.1.3.Calculo de la dimensién fractal.

la velocidad promedio a la que se genera la informacién puede ser una medida del
comportamiento cadtico de un sistema; otra medida es la dimensidn del atractor. i un
sistema es simple, su comportamiento debe ser descrito por un atractor de baja dimensién

en el espacio de estados.
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Una manera comirmente usada para estimar la dimensidn fractal es la dimensién de
similitud basada en el concepto de autosimilitud. La dimensidn de similitud, d;, de una

forma autesimilar se expresa como:

nN N

" Ind| l?ri Inr

Donde N es el nimerc de partes similares dentro de un todo, representadoe por ¢, y r es
el grado de similitud o escalonamientc de una parte jindividual del todo.

Dado que la dimensidn en el plano euclidiano es 2, cualguiera que sea el valor de la
integral de q, la superficie completa del madro puede ser tomada como N=q partes. De
esta manera, cada parte se puede deducir del todo por un grade de similitud de:

Demostrando que Nr = 1,

Dada una serie de tiempo escalar X(t), el primer paso es reconstruir un espacio de

pseudofase para el sistema de interés. La sefial experimental, X(t} se digitiza con un
retardo de tiempo de At ; los valores de la seflal (m+l} y X(itdAt}, se consideran para
i=0, 1, 2,..,m. Definiendo asi el vector de la serie de tiempo como:

X (t)=(X{i+At), X (ieAt+T),..., X{iedt+{p-1)1)}
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Con i=0, 1, 2,., )Jm-(p-1}k)

Donde r=kedt, k=1,2,.. y p es la dimensién del vector X{t}-

Por consiguiente, con el paso del tiempo t, se obtiene una serie de vectores p-
dimensionales que representan el retrato p-dimensional del sistema, p se refiere a la
dimension del espacic de fase donde se encuentra embebido el atractor. Debido a la
divergencia de trayectorias, muchos pares (X;, X;) con i#j serdn pares de puntos,
escencialmente azleatorios, dindmicamente no correlacionados. No obstante, si los puntos
se encuentran sobre el atractor, estaran espacialmente correlacionados. Esta correlacién

espacial puede medirse con la correlacién integral C(r) definida camo:

. 1
C=hm—
m=—+7) m
{nimerc de pares{i,j) cuya distancia |x1(t)—xj(t) |< r)

Formalmente,

c=lims  YHk-|X0-X,0
Esta correlacién, se relacicna con la funcidn de correlacién estindar donde H{s} es la
funcidén de Heavyside.
Grassberger y Procaccia establecieron que para pequefias r's, la P se escala como una
potencia que es funcién de r1:

Cix) =2
Y el exponente de correlacién,v, es igual a la dimensién fractal del atracter dada por:

_InC(r)
- In{r)
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2.2 Bxponente de Lyapunov.

En un sistema cabtico las predicciones a largo plazo del estade del sistema son

imposibles, perque la incertidurbre se incrementa con una rapidez exponencial en el

tiempo.

La pérdida del poder predictive se debe a la propiedad de que las 6rbitas(trayectorias),
resultantes de condiciones iniciales cercanas; que divergen en pramedio con rapidez
exponencial . Orbitas cercanas corresponden a sistemas cuya separacién es muy pequefia.
Asi, esos sitemas cuyas diferencias no se resvelven desde el inicio, dan como resultado

camportamientos totalmente diferentes,

Llos ceceficientes de divergencia o convergencia de las orbitas, llamados exponentes de
Lyapunov, son de fundamental importancia en el estudic del caos. Cuando los exponentes
de Lyapunov son positivos, indican la divergencia de las drbitas y cacs, y establecen la
escala de tiempo en la cual la prediccion de estado es posible.

Cuando los exponentes de Lyapuncv sSon negativos, establecen la escala de tiempo en la

cual el estado transiente del sistema decaera.

Para ilustar las propiedades de los exponentes de Lyapunov, se enmplea la siguiente

ecuacion de mapeo unidimensional generado por la ecuacidn en diferencias

X{n+l)=rX(n) {1-X{n}) {1}
Se puede obtener la ecuacidn que describe el comportamiento del exponente
de Lyapunov a partir de la resolucitn de la ecuacidn de diferencias tomande

el pardmetro r, siendo la solucidn.
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n+-1
A= lim 1/n X log olf' (x4 1) | (2)
i=0

D

El iimite superior n es necesario, si se obtiene una cantidad que describa
ambos comportamientos a largo plazo y es independiente de la condicién
inicial. La densidad probable del mapeo, es simplemente, la c¢oleccién
normalizada de funciones delta que sefiala la ubicacién X (i ) visitada por

una trayectoria.

n-1

p{X)=1im1l/n ¥ & ((X- X (1 }) (3}

in3
Combinande 2 y 3 se obtiene:
s =Spt>(]log; [fr ) ! (4
donde la integral es tomada sobre el dominio del mapeo. El exponente de
Lyapunov es entendido come "la deformacidn{estiramiento local) determinada
por el logaritmo de la magnitud de la pendiente y, es ponderada mediante la

probabilidad de encontrar la cantidad de deformagioén™.

Calculo del exponente de Lyzpunov.

El exponente de Lyapunov es una medida cuantitativa del valor con el cual
divergen las trayectorias cerca del espacio de estados. Las Orbitas cadticas
tienen por lo menos un exponente de Lyapunov positivo. Para 6rbitas
periédicas, todos los exponentes de Lyapunov son negativoes. El exponente de
Lyapunov es cero cerca de una bifurcacién. En general, hay tantos exponentes

de Lyapunov como ecuaciones dinadmicas.
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Pzra el cédlculo de este pardmetro en este trabajo se utilizé el programa

Chaos Data Analyzer (CDA).

2. 3-Entropia de Kolmogorov.

Cualitativamente, la entropia de Kolmogorov, o K, permite distinguir entre
sistemas regulares e irregulares. K es cero en sistemas deterministas,

finita y positiva en sistema cadticos e infinita en sistemas aleatorios.

J.D.Farmer define a la entropia de Kolmogorov, de la siguiente manera:
“Considere un sistema dindmico con f grados de libertad. Suponiendo que el
espacio de fase F-dimensicnal se divide en cajas de tamafio £ y gque existe
un atractor cuya trayectoria X(t) se encuentra en la cuenca de atraccién; si
el sistema se mide a intervalos regulares de tiempo 1, entonces, la
probabilidad de gue X(t£-1) visite la caja i., X(t=21) visite la caja i» ,..¥
X{t=dt) wvisite la caja is ,es p(ij;,..,ig ). Luego entonces, la entropia de

Kolmogorov se define como:

K'¥ =lim lim 3im 1/dt T pli; ,erdg )
T30 £ gedod i_,_.id

El conjunto de entroplas de Reyni de orden q introducen la nocidn de

entropias generalizadas K'? , las cuales se definen como:

K =lim lim lim (1/d1) (1/g-1}) In ¥ p'¥ (i ,.,1q)
-pa £ (—s0r i, .1
1
De todas las cantidades K'¥ , K. es la mas simple de calcular a partir de

una serie de tiempo, la cual tiene las siguientes propiedades:
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l.“ Kz 20-
2. - K; 2K
3.- K; es infinita para sistemas aleatorios vy,

4,- K» = 0 para sistemas cadticos.

Para efectos de este trabajo se considerd que la entropia de Kolmogorov estéd

representada por la suma de los exponentes de Lyapunov positivos. Expresado

en forma algebraica:

2.4-Analisis Espectral.

El analisi espectral consiste en tomar una sefial continua y separar sus
frecuencias componentes, mostrando la contribucidn de cada una de ellas en
la seflal total. Este andlisis sirve para diagnosticar el caos por su
capacidad para detectar periodicidad a partir de seflales aperiodicas,
cadticas o aleatorias.

Los espectros discretos, caracteristicos de sefiales periddicas y algunas
cadticas, contienen uno o mds picos pequeiios. Los picos dé mayor frecuencia
son miltiplos exactos de algunos de méds baja frecuencia. Un espectro
continuop, caracteristico de sefiales aleatorias y algunas cadticas, exhiben
curvas que encierran un gran numero de frecuencias que no guardan relacién
numerica entre el}as.

Para distinguir un espectro continuc y un espectro discontinuc se upsa la

transformada de Fourier.
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2.4.1 Transformada de Fourier.

En 1822,Fourier publicé en el librio "The analytical thecry of heat",su
teorema, en el cual establece que cualquier sefial puede descomponerse en una
suma de sefiales sinusoidales.
Cada componente sinusoidal varia desde un maximo a un minimo, siendo la
variacién del cicle sinuscidal conocido como arménica fundamental: la
funcidn matematica que describe la fase y el miximo para cada una de las
arménicas es la transformada de Fourier.
La transformada de Fourier, come instrumento matemdtice, es una funcién gue
describe la amplitud y fase de cada sinusocide: la amplitud define la altura
del sinusoide y la fase especifica el punto inicial en el cicle del
sinusoide.
ta transformada de Fourier de una funcién f£(t), se define como:

F(w) =S £ie) e gt
Donde F(w) es llamado espectro en frecuencia de f(t), en general, F(w) es
una funcidén compleja de w, por lo que:

F(w)= 1F(w)|e™
Donde el valor abscoluto de Fi(w} es la magnitud y &(w) es el anguloc de fase,
el cuadrado de la transformada de Fourier nos define la potencia, la cual
muestra la amplitud de las frecuencias de una serie de tiempo. La potencia
de espectro es una funcién real definida para la transformada de Fourier
como:

sw) = [row) P
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El calculo de la tramsformada y el de la potencia de Fourier, para una serie
de tiempo, actualmente se realizan mediante programas de computadora due
permiten reducir considerablemente el tiempo de céalculo.

La ventaja de este método es que sirve para analizar una funcidn cuyas
propiedades son totalmente desconocidas.

El andlisi espectral es incensible al ruido, pero su aplicacién estd
limitada a determinar la presencia o ausencia de sefiales periddicas. El
analisis espectral, por si solo, no puede distinguir un proceso cadtico de

uno aleatorio.

2.5-Tabulacién de resultados.

En la tabla 2.1 se muestran los resultados gue se pueden cbtener de cada una
de las pruebas sobre sefales periddicas, cadticas y aleatorias a partir de

una seflal desconocida.
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Kolmogorov

TECNICA PERIODICO CAOTICO ALEATORIO

Espacio de fase Trayectorias Bandas, espacics Ninguna
traslapadas vacios, estructura

dependencia
sensible al
estado inicial

Mapeo de retorno Puntos Bandas, espaciocs Ninguna
traslapados vacios, estructura

dependencia
sensible al
estade inicial.

Seccién de Poincaré [ Distribucion Distribucién no Cistribucién
uniforme de aleatoria de aleatoria de
puntos puritos puntos

Exponente de Cero Positivo Cero

Lyapunov

Dimensién fractal Usualmente baja Usualmente baja Frecuentemente

alta, peroc puede
ser baja.

Analisis espectral Discreto Discreto & Continuec

continuo
Entropia de Cero Finita y positiva Infinita

TABLA 2, 1 RESULTADOS ESPERADOS DE LAS TECNICAS ANALITICAS SOBRE SERALES ESTANDAR.
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CAPITULO III.

ELEMENTOS DE LA TECRIA DE LAS BOLAS DE CONTRQOL DE CALIDAD.

3. 0-INTRODUCCICN.

En un intento por describir los cambios gque pueden ocurrir en las tendecias

de variacidén de las caracteristicas de calidad, de cualquier producto,se ha

propuesto la Teoria de las Bolas de Control de Calidad. El término bola de

control se adoptd para especificar el area de variacién dentro de la cual se

considera técnicamente que el proceso se encuentra bajo control.
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3.1-ATRACTOR DE CALIDAD.

En un sentido matemético abstracto, un atractor de calidad puede definirse
como una regidén limitada de un espacic de estado n-dimensional, hacia el
cudl, se aproximan las Orbitas del sistema gque muestran la evolucién de una
serie de eventos de calidad. La divergencia de estas érbitas, constituyen en

realidad, una medida cualitativa de la variacidn del proceso.

En un sentido practice, un atractor de calidad puede considerarse como un
grafico altamente sensible, particularmente util para procesos gque requieren
un fino control de la variacién. Puede emplearse en el andlisis de datos de
variables, pudiendc extenderse al de atributos. Aqui,el tamafio de muestra
puede variar, pero es necesario una gran cantidad de datos par calcular la
dimensién fractal,d:, el exponente de Lyapunov,A y la entropia de

Kolmogerov, K.

Los limites de contreol estan definides por una bola de radio r y c<entro u,

referidos a las coordenadas de los puntos correspondientes al valor de la
funcién promedio de calidad fTE}(promedio de medias, X promedio de los

rangos, R; etc.) El radio de control se calcula en funcién del didmetro de

control como:

r.=d/2=LSC~-LIC/2
LSC: limite superior de control

LIC:limite inferior de control
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3.2-BOLA DE CONTROCL DE CALIDAD.

Los diferentes puntos de un atractor de calidad, generados en un espacio
euclidiano n-dimensional R" , pueden denotarse por los vectores de posicién

u,v,...,definidos por las componentes:

Asi, en topologia general se considera a una beola cerrada de centro u y
radio r, como:

Bo{u)=[v:Iv-ul|Sr]
y una bola abierta como:

Bo{u)=[v:iv-ul<r] siendo |v-u|=[Z" |v; - u;

Es facil wver que una bola cerrada constituye, bidsicamente,un conjunteo

compacto que contiene a su frontera de acotamiento.En un espacio euclidiano
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en B° y R’ ,corresponde a 1os casos particulares del disco y la esfera,

respectivamente.

Con estos elementos, la Tecria de las Bolas de Control de Calidad, define a

una hola de control de calidad, como:

Be[£{€)1=[v: |v-F (E) 1S<rc ]

con las siguientes propiedades:

1.-Es una bola cerrada con centro [F(&),F(E),...)

2.-0v - T8 =1 v - TFE) 2

3.-Para graficos de variables, -?(ﬁj toma el valor de
i)El promedio de las medidas

ii)El promedio de los rangos

iii)El promedic de las desviaciones estandar,

4.-Para graficos de atributos f(&) puede tomar los valores:
i1}El promedie del No.de unidades defectuosas en la muestra Tip:
ii)El promedio del % de unidades defectuosas en la muestra pr
iii)E)l promedio del No.de defectos en la muestra cio

iv)El promedic del No.de defectos por unidad,u. -
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En R?, una bola de control es el caso particular de un disco cuya frontera
corresponde a la ecuacién de una circunferencia cen centro [;}ii, }}i)] y
radio rc :

[F(8) - F(E)I2 + [FLE) + N- A(E) - F(E)17 =x%

siende Nz un entere que puede tomar los valores N=1,2,.N,

3.3-BOLA DE CONTROL LOCAL;GLOBAL ¥ OPTIMA:

Una causa parcial en un principie, y que se va pronunciando mis con el
transcurseo del tiempo, ocasiona un cambio de nivel o un cambio en las
tendencias de variacién. Los factores que pueden provocar esta condicién
sen: un  nueve operador; un nuevo meétodo de prueba; cambios de
especificacién: cambic en el método de control; cambio de lotes o de materia
prima; equipo nueve; cambio de capacidad del equipo; instrucciones

mejoradas; ¥y otros.

5i este cambio ocurre, puede detectarse facilmente en una curva de espacio
de estados como un cambio definido en una sola direccidn, gue conduce

necesariamente, a un desplazamiento del atractor.
Los atractores correspondientes a dos distintos niveles, muestran la

aparicién de un punto fijo, justo en el cambio de la especificacién de

control de un nivel a otre. Los dos atractores son extrafios y pueden ser
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cadbticos, y definen en realidad, atractores de control local{ACL); cada uno
de los cuales corresponde a una BOLA DE CONTROL LOCAL{BCL}, considerando que

el centro del atractor es el centro de una bola con radio o

BCLi=Ba [ £ (£) )

i=nivel de especificacidn de comml

ra=LSCi~LICi/2

De hecho, este radio marca el limite dentro del cual, el proceso estd bajo
control. Las orbitas fuera de la frontera de acotamiento sugieren en alguna

medida el grado de variacién del procesco.

La fig 3.1, muestra las bolas de control local asociadas a cada atractor. El
desplazamiento de los atractores, qgue sucede con cada cambio en la
especificacién de control, sugiere la nocién de atractores y bolas de

control desplazantes.

Sin embarge, es importante hacer notar, gue este desplazamiento ocurre
exclusivamente a lo large de un eje de control, que corresponde a una linea

recta de un espacio de estado, con una pendiente de 45°.

Si el atractor de calidad es generado en R? , graficado fi{f —DNA E).vs .
f{E), con N=1; en lugar del punto fijo, puede aparecer un atractor extrafo,

tal como lo muestra la figura referida.
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Por otro lade, es posible llegar a tener varios cambios en el nivel de
especificacién, lo cual, generard los correspondientes atractores y bolas
locales de control. En todes los casos, se observard la zparicién de puntos

fijos asociados a cada salto en el nivel de especificacidén de control.

La importancia de estos graficos radica en su habilidad para mostrar la
evolucidén de la "informacién de las cartas de control”, de donde se deduce
la posible existencia de una BOLA DE CONTROL OPTIMA(BCO) hacia la cual, es
deseable gue el proceso se aproxime. Ademds, la trayectoria sequida por las
bolas locales de control sugieren la idea de una BOLA DE CONTRCL GLOBAL({BCG)
gue accta su movimiento

FIG.3.1.BOLAS LOCALES DE CONTROL
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CURVA DE ESPACIO ESTADO

Pero este acontecimiento, solo es valido en el sentido longitudinal del
desplazamiente de los atractores sobre el eje de contraol. En tal caso, y de
ser requerido, puede estimarse &l centro de una BCG, con coordenadas cuye
valor corresponde a la media aritmética del wvalor de los LIMITES DE

ESPECIFICACION, superior e inferior.

El problema, ahora, consiste en localizar una bola cercana a la de control
éptimo(BCCO). Para los casos en los gque existen dos y tres cambios
repentinos de nivel, se adoptd el criterio de tomar, para el primer caso, el
promedio aritmético de la suma de las coordenadas de los centros de las

bolas de control 1 y 2, a fin de determinar el centro({Xscce,Xscco) de la BCCO:

X_Boco=}(|+)(:/2

65



El hecho de que el desplazamiente de las belas de control ocurra
practicazmente en una sola direccidn, demuestra que un criterio nutil, es
tomar el promedio de las coordenadas de los centros de las bolas de control

correspondiente a cada cambio de especificacién, i.

;Bcco =(1/1'1)E"1-1 Tx

Hay que hacer notar, gue este criterio para localizar a la bola de control
de calidad éptima no es idnico; existen otras maneras bien conocidas de
calcular promedios. Una alternativa, podria consistir en calcular por
ejemplo la media geométrica. Por otro lado, peodria considerarse en la
localizacidén de la bola de control optima, el criterio de coptimizar un
"indice de funcionamiento” al estilo de lo que hacen los que se dedican al
"control estocdstico”(Onésime H.Lerma.] .

3in embargo, agqui el problema principal consiste en definir explicitamente
dicho indice de "funcicnamiento” en términos de variables econémicas, lo
cual es un problema particular de cada industria en la gue se pretende
aplicar la TBCC.

Finalmente, aungue no se disponga de una manera de definir un "indice de
funcicnamiento” o "funcidén de objetivo" en términos de variables econdémicas;
es posible optimizar en el espacio de estados, el control global,
ninimizande las oscilaciones de los atractores locales sobre la linea de

control a 45 y minimizando el radio de la bola local de control.
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CAPITULIO IV.

APLICARCION DE LA TEORIA DE LAS BOLAS DE CONTROL DE LA CALIDAD AL PRCCESO DE

E-COAT EN LA INDUSTRIA AUTOMOTRIZ.

4.1-Plantamiaento del problema.

:Presenta el sistema de electrodepositacién del primario{E~CCAT} un
comportamienteo determinista y multiperiédico, cadético 6 aleatorieo? Y el
conocimiento de lo anterior, en qué forma puede ser utilizade para
implementar un conjuntc de acciones que permitan optimizar la calidad de
este proceso?

Para contestar esta serie de preguntas es necesaria la obtencidén de

informacién y datos generados por esta.

4.2.-Obtencién y generacidn de la informacién,

El andlisis se llevé a cabo sobre 1041 datos de lecturas individuales de
espesores de E-COAT graficades en cartas de control X-R, ¥y para hacer el
andlisis se graficaron espesores de E-COAT versus €l tiempo.

El analisis fué realizadeo mediante:

-Espacio de estados

~Mapeo de retorno
-Distribucidn de probabilidad
-Pimensién fractal

-Exponente de Lyapunov

67



-Analisis espectral{espectro de Fourier)
-Entropia de Kolmogorov

-Teoria de las Bolas de Control de Caligdad

4, 3-Resultados.

Espacio de estados.
Para los datcs generados, se observd la formacidn de un atractor con
trayectorias traslapadas, 1o dque demuestra la caracteristica de un

comportamientoc periddico.

Graph of Data Lonnands

XEt) weresa= AL{1-1) FECNAT.DAT

<

Explain
Pause
Restart
Graphics
Cotlor
Sound
Untrack

SO0oIYm

Initial
Final

Parancters

1
101«

Fig. 4.1 Espacio de estados xit) vz, x{twl)
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4.3 .a-Mapeoc de Retorno.
Para la grafica de mapeo de retorno, se observa una estructura con puntos

traslapados, lo que sugiere un comportamiento periédico.

Return Maps Comands

X B X'=0 us previous X ECOAT.DAT : Explain
1 : Pause
. Restart
: Graphics
: Color

2: Zoon
X: Exit

previous X

Fig 1.2 Mapeo de retorno x'=0 x
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4.3 .b-Distribucién de probabilidad.

En esta grafica se obsexvan dos cosas impeortantes; la primera es gue la
grafica presenta un sesgo hacia el lado derecho, lo gue guiere decir que la
mayoria de los datos estén cercanos a la especificacidn superior, y esto
afecta en el costo de la unidad(la hace mas cara). La otra situacidn es que
la mayoria de los datos se concentra en una sola barra, lo que nos indica
que posiblemente el método de medicidéh no €3 el mas adecuado; esto es, que
carece de la presicién necesaria dade gue estamos hablando del orden de

milésimas de pulgada, gque los elcémetros ne nos pueden proporcionar.

Probability Distribution Comnands

Log of probdbility us. X ECOAT .DAT E: Explain

P: Pause

R: Restart

G: Graphics
Color
Zoon
Exit
Divus

Paraneter

4 - 32

Fig.4.3 Distzibucién de probabilidad log de prebabilidad vs. x.
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4.3, c-Dimensidén Fractal.

La dimensién fractal se calculé a partir de la pendiente de la curva
generada por el procedimiento de conteo de cajas y a partir del método de

correlacidn obteniéndose los siguientes resultados.

Dimensidén de la Caja Dimensidén de correlacién
D=1 1.23%.003 .8711349+.001
D=2 1.00%,012 .B8708833+.000
D=3 1.08+.013 .8698916+.001
=4 . 994+, 006 .B706912+£.001
D=5 2,.36%,006 .B705B69+.000
D=6 1.07+.085 .B8703475%.000
D=7 2.70%.017 .B705763+,001
D=8 1.67+.004 .8709446£.001
D=9 1.26+.C07 .B706434%.000
D=10 .963%,019 .87062532.001

4.4.d-Exponente de Lyapunov.

El conjunto de datos presentd exponentes maximos de Lyspunov positivos para
las siguientes dimensiones, gque aungue positivos son muy peguefies, por 1o
que pudiese existir una combinacién de aleatorio y un pequefio cempertamiento
cadtico, debido posiblemente al sistema de medicidén utilizado, A
continuacién se presentan los datos obtenidos.

D=1 .031+.004

D=2 .029+.005
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D=3 .0232,002

b=4 .023+.011
D=5 .020+.Q07
D=6 .019+.004
b=1 .020+.001
D=8 .018+.002
D=9 016,002
D=10 L015%.000

4.4.e-Andlisis espectral.

Mediante el método de Yfourier{Power spectrum) y el de la maxima
entropia(Dominant  frequencies), se encontré un espectro sin picos
dominantes, denotando un comportamientec continuo por lo gue se considera

como un patrén aleatorio.

Dominant Froguenoies Corramaned::

Faawerr vesrraas Forguesiase BECOAaT _DAT

1
P Craphics:
T Colour

Seeuived
Yntrachk

B s lezn

Paaraatae tetee

[x]

Freguenety

Figd 4 Frecuencias Daminantes potancia vs, frecusncia
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4.4 f-Entropia de Kolmogorov.
Para los datos presentados al tener exponentes de Lyapunov positivos
obtendremos un coeficiente de Kolmogorov positivo, lo gque redundaria en el

mismo criterio aplicado a los coeficientes de Lyapunov.

4.5-Teoria de las Bolas de Control de la Calidad.
Una vez generados los atractores de calidad respectivos con centro(;,QE, se
procedidé al calculo del radic de control que define la bola de control de
calidad. Dicho radio como ya vimeos en el capitulo anteriocr, se calcula a
partir de 1limites de control superior e inferior, como seé muestra a
continuacion:
A)Establecimiento de los limites de control.

LSC;;+35

LC=X

LIC=x-3s

-Para la serie de datos de E-COAT se tiene:

L5C=.896
LC= .876
LIC=.857
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B)Obtencidn del radic de control.

LSC-LIC/2 = .896-.857/2 = .019

e
y de = 2r. = 2(.019) = ,039
C)Establecimiento del centro. (X,X)

-La media de la serie de datos fue .876,por lo tanto el centro de la pela de

control estard localizado en {.876,.876)
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Fig.4.5.Grdfica x(t} ve. x{t-1).

Como se puede observar en esta fiqura, para el ccnjunto de datos, todos losg
puntos estan dentro de la bola, lo que segin la TBCC, indica que el proceso
estd dentro de control.

Debidc a gque se encontrd® un solo atractor para este conjunte de datos, la
idea del contrel O6ptimo concuerda perfectamente con la bola de control
generada, y por tanto, ya no se introduce, para este proceso, el concepto de

bola cercana a la de control Sptimo (BCCO) .

El diagnéstico del comportamiento de datos es una mezcla de comportamiento ,

aleatorio y en muy poca medida cadtico.
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Este tipo de comportamiento, puede estar asociado tanto a la dependencia
(criterioc) de la gente que hace las gridficas de control, como a la falta de
presicidén del equipe, como a posibles wvariaciones dentro del voltaje de
aplicacion({equipc} de la pintura.todas ellas son disfrazadas mediante el
manipuleo de datos y graficos de control. Lo gque gquiere decir gue se pueden
implementar nueves conceptos para tener una "fotografia™ mas real y apegada
a estos procesos.

Las acciones de control a nivel practico gue se pueden implementar para

mejorar el proceso de E-COAT, se mencionan en el capitulo siguiente.
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CAPITULO V.

5.0-CONCLUSIONES Y APLICACIONES,

l.~La Entropia de Correlacién como cota aproximada de la Entropia de
¥olmogorov, es uno de los parémetros mads importantes en el estudio del caos.
Sin embargo; el conjunte de técnicas graficas vy numéricas, del caos
deterministice son indispensables para comprobar la estructura del
compeortamiento del proceso de control de calidad en los procesos

industriales.

2.-Las bolas de control permiten acotar a los atractores de calidad, y son
susceptibles de interpretacién al evaluar la dimensidn fractal, el exponente
de Lyapunov¥ y la entropia de correlacion; estas dos Udltimas cantidades
relacionadas con el grade de prediccién del sistema, lo que nos permite
contar con un modelo sencillo que puede ayudar a visualizar las tendencias

de variacion del sistema en estudio.

3.-Aungue la teoria de las Bolas de Control de Calidad tiene un fundamento
matematico complejo,puede  explicarse empleande un modelo grafice
relativamente sencilleo; en el cual lo unico que hay que hacer para saber si

el proceso se encuentra dentro ¢ fuera de control, es identificar las zonas
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dentro de la bola local y glocbal gue corresponden a causas comunes de

variacién.

6.-En virtud de la alta sensibilidad de este grafico para mostrar la
variacién, es recomendable su empleo para procesos de control fino de
calidad. Una posible aplicacidén es en la elaboracitn de patrones de medicidn

en las areas cientifica y tecnolégica.

7.-No obstante que los ejemplos correspondan a procesos con pesibilidades
altamente aleatorias, es conveniente aclarar que éstos son  casos
particulares, En muchos procesos industriales, particularmente en aguellos
gue invelucran cinéticas de reacci6n, se ha detectado comportamiento
cadtico.

5.1~-Aplicaciones:

En el casc especifico del precesoc de E-CQOAT, que es el centro de este
estudio, se puede tener una mejora inmediata en el proceso, mediante la

aplicacidn de la tecria de las Bolas de Contrel de Calidad.

l.-Se puede hacer una interfase entre el programa CDA(Cacs Analysex
Datajutilizado en este trabajo; y los datos alimentados de los espescres de
E-COAT correlacinados con el wvoltaje esto es(a mayer voltaje, mayores
espesores y viceversa)esto se podra conectar a través de una PC con monitor
conectada a un PLCS, a su vez el PLCH estard conectade a los rectificadores
de wvoltaje y a dos alarmas, una de tipe sonoro y otra de tipo

visual. (Fig.5.1)

78



*

/

ALARMA ALARMA
SONORA LUMINOSA
1 A

PLCS

RECTIFICADOR

I

%

Fig. 5.1 SISTEMA DE MONITOREQ PROPUESTO
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De esta manera el encargado de monitorear el proceso, podréa hacerlo con sclo
mirar la pantalla de la pc en donde se observarid el movimiento del atractor
dentro de la Bola de Control de Calidad, y en el momento en que observe gue
el atractor tienda a moverse hacia afuera de dicha Bola, podri realizar los
ajustes necesarios al proceso para evitar gue este se salga de control.

8i por otre lado no se encuentra en ese momento en su area de trabajo, al
momento que el atractor tendiera a salirse de la Bola de Control de
Calidad, se activaria upa alarma sonora y una visual, avisando que hay
alguna falla dentre del proceso y con esto poder acudir de inmediate a hacer
los ajustes necesarios al mismo. Inclusive en alguna condicién extrema ,
pudiese programar el equipo, para gue se parara €l sistema, hasta analizar
cual es el problema. Existe también la posibilidad de gue los ajustes
necesarios para controlar el proceso se hagan de manera automatica.

Como es fa&cil cbservar el desarrollo de este trabajo tiene aplicacién
inmediata a nivel industrial, permitiéndonos llevar a cabo un monitoreo mas
sencille y muche mas confiable que los métodos de control de calidad

utilizados actualmente
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5.2.-propuestas para trabajos futuxocs:

1.-Extender la TBCC al c¢aso multivariable y particularmente al caso de

cartas de control gue si estan correlacionadas en el tiempo.

2.-Desarrollar mas la teoria en el sentido de definir hasta donde el sistema
industrial particular lc permita, con "indice de funcionamiento" o "funcidn

objetivo” a optimizar, de manera explicita.

3.-Proponer una manera mejor Qque la entropia de Kolmogerov para clasificar
sistemas dindmicos como:regulares(deterministicos o periddicos), cadtices o
aleatorios. Agui la pregunta clave es ;donde hay que colocar a los sistemas

dinémicos mixtos?

4.-Se puede desarrollar este tipo de control para todes los sistemas
automatizados de aplicacién de pintura (robots, reciprocants, turbecampanas,
etc.), tenlendo alta configbilidad en el meoniterec y control de los

parametros de aplicacioén.
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APENDICE “A”

DEFINICIONES:

ATRIBUTOS-Son datos cualitatives gque pueden ser contados para su registro y
analisis. Como ejemplo se pueden tener caracteristicas tales comoe la
presencia o no de una etigueta y la instalacidén o no de todos los tornilles

reqgueridos.

CONTROL ESTADISTICO-Es la condicién que describe un proceso en el cual todas
las causas especiales de wvariacidén han sido eliminadas y solamente
permanecen las causas comunes; é&sto se evidencia en la grafica de control
por la ausencia de puntos fuera de los limites de de contreol y por la
ausencia de patrones no casuales o tendencias dentro de los limites de

control.

DESVIACICN ESTANDAR-Es una medida de la dispersién de la produccién del
proceso o de la dispersién de una muestra estadistica tomada del
proceso(p.e.de promedics de subgrupos); se denota poxr la letra griega

[sigma}.
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DISTRIBUCION-Es la forma de describir los resultados de un sistema de
variacién por causas comunes, en la cual el comportamiento de los valores
individuales no es predecible pero cuyos resultados como conjunto tienen un
patrén que puede ser descrito por su ubicacién.

DISTRIBUCION NORMAL-Es una distribucidn por variables, simétrica y con forma
de campana que subyace en las graficas de control por variables. Cuando los
datos se distribuyen ncrmalmente, alrededor del 68.26% de las mediciones
individuales estardn comprendidos entre mas y menos una desviacién esténdar
de la media; alrededor del 55.44% entre mas y menos dos desviaciones
esténdar y alrededor de 29.73% entre mds y menos tres desviaciones estdndar
de la media. Estos peorcentajes son la base para establecer los limites de

control y el andlisis de las graficas de control.

GRAFICA DE CONTROL-Es una representacién grafica de una caracteristica de un
proceso, mostrande valcores graficades de algun estadisticc obtenido de esa
caracteristica, y uno o des limites de control. Tiene dos usos basicos: como
un juicie para determinar si el proceso estuvo dentro de control, y como una

ayuda para lograr y mantener el control estadistico.

LECTURA INDIVIDUAL-Es la medicién de una sola caracteristica.

LIMITE DE CONTROL-Es una linea(o lineas}) de una grafica de control usada
como base para juzgar el significado de la variacién de subgrupo a subgrupo.

La variacién fuera del limite de control es evidencia de gue causas

especiales estan afectando al proceso. Los limites de control son calculados
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a partir de los datos del proceso y no deben ser confundidos con los limites
especificados por ingenieria.

MEDIA-Es ¢l promedio de los valores de un grupo de mediciones.

MUESTRA-ES uno ¢ mids eventos © mediciones individuales seleccionados de la

produccidén de un proceso.

MUESTRA ALEATORIA-Muestras elegidas de manera tal que cualguier item
resultante del proceso tiene igual probabilidad de ser elegido, sin importar

ningin tipo de ordenamientc existente como la secuencia de produccién,

PROMEDIQO-Es la suma de los wvalores de las mediciones dividida por la
cantidad (tamafio de muestra) de mediciones y se indica con una barra sobre
el simbeole de los valores que son promediades: p.e., X es el promedio de los
valores de X de un subgrupo;X es el promedio de los subgrupcs; p es el

promedio de los valcres p de todos los subgrupos.

RANGO-Es la diferencia entre el mayor y menor valor de un subgrupeo. El rango
esperado se incrementa con el tamafio de la muestra y con la desviacién

estandar

VARIABLES-Son aquellas caracteristicas de una parte gque pueden ser medidas.
Como ejemplos se tiene la longitud en milimetros, la resistencia en chms,
esfuerzo de cierre de una puerta en kilogramos y el par de apriete de un

tornillo en Rewton-metro.
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TABLA I

Las graficas de control por atributos al igual que las graficas de control
variables, son de gran utilidad ya que también nos proporcionan informacién
relevante sobre el comportamiento del proceso.

dependiendo de la muestra que estamos midiende existen cuatro tipos de

graficas por atributos:

GRAFICAS p.-para proporcién de unidades defectuosas(cuando los tamafios de

muestra no son censtantes).

GRAFICAS np.-para numero de unidades defectucsas{cuandc los tamados de

muestra son constantes).

GRAFICAS c.-para numero de defectos por unidad(para tamancs de la mMuestra

constante) .

GRAFICAS u.-para numeros de defectos por unidad (para tamafios de la muestra

no necesariamente constantes).
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ANEXOS

Datos vs,Tiempo

Pota Ry bt lon

(R

88



Mapec de retorno

prtnias X

Tedurn e

Protat Lty B - 4 Frobab lity Blitr etion

-

89



Dimensién Fractal
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