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INTRODUCCION GENERAL

"El principal objetivo para la realizacién de la tesis fue elaborar un compendio de
experimentos didacticos, siguiendo los temas mds importantes de un curso de analisis
dinamico de maquinaria, para estudiar y comprender conceptos de dindmica y ampliar su
conocimiento, con base en complemertar los aspectos tedricos con experimentos practicos
que enriquezcan la diddctica para asimilar los conceptos fundamentales. Como los
elementos tedricos de 1a dinAmica son, en cierta forma, abstractos: matematicas superiores,
ecuaciones vectoriales, teorias fundamentales, etc., se requieren elementos
complementarios que refuercen el conocimiento y su entendimiento de manera préctica,
como dispositivos mecanicos funcionando, instrumentos de medicién, métodos
simplificados de analisis con datos y resultados légicos y reales.

Como se pretende una mejor comprension de los conceptos de dindmica a nivel
licenciatura, los temas de la teoria se abordaran de forma conjunta con las practicas
propuestas en este compendio de experimentos didacticos, para lo cual se elaboraron los
temas y experimentos con el apoyo de dispositivos didécticos y aparatos de medicion
confiables. Creemos que el reforzar estos conocimientos es de vital importancia en el
disefio de elementos de méquinas y de sisternas mecdnicos moviles. El temario de la tesis se
basa en el curso de andlisis dindmico de maquinaria, buscando que se lleven de manera
simultdnea el estudio de las teorias y la practica en el laboratorio.

La realizacion de este trabajo se basd en mi preparacion con respecto a los temas de
la mecéanica, principalmente en dindmica de la particula y dindmica del cuerpo rigido;
ademas, se recurrié a la consulta de material bibliogrifico relacionado con estos temas
como libros, apuntes, asi como la asesoria del director de 1a tesis.

Entre las dificultades que se tuvieron que enfrentar, para la elaboracion de la tesis,
podemos mencionar el hecho de que no se tenia material de apoyo para la imparticion de
practicas sobre temas de dindmica de maquinaria, también se tuvo la necesidad de
implementar equipos que se tenian de proyectos de alumnos de cursos anteriores, asi como
la utilizacion de nuevos equipos didacticos y de medicidn adquiridos por el laboratoric.

Por otra parte, la tesis estd dividida en 10 capitulos, que tratan los diversos temas de
la dindmica de maquinaria de manera practica. Cada capitulo comienza tratando lo
relacionado con los conceptos fundamentales, a manera de repaso, y reafirmando los
elementos tedricos mas importantes, explicandolos con el detalle necesario. El desarrollo de
cada capitulo comprende desde mencionar los objetivos de estudio, los conceptos
fundamentales, que se describen a manera de introduccién del tema, las partes del
desarrollo tedrico y experimental de la practica, que incluyen el andlisis del sistema
mecanico en estudio, ¢l modelo matematico v las tablas de resultados tedricos y
experimentales y, por Ultimo, las conclusiones obtenidas.



Entre los temas de estudio estd la cinematica, en donde se trata de reafirmar
conceptos como vector de posicion, vector velocidad en sistemas inerciales y sistemas
auxiliares, por ejemplo, en un brazo mecanico o en otros dispositivos giratorios.

También, en los estudios de mecanica, se requiere aplicar métodos practicos que
ayuden en la determinacién de centroides o centros de masa y momentos de inercia de
piezas mecénicas diversas, pues en un andlisis dindmico es fundamental determinar la
posicién en el espacio de un cuerpo en movimiento, asi como, conocer el efecto que se
pueda tener en el movimiento, dependiendo del momente de inercia y del ¢je de referencia
con respecto al cual se defina.

Otro tema de interés se tiene al evaluar el valor del coeficiente de friccion entre dos
superficies, ademds de la fuerza de friccién que se produzca cuando un objeto mévil se
deslice sobre una superficie con friccién.

Los conceptos de moméntum o cantidad de movimiento lineal o angular, en
particulas y cuerpos rigidos, y su derivada, se analizardn en sistemas mecénicos méviles
que de forma préactica nos permitan apreciarlos, de tal manera, que podamos predecir los
efectos y aprovecharlos o minimizarlos segin su aplicacion. De aqui es posible conocet
algunos dispositivos giroscépicos y analizarlos dindmicamente, como un giroscopio o un
dispositivo indicador de giro, pudiéndose estudiar el movimiento de precesion de forma
detallada y 1a manera de disefiar los dispositivos giroscépicos, con base en la dindmica del
movimiento y relacionando los efectos que se producen en sus partes mecénicas mdviles.

Por otro lado, se observard la utilidad que tiene el método de la energia en el
desarrolic de modelos mateméticos de sistemas mecdnicos que involucren fuerzas,
desplazamientos y velocidades. Este método puede ser aplicado para evaluar las pérdidas
por friccion, cuando se produce un intercambio de energia entre dos posiciones del
movimiento de! sistema, la inicial y la final, y asi, obtener funciones matemdticas maés
sencillas de utilizar y analizar.

También se estudiarAn métodos analiticos relacionados con el equilibrado o
compensade de ejes o 4rboles rotatorios y, de esta manera, eliminar las reacciones y
momentos desequilibrados perjudiciales en el sistema, que pudieran causar fallas en las
piezas méviles o en la estructura de soporte. Entonces se desarrollarin los métodos del
balanceo estdtico y el balanceo dindmico.

Finalmente, se analizardn sistemas mecénicos vibratorios con un grado de libertad,
que oscilan en torno a una posicidn de equilibrio, bajo 1a accién de fuerzas de restitucién o
por la aplicacién de una fuerza periddica. Aqui, serd primordial conocer el valor de la
frecuencia y el modo de la vibracién, para poder saber si el sistema puede entrar en
pulsacién o en resonancia y controlar, con anticipacidn, la vibracion del sistema oscilatorio.

[NTRODUCCION GENERAL. 10



1. CINEMATICA

OBJETIVOS:

1) Comprender los conceptos de vector de posicion y vector velocidad en los sistemas
mecénicos propuestos para su andlisis cinemdtico.

2) Determinar las coordenadas (x,y,z) del brazo de un robot mediante un andlisis cinemédtico
en el espacio. Manipular el brazo a través de instrucciones dadas desde un controlador.

3) Obtener la velocidad angular de una rueda que gira sin deslizar como funcién de la
velocidad angular de un sistema de referencia giratorio.

1.1 INTRODUCCION TEORICA.
1.1.1 Movimiento curvilineo de particulas.

Cuando una particula no se desplaza en linea recta, decimos que dicha particula
describe un movimiento curvilineo. Para definir la posicién que ocupa la particula para un
cierto tiempo t, seleccionamos un sistema de referencia fijo oxyz. El vector r que une al
origen 0 y al punto mdvil P esta caracterizado por su magnitud r y su direccidn respecto de
los ejes de referencia define completamente la posicién de la particula respecto de los ejes;
el vector r se llama Vector de Posicidn del Punto P.

El Vector Velocidad Instantdnea de la particula respecto al tiempo t esta dado por:

d
v =L dondela magnitud v del vector v es la rapidez de la particula.

dt
1.1.2 Movimiento general de una particula,

La posicion P de una particula esti definida, en cualquier instante, por sus
coordenadas rectangulares x,y,z, es decir, por €l vector de posicion: r=xi+yj+zk
Ademis, el vector velocidad de la particula puede expresarse en funcion de sus

componentes rectangulares: v = ki+jj+zk donde i, j, k representan a los vectores

unitarios en la direccidn de los ejes x, y, z respectivamente, de magnitud constante e igual a
1 y direcciones fijas.

1.1.3 Movimiento relativo de una particula,

Cuando una particula se mueve en el espacio su posicién P esta definida por el
vector rp referido a un sistema fijo, que puede considerarse como un sistermna rigidamente
unido a la tierra, en tanto que cualquier sistema de referencia diferente que no esté
rigidamente vinculado a tal sistema fijo se considerara como un sistema en movimiento o
movil.

i



Por lo tanto la posicion de una particula se puede definir auxilidandose de un sistema
de referencia mévil. Sea 0XYZ el sistema de referencia fijo y Axyz el sistema de referencia
movil que se mueve en forma conccida pero arbitraria con respecto al sistema fijo.
Entonces la posicion de P esta definida por el vector v, =rs + rya donde ra es el vector de
posicién de A (origen del sistema mévil) con respecto al sistema fijo, ¥ rya define la
posicién de P con respecto al sistema en movimiento.

La velocidad absoluta v, de la particula es: v, = rp=ra + resa donde r a esla

velocidad del origen A del sistema mévil referida al sistema fijo 0XYZ, v rp/a s la

velocidad de la particula con respecto al sistema mévil Axyz. Finalmente estas derivadas
deberén definirse con respecto al sistema fijo 0XYZ.

1.2 DESARROLLO TEORICO,

1.2.1 Andlisis cinematico de un brazo de robot.
2 Fa

fig. 1.1 Brazo de robot

CINEMATICA. 12



VECTOR DE POSICION:
r=hL+h donde I;={l cosB)cosPi+ (]; cosB)senPj + || senbk
I = {I; cosa)cosPi + (1; cosa)senpj + Iz senok
r = {1, cosB + I; cosa)cosBi + (1; cosB+l; cosa)senpj + (1 senB+l; sena)k ............ (1.1)
Para la posicion inicial | y sustituyendo en (1.1): = 0°,0=0 y =
r = (l; cosd + 1; cosa)i + (1; senB + 13 sendk ..o (1.2)

Para la posicion final 2 en (1.1): =P, 8=0+8 y o=a+y donde § y y son los incrementos de
Oya.

r: =11 cos(6+38) + l; cos(a+y)] cosPi + [ 1 cos(6+8) + I cos(oty)]senBj +
+ [ 1) 5en(8+8) + I3 sen(o+y)]K voorerrerrerennn. (1.3)

Si se considera la altura b de la base del robot, las coordenadas x, y, z del robot en sus
posiciones inicial y final, de las ecuaciones (1.2) y (1.3), seréan:

x; =1;cos0 + 1; cosa X2 = [li cos(8+8) + |z cos(aty)]cosp
y1=0 y2 = [l; cos(B+8) + I; cos(o+y)Isenp ... 1.4)
z) =1l senf + ly seno + by Z; =1 sen(B+8) + |, sen{aty) + by

Por lo tanto, con las ecuaciones (1.4), las posiciones del brazo de robot se podran
determinar conociendo las longitudes 1; y 1> de los miembros, la base b; , los dngulos
iniciales B y o, asi como los giros finales B, 8y y.

CINEMATICA. i3



1.2.2 Analisis cinematico del sistema giratorio con rodamiento sin deslizamiento.
pnY

De

rueda

C
S S S S S S

fig. 1.2 Rueda rotatoria
De la figura 1.2, se tienen los siguientes vectores:
Vector de posicion del punto de contacto C de larueda: rc=ra +rea
Velocidad en el punto de contacto C de la rueda: vo = va + v
Velocidad del punto A del centro de larueda: va-=£2x ra
Pero, ademis: vops = -Vac = -0 X Fajc = @ X Foia
Entonces:
ve=QXrAa+t0Xrga

=Qj x L (senbi - cosBj) + w{-sendi + cosbj) x r{-cosbi - sendj}
= -QLsenfk + orsen?0k + wrcos’0k

ve=(ro - QLsenf}k ........(1.5)
Para un rodamiento perfecto: v =0 ......... (1.6)
Entonces de las ecs. {1.5) y (1.6): L = longitud del eje de la rueda
r = radio de la rueda
ro-QLlsend =0 €) = vel. angular del eje rotatorio
o = vel. angular de la rueda
|co =LQ(senOYr ..o (1LT) I

donde 8 es la inclinacién del eje de la rueda: para 6=90° w =L{/r y para8=0° o =0

CINEMATICA. 14



1.3 DESARROLLO EXPERIMENTAL Y COMPROBACION TEORICA.
1.3.1 Sistema de brazo de robot.

Aqui se muestran los movimientos del extremo de un robot desde una posicion
inicial 1 en el plano xz hasta una posicién final 2 cualquiera. Las mediciones
experimentales se realizan con el auxilio de un flexémetro, un transportador para ubicar las
posiciones angulares y una plomada, ver fig. 1.1.

EJEMPLO 1:

Datos: 1; =242, 1; =224, b, = 412, 8=60°, a=0°, p=120°, y= -30°, 6= -20° (dim. en mm)

B To o o wteor SN L ek b L% Sy feor . - exp
X 345 320 X -189 -83
Y 0 0 y 329 287
z 622 605 z 455 410
EJEMPLOQ 2:
Datos: 8=75°, a=50°, f=90°, y= -20°, &= -10°
bl L tedr _exp 2 " teor . exp
X 206 195 X 0] -34
- y 0 0 y 256 302
z 8§17 802 z 743 702
EJEMPLO 3:
| Datos: 8=0°, a=0°, B=60°, y=-45°, 8=-10°
| 1 teor exp 2. teor oxp
X 466 465 X 198 155
y 0 0 y 343 320
z 412 405 z 212 220
EJEMPLO 4:
Datos: 8=73°, a=75°, p=60°, y=-45°, §=-20°
1 tear exp 2 teor exp
X 121 142 X 166 115
y 0 0 y 288 296
z 862 843 z 722 685

CINEMATICA.




1.3.2 Sistema giratorio con rodamiento sin deslizamiento.
a) Demostrar que para el rodamiento perfecto, fig. 1.2, se debe cumplir que:

roa =To- Ta={o X va)o?

Comprobacion:
rem = { o(-senBi + cosj) x (-Q2LsenOk))/w?
= w(-Q2Lsen? 6j — Q1 senBeosbiyo?
y sustituyendo (3):
rom = (-QLsen? 8j - QLsenBcosOi)r /(L send)
roia = -rcosBi - rsendj
lo que queda comprobado.
b) Mostrar la tabla de valores experimentales del sistema giratorio, fig. 1.2. Se venfican los

valores experimentales con los obtenidos por medio de ia expresion tedrica deducida,
ecuacion (1.7).

e LN s QGppy b L(m)ilg
80 25 68 16.5
80 28 79 16.5
80 3.0 87 16.5
75 25 68 17
75 2.8 79 17 244 245
75 3.0 87 17 266 270

r:radiodelarueda=53cm L :longitud del eje de la rueda.
0 : dngulo de inclinacién del ¢je de la rueda.

N : es un valor de referencia de frecuencia indicado en la caratula de! dispositivo
controlador de velocidad de rotacion del plato giratorio.

Q) : se toma la medicién de velocidad angular {rpm) con el tacémetro acoplando la barra de
extension al centro del plato giratorio.

o : se mide la velocidad angular (rpm) de la rueda con la ldmpara estroboscépica.
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1.3.3 Equipo y material utilizado.

- Robot manipulador y controlador remoto.
- Sistema de Rueda rotatoria.

- Flex6metro.

- Transportador.

- Plomada e hilo.

- Lampara estroboscopica.

- Tacometro y barra de extensidn.

CONCLUSIONES.

Pudimos observar que con la ayuda de la cinemdtica podemos analizar sistemas
mecénicos en operacidén y asi controlar las diferentes variables como la posicién y la
velocidad de un elemento mecanico del sistema.

Se demostré que los sistemas de referencia auxiliares son muy utiles en los sistemas
mecanicos con movimiento general, ya que esto permite el control del movimiento de los
diferentes elementos del sistema mecanico, mediante el estudio del comportamiento de los
vectores de posicion, que en el caso del robot pueden ser definidos a través de posiciones
angulares (incoders) y entonces conocer sus coordenadas espaciales x, y, z o, en sentido
inverso, definiendo un punto conocido en el espacio Oxyz y posteriormente determinar los
angulos de referencia para localizar la ubicacion en el espacio, que en el caso del robot la
informacién es almacenada para ser utilizada cuando se desea definir una trayectoria de uno
de sus elementos moéviles.

Finalmente, para controlar la velocidad en un sistema mecanico se requieré conocer
el comportamiento cinemdtico de los elementos méviles y manejar los valores de cada
variable para definir el movimiento adecuado del sistema.
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2. CENTROIDES Y MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS PLANAS.

OBJETIVOS:

t) Determinar el centroide de una placa plana empleando dos ejes de equilibrio estético.
Comprobar analiticamente mediante los primeros momentos de drea con respecto a los ejes
Xxey.

2) Obtener el momento de inercia para placas planas de area irregular utilizando el péndulo
compuesto. Realizar la verificacion tedrica calculando los momentos de inercia de dreas
"compuestas con respecto a los ejes coordenados.

2.1 INTRODUCCION TEORICA.

Las fuerzas en ingenieria se distribuyen de alguna manera sobre una linea, un area, o un
volumen. La resultante de estas fuerzas distribuidas debe actuar en el centro de gravedad del
sistema. Asi. el centro de gravedad es un punto en el que se puede considerar que esta
concentrado el sistema de fuerzas de gravedad, produciéndose el mismo efecto.

Para determinar el centro de gravedad (centroide) de una placa plana y homogénea se
tienen varios métodos como el método de los ejes de equilibrio estitico v el método analitico
mediante los primeros momentos de masa o de 4rea con respecto a dos ejes fijos y
perpendiculares x, y.

Cuando se tienen cuerpos de forma compleja es muy dificil determinar el momento de
inercia por métodos analiticos; por lo que cuando tenemos cuerpos de este tipo se puede obtener
el momento de inercia con respecto a un eje del cuerpo rigido si se observa el comportamiento
dindmico del cuerpo en respuesta a una entrada conocida. Cuerpos rigidos como placas planas,
bielas, manivelas, levas, engranes rectos, etc., son de forma tal que se puede suponer que sus
masas estan contenidas en un solo plano. Luego, aplicando el método del Péndulo Compuesto es
factible suspenderlos como un péndulo y hacerlos oscilar, de esta forma se obtiene el momento
de inercia de masa, con base en la observacion de su frecuencia de oscilacion , conociendo su
masa y su centroide.

'8



2.1.1 Determinacion del centroide de una placa plana y homogénea utilizando dos ejes de
equilibrio estitico distintos.

Consideraciones acerca de las caracteristicas de simetria de un 4rea con relacion al centroide:

Siun drea posee un eje de simetria, su centroide se localiza sobre ese eje (=0, es el
ler. momento de area respecto al eje i).

Si un 4drea posee dos ejes de simetria, su centroide debe localizarse en la interseccion de esos
dos ejes (Q;=Qy=0, son los primeros momentos de drea respecto a los ejesay b).

Un area es simétrica con respecto a un centro 0 {como el origen de un sistema de ejes
coordenados) si a cada elemento de area AA de coordenadas x e y le corresponde un elemento
AA' de coordenadas -x e -y. Entonces el centroide del drea coincide con su centro de
simetria 0 (Qx=0Qy=0, para las primeros momentos de area resp. de x e y).

Debe saberse que una figura que posee un centro de simetria no necesariamente posee un ¢je
de simetria, mientras que un 4rea que posee dos gjes de simetria no necesariamente tiene un
centro de simetria.

Sea un drea en la cual se definen un minimo de dos ejes de equilibrio estatico distintos. Es
comprobable fisicamente que un eje de equilibrio estitico de un area (placa plana) pasa por el
centroide; por lo tanto, es de aceptarse que la ubicacidén del centroide de la placa plana se encuentra
en la interseccidn de dos de los distintos ejes de equilibrio estitico que se hayan definido,
ver fig. 2.1.

Ejemplo: Sea la figura

Of Q,
ejetl
A 12 = T
I
I
I
'
: eje1 ejaz!
) ! Cantrelide C
W v
154 W

fig. 2.1
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2.1.2 Momentos de drea y determinacion de centroides de dreas (placas planas).
Sea una placa plana homogénea de espesor uniforme t, para la cual el peso de un elemento
diferencial de la placa, dividida en n elementos pequefios, viene dado por Aw=ytAA
donde y=peso especifico del material de la placa
t=espesor de la placa
AA=irea def elemento
E! peso de la placa completa es w=ytA y A es el drea total de la placa.
Las coordenadas del centro de gravedad de la placa de 4rea A se obtienen al igualar los

momentos del peso w con respecto a los ejes x e y con la suma de los momentos de los pesos
elementales respecto a los mismos ejes, es decir

M, gw=x|Aw1+XzAw2+...+anw,, .......... 2.1
IM:  ywEyiAwityAwe by Awy, e (2.2)

Si se dividen las ecs. (2.1) y (2.2) entre yt, se tendré que

IMy: X A=XIAAHGAATH. FKpAA, . (2.3)
IMy Yy A=yiAA MY AAzR FYAA, 2.4)

Después de aumentar el niimero de elementos para dividir el drea y disminuyendo a la vez el
tamafio de cada elemento, se obtienen en el limite las siguientes expresiones, de (2.3) y (2.4):
x A=xdA ; A=fydA

que definen el centroide G de la placa plana y homogénea de coordenadas G(?c,?) y 4rea A;

ademds se tienen los primeros momentos del 4rea A con respecto a los ejes coordenados, que
son:

Qy=fdi ler. momento de &rea respecto al gje y ........... (2.5)
Q=fydA  ler. momento de 4rea respecto al gje X ........... 2.6)
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Obtencidn del centroide de figuras o dreas compuestas.

Cuando es posible dividir una placa plana en formas geométricas comunes, cuyos centroides
se dan calculados en tablas, entonces las coordenadas x e ; del centroide de la figura compuesta
puede obtenerse a partir de las coordenadas ;(i , ;-. de los centroides de las diferentes formas
comunes.

Considerando que el momento del pesc de la placa compuesta con respecto a un gje es igual
a la suma de los momentos de los pesos de las diferentes partes con respecto al mismo eje, se
tiene, de (2.1) y (2.2), que

IM,: ;(w,+wz+...+wn)=§|w|+)—(zw2+...+ ;nwn cevvenenres (2.7}
IM:  y(witwart AW =y Wit Y owot L Y oW e (2.8)

N

Si se tiene una placa plana compuesta y homogénea de espesor uniforme, los primeros momentos
con respecto a los ejes x e y serdn, de (2.3) v (2.4):

Q= x A =E(%iA) Q=Y ZAi=E(YiAi} o 2.9

Al resolver las expresiones anteriores, (2.9), se obtienen las coordenadas X e } del
centroide G del 4rea total de la figura compuesta.

Debe tenerse en cuenta que los primeros momentos de las 4reas de formas comunes pueden
ser positivos 0 negativos, dependiendo de la ubicacién del centroide; ademds en el caso de un
agujero cualquiera ¢l 4rea deberd considerarse con signo negativo.
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2.1.3 Péndulo compuesto y su aplicacion en la obtencién del momento de inercia de una
placa plana.

De un analisis de vibraciones de un cuerpo rigido que posee un sélo grado de libertad, en
la variable 8 que define la posicidn del cuerpo, se obtiene la ecuacién diferencial que relaciona la
variable y la derivada de su variacién con respecto al tiempo.

IMa=la 8 = ({+mr?) 6 .......... (2.10)

I =-mgrsend ... 2.11)

Simplificando y considerando gue para
oscilaciones pequefias 8<10° (send = 8), de (2.11):

6 + (mgr/1,)8=0

€C. que representa un movimiento

arménico simple. Aqui se definen:
frecuencia circular @*=mgr/l4 ........... (2.12)
periodo =20/ (s)

frecuencia f=o/2n (Hz) ............ (2.13)
f=ciclos por min/60 (Hz)

vel. angular w=2nf (rad/s)

fig. 2.2

El momento centroidal de inercia se obtiene del teorema de Steinner y de la relacidén de la
frecuencia circular, de las ecuaciones (2.10), (2.12) y (2.13):

I= [4-mr? = mgr/o*-mr?

(1= o Pm = [@/(@rf?) - Plm ... (2.14) ]

donde:

r = distancia radial del centro de giro al centro de masa
= frecuencia del movimiento vibratorio en Hz
m = masa de la placa plana en gr
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2.1.4 Momentos de inercia de un drea,
Los momentos de inercia de drea de un drea o de una placa plana definidos con respecto a
los ejes coordenados x e y en el plano del 4rea de la placa y z perpendicular al mismo, vienen

dados por

Ix=[yidA ly=fx*dA Iz=I=ldA=f(x+y?)dA =Ix+ly

Teorema de Steinner de los ejes paralelos.

Sea I el momento de inercia con respecio a un eje AA". El ¢je centroidal BB' es un eje
paralelo al eje AA" y que pasa por el centroide del area. De la figura 2.3 se tiene

Como I=fy’dA y=y+d fig. 2.3
I=[(y+d)*dA= [y?dA+2dfy'dA+d?fdA donde

fy?dA= que es el momento de inercia del 4rea fespecto del eje centroidal BB'
paralelo al eje AA"

[y'dA=0 debido a que el centroide est4 sobre el eje centroidal BB'.
idA=A que es el drea total A,

Luego, entonces

I= 1+Ad? que ¢s la ec. que define el teorema.

I = momento de inercia centroidal (respecto del eje BB').
d = distancia entre ¢l eje centroidal y el eje paralelo.

A= drea total.
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Momento de inercia de areas compuestas.

Cuando un 4rea compuesta estd formada por varias areas comunes Aj, Az ,..., Aq, la
integral que define el momento de inercia del drea A puede dividirse en integrales calculadas
sobre cada 4rea A;; el momento de inercia de A respecto a un eje dado se obtendra sumando los
momentos de inercia de cada una de las 4reas Ay, A;,...,A,, respecto al mismo eje. Es posible
obtener los momentos de inercia de dreas comunes de tablas calculadas de libros. En ocasiones
serd necesario aplicar el teorema de los ejes paralelos para obtener el momento de inercia
respecto al eje dado. Cuando un 4rea comin esté dada por un hueco, el momento de inercia de
éste sera de signo negativo y se restara en la suma.

2.1.5 Momentos de inercia de masa de placas planas delgadas y homogéneas.

Sea una placa plana delgada de espesor uniforme t y de un material homogéneo de

densidad p, ver fig. 2.4. El momento de inercia de masa de la placa con respecto a un eje AA'
contenido en el plano de la placa es

! I“’t.t\'(mﬂsa)"—_ fr’dm ........... (2.15)

A como dm=pdV=ptdA, luego
I;\A'(mma)= pdr’dA

Laimesy™ Pt Taattbren)

[Iaatmasa= (M/A) Isataren) oo (2.16) |

fig. 2.4 donde m= masa de la placa
A= area plana de la placa

También, aplicando el teorema de Steinner de los ejes paralelos se tendra que
1=+ md

donde I = momento de inercia de masa centroidal de la placa
d = distancia entre el eje centroidal y el eje paralelo dado
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2.2 DESARROLLO EXPERIMENTAL.

2.2.1 Determinar el centroide de una placa plana para des figuras compuestas.

Se aplica el método de los ejes de equilibrio estitico. Entonces, al suspender cada placa
en dos puntos distintos se trazan los ejes de equilibrio utilizando una plomada, encontrandese el
centroide en la interseccidn de ambos ejes. Se puede comprobar su certeza suspendiendo
nuecvamente la placa en otro punto y viendo que el nueve eje de equilibrio pasa por el centroide,
ver figuras 2.5 y 2.6.

> X

C0.759.77)

fig. 2.5. Placal

C(14,11.7)

fig. 2.6. Placa2

CENTROIDES Y MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS PLANAS. 25



2.2.2 Obtener experimentalmente los momentos de inercia de masa de distintas placas
planas.

Esta parte experimental consiste en dejar que cada placa leana funcione como un Péndulo
Compuesto. Luego, se define la posicidn r del centroide con respecto al punto de giro; se mide la
frecuencia en Hz, asi como la masa de cada placa, ver fig. 2.2.

Tabla de valores experimentales,

15132.69

Resumen de operaciones de I {(experimentales):

L=[gr/(4n’f?)-r’]m  (gr em?)

Placa 1: I.=[980(13.5)/(d4n?1.166%)- 13.52](170)= 1092].16

Placa 2: I=[980(15.5)/(4n?1.0812)- 15.5%(170)= 15132.69

2.2.3 Equipo y material utilizado.

- 3 placas planas y homogéneas

- Soporte universal

- Pinzas de sujecion con aguja de apoyo
- Plomada

- Plumin de agua de cualquier color

- Flexometro

- Frecuencimetro (Contador digital)

- Béscula
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2.3 COMPROBACION TEORICA.

2.3.1 Centroides de varias placas planas de formas compuestas.

| . 19.5 5
X
C,____] * |95
!
L
:
wy.
Yy
fig. 2.7. Placa 1
Las coordenadas del centroide son:
yE %5
4 16 5
e
14
c,_ __._| X
! > s
;
]
Y wy —Y
fig. 2.8. Placa 2
(1) 350 12.5 7 4375 2450
(2) 137.5 16.67 17.67 2292.13 2429.63
(3) -100.53 12 3.40 -1206 -341.80
ZA 386.97 Z 5460.77 z 4537.83

El centroide esta en el punto:

x=IxA/TA=14.11 cm
y=ZyAZA=11.73cm

CENTROIDES ¥ MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS PLANAS.
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2.3.2 Momentos de in¢rcia centroidales de las placas planﬁs.
Placa 1: Figura cuadrada, fig. 2.7.

El momento centroidal de inercia I. para la placa 1 es igual al momento de inercia con
respecto al cje Z', perpendicular a los ejes centroidales x'e y',

Meoemento de inercia de masa: I = I qmasa)

I, =1,=1/12(bh% = 1/12(LY= 1/12(19.5)*

Iz

1]
—

e+ 1p=20,0=1/6(19.5

1, = 2409834 cm*

Luego, de la ec. (2.16):

L= f2'(ﬂ'msa)'_' (m/A) i2'(irea)

L = (170/19.5%)(24098.34)

.= 10771375 em’ |

Placa 2: Considerando que dicha placa estid compuesta por 3 dreas comunes, se calculard para
cada drea y se sumara, fig. 2.8

Area XA fv - | JYEZZA Tx ::& ’ ;1; -
(1) 350 54687.5 18229.17 72916.67 17150 5716.67 22866.67
(2)137.5 38209.72 477431 42984.03 42931.47 924 .31 43855.78
(3) -100.53 -14476.3 -1608.50 -16084.8 -1162.13 - -1608.50

299815.9 Z65113.9
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L=T,+Ax? L=1.+Ay? l,=1+1,=164929.83
Pero I, = I,_--i- ZA(§2+ ?’2)
luegol, =1,- TA (X2 + Y?) = 164929.83 - 386.97(14.112+11.73%)

1, =34642.84 cm*

Entonces, de (216) 1(: = ‘I'?.'(masa)= {m/A) .l-z‘{érea)

f. = (170/386.97)(34642.84)

[.=15218.97 grem’ |

CONCLUSIONES.

Es muy importante comprender que las fuerzas distribuidas, debidas a la accion de las
fuerzas de gravedad de las particulas que constituyen el peso del cuerpo, pueden ser sustituidas
por una resultante que actia en €l centro de gravedad del cuerpo con el mismo efecto, Para esto
se utilizan métodos muy eficaces como el de los Ejes de Equilibrio que con facilidad ubican la
posicion de los centroides. En este método Unicamente se necesita conocer dos ejes de equilibrio
para localizar el centroide, sin importar la forma que tenga el cuerpo rigido.

Cuando se desea obtener el momento de inercia de una placa plana o de un cuerpo rigido
con seccion transversal constante, basta con utilizar el Péndulo Compuesto y observar la
frecuencia de oscilacién durante su movimiento pendular. También existen otros péndules fisicos
para determinar los momentos de inercia de piezas mecdnicas como el Péndulo Filiar, asi como
Bifiliares, Trifiliares y Cuadrafiliares, ademas del Péndulo de Torsién, en donde midiendo la
frecuencia del Péndulo Filiar o la frecuencia del movimiento de vibracion torsional, alrededor de
un eje de giro, se puede encontrar el momento de inercia de diversos cuerpos rigidos.
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3. COEFICIENTE DE FRICCION Y FUERZA DE FRICCION.

OBJETIVOS:

1) Obtener experimentalmente el coeficiente de friccién estatica entre dos superficies,
utilizando una superficie rotatoria de diversos materiales y varios blogues metalicos.

2) Analizar el movimiento de un bloque de masa m y su comportamiento a lo largo de una
rampa rotatoria. Determinar la magnitud de la fuerza de friccién ejercida entre las
superficies e identificar los casos en que la masa se encuentre en equilibrio o en
movimiento de deslizamiento.

3.1 INTRODUCCION TEORICA.

En realidad no existen superficies libres de friccidn; ya que cuando se tienen dos
superficies en contacto, el movimiento de una superficie con respecto de la otra produce
fuerzas de friccion, las cuales son tangentes al movimiento relativo de ambas superficies.

El tipo de friccion que se estudia en problemas de sistemas mecanicos de cuerpos
rigidos en movimiento es la llamada Friccion en Seco o Friccidén de Coulomb, es decir, de
cuerpos rigidos en contacto a través de superficies no lubricadas.

En este capitulo serd importante conocer la manera de determinar el Coeficiente de
Friccion Estatica i entre dos superficies en contacto por medio de un dispositive que
consta de un plato giratorio de metal y un bloque metélice que empezara a deslizarse con
respecto al plato, fig.3.1.

También observaremos otro problema dinamico, en el cual la Fuerza de Friccion
juega un importante papel en el movimiento de un bloque. En este problema se tienen todas
las fuerzas aplicadas y se conoce €l coeficiente de friccion estatico i, entre las superficies;
aqui se desea determinar si el cuerpo en consideracion va a permanecer en equilibrio o si se
desplazara a lo largo de un plano inclinado que gira. Entonces, la fuerza de friccién Fr
(necesaria) que se requiere para mantener el equilibrio se desconoce y debe ser determinada
junto con la fuerza normal N a las superficies en contacto, ver fig. 3.3.
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3.2 DESARROLLO TEORICO.

3.2.1 Anilisis dindmico del sistema de masa y plato rotatorio.

fig. 3.1 fig. 3.2

COEFICIENTE DE FRICCION ESTATICO 5, fig. 3.1 y fig. 3.2.

ZF,=ma;, PeroF.=u N=p,mg ......... {3.2)

Fi=ma, .....(3.1) A= 107 ....(3.3)

Sustituyendo (3.2) y (3.3) en (3.1):

ps mg = mre’ ... 3.4)

Luego de la ecuacion (3.4), el coeficiente de friccidn estatica i es:

s = ra’/g con o en rad/s

[ 1o =1 N¥g (2n/60) = /g (N/9.549)*  conNenrpm ......... (3.5 |

donde r= distancia radial del centro del plato rotatorio a la masa
N = velocidad angular en rpm del plato rotatorio

COEFICIENTE DE FRICCION Y FUERZA DE FRICCION,
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3.2.2 Anailisis dindmico del sistema de bloque y rampa rotatoria.

y : ]
w F[ x
) \ //
a,
: AN
> X 0 mg w=cte
fig. 3.3 fig. 3.4

Obtencidn de las fuerzas normal y fuerza de friccion ejercida, fig. 3.3. Haciendo un anilisis
de las fuerzas involucradas, fig. 3.4, las ecuaciones dindmicas son:

IFy=may Pero a=an=mx(mxr)=-rcos{)e)2i

N- mgeosd = m(a, send)

| N = (g + r senf ®’) m cos ] reeeeeee (3.6) (fuerza normal)

¥y =may

F¢ - mg sen® = - m(a, cos)

I Fr=(g sen - r cos’® @’ )m | ...... (3.7) (fuerza de friccidn necesaria de equilibrio)

Por otro lado, la fuerza de friccién de las superficies es:

| F¢ (superficie) = py N I ........... (3.8) (friccidén maxima de las superficies)

donde:

o = velocidad angular de la rampa rotatoria en rpm

r = distancia del centro del plato rotatoric a la posicién de 1a masa medida a lo
largo de la rampa

0 = angulo de inclinacion de la rampa rotatoria

m = masa del bloque
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Entonces, un andlisis del movimiento del bloque de masa m se podra realizar si
comparamos los valores de la fuerza de friccidn (necesaria para el equilibrio} y de la
friccidon maxima {ficcion de la superficie), ecuaciones (3.7) y (3.8), es decir:

81 Fr(superficie} > F¢ (necesaria) entonces la masa m “no resbala”

Si Fg(superficie) < Fy (necesaria} entonces la masa m “si resbala”
Cuando la masa resbala se tendrd que:

La fuerza es Fr(positiva +) cuando la masa resbala hacia abajo

La fuerza es Fr(negativa -) cuando la masa resbala hacia arriba

313 DESARROLLO EXPERIMENTAL..

3.3.1 Sistema de masa y plato rotatorio.

Realizar una tabla de valores experimentales con la ayuda de un flexometro para
medir las distancias radiales en cm, as{ como un tacdmetro para medir la velocidad angular
en rpm del plato rotatorio, al momento en que el bloque comience a deslizarse. Luego, con
la ecuacion deducida (3.5), encontrar el valor del coeficiente de friccion s , ver fig, 3.1,

Tabla de valores experimentales:

Superficle .~ | Nepm) | - flom) . M
64 6 0.28
Aluminio en Aluminio 51 10 0.29
40 15 0.27
prom = (.28
63 5.8 0.26
Bronce en Hierro 48 10 0.26
40 15 027
prom = 0.26
81 5.6 0.41
Latdn en Acrilico 52 10 0.30
42 15 0.30
prom = (.34
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3.3.2 Sistema de blogue y rampa rotatoria.

1) Determinar 3 puntos a lo largo de la rampa en donde la masa permanezca en equilibrio

(sin deslizar).

2) Determinar la velocidad angular minima en rpm de deslizamiento hacia arriba.

3) Determinar la velocidad angular maxima en rpm de deslizamiento hacia abajo.

Para esto se utilizan las ecuaciones deducidas (3.6), (3.7} y (3.8} y la fig. 3.3.

Tabla de valores experimentales.

Ejemplo 1.

20 40 0.068 < 0.105 ] o

15 46 0.069 < 0.105 sin deslizamiento

10 58 0.058 < 0.106

10 82 1-0.139] = 0.120 deslizamiento hacia arriba

10 48 0.120 > 0.101 deslizamiento hacia abajo
Ejemplo2.

Hem) | otpm) Y} FeN) Fe(sup) () | -

20 40 0.239 < 0.464

15 40 0.404 < 0.449 sin deslizamiento

10 52 0342 < 0.454

15 70 [-0.619] > 0.540 deslizamiento hacia arriba

i5 31 0.603 > 0.431 deslizamiento hacia abajo

COEFICIENTE DE FRICCION Y FUERZA DE FRICCION.
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3.3.3 Equipo y material utilizado.

- Sistema de masa y plato rotatorio

- Flexémetro

- Tacdmetro y barra de extensién

- Bloques de masa de diversos materiales: aluminio, bronce y latén
- Platos de diversos materiales: aluminio, hierro y acrilico

- Rampa de l1dmina (hierro) y masa de aluminio o latén

- Plumén marcador

- Transportador

- Bascula

CONCLUSIONES.

Por medio de un analisis de la dinamica de un bloque que se mueve, en teoria
estricta, radialmente en el plato giratorio, es posible determinar el coeficiente de friccién
esldtico ps , si se considera un deslizamiento a velocidad angular constante, w=cte. Se
observa que y; es independiente de la masa m que contiene el bloque, pues sélo depende de
las caracteristicas de rugosidad de las superficies en contacto.

Para el caso del bloque que se mueve a lo largo de la rampa giratoria, se pudo
constatar que para saber si el bloque permanecera en equilibrio o si este se deslizarg,
Unicamente es necesario comparar los valores de la fuerza de friccion (necesaria para el
equilibrio} con los valores de la fuerza de friccién maxima (friccién de las superficies); asi,
la masa resbalard solo cuando se cumple que

Fe (superficies) < Fy (necesaria para el equilibrio)

y la fuerza de friccion real serd Fr= px N, que es la friccion dindmica que se tiene cuando
la masa se desliza sobre la superficie de la rampa giratoria.
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4. MOMENTOS DINAMICOS (1% Parte).

OBJETIVOS:

1) Comprender los conceptos de Moméntum Lineal y Moméntum Angular de un sistema de
particulas. Analizar un caso fisico de la Conservacion del Moméntum.

2) Analizar los conceptos de Cantidad de Movimiento Angular y su derivada con respecio
al tiempo, para el caso del movimiento espacial de un cuerpo rigido. Observar algunos ,
efectos dindmicos en sistemas giratorios. ’

4.1 INTRODUCCION TEORICA.

4.1.1 Sistema de particulas en movimiento.

El movimiento de un sistema de particulas, fig. 4.1 puede simplificarse si
consideramos que el sistema de fuerzas inerciales, el moméntum lineal y el momeéntum
angular correspondientes de cada una de las particulas del sistema, es equivalente a un
sistema que consta de una fuerza resultante, dada por la sumatoria de fuerzas externas ZF,
un vector moméntum lineal p v un vector momeéntum angular h, respectivamente.

También, en un sistema de particulas es factible realizar un analisis de la
conservacidén del momentum lineal y del momentum angular, por medio de las ecuaciones
de conservacion aplicadas a un problema practico que se analizard mas adelante.

Para el caso de los cuerpos rigidos es importante, dentro del anilisis dindmico,
determinar el vector cantidad de movimiento angular Hg v su vector derivada con respecto

a su centro de masa, pues este vector derivada Ho, nos define la magnitud y direccidén en la
cual se tendra un efecto dindmico externo sobre un sistema mecdnico en movimiento; dicho
efecto es también conocido como efecto giroscdpico.
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4.1.2 Moméntum lineal y moméntum angular de un sistema de particulas.

Sea un sistema de particulas en movimiento espacial.

fig. 4.1

a) El Moméntum (Cantidad de Movimiento) Lineal

de un sistemna de particulas estd dado por: p=Xm; ri=Imv

b) El Moméntum (Cantidad de Movimiento) Angular

de un sistema de particulas esta definido por: h=Z{rix m; |.~-.) =Z(rxm;vy)

¢} La Fuerza Resultante y el Momento Resultante con respecto a un punto fijo de las fuerzas
externas del sisterna de particulas es:

EF=p IM=h
que representan a las ecs. generales del movimiento del sistema de particulas,

d) Conservacién del Moméntum {Cantidad de Movimiento) para un sistema de particulas.
Si sobre un sistema de particulas la resultante del sistema de fuerzas externas es nula ,se
tendra que:

TF=0y IM=0 6 p=0y h=0

por lo tanto p=cte y h=cte (se conservan). Solamente para el caso de un sistema de
fuerzas cenirales se tendria que ZF =0,
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4.1.3 Cantidad de movimiento angular y su derivada, de un cuerpo rigido en
movimiento, definidos respecto a su centro de masa.

a) Cantidad de Movimiento Angular respecto a su centro de masa, fig. 4.2.

fig. 4.2

(Ho)x K -Ixy -Ixz| [ex
Ho=1o=|Hoy|=|Iyx Iy -lyz||ey
(He)z Izx -izy Iz wz

b) Derivada de la Cantidad de Movimiento Angular con respecto a su centro de masa.
Se define un vector r, cuya derivada se obtiene de la expresién:

r=(é] +Q.xr en donde
. at

(-53 = rapidez de cambio de r respecto al Sistema giratorio auxiliar Gxyz.

sy

0, = velocidad angular del sistema giratorio auxiliar Gxyz.

Luego, para el vector Hg se tiene:

Ho = (aH‘”‘) + Q. x Hg
At

sis
Por lo tanto, las ecs. generales del movimiento de un Cuerpo Rigido en el espacio son:

ZF =mag
IMg=Hs &6 IMo- Ho
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4.2 DESARROLLO TEORICO Y EXPERIMENTAL
4.2.1 Andlisis de la conservacion del moméntum.

/I\Z /FZ
O O
AR Q>

2 2

Lo — ¢-_-v~—7
fig. 4.3 fig. 4.4

Desarrolio tedrico: Ver figura 4.3
r=rj
l"=v=mxr=merj=-rmi
h=rxml"=rjxm(-rmi)=mr2mk ............ (4.1)
De la conservacion del moméntum (verificacion):
. d . . . v
h =a (rxmr)=(rxmr)+{rxmr)=rxma

h=rjxm(a,+a ) pero a;=0porquec=0 siw=cte
ﬁ=rjxm(-rm2j)=0
Entonces, h =cte (se conserva). Luego de la figura 4.4 se tiene que

h=m§¢k"4 ......... (4.2)

De las ecs. (4.1) y (4.2) se deduce que:

ro=a ¢

2 y + +
entonces ¢ = (i) o donde ¢ > o oy ¢ = vel. angular de la base giratoria
a r y a = distancia del eje de giro a la masa

MOMENTOS DINAMICOS 1* PARTE.
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4.2.2 Andlisis de los momentos dindmicos (efectos giroscépicos). Ejemplo 1.

Momentos Dindmicos, fig. 4.5:

x 0 0]]|¢
Ho=lw=[0 Iy 0{|0| = Ixdgi+lzepk
0 0 Iz||ao

a"HGJ + 0, x Hg
at

La derivada de Hg es: Ho = (

Ho =0+€Q;xHg; donde wp=cte, ¢ =ctey (k= éﬁi

Ho = gixHo=dix(x pi+lzopK)=-1z ¢ op j

I:IG=-Izéﬁij

donde:

Ho = derivada de la cantidad de movimiento angular Hg
Iz = momento de inercia centreidal de la rueda con respecto al eje z
wp = velocidad angular de la rueda giratoria

¢ = velocidad angular del sistema giratorio auxiliar alrededor de x

MOMENTOS DINAMICOS 1" PARTE.
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Asi, se observa que los vectores wp k, ¢i y Ho j son mutuamente perpendiculares.

El efecto dindmico qué se presenta, fig. 4.5, es un momento de reaccion Ho sobre
los brazos que sostienen la rueda. Esto se puede comprobar repitiendo el efecto de giro,
colocandonos sobre una base giratoria, en donde la reaccién dindmica ejercerd un
movimiento de giro sobre la base giratoria, en la direccion del vector § , en el eje y.

Efectos giroscopicos. Ejemplo 2.

.Y
> T
é ] e
‘ A
"
fig. 4.6

De un andlisis de momentos, fig. 4.6:

TMo= Ho = Ho

Ho =rgxmag+ Hg

.......... (43) cuando ¢ =cte

Ho=Lkxm(Lg?(-k))+ Ho = Ho ..o, (4.4) (verificacién de la hipotesis)

Sustituyendo los momentos y (4.4) en la ec. (4.3):

(w-R)L= He

Entonces la reaccién de soporte de nuestra mano, ver fig. 4.6, es:

R=wi&
L

R = reaccion resultante soportada por las manos

w = peso de la rueda rotatoria

L = distancia del eje vertical de giro Y al punto de
apoyo de la mano {puede considerarse en G)

donde el signo de la ecuacién dependera del signo del vector Ho.

MOMENTOS DINAMICOS 1* PARTE.
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4.2.3 Equipo y material utilizado.

- Base rotatoria

- Banco rotatorio

- 2 masas

- Rueda giratoria de plomo
- Rueda giratoria de hule

CONCLUSIONES.

Por medio de la observacién de experimentos muy sencillos pudimos apreciar un
caso de la Conservacién del Moméntum Angular de un sistema de particulas, que tiene
aplicacion practica en el patinaje artistico, durante las evoluciones de giros alrededor de un
¢je vertical.

Por otro lado, el analizar y sentir los efectos dindmicos {giroscdpicos) es de capital
importancia en ¢l disefic de elementos mecanicos que tienen varios movimientos de giro;
pues si se desconocieran dichos efectos dindmicos en el sistema mecdnico, se podrian
producir dafios en la estructura de soporte de los elementos rotatorios.
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5. MOMENTOS DINAMICOS (2° Parte).

OBJETIVOS:

1) Identificar algunos efectos que generan los momentos dindmicos en un dispositivo
indicador de giro.

2) Obtener un modelo matemético que relacione las caracteristicas de disefio del dispositive
indicador de giro con las velocidades angulares de los dos ejes de giro.

5.1 INTRODUCCION TEQORICA.
5.1.1 Cinética del cuerpo rigido en tres dimensiones.

Sea un sistema de fuerzas externas que actian sobre un cuerpo rigido, fig. 5.1, para
el cual se tiene un sistema de fuerzas inerciales asociadas con las particulas que forman el
cuerpo rigido, fig. 5.2. Asi, s¢ puede establecer, por el Principio de D'Alembert, que los dos
sistemas son equipolentes y también equivalentes a un sistema fuerza par situado en el
centro de masa G.

Entonces, si las fuerzas inerciales se sustituyen por un sistema fuerza par
equivalente, el sistema de fuerzas externas que actiian sobre un cuerpo rigido en
movimiento tridimensional es equivalente al sistema formado por el vector mag unido al

centro de masa G del cuerpo y el par de momento Ho ,fig. 5.3,

tig. 5.1 - fig. 5.3

Las ecuaciones generales del movimiento tridimensional de un cuerpo rigido son:

*F=mag IMg= Hc 6 IMp=Ho
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Por otro lado, seguiremos observando y analizando el movimiento giroscdpico en
sistemas mecénicos que realizan varios movimientos de giro, asi como el efecto dindmico
que se produce y que en la prictica puede ser aplicado para el funcionamiento de un
Dispositivo Indicador de Giro que se utiliza en las aeronaves, el cual se vera a continuacién.

5.2 DESARROLLO TEORICO.

5.2.1 Analisis dindmico de un dispositivo indicador de giro utilizado en aeronaves.

Un dispositivo indicador de giro sirve para determinar con exactitud el radio de
curvatura R, que deberd tomar el avidn durante un movimiento en trayectoria curva, al virar
el avidn hacia otra direccidn, fig, 5.5. Esto se logra con base en el analisis del giro circular
del disco del indicador a una velocidad angular p, fig. 5.4.

fig. 5.4

v=RQ=cte Y
wg = (R = ]

R=radio de curvatura

Q=vel. angular del
avion

fig. 5.5
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Determinacion de la magnitud de la velocidad angular op = f{Q) del disco del indicador
de giro, fig. 5.4.

H; = I o
o=Q+op=0k + wpi

donde: )= vel. angular del avién
wp = vel. angular del disco

x 0 0][w
H; =| 0 iy 0 0
0 0 Iz|]Q
Hg = Ixwpi+ [ zQk

. 7H - -
Ho = ( o"tGJ +axHg = 0+ QxHg = Qkx{Ixwpi+ [zQk)

sis

Ho = Ix0pQj v (5.1)

Luego, se suman los momentos con respecto al centro de masa G de las fuerzas que
ejercen los resortes sobre el eje giratorio. Ademads, se observa que durante el movimiento de
giro del avion se verifica un desplazamiento angular del eje del disco con respecto al plano
horizontal. Una vista frontal del dispositivo se muestra en la siguiente figura 5.6.

fig. 5.6

NOTA: Podemos considerar en el andlisis dinamico que los tesortes estdn inicialmente
comprimidos una deformacion z.
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Ecuacién de momentos: Considerando un valor de 8 pequefio, es decir, 8 £ 10°, entonces
cosf@— 1

IMg=k(@z+zirj-k(z-zixj=(ker+kzir-kar+kzinj

[EMg=2kz tj o (5.2) |

k=constante del] resorte
Igualando las ecuaciones (5.1) y (5.2): EMg = Ho  r=distancia del resorte al centro de
momentos G

2kzir= IxwpQ z;=distancia de desplazamiento del
resorte

[ebQ=2kzy 1/ Ix o 53) |

Esta expresién nos relaciona las velocidades angulares wp y Q con las caracteristicas del
dispositivo indicador de giro.

5.3 DESARROLLO EXPERIMENTAL.
5.3.1 Simulador de indicador de giro del laboratorio.

El funcionamiento del dispositivo simulador de giro se basa en el indicador de giro
utilizado en aeronaves analizado anteriormente. En este caso, el giro introducido en el eje Z.
estd simulando el movimiento de giro horizontal del avidn; el giro del disco lo proporciona
un pequefio motor acoplado al mismo. Por otro lado, un sistema de luces indicadoras se
encienden por ¢l accionamiento de un par de sensores de contacto, durante el movimiento
de giro, de tal manera que en ese momento se realizardn las mediciones pertinentes para
conocer las caracteristicas de disefio del simulador de giro, ver figura 5.7.

Constantes de disefio: k. r, Ix (dado con mp, rp, my, r;;,) ., Z1,dpy du
Velocidades del simulador: Q y wp (se consideran constantes durante |a prueba).
z

wppttigdt | A
d d
k M0
Z] | ’—-l
=/ ., Ge_H = X
Y ———
24 motar LJ disea
| K \ R dpm=1.7 cm
w w
sensor—" | M D dp=1.9cm
T

fig. 5.7

MOMENTOS DINAMICOS 2' PARTE. 46



5.3.2 Verificacion de las especificaciones de disefio ¥ anilisis del modelo matemitico
que rige ¢l movimiento del simulador del indicador de giro.
1) Constante k de los resortes.

x0=3.7¢em=0.037m xf=53cm=0.053m
F=22N

como F=k(Ax) =k (xf - xo0), entonces
k=F/ax=22/(0.053 - 0.037) = 1375 N/m
2) Datos de disco y motor.

Disco: Peso: Wp=4.165N Motor: Peso: Wy =0.833 N
Radio: rp=3 cm Radio:ny=2cm

3) Distancia r de los resortes al centro de momentos G del sistema.

r=65cm=0.065m

4) Distancia z; de desplazamiento del resorte durante el movimiento del simulador de giro.

Z; =04cm=0.004m
5) Momentos centroidales de inercia.

Tanto ¢l disco como el motor son dos masas en forma de cilindro circular recto,
donde Ix = % mr? y el momento de inercia total sera:

Ix = Yamprp®+ Y2 mymny® = Y2 (mptp® + myIv?)
Sustituyendo valores:

Ix = % [0.425(0.03)* + 0.085(0.02)* ] = 208.25x10° kg m?
6) Ecuacion de momentos para el simulador de giro.

EMg=2kzyrj+(Wpdp - Wydm) |

pero IMg = Ho =fmeQj
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Por lo tanto se obtiene la siguiente expresion:

(0o Q=2 kzi 1+ (Wpdp - W)l / 1% roorrrrrne (5.4) |

sustituyendo datos en (4):

ap € = [2(1375)(0.004)(0.065) + 4.165(0.019) - 0.833(0.017)] / 208.25x10°

7) Resultados experimentales y porcentaje de error.

Se miden las velocidades angulares del simulador en funcionamiento con un tacémetro:

=120 rpm

op = 2850 rpm

= wpQ = 120(2850) 9.5492 = 3750.7 s

€ (wp Q)= 4- ; 454(x = 0.14%
% € (0p Q) [(3745 3750.7) /3745 |x 100 = 0.14 %

5.3.3 Equipo y material utilizade.

- Simulador de un dispositivo indicador de giro
- Dinamémetro

-2pesasde 11 N

- Vernier

- Tacémeiro

- Flexémetro
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CONCLUSIONES.

Con base en un anélisis simplificado del vuelo de un avién durante una trayectoria
curva, al momento de virar en un cambie de la direccion del vuelo, es posible comprender
la utilidad que tiene un dispositivo giroscopico como el indicador de giro, gue funcionando
como un sistema auxiliar, permite determinar y controlar el radio de curvatura que deberd
seguir el avién en un momento particular del vuelo.

La anterior es una de diversas aplicaciones del movimiento giroscépice como
instrumento de navegacién. Otra aplicacion es un dispositivo que funcione como un sistema
de referencia mévil que indique el nivel horizontal en la navegacidn, esto es que funcione
como un horizonte artificial.
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6. PRECESION DE UN GIROSCOPIO.

OBJETIVOS:

1) Determinar una ecuacién que relacione la velocidad de precesion ¢ de un giroscopio, con

la velocidad de rotacién y/ .

2) Obtener el momento de inercia I de un giroscopio, y compararlo con el valor obtenido

por medio de la pendiente de 1a grafica ¢ yf =F(d).

6.1 INTRODUCCION TEORICA.

En este capitulo se analizard el movimiento giroscdpico y, en particular, de un
giroscopio o giro. Lo importante serd ver el papel que juegan cada una de las velocidades de
giro en el movimiento del giroscopio, es decir, saber si son directa o inversamente
proporcionales una con respecto a la otra; para esto analizaremos el caso de la precesion de
un giroscopio, fig.6.1.

La precesi6n de un giroscopio es un caso particular del movimiento giroscopico en el

que el angulo o, la velocidad de precesion ¢ y la velocidad de rotacién permanecen
constantes.

Sea un giroscopio apoyado en un punto fijo de su eje en torno al cual se produce el
movimiento giroscépico. El movimiento de un giroscopio bajo la influencia de fuerzas
externas lleva a la precesién uniforme del giroscopio. Si se efectia un momento de giro
sobre el eje del giroscopio, el gje no sigue este momento, sine que lo evade en angulo recto.

Dentro del analisis del movimiento giroscdpico es interesante conocer la relacion que
tienen las velocidades angulares del giroscopio, como la de precesion y la de rotacién, con
una caracteristica fisica importante en la dindmica del movimiento giroscopico, el momento

- de inercia [ del giroscopio con respecto a su eje de simetria. Luego, para poder determinar el
valor del momento de inercia I, se requiere de obtener el valor de la pendiente de la grafica
que relaciona el producto de las dos velocidades de giro con la distancia d que va del centro

de masa al centro instantineo de rotacién, es decir, para la funcion ¢ y/ = F(d). Entones se

deberan realizar mediciones simultaneas de g&, y/ y d vy, por Gltimo, ajustar la grafica por
cualquier método conocido.
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6.2 DESARROLLO TEORICO.

6.2.1 Andlisis dinimico del giroscopio.

Precesidn de un giroscopio
y a,¢.¥ constantes
fig. 6.1

La velocidad angular @ del giroscopio es: o = ¢ + q{/
pero ¢ = ¢ cosa k- ¢5 sen o j entonces se tendrd que

=-éisenaj+ w k donde mz=(y}+é5coscx)k

La cantidad de movimiento angular Hg es:

' 00 0
Ho=lpbeo= or o -éscna
0 0 I w:z

donde I' = momento de inercia respecto de un gje transversal que pasa por o.
[ = momento de inercia respecto de un eje de simetria que pasa por o.

Ho=-T é&senaj + Ta, k

éHo
ot

J + Q. x Ho

szx

Luego Ho = (

PRECESION DE UN GIROSCOPIO
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Considerando que el sistema giratorio gira a una velocidad de Q 4 = ¢ y, ademads ¢ y o,
son constantes en magnitud y direccidn con respecto al sistema giratorio oxyz:

De la ecuacién de momentos: ~ Mg = I:Io = ¢ x Hp
I.{o=(¢.' cosat k- ¢ scnaj)x(-I’éﬁ senajtlok)

Ho = -(Imz—I’écosa)éiscnai ......... (6.1)

De la suma de momentos de las fuerzas externas que actdan sobre el giroscopio, tenemos
que

IMp=dxmg=-mgdsenci...... 6.2)

De (6.1} y (6.2):
mgd= ¢ {(low, -T ¢ COS ) recrnrrereenne (6.3)

Si consideramos un giroscopio veloz, donde ¢ << l,y , entonces @, = a,u
por lo tanto de la ec. (6.3) se tendrd:

De (6.4) se pueden considerar dos relaciones interesantes para su andlisis, las cuales son:

¢ = (ngd)i , es decir, ¢ = f{-l-] ............... (6.5)
14 ¥

0 . _ (mg) . . .

¢ wv= T d , esdecir, ¢ w = F(d) ............ (6.6)

donde:
[ = momento de inercia del giroscopio respecto del eje de simetria que pasa por o
mg = peso del giroscopio
d = distancia del origen o al centro de masa del giroscopio

I,'V = velocidad de rotacion del giroscopio

éb= velocidad de precesion del giroscopio
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6.3 DESARROLLO EXPERIMENTAL.

6.3.1 Obtener la grifica del giroscopio g=1f {l] para cualquier valor determinado

v
de la distancia d,ya sea esta positiva o negativa.

Sabemos que para una posicion cualquiera del centro de gravedad G del giroscopio,
la distancia d , medida del origen del sistema moévil al centro de gravedad G, estd dada
por: d =8Sg-8 donde Sp= 4 cm. Dicha distancia d se mide desde la marca en la parte
extrema superior del eje hasta la cara superior del collarin de ajuste del eje; en tanto que S se
mide desde la parte mas extrema superior del eje al mismo punto del collarin ya indicado.

Para una distancia d (+), cuande S < Sg, el sentido de giro de ¢ es ¢l mismo que

eldey , fig. 6.1.

Para una distancia d (-), cuando S > Sg, €l sentido de giro de ¢ cambia con respecto

al sentido de giro de f,r/

a) Medicién de la velocidad de rotacion y/ con la barrera de luz.

Seleccionar en ¢l contador p la escala de frecuencia en Hz y realizar una medicién de
frecuencia de valor N; entonces la velocidad sera:

w=2nf{=2n(N/18) rad/s donde y < 3Hz (N<50) y 18 es el
nimero de rayos de la rueda del giro.

b) Medicién de la velocidad de precesion ¢ con la barrera de luz.

Seleccionar en el contador digital la escala de tiempo en segundos. Luego,
considerando un movimiento de precesidn uniforme, la velocidad de precesion sera:

g.$= Ad/T=2n/T radls
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¢) Tablas de valores experimentales.

EJEMPLO 1.- ConS=3cm d=So-S=4-3=lcm (+)

GO S T ‘ h NEPY .
29 2278 0.099 0.27
27 20.99 0.106 0.299
25 19.01 0.114 0.330
23 17.58 0.124 0.357
21 15.65 0.136 0.401
20 14.28 0.143 0.440
18 13.71 0.159 0.458

Al aplicar la regresién lineal se obtiene la ecuacién de la recta: ¢ = 322/ y}) -0.04

EJEMPLO2.- Con S=5em d=Sp-S=4-5=-lcm ()

22 0.130
20 0.143
18 0.159
17 0.168
16 0.179
15 0.191

Para este caso, la ecuaci6n que se obtiene es: ¢ =-2.03 (lly'/) -0.01

NOTA: Para la realizacién de las tablas de valores y las graficas del movimiento se utilizd

un giroscopio como el mostrado en la figura 6.1,

PRECESION DE UN GIROSCOPIO
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GRAFICAS DE LOS EJEMPLOS 1Y 2.
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6.3.2 Obtener la grifica del giroscopio dada por ¢ y/ = F (d).

EJEMPLO 3.- Paraesta grafica las distancias d deben ser positivas (S« Sp), fig. 6.1,
y también negativas (S >Sg).
Considerando para este ejemplo que Sg =4 cm, la tabla de valores es:

_ o ‘ valoresde S <So." - w R
| S(em) . N(Hz) T(s) < a(em) ; ¢3W [s2)
38 15 51.25 0.2 0.642
3.5 16 29.11 0.5 1.205
3.0 19 14.86 1.0 2.800
2.5 20 10.78 1.5 4.070
R valores,de’S>Sg. . - .
S{em) .' N(Hz) : . T(S) O R d(crm) - gl Ls_z )
4.5 15 27.55 -0.5 -1.194
5.0 21 20.20 -1.0 -2.280
53 19 15.99 -13 - 2.606
5.5 19 12.74 -1.5 -3271

Después de realizar el ajuste de la grafica mediante la regresion lineal, la ecuacion de la

recta es: ¢ w = (2.415)d +0.253
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GRAFICA DEL EFEMPLO 3.

by

6.3.3 Obtencion del momento de inercia del giroscopio por el método del péndulo
compuesto y su verificacién con ¢l valor obtenido con la pendiente de [a

grifica de ¢ y=F (d).

8) Método del Péndulo Compuesto (visto en la prictica de momentos de inercia).

4N

e

e

r

Péndulo
Compuesto

fig. 6.3
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Después de realizar un andlisis dindmico similar al desarroilado en el Método del
Péndulo Compuesto, ver fig. 6.3, la expresién que nos permite determinar el momento de -
inercia centroidal I de un giroscopio, con respecto a su eje de simetria es:

2

I= (f;’ —rJ rm (kgm?) o (6.7)

Para la medicién, se sujeta una masa adicional m = 200 gr en un punto de la
periferia de la rueda del giroscopio, y se mide la distancia r de la masa adicional al eje de
giro, asi como la duracién del periodo de la oscilacién t del péndulo, con el contador digital
en la escala de tiempo en segundos y la barrera de luz, fig. 6.3.

MEDICIONES:
m =200 gr = 0.2 kg (son dos masitas de 100 gr c/u)
t=340s

r=236cm=0236m
medidos para valores de 8<10°

Sustituyendo los valores en la ecuacion {6.7), el momento de inercia I del giroscopio es:

H=0.124 kgm® |

b) Verificacién del momento de inercia I mediante la pendiente de la grafica de ¢ y/ =F (d).

De la recta ajustada obtenida: ¢ Vf = (2.415)d + 0.253 , la pendiente es:

WA(é’ V) 2415 m's?
ad '

A ¥) _ mog
ad I

De la ec. (6.6) se tiene que
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Por lo tanto,

mcg
Ag ¥)
Ad

I=

donde mg = masa del giroscopio .............. (6.8)

Entonces, para el momento centroidal de inercia I con respecto al eje del giroscopio,
se tiene, de (6.8):

Para una masa mg=3kg

3(5.8)
241

De los valores obtenidos para el momento de inercia I, el porcentaje de error es:

0.124 . 0.122

Y%e, = ‘
0.124

‘= 1.6 %
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6.3.4 Equipo y material utilizado.

- Giroscopio de 3 Kg

- Frecuencimetro (contador p)

- Crondmetro digital (contador digital)
- Transformador de 12 V de c. a.

- 2 caimanes

- Vernier

- Péndulo compuesto con base

- Masa adicional (2 masas de 100 gr)

- Flexémetro

- Bascula

CONCLUSIONES.

Después de haber observade el movimiento de un giroscopio a través de la
experimentacidn, se pudo comprobar que su movimiento depende de la existencia de dos
velocidades de giro, la velocidad de precesion y la velocidad de rotacion; analizéndose
también el caso en que solamente exista la velocidad de rotacidn, lo que sucede cuando el
centro instantdneo de rotacién coincide con el centro de masa del giroscopio en su
movimiento espactal. En este dltimo caso, podemos damos cuenta de que dicho movimiento
giroscopico conlleva la aparicion de un gran momento de giro, que mantiene fijo en una
sola direccién el eje del giroscopio, es decir, se produce un efecto estabilizador, que para
moverlo de esa direccion se requeriria de aplicar un par mayor del que lo ubica en dicha
posicién y direccidn en el espacio.

Esta cualidad estabilizadora del giroscopic permite su utilizacion en varias
aplicaciones como: Brijula giroscépica, horizonte artificial, indicador de giro, estabilizador
de proyectiles y como sistema estabilizador en barcos.
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7. APLICACION DEL PRINCIPIO DE LA CONSERVACION DE LA ENERGIA AL
MOVIMIENTO TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RIGIDO.

OBJETIVOS:

1} Determinar la ecuacion del movimiento para el sistema de masa giratoria por el método
de la energia.

2) Obtener los valores de la velocidad angular Q para diferentes posiciones angulares 8 del
sistema giratorio, incluyendo el valor para @ =0, donde Q@ = Q4 para la posicion
vertical.Comparar los valores medidos con los valores obtenidos con la expresion tedrica.

7.1 INTRODUCCION TEORICA.

La aplicacién del principio del trabajo y la energia simplifica mucho la solucion de
problemas dinamicos que relacionan fuerzas, desplazamientos y velocidades. Entre las
ventajas del método se tiene que la determinacion de la aceleracién no es necesaria, ademas
de que todas las magnitudes que intervienen son escalares, considerando que en ocasiones se
requiere determinar la velocidad para, posteriormente, solo utilizar el valor del médulo o
magnitud v, en e caso de problemas espaciales. También las fuerzas que no realizan trabajo
se eliminan de la solucion.

Al aplicar el método de la energia a sistemas mecanicos conservativos es posible
determinar el modelo matematico del sistemna en cuestion, y asi generalizar el movimiento
para poder estudiarlo en cualquier instante o para una determinada posicién del sistema en
estado estable.

7.1.1 Método de la energia para obtener las ecuaciones del movimiento de un cuerpo
rigido.

Este método se fundamenta en la Ley de la Conservacién de la Energia para el
cuerpo rigido. Esta dice asi:

“Cuando un cuerpo rigido o un sistema de cuerpos rigidos se mueven bajo la accién
de fuerzas conservativas, la suma de la energia cinética y la energia potencial del sistema

permanece constante”.

En el caso de los sistemas mecdnicos, se llaman sistemas conservativos aquéllos que
carecen de friccion, la cual disipa la energia en forma de calor,
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Considérese un sistemna conservativo en el cual la energia esté en la forma de energfa
cinética y/o potencial. Las ecuaciones de conservacion para la energia mecénica son:

Sea EM =T + V la energia mecanica, donde T es la energia cinética y V la energia
potencial. Entonces tendremos que

T+V=cte .. (1.1
M =0 i (7.2)
dt

7.1.2 Energia Potencial y Energia Cinética de un cuerpo rigido o de un sistema de
cuerpos rigidos en movimiento espacial,

Energia Potencial.- Es la energia que posee un cuerpo en razén de su posicién. Se mide
siempre con referencia a un nivel dado (nivel de energia potencial nula o ne.p.n) y es
relativa respecto a este nivel. Se define por la ecuacion:

V=mgyc donde ys esrelativaal ne.p.n.

Energia Cinética.- Es la energia que tiene un cuerpo rigido debido a su velocidad, ya sea ésta
angular, lineal o ambas.

fig. 7.1

Para un cuerpo rigido en movimiento tridimensional la energia cinética del cuerpo,
telativa a los ejes centroidales Gxyz, estd dada por

T=Yimve + (I ol + 1,00+ 022 Lyoa0,-2 Tp oy 0,2 Tk 0,04 )

T=E. C. debida al movimiento lineal + E.C. debida a la rotacion
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Si los ejes centroidales son también ejes principales de inercia del cuerpo, de la
fig. 7.1, la energia cinética se reduce a

T=Vmvel+%(lyol+ [y00+ [,0,°)
donde vg = velocidad lineal del centro de masa del cuerpo rigido
o = velocidad angular del cuerpo rigido
m = masa del cuerpo rigido
1., I,, 1.,=momentos de inercia centroidales principales

En particular, para el caso del movimiento plano, la ¢nergia cinética es

T= "/szoz'i' 1% 1a?
7.2 DESARROLLO TEQRICO.
7.2.1 Andlisis del sistema de masa giratoria por el Método de la Energia,

EJEMPLO 1.- Sistema de barra y esfera

fig. 7.2

1) Energia Potencial: V=V, +Vy
Vm =mg Yom YGm = - I {1 - cos6)

Vm = Mg youm Yom = - I (1 - cosB)
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V=-mgrtu(l -cosd)- Mgy (1l - cost)
V=-(mgry+Mgru) {1l -cosb) .o {E. potencial del sistema)

donde rp=L2 y ry=L+R

2) Energia Cinética: T=Ty + Ty
-1 2 Ly FT o2, T 27 2 . 2
T=Yamvgn” +B{l o0+ [yo, + 1,0, ]n + 2 Mvem™ +
+ '/z[f,m,‘2+ fym,2+ [ Y T (E. cinética del sistema)

donde V= xry y 0=0Q+ é=(-QsenBi-QcosBj)+ 9 k
3) A partir de la conservacion de la encrgia:
-Sumar: T+V

d(T+ V)

- Luego, derivar:
dt

- Después, considerando que en la derivada anterior para 6 > 0 se tiene que:

8 (+) es positivo y 8 (-) es negativo, entonces se debera sustituir el término de

6 por el término de (- é), ya que cuando 0 crece, el valor de @ tiende a cero cuando
0 tiende a 90°.

- Luego de sustituir lo anterior, se iguala a cero la expresion de la derivada
resultante:

d(T+V) -0
dt

Entonces se obtiene la ecuacidn del movimiento para el sisterna de masa giratoria:
5 oyl 2 2 2, 1341 2 2
(0 - senf cos®) (mry” +Mry™ + 1/12m(Gr" + L] + Y2 m r° Q° senb cos6 +

+2/5 MR? @ + (mg 1 + Mg rv) senf =0
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4) Se realiza un analisis de ecuaciones de estado para hallar Q=f(8):

- Primero, se determinan las posiciones de equilibrio del sistemna, haciendo @ = 0 en
la ecuacidn del movimiento del sistema de masa giratoria. Esto se logra resolviendo
la ecuacidn final cuya solucidn es:

¢ =0para Q =0
.............. 1.3
L
mg—+ Mg(L+R)
6 = cos” ] 2
[E m(4L? =3r)+M{(L + R)l](f

y despejando © de (7.3), se encuentra la expresion para la funcion € = £ (0).

EJEMPLO 2.- Sistema de barra y cilindro

fig. 7.3

Para este gjemplo, la ecuacién del movimiento y la expresién de la funcién Q = f (9)

se obtienen siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo 1. Para este caso, las expresiones
seran respectivamente:

(6 - € send cos) [m 1 + M i + 1/12 m@(3r% + L2) + 1712 M3R? + §%)] +

+ % €% senB cosd (mr? + MR?) + (g rm + Mg 1y ) senf =0
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La funcién Q= f(0) es:

8

0 para Q = 0

L 5
=+ Mg(L+2
mg> g( 2)

©
I

= ¢os’

1 1 ST
S mtdl? -3+ —MST+12 L+ 2| -3rDQ?
0 m(4L" - 3¢%) l (S [L ] )]

donde rp =L/72 y ry=L+8/72

7.3 DESARROLLO EXPERIMENTAL Y COMPROBACION TEORICA.

7.3.1 Determinar las tablas de valores del sistema de masa giratoria.

Para la parte experimental se utilizardn dos dispositivos de medicién de velocidad
angular en revoluciones por minuto, como el tacometro y la lampara estroboscapica; asi, se
tomaran los valores de las cardtulas en rpm para las velocidades y, utilizando una escala
graduada en grados se determinar4 la posicién angular de la masa giratoria, con respecto a la
vertical que se tiene cuando el sisterna no se mueve. Entonces:

1) Se determinard el intervale de valores que puede tomar la velocidad angular Q, hasta
llegar a alcanzar un valor madximo Qmax  en la posicién en la cudl el sistema permanezca
vertical 0 con una inclinacidon 6 < 10° con la vertical. Para esta medicidn se utilizard el
tacometro, ya que puede cubrir un amplio rango de velocidades a partir de las 40 rpm.

2) Se determinaran diferentes valores de la velocidad angular €, para varias posiciones
angulares 6 del sistema de masa giratoria, mayores de 20°. Las mediciones se realizarin
mediante la ldmpara estroboscdpica, que puede medir velocidades a partir de las 65 rpm
aproximadamente.

3) La expresion matemdtica que se utilizard para realizar los calculos tedricos es:

EJEMPLO 1.- De (7.3):

L
a- | ng—+Mg(L+R) _\/m
[L cosé

3 m(4L? = 3r )+ M(L + R)Y ]cose
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Las magnitudes del sistema son:

L=168cm m =207 gr
R=25cm M=610gr
r=095cm

Tabla de valores experimentales y teéricos, fig. 7.2. EJEMPLO 1.

EJEMPLO 2.- De (7.4):

L S
0- | mg5+Mg(L+§) _ [5460
g7 ,  cos8
~3R?%) |cos@

I I
—m(4L? -3r?)+ —M(S* + 12} L+ =
[um( ERASTEA [ 2

Las magnitudes del sisterna son:

L=11.4cm S=18cm
r=0.95cm R=19%9cm
m=193.9gr M=1327gr

Tabla de valores experimentales y tedricos, fig. 7.3. EJEMPLO 2.

Y _ Qexp (rpm} Q teo (rpm) Y%eg
0 90 92.89 3.1t
26 98 97.98 0.02
45 110 110.47 0.00
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7.3.2 Equipo y material utilizado.

- Sistema de masa giratoria: barra y esfera o barra y cilindro
- Lampara estroboscopica

- Tacémetro

- Aparato de control de velocidad angular (rpm)

- Escala de grados (°)

- Vemnier

- Flexémetro

- Bascula

- Llaves allen

7.4 DEDUCCION TEORICA DE LA ECUACION DEL MOVIMIENTO DEL
SISTEMA DE MASA GIRATORIA (DETALLADA).
Esta seccion incluye el desarrollo del analisis dindmico por el método de la energia
para obtener el modelo matematico del sistema de masa giratoria. Este desarrollo detaliado
no debe de darse a los alumnos, ya que lo deberan realizar individualmente y lo entregaran

en el reporte de [a practica; como ocurre para la mayoria de las deducciones tedricas que se
obtienen.

Deduccidon Teérica.- EJEMPLO 1.

Sea el sistema giratorio de barra y esfera, fig. 7.2.

1) La energia potencial del sistema es:
V =-(mg ry + Mg ny) (1 - cos8)
donde i =L/2 y qy=L+R

2) La energia cinética del sistema es:

T=‘/zmv(~,m2+'/z{i,‘mx2+ Tymy2+ izmzz]m +’/;MVGM2

+
+¥[ I+ Tyol+ 1,00 v

vm=mxrm=(-Qsen8i-QcosBj+f9 k)x(rmj)=-é Tmi-Qry,senB k

Vo = I (92 + QF sen’ 0)
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VM= OXTM™ - ni-Qnysend k

il =1Mm’ (92 + 0 sen’ 0)

w= -QsenBi-QcosBj+é k

T=Yamral (8% + QP sen? 0) + % M1 (6% + ©* sen? 0) +

+ % (112 mBR + L) Ol sen’ 0 + am® QPeos? B+ 1/12m(32 +1.2) 7 ]+
+ % (2/5 MR?)[ O sen® @ + Q¥ cos® 8 + 8]

Simplificando:

T=% (8" + P sen? O)[mr,’ + M+ 112 mB3r2 + L]+ %m P O cos’ 0 +
+1/5 MR? (8% + Q)

De la conservacidn de la energia:

T+V=%(68%+ Q% sen’ )[m > + My + 1/12 m3r% + L*)] + % m 1* Q° cos® 6+

+1/5 MR? (8% + Q7) - (mg 1 + Mg 1) (1 - cos0)
Derivando la suma de las energias:

&T+V)
dt

= (00 +Q 0 send cos® )[m 1t + M g + 1/12 m(32% + L2)] -
-%mrrQ? 0 senBcosd +2/5MR? 0 @ - (mg rm + Mg rM)é send
Pero, cuando & > 0 se tiene que 8 <0 entonces, se sustituye 8 por (-é )

@ = (80 - 9 senb cosh)mrnl + My +1/12 m(32 + L2)] +

+ % me?Q? @ send cos® + 2/5 MR? @ 8 + (mg 1 + Mg 1) @ sen®
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Por lo tanto, si se iguala a cero la derivada, se tiene la ecuacion del movimiento del sistema
de masa giratoria:

(8 -0 senB cos0 )[m 1 + My + 1/12 m(3r* + L2)] + Yam r* QF send cos6 +

+2/5MR? @ +{mg rm + Mgy ) send =0

CONCLUSIONES.

Se pudo conocer la utilidad que tiene el método de la energia para establecer modelos
matematicos de los sistemas mecdnicos conservativos, mediante los cuales es posible
obtener funciones matemadticas muy sencillas que relacionen las variables para sistemas en
estado estacionario.

En lo que respecta al sistema giratorio utilizado fue muy facil su andlisis dindmico, y
vemos que se puede relacionar con algunos dispositivos o juegos utilizados en centros de
diversiones, de tal forma que es posible predecir el comportamiento dindmico del
dispositivo con base en conocer una funcién matematica de dos variables.
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8. APLICACION DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA AL
MOVIMIENTO DE UN SISTEMA DE CUERPOS RIGIDOS,

OBJETIVOS:

1) Observar la transferencia de energia entre una masa que cambia de posicion y un volante
de inercia.

2) Aplicar el método del trabajo y la energia entre dos posiciones del sistema, la inicial y la
final, y asi obtener una ecuacién que permita evaluar la velocidad angular final del
volante de inercia.

3) Evaluar las pérdidas de energia, por friccidn, en el sistema mecédnico y determinar una
ecuacién real que involucre estas pérdidas.

8.1 INTRODUCCION TEORICA.

8.1.1 Método del trabajo y la energia aplicado a un sistema de cuerpos rigidos.

Cuando se analiza un sistema mecénico formado por varios cuerpos rigidos, unidos
por medic de elementos flexibles inextensibles y de peso despreciable (pasadores, bloques,
poleas, engranajes encastrados o resortes eldsticos v lineales), resulta que estos elementos se
consideran interiores al sistema y. por lo tanto, el trabajo total realizado por ellos es nulo.

Entonces, al aplicar el método de!l trabajo y la energia en ¢l sistema de cuerpos
rigidos es posible considerar cada uno de los cuerpos rigidos por separado. Luego, al sumar
las energias cinéticas de todos los cuerpos y considerando el trabajo de todas las fuerzas
externas presentes, la ecuacién del sistema es:

Ti+ Uy 2=Th

donde T es la suma aritmética de las energias cinéticas de los cuerpos rigidos que forman el
sistemay U ; .2 es el trabajo realizado por las fuerzas externas.
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8.1.2 Fuerzas que no realizan trabajo.

En el método del trabajo y la energia, las fuerzas que no trabajan no entran en la
ecuacion. Como ejemplos de estas fuerzas, tenemos:

a) Fuerzas aplicadas a puntos que no se mueven (puntos fijos):

- Cuando una rueda gira sin deslizar sobre una superficie fija, la fuerza de friccién en
¢l punto de contacto no trabaja.

- La reaccion en un pasador sin rozamiento cuando el cuerpo soportado gira sobre el
pasador.

b) Fuerzas que actuan perpendiculares al movimiento:

- La fuerza normal que actia sobre un cuerpo que desliza o la reaccién en una
superficie sin rozamiento cuando el cuerpo en contacto con ella se mueve, no
trabaja.

- El peso de un cuerpo cuando su centro de gravedad se mueve horizontalmente.

8.1.3 Trabajo de las fuerzas no conservativas.

Como sucede para el caso de una particula, en un cuerpo rigido es posible
considerar, mediante otra forma del trabajo y la energia las fuerzas no conservativas,
Ui o7 ™). Luego, considerando el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas se
tiene la siguiente ecuacién del sistema:

T +Vi+U 5™ =T+ Vv,
El principio del trabajo y la energia puede ser utilizado en conjunto con la 2* ley de

Newton donde todas las fuerzas y momentos extemos tienen que ser mostrados en un
diagrama de cuerpo libre junto con las fuerzas y momentos que trabajan,
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8.2 DESARROLLO TEORICO.

8.2.1 Analisis del sistema de volante de inercia y contrapeso por ¢l método del trabajo
y la energia.

sistema de volante de inercia
¥ masa acoplados por una cuerda

fig. 8.1

El sistema mecédnico consta de un eje y un volante de inercia montado sobre una
estructura metélica. En ¢l eje del volante se ata un contrapeso enrollando la cuerda que lo
sostiene. Posteriormente, ¢l contrapeso se suelta desde una altura fija descendiendo hasta el
suelo al perder tensién 1a cuerda de acoplamiento, dejando de estar unida Ia masa al eje al
final del movimiento, fig. 8.1.

De la ecuacién de la energia entre dos posiciones, la inicial y la final del sistema

o N -
mecanico, se tiene:

1) Trabajo de las fuerzas no conservativas.
Ui ™) = (T3 - Ty} + (V2 - Vi) =E@) o (Trabajo de las fuerzas de friccién)
Vi y V; son las energias potenciales en las posiciones inicial y final, 1 y 2.
T yT; son las energias cinéticasen 1 y 2.

Uy -2 ™% es un trabajo negativo igual a la energia perdida debida a las fuerzas de
friccidn, es decir, E(P).
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2) Como el sisterna parte del reposo y de un altura h desde el suelo:
T)=0y Vi=m¢gh donde myes la masa de la pesa

lo que se cumple para la pesa, ya que el centro de masa del volante permanecera en
la misma posicidn espacial.

3) Para la posicidn final la masa desciende hasta el suelo, dejando de estar unida al eje:
V2 =0 en el nivel del suelo
T2 Jvolame = %2 1 0
T2 lnasa = Y2 my sz donde vy es la velocidad final de la masa al llegar al suelo
Luego T,= a2l mxz + Yamy vrz
Momento de inercia del volante:
L=%mr* = % (volumen)densidad) P
L=v(mrle M) n? = “rnte pe
donde r, = radio del volante
e, = espesor del volante
= densidad del material del volante (acero)

Velocidad final de la masa (pesa):

VIS L @ r. = radio del eje del volante
o = velocidad angular final del volante

4) Simplificando la ecuacion de la energia, tendremos:
EP)= %(%ante,p o+ mp(ro)= (% nr e py + Yamir?) o’
= mgh+E(P)= (% nr'e pe + Yemyr’) o’

Finalmente la velocidad angular final queda:

[ mgh + EP) &1
e ..
\’ fo re.p.+ 2 m,t,
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8.2.2 Forma de evaluar las pérdidas de ¢nergia por friccién,

Las pérdidas de energia se pueden evaluar con base en la diferencia de alturas, de by
cuando se suelta el contrapeso, y de hy al momento de volver a subir la masa si se encuentra
atada todavia. Se considerard como pérdidas de altura a las pérdidas que se produzcan
solamente durante el movimiento a la caida, fig. 8.1. Entonces se cuantificara la mitad del
valor de esas pérdidas:

= %[h‘;—h’] ................ (factor de pérdidas por friccidn)
i

E(P)= -P (mgh) .o (pérdidas por friccion)

Si sustituimos las pérdidas por friccién en la ecuacién (8.1) de la velocidad angular,
esta queda como: ‘

m,gh - P(m,gh)

D e potime?
4 + vpv 2 fe

Finalmente, la velocidad angular seré:

o= | meh(-P

l1'r1"‘f:,cﬁ LI
4 v vy 2 fic

eeernins (8.2)

8.3 DESARROLLO EXPERIMENTAL Y COMPROBACION TEORICA.

8.3.1 Sistema de volante de inercia y masa acoplados por una cuerda.

Se requiere determinar el valor de la velocidad angular w que llevara el sistema
giratorio, constituido por el eje y volante de inercia, después de que se suelte el contrapeso
al ltegar al suelo, fig. 8.1. Para tal efecto, se medira la frecuencia del movimiento de
rotacién uniformemente acelerada del sistema, partiendo desde el reposo y hasta que el
sistema rotatorio alcance su velocidad angular méxima . La verificacién tedrica se
realizara considerando los valores de las magnitudes del sistema giratorio junto con el valor
de P obtenido para el factor de pérdidas por friccién en la cuerda, y sustituyendo los valores
en la ecuacion despejada para la velocidad angular w méxima del movimiento del volante.
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Las magnitudes del sistema son:

n=15¢cm

e,=7.38¢cm

py = 7580 kg/m’

my=masa de lapesa=1235kg

r. = radio del eje = 1.92 cm

h, = altura inicial donde se suelta la masa de contrapeso = 68 cm

h; = altura final a donde regresa la masa de contrapeso al seguir atada al eje = 62cm
h = medida de la longitud de 1a cuerda que sostiene al contrapeso = 40cm

La ecuacion tedrica (8.2) es:
mgh{1-P)

@ =
l:rr‘f:,o +—lmr2
4 v =vby 2 e

donde el valor de las pérdidas es:

_ b=} 1[68-62]20.044
2| 2| 68

Sustituyendo los valores en la ecuacidn, el valor tedrico de w es:

o= 462819 - 4.559 rad/S = 4353 rpm
0.22265

[d=4353 e |

La ecuacion experimental es:

w=2nf

donde el valor medido para la frecuencia es:

f=0.7 Hz

Entonces el valor experimental de la velocidad angular o es:
w=2n{0.7) = 4.398 rad/s

y ¢l porcentaje de errores: % e,= 3.5%
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8.3.2 Equipo y material.

- Sistemna de volante de inercia y masa acoplada.
- FlexOometro

- Frecuencimetro.

- Bascula

CONCLUSIONES.

Cuando aplicamos el principio del trabajo y la energia a un cuerpo rigido se tienen
las mismas ventajas y limitaciones que en el caso cuando se aplica a una sola particula en
movimiento. La principal ventaja est4 en que el principio del trabajo y la energia relaciona
las velocidades lineal y angular, asi como los pares de fuerzas que trabajan en el cuerpo
rigido durante su movimiento. La limitacién principal es que la ecvacion escalar resultante
no puede ser resuelta mas que para una sola incdgnita.

Es posible combinar el método de! trabajo y la energia con la cinematica y la 2° ley
de Newton; sin embargo se puede utilizar cualquiera de los dos métodos, siendo usualmente
el del trabajo y la energia el método mas sencillo de aplicar.
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9. BALANCEO.

OBJETIVO:
Conocer fisicamente un sistema giratorio etemental formado por el eje, contrapesos y
chumaceras. Obtener el balanceo esttico y el balanceo dindmico del sistema giratorio
propuesto.

9.1 INTRODUCCION TEORICA.

Cuando se tiene un cuerpo rigido en rotacion, como un arbol montado sobre
cojinetes, se tendrd un sistema balanceado o equilibrado dinamicamente si las reacciones
externas, ejercidas por los cojinetes sobre el cuerpo rotatorio, son lo finico que se requiere
para soportar el peso del cuerpo; en cambio, cuande se tiene un sistema desbalanceado, se
producirdn reacciones desequilibradas, perjudiciales para el sistema; por lo tanto, es
importante conocer los métodos de estudio relacionados con el equilibrado o compensado
de ejes o drboles rotaterios, ver fig. 9.1.

Balanceo: Es un procedimiento que se utiliza para corregir o eliminar fuerzas o
momentos desequilibrados en sistemas sometidos a movimientos rotatorios. Estas fuerzas
pueden provocar la aparicién de vibraciones con amplitudes peligrosas, que aumentan los
esfuerzos de los componentes, provocando desgaste, y someten a los cojinetes a cargas
repetidas que pueden provocar la falla por fatiga de las piezas,

Por lo tanto es necesario evitar que las piezas giren a velocidades criticas (a su
frecuencia natural de vibracién), y reducir las fuerzas de inercia {fucrzas dinimicas) que
producen vibraciones mediante el balanceo.

Fa

S T—"

sistema deshalanceado

fig. 9.1
Balanceo en la produccién de piezas mecanicas.

En la produccién de piezas de revolucidn, por ejemplo, las tolerancias
dimensionales de fabricacién se ajustan tan cerradas como sea posible de acuerdo
con un balance costo/ beneficio; ya que generalmente resulta mejor la produccién de
piezas que no sean tan perfectas en su acabado, para posteriormente someterlas a procesos
de balanceo para su correccion.
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9.1.1 Balancec Estatico.

Es un proceso de pesado (balanceado) en el que se aplica a la pieza una fuerza de
gravedad o una fuerza centrifuga.

Balanceo: a) se aplica una fuerza de gravedad, m g, en sistemas sin movimiento rotatorio,
b) se aplica una fuerza centrifuga, m r ”, en sistemas con movimiento rotatorio.

En este proceso de balanceo se puede suponer que [a masa existe en un solo plano
de balanceo (balanceo en un solo plano).

Entre los dispositivos que se utilizan para balanceo estético tenemos:

- Dispositivo de disco y eje.- Para balancear discos y piezas similares.
- Péndulo de balanceo estatico.- Para balancear ruedas, ventiladores o hélices y
engranes.

9.1,2 Balanceo Dindmico.

Es un proceso aplicado para balancear piezas alargadas como ejes. El objetivo es
medir el momento dinamico desbalanceado y agregar un nuevo par que equilibre el sistema
{de la misma magnitud y direccidn opuesta). Este nueve par se introduce agregando masa
en los dos planos de correccién determinados para esto, elegidos segin la conveniencia en
nuestra solucién. Esta masa que se agrega o se quita, segin sea al caso, son las masas
(o perforaciones) de correccion en cada uno de los planos de correccion.

En este proceso de balanceo se tienen dos planos de correccién (balanceo en
varios planos).

Algunos dispositivos para balanceo dindmico son:

- Maquina de cuna pivotada.

- Absorbedores de vibraciones.

- Cabeza de balanceo.

- Miquina balanceadora Thearle.

Estas maquinas, ademas de balancear ejes, se emplean para balancear rotores de
turbinas, armaduras de motores y cigiiefiales.
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9.2 DESARROLLO TEORICO.

9.2.1 Analisis del Balanceo.

a) Balanceo Estatico.- Equilibrio de fuerzas inerciales (dinamicas).

fig. 9.2 Vista isométrica.

De la figura 9.3:

SF=0,esdecir, Smiri0’ =0:

(V‘

¥ Me
Fe

fig. 9.3 Vista frontal.

Imivtmer.=0 6 ETmine?® +mere® =0

Separando las componentesenx e y:

Zm; 1 cos; + me 1. €050 =0
¥ m; 1 senB; + me 1. senB.=0

La correccion estitica es:

-Zmirnisend;
tanfe = —m————
- Z mi ti cosfi
S N )
_ -Zminsen#:
me ~ —mm——
re sené.

m; = masa iésima

r; = distancia radial de la masa iésima
8; = angulo de inclinacion de m;

m, = masa de correccién estatica

6. = angulo de inclinacién de m.
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b) Balanceo Dindmico.- Equilibrio de Momentos.

fig. 9.4

De la figura 9.4:
IM,=0,esdecir, Zmir;li 0*=0:

“+momloe® =0

Zmyrl+tmprplp=0 6 Zmirilie
Separando las componentesenx e y:
Zm;r | cosB;+ mprp lp cos@p=0
Zm;r | senB; + mprp Ip senbp=10

La correccion dinamica es:

tnfo = - Z mirti li sendi
-Smir i cosdi l; = distancia de m; a 1o largo del eje rotatorio
___________ (9.2) | Mo = masa de la correccidn dindmica
S mirili send: Bp = angulo de inclinacion de my
mp = ———————
m lo senéo
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9.2.2 Problema de Balanceo.

Para la configuracion del sistema rotatorio mostrado, fig. 9.5, realizar el balanceo
estdtico y el balanceo dindmico.

fig. 9.5

Pasos a seguir:

a) Primeramente se determinara la correccion dindmica por medio de la tabla de
catculos. Asi, se obtendran los valores de 8p y Ip paraun valor dato de mp=m;.

b) Después de lo anterior y tomando todas las masas, incluyendo la masa de
correccidon dinamica mp , se realizan los célculos con la tabla para determinar la
correccion estatica; entonces, se obtienen los valores de G, y m.. Posteriormente, se
comparan los valores obtenidos de tal forma que se cumpla lo siguiente;

Me® My ¥ I =0y -

5i no se cumple, se debera ajustar el valor de m, con el valor de masa de my
mediante la adicién de pequefias masas de contrapeso por medio de cinta adhesiva,
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9.3 DESARROLLO EXPERIMENTAL Y COMPROBACION TEORICA.

9.3.1 Realizar las tablas que contengan los valores experimentales y la verificacién
mediante las expresiones tedricas.

Como se menciond en la seccién anterior, el analisis tedrico del balanceo se puede
simplificar si se utiliza para ello una tabla que contenga los datos del problema y los
célculos.

Se utilizaran dos tablas de valores: La primera contendra los valores de las masas m;
de los cuatro contrapesos y el valor de la distancia radial r; del centro de giro al centro de
masa de cada uno de los contrapesos; la segunda tabla corresponde al balanceo completo,
incluyendo la parte del balanceo dindmico y la del balanceo estatico, asi como los valores
de los datos y las correspondientes correcciones dindmica y estdtica del problema de
balanceo, fig. 9.5.

Tabla de valores de las masa de contrapeso a utilizar.

T F distgniia al ceritro de st
1 18.11
2 19.12
3 18.29
4 16.51
Tabla de Balanceo
Datos y Correcciones B. Dindmico  B. Estatico
mi(gn)| © L] 6,(°) | mirhsen 8] mirlicosB, | mr sen6; | iy, cos 6;
_ : (mm) | {mm)
1 197 | 18.11 1 &
2 2055 | 19.12 I B,
T o e e e T A T T= SRS
 CDingmica| D | P ' % &
3 - 199 | 18.29
5= I=
CEstdtica | ¢ " L %
) 1651 | 0
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9.3.2 Equipo y material utilizado.

~ Mdquina de balanceo

- 4 masas de contrapeso

- Pequefias masas para el equilibrado
- Cinta adhesiva

- Llaves allen

9.4 EJEMPLOS RESUELTOS DE FPROBLEMAS DE BALANCEO PARA EL
LABORATORIO.

Estos son ejemplos propuestos para ser resueltos en el laboratorio; mediante el
desarrollo experimental, con la mdquina de balanceo, se pueden resolver problemas de
sistemas desbalanceados en los rangos de la méquina, es decir, para las dimensiones de
trabajo de la maquina; pues las soluciones ya han sido probadas en la maquina.

Es recomendable resolver solamente un problema de balanceo durante la practica
con sus Tespectivas soluciones teérica y experimental, ya que el tiempo del laboratorio es
limitado para desarrollar los conceptos fundamentales del balanceo y que €l alumno
comprenda con claridad las partes del método de balanceo utilizado en esta practica. Asi, se
tomard un problema diferente por cada grupo de laboratorio para ser resuelto por los
alumnos y que entre todos cotejen sus resultados, para darle agilidad a la solucién; ademds
los alumnos deberan también colaborar en el montaje del sistema desbalanceado y verificar
su balanceo al agregar el par de masas de correccién.

Después, se sugicre que al final de la préctica, cuando ya se haya sclucionado
correctamente el problema de balanceo, se proponga a los alumnos un problema adicional
diferente, que puede ser algin otro de los problemas de ejemplo para que lo traigan resuelto
en su reporte de la préctica, indicdndoles que la solucién del problema cumple con las
mismas condiciones que el resuelto en el laboratorio, es decir, que se puede verificar con
esta maquina.

Ejemplos de problemas de Balanceo, fig, 9.5.

EJEMPLO 1:

R . Valores Dato Balanceo

) Contrapeso 1 Contrapeso 2 Correccién Dindmica Correccion Estitica
0, =230 6, = 160 bp=-8.8 0.=39.17

I, = 30 1,=120 In=1423 m. =186.6

BALANCEOQ,




EJEMPLO 2

Valoies Dato . fBala;_}ceo T
Contrapeso 1 _Contrapeso 2 Cereecaan "Dmému;a " “Correccion Estatica
9. =260 0, = 205 Op = 58.6 8. =422
1, =50 L=30 In=72.6 m. = 186.6
EJEMPLO 3:
... o Valoigs) D‘alo i ki - *Balanc
7 Contrapeso 1 | Conttapeso2 | Cgﬂﬂﬁ ggg Diskajce, |
9, —240 62— 170 O6p =44.4
1; =100 ;=30 Ip=1133
F:JEMPLO 4:

0, = 280

L=30

EJEMPLO 5:

EJEMPLO 6:
T Valores Dato . N ¢ i o Ba]anceo - :." R

f}o;;trgpeso T T Contra E s02 Correcemn Dmﬁmwa R ?’Correcmén Eséa.tlca 5

91 =250 9, =130 90 54.5 8. =-58

1, =160 1; =40 lp = 140.3 m. = 187.2

EJEMPLO 7:

o Valores Dato : © Balanceo” S S
Canirqgesol Contxapeso i Con'ecmén Dmirmca ' Correemén Estatica -

0, =280 0;=150 Op=82.2 0, = -41.95

1, =100 ;=30 lp=81.1 m. = 186.4
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CONCLUSIONES.

Como pudimos apreciar €s muy importante conocer los métodos de balanceo o
equilibrado de sistemas rotatorios, como ejes o drboles, ya que es indispensable minimizar
la aparicidén de momentos dinimicos desbalanceados, para evitar desgastes, y que las piezas
fallen al momento de estar realizando alguna funcidn en una maquina. Ademas, para el caso
de sistemas rotatorios que funcionen a altas velocidades, se deberd prever que a mayor
velocidad es probable que aparezean momentos desbalanceados de gran magnitud, como en
turbinas desbalanceadas de gran longitud, lo que causaria una situacién desastrosa.

Por otro lado, en el laboratorio se observo con bastante claridad tanto el desbalanceo
dindmico como el desbalanceo estatico, lo que fue corregido oportunamente, elimindndose
los momentos y las fuerzas indeseables, para lo cual se recurrid a los métodos tedricos
simplificandolos mediante una tabla muy practica de célculos y resultados.
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10. INTRODUCCION A LAS VIBRACIONES MECANICAS.

OBJETIVOS:

1) Identificar los sistemas mecdnicos con vibracidén libre y los sistemas mecanicos con
vibracién forzada.

2) Determinar la frecuencia natural de un sistema vibratorio y su importancia en refacién
con los fenémenos de Resonancia y Pulsacién.

10.1 INTRODUCCION TEORICA.

Cuando mencionamos las vibraciones mecdnicas, nos referimos al movimiento de
una particula o de un cuerpo rigide que oscila en torno de una posicién de equilibrio. Como
ejemplos tenemos el movimiento del péndulo simple, ¢l de un péndulo compuesto o el
movimiento de un sistema de masa-resorte unido a un soporte fijo, fig. 10.1.

En este capitulo se tratard el analisis de las vibraciones mecanicas con un grado de
libertad. Este tipo de vibracidén se produce cuando un sistema es desplazado desde una
posicion de equilibrio estable, fig. 10.2. Luego, bajo la accién de fuerzas de restitucion
(clésticas o gravitacionales), el sistema tiende a regresar a su posicién de equilibrio. Asi, el
sistema logrard alcanzar su posicién de equilibrio ¥ continuard el proceso indefinidamente,
mientras el sistema permanezca moviéndose de una posicién limite ¢ extrema a la otra,
atravesando la posicion de equilibrio. Entonces, hay tres cantidades importantes
correspondientes al movimiento vibratorio: el periodo de la vibracién, el cual es el tiempo
necesario para que el sistema efectie un ciclo completo de movimiento; la frecuencia de la
vibracion, que corresponde al nimero de ciclos por cada segundo, y la amplitud de la
vibracion, que se refiere al desplazamiento lineal o angular méaximo.

Estudiaremos dos casos sencillos del movimiento vibratorio sin amortiguamiento: la
vibracién libre, cuyo movimiento es mantenido por las fuerzas de restitucidén, sin la
aplicacién de fuerzas por el exterior, fig. 10.1, y la vibracién forzada, cuyo movimiento se
describe por la aplicacién de una fuerza periédica al sistema, donde el movimiento
periddico también se repite a si mismo en intervalos de tiempo regulares, fig. 10.3.
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libre.

k
Al -p-£ p.e klA$x]
. [m] | %
mg J(
mg
fig. 10.1 fig. 10.2

Ecuacién de equilibrio estitico y ecuacién dindmica del sistema vibratorio:

ZF =0 donde m = masa del sistema vibratorio
kA+mg=0 k = constante del resorte
A = deformacion del resorte

entonces KA=mg ..o {10.1)  equilibrio estatico (fig. 10.1)
IF=m x
K(A+x)+mg=mx ... (10.2)  ec.dindmica (fig. 10.2)

De (10.1) y (10.2) se tiene:

kx=mx

entonces, la ecuacidn del movimiento resultante es:

X+ (—k—)x =0 i (10.3)
Im

10.1.1 Anilisis de un sistema masa-resorte suspendido en un soporte rigido. Vibracién

INTRODUCCION A LAS VIBRACIONES MECANICAS.
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Luego, de (10.3) se tiene:

X4pPX=0 e (10.4)

ecuacion del movimiento armdnico simple del sisterna

k L —_
donde p? = — es la frecuencia circular de vibracién
m

Solucidén del sisterna con vibracién libre.

Sea la E. D. de 2° orden de coeficientes constantes del movimiento del sistema:

X+ p’x=0

Sea la ecuacion auxiliar: DY +p?=0

entonces D’=-p* 6 D=2 J—_p? =tip

y la solucidn general es:

x(M)=cie'P+cye’™ pero e** P =cospt+isenpt

Sustituyendo

X (t) = c, {cos pt + 1 sen pt) +¢; {cos pt - i sen pt)
=(ci+cp)cospt+(cyi-csi)senpt

Finalmente, se tiene:

x(M)=Cicospt+Casenpt ..ococrveiivricnicninns (10.5)

donde T= -%-JE (s) esel periodo

(Hz) es la frecuencia

INTRODUCCION A LAS VIBRACIONES MECANICAS.

88



Si consideramos como condiciones iniciales: x{0)=xp ¥y x(0)=0

y sea x()=-C, p sen pt + C; p cos pt
Sustituyendo las condiciones iniciales:

x(0)=x%=C, = C =xp

x(0)=0=C;p = =0

por lo tanto, la ecuacién particular del movimiento es:

[ X () =XoCOSPl oo, (10.6) —I

Griéfica de la funcidn x (1),

INTRODUCCION A LAS VIBRACIONES MECANICAS,

89



10.1.2 Analisis de un sistema masa-resorte, Vibracién forzada.

Fo sen wt
[ T @
oY [ 2
- 1] 1 -
p.c.T g Fy \M \_/j Py
x

v

F=Fo sen ot

F= 2F,, = 2Fcsend
Fo=2F; 8=wt

fig. 10.3

Como se ve en la figura 103 delafuerza de excitacién, la resultante es una
filerza en la direccidn vertical como producto de un desbalanceo de fuerzas de dos
contrapesos simétricos e iguales. Luego, las ecuaciones de la vibracion forzada son:

F=Fosenwt eslafuerza de excitacion del sistema

-kx+Fosenwt=mx  eslaecuacién dindmica

-k Fo
= X+ (—}x=— senwt
m m

;+p2 X= Fo sen ot ...ooovrvernnn. (10.7)
m

Soluci6én particular dela E. D. del movimiento forzado. Mctodo de los
coeficientes indeterminados,

Considerando como solucién particular de (10.7) una expresién de la forma:
Xp=Asenwl ... (10.8)

derivando dos veces (10.8):

Xp=A ®cos ot

xp=-szsenmt

INTRODUCCION A LAS VIBRACIONES MECANICAS.
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sustituyendo la solucién particular x, en {10.7):

Fo
-A © sen ot + p2 A sen wt= —sen ot

m
fo
de donde A = 'z—'mT , luego
p—a@’)
Fo
xp=# SEN L .ovveerererienn, (10.9)
p'-w)

es la solucién particular buscada.

10.1.3 Fenémenos de Resonancia y Pulsacién en un sistema vibratorio.

Estos fendmenos ocurren cuando el valor de la frecuencia de excitacion (fuerza
impulsora) @/2n se aproxima al valor de la frecuencia natural {de las oscilaciones libres),
que es p/2m.

Entonces, en el caso limite cuando @ — p, la amplitud de las oscilaciones aumenta
rapidamente en ¢! tiempo, asi cuando t — o el valor x, — <, presentindose la resonancia.

Otro caso similar ocurre cuando la diferencia entre el valor de © vy la frecuencia p es
muy pequefia, es decir (p - @} — 0. Cuando esto se presenta el movimiento oscilatorio se
conoce como pulsacidn, pues las oscilaciones toman la forma de pulsos.

Como ejemplos de estos fendmenos tenemos:

- Resonancia: la caida de edificios en los terremotos; la destruceién de puentes colgantes
como ¢l de Tacoma en E. U. por los fuertes vientos; cuando un cantante de 6pera rompe una
copa de vidrio con la voz; el rompimiento del ala de un avidn durante su vuelo; el
movimiento oscilatorio que realiza una persona para poder jugar en un columpio, y en la
sintonizacion de canales de audio y video por medio de un aparato receptor.

- Pulsacion: se presenta cuando un misico afina algln instrumento musical per medio de un
patrén de frecuencias como un diapasén; en la puesta en marcha de un generador de una
planta eléctrica pueden oirse las pulsaciones entre el generador y la linea por la diferencia de
frecuencias entre estos, y en las pulsaciones en las tuberias de carga de una turbina
hidréulica por las vibraciones de la estructura de la turbina.
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Grafica de Resonancia.

-

Grafica de Pulsacion,
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10.1.4 Resortes en paralelo y en serie.

k] x]
X| i — %
1 k N eq
2 kKeq ks X eq
Y
m m m m
fig. 10.4 fig. 10.5

Resortes en paralelo.- Cuando se tiene un conjunto de resortes en paralelo con diferentes
constantes, e! valor de 1a constante equivalente se obtiene por:

Del equilibrio de fuerzas, fig. 10.4:

kix+kax=mg=kex

= [ Ki +kr= Keg o, {10.10) (resortes en paralclo)J

Resortes en serie.- Si se tienen resortes con diferentes valores de constante conectados en
serie, la constante equivalente se determina:

De la igualdad de la suma de las deformaciones individuales de los resortes y la
deformacién equivalente, fig. 10.5:

x¢=x-|~x<'J~F——£+£
TR ke ki ke

S e, (10.11) (resortes en serie)
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10.2 DESARROLLO EXPERIMENTAL Y COMPROBACION TEORICA.

Para el sistema vibratorio del laboratorio se analizarin el movimiento vibratorio
libre y el movimiento forzado, asi como los fendémenos de pulsacién y resonancia, de
manera cualitativa y cuantitativa, comparando los valores tedricos y experimentales de la

frecuencia circular y la frecuencia natural de la vibracidn con las frecuencias de pulsacion y
resonancia, ver figuras 10.1y 10.3,

10.2.1 Para el sistema vibratorio del laboratorio calcular teéricamente los valores de
las frecuencias.

1) Medir el valor de la masa del sistema (este valor puede ser dado como dato).

2) Medir la constante equivalente del sistema de 3 resortes en paralelo.

3) Determinar tedricamente las frecuencias circular p (rpm) y la frecuencia naturat f (Hz).

Célculos tedricos y mediciones experimentales.

El valor de 1a masa es:
La constante equivalente se determina sumando el valor de las 3 constantes medidas de cada
resorte:

Cada constante se determina resolviendo la grafica del resorte F(kgf) - x(mm).

Gréfica del resorte.
Fikgh

X {mm)
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Tabla de valores del resorte

X (ram) F (kgf)y
1 19.5 1.130
2 27 1.570
3 39 2.260

Si consideramos que los 3 resortes fueran iguales (pudiendo cambiar por el uso), de
la grafica se tiene:

k = pendiente de la recta ajustada

k=10.057906 kgf/mm =0.057906 (1000} (9.81) = 567.42 N/m

Fk=56742 Nim |

Fo = fuerza minima para deformar al resorte (ordenada al origen)

Fo= 0.002984 kgf

La frecuencia circular p de (10.4) y (10.10) es:

ke [567.42%3
=,/-—=1f——=1.85 &
P= T “VT1gs0 1983 radhs

Fp= 11445 pm ]

La frecuencia natural f es:

11.985
2r

f= B
r

E¥=1907 He |
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10.2.2 Realizar las mediciones experimentales de las frecuencias.

Medir experimentalmente los valores de la frecuencia de pulsacion (Hz), la
frecuencia natural o frecuencia de resonancia (Hz) y la frecuencia circular (rpm).

(frecuencia circular)

[F(pulsaciér) =1, 7508z _ |......... (frecuencia de pulsacidn)

(frecuencia natural o de resonancia)

10.2.3 Equipo y material utilizado.

- Sistema de masa-resorte suspendido en un soporte rigido

- Sisterna de excitacién formado por dos masas simétricas desbalanceadas
- Frecuencimetro (contador digital)

- Tacémetro

- Juego de masas

- Soporte metalico de masas

- Flexémetro

- Plumin

- Cinta adhesiva

- Bascula

CONCLUSIONES.

Hemos conocido los métodos tebricos y experimentales para el andlisis de los
sistemas vibratorios, y vemos que son imprescindibles en la mecénica, ya que actualmente
existe un auge por la utilizacién de mAaquinas herramientas y dispositivos mecénicos que
trabajan a altas velocidades, construidos sobre estructuras o carcazas cada vez maés ligeras.
Por tal razén, es muy importante eliminar las vibraciones indeseables en méiquinas y
estructuras para evitar los esfuerzos de las partes componentes, desgastes prematuros de las
piezas y pérdidas de energia; por tanto en el disefio se debe poner més en practica el anélisis
de las vibraciones de los sistemas mecédnicos méviles.

Como ejemplos de sistemas vibratorios, podemos mencionar: el movimiento de un
péndulo simple o compuesto, el balanceo de un arbol con el viento, el cabeceo y los
bandazos de un barco en ¢l mar, el movimiento vibratorio constante que causa zumbidos en
las maquinas mecanicas industriales, el movimiento de los edificios en los temblores y las
vibraciones de las alas de los aviones.
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CONCLUSIONES GENERALES.

El haber realizado un trabajo relacionado con aspectos experimentales de temas de
dindmica de maquinaria nos permite tener una guia didictica, pues en el estudio de las
teorias de dinamica resultan ser un gran apoyo, para que los alumnos de licenciatura se
interesen mis y comprendan mejor dichos conocimientos. Este trabajo sigue los temas de
forma ordenada y con base en el programa de la materia de andlisis dindmico de
maquinaria, para que las explicaciones practicas que contiene cada capitulo se estudien de
forma simultdnea con los temas vistos en la clase tedrica, y asi, reforzar su comprensidn. Es
indudable, después de tener una sesidn experimental, que el alumno comprendera de
manera mas tangible la dindmica de algunos sistemas fisicos, y podra relacionarlos con
elementos de maquinas o dispositivos mecinicos que estan a su alrededor.

Pienso que este trabajo es una pequefia pero valiosa aportacion en el drea de la
dindmica de maquinaria, que facilite su comprensién y proporcione una visién més real
sobre la importancia que tiene la dindmica experimental en el disefio mecanico, dando un
estudio mas profundo de los sisternas mecanicos méviles, y de esta manera, tener los
elementos basicos necesarios para conirolar el sistema en cuestidn, evitando asi,
comportamientos indeseables y perjudiciales del sistema, y utilizando ciertas caracteristicas
de la dindmica de los sistemas en forma benéfica.

Entonces cuando se disefia un sistema mecanico siempre serd mucho mejor aplicar
el andlisis dinamico al sistema, ademds de los métodos de disefio, con lo cual se puedan
crear sistemas mecdnicos mas seguros, para diferentes condiciones de funcionamiento, y
asi, se eviten accidentes por no haber considerado oportunamente la aparicién inesperada de
efectos dinamicos en el sistema mecéanico.
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