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INTRODUCCION

Todos los dias tomamos decisiones por ejemplo ;,Qué ropa vestir? o ;Qué ruta tomar para
llegar a la escuela o al trabajo?, en estos casos la experiencia nos da la soluéién pero para
decidir ;Cual es ¢l mejor plan de distribucion de cierto producto de un nimero de fabricas a
un nimero de almacenes?, determinar el mejor disefio de una red de telecomunicaciones o
;Cual es la mejor ubicacion de una féblrica’?, ademas de la experiencia es necesario realizar
un analisis més profundo, porque un error puede afectar la vida de muchas personas.

Un enfoque cientifico que ha ayudado para la fundamentacion en la toma de
decisiones es la Investigacion de Operaciones. Esta ciencia aparece formalmente en la
segunda guerra mundial, creada por grupos interdisciplinarios de cientificos para resolver
problemas de estrategia y tactica del :ﬁanejo militar, Después de la guerra estos
conbcimiemos se han utihzado en Ia_ ingenieria, la industria, el comercio, transporte,
comunicacio‘neé‘, séwicios publicos, etc.. Por lo tanto | la lnvcstligacién de Operaciones se
encarga del desarrollo y aplicacion de métodos matematicos para fiesolver problemas de

decision.



La Investigacion de Operaciones trata con una gran diversidad de problemas , por

ello , se divide en las siguientes ramas: Teoria de decisiones, Simulacién de sistemas ,
Teoria de juegos, Optimiz.acién, Teoria de inventarios, Teoria de la espera.

El trabajo que se presenta pertenece al area de la Optimizacion, la cual se define
como el conjunto de métodos que se encargan de determinar las “mejores” soluciones
de ciertos problemas (frecuentementé reales) matematicamente definidos. Se ha logrado el
diseflo de métodos de solucidn para problemas especificos como por ejemplo,' para modelos
de programacion discreta se utilizan los métodos de planos de corte , ramificacion vy
acotamiento, programacion dinémiczi, etc. ; para modelos de Programacion Lineal se usa el
método simplex, el dual simplex, zlilgo'ritmos de flujos en redes, etc. ; para modelos de
Programacion no Lineal se emplean técnicas de multiplicadores de Lagrange, programacidn
no separable, direcciones factibles, étc. . Lo anterior , en un principio nos lleva a pensar que
si se trata de resolver un problemé de programacion no lineal se utilizaran o desarrollaran
técnicas 0 métodos referentes a este tipo de programacion.

Por lo anterior , el objetivo de este trabajo es mostrar la utilidad de técnicas
pertenecientes a la Programacion Lineal como son: el modelo de transporte, la

‘ .
programacion lineal paramétrica, modelos de redes y el anilisis convexo en la resolucion de
problemas no lineales, lo cual se realizara al resolver un problema NP-duro utilizando un
algoritmo polinomial que se genera con la combinacion de las técnicas antes mencionadas.

También se espera que Ioé fectores de este trabajo, aun los menos informados sobre
estos temas, conozcan las bases de las técnicas de programacion lineal y analisis convexo

que aqui se exponen y constaten su aplicacion en la resolucion del problema que se muestra.



'

E! proble{ma que se analiza en este trabajo consiste.en producir una cierta cantidad
de productos en un nimero de fabricas y la distribucién de éstos a un cierto numero de
almacenes, entonces se desea conocer el nivel de produccion de cada fabrica y el plan de
distribucion de los productos, de tal manera que el costo total de produccion -
tranportacion sea el minimo . La caracteristica no lineal de este problema se encuentra en
los costos de produccidn porque en elios se incluyen costos de construccion, mantenimiento
y operacion de las instalaciones, los tualcs‘ presentan un comportamiento simifar a las
economias de escala representadas por funciones concavas. La funcién concava del
problema que aqui se analiza se COnsidéra no separable, porque en condiciones reales si las
fabricas requieren materia prima ésta se debe adquirir de uno o mas proveedores, entonces
el costo de suministrar materia prima puede ser no separable.

El problema anterior se conoce como el Problema de Produccion-Transporte con

Costos Cdncavos y se denota como [ PPT ] .

[ PPT ] tiene la caracteristica especial de- que se debe obtener el minimo de una
funcion concava lo cual es interesante porque por ¢jemplo , para el caso del minimo de una
funcion convexa si se encuentra una solucidn optima local esto lleva a que se trata de una
solucion optima global , y no asi en. el caso concavo debido a que pueden existir muchos
minimos locales para los cuales los criterios locales no dan informacién acerca del minimo

global.

Aunque algoritmos de programacion no lineal han tratade de resolver este tipo de
' i

problemas no han tenido éxito debido a que solo obtienen soluciones locales | no reconocen

condiciones de optimidad global y se desarrollan en un tiempo de ejecucion exponencial.

)
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Considerando lo anterior, se ha desarrollado la Optimizacion Global la cual busca al meros
un minimo global de una funcion objetivo que posee diferentes minimos globales, los

problemas que analiza esta area son NP-duros y por ello en varios problemas practicos se

maneja un nimero pequeiio de variables,

[ PPT ] es un problema NP-duro debido principalmente al nimero de variables no

lineales que representan el nivel de produccion de las fabricas, por ello, se considerard un
numero fijo & de fabricas lo cual 1le§a a denotar al problema como [ PPT(k) ]. En este
trabajo se resuelve el ca;so para k=3 ‘porque que en ¢} se muestra claramente el uso de las
técnicas antes mencionadas, ademas de que para valores de & >5 el problema se vuelve mas
tedrico que practico y el algoritmo ya muestra un comportamiento exponencial.

Este trabajo se desarroila eré la forma siguiente : En el capitulo 1 se expone el
Problema de Transporte y el método que le da solucion , ademas  se describe el

Problema de Produccion -Transporte con Costos Coéncavos [ PPT(k) ]. En el capitulo

2 se establecen conceptos de analisis convexo, el problema lineal paramétrico y la

aplicacion de todo esto al problema [ PPT(k)]. En el capitulo 3 se presentan conceptos
de la teoria de redes y su aplicacion al problema paramétrico de [ PPT(3) ]. En el
capitulo 4 se establece el algoritr}no que da solucion a [ PPT(3) ], su complejidad
computacional y ejemplos de su fun;;ionamicmo y aplicacion.  Se presenta un  apéndice en
el que se incluyen conceptos importames para el desarrollo del trabajo, asi como el

algoriimo del método simplex dual ‘revisado y un resumen de tos prablemas [ P (1,2) | y

[ P(2,1) ] Finalmente, aparecen las conclusiones y la bibliografia.
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. CAPITULO 1

- EL MODELO DE TRANSPORTE Y [PPT ]

La necesidad e importancia de distribuir productos de fabricas a almacenes, o a otros
lugares donde se requieren, a. costo minimo- ha provocado que se busque la forma de dar
solucion eficiente a este proi:lema. El modelo matematico que representa la situacién
anterior se conoce como el Modelo de Transporte . La Investigacién de Operaciones a
través de la Optimizacion ha desarrollado un método de solucién para éste problema
conocido como la Técnica de Transporte , basada en el método simplex .

En este capitulo se der'u:}e y analiza el modelo de transporte | también se presenta la
técnica de transporte , un ejemplo y la descripcion del Problema Produccion-Transporte

con Costos Céncavos { PPT] .

T — ——




1.1 EL MODELO DE TRANSPORTE

v

1.1.1 Definiciéony estructura

El modelo de transporte es un problema. de programacion lineal que modela
mateméaticamente 1a  situacion de distribucion de productos entre fabricas y almacenes |,
buscando que esto se realice a ;:osto minimo. La solucién del problema anterior consiste en
determinar la cantidad de productos que serd enviada de cada fabrica a cada uno de los
almacenes. |

El modelo de transponé puede representarse a través de una red en la cual las

fuentes y los destinos son los nodos, los arcos que los unen son las rutas de transporte de la

mercancia.

Los datos de!l problema son :

a, capacidad de oferta de Ia;fucme i(=1,...m),

b, demanda en el destino j (j=1,...n),

Cy costo de transporte unitario entre la fuente / y el destino j ,
Xy cantidad transportada desde la fuente i al destino j .



Fuentes Destinos

(cinxin)
a, b,l
ai bj
A b,

(ComniXmn)

Figura 1.1 Representacién del modelo de transporte como una red.

De acuerdo a lo anterior y utilizando programacion lineal el modelo general de

transporte queda representado como a continuacidon se muestra :

m n ,
Minimizar =, D%,
isl g=l
sujeto a ‘
x, <a, i=12,..m (restricciones de suministro),
i=1
m
qu 2h, J=12....,n (restricciones de demanda),
i=l .
x,20 | i=12,..0m j=12..n

- ER



El modelo de traasporte es factible si cumple con el teorema siguiente :

Teorema 1.1 '

Una condicién necesaria y suficiente para que el modelo de transporte tenga solucion

consiste en que la oferta total sea igual a la demanda total, es decir,

Zai = Zij .
=

) r=1

Demostracion.

Del modelo general de transporte considerando las restricciones de suministro y demanda

como igualdades se tiene
n m
Yxg=a. i=12..m y  Yx,=b j=12.n
1=
si se suma sobre todas las fuentes en la primera igualdad €sta no se altera como se muestra a
continuacién

- iy [ (]l)
t=1 jzl| f

225 =2b, (1.2)

3
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El problema que cumple con la condicién anterior se conoce como modelo de

transporte equilibrado y su representacion.como programa lineal es la siguiente

. m n
Minimizar z=7. C, %,

=i =

sujeto a

ny. =a,, i=12,.,m (restricciones de suministro)

g
>
1l
-...t"
Sy
1]
o

..n (restricciones de demanda)

x,20 i=12,....m j=12..n,

Cuando el problema no se encuentra equilibrado es necesario crear una fuente (la

demanda total es mayor que la oferta total) o un destino ficticio (la oferta total es mayor que

la demanda total), que absorbera la diferencia y cuyo costo unitario de transporte asociado

sera nulo.

i
El modelo de transporte también se representa en forma matricial, como se muestra a

continuacion

Minimizar z=¢x

‘sujeto a

Ax =d
i
‘ x=0




donde :

- ‘
X' = (X)), X g Xy Xgp veers Xgparenn X Xon)

Y rml vy in

€ ={€)1,€12+-1C1nsCq1ser01CapreeesC Coun)

Y ml Yy

d' =(a,,a,,...a,,b b,,...5,)

mr1 ‘:;
(100...0
010...0
A= . . . -t m+n renglones
000...1
RS A |

r
Y

mxn columnas

1

los vectores que componen la matriz 4 son :
1=(1,1,1,....1)

0= (0.0,0,...,0)

1
I, esla matriz identidad de orden?n )

La matriz A tiene una estructura especial , lo cual permite que el modelo de

transporte sea mas eficiente que el método simplex. Las caracteristicas de la matriz A son

las siguientes
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El rango de A4 es de m+n-1. Esto quiere decir que la suma de los m primeros renglones es

igual a la suma de los ultimos » renglones, y cualquier submatriz cuadrada de A de orden

m+n-1 es no singular.

La matniz 4 es unimodular.-Lo anterior indica que cualquier submatriz cuadrada de A de

orden m+n-1 tiene un determinante que esiguala0o6a *1.

1.1.2 El problema dual

E! modelo de transporte basa su técnica de solucion en el dual del problema lineal . Sean u,
y v, las variables duales de las restriccjones de la /-ésima fuente y el j-ésimo destino

(i=1.2,....m , j=1,2,....n) respectivamente, entonces el problema dual es el siguiente :

m n
Maximizar w :‘;Z au, + ijvj
1=l =t
sujeto a

u, +v, Lc¢, i=12,...m j=12...n

u;y v oirrestrictas,

Por consiguiente, la funcion objetivo se escribe como

Aluyv)=a'u+b'v




donde
u= [rq', .'...u,,,]r ,
v=[v,,...,v,,]r,

a es el vector de ofertas,

|

b esel vector de demanjdas .

La funcion objetivo del problema primal se denotara como,

m

a(x) = ZZcijxq :
ish j=l
Un vector x que es factibI‘e para el problema de transporte es 6ptimo si hay un vector
dual factible (u,v) para el cual

! a(x) - B(u,v}=0,
realizando 1a operacion anterior se obtiene,

a(x} - B( u.v) =iic.j’“’u "iai”-‘ - Zﬂ:ijj

t=l g=1

m n ﬁ m n n m
CX.(X) - B( U,V) =chrf‘r'} —'ZZ x'f“' - Zz xu“:
=1 =l =l =) f=1 =l

como x es factible para el problema primal se pueden utilizar

n m
a, = fo,- y b;‘ = qu’
/=t

entonces,

a(x) - By) = 3D, ~u, -v,)x,

il gal

de lo anterior se obtiene el resultado siguiente,

—




"Teorema 1.2

- Si (u,\f) es algun vector dual (factible o infactible), entonces

a() < Buy) = 23, ~u, -v)x,

1

siempre que x sea una solucion factible.

Por condiciones de dualidad si el vector (u,v) es factible para el problema dual

entonces x es optimo para el problema de transporte, es decir, si a(x) = (u,v) entonces se

+

cumple que x es el dptimo.

Para la obtencion de las variables basicas x, se debe considerar que-a cada una de

ellas le corresponde una restriccion dual , generdndose m+n-1 ecuaciones como la

siguiente :

H,+vl =Cu

y para las variables no basicas denominadas como x,, se calcula

} —_—
M, +V, —CL,

y por la condicion de optimidad entra a la solucién aquella variable no bdsica con ¢l

mayor valor positivo, puesto que se trata de un problema de minimizacion.

El modelo de transporte 'se puede representar a través de una tabla en la que se

incluye toda la informacién del problema, como se muestra a continuacion




FUENTE ; DESTING Suministro|
1 2 . n
Cyy ) ‘_"l 2 5 Cin
1 xn x13 Lo Xin M
Cn ' tn Cin
2 X2 X X1n a
. i
Cmi Cm2 Cmn
n Xt ‘ Xm2 .. Xma Am
Demanda b, by b, =
i

Tabla 1.1

1.1.3 La solucién del modélo de transporte

El modelo de transporte se resuelve a través del siguiente algoritmo llamado Técnica de

Transporte :
I
Paso 1. Buscar una solucion basica factible inicial.
Paso 2. Determinar la variable no basica que entra.
1
Paso 3. Determinar la variable basica que sale,

Paso 4. Determinar la nueva solucidn basica factible.

Regresar al paso 2.

14




A continuacion se explican cada'uno de los pasos.del algoritmo .

Paso 1. Busqueda de una soh::cién bdsica factible inicial

Para encontrar la solucion basica factible inicial se pueden utilizar la regla de la
. L, L

esquina noroeste 'y el método de aproximacion de Vogel.

e Regla de la esquina noroeste.

Esta regla consiste en asignar a la celda x;, de la tabla del modelo de transporte
la minima cantidad 'de unidades de la demanda y suministro correspondientes,

en caso de que aun la fuente i tenga que satisfacer algan suministro se pasa a la

posicion x,,,, , en caso contrario se continua asignando unidades en la posicion

x,.,respetando las restricciones de demanda y suministro.

o Mitodo de aproximacion de Vogel.
i

El método consiste en obtener la diferencia entre los dos costos menores de
cada renglén y columﬂ_a de la tabla del modelo de transporte. Después se elige
aquel renglén o columri_la con la mayor diferencia, y se asigna la mayor cantidad
de unidades posible (el .;minimo de la demanda y suministro correspondientes) a

la variable con menor ‘costo unitario. En caso de satisfacerse totalmente una

i

demanda o un suministro se tacha el rengldén o columna correspondiente y ya

no se considera en las siguientes iteraciones del método. Este método

1

proporciona una solucion basica inicial cercana al optimo. Al igual que la regla

de la esquina noroeste la solucidn obtenida con esta técnica da como resuitado

m+n-1 variables basicas. ;




Paso 2.

Paso 3.

*

Determinacién de la variable que entra
Para determinar la vari:able no basica que entra a la base se calcula el valof de las
variables duales w;y v; con/=1,...m y j=l,...n; para obtener lo anterior a cada
variable basica x; le cofresponde una ecuacion de la forma
" v=cy

obteniéndose asi m+n-1 ecuaciones con m+n incdgnitas, Como el sistema de
ecuaciones anterior tiene mas incognitas que ecuaciones la solucidon se obtiene
fijando el valor de una variable, por gjemplo u,=6 y asi se obtienen los valores de las
incognitas restantes.
Después para cada uné de las variables no basicas x; se calcula la siguiente
ecuacién

! Cy=,+ VimCy

y se elige como la variable que entra aquella que tiene el valor ¢;; positivo mayor

{condicion de oplimidad?.

Determinacién de la variable que sale

Ya elegida la variable qﬁe entra se genera un ciclo que inicia y termina con ella y
cuyas esquinas corresponden a variables bésicas. Este ciclo cuenta con m+n-1
variables y a cada una cie ellas le corresponde una casilla dentro de la tabla del
modelo de transporte ; a‘;cada casilla se le asigna un signo + 6 - siendo positivo el
de la variable que entra y después los signos se alternan hasta cerrar el ciclo. La

nueva variable basica se incrementard en un valor igual al menor de las variables

16
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basicas actuales, pues, al ir sumando o restando esa cantidad, dependiendo si la
casilla tiene un signo +:6 -, se llegara al nivel cero y serd la variable que salga

- (condicién de facti,b_ilidaéj) . .El ciclo que se forma es Gnico y el sentido en que se

recorra es indistinto.

A
’

Paso 4. Determinacién de la nueva solucién bdsica factible

De la nueva solucion se calculan nuevamente las variables duales utilizando las
a .
variables basicas y los correspondientes valores ¢; de las variables no basicas. Si

I

todas las cantidades ¢ | son no positivas (condicién de optimidad) entonces la

solucidon obtenida es la Optima , en caso contrario se continua con el paso 2 del

algoritmo.

Degeneracidn. ;

En el proceso de la técnica de trar;sporte cuando en una solucion béasica aparecen dos o mas
variables basicas nulas se dice qué hay un caso de degeneracion. En el caso anterior se elige
para salir una de las variables arémtes mencionadas y las demds se toman como variables

basicas, esto genera algunas iteraciones adicionales o cual no es tan grave ,y por lo tanto, se

puede utilizar el algoritmo sin ningln ajuste.

¥

17




1.1.4 Ejemplo |

E! problema de transporte a resolver se muestra en la tabla siguiente :

DESTINO QFERTA
1 ‘ 2 3
IL_‘ - RIET | 2 .
1 . 20
KN (5 5
FUENTE 2 20
|
L4 L] L4
3 25
DEMANDA 20 ' 15 20
Tabla 1.2
SOLUCION

El problema no se encuentra balanceado porque ,
I

Demanda total = 55 ‘I Oferta total = 65

i
entonces es necesario crear un destino ficticio que absorba las 10 unidades sobrantes de la

oferta total, como se muestra en la tabla de transporte siguiente:




7 1

1 20
Ly LS

2 m 20
L4 LLT

3 ', 25

20 15 , 20 10
Tabla 1.3

Paso 1. Busqueda de una solucién bisica factible

Utilizando la regla de la esquina noroeste se obtiene la siguiente solucidn basica

inicial,
1 2' 3 4
L7 {1 (2] Lo
1 20 0! 20
L L5 | LS5 | A
2 15 5 20
| 4 ! 1 | 4 i 0
3 . 15 10 25
20 15 L, 20 10
"Tabla 1.4

1]

cuyo costo asociado es de 300 unmdades monetarias.

!



’II
" Paso 2. 'Detcrmin:iciéndc 1a variable qi:é entra

Se calculan las variables duales a partir de las variables basicas,
- . ’ . PR - ! B . .

¥

o= mrm=e =T m=0 = v=7

; o

X2= iy Hn=cr=1 T T w=l

X= U2+V2=C22=5 . ) = 112=4

X3™= uz+v3=c;3=5 ) l s V3=1
C X33= 113+V3=C33=4 - N3=3

X14= 1!3+V‘=C34=0 = vy=-3

Resolviendo para las vézriables' no basicas se tiene,
¥|3=C\3=!l1+V3—C|3= O+1 -‘23-‘1
X140 - 14= 0-3-Q =.3
|
Xy = e =uptvi-cn=4+7-1 =10
X245C24= U HV4-C24=4 -3 -OI! =]
Xy =Cy =ty =03 1=3+7-4 =6
X325C31= 13+ V3-C32=3+ ] -1 =3
lo anterior también se puede obtener directamente de la tabla de transporte, como

se muestra a continuacion' .

i
v

20

e —



[z 0
1 , B L 20 u|=0
. ' N T | .
' LS L]
2 ‘ e 5 5 e . 20 us=4
b . - 11
' L 1 L4 ] Lo
3 . 15 10 25 uy=3
6 3
20 15 . 20 10 5
v, =7 v=1 vi=1 Yy=- '

Tabla 1.5

De los resultados anteriore:s la variable que entra es x;; porque tiene €l mayor
valor positivo.
1.
Paso 3. Determinacién de la variable que sale
En la tabla 1.5 se muestra el ciclo gue indica a x5, como la variable que sale de la
base porque tiene signo negativo y la menor cantidad , resultando una nueva
solucién basica factible cor:\ costo de 150 unidades monetarias . La tabla de

transporte actualizada es :



&
P

g

1 . 5 - 15 77 o
R 5] TET (0]
2 . 15 1 s
Z] 1] 4] 0]
3 {1 . ' 1. 15 10
20 15 : 20 10
Tabla 1.6 '

i
Paso 4. Determinacién de 1a nueva solucion bisica factible

20

20

25

De la solucion anterior se muestran en la tabla 1.7 las variables duales

correspondientes , y se observa que todavia hay variables no basicas que pueden

entrar a la base y mejorar la solucidn .

1 2 4
kAR L1 R
1 5 15
A :
! N (5] v R
2 15 4 5 1
+ |-10 - |1
L4 1 K3 [0
3 ]ﬁ 15 10
-4 -7
20 15 20 10
vi=7 va=1 vya=l1 vy=7
v Tabla 1.7

204=0

20 u2=-6

25 U3=-7

Se contintia con el algoritmo regresando al paso 2. De la tabla anterior la variable que entra
1

es x|3 . la variable que sale es x33 y la solucion es :




= [ . T 0
1 o |t o5 5 '- -
-|;1,-‘ ;~ TS Il:s IE
2 20 ' ‘
(4] 1] ] x
3 ; 15 10 _
20 . 15 20 10
Tabla 1.8
Con costo de 105 unidades monetarias.
Calculando la tabla de transporte siguiente se tiene :
1 .2 3 4
7 1] L 2] | 0
1 0 15 5
- A + |-2
L5 | LS5 | Lo
2
-9 -8
1] {4 o]
3 - 15 10
20 15 20 10
V|=7 \":zl 1’3=2 Va4=-2
Tabla 1.9

i
t

20

20

25

20 = (

20 N:=-6

25 U= 2

De fa tabla 1.9 la variable que entra €s x3, , la variable que sale es x;; y la solucién es ;
!




7] ] ER o]

w1 ! 15 . 5 20
1 FR N & (o

2 20 P 20
N N ] (o]

3 0 15 10 25

20 | 15 20 10
' Tabla  1.10

Con costo de 105 unidades monetarias.

Calculando la tabla de transpoﬁte siguiente se tiene :

1 4
L0
1 20u,=0
0
Lo
2 20 20 ty=-1
Lo
3 0 10 25 uy=2
20 .15 20 10
=2 va= | Vy=2 va=-2
Tabla 111
Delatabla 1.11 la variable que entra es xj; , la variable que sale es x33 y la soluciénes
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Con costo de 75 unidades monetarias . Como se observa la solucidn es degenerada,

Calculando la tabla de transporte siguiente se tiene: -

42 3 . 4
7 1
e 0 = 20 = L
K N (5 [0
20
4 1 -
0 LT 15 ry K2 10 =
20 15 20 10

Tabla 1.12

2 3 4
L7y 1 L2 Lo
0 20
-3 0
1 5 5 0
0 L] L5 5] Lo]
-7 -6 -3
EN L] L4 ] Lo
0 “15 10
-2
20 15 20 10
v =4 ve=1 wy=2 va=0
Tabla 1.13

20

20

25

20 = 0

20 uy=-3

25 U= 0

Como todos los valores correspondientes a las variables no basicas son no positivos |

fa solucién Optima es :

x12= 0, x13= 20, x3,=20, x51= 0, x32=15, x4=10,
|

el costo total es de 75 unidades monctarias .
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La representacion del problema anterior y de su solucion a través de redes se presenta en las
figuras 1.2 y 1.3 respectivamente.

Fuentes Destinos

20 15

'20

(4.x03)

Figura 1.2

Fuentes . Destinos

(1.20)

Figura 1.3

'E
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" En la figura:1:3' ‘Se-indica que la forma optima de distribuir el exceso de oferta consiste en

que la fuente 3 deje de suministrdr 10 unidades de prdd'uc‘:io.

'
‘

1.1.5 Casos especia'leé

Existen otros problemas como el problema de transbordo y el problema de asignacion que se

pueden resolver utilizando el modelo de transporte .

i
\ -

El problema de transbordo consiste en enviar un cierta cantidad de unidades de un
conjunto de nodos origen a (g_l.ro conjunto de nodos destino pasando a través de nodos
llamados de transbordo . Elii objetivo del problema anterior es encontrar el plan de
asignacion y las rutas de transﬁorte a costo minimo. Para lograr que este caso especial se
resuclva con la técnica de transporte, se considera a cada nodo de transbordo como un
origen y destino a la vez ; es importante seflalar que este tipo de nodos no generan ni

absorben untdades.

El problema de asignacion consiste en asignar, por ejemplo un nimero de

trabajadores o madquinas (fuentes) a tareas o lugares especificos (destinos) de tal manera

que se minimicen los costos. En este caso especial se tiene una variable ¢;; que representa el

costo de asignar al trabajador 7 a latarea j, por lo cual, se trata de un problema de base-
i

uno a uno, pues a cada trabajador le corresponde una tarea en particular. La variacion de

este caso especial con el modelo de transporte consiste en que cada demanda y suministro

¥

son igual a uno, por lo tanto, la solucién esta dada por fa asignacion o la ro asignaciéon y en

consecuencia las variables son binanas, es decir . toman el valor 1 6 0 respectivamente,

[l
. f




1.2.. EL PROBLEMA 'DE. PRODUCCION-TRANSPORTE CON
COSTOS CONCAVOS [PPT]

En la practica encontramos problemas tan diversos y complicados que consideramos que la
forma en que se han resuelto no es tan mala, porque nos da una solucién que si no es la
mejor al menos nos ofrece informacién sobre ellos.

| Como ya se menciond el Problema de Transporte es importante pero como se sabe
existen otros problemas que se &ierivan de éste, por ejemplo en este trabajo se analiza la
problematica de producir una cierta cantidad de mercanc:l:a y distribuirla. Este problema

considera que los costos de produccion ya no son lineales {costos concavos) y por lo tanto

el método de solucidn es diferente,

1.2.1 Descripcién

El Problema de Produccion-Transporte con Costos Concavos [ PPT ] consiste en que un
nimero de fabricas deben producir una cierta cantidad de productos y enviarlos a un
nimero preestabiecido de almacer"les. El objetivo que se persigue al resolver el problema
anterior es determinar el nivel de produccion de cada fabrica y el plan de distribucién de lé
mercancia de las fabricas a los almacenes, de tal manera que el costo total de produccion-

transportacion sea el minimo. ?

E! Problema’de Produccidn-Transporte con Costos Concavos [ PPT ] se modela

matematicamente de la forma siguiente :

gyt =
g a——




Ty :, ’ . . L T ok
[PPT] Minimizar  g(yi,...J0) + 2, 2.C, %

1= J.EI‘ ¢ .jj
sujeto a 5
- Zm:x,J =y, i=1..k (balance en las fabricas),
. rel-
| k
qu =b, Jj=1..,m (demanda en almacencs),
1=l
¥y, <5, i=1,..,k (capacidad en la fabrica /),
X ¥ 20 Yi, J (condicién de no
! negatividad ) ,
donde
k. numero de fébrica§ XTI
m: numero de alma'ccr%es Br...Bm,
g....yi) ©  costo de producir y, unidades en la fabrica [+, ( funcidén concava) ,
cy20: costo de transportar una unidad de la fibrica F; al almacén 5, ,
b5>0: demanda del almacén B, ,
5>0: capacidad de produgcic’m de la fabrica F; .
»z0: cantidad de produccl.ii()n (a determinar) en la fabrica /;,
x;20: numero de unidade$ transportadas de la fabrica /i al almacén B,

3

La funcion objetivo de [ PPT ] consiste de dos partes © los costos de produccion y

los costos de distribucidn o transportacidon. En este caso los costos de produccion se

1
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repreéentan por una‘ﬁlncién cc')nc:ava'. Es im‘portantfl:_seﬁalar que en éstos se incluyen los
costos de construccion, mantenir:‘ﬁier{tc; y opéracién de las instalaciones, los cuales se
comportan como las economiasr de escala . Las economias de escala representan el
comportamiento de las cantidades\dc articulos producidos ,es decir , cuando el nimero de
unidades de un producto aumenta ‘.et costo por unidad decrece, por lo cual se describen a
través de funciones cdncavas. Los:‘costos de transportacion frecuentemente son lineales.
Esta composicién de costos aparece en otras situaciones practicas como en la
planeacion de redes de comunicacién, transporte, aguas residuales, administracion de
fuentes de agua, control de trafico aéreo, problemas de localizacion, planeacion de la
produccién e inventarios , etc. .
. La funcion  g(y): R‘SR’ es una funcidn concava y no separable, porque

considerando la situacion real de que el costo de suministrar materia prima a un conjunto

de fabricas de una o varias fuentes no siempre puede ser separable, por consiguiente, éste se

incluye en el costo de produccidn. |

Las restricciones de [ PPT‘;.] son lineales vy §emejantes a las del modelo de
transporte. Este problema pertenecel‘a la clase de problemas de minimizacidon de funciones
concavas sujetas a restricciones lineales y convexas de la Optimizacion Global
(“Minimizacion Concava™ ), entonces se trata de un problema NP- duro. La complejidad

computacional de este problema se debe principalmente al nimero de fabricas por io que se

considerara un nimero fijo de ellas representado por la letra k |, y el problema se denotara

como [ PPT(K) ] .
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La estructura de [ P?T(k) ] proporciona aspectos interesantes como el que su
funcidn objetivo sea no decreéiente. lo que permite que el dominio factible se pueda dividir
en partes mds pequefias identificadas a través de la estructura de red del problema , de tal
manera que se localiza de uﬁa forma sencilla el minimo global. Estas caracteristicas se

analizan en los capitulos siguierites.
. |

1.2.2 Antecedentes 5

1

Los métodos de solucién mas generales para la Optimizacién Global se dividen en dos
clases, estocasticos y deterministicos. Los métodos estocasticos convergen al optimo global
I
con una probabilidad aproximada cuando su tiempo de corrida llega a ser infinito (Térn y
Zilinskas [1989], Schoen [199;1]). Los métodos deterministicos toman ventaja de la
estructura matematica del probIe‘mary frecuentemente garantizan la convergencia finita con
un grado de exactitud preestablecido.
Varios problemas de Optimizacién Global tienen al menos las siguientes propiedades :
i) la convexidad se presenta en forma limitada y frecuentemente es inusual ;
it) un éptimo global .ocurre dentro de un subconjunto del limite del conjunto factible ( este
conjunto de puntos en R" se degermina generalmente por un sistema de desigualdades).
Estas propiedades se utilizan méjor en los métodos deterministicos , norque combinan las
herramientas analiticas y combinat(‘%rias en una forma mas efectiva.

1

En la Optimizacion Global se encuentran diversas clases de problemas ;

3




a) Minimizacion de funciones concavas sujetas a restricciones lineales y convexas

-~ (“Minimizacion Concava” o “Progfamacién Giobal Céncava” )‘.

b) Minimizacidén convexa sobre la interseccién de conjuntos convexos y complementos de
conjuntos convexos ( “Prograrﬁacién Convexa Invertida” ).

¢) Optimizacién Global de funciones que se expresan como una diferencia de dos funciones
convexas ( “d.c.- programaciénlf‘ , d.c. es una abreviacion de “diferencia de dos funciones
convexas” ).

El problema que se analiza én este trabajo pertenece a la clase de problemas de
Minimizacién de funciones céncévas sujetas a restricciones lineales y convexas. Los
planteamientos deterministicos para la Programacion Global Céncava usan técnicas
enumerativas, meétodos de pianos‘ de corte, ramificacion y acotamiento, solucion de
problemas aproximados, métodos ci_e programacion bilineal o diferentes combinaciones de
estas técnicas. Existen algunos m%’:todos especificos para problemas donde la funcion
objetivo tiene una estructura especiai‘. (cuadratica, separable, factorizable, etc. ) o el conjunto

- factible tiene una geometria simpliﬁ;ada ( hipercubo unitario, restricciones de red, etc. ).
Estos métodos se clasifican de la siguiente manera :
1.- Métodos enumerativos que ordenan los puntos extremos,

2.- Métodos de planos de corte y técnicas de particion del dominio factible.

3.- Métodos de ramificacion y acotamiento que usan aproximaciones de la funcion objetivo.
4.- Algoritmos de aproximacion general,
5.- Proposiciones de programacion bilineal.

6.- Métodos para programacién concava glabal de gran escala.

-
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" Para este trabéjo los métodos enumeratives que ordenan los puntos extremos son de
gran importancia, pues una propiedad importante de las funciones céncavas es que cada
solucion local y global se ’alcanza'l-en un punto-extremo del dominio factible. Esta propiedad
hace al problema mas tratable, considerando que la busqueda de una solucién éptima se

puede restringir al conjunto de puntos extremos, ain cuando este conjunto en general puede

ser muy grandc para manejarlo.

Una forma obvia de resolvér el problema de programacion concava en el caso en que
el dominio factible es un COnjuntq polié&rico. es la enumeracion completa de los puntos
extremos. Aunque la mayoria de lc;s algoritmos en el peor de los casos degeneraran en una
inspeccion  completa de todos" los vértices del poliedro, lo cual resultaria
computacionalmente infactible para: problemas grandes .

Cabot y Francis {1970] p';esentan el siguiente procedimiento para resolver el
problema de progralna;cién cuadratica : primero se resuelve un programa donde la funcion
objetivo lineal es un estimador inferior de la funcidén objetivo original. Después Murty
[1969] desarrollé un método que consiste en ordenar los puntos extremos, que se aplica
usando este estimador inferior (funcidén) para obtener una solucidon dptima al problema
original. Taha [1973] también usé‘}la idea de ordenar los puntos extremos basado en
funciones de estimacién lineal inferior;

Técnicas generales para la enumeracion total de vértices se presentan en Balinski
(1961], Burdet [1974] , Dyer y Proll [I977] . Manas y Nedoma [1974] y Rossler [1973] ).
Un estudio y comparacion de los mé[(;dOS para encontrar todos los vértices de un conjunto

poliédrico esta dado por Matheiss y Rubin {1980] y Dyer [1983] . La efectividad
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computacional de los algoritmos de ordenamiento de puntos extremos se discuten en
McKeown [1978] . o |

| . Trabajos previos sobre }[ PPT (k) ] donde los costos de produccidn se representan
normalmente por una funciéﬁ cOncava. y separable, incluyen entre otros resuitados
investigacic.mes locales heuristiqas; Khumawala y Kelly [1974] , Feldman, Lehrer y Ray
[1966] ; ramificacion y acotamiento, Soland [1974] ; programacion dinamica , Zangwill
[1969] y descomposicidon / apréximacién exterior Thieu [1987] , Horst y Tuy [1990] .
También existen resultados sobre el caso especial cuando la funcién de los costos de

produccién es concava, separable y piezas lineales Efroysom [1966] , Soland [1974] .
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CAPITULO 2

EL PROBLEMA PARAMETRICO DE [ PPT]

Como ya se explicd la parte no lineal del Problema de Produccion-Transporte con Costos
Céncavos [ PPT(k) ] se encuentra en la funcidn objetivo (en la parte de los costos de
i

produccion). Esta estructura ofrece una ventaja para obtener la solucidon | porque permite

reducirlo a un problema de transporte paramétrico.

Para establecer la reduccion amérior, en este capitulo, primero se analizan las
caracteristicas de una funcidon concava y su comportamiento dentro de un cono convexo asi
como el problema de programacion lineél paramétrica en el lado derecho, .para después

aplicar esto a un problema de minimizacidn concava y particularmente en [ PPT(k) J.
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2.1 FUNCIONES CONCAVAS

Cuando se dice que algo es concavo viene a nuestra mente la idea de curvatura, pero
cuando se dice que la produccion de una fabrica se encuentra representada por una funcién

cdncava, se requieren mas elementos de analisis que una sola idea .

En general, una funcién cdncava es aquella en la que si se toman dos puntos de ¢lla
y se unen a través de una linea ésta se encuentra debajo de la curva que describe la
funcion. Ya que se tiene la idea de lo que es una funcién concava a continuacion se

presentan la definicidn y otros conceptos importantes para su estudio en este trabajo.

Definicion 2.1 .
Sean x;, x; eR" con x;=2x;. El segmento de linea que une x; y x; es

Ax,+(1-A)x; para Ae[0,1].

Definicién 2.2
Un conjunto C en R” es convexo si, para cada x;, x; €, el segmento de linea

Ax;+(1-A)x; para Ae[0,1] pertenece a C.
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(2) (b)

Figura 2.1 (a) iConjunto convexo (b) Conjunto no convexo.

Definicion 2.3
a) Una funcidn real f(x) definida en un conjunto convexo C < R" se dice céncava si dos
vectores x;_X;, satisfacen la siguiente desigualdad :

X x2€C, Ae[01) = F (et (1-M)xz) 2 A (%)) + (1-AY (x2)

b) se dice que una funcion es estrictamente concava si

xi, X2 €C, x;2x2, Ae[0.1] = (e +(1-R)x) > A f () + (V-2 (x2)
¢} si f es (estrictamente) concava, entonces g=-f es (estrictamente) convexa,

d) se dice que una funcién es cuasiconcava si
I

x;. x;€C, Ae[0,1] ;;—.>.f(7«.x;4-(1-7x)x2) zmin { f(x), f(x2))}.

De lo anterior toda funcidn concava es una funcidn cuasicdncava.



Por lo tanto, para una funcidon concava el valor de ésta en los puntos sobre el
segmento de la linea Ax,;+ (1-A)x; es mayor o igual a la altura de la cuerda que une los

puntos [x;.f(x))]y [x2.f (x2)] ver ﬁgura 2.2 .

Sx:)

U —

.
xr A (x) + (1A X2

Figura 2.2 Funcion cdncava.

Ya establecida la definicion de una funcién concava , ahora se determinara como se

puede identificar una funcién de este tipo a través de su diferenciabilidad.

Teorema 2.4
Sea funa funcién diferenciable sobre un conjunto convexo abierto no vacio (o R" vy

S C-R. Entonces / es concava si y solo si para todo xe(, se tiene

S s f(x)+ :(.1' -x) V/(x)paracada xe( .



La demostracién del teorema anterior se encuentra en el apéndice y en la referencia {13] .

Si la funcion que se analiza puede diferenciarse dos veces existe otro criterio para

determinar si es concava , como se muestra a continuacion.

Definicién 2.5

Sea C un conjunto no vacio en R" y sea f: C — R. Entonces , f se dice diferenciable dos

vecesen x e int C si existe un vecltor VA %), y una matriz H(x ) de nxn simétrica, llamada

matriz Hessiana ( ver apéndice), y una funciéon o : R” — R tal que
f)=x)+VAx)Y(x-x) L+ F(x-x) H(x)x-x) +\|x-§c|]1 alx . x-x)

para cada x €C, donde el /im,_ -« (¥ ;x-x)=0.

Teorema 2.6

Sea f una funcion real continua dobﬁlementc diferenciable en un conjunto convexo abierto
Cc R”. Entonces fes concava si y sblo si la matriz Hessiana es negativamente semidefinida
para cada punto en (.

La.demostracion del teorema anterior se puede consultar en el apéndice y en la referencia

[3]. ;
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‘Otro aspecto importante de una funcion concava consiste en que puede ser

separable ,es decir, que se expresa como una suma de # funciones de una sola variable y su

definicion es la siguiente.

1
Definicién 2.7 "

1

Una funcién separable /' definida  para x en R" es aquella que puede expresarse como la

suma de n funciones f; de una unica variable x;, donde x, es la i-ésima componente del vector

X, esto es,

AR )+ folxn)

Como ya se explico la funcion concava de [ PPT ] es no separable.

En general, un problema de minimizacién en optimizacion busca el minimo de una
funcion definida en un conjunto genlgrado por desigualdades conocidas como restricciones.
Si en un subconjunto del conjunto “anterior existe un punto que evaluado en la funcion
cumplé con ser el menor se dice que la funcién tiene un minimo relativo en ese punto, que
también se conoce como solucion Iocl'al dptima o .extremo relativo. Una caracteristica de los
puntos extremos relativos consiste en"que la funcion es diferenciable en ellos y su derivada
es igual a cero, es decir, si fes una funcién de una sola variabie y Xo es el punto extremo
relativo entonces df{xy)=0 o sif es de vanias variables Vf{xy)=0 y xy recibe el nombre de
punto critico. :

Cuando en todo el conjunto no se encuentra algin otro punto que mejore la solucion

1
'

obtenida, se dice que sc trata del minimo global.
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Para el caso del maximo 1Los resultados anteriores son semejantes sélo que ablicados
al mayor de los valores del conjupto.

En problemas lineales y dsnde se minimiza una funcién convexa sobre un conjunto
convexo un minimo local es también un minimo global. Para las funciones concavas un
maximo local de dicha funcidn es global y si la funcidn es estrictamente concava, entonces
dicho maximo no se puede alcanzar en mas de un punto.

Para el caso de minimizar :‘una funcion concava en un politopo se puede tener un
minimo local en cada vértice del politopo , y aqui los criterios locales no dan informacion
acerca del minimo global. Una propiedad interesante con respecto al minimo global de fas

funciones concavas se muestra en clfl siguiente teorema.

Teorema 2.8
Sea /. D—R una funcién concava y sea D < R" un conjunto no vacio, compacto y

convexo. Entonces el minimo global de / sobre D se alcanza en un punto extremo de D.

Demostracidn,

El minimo global de f sobre el conjunto compacto D existe por el teorema de Weierstrass
I

(ver apéndice) ., debido a que una funcion concava definida sobre R" es continua en

cualquier punto. Lo anterior es suficiente para mostrar que para cada xe/D hay un punto

extremo v de D) tal que la desigualdad S (x) 2 f(v) se cumple,

Por ¢l wecorema de Carathéodory o el teorema de-representacion (ver apéudice). hay un

nimero natural & < n+) tal que
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k
Xx=2 AV, DA =1, A 20 Q=1 k (2.1)

=1 i=]
donde V' i=1, ..,k son puntos extremos de D . Se establece que v satisface

S W=min{fv): i= 1, .., k}. Entonces de la concavidad de fy de (2.1) se tiene

SO 20 S0 2 S0 (3 A) = ). n

1%] izl

2.2 FUNCION CONCAVA Y CONOS

Los problemas de optimizacion global en los cuales la funcién objetivo incluye una funcién
l

concava presentan una estructura en comin . Esta caracteristica consiste en que la funcion

objetivo es no decreciente en cier"ltas direcciones , las cuales forman un cono convexo y

esto permite dividir su dominio factible en subregiones sobre las cuales es mas facil

identificar la solucion 6ptima. Y en consecuencia se puede trabajar con un problema mas

tratable, con menos variables en la funcion objetivo y paramétrico en el lado derecho de las

restricciones.

2.2.1 Conceptos

t
Considerando que es importante sefialar conceptos que ayudan a comprender teoremas que

formalizan las propiedades antes mencionadas, €stos se trataran de manera informal debido a
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que no 'son relevantes en todo el desarrollo del trabajo, pero si se desea obtener mayor
informacién consulte el apéndice y la referencia [19].

Si se tiene una funcién céncava f el conjunto de puntos en la parte inferior de ésta
se conoce como epigrafe de la ﬂncién y se indica como epi f . Si el epigrafe es no vacio y
no tiene lineas verticales la func"i(')n J es propia. Ademds si el epigrafe es un conjunto
convexo no vacio en R™"! se asoc::ia a éste un cono de recesion denominado 0°(epi f) .

Para entender lo anterior les necesario indicar que un cono convexo K se forma por
semirrectas que salen de un vértici:e como se muestra en la figura 2.3 y su definicidn es la

siguiente,

Definicion 2.9
Un conjunto K en R” que cumple con AxeK Vv xeK y Az0 se conoce como cono. Si K es
convexo entonces K es un cono convexo.

Si A=0 el cono siempre contiene al origen.

Origen

. Figura 2.3 Cono convexo.
|



Al considerar el comportamiento infinito de las semirrectas que se generan en un

cono convexo , se hace referencia a los conos de recesion.

Definicién 2.10
Sea K un conjunto convexo en R" no vacio. K se extiende en la direccién de una semirrecta

y, donde y=0, si y solo si x+AyeK para todo A20 y xeK. E! conjunto de todos los vectores

yeR" que satisfacen la condicidn anterior, incluyendo y=0 se conoce como cono de recesion

de K y se indica como 0K,

Las direcciones en las cuales se extiende K se denominan direcciones de recesién de

K. Elcono 0'K es el cono mas g.rande que se encuentra en K.

Regresando al cono 0°( ¢pi f) |, se tiene que todos los valores que le pertenecen
forman un intervalo cerrado de R no acotado en la parte inferior, por lo tanto corresponde
al epigrafe de una funcion conocida como la funcion de  recesion de f indicada por f0°
es decir 0" epr f)=epi{ O ). L

En este momento ya es posible establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.11
Sea / una funcidn concava propia y sea y un vector. Sise tiene que

lim sup f(x+Ay) > —w
Ay ain



para una x dada, entonces x tiene la propiedad de que f (x + Ay) es una funcién no
decreciente de A, -oo <A <+oo. Esta propiedad se cumple para toda x si y solo si

(JSU" )(»)20. Cuando fes cerrada la propiedad anterior se mantiene si se cumple para algin

valor de x que pertenezca al dominio de f.

Demostracion.

Por definicion ( f0° )(»)20si y solo si el cono de recesion de epi ftiene al vector (y,0), esto
significa que f(z ¥ Az)2 f(z) para toda z y toda A20 . Asi (U7 )(»)20 si y sélosi f(x + Ay)
es una funcidn no decreciente de A, -0 <X <+o0, para toda x. Si fes cerrada entonces se

cumple que ( /07 )(»)20 ,por el teorema 20 que se encuentra en el apéndice, si existe al

.

menos una xe dom [ tal que f{x + Ay) es no decreciente en A a

El problema que se analiza en este trabajo cumple con el teorema anterior , y por lo
tanto, la funcion objetivo es no decreciente o mondtona en un conjunto convexo formado
por direcciones que determinan un coﬁo.

Continuando con el analisis, se tiene que ¢/ espacio lineal de un conjunto convexo
no vacio K consiste del vector cero y todos los vectares no nulos y tales que | para toda
xeK lalinea a través  de x en la direccion de y se encuentra en K. Las direcciones de los
vectores y en el espacio lineal se conocen como direcciones en las cuales K es lineal. El
espacio lineal de K es el mayor subespacio que se encuentra en el cono convexo 0°K y su
dimension se conoce como la linealidad de K . La dimension de K menos la linealidad de K

se denomuna ¢l rango de K y esto mide la no linealidad de K.



Lo ante.rior puede utilizarse para o:b'tener del problema original otro muy parecido
pero que se desarrolla en un espacio de menor dimension

Otro concepto interesante consiste en que el conjunto de todos los vectores y tales
que (SO} ¥) 2 0 se conoce como el cono de recesion de f, el cual es un cono convexo
que contiene al 0 y que es cerrado si f es cerrada. Las direcciones del cono anterior se
conocen como direcciones de recesion de f.

Ahora, en ur; caso rr:1és general el conjunto de vectores y tales que
(YO 20y (SO 20 | forman el mayor subespacio que existe en el cono de
recesion de f conocido como e/ espacio invariante de f . Las direcciones de los vectores en
este espacio se conocen como direcciones en las que fes constante.

Y como consecuencia se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.12
Sea funa funcién concava propia. Entonces todos los conjuntos de la forma {x lf (x)z o}
ae R tienen el mismo cono de recesidn y el mismo espacio lineal, denominados el cono de

recesion y el espacio invariante de f respectivamente.

Demostracion.
Continuando con el teorema 2.11 y pertenece al cono de recesion de {xl fx)yzal), siy

solo si {x| f(x~ Ay) 2 a}, cuando f(x) z ey A 2 0. -
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Lo anterior indica ‘que el, dominio factible de la funcién f puede dividirse en

subregiones y , por lo tanto , es-mas facil identificar sobre cada una de ellas la mejor

solucion.

2.2.2 Aplicacién a un problema de minimizacion céncava

Aplicando los resultados anteriores a un problema de Minimizacién Cdncava se obtiene que
éste cumple con la Propicdad de Rango r como se establece a continuacion.

Sea el siguiente problema de optimizacion global |

[P] Global min /()
sujeto a ce D

z= (yx) € R* xR"

ye S,
donde
D:  esun politopo en R*""
S:  esun politopo en R,
S f:D—R esuna funcion cuasiconcava

definida y continua en un conjunto convexo

cerrado Q).
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‘En este problema ' se busca un punto x’eD tal que f (x%) < f (x) .donde x° es un
vértice de D que representa la m%:jor solucién , es decir, que x° es 1a solucién global 6ptima.
Entonces se tiene un conjunto convexo G ={xe: f(x) 27 (x%)}, que contiene a un cono

K={xe): Ax < 0},
tal que (V x’eD) x*+Kc G. El rango de la matriz 4 es igual a £.

“La propiedad de Rango r' que a continuacion se define resume las caracteristicas

de la funcidn objetivo det problema [ P] .

Definicion 2.13 ( Propiedad de Rango r)
Sea el problema de optimizacidn global [ P ] . Existe un vector ceR" 'y k= r-1 vectores

lincalmente independientes p', p*.... p*eR* tal que para z= (px)eDyz'=(y'x"),

Ply-y)¥=0, =12  ky c(x-x)20 implica f(z) 2 f(2)

Y como resultado se asocia a [ P ] el problema lineal,

[Q(uw)] Minimizar oy
'-Sujelo a ‘{)*y = u, i=1 ‘A
=x)e D,

en el cual wy ;... 0 son parametros |, es decir, variables de las cuales depende la solucidn.

Este tipo de problema lineal se conoce como  prablema paramdtrico en el lado derecho y
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la programacién lineal paramétrica se encarga de su estudio. A continuacion se expone en

que consiste un problema de este tipo y como se resuelve,

2.3 EL PROBLEMA LINEAL PARAMETRICO

La programacion lineal paramétrica investiga las diferencias en la solucion 6ptima  de la
prograrﬁacién lineal debido a cambios continuos predeterminados en los parametros del
modelo, como en los costos de la funcion objetivo o en el lado derecho de las restricciones,

Por lo importante que'es el problema paramétrico en el lado derecho para

[ PPT(k)} ], 2 continuacion se ﬁnaliza y se da un ejemplo.

2.3.1 Conceptos

Sea el siguiente problema :

Minimizar z(x) = x
sujeto a Ax =bvih* o ( 22)
xz0

donde

A es una matriz de orden mxn |

49



R A e e v

""bl . -f

Lo anterior indica que las desigualdades en ¢ que resultan en el lado derecho de la
tabla del método simplex en cada iteracion se resuelven, es decir, se debe encontrar el
conjunto de valores de ! reales que cumplen simultdneamente con las m desigualdades. Lo
anterior es resultado de la interseccion de los conjuntos que describen las 71 desigualdades o

también ;

) mim‘mo{:_l-fl:i, si b, <0}_

’B =< bl (24)
+oo, si B 20 Vi,
| ' ‘ {—“E' l ! b }
maximos —— i, sibh, > 03,

g = = (2.5)
~w, si b €0 Vi

que da como resultado el intervalo cerrado
(LS04,

conocido como ¢l intervalo caracteristico o el intervalo optimo de la base 8 porque 1odos

los valores de 1 en ¢l proporcionan una solucion optima facuble.

En cada intervalo la solucion optima factible y el valor Optimo de la funcion objetivo

k

varian linealmente en ¢l parametro (. Los valores optimos de la funcion objetivo se



comportan como una pieza lineal | es decir, una funcién continua en el parimetro ¢ como

se establece a continuacion .

Definicion 2.14

Sea f{r) una funcidn real definida sobre el intervalo 1 1 <1 de los reales. Esta funcién se
conoce como pieza lineal si el intervalo anterior se divide en subintervalos, de tal manera
que cada subintervalo f{f) sea afin esto es, existen valores 1, 5, . . ., /. tales que

S =S+ ket para Ly 1 <8y, h=1, .0 r+ld

donde
to=t . L=t y&...., 0, k..., k.5 sonconstantes,

(.a funcion f{1) es una pieza lineal continua si Sy + Kknty = Sy *+ knoitn ¥ h=1, . r.
ks es la pendiente de la pieza lineal f{f) en el intervalo 1y, a £, para h=1, .. ., r+1.

Teorema 2.15

El valor objetivo éptimo en un problema de programacion lineal paramétrico del lado
i

derccho, en el cual la funcion objetivo se minimiza es una funcidon convexa de piezas

lineales del parametro,




Demostracion,

JU) es una funcion de f que muestra el valor objetivo dptimo de (2.2) y [g,?] es el rango de
valores de  en el cual el mismo problema es factible. Se considera que A1) es finita sobre

[1_,;]. Sean 7,y 1 dos puntos cualesquiera en [{, ;] .y X; . x> soluciones Optimas de (2.2)
cuando f = f;y ! =1; respcctivaménte.
Entonces Ax;=b+1,b*, x,20 | Ax;=b+1;b* x;20 |y f{1)) = Ex;,j(r;) = X3
Se define 0 o = |y x ()= oo, +(1-a)xs.
De lo anterior
Ax(a)= b+ (aut; + (1-00) 12)6™, x(a)20.

Por lo tanto x{a) es una solucidn factible para (2.2) st 1 = o +(1- o)t
Es posible que x{&t) no sea una so‘lucién optima de (2.2) para e} valor de +. Como (2.2) e¢s
un problema de minimizacion, fat, + (1-a) ¢;), el valor dptimo en éste sera menor o igual
que el valor objetivo de cualquier solucidn factible para €ste valor de 1. Entonces

Sat+(1- a)) cxl(a)=a(cx;)+(l-cz)cx;= afU)y(1-0)f(ts).

Asi fl1) es una funcion convexa de piezas lineales de 1 . -
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2.3.2 Ejemplo

Obtener todos los valores reales de 1 2 0 que dan solucién al siguiente problema,

Maximizar z=3x+2y+ 5z

sujeto a
x +2y+ <430+ 500¢
Ix + 225460+106r
x +4y <420 - 200 ¢

X, 5,220
SOLUCION
Tomando r=1,=0 /=0, se resuelve el problema

Maximizar  z=3x+2y+ 5z

sujeto a

ix + 22 <460
x +dy <420
| x,y,z20
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La solucion 6ptima se muestra en la tabla siguiente,

Ejemplo max . {Final)Iteracion No: 3
Basic ®1 ' x2 x3 x4 sx5 8%x6 Solution
z 4,00 0.00 0.00 " 1,00 2.00 0.00 1350.00
1) x2y -0.25  1.00 100.00
2) %3 z 1.50 © 0.00 230.00
3) =wb 2.00 0.00 20.00
+/ = (xX+ s/8=slack/Surplus Rearcif
Tabla 2.1
[ 1 1 T
7 3 °
¥y 160 |
‘X,=| oz |=|230 B'=| 0 5 0
sx, | 120 21
L 4

Para el primer valor critico ¢, se obtiene B;'b(t) 20,

- -

11

- =0
y 2 4 430+ 5001] [100+ 225/
z |=| 0 % 0 ||460+100¢ | =230+ 501
5X, 21 420 - 2001 20~ 1100

L m

resolviendo las desigualdades anteriores y utilizando las expresiones (2.4) y (2.5) se obtienc,
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En [;;
100 225
230 50
20 -1100
Tabla 2.2
~bo/bo
bo <0 bo>0

T100/225=-0.44
230/50=-3.6

-20/-1100=0.018

Minimo =1 = 0.018 | Maximo ={ =-0.44

Tabla 2.3

entonces el intervalo de f es
-0.44< 1 <0018,
En 7 =1 = 0018 la desigualdad que representa la variable sx, es igual a cero,
entonces para cualquier valor dé 1> 0.018 sxstomara un valor negativo. Es necesario saber
que sucede cuando £ > 0.018 | por lo tanto, se utiliza el método simplex dual siendo sx; la

variable que sale, para lo cual se utilizan operaciones matriciales y cuyo algoritmo se

muestra en el apéndice.
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¢ Baseparar=1¢ =0018

°X,.=| z

5%,
y los costos de estas variables basicas se representan por,

Ce=[2 5 0]
CeBy'= [ 1 2 0] y¢( zj—c,-j paraj=1,4,5 estan determinadas por

110
8P, -c}=[120] 301 |-[300]=[412]
| 100

Sea x, = sxsy secalcula oo’ para j=1,4,5

(o, oy ag)=(renglon de B;''asociado consxs) (P Py Ps)

1 1 0
(o apad)=[-211] 301 [=[2-21]
1 0 0
. ] | ,
0 = minimo{ —-,|- 5 —= 5 por lo tanto entra la variable sx,.
Seai =1y secalcula B,
T 1] (1] 1
2 -2 | 4
C’..‘:Bo—l P.1= 0 E,’-—' -0 (-—-'-:;]: 0
-2 + 1 - 1
- . L J 2
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. 1 - = —
s 'ZW = -3 O 00 -
1 1 -
B'=EB'=l 01 0 0 —o0oi=l0o = 0
0 0 -—|] -2 1 1 1 1
1 -c— -—
L 2__ 11 2 2]
para obtener e! valor critico #; se calcula
B 'b(1)20
! 1
0 ¢« a 1_
¥y | 430+ 5001 105 - 50t
z J={ 0 5 0 [|460+100¢ [=]"230+50¢
AX 4 i 1 L.420 - 200! - ]0 + 550(
R

resolviendo las desigualdades anteriores y utilizando las expresiones (2.4) y (2.5) se obtiene,

b, b
105 -530
230 50
-10 550
Tabla 2.4
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B, <0 B, >0

-105/-50=2.1

-230/50=-4.6

10/550=0.018

Minimo =t =21 |Mdximo=1=0018

Tabla 2.5

Entonces el nuevo intervalo de f és

0.0185r<2.1.
o Baseparat =1, =21
Y
‘X, =] =z
85X,

y los costos de estas variables basicas se representan por,

Cn:[ 2 5 0]

5 1 :
CoB'= !: 0 5 3 } y ( z-¢;) paraj =1, 5, 6 estan determinadas por

| 1
_] 3
2

1

Sea x, =y y secalcula a/ para j=1,506

T
]
‘_"U
|
[
-
[e——
1l
—
o
SRRV

oot

o - O
=)
I un
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(o) o) a$)=(renglonde B

(@) af af)={ 00

1
4

—_— ) —

<O - O

—_ O O
H

o) —

] -

asociado con y) ( Py Ps Py)

como todas las &/ > 0, entonces no hay solucion factible para 1> 2.1

La solucién es,

t x y z z
-0.44 £1<0.018 0 100 +225¢ | 230+ 507 | 1350 + 700«
0018<srsg21 0 105 - 50r | 230 +50¢ | 1360 + 150/
1>21 No hay solucidn factible.
: Tabla 2.6

Comportamiento de la funcién objetivo

18C0

1700

1600

1500

1400

1300
1200
1100
1000

3]
£

Figura
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2.3.3 Aplicacion a un problenia de minimizacién céncava

Considerando los }esultados de la programacion lineal paramétrica el valor optimo de
[Q(u)] se encuentra representado por una funcidén convexa o¢(u) que es afin en ciertas
piezas . El dominio de @(u) es el:politopo,

Q= {uecR*: plu)<+e= } ,
contenido en :

WS,

donde
ne = min {p'y (y.x)eD, xeR",ye.R"},

n' =max {p'y (y.x)eD, xeR", yeR*}.

La pieza en la cual @(#) es afin es un politopo Il se conoce como pieza lineal de
@(u) . Existe una familia P de politopos I'T de tal manera que Q=U{IT: IT € P } | es decir,

que ¢l dominio se divide en subregiones lo cual es consecuencia de que la funcion objetivo

sea monotona |

Otro politopo importante para la solucién de [Q(u)] es ¢l generado por la restriccion

yeS definido como,

pS) = {ueR*: u=p'y, i=1.2,.. ky yeS} ;

entonces la solucion total es la interseccion de p(.5) con los politopos I,
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El siguiente teorema muestra que los problemas de minimizacion concava que

cumplen con /a propiedad de rango r pueden representarse a través de una proposicion

paramétrica.

Teorema 2.16-

Sea V el conjunto de todos los vértices de los poiitopés IMM,=TNp&), I R, y para
cadauv € V, sea z"=( " x") una solucion basica dptima de [Q(u}] .
Si
uw eargmin {f (Y uelV)
entonces z* resuelve [ P].
Demostracion.
Si para cualquicr 1€ se indica el conjunto de todos los puntos z=(y,x) que son soluciones
optimas de {Q(u)] por Z., entonce.?j(z) =flz") paratodo z, =’ € Z, La propiedad de rango
rimplica lo §iguieme ; |
pPly-y)=0, =12, kyc(x'-x) 20 implica f{z") 2 A2)
P(y-yN=0, =12, kyc(e-x?) 20 implicaflz) 2 fz),
entonces flz)=f(z").
Se define la funcion F(u) sobre 2 para cada neQ), [(u)=f{z) donde z es cualquier punto en

2.



Sea 1 cualquier pieza de @(u) y sea w=om'+ (1-o)u" paran’, u” e MMy 0 a < 1. Si
2'=(y'xVeZ, vy z"¥(y", x") e Z;,-- entonces, z=(y,x) con y=ay +(1-a)y" y x=ocux+(1-ot)x”
donde x satistace

cx=acx " +(1 —a.)cx "=oup (1 ) +H(1-a)p (1 Y=o (),
es decir zeZ,, y debido a que f{z) es una funcion cuasicéncava ,

F(u)y=fz) 2 m::{r {fiz ')ﬂz")}=min{(F{u '),F(n“)} :
Por lo tanto, la funcidén F(u) e:s cc')._ncava sobre cada pieza [T ¢ R . Ademas como ya se
explico , una funcién céncava logra su minimo sobre cuaiquier politopo en un vértice de
éste , en este caso se trata del politépo TN p(S) . Como consecuencia el mejor valor de u
se define como
u e arg‘min (£ ne TNp&)).

Considerando cualquier solucion fact}iblc de [ P]. esdecir, cualquier zeD tal que z=(y,x)
conyeS, p'y=uwn,, =12 .k vy ladefinicion de z“= ()", x") como una solucién dptima
de [Q(u)] se tiene

pPly-y) =0, =120k y elx-x")z0.
Como '€ D, la condicion de rango r i;"nplica

A2z fi2) 2 f2"),

comprobando asi la optimidad global de z*", »
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24 . EL  PROBLEMA .DE TRANSPORTE - PARAMETRICO
ASOCIADO A [PPT(K)]

El problema [ PPT (k) ] es un problema de minimizacién céncava que cumple con /a

propiedad de rango r 'y por lo tanto se asocia a €l un problema lineal paramétrico de

transporte como se explica a continuacion.

Como ya se definio el Problema de Produccion-Transporte con Costos Concavos

[ PPT (K) ] es el siguiente :

km

[ PPT (K) ] Minimizar :‘z=gfy;,.... o) + erc,}.x,j
=t =
sujeto a
ixu =y, i=1,..k (balance de las fabricas),
I
‘
va = b, J=1...m (demanda en almacenes),
=
Y, S, i=1,...,k (capacidad en la fabrica /),
X, ¥ 20 Vi, j (condicion de no

negatividad) ,
donde

z=(x)e R¥ xR an
y=0nyo o )€ RY,

x={x,}e R*"
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La funcién objetivo

) = g0+ 26,

f2l jal
cumple con la propiedad de rango r para los vectores p' = ¢', i=1,2,...k y ¢ = {c;}e R™",
donde ¢’ es el i-ésimo vector unitario de R,

Entonces , para z'=(y", x') se tiene

ﬂz') "_'g(y') +'iicu‘x;j 2 g(y) + iicux;j =./(z)

i=l j=1 =l g=)

Y,

e(y-y)=yi-yi=0, =12,k vy

c(:;'- x) =iic,}(x; -x,) 20

1=l fel

Asi. .| PPT (k) ] es un problema de minimizacion concava que satisface /o
propicdad de rango r .

Un resultado interesante eé que p'=¢', entonces p'y = y, paratoda i=1,2,. .k lo
cual indica que paraz =y, x)yz'=(y' x") y=y' esdecir , que la parte no lineal no varia
y por lo tanto solo se considera Ia:panc lineal de la funcion objetivo dando como resultado

el siguiente Problema de Transporte Paramétrico [ PT (y) ] asociado a [ PPT (k) ].
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’ k om
[PT(y)] = Minimizar . chuxu

1=] jal

sujeto a
lejzyl ’=1v aka
j=
k
x, =b, Jj=1...m,
i=|
x, 20 Vi,

El valor optimoen [ PT '(y) ] se indica por ¢ () . Se cumple que, ¢ (y) <+ siy

s6lo si y pertenece al simplex de dimension (k-1)

‘ £
Q= {J" = (Y1 Yy i) Zyl =85y 20 1= 1-2-----!‘} <R’

i=m]

La familia P de piezas lineales [T de @ (y) es tal que Q=1{I1: Il € P }. Ademas se

observa que S={ ye R* . yi<s,/=12, .. k}y (py.p'y ... p"y ) =y, siendo asi el

politopo de restricciones  p(8§)=S.
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CAPITULO 3

REDES Y [ PT() ]

El problema paramétrico de [ PPT(k) ] es un problema de transporte ,es decir, una red para
la cual cada solucion factible t;fs un arbol de expansién. Lo anterior permite que el
problema paramétrico obtenido ge analice desde la perspectiva de redes. Esta estructura
ofrece ciertas ventajas para la obt‘encién de las piezas lineales de la funcion que representa
el valor optimo de [ PT(y) ], v de los vértices de éstas con el politopo formado por las
restricciones de capacidad . Por eilo, en este capitulo se presentan conceptos sobre redes ,
arbol de expansion vy propieda:des que son aplicables a [ PPT(3) ] para obtener su

solucion a través del calculo de piezas lineales y vértices.
|
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3.1 REDES Y ARBOL DE EXPANSION

En el capitulo uno se mostré que la representacion grafica del problema de transporte
corresponde a una red como lo muestra la figura 1.1 . Entonces en general, una red es una

grafica formada por nodos (puntos ) y arcos (flechas) a través de los cuales circula un flujo .

A continuacién se muestra la definicion formal de una red.

Definicion 3.1
Una red consiste de dos conjuntos 4 , N y una funcién. El conjunto A esta formado por los

arcos (lineas, ramas, flechas} yel conjunto N por los nodos (vértices o puntos ). La funcién

F: A—> Nx& asigna a cada jeA'una pareja ( /, i Y)e NxN tal que i #i ', se considera que Nz

(xls,Czs )

Figura 3.1 Unared.

Como se puede ver en la figura 3.1 una red es una grafica en la cual los nodos
(circulos) tienen un namero para identificarlos , los arcos (flechas) indican la unién entre

dos nodos y pueden ser dirigidos si son flechas que indican la direccion y no dirigidos si
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son sdlo lineas . Si una red tiene arcos dirigidos se conoce como grafica dirigida en caso
contrario es no dirigida. Los arcos es el medio por el cual se indica que un flujo pasa de un
nodo a otro y éste se representa E_como x; para el flujo entre los nodos 7 y j. Otro dato que
también se puede incluir en cadg arco es el costo unitario del flujo que pasa por él y se
denota como ¢ para los nodos 7, j. En la figura 3.1 se muestran la notacién del flujo y su

costo entre los nodos 2y 5. Cuaﬁdo-todos los nodos de una red estan conectados ia red es
conectada o conexa.

Analizando un poco mas Ii_os nodos se tiene que cuando de un nodo solo salen arcos
éste se llama nodo fuente y si solamente llegan los arcos se llama nodo sumidero. El
namero de arcos que salén de a un nodo / se denomina grado exterior del nodo y se
representa como g.(/), el grado iﬁterior es el nimero de arcos que llegan al nodo iy  se
anota como g,(/), el grado del n:odo i es la suma de su grados interior y exterior. Por
ejemplo en la figura 3.1 el nodo 1 es nodo fuente y el nodo 5 es nodo sumidero
los grados del nodo 3 son : g¢(3)=\1 ,&(3)=3 y g3)=4.

~ Otro aspecto que también Stl? maneja en las redes es la cardinalidad de un conjunto,
es decir, el nimero de elementos que tiene éste representado entre dos barras paralelas |
por ejemplo en lared de la figura 3:.1 la cardinalidad def conjunto de nodos N es |N|=6.

Un tipo especial de red que ;e maneja en este trabajo es la red bipartita que consiste
en dividir el conjunto de nodos en dos subconjuntos, de tal manera que un nodo soélo
pertenece a uno de ellos y los arcos conectan a dos

nodos cada uno de diferente

subconjunto, como lo muestran la siguiente definicion y la figura 3.2 .

69

yeepui——
T &

i S ————



Definiciéon 3.2 :
Una red G es bipartita si el conjunto de nodos N se divide en dos subconjuntos N;y N;  con

N/ N, = de tal manera que cada arco (/,j)ed estal queieN;,jeN: ojeN,, ieN,.

——

Figura 3.2 Red bipartita.

En las redes existen lo 'que se llaman trayectorias que consisten en indicar un
camino a través de una sucesion de arcos sin que se repitan los nodos, por la tanto, cada
arco esta dirigido “hacia” un nodo / y “fuera” de un nodo /. Si una trayectoria es cerrada se
denomina circuito. En el caso de que una red presente una trayectoria en la que no todos

3

los arcos estan necesariamente dirigidos a un nodo especifico recibe el nombre de cadena ,

y si ésta es cerrada se conoce como ciclo.

et
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Figura 33 (a) Una trayectoria {5)Una cadena (c) Un circuito (d) Un ciclo .

+
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Una funcion importante de los nodos es la denominada potencial, la cual se define a
continuacion. ) .

Definicion 3.3

Un potencial # en una red G es una funcién real definida sobre el conjunto de los nodos N,

N>R,

El valor « (§) es llamado el potencial enel nodoi.Conelarcoj~(i,i') (el arco queune

los nodos / e i') se asocia la diferencia de potenciales

v{(}=u(i") - u())=tension a través de j.
El signo de la diferencia depende de la orientacion del arco. Asi se define la funcidn tensién

ven A, y se denomina el diferencial del potencial u.

En la siguiente red , figura 3.4, los valores que se encuentran dentro de los nodos
indican el potencial y el nimero que se encuentra sobre cada arco es la tension que hay en

ellos.

Figura 3.4 Ejemplo de la funcion de tension.
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‘En la solucién del problema .de-transporte se presenta un tipo especial de red
conocida como drbol de expansion | para establecer su definicion primero se trataran

conceptos sobre drbol y sus caracteristicas.

Definicion 3.4

Una red se dice arbol si es conectada y sin circuitos. Esta red tiene al menos un arco.

Figura 3.5 Un arbol.

Las caracteristicas de un arbol se presentan en el teorema siguiente.

Teorema 3.5

Sea (s una red { o grafica) en la cual N es el conjunto de nodos y 4 es el cdnjunto de arcos,

con |N|=n> 2. Las siguientes propiedades caracterizan a &G como un arbol :

1. G es conectada y no tiene ciélos,

t

g%

. {( tiene n-1 arcos y no tiene ciclos,
3. (5 es conectada y contiene exactamente n-1 arcos,
4. (; no tiene ciclos . si se au +eénta un arco a (G entonces se crea un ciclo,

5. (/ es conectada y siuno de sus arcos se elimina la gratica resultante es no conectada.

= s S — g —————— P Y

'
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Demostracién.

I= 2 Sip denota el nimero de veces que aparece un arco conectando al mismo par de
nodos, m denota el nimero de arcos y v(G) es el namero de ciclomé.tiéo de G, que
indica la dimensién del subespacio de R™ generado por los ciclos que en ella
forman, entonces (1) implica ;
que la grifica sea conectada, entonces
=1 v(G)=m-‘»n+.p=0.

Asi, ‘
m=n-p=n-1.

i=>3 Seav(G)=0,m=n-1, porlo que
p=v(G)-m+n=1,
pdr lo tanto & esta conectada.

3=>4 Sip=1,m=n-1, entonces
viy=m-n+p=0.

De lo anterior se concluye que G no tiene ciclos. Es decir , si un arco se aumenta
el numero ciclomatico esiigual a 1, y hay exactamente un ciclo en la nueva red .
4=>5 Si( no fuera conectada, entonces dos nodos a y b no estarian conectados, y un

arco { a . b) se podria aumentar sin crear un ciclo, lo cual contradice (4).

Asip=1 v((5)=0,yporlotantom=n- 1.
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Si un arco se elimina, se c;bticne una grafica G con’
m=n'-2, vG"H=0.
Asi
p=v(G)-m+n'=2
y G' no esta conectada.
5=>6 Para cualesquiera dos nodos a y b hay una trayectoria conectiandolos, si G
es conectada. Esta trayectoria es Gnica.
6=>1 Si G tiene un ciclo al menos un par de nodos estarian unidos por dos trayectorias

distintas , lo cual contradice (6). [ |

Otra caracteristica de un arbol consiste en que cuenta con al menos dos nodos con

grado igual a uno , estos nodos se [laman terminales .

Teorema 3.6 i

Sea (7 un arbol. Entonces G tiene al menos dos nodos terminales.

Demostracién.
Suponiendo que G es un arbol con 7 nodos. G tiene m-1 arcos y la suma de los grados de
los nodos que conforman esta red es 2(m-1). Si ¢ no tiene al menos dos nodos

terminales, es sencillo concluir que la suma de los grados de los nodos seria mayor

que 2(m-1}. : [
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Ahora, corresponde definir a un arbo! de expansion,

Definicién 3.7

1

Un arbol de expansion de una red conectada G es un arbol que pasa por cada nodo de G.

En la figura siguiente los arcos méas gruesos forman un arbol de expansion.

Figura 3.6 Un arbol de expansion.

3.2 EL MODELO DE TRANSPORTE Y EL ARBOL DE EXPANSION

La relacion que existe entre ¢l modelo de transporte y el arbol de expansion consiste en que

cada solucién basica del modelo de transporte se encuentra representada por un arbol de

expansion.
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En las tablas que muestran una solucién bésica de un problema resuelto a través de

la técnica de transporte se observa que las celdas ba51cas no forman ciclos.

La forma matricial del modelo de transporte es,

Minimizar zZ=cx
sujeto a
Ax=d
x20

y. se tiene que

A= (all v a1z, L, Ay » dn, vy oo, Qi ).

donde ay son las columnas de A4 las cuales se representan de la siguiente manera

Qy = €+ €pyy i=1,2...m, i=1,2,.. n;

€ Y €m+, SOR  vectores unitarios en R™*"

posiciones respectivamente,
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aa=e,+e

en la cual las celdas (s,r), (p.r), (0.0, (k) y (n,5) son basicas y Si a ¢stas se les aumenta la

o dg:lda (k.s) también basica se observa que se forma un ciclo y se obtiene,

27

mey =

o O O o - O O

o -

« posicidén |

- posiciéon m+ j

R N . T

fp-' - p .

[P S R .
-] _

a1 ,,'.'7

Tabla 3.1
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Qnr = Qpr + apr -Qut Q- Aps = (en + Cuer ) - ( ep + enu—r-) + (ﬂp + L’mﬂ) - (Uk + emu) +
(ek + emﬂ) - (en + cmﬂ) =0.

" . . .A':S
El resultado’ anterior-indica que los vectores anr, Gpr , @pi , G, Giks , Gns SON

linealmente dependientes , por lo tanto, no pueden estar en la base y se concluye que un

conjunto de celdas basicas no puede formar un ciclo.

Teorema 3.8

En el problema de transporte a cada solucion basica factible le corresponde un Unico arbol

de expansion.

Demostracion.

Un conjunto de celdas basicas no puede contener un ciclo , entonces , la sol}xcién debe ser
un arbol o varios arboles de expansidon ( bosque ) . Suponiendo que la grafica de la solucion
no contiene una celda en algin renglén 7 ,en consecuencia, el renglon de la matriz asociada
consiste unicamente de ceros, por lo cual no puede ser una base. Lo anterior indica que una
base contiene al menos una celda en cada rengldon y en cada columna,

Sean las celdas basicas (c,d) y (e, /) de la tabla siguiente. ;
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Tabla 3.2

Si la celda (e,d) es basica entc;nces las celdas (c,d) y (e,f) estan conectadas a través de la
cadena basica {(c.d) , (e,d), (e,f)}. Si la celda (e,d) no es basica el vector a.s se p_uede
representar como la combinacién lineal de los vectores bésicos siguientes :
ed = Qpg=Apy t Aps + oo + Ay~ Qo + Qew,

Las celdas basicas (c,d) y (e,f) estan conectadas por la cadena basica {(c.d), (r,d), (r.5),
(1,8),..., (w10),(e,w), (e,f)}. De lo anterior, se demuestra que cualesquiera dos celdas basicas
estan conectadas por una cadena en la grifica de la base y , por lo tanto, la grafica de la
base es conexa.

La matriz de vectores asociados con un arbol de expansion tiene una submatriz triangular
(superior) de orden (m+n-1) x (m+n-1) con unos sobre la diagonal. Como se sabe un arbol
tiene al me‘nos dos nodos terminales. Considerando un nodo terminal del arbol representado

en la tabla 3.3 por la celda (p,q) , el vector a,q = ¢, + ¢n., es el Unico vector del arbol con

un elemento distinto de cero en el renglon p.
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Tabla3.3

Efectuando una permutacién d¢ renglones y columnas en la matriz T de (m + n) x
{(m + n - 1) de los vectores del arbol, de tal manera que este elemento distinto de cero esté

en la Gltima columna y el Gltimo rengldn de la matriz. Entonces T es

o3

en donde T, es la matriz asociada con los vectores del arbol cuando se eliminan el renglon
p y el vector ap,. Entonces sé obtiene un nuevo arbol conexo como se muestra a

continuacion ,

B . ?

»- —e
®

Tabla 3.4
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Ahora, considérese el nodo terminal representado por la celda (g.4). El tnico punto en la
‘ . j” B lr:l\ e . ‘ I \‘: . - cad
columna h es el terminzl, :entonces agh.= ¢ +. emen €5 €l Unico. vector con un elemento
. Eoe .o N, .li}l‘
distinto de cero en el renglon-m+1. Efectuando permutaciones de renglones y columnas de

tal manera que este elemi;nto_;:distinto de céro quede en el tltimo renglén y la Gltima

columna de Ty, se obtiene

T, p q,

T=|101q,

0 0 1
Este proceso continua, Eventualmente se obtiene una matriz triangular (superior) de orden
(m+n-1) x (m+n - 1) con unos sobre la diagonal y un rengldén con (m + n - 1) componentes.

Con lo anterior se demuestra que el rango de T es (m+n-1) y en consecuencia, T junto con

un vector artificial forman una base de A. n

3.3 EL PROBLEMA [PT (y)]

1

A continuacion se explica la estructura de red de [ PT (y) ] y como se aplica ésta en la

obtencion de las piezas lineales y sus vértices . El analisis que aqui se muestra corresponde

al caso de tres fabricas ( /=3 } .




R

- —

3.3.1 Anilisis del problema [ PT (y) ]

Al problema [ PPT (k) ] se le asocié un’problema de transporte paramétrico denotado
como [ PT (y) ], este problema se representa con una red bipartita denominada G la cual
esta formada por dos conjimtos de nodos :
Fi.  fébrica i-ésima =12 ...k

By: almacén j-ésimo =12, ...m

y un conjunto de arcos (4, /) conectando cada fabrica F; con cada almacén B .

.Figura 3.7 La grafica bipartita asociadaa [ PT (y) ] .

En G se identifica un conjunto de arcos E para el cual se tiene que

Ge: es una subgrafica generada por un conjunto no vacio de arcos de GG
llamado .-
s (B es el grado de £, en (5 (nimero de arcos incidentes a B)).

g () es el grado de F en G
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‘g{}_(E): goLy={i:ge(F)=1). EE S A

Este conjunto E tiene las caracteristicas siguientes.

Definicién 3.9

Un conjunto no vacio de arcos E de G se define como una etiqueta , si G es un arbol
cubriendo todos los nodos 7, /= 1,2, ... k y existe ﬁn conjunto Ne{1, 2, ..., m} de tal
manera que

ge(Bys2 VjeN y g (B)=0 VigN, (3.1

entonces N se conoce como la base de la etiqueta £ .

Figura 3.8 La ctiqueta £ de base N={B\,B.}.

¢Cuantos nodos forman la base de la etiqueta £ 7
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Proposicién: 3.10
Si E esunaetiquetadébase Ny g =g (B), j= 1,2, .., m, entonces 1IN s k-1,

“lgo(B)l22 y g, =k+b-1, conb=1N].

j=l

Demostracion.

Gg es un arbol con k+b nodos y con k+m-1 arcos, asi » g, =k+b-1. Ademés,
j=l

k+b-1 2 2b y porlotanto 1< b <k-1. Debido a que un 4rbol tiene al menos dos nodos

terminales Igo (&) |22 . Por (3.1) B; no puede ser un nodo terminal y por ello hay al menos

dos nodos F; tales que ge (F)) = 1. ]
Para el caso de tres fabricas las etiquetas que se tienen son las siguientes.

Definicion 3.11
Un sistema £ de la forma E= {h} o E= { (1, €) ; (i, f2, 1) },donde h, £ €{1,2, ..., m}, h<t

y (i, i, i3) es una permutacion de {1, 2, 3 }, se le llama una etiqueta de [PT (y) ].

Para cualquier etiqueta £, se define
O = {1, (2,M), (3.1}, N(E)={h} si E={h}

QU= {Cin kY, G2, M) (G2 0, (3, DY, NI ={h, e} si L= {(h, &) (i1, i, 15) }.
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' La etiqueta [£ al ser un arbol que cubre los nodos F; necesariamente debe pertenecer

- aun arbol de expansion. de la red G como se establece a.continuacion,

Prdposicién 3.12
Sea T un arbol de expansion de G.

a) T contiene una tnica etiqueta £ tal que

(1,2,... AN = OJF , (3.2)

izl
donde N= { j: gr( B;=2)} es la base de £ y los conjuntos

J={jeN (i jYeT}, i=1,2, ..,k (3.3)

no pertenecen a la etiqueta.

. k L]
b) Para cualquier y que cumple con Zy, = ij el sistema

i=| J=l

S, =y, =02,k G
=l -

k

>x, =b, =1.2,...,m, (3.5)
i=]

x;=0 v (ij)eT. : (3.6)

tiene una unica solucion x ={x; } tal que para todo (/, j )eFZ, x;= &, () es ura funcién afin

deyyux,= b paratodajel,, =1, 2, k
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Demostracién.

a) El conjunto de todos los (i, j )'e T que cumplen con gr(B,)22 forman una etiqueta en 7.
La etiqueta E no tiene algin (/,7) € T con gr(B)=1. £ se forma por todos los
(i,j)e Tcon g1(B))=2 porque ‘de otra manera G seria desconectada.

Para el caso de &=3 se tiene :

i T i n

e,

ig, (B,)= nimero de arcos én T = (namero denodosen7)-1=@3+m)-1=mt2
Y ‘
Como lsgrB) <3,V , existensdlo dos posibilidades

1. gr(Bsy=3paraunnodo By, y gri(B)y=1,Vj=h,

2. gr(By)=gr(Bp=2 para dosnodos Bry Bi.y gr(Bp=1,Vj=h 1.
En el primer caso , £= {h} es la Onica etiqueta que satisface las condiciones
establecidas. En el segundo caso. como T no contiene ciclos, hay una sola /, conocida
como /s, tal que ambos (iz, A)eT y (in, £)e€T . Entonces, considerando A < £ e

indicando la i tal que (7, A)e T por i; y la otra i por i3, obteniéndose asi la etiqueta (nica

E= {(h, €); (i1, i, i3) } que satisfacen las condiciones establecidas.

k
b) Esto se deriva de que los nodos 5, con je UJ, son terminales de 7 y la matriz del

sistema (3.4) y (3.5), donde se omiten todos los (/,7)e7, es triangular. u

Como se sabe toda solucion basica de [ PT(y) ] se representa a través de un arbol de
expansion |, en el cual se encuentra una etiqueta. Esta solucion es factible y dptima si se

cumple con et sistema (3.4)-(3.6)y x;20,/=1.2,.&k, j=12,..m.

t
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Ahora, para los valores de y considérese el conjunto M formado por todos los

. _‘hlil'meros‘de la forma ij “donde J es cualquier subconjunto de {1,2, ..., m‘},Mes finito. .
. jed

o

Definicién 3.13

Un vector y={(y1,)2,y3)eQ esregularsiy eM, Vie(l, 2,3}

- Lo anterior lleva a pensar que en una solucion basica todos los arcos que forman
una etiqueta llevan una cierta cantidad de productos , es decir, no pueden estar vacios
porque esto indicaria qué algunos de los nodos involucrados no estan conectados. Entonces,
la demanda de un almacén de la etiqueta sera proveida por dos o mas fabricas pero no por

una sola y porello y, €M .

Proposicion 3.14

Si yeQ) es regular entonces para cualquier arbol de expansion T factible a | PT (y) | le

corresponde la solucidén basica factible x = {x,}, que satisface la condiciéon de x, > 0

v(ij)eT.

Demostracion.
Si(4,j) €\l eselunico arco de 7 conectando a B, con algun 5, , se tiene que x,, = b;para

todos esos arcos (7, j ). Por lo tanto, si x; = O para algun ( /, / )eE entonces se tiene que
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Para identificar los arcos que pertenecen.a una etiqueta y los que no son parte de
ella se utilizaran potenciales .
Sea una cadena X en G comenzando en uno de los nodos F;,i= 1, 2, ..., &, los

arcos de K se pueden dividir en dos grupos K (impar) y K (par), de tal manera que el

primer arco ( el incidente en el nodo inicial) pertenece a K" y cada dos arcos adyacentes

pertenecen a diferentes grupos. Se define

Y(KY= De,- D¢

fhylek” tLjlel’

—— gy e

Para K= (i1 .f.12) ¥} =v(K).

/

Wy — —_
'YJ -—C"“, C,“,.

Se interpreta | Y | como la ganancia ( si y¥" < 0)ola pérdida (si ¥ >0) de

preferir el arco (71, /) al arco i1, j ). Es util notar que

l “Yl;fi = __Yf:u . ,Yl‘:r, . _Yl;r, +- _Yl;l) .

Sea 7 un arbol de expansion de G y £ un nodo fijo, entonces para cada nodo F;

existe una unica cadena K; de /~y a F; . El numero y (K), frecuentemente referido como el
potencial del nodo dado en 7, se definird como v; si el nodo es /; 0 w; si el nodo es B; .
Asi, para cualquier arbol de expansion se define un conjunto de potenciales

{v,, =123 0w j= 12, ..., m} detal manera que
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V=0
wi-vy=cy V(i j)eT. (3.7

El resultado anterior lleva a la siguiente proposicién, -

Proposicion 3.15
Si ye ) es regular entonces existe un arbol de expansion Ttal que es el Unico optimo para
[ PT (y) ]. Este arbol de expansion se caracteriza por la existencia de un conjunto de

potenciales {v;, i=1,2,3 ;w,,/=1,2,...,m} satisfaciendo

w,—v,=¢, V(i j)e T .
w.o—v,<c, V(i j)e T.

Demostracion.

Para cualquier arbol de expansion factible 7y cualquier (i, j ) & T,y (Ky) =ciy-wt+vi,
donde K es el ciclo creado en T pdr unir ( 4,/ )y puede _suceder que nunca sea igual a cero.
Considerando que y €5 regula}. Para resolver [ PT (y) ] se obtiene un arbol de expansion T
optimo con un conjunto de pojten'ciales satisfaciendo

wi-vi=cy V(ij)eT, | (3.8)

wi-v<cy VY(ijleT 3.9

tomando en cuenta que ¥ (K;) =¢iy - w;+ v,z 0 YV (4, ) ¢ T, entonces la segunda

desigualdad implica que

w-v<ey Y(iLj)eT , (3.10)

De (3.8) se tiene w; - v, = ¢,y cuando x> 0, asi
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cx = ZZ(WI - vr')xif = Z":Z’:x&"zwjzxu = Z\’fy: . ijb;__" Lot
i ] j r : p 7

N R PO
- i VIR t
. Bt Goeleny A vy Mg o

7" Por otra parte, por la
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proposicion” (3Q1¢4‘), para cualquier solucion factible
x'={ x,J }corres.pondiendo al arbol factible T'=T se debe tener xu 20 Y(i)eT", asi x;; >

para al menos un (i1, 1)eT. Lo anterior junto con (3.8) y (3.10) implica que

HE

CEDRREEDW NI PRAPRIAD R RPN -2 wiby = ox.
' [ ] FoT 7 ! ]

Asi cx >cx, por lo que, x es estrictamente mejor que cualquier otra solucion basica

factible. |

Entonces, s se tiene un arbol de expansion factible se tiene su etiqueta con la cual

se describe una pieza lineal.

Teorema 3.16

a) Todo arbol de expansion factible, con potenciales {v;,w; } y la etiqueta £, determina

un politopo no vacio i
'f | M= {yeQ ;)20 V(ipek},
donde { &,0), (i.Nek)} és la solucion del sistema lineal (3.4) - (3.6).
b) Este politopo I es una pieza lineal de () : la solucion x = {x;} del sistema (3.4)-(3.6)

genera para toda yelT una solucion basica optima de [ PT (y) | , mientras el valor

6ptimo es una funcion afin

.om L
o(y) =y wh, =2 vy, yell. (310

gl 1zl
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Demostracion, | * .

: --':Sea l"un arbol de expansmn dual factlble. X""{.‘Cg} la solucién basica asomadal

.-’)_.-- at - o -

‘ -de [PT (y)] deﬁmda por (3 4) (3 6) y la ethuctaE de T. Las funciones x,,'"l‘,;, (y)
V( i, j )ET son aﬁnes el sistema E,;, (y) 2 0 V ( i j)eE deﬁne un polltopo I1. Si para cada
jeN se toma un arco arbitrario ( r(_j),j )eE y sea Xy = b, para = r(ﬂ, x; =0,V i=r())

entonces x={x;} satisface las ecuaciones'(3.4') - (3.6), para y,-'=Z{b_,. : r(j):i} .

i
i=1. 2... ..k .En consecuencia II es no vacio. Como la solucién x es factible (x 2 0),

entonces toda yeTl sera también optima para [PT(y)]. El valor 6ptimo de [PT (y) ] es

k m
o) =cTx y como x; =0,V (i, Hel, de 3.8) y (3.10) se tiene c'x =D > (w, - v)x,

1= =1

por (3.4)y (3.5)se da (3.11). | [

Hasta este momento se ha considerado que el problema es no degenerado. Aunque
la degeneracion ocurre en muchos problemas, se puede manejar un nimero pequefio
positivo 6 de tal manera que

cy =¢, +J% .

Sic={cy,} se reemplaza por ¢ = { cy } entonces y'" se convierte en

‘l'! _Yrjl, + j(ﬁ’l 6‘:).
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Por lo que cualquier y (K) .es un polinomio en 3 no igual a cero y con un numero

M ‘

. “‘finito de raices. Se elige"uri.8 que corresponda 2 la menor- de las raices positivas y

5e(0.50), asi y (K)#0 para cualquier cadena elemental.

s

3.3.2 Cilculo de las piezas lineales

Para obtener las piezas lineales es necesario calcular las etiquetas propias de los arboles de

expansion que representan las soluciones basicas factibles de [ PT (y) ] .

Definicion 3.17

Una etiqueta £ de base N se define como propia si existe un conjunto de potenciales
{v,,w; =123, jeN} que cumpl;:n con |

wov=c,. WQpeE (3.12)
w-v<c,, V(ij)ek jeN. (3.13)
Para el caso de =3,

E={h} Vie{l, 2, 3}, jeME), (r:,_/')eE, )

= ((he): (i, ia, i)} (/<€) con

W=V, <G Y W, Y, <G 3.14)

ey e  ——— P Ak i 4 i -
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Por lo que cualquier y(K) esun polinomio en & no igual a cero y con un numero

© finito de raices. Se elige’uri.3o que corresponda 2 la menor ‘de las raices positivas y
. L. hl' “ |:

§e(0.50), asi y (K)#0 para cualquier ¢adena elemental.
3.3.2 Célculo de las piezas lineales

Para obtener las piezas lineales es necesario calcular las etiquetas propias de los arboles de

expansion que representan las soluciones basicas factibles de [ PT (¥) ] .

Definicion 3.17

Una etiqueta £ de base N se define como propia si existe un conjunto de potenciales
{v,,w, =123, jeN} que cumplen con

wi-vi=cy, V(J)eE E, ' (3.12)
wi-vi <y, Y (ij) € E, jeN. (3.13)
Para el caso de k=3,

E={M Vie{l, 2, 3}, jeNL), (i.j)ek, o

E={(h ¢); (h, iy, )} (h<£)con

Wo—V <, Y W, TV <G (3.14)

[t




Figura 3.9 Una etiqueta propia.

Pero jcomo se determina una etiqueta propia 7,

Proposiciéon 3.18

Para todo par (b, £) con h<£ hay una tnica permutacién (/1,12 ,i3) que determina una etiqueta

propia L = {(h,8): (i Iz, i3)} . Esta permutacion es la (nica que satisfzice
<, (3.15)

Yo < Yo < Yo
donde

1 —
Yhe = Cn ~Cit -

Demostracio.

Por (3.12).

w, =, =C,~Cnt Cihe Wy =V =6, T et e

—_—




A aa g b e e
NP [

‘mientras (3.15) es equivalente a

es decir ;

t1

Ciit = Cih +Cn <Cit

Cin =Che <Cip ~Cir <Cn TCh0

€, — Ciye T €iye <Ciyn

La primer desigualdad en (3.15) significa

fy
Yh!

o st oy sk (.16)

Ash. (3.15) < (3.14).

La permutacion (iv,in,f3) corresponde  al

{Y',., = 1.2.3} considerand

de i.

Para toda etiqueta propia £ con potenciales {vi .

orden del conjunto

o valores cada vez mas grandes, tomando como base los valores

=102, 3 0w = L2, m} se

definen los conjuntos Jy(£), 4= 1. 2, 3 tal que

JEy=tje(1. 2, JDAN(E) 1 vg+ g <Vit ¢ Vv i#q}.

A una ctiqueta propia s¢ pueden aumentar los arco

(3.17)

s del conjunto J, y asi formar un

arbol de expansion.

Proposicion 3.19

Sea /o una etq

ucta propia y 7(2) ¢l arbol de expansion obtenido por aumentar a I todos

los arcos (¢.j) tales que jedy, g= 1.2, 3.
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" Demostracion.
Considerando que E es una etiqueta propia entonces existen potenciales v , i=1, 2, 3\ w,

JjeN(E) cumpliendo con (3.7) y (3.14). Como ya se defini6 w; satisface para todo

je{l,2,.. mI\N(E)
wi-v =cy, V(iNETE), | (3.18)
Wj—v,|<CU', V(T,])e T(E) (319)

Seajef{l,2,....m\ N(E) el cual pertenece a algin Jo(E), ¢=1,2,3,

es decir

U JE= {12, ... MI\NE) .

g=1

JAEYNJ(E) =B (p =),

Considerando lo anterior hay una anicaq €{1,2.3 }talquej € Jg
Vgt Cy< Vikey Yizgy estableciendo que
W= Vot Cg,

se tiene que w, <V +Cy Vizq esto demuestra a (3.19).

Para £ = { (h, £) . (Inizh)}, se tiene

(vll +cl|;) - (vi: +szj) =(vl'| ”vi’)+(ci|} _ci:j) - 'yh3 +Yl;'= ‘l

(. +e)) = (v, +6,) = (v, =¥, )+ (€, =6,) = 1 =P Y

(”'! + C':J ) - (V'i * C':J‘) = ("’r, - vl‘;) + (Crlj - cl,j) = _Y'fl') + Y':'l‘ R
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Por lo tanto, para E = { (h. £} : (iyizi2)} los conjuntos Jo(E) para g=1,2,3 son,

J(EY =i ey <y v < v (3.21)
JoE)= (s <y <) (3.22)
J (B = {2 m} (V. (BYUJ, (B {h,2}). (3.23)
Si ¢=hy y!" +y;" =v)" Entonces, E={h}y
By ={jmhoy? <yl <1y (3.24)
JE)= {jih Yy <yi.yy <ﬂ’} (3.25)
J(EY= {2 m (EYUJ,(EYU ). (3.26)
Considerando lo anterior, las biezas lineales se calculan de la forma siguiente .
Teorema 3.20
Para ¢l valor optimo de la funcion o(y) de [ PT(V) ],
a) Toda etiqueta £= (k) determina una pieza lincal TI(£), tal que
I'[(E)={yeﬂ:y,—- ijzo.f=1,2,3}. (3.27)
Jed (E)

con (). ie{l, 2, 3} deﬂnida por (3.24), (3.25)y (3.26).

b) Toda etiqueta propia L ={ (h. €) . (hiaia) } determina una pieza lineal, [1(L), tal que
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mm:{yeQ}Osy,.. - b, Sb,,,'O-Sy,J - b sbt} (3.28)

15y (E) 1%, (B)
con J, (£), gef{l1, 2,3} definido por (3.21),(322)y(3 23).

Demostracion.

nido de aumentar a

Para cualquier etiqueta propia £, 7(E) indica el arbol de expansion obte

- todos los arcos (g, /) tal que jeJo(E), = 1. 2, 3.

a) Si [£ = {/1} entonces para cualquier yell(E) la solucian basica , x = {x;}, de [ PT(y) |

correspondicntes a T(£) se da por

x. =b, VieJ,(E), i=1,23

t J

X, =y, — 2.b; i=1,2,3.

Jei(E}

De (3.27) se tiene que x;20,i=1,2,3, asi x= {x;} esuna solucién factible de [ PT(y) ].

Toda x, es una funcion afin dey y o) =Z’Jc,j.xv es una funcién lineal de x, de lo

cual sc obticne que @(y) es una funcion afin de y para yell(£).

b) Si £ ={(h0). (i1f2i3)} entonces para cualquier yell(E) la solucion basica

correspondiente a 7(£) se da por
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x,, =b;

xflh = yfl - zbl
Mdyon

Xip = b, ~ Xih

Xig =X, 7 zbl
Jedon

Xig = by =X,

VjeJ, (E),

De (3.28) se tiene 0<x,,sb, ¥ 0<sx,<b, asi x.,20yx,20 Y como

resultado  x ={x;} es factible. Ademas como toda x; es una funcion afin de y, entonces

¢(y) es una funcion afin de y enll'I(-E). i

E! nimerc de piezas lineales a calcular esta determinado por el nimero de

almacenes que se tengan, por lo que se trata de un numero de combinaciones que

depende del valor fijo m. Las piczas lineales referidas por IT(E) definidas por (3.27)

son triangulos y por {(3.28) son rectangulos .

Teorema 3.21

m(m -1}

a) Se tienen m piezas lineales de primera clase y = piezas lineales de segunda

clase,

b) Cada pieza de primera clase es un triangulo homotético a §2.

¢) Cada picza de segunda clase ¢s un paralelogramo cuyos lados son paralelos a dos lados

de £2.
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(5.0,0)

(0,5,0) | (0,0,5)

i

Figura 3.10 Las piezas lineales de primera clase (1) y segunda clase (2) de Q2.

Demostracion.

a) Como cada pieza de primera clase corresponde a un indice #e{1,2, ..., m} , por lo

tanto, se tienen m piezas de esta clase.
Cada par (/1. €y con h, {1, 2,....m}y h<l da como resultado una etiqueta propia

15 ={ (h, €); (ivizi3) } 0 una pieza de segunda clase. Como hay EL”—;—I-)» maneras de

escoger una pareja (A, €) tal que /1 < fyh tefl, 2, ..., m}, el nimero de piczas de

S min —1)
segunda clase es igual a 5

100

e ==
——— —




S e v

p it g b R I R E T

b) Definiendo f, = ij para /=1, 2, 3. Entonces la pieza I'l(%) con £ = {h} se describe

jeJ (B}

como el sistema

{y,EB, i=l,2,i‘>;

3.29
yeQ (3.29)

A partir de que cada desigualdad ¥, 2P; determina un semiplano acotado por una linea
recta paralcla al lado y=0 de £, entonces el poligono (3.29) els un triangulo homotético
de Q2.

¢) De (3.28) se tiene que una pieza TI(E) con £ ={ (h, £} ; (/1i2i3) } es el conjunto de todos

valores de y que cumplen con
P,sy < B, +b,
B, sy, sB, +5 (3.30)
yel)
El conjunio {yeQ:B,l <y, SB, +b,,} es una banda acotada por dos lineas rectas
paraielas a ¢l lado y, =0 de €2, mientras {yEQ:[},1 <y, SB, +b,} es una banda

acotada por dos lineas rectas paralelas al lado y, =0, sus intersecciones determinan un

paralelogramo cuyos lados son paralelos a los dos lados y, =0y y, =0 de Q. ]

Como ya se habia mencionado la unidn de todas las piezas lineales forman el simplex €.

Teorema 3.22

La familia 1> de todas las piezas de primera y segunda clase forma una cubierta de Q.
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Demostracidén.

Considerando un valor yeQ arbitrario, regular. Por la proposicion 3.15 existe un Unico
arbol de expansion 7T éptimo para [ PT(y) ). Como la etiqueta £ de T es propia, se define
un arbol de expansién 7{E) (proposicidén 3.19). De la unicidad del arbol de expansion
optimo se tiene que 7(£)=T, es decir,la “solucién pésica optima x={x;} de [ PT(y)]
correspondiente a T debe satisfacer x, =5, Vje J, (E) asi

para fx = {h}

Xp=y,— b, =123,

JeJ, (B}
para £ ={ (h, €); (f1i2f3) }

xi,h = yr', - ij

148, (E)
xr,! =y1, - zb;
jady (£}
En el primer caso 0 € x; < by, i= 1, 2,3 se nota que ye[1(£), con TI(£) definida por (3.29).
En el segundo caso, como 05x,, <b, y 0<x,, <b,, se encuentra que yeIl(£) con TI(E)
definida por (3.30). Asi cualquier yef) regular pertenece a una determinada pieza de

primera o segunda clase. u




3.3.3 Cailculo de los vértices de las piezas lineales

Como ya se menciond , un problema de minimizacién céncava sobre un conjunto convexo
encuentra su minimo global en un ;aunto extremo de este conjunto ,y por ello, se calcularan
los vértices de las piezas lineales.

Las piezas lineales son vecinas unas de otras dentro de Q2 por lo que un vértice de
éstas pertenece a dos piezas diferentes. Las piezas de primera clase son triangulos
semejantes a {2 , pero los vértices en los que no coinciden se encuentran entre otras
piczas en las que al menos hay una de segunda clase, porque si fueran todas triangulos no
serian en su totalidad semejantes a (2 y tendrian los mismos puntos interiores que las
piezas de segunda clase. Por lo tanto, sélo es necesario calcular los vértices de las piezas
de scgunda clase y los de .

Las formulas que proporcionan los vértices de las piezas de segunda clase se

obticnen considerando una etiqueta propia £, su correspondiente pieza lineal IT y

Us{(ijyeli=1,2,.. .k}, jeN, (3.31)
V={(ij)ek jeN}, =12k, (3.32)
Bi= D 0, i=1,2, ..., k. (3.33)

64,
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Proposicién 3.23 NI I
Hay una correspondencia uno a uno entre ‘los vértices y dell y los mapas
ro N—{1,2. ..., k} tal que (r(J))) e £,V jeN. Siyesun vértice de Iy r es el mapa

correspondiente, entonces

a) ¥, =B.~+Z{b, :r(_i)=i} i=1,2.....k (3.34)

b) La solucién basica éptima 9 de [ PT(y) ] se define por

X =b,,sijeNeis (j),osijedi, x =0 enotro caso. (3.35)

Demostracion.

El sistema (3.4) - (3.6) implica que x;, = &; para todo ( i, j ) tal que j€J;, entonces se tiene

que

S x, =y -8, i=1,2,... .k (3.36)
(i SV,

Sx, =b,, vje N (3.37)
(.13l
o=b. Vjed  i=L2...k (3.38)

Si{x,=& 0. ( i, ek }esla solucion de este sistema'y
M= {yeQ: £, ()20 V(iJ ek }.

Si x,=E, (0 y &y o z0 Vv(i,j ye 2 entonces necesariamente y; 2 3; =0 ,/=1,2,. ..

Por lo tanto,

Il = {ye R* -'i)’. =5E,(0)20V (/)€ E}. 3.39)

1=/
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De lo anterior, cualquier vértice y de TI debe satisfacer k-1 ecuaciones independientes del

sistema
£y () =0, Y(ij)ek. (3.40)
Pero, de (3.39) se iene para toda jeN
| SE; ) =b;. (3.41)
: oy
'
asi todo subsistema‘
}
£, () =0.Y(ij)el, (3.42)
(B;)-1 ecuaciones linealmente independientes.

donde jeN se fija y se tienen | _UJ] -l1=ge

Dos grupos diferentes U generaran dos ecuaciones linealmente independientes. Por ‘v

anto, un vértice y de [1 corresponde a una seleccion de lUjl-l miembros de U, para

toda jeN, a este subconjunto de £ se le indicara como C. Asi para toda jeN.

HCOUFJ\: \U)|‘ ly
E,()=0,V (iJ yel. (3.43)

En consecuencia se tiene que

EN=b,, Y (iJ)E ENC., (3.44)

y asi, sir: No{1,2,.... Kk} indica el mapa para toda jeN, (r(j).Jj) es el unico miembro de

U\ C, por lo que, (HD.NEL VY

y'___B'_l_Z{bJ'_r(j):f}, f=!_2‘,..,k.

De esta maneri a cualquier vértice le corresponde un mapa’.
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Finalmente, la.parte b) se deriva de (3.44),-(3.45} y del teorema 3.16

En consecuencia, para una- solucién bdsica éptima de [ PT(y)] se determina

un arco (i* (J), ek para cada jeN tal que

RN FAS sjeN ei=i*()), 5.45)
v 0, enotrocaso,
y = )_jlx,., =p,+ A, v =2k (3.46)
P 4
cada pieza

Por lo tanto, hay dos posibles elecciones para el arco i*{j) , y porello,
= 3 las piezas lineales tienen cuatro veértices

tiene 2! vértices. Para el caso en el que &

(para]clogramos).
correspondiente  etiqueta

En el problema [ PPT (3)] se obtienen la

Zb} ge{l, 2,3}, definiéndose asi la

;EJ,Q(E)

propia £ ={ (1, &)} (hiziz) Yy /i, (E)Y B, =

pieza lineal TI(E).
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Los cuatro vértices de una pieza lineal de acuerdo a (3.46) son:

)’I?J':,:B., : =S-B:,_BJ,- y:,=Bi,
,Vl'-}’. ﬁ,"{’"b;.: ya —‘S_Bal B,—bh' ylz,':ﬁj,
yjl-.}‘i,=Bi,' y?,——S ﬁn, ﬁ:, ! yfs,:'si,'i_bl

y.‘:yzzﬂi,"'bhv y:,=S_E'i, Q,,—b _be- }’:=B,,+b,

(3.47)

Las soluciones basicas optimas de [ PT(y) ] para los valores anteriores de y, considerando

la expresion (3.45), son respectivamente:

1

xox o =h; v jed () qe b dyidy} Xin = Pn Xint

‘U
x 'x:';—b v jeJE) ge i o) Xon =0 X}
x*ixy =b; v jed (E) qgeli.i ) X, =by X;
x' :,"'b VIEJ(E) qe{.’w’zrﬁ}' x.‘,h'b x.‘,t

{_Los valores f{z) de cada punto =y . x)r=1 2,3, 4 son:

Fi2= g(y)+§: S eb, + Con b+ b

(1 jRS, (E)

f(zz)=g(yz)+z 2_," C‘r,hbh+cr:£bl

Jl;n—J(C)
_f(z’)=g(y }+Z Seyb, +e, b, 6B
F=l jPJ,{E)
f(z“‘):g(v )+z 2(, h, ""n;.h + ¢, .b
1=l jtJ(I-]
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CAPITULO 4 0

SOLUCION A [ PPT (3)]

En capitulos anteriores se establecié que el Problema de Produccion — Transporte con
Costos Concaves vy &=3 t PPT(3) ] se simplifica a un problema de transporte
paramétrico [ PT(y)] cuya solucidon es un conjunto de piezas lineales, de las cuales sélo es

necesario calcular los vértices 'porque en uno de ellos se encuentra el Optimo de
[ PPT(3) ).
!
En este capitulo se muestra el algoritmo que resuelve { PPT(3) ], su complejidad

computacional , ejemplos de su funcionamiento y aplicacion,
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4.1 EL ALGORITMO o

PASO o.

PASO 1.

PASO 2.

INICIO

Calcular y}" =¢ ¢ Vje{l, 2, .. ,m} iy, iae{l,2,3), 1210,

CALCULO DEL POLITOPO Q

1.1. Calcular Y€ que es el i-ésimo vértice de € (el punto cuya i-ésima

coordenada es s).
1.2. Calcular ¥’ que es la matriz de 3x» cuya i-ésimo renglon es ( by, ba, . . .,

b..) y todos los demas valores son ceros.

1.3. Calcular

i'e arg min{g(y‘)+ Zcubf}
i

121,2,3

y el conjunto

yr= oyt xlmx et ), f() =gl ext.

CALCULO DE LAS PIEZAS LINEALES

Paratodo par (h, €)yconh=12 ... ,m-1y & =~h+l .. ., mcalcularlo
siguiente :

2.1. Encontrar la pcrmﬁ_tacién { i\ iy i3) tal que

YLt ! 1
Yo <Y <Y
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2.2 Paratoda ge{l, 2, 3} calcular J By B, ¢

T Ey={j= By <yl gt wyss cyin) | B, = 2.8,
. JEJ,.
J (E)= {fﬁh"’f:Y?" <y <), B, =220,

jady,

JEy={L2..mh I, EYUJ, EYUEY) B.=Sb.

jed,

2.3, Las piezas lineales se expresan como :

ﬂ(E):{yeQ:OSy,I ~ X b,<b, 08y - >b <h,

Jedy (E) jed, (E)

PASO 3. CALCULO DE LOS VERTICES DE LAS PIEZAS LINEALES
Parar =1, 2, 3, 4 calcular lo siguiente ;

3.1. Determinar cada vértice y de acuerdo a :

Yy =B, ¥ =s-B, B, y =8, )
yoiye =0 v, oyl =s=p, =B, —h, yi =B,

vy, =B, yo=5=B, =B, ~b.  y. =B, +b,
Yyl =B, tb, yi=5=B, =B, ~b,~b. yi=p, +h]
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PASO 4. CALCULQ DE UNA SOLUCION BASICA OPTIMA

4.1, Para cada vértice ¥ se calcula una solucién bésica dptima x'= {x;’}

considerando lo siguiente :

x'ixg=b VjeJ(E) qe G0} Xin =0y X =
2ixl=b, Ve (B), qeliiui} xi,=b, x},=b,
x :x-:f =b, V jeJ (E), qe i) x.-l,h:bh x?,r = b,

x*ixy=b VjeJ(E) geli i} xth=b, x,=b,

por

‘ 4.2. Se calcula /(2" como se indica a continuacion .

. 3 ]
f(z1)= g(y‘)+z Zcrjb) +Ci,hbh +Cr',tb:

i=] j&J, (B
k)
fEH=g0)+Y, Zc,}.b‘, +¢,,b, +¢,.b,
1=l yad {E)
. 3 ’
f(za) = g(yl) +>:, zcajbj + Cr,hbh +Ci,!bt
el ged ()

3
f(z.l)k': g(y4)+ Z Zcu'b; +ci,hbh +C.,1b:

il ged (E)
4.3, Determinar y € argmin { f(z") y' eV}, Si [(2N<f(2) entonces,

=y )<= ().

PASO 5. TERMINACION

7' = (¥, x") es la solucion optima global de { PPT (3) ] .
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO

Parah=1,2,..., m-lvE=htl, .m Determinar

I y*e arg min{f(Z). y eV}

Caleular " = ¢ —¢ | Encontrar { 5, 1- ;) tal
: wy S \ . 3
vie{ll. .., myhLiz €12 3), h#Es QT STpe Vi

v

!

Calevlar J (E) v B, . =123
) s

e e e e ey
O |

Calcular YeQd v ¢ ‘
=123
l l Pyt a WL 0 2)
Obtener la picza lineal [I(E) ¢
Caleular
1 Z°=(y*x*)
fi2y=g0’y 2. c b
¥
e v ' Caicular 37X ¥ f(Z) 1 I
------ r=1234 TeemmT
o Terminacion

Calcular i*earg min (f2*))

).c= }.' ,K-= I' ,‘L":()".x‘)
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4.2 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Para analizar la eficiencia del algoritmo anterior a continuacién se tratan conceptos sobre

complejidad computacional. ‘

4.2.1 Complejidad computacional de un algoritmo

Un algoritmo es una s_ecuencia tie instrucciones precisas que dan lugar a un resultado
deseado. Para determinar que tan eficiente es un algoritmo se ha desarrollado la teoria de la
complejidad computacional, la cual se conforma por un conjunto de herramientas de
analisis que se utilizan para medir ¢! trabajo desarrollado por un algoritmo, tomando como
parametro de medida el namero lde operaciones elementales ( operaciones de adicion,
sustraccion , multiplicacion, division, asignacion, operaciones logicas) que éste realiza.

La eficiencia de un algoritmo se intenta establecer a través de la relacion entre e/
tiempo de ejecucion y el tamafio de dicho algoritmo, expresando el primero en términos del
nimero de operaciones elementales y el segundo en términos del niumero de caracteres
necesarios para codificar los datos de! problema; y que se conoce como complejidad

computacional del algoritmo.
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Diferentes casos de com'portnmicntoi en los algoritmos.

Es posible analizar un algoritmo desda; sus diferentes tipos de comportamiento.

1. El caso empirico estima el comportamiento de los algoritmos en la practica , para lo cual
se elabora un programa de computadora del algoritmo y se realizan pruebas.

2. El caso promedio estima el nimero esperaéo de los pasos que un algoritmo requiere,
para esto se utiiizan distribuciones de probabilidad y andlisis estadistico.

3. El peor de los casos proporciona cotas superiores sobre el nimero de pasos que un

algoritmo realiza, en este analisis se toma en cuenta ¢l mayor nimero posible de pasos a

calcular.

Notacion.

La medida de complejidad se usa frecuentemente, por lo que, tiene su propia notacidn

como a continuacion se muestra :

Pefinicion 4.1

Un algoritmo corre en un tiempo O(f(n)) si para algunos nameros ¢ y 1y el tiempo realizado

por el algoritmo es al menos ¢ f (1) para todo 1 2 ny.

Decir que un algoritmo corre, en un tiempo O(f{n)) para alguna funcidn f{n)
significa que si n es suficientemente grande, el tiempo requerido para ejecutar el algoritmo

no excede a ¢ f(#) donde ¢ es una constante no especificada ( no es significativa para
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valores' grandes de ») . Algunos conjuntos de O(f(n1)) que aparecen con frecuencia al
analizar algoritmos son :
O (1), O (log n), O (n), O (nlogn), O (), ..., 0 (7),...0 ("), .., O(n ).
Si la funcion tiempo de un algoritmo es de orden 1 se dice que dicho algoritmo tiene
compl_ejidad constante, si es de orden log n es logaritmica, si es de orden 1 es lineal, sies
de orden »” donde p es un nimero natural es polinomica, si es de orden ¢” conc > 1 es

exponencial y si es de orden 11 | es factorial.

Clasificacién de los algoritmos.

Los algoritmos se clasifican de acuerdo a su comportamiento en polinomiales vy

exponenciales,

Definicion 4.2

Un algoritmo es polinomial si el nimero de operaciones elementales necesarias para
resolver un problema de tamafio »n, esta acotado por una funcién polinomial en n. Un

algoritmo se considera eficiente si y sélo si es polinomial.

Algunos ejemplos de cotas de algoritmos polinomiales son om®, Omm),

O(mr+nlog(y , O(nm log (R’ m)), O(nm + n* log L)),
Un algoritmo es fuertemente polinomial si su tiempo de ejecucion ésta acotado por
una funcion polinomial sélo en ny m, y no comprende logC o logl/, en otro caso se trata de

un algoritmo polinomialmente débil. Algunos algoritmos fuertemente polinomiales se

encuentran acotados por las funciones de tempo O m) y (O{mopn).
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Un algoritmo exponencial es aquel. en el que su peor tiempo de ejecucidon crece

como una funcién que no puede acotarse por una funcién polinomial. Ejemplos de cotas de

tiempo exponencial son : O(c”), O(2", O(n 1) y O(n'®").

Dentro ‘de las ventajas de los algoritmos polinomiales con respecto a los algoritmos

exponenciales se encuentran las siguientes :

cualquier algoritmo polinomial es asintéticamente superior a cualquier algoritmo
al , . 4000 - 0. \ogn _»
exponencial, aln en casos extremos. Por ejemplo n°~ es menor que n si nes

suficientemente grande (n>2'9%99%,

las funciones de complejidad exponencial tienen un rango de crecimiento explosivo,

los algoritmos polinomiales en la mayoria de los casos, tienen un mejor
comportamiento en el tiempo de ejecucidn (tiempo menor) que los algoritmos
exponenciales.

un algoritmo polinomial puede Hamar a otro algoritmo polinomial como una subrutina y

el algoritmo resultante también es polinomial.

Clases de problemas.

De acuerdo a la dificultad de los problemas, éstos se clasifican como ©

Problemas indecidibles.

San aquellos problemas para los cuales no se puede escribir un algoritmo para encontrar su

solucion.
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Problemas tratables.

Son problemas que admiten un algoritmo polinomial para la obtencion de su solucién,

Problemas intratables.

Son aquellos problemas para los cuales no se pueden desarrollar algoritmos polinomiales,

es decir, solo se pueden resolver con algoritmos exponenciales.

Problemas P.

La letra P en este caso significa polinomial. Esta clase de problemas agrupa a todos
aquellos cuyo tiempo de ejecucion es polinomial.

Por definicion el conjunto de los problemas de la clase P son un subconjunto de los

prablemas de la clase NI, es decir, Pc NP.

Problemas NP.

Las letras NP denotan “polinomial no determinista”. “NP es la clase de problemas de
decision que se resuelven utilizando algoritmos no deterministas en tiempo polinomial.”
Un algoritmo no determinista es aquel algoritmo que realiza una seleccion arbitraria entre
varias opciones de una ramificacion. Este tipo de problemas se resuelven por una
exploracion arborescente, tal que la p‘roﬁmdidad de la arborescencia esté acotada por un
polinomio. En general | esta clase incluye todos los problemas que tienen algoritmos

exponenciales para su solucidn, pero que no se ha probado que no se puedan resolver con

algoritmos de tiempo polinomial.
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Problemas NP-completos.

Esta clase considera a un conjunto de problemas que cumplen con lo siguiente: un

problema que pertenece a la clase NP es NP-completo si todo problema de la clase NP

puede reducirse en forma polinomial a él.

Figura 4.1 Elconjunto de la clase NP.

Problemas NP- duros.

Este tipo de problemas considera que un problema , sea o no de la clase NP, es NP-duro si
todos los demas problemas de la clase NP se reducen polinomialmente a él.

La clase NP-duro se considera mas general que la clase NP-completo.
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Complejidad computacional del método simplex.

Debido a la relacién que existe entre el problema [ PPT(k) ] y el modelo de transporte, a
continuacién se explica brevemente la complejidad computacional del método simplex. Es
importante sefialar que el modelo de transporte es un problema de programacién lineal y el
algoritmo que le da solucidn , la técnica de transporte, se basa en el método simplex.

Considerando el siguiente problema de programacién lineal en su forma estandar :

Minimizar z=c'x
sujeto a Ax=b
xz0

donde 4 esuna matrizdemxnconm, nz2,be R” ¢, xe R" yutilizando el método
simplex se requieren cerca de m{n-m)+n+1 multiplicaciones y m(n-m+1) sumas en cada
iteracidn , es decir, que ambas operaciones son del orden O(mn).

Para determinar el nimero de iteraciones que se requieren, se sabe que el método
simplex consiste basicamente en trasladarse de un punto extremo a otro punto extremo
vecino. El dominio factible del problema lineal anterior conticne C(n,m) puntos extremos

que ¢l algoritmo tendria que visitar en el peor de los casos,

. ! nyY m
Cnym) = —=—em—— 20 — | 22" 51 n22m

mi{n-m)! \m
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por lo cual, se entiende que es necesario un.nimero exponencial de iteraciones. Lo

anterior muestra que ¢l método simplex y sus variantes, tomando el peor de los casos, son
algoritmos de complejidad exponencial.

En la practica el método simplex resuelve los problemas en forma rapida, pues no es
comun resolver problemas tan complicados como los que pertenecen a la clasificacion del
peor de los casos. Los problemas de tamaflo medio requieren de 4m a 6m iteraciones para

1

terminar las dos fases del método simplex y el nimero esperado de iteraciones es oxom para
n mayor que m, donde exp(o)<loga(2+n/m) y 1.25<0<2.5, entonces se espera que €l caso
promedio de este método tenga una complejidad computacional de O(n’n).

Borgwardt [ 1982 ] mostroé que el caso promedio del método simplex se comporta
como un algoritmo polinomial, en un cierto modelo probabilistico y utilizando la regla
de seleccion pivotal conocida como la Shatteneckenalgorithmus, es decir, O(7m"™"),

Smale [ 1983 ] mostrd que para todo valor fijo de m daba como cota superior del método

O((logn)"‘"'")). Hamovich [ 1983 ] combind la regla de pivoteo de Borgwardt con una
version mas general del modelo probabilistico de Smale, y mostré que el nimero promedio
de pasos de pivoteo es lineal, lo cual concuerda con la experiencia practica.

Lo anterior muestra que el caso promedio del método simplex se comporta como un

algoritmo polinomial.
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4.2.2 Complejidad computacional del algoritmo’

A continuacién se muestra que ¢l algoritmo presentado para la solucién de [ PPT(3) ] es un

algoritmo polinomial , es decir , un algoritmo eficiente.

Teorema 4.3

E! algoritmo antes expuesto , para la solucion de [ PPT(3) ], requiere O(m?) operaciones

elementales y O(m*) evaluaciones de la funcion g(y).

Demostracion.

Este algoritmo requiere para la etapa de inicio 6m operaciones elementales, el paso |

implica O(m) operaciones elementales y 3 evaluaciones de g(y) y los pasos 2, 3 y 4

implican O{m) operaciones elementales y 4 evaluaciones de g(y) para cada par ( 4, { ) con

m(m —1)

h<e¢ yhte{l?2. . m} Considerando que se tienen —-

pares diferentes ( 4, € ) en

total, el algoritmo requiere  O(m) x (1+£’—(—T2—-—1—)J =O(m*) operaciones elementales y
3+2m(m-1)=0(m*) evaluaciones de la funcion g(y). . m
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43 ELEJEMPLO ... .. .

Para mostrar el funcionamiento del algoritmo se presenta ¢l siguiente ejemplo numérico.

En este caso tres fabricas (F1, F2, F3) producen un cierto producto, el cual se envia

a tres almacenes (5,, Ba, B,). Se considera que las demandas de los almacenes son las

siguientes:

y que cada fabrica tiene una capacidad superior a la demanda total.

Los costos de transportacion entre fabricas y almacenes son:

c={c,}=| 10
5

Los costos de producir y, unidades de productos en la fabrica F; para i=1, 2, 3 se encuentran

representados por la siguiente funcion concava no separable,

gO) = Ayl yf w3y e (ks 30000
Con los datos anteriores se requiere determinar las cantidades de productos a producir en

cada fabrica, y el plan de distribucidn de €stos hacia los almacenes a costo minimo.

Antes de resolver el problema ; pnimero  se verificara que la funcion g(y) sea una

funcion concava.
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‘ 3
E! total de la demanda es s =Zb: =15 por lo que la cantidad méxima de productos que
‘ e

cada una de las fabricas puede producir es 15 unidades, lo cual genera los siguieiites

vectores para yi, y1, ¥y respectivamente:

15 0 0
X, = x, =113 x, =| 0
0 0 15

Aplicando la definicidn 2.3 de una funcion concava, se obtienen los resultados siguiertes:

Valor de A | Vectores | Resultado
0 X;y X2 7.7=77
0 X2 Y X3 16.25=16.25
0 X3y X; 21.57=21.57
0.1 X}y X2 12.64>9.087
0.1 X2 ¥ X3 16.8>15.395
0.1 X3Y X4 24.3>21.038
0.2 Xy %2 14.7>10.474
0.2 X2y X3 16.6>14.54
0.2 X1y % | 24.84>20.506
0.3 x;yx> [ 1628>11.861
0.3 Gy x| 1624513685 |
0.3 X3y Xy 24.98>19.965
0.4 X1y X2 17.58>13.248
0.4 X1y Xy 15.76>12 .83
04 oy x| 24.86>19.442
0.5 XjY X2 18.7>14.635




Valor de A | Vectores | l'{ietsullt:.ldo
0.5 x2yx; | 15.18>11.975
0.5 x3yx; '|.24.55>18.91
0.6 x;yx; | 19.68>16.022
0.6 X2Y X3 14.5>11.12
0.6 x3yx) | 24.03>18.378
0.7 x;yx: | 20.53>19.965
0.7 X2y x; | 13.68>10.265
0.7 X1y X; 23.29>17.846
0.8 x;yx; | 21.24>18.796
0.8 X:yx; | 12.656>9.41
0.8 X3Y Xy 22.25>17.314
09 X; Yy X2 21.78>20.183
0.9 2 yxs | 11.2558.555
0.9 X1y X; 20.7>16.777

1 X1y X2 21.57=21.57

l X2y X3 7.7=17.7

] X3Y X; l6.25=16.25
Tabla 4.1

De acuerdo a los resultados obtenidos se determina que g(y) es una funcién

concava,

Otra forma de determinar si una funcion es concava consiste en aplicar el teorema

2.6, para lo cual se obtienc la matriz Hessiana de g(y),
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ALY -} 4 -4 4
HOY=| -34  <bit-da -pa |,
-5 4 S BT PR

-1
)

A= §72 +|3y2+%y3)
Sea el vector zeR’, z

cbncava, asi

:TH(}"): =-zly 1 - zlz

. El valor de 4 es positivo y no nulo .

T

=[z, z, z,] . Como se sabe si ZH()z $ 0 la funcidn g(y) es

EA_ZzlzzA_Szgz‘A__E;_y-i_.iiA*M,zzA_hjy;;_82:
9 9 27 4°% 18 27 4 81

Para valores de 2,20, 2,20, z;20 se cumple zTH(y)z < 0 y por lo tanto g{)) es una funcion

concava,
SOLUCION

Aplicando el algoritmo

PASO 0. INICIO

se obtiene:

SI l'l=l iz=2

=Lyt =cn

cnp=5-3=12

‘]."—'2 Y .I_,z = Cy12-C2= 3-8 =5

J=3 v menen=4-4=0
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Sin=1 (=3
=)= ‘Cll'csl=ﬂ5-5 =0
J=2 ¥y =en-3n=3-3=0
J=3 P =cien=4-7=23
Si i1=2 i;=3
J=l yP=cpen=10-5=5
72 yP=cpncnp=83=5
=3 YV =cencpn=4-7=-3
Si #1=2 ip=
J=1 y]'=cy-¢y 1= 10-5=5
J=2 yi=cnp-cn=83=5
J=3 vy =cpc3=4-4=0
Si =3 =]
J=Uv'= Cx1-cuy= 5-5 = 0
=2 ¥ =cp-1=3-3=0
J=3 vy =cneenn=T7-4=3
Si i1=3 =2

=1y = cnmen=5-10=-5

'

J=2 ¥ = cneen=3-8=-5

12
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'PASO 1. CALCULO DEL POLITOPO Q.

i
1.1. Eltotal de la demanda es's-"-ij =15,

J=l
Q={y= (1, y2, 13) : yrtyatys=s (=15), y1, ¥2, y3 2 0}
Q es un tridngulo. | |

1.2. Las matrices x' para/=1,2,3 son:

4 3 8 000 0 00
xX*={ 000 x*=| 4 3 8 x*=] 000
000 0 00 4 3 8

1.3. Calculando f(Z)=g(y')+ ZC,.J.bJ. i=1,2,3, para los vértices ', y*, 1’ de Q :

Para (')'=( 15,0, 0),

£(2")= 40" P+ ()™ cubrtenbartenbds,

f& )= 4(15) H(15Y +(5)(@)+(3)(3)+(4)(8)=82.57

Para (y")' = (0, 15, 0),

S &)= 07 +(5 57 +enbirenbytonbs,

F(2)= (15)"2+[4 (15)1*+(10)(4)+(8)(3)+(4)(8)=103.7
Para ()°)'= (0, 0,15),

£(2)=30) P& YV P ey bitendytenbs,

(2= 3015) 2+ [ 3 (15)P+E)NA)+(3)(3)+(7)(8)=101.26

El menor valor de f(z') es f(z'), por lo tanto,

yrE o xmExl 2=t @) = g0,
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15 4.3 8 :
y* = 0|, x*=| 000 y  f(z*)=82.57

PASO 2. CALCULO DE LAS i’IEZAS LINEALES
Calcular las piezas lineales I1(1,2), T1(1,3) y [1(2,3) ,las cuales son paralelogramos.
2.1. Para (/,6)=(1,2),
=l y),= 0= 5-3=2
i= Y, = Cc21-Cp= 10-8=2
=3y, c3-€32=5-3=2
Por 3.15)y (3.16)  y,svyL<yl, ., /=1, i2=2, =3 y la etiqueta propia es
E={(1,2) ;(123)}.
2.2. Parage{1,2,3},
g=1  A(L2)=(=12=/=3 1y <y vy YT <)
yiyi<y,? 0<-5 no se cumple,
vy +y3i¥<y)? -8<-5 se cumple,
como no se cumplen ambas condiciones, entonces :
J(€1,2) ;(123))=2 = B1= 0.
g=2  S(1.2)={j=12=)=3  y]'<y]' yP<y?)
| yi<y! 0<5  se cumple,

hi}

Y;J<Y5. -3<5 se cumple,
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como se cumplen ambas condiciones el arco que se incluye es j=3 entonces :
S2((1,2) 3(123)={3} = Ba=b;=8.
=3 A(1,2)={(1,2,3)\( DU3U(1,2)}=2 = B3= 0.
2.3. La pieza lineal es'el paralelogramo,

0<y <4
I1((,2);(123) = {0< y, <3
yesfl

e B i o ————

f———

PASO 3. CALCULO DE LOS VERTICES DE LAS PIEZAS LINEALES

3.1. Determinando " para r= 1, 2, 3, 4.

iyl =pi=0 yi=s-B1-Pa=15 ¥y =R3=0 = y'=0,15.0)7
2, Y — - —_ 2 . . 2__ T
¥ W —B|+b1—4 y2 —.S-Brﬁ;}-br-'l ] y:‘ -[33—0 p 3 ¥ —(4,1 1,0)
Y yl=p=0 yi=s-Py-Pa-ba=12 plEfith=3 = y’=(0,12,3)F
' Yyt =B +bi=4 yi=sPi-Pa-bi-bi=8  yi=Pytb=3 =  y*=(4,8,3)"

PASO 4. CALCULO DE LA SOLUCION BASICA OPTIMA

4.1. Calculando ¥'= {x;} para cada ) .

x': x}, =hy=8 xy =b1=4 xh, =by=3
xt: xI =hy=8 x} =b;=4 xL, =b,=3
' ooxl =h=8 \§,=l;1=4 x3, =ky=3
.4: 4 : M
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42 Parg z! = (y' ,’xi’).
BACHB T SN LE C13b3"‘.czlbl+cnb2,= 103.7
Para 2 = (yz,xz) :
S@)= 48+ yl+(y, +Ly,) + cubytenbitenby=91.8
Paraz'= (y3,x3) :
F@)= yh 438Gy, +3y,)5+ Cgilb;';cz|b14'632b2=93.66
Para z*= (y",x") :
JEh=ays +yf a3yl (), + iy, + %y,)y‘ + cnabsteribytenba= 81.656
4.3. f(H)=103.7>/(z*)
() =91.8>f(z%)
S =93.66> f(z*)
F(z%)=81.656<f(z%). l
En- este caso la solucion 6ptima es z“=(y‘,x4)—>z*=(y*,x"') , entonces;

4 400 _
y*=| 8| x*=| 008 | y f(z*)=81.656.
3 030

PASO 2. Calculando la pieza I'1(1, 3).

2.1, Para (h4,6)=(1,3),
i=1 Y:J: Cyp-Cr3= 5-4=]

=2 Y ,:_‘ = g9y-03= 10-4= 6
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§ "'i*—3 Y h= enmen=5-7=-2

Entonces y3,<y), <y , =3, =1, =2 yla etiqueta propia‘es E={(1,3) ;(312)}.
3.2, Para é;e{l,za}, SR .
=35 q=3  A(13)=(13:72 sy <y, y Py <yl)
Ly dyd 0=0 se cum;;le, =
y+y <yf' -5<0 se cumple,
se cumplen ambas condiciones , entonces :
J3((1,3) :(312))= 2= B;3= b,=3.
i=1=> g=1 J(1.3)-(e1 32 Y2 <Y Y <)
vy <y} 0=0 secumple,
yi<y} -5<0  se cumpie,
como el conjunto J3ya incluyé al arco /=2, entonces :
J((1,3) (312))=C = B;=0.
h=2= q=2  L(1,3)={(1,2,30\(2HUDU(1,3)}=0 = B.= 0.

2.3. La pieza lineal es el paralelogramo,

0y, =7
M((1,3).(312)) =¢0< y, <8
yefd
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" PASO 3. Cilculo de los vértices de la pieza lineal.

_*,+ 3.1, Determinando )" para r= 1,2,3,4.
Y =pa=3 P =5-B3-B2=12 yi=P=0 =  y'=(12,03)"
S _ _ T | 2_ T
Y oW =Py+51=7 3 '"S:'B}'Bl'bl"s‘ Yi15P2 =0 = Y _(8,0‘7)
¥ yi=ps=3 Y =s-By-Prbs=4 - yi=Pi+b=8 =  y'=(4,8,3)

¥y =Bythi=7 7= 5-B3-Bab1-b3=0 yi=Pa+b=8 =  »*=(0,8,7)".

PASO 4. Calculo de la solucién basica dptima .

4.1. Calculando x™= {x;’} para cada )’ .

x'ox),= by=3 x|, =b,=4 x/, = by=8
Xt xh = b=3 x3, =bi=4 xh=by=8
X xt, = 6,=3 x;, =by=4 x},= by=8
X1 4= by=3 X3, =b=4 xi = by=8

4.2.Paraz'= (' x') |
F(EN= a4yl +3y8 +(p, + 1Y+ cnbatenbiteiby= 85.86
Para 2’ = (yz,xz) :

SE=4yE 350w (4 Y+ cnabrtenbi+einby= 85.68

Para 2’ = (* xX°) ;

,f(ZJ)z 4 y|}§ + Vf/ + 3)’.(’ + (0 + l?}’: + %)’_\)y‘ + cabytonbitenby= 81.664
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J@Y= v +3yfly, + 1) +c52b3+c31b.491;b§= 75.98
4.3.  f(') = 85.86>f(z*) S
£ = 85.68 5 (=)

() = 85.664>f (z*)

f(z%=175.98 <f(z*).

En este caso la solucion dptima es z*=(* x*)—z*=(y*.x*) , entonces:

0 000
y*=|81) x*={ 00 8 y Jf(z*}=7598.
7 4 30

PASO 2. Calculando la pieza lineal T1(2, 3) .
2.1. Para (h,£)=(2,3), |
=l Y3 = c.;-c|3= 3-4=-1]
=2 vy}~ cn-ep= 8-4=4
=3 y3,= caeey=3-T=-4
Entonces v3, <y '2,<y§J‘_ /=3, i2=1, i1=2 y la etiqueta propia es £={(2,3) (312)}.
2.2. Parage{1,2,3},

32 L)

W=3mg=3 0 A(23)=0R23m s y eyl vty ey )

1
y <y} 0=0  se cumple,

3 b !
Y.2+'Y.1 <~,; -5<0  se cumple,



se cumpfen ambas condiciones pero el conjunto./s incluyd a el arco j=2 |, por
lo tanto, |
J((1,3) (312))=8 = ps=0.
=12 g=1 Si@23)=0232=1 1 v P <y P, v <))
yP<yy 0=0 se cumple,
yii<yl? -5<0  se cumple,
se cumplen ambas condiciones , entonces ;
J(@23) (312)=1 = Bi= by=4.
=2= =2 A(2,3)={(1.23N @ U (1) U(2.3)}=0 = B,=0.
2.3. La pieza lineal es el paralelogramo

0y, <7
M((23),(312)) =40 s y, 512
yelld

PASO 3. Cilculo de los vértices de la pieza lineal.

3.1. Determinando ) parar=1, 2, 3, 4.

¥y =B=0 ) =s-B3-pa=15 yi=B=0 = y'=(15,00)""
Y yi=pa+br=3 Y =s-Pa-Pa-br=12  yi=py =0 = y*=(12,0,3)"
¥y =0;=0 yi=sPaBa-bi=T7  yi=fath=8 =  y'=(7.8,0)"

y' oy =Pathy=3 2= 5-BaBrbabi=4 yi=Pathm8 =  p'=(4.83)"
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'4.1. Calculando »'= ,j'} para cada ¥/ .

1oy

PASO 4. Calculo de la solucion basica éptima.

Cxhix=b=4 x),= by=3
X x)=b=4 x} = by=3 x} = by=8
X xh=b=4 xp=b=3" ' x3,=by=8
x*:xh=b=4 X3 = b2=3 Cxi=by=8

4.2, Paraz'= (' x") :
| FE&)=4y8 + (0 + clbi+enbyreisbs= 82.572
Para z’= (* x%)
S 43K +3p% 5 0+ 3, F+ cuby + cubroisby= 85,86
Pz;ra 2= (yj.l”) :
F(@)=ayl + vl +(y + )P+ enbitenbds teaby=T9.357
Para z*= (*x") :
F(@Y=ayl + yF +3yf + (v, + Ly, + )5+ cubiteanbrtonby= 81.66
4.3.  [(z')=82.572>f(z*)
S (") = 85.86 > (z*)
S(2) =79.357>f(z*)

f(z)=81.66>f(z*).

En este caso la solucion éptima es la misma z*=(y* x*) .
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-+ 2" 'PASO 5. TERMINACION

N

La solucion optima global de { PPT (3) ] es

0 000
y*=| 81l x*=| 008 y Jf(z*)=7598 .
7 | 430

El resultado anterior indica que la fabrica 1 no debe producir , las fibricas 2 y 3
deben tener un nivel de produc;cién de 8 unidades y 7 unidades respectivamente,
distribuyendo 8 unidades de la fabrica 2 al almacén 3, 4 unidades de la fabrica 3 al
almacén 1y 3 unidades de la fabrica 3 al almacén 2 , lo cual da el costo minimo de

75.98 unidades monetarias. En la figura 4.2 se representan las piezas lineales y la

solucién Optima del problema.
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® Candidato para 6ptimo

® Optimo

(0,15,0) _ , (0.0,15)
i iz

Figura 4.2 Las piezas lineales y la solucidén dptima.

4.4 [PPT(3)] CON RESTRICCIONES DE CAPACIDAD

Hasta este momento se ha considerado que las fabricas no tienen restricciones de
capacidad, si lo anterior no se cumple se deben de tomar las intersecciones de las piezas

lineales con las restricciones de capacidad, lo cual se establece en el teorema siguiente:

137



.. Teorema 4.4

2l problema [ PPT(3) ] siempre tiene una solucion éptima global z* = (y*, x* ), tal que,

r.

"i‘:;‘.',= x” y y* esun vértice de QNS o un vértice'de un poligono IT* N S, TI* es una pieza

Yoo, h
Y

lineal.de segunda clase de ¢(y) .

Demostracion.,
Por el teorema 2.16, [ I;PT(3) ] tiene una solucién z*° = (y* x”") donde
yteargmin { f(x"): yeV)

y V es el conjunto de los vértices de to‘dos los poligonos QN Sy QN P. Si un punto yeV
no es un vértice de! poligono QM § enéonces éste debe permanecer sobre uno de los bordes
de alguna pieza [TeP la cual no es un borde de €. Por otra parte , se sabe que cualquier
vértice de una pieza de primera clase que no es un vértice de {2 debe ser vértice de alguna
pieza vecina de segunda clase. Por lo tanto, si un punto yeV no es un vértice de Q 1 §

entonces este debe permanecer sobre un borde de alguna pieza de segunda clase (teorema

3.22). =

Para resolver [ PPT(3) ] con restricciones de capacidad es suficiente calcular los

vértices de 2 Sy los de [1[) § para cada pieza de I1 de segunda clase.

138



N U

T e e

) Calculode los vért_iccs.‘»de QI Sniab cehisly SRS
';;'i"gdo vértice.de QN Sesla imersepcl:_ié‘ri";de_:al ‘menos dos lineas : yi=s,i=1230la
."_intc;séqgiéq ;de una de éstas, lineas con uno :.d.é" ;l_qs_, lados de €. Para cada valor i fijo, la
llpea Yy =5, corta las l?neas Yi =8y, izio, y,=0 :"éfq“en cuatro puntos, De‘esta manera los
vértices del triangulo formado por las lineas y, =s;, i = 1,2, 3 se cuentan dos veces, por lo
tanto, hay en total 12-3=9 puntos {no ngcesar_igmpn.te todos distintos) a ser considerados :
( 51, 52, 5-51-53 )' , (51,5-51,0), (5-52,5,0),
( 5y, $-51-83, 83 ) L (51, 0,5-51), (5-53. 0, 83) 4.1)
( 5-52-53,82,53),(0, 52, 5-52), (0, 5-53,53) .
Todos los puntos anteriores que cumplen cony; 20,V i=1 2 3, seran un

vértice de Q (1 S, El problema es factible si sytsy+sy 2 5 .Estos calculos se incluyen en el

paso | del algoritmo.

Cilculo de los vértices de [T{ S.

Este calculo s6lo se considera cuando la capacidad de produccion de las fabricas al menos
puede cubrir la demanda de los almacenes de la etiqueta correspondiente ,es decir , cuando

s2f, es un poligono en Q definido por los grupos de desigualdades siguientes:
B,sy, s m”’”{si, B, +bh} '
B, sy, s min{s',',B,‘ +b,} :

Y, S5, .
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Los dos primeros grupos de desigualdades definen a un-paralelogramo IT* con-lados
..'.;'B'é;ralt_alos' a’los lados-:de Iy MAS=IN .'{yﬂ:‘y,1 -s's,‘-}. El paralelogramo TT' tiene
- Shato vértices , 1a linea y::' =5, corta las éuétr'o lineas'que forman el paratelogramo IT'
éln‘ o'tfé)";"éﬁat;; pur'xto"s.: f’or‘ lo‘ tanto los ":/é;tiéés de T1 N S se encuentran entre los ocho
puntos que a continuacién se indican. Si ihW=1i=2,ih=3 y "
o, = min{sﬁ B, +b,,} ;
a3l= lmin{s,,,ﬁ,, +b,} ;
entonces, |
(Bi, 5-Bi-Ba, Ba),  (Br, s-PBr-os, a3)
(o, s-01-By, Ba), | (o, s-oy-cta, 03) |
{ Bi, $2, -Bi-52 ‘) . (ay, $2. 8-Cy- 32) (4.2)

{ 5-52-B3, 2. B3) . ( $-37-03, 32, O3 ).

Todo punto y en esta lista satisface el grupo de desigualdades anteriores y y;20,
i=1,2,3 esun vértice de [T 8. Para cada punto solo hay que revisar la factibilidad. Estos
calculos se incluyen en el paso 3 del algoritmo.

Las restricciones de capacidad y; < 5,7 = 1, 2, 3 sélo generan un nimero pequefio

mas de operaciones elementales, por consiguiente, la complejidad computacional del

algoritmo se mantiene.
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T
con:

A
1

m'fuentes y n arcos con costos no lineales

l-problema de minimizacién, céncava.
. (concavos) denotado como [ P(m;"n) 1, se puede resolver utilizando el algoritmo antes
- . . ) 'iﬂ: \.:&

- -expuesto si m+n=3, Los dos__problgmas'que‘.burﬁplen con la condicidn anterior son:

1. [P(1,2)] , este caso trata'de Una fuente y dos arcos con costos concavos.

. F
Y

2. [P(2,1)] , este caso trata de dos fuentes y-un arco con costo coéncavo.

Para la solucion de los problemas anteriores: se realiza una transformacién de los arcos

. 1
con costos no lineales a una fuente nueva y dos arcos mas, de tal manera que se genera una

red que es similar al problema [ PPT(3) ], y por ello se pueden resolver utilizando el

algoritmo mostrado. En ¢l apéndice se da una mayor explicacion sobre estos problemas vy

para mayor informacién consultar la referencia [30].

4.5.1 El problema [ P(1,2)]

EJEMPLO

Sea la red mostrada en la figura 4.3 , en la cual
No=Fo . I\,

Ni=8),

No=f7,

Ny=l1, By,

Ny=8j,
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(2 2i(x)

Mbi=2 Nobr=0
(4,5) | (6.5)
Nsby=5 Nobe=2

o

(8, gi(x))

Ns bs=3

Figura 4.3

Los costos de los arcos negros (No,le) y (Ms, Ns) estan dados por las funciones:

l+x¥si x>0

S+x%si x>0 y 2.(x) =
? 0 si x=0

£1()= {0 si x=0

respectivamente.
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v Pasol. . Seobtienen los valores de las trayectorias mas cortas :

L)
Lo e el

R L B L R N S S SN SR SO
"coi*=0, Coa*=7, - en*=2, C*=0
y la matriz de costos lineales ¢;; ,

., 4 7.12 13
{e)y=| © 2 5 6

o o o 0O

Paso 2. Resolviendo el problema equivalente [ PPT(3) ].
La funcidn g{y) muestra el costo de produccion,
gy min {g () &)+, gs(}’|‘+y2)+g2(.l’z)+2yz.
gy gty ooy 70ty
~ la matriz de costos de transportacion y el vector de demandas son,
4 7 12 13

c={e)=| ® 2 S 6 | y b={(b)=

0w o o 0

W N W

4
PASO 1. El total de la demanda es s=»" 5, =12, entonces €2 es el triangulo

1=l

Q=y={y= (o yuLy1) Yo+ i+t y2=5=12), yo,¥1, 220 }.

Las matrices x, para /=0, I, 2 son;
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[2523 | 0000 0000
x,=| 0000 x=2523| x,=[0000
Loooo 0000 12523

B el
cid A .

. , e 3 .
Calculando f(z) =g(y) + .Y ¢ x, .paralos vértices yo, y1, y2 de Q :

ey
Para (yo)' = (12,0,0),
J(20) = corxor+corxoateosxoy=(4)(2)+(7)(5)+(12)(2)+(13)(3)=106.

Para (y1)' =(0, 12,0),

7 (@) =5+ Yy + cixut caxizten xp= 5 + (12)"2 + (2)() + (2)(5)
+(6)(3)

f(z))= o0

Para (y2)' = (0,0, 12),

f(@) =1+ + cpatenxnt enxn= 1+ (127 + (2)(0) + (5)()
+(3)(0)

S (z2) = .

El menor valor de f{z;) es f{zo) , por lo tanto,

yt=y0 , x* =xp, z*= (yt‘x-r) j(z*) =g.(y#) + cx*.

12 ' 2523
y*=) 0], x*=x,=| 0000 y f(z*)=106.
0 00O
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. PASO 2. Calculando las piezas lineales T1 (1,2), TT (13), T (1,4) . T1 (2.3) .
S TIRA), TRA).
| - Calculando la pieza I"I.(l'j2).-. :
=0 Y= Cot= Ca=4=7=23
=l yp=curep=0-2=
=2 Yh=Cn-Ccn=w-0=0
entonces Y5, <yi, < -y:z . /1= 0,'i;=2, ;=1 y la etiqueta propia es
E = ((12); (021)}.
Para ge{0,2,1},
4=0 Jo(1.2) ={j#1,2 = j=3 6 j=4 , h=1, t=2};
Jj=3 72’ < Yfz , C03-023<Cp1-C21, 13-00< 4 -0 ".nO cumple.
S + 'Y‘wz <y? | (cor-cra)¥{ciz-cn)<cor-c
(12 - 5) + (2- ©) <4 -0 ., no cumple.
j= ¥ <¥® | Cos-Cra<coi-Cai , 13-0<4-00 .m0 cumple.
YO+ ¥ <y | (cosmcra)H(Cr2-c)<co1-Cay
(13-6)+(2-o)<4-wx .. nocumple
Jo((1,2):,(021))= @ = Bo=0.
q=2 J(1.2) ={j=1,2 = j=3 6 j=4  h=1, =2},
J=3 vi' <y L enemsen-cor 0 - 12 <0 -4

-12 <-4 .. se cumple.
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TR | ISR
Dot e YK Y $23561<ea2-Ci , ® - 5 <00 - 2

-5<-2 Tl secumple.
. 0 20 .
J= Yo <Yy’ Caa-Cos<cn-C01',0-4<c0-4
C0<® - : . se-cumple.

vy <y} | CuCl<epcia, 0 -6 <o -2, |.se
cumple.
~. El nodo dos une a los nodos almacén 3 y 4.
J((1,20:(021))=(3.4} = By= by by = 2+3=5.
q=1 Ji(,2={1,234N (QUEHU.2) =D = 1=0.

La pieza lineal es,

0y, =2
((12),(021)) =40 < y, <5
yeld
PASO 3. Determinando ' parar =1,2,3,4.
.}’l:ycl;=Bo=0 y2=5-Bg—B, =12 =B =0

yz:y3=ﬁn+bl=2 )’:2=-5"'Bn"Bl_b|=10 le=Bl=0
y3:y§=B,,=0 Y§=5"50“B1_bz=7 y[‘=ﬁ1+b2=5
}’43}’;=Bn+b1=2y;=S”B0"B|_b1_b2=5 y14=Bl+b2=5

por lo tanto,

¥'=(0.0,12)"
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PASO 4,

T e T et TS S S T e el TSI B T St s (L e g g e

y*=(2,0,10)7

Y=(0,57" e
y*=(2,5,5)".

.
et

Calculando x’= {xj} para cada .

A R S R P S
Xt xy=h=2  x,=be=3 x2 =b1'=2. x3, =by=5
ixh=b=2  x,=he3 x=bi=2 xh=b=S
xxd=b=2  x, =b4=l3 x5, =b=2 Xy =by=5.

Para z;=()' x'):
S @)=g(n)renxntciacatenxs, cax

0+(1+(12)% +(7)(12) =90.24
gn)=min {(5+ (121 + 0+ (12)%) + (2)12) = 38.7

o0

S(21)=38.7+ (‘?)(2) +(0)(3) + (x0}(2) + (0)(5) =
Para zz=(yz,x2):
[ (z2)=g(n)*+eaxenteraxaatcnxgtenxn

0+ (1+(10)" + (7)(10) = 75.64
gly2)= min {(5+(10)%) + (1 + (10)%) + (2)(10) = 33.8

o

S (22)=33.8+ (20)(2) + (0)(3) + (4)(2) + (0)(5) =
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Para z;=(y" x"):
S (23)=g0’3)+623f23"‘¢z4>~‘:4_4"c;1x11+c|;'x.|2

(5 +(SY5) + (14 (7)% +(7)(7) £60.88.
gOysy= min {(5+(12)%) + (1 + (7 %) + 2)(7) = 27,1

hes

S (22)=27.1+ (0)(2) + (0)(3) + (0){(2) + (2}(5) = o
| Para z=(y" x"): |
J (24)=g@4)+023x23+;92¢x24+001xo|+Cnx|2

5+ (Y + 1+ Y +(N)(5) = 46.1
gv=min 3(5+(0Y%) + (1 + (5) + (2)(5) = 22

"
S(20=22+ (2)(2) + (0)(3) + (4)(2) + (2)(5) = o0
f@)=w >fz¥)
S(z2)== > flz*)
S (@)= > flz*)
S (zs)= 0 > fiz*)

PASO 2. Calculando la pieza I1(1,3).
=0 y‘,', = .7
=1 y:J = 0

=2 Y= 0

148



L
s NP
A

e e I L L e R T

entonces ¥y, < i <) i= 0, i%2; h=1 'y la etiqueta propia es
E={(1,3);(021)}. |

Jo((1,3);(021))= @ = Bu=0 - .

J((1,3)(021))=4 =By =by=3- "+

Jlt(1|3)}(021)5='2 :;. By=b=5

La pieza lineal es,

0Ly, 2
TI((13);(021)) = {5 < y, <7
' yell
PASO3. yhy,=0  »=T  y/=5 = y'=(057"
yiyd=2 yl= yi=5 = y=(255)"
yioyi=0  yi=5 y=1 - = y=0,25)
yiye=2  y;=3 yi= = y*=(2,7,3)"

PASO 4. x':x),=b7=5  x},=bs=3 x}, =b,=2 x5, =by=2

.‘C:Z Xlzz =hy=5 x; =hs=3 xél =b|=2 xj, =b3=2
ixh=by=5  x7,=bs=3 x3, =b =2 x} =by=2
fhxi=hy=5  xi=he=3  xi=b=2  xi=by=2
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et i'!‘r,*..;'l-:.':.:z f(-'-'l)_=.°° ‘>f(z‘) L

S(z2)= 0 >f(2*)

f@y=wo >fE*)

Para z,=(" x*):
f@)=glyarenxirtermetcoxatenxs .

G+ ++E)* +(NE)=31.72
g(va)=min (5 +(10Y%) + (1 + 3)) + (2)(3) = 17.24

[+ ]

S (z)=17.24+ (2)(5) + (0)(3) + (4)(2) + (5)(2) =45.24
J(z)= 4524 <f(z%)

En este caso la solucién optima es za=(y" x*)—=z*=(y* x*),

2] f[2000
y=|7] x*=| 0520 | g=17.24
3 0003
£(z%)=45.24 .

PASO 2. Calculando la pieza lineal TI(1,4). '
=0 Y:l-z =-9

T:4=°0'6

-
1l
—

It
o

7124':00'0

) 2 . . . . .
entonces ¥, < v, < v . h= 0, =1, ih=2 y la etiqueta propia es

L= {(1.4).(012)}.
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- Jo((1,4),(012))= @ = Bo=0

J((147012))= 2,3 = By =b; + 55=;§+2=,

J(14),012))= @ = Py £6 " =i

La pieza lineal es,

TI((1.4),(012)) =

PASO 3. y': yi=0 yi=12

2, .2

Yiye=2 y =10

PR R

Yiye=2  y'=

PASO 4. Para simplificar la notacion se eliminara el superindice de las variables

()

x': 112=51;13=2
x*: X1255x)3=2
X x2=5x13=2
x* X13=5x13=2

S@)=w > f(z*)

S(z)=54.16 >f(z

J(z)=m o > 1 (2%)

X|1=2
Xo1=2
X|]=2

XQ1=2

*)

yi=
Y2 =3

yi=3

X|4=3
x14=3
X24=3

X14=3

O<y, <2
0y, <3
yell

= y'=(0,12,0)"
2__ T

=  »y=(2,10,0)

= y'=(0,9,3)"

=  y*=(2,73)

o e e e = e o A e et e e B e g £ A e



i

f(z)=45.24=f (:;") o -

N B A

. B - 3t . .

1 - B S L P "
LR oo oy N

_PASO 2. Calcutando la piezd‘li'ne‘a,.l n(z:;) " ”
i=0 Yoy = =5 |
i=1 Yy = -3
=2 yi= 0
entonces Y3, <y, < v5., /1= 0, k=1, h=2 y la etiqueta propia es
E={(2,3); (012)}.
Jo({2,3)(012))= 1 = Po=5=2
J(2,3)012)=@ = B1=0
J((2.3)0012))=4 = PBr=hs=3

La pieza lineal es,

2<y,s87
I((2.3):(012)) =43< y, <5
yeld
PASO3. y iyl =2 p'=7 yh=3 = y'=2,7.3)7
Vioye=1  yl=2 V= = y=(7,23)
Viyi=2  yl=s ¥;=5 =  y=(2,55)"
4.4 4_ 4 a_ T
Viya=7 = Y, =5 =y =(7,0,5)
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PASO 4. X‘lix‘o|'-=2x24=l:3 X|2=5 ) X|_1=2 e L .‘

2% m m o e
X7 xo1=2x24=3" . Xgr=5 - xpp3=

EEEEE N et TE N s
R EER R NTEIE
.

x: Xo1=2%24=3 1  X2=5 1 xpy=

4, - _ : _ R _
X" X01=2x24=3 X02=5 X13=

S as2amiry
Fle=69.31> f(2%)
Jy=e > (%)
Jlz=e > £ (%)

PASO 2. Calculando la pieza lineal [1(2,4).
i=0 Y3, =-6
i=1 Yo =-4
i=2 ¥l =
entonces Y%, <y, < vi, . 1= 0, =1, 4=2 y la etiqueta propia es
E={(2,4); (012)}.
Jo((2,4),(012))=1 = Bo=b=2
A((2,4)0012))=3 = Bi=h =2

J2((2,4),(012))= D = ;=0
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La piezalineales,. . +..."

“ e
f i

PASO3. yh:yi =2  yl=10 yl=

Yive=2 =1 yi=

Vive=1  yi=5 yi

L T
.r -14'. .

yhye=T yi=2 yi=3

PASO 4. x': x0=2x;3=2  x,7=5
x1: x01=2%,3=2 X07=5
x> X0 =2%13=2 x12=5
x x01=2x13=2 X07=5

J(@)=54.16> 1 (z*)
J(@2)=78.23 > f (%)
J(zs)=45.24 = f (z*)
[(@)=69.31>f(z*)

PASO 2. Calculando la pieza I'l(3,4).
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x|4=3
X14=3
X14=3

XQ4=3

C 25y°s7
I'I((24) (012))— OSy, <3
yeQ_

y'=(2,10,0)"
¥'=(1,50)
y=(2,7,3)"

y=(7.2,3)"



PASO 3.

PASO 4.

i=2 Y3, = ®

entonces Y3, <vy, <Yy, . =0, =], =2 yla etiqueta propia es

E={(3,4% (012)}. -
Jo((3,4):(012))= 1,2 = Bo= @&M;2 = 2+5=7'
AMGHEI2)=0 = pi=0
J2((3,4),(012))=F = B2=0

La pieza lineal es,

7Sy, s9
T((3.4);(012)) ={0 < y, <3
yeQl
YVive=1 — y=5s  y= = y=0150"
Yiyl=9  yi=3 y3=0 = y=(9,3,0)
Yia=1 o oyi=2 oy»=d = y=023)
yiye= = ¥ = =  y'=(9,03)"
x': X01=2x02=5 X13=2 X143
XII X01=21’01=5 X13=2 X14=3
XJ.' .¥01=2X02=5 X1:\=2 X|4=3
X4f xm=2x02=5 I|j=2 X14=
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f(z1)=78.23 > F(z%)
S @)= 91'.73 . 1@
f(z)= 69.31> f{:*j '.
J(z)=82.81 >7(z*),

Paso 3. La solucién 6ptima global de [ P(1,2)] es

2 2000
y*=|17 x*=| 0520
3 ' 0003

x*=[2 10 0 0 8 2 0 3 07

F(z*)=45.24

En las figuras siguientes se muestran las piezas lineales obtenidas, el vértice optimo y la

red optima de!l ejemplo anterior de [ P(1,2) ].
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el i, Wy

N e = S bt = A——— 1--%_'—-

e

Yo

(12,0,0)
® Candidato para éptimo

® Optimo

(0,12.0) , 55 (0.0.12)
i y:

Figura 4.4 Las piezas lineales y el valor optimo de [ P(1,2) ] .
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Nubo=-12

(1,4) (2, &)

Niubi=2 Nobr=0
(6,5)
Noby=5 Nibi=2
(8, g:(x})

Ns.bi-’—" 3

Figura 4.5 Lared optima de [ P(1,2) ].

4.5.2 El problema { P(2,1) ]

EJEMPLO

Sea lared delafigura 4.6, enla cual
No= 1o, Fi,

N=B,,

Na=I%, 14,

Na= B,
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R kb e i A et 04 2 it B3] 10 s

: N4=BJ,

N5=B4.

Ne, bo=7

@ i‘cl T

Niyb=2

(4.3) (6,5)

Niby=5 e Nybi=2

Ny bs=73
Figura 4.6

El costo del arco negro (No,V2) esta dado por la funcion

I+x% §i x>0

g(x):{o si o x=0
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SOLUCION

Paso 1. Seobtienen los valores de las trayectorias més cortas :
Clo*=0 - y C20*=c0

y la matriz de costos lineales ¢j; ,-

. w 2 5 6
{cy}=| 4 7 12 13
w 2 5 6

Paso 2. Resolviendo el problema equivalente [ PPT(3) ].
La funcién g(y) muestra el costo de produccion

g)= g(12-y1-3),

la matriz de costos de transportacion y el vector de demandas son,

2
w 2 5 6 s
c={cy}=| 4 7 12 13 | y b={b}= .t
w 2 5 6
3

4
PASO 1. El total de la demanda es FZb, =12, entonces 2 es el triangulo
j=l ‘

Q={y=0o.yLy2) Yo+ i+ »=5(=12), yo,)1.y220},

S={yeR’:0<yy$7,05y,27,0<y,55}).
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A i iy vt s ehe s r e e

Calculando el conjunto de vértices de los poligonos S Q , se tiene

que yi20, i= 0,1,2 So=7, si=7; 5;=5 y utilizando las expresiones
(4.1, S A A

(So,51, s-50-51) ={7,7.-2) No es factible. -

(S0, -5, 0) =(7,5,0)

(s-51,5,0)  =(7.50)
(So,5-S0-52.52) =(7,-2,7)  No factible.
(50,0,5-30) =(7.0,5)
($-52,0,52) =(7,0,5)
(s-51-52,51,52)  =(0,7.5)
(0,51,5-51) - (0,7,5)

(0,5-57 ,%2) =(0,7,5)
El conjunto SN & = {(7,5,0),(7.0,5),(0,7,5)}.

o Para el vértice (7,5,0)
X0r=2 x3=2 Xos=3 x11=2 x12=3
g(y) = {g(12-5-0)}= g(7)= 3+(7)'"*= 5.645
S (2) = g(¥)*+corxortcosxostciXiptCiaxia
J(2) = 5.645 + ()(2IH5)2)IHEYB)HH(2)H(T)(3)= 71.645

£ (z*)= 71.645
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<

falye o caat
.......

;. ~~.»,Pa;a el-vértice (7,0.55.:‘:

s X2 X09ES x23=2 ?24"3: N " o
g0) = {g(12-0-5)}= g(7)= 3+(7)"*=5.645 .
£ (=g () +coxor+cosxor +eakartcaaXa

7(2)=5.645 +(@)(2)+ @)(5)*+ (12)(2)+6)(3) = e

J(z*) <o

e Para el vértice (0,7,5)
X=2 x19=5 ¥p=2 X26=3
g0 = {g(12-7-5)}= g(0)= 3+(0)”1_= 3
£(2) = g(y)enxn+ ciptirt CasXaCactag
S (@) =3+ (A)2)+(NS)H(SN2)H(6)(3)= 72

J@E*)y <72

PASO 2. Calcutando las piezas lineales IT (1,2), I1 (1,3), IT (1,4) ,IT (2,3),

IT(2,4), I1 (3.4).

Calcutando la pieza lineal TT (1,2).

i=0 Yy =00 - 2

n

d Y= -7

Yi, =00 -2

It
8]

i
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entonces ¥, <y’ <y L i= 1 =0, h=2 "y la etiqueta propia es
<20y, "

MA2002)=@ =p=0""

Jo((1,2):(102)= 3 = =0

J2((1,2):(102))= 3,4 = By = by + by =2+3=5

La pieza lineal es, )
0<y <2
I1((1,2);(102)) =15 < y, <10
yeQ
PASO 3. y':y=0  yy=7  y, =5 = y'=(7,0,5"
yiyi=2 o oy =5 yi= = y=(5.25)

Yiyl=0  y=2 y;=i0 = y=2010)]

Y=z yi=0 yi=lo =0 y=(0,2,10)

Calculando los vértices de S{1TT;2.

o= min {5, Bi+by=min { 7, 0+2}=2

o= min {$2,Ba+b}=min { 5, 5+5}=5

(B1, so, $-By-50) =(0,7.5) = el vértice es : (7,0,5)
(Br, s-Bi-B2. B2) =(0,7.5) => el vértice es : (7.0,5)

(B1, s-Pr-aa, a2) =(0,7.5) => el vértice es : (7,0,5)
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. (o, so, $-0y-%p) = (2."‘7.3) = 'ej vérlt'ice es: (7,2,3)
(L1, $-04-B2, B2) = (2,5,5) = el vértice es : (5,2,5) -
(o, s-0t4-ata, Qt2) = (2,5,5) :> el vértice es . (5,2,5)
(5-50-PBa, S0, B2} =(0,7,5) = el vértice es : (7,0,5)

(s-sp-0la, So, A2) =(0,7,5) = el vértice es : (7,0,5)

PASO 2. Calculando la pieza lineal T1 (1,3).
i=0 y?,-‘— WD
i=1 Y1, = -7
=2 Y= 0 -5
entonces Y., <Y1, <Yn 4= 1, =0, 3=2 y la etiqueta propia es
£={(1.3); (102)}.
JA(1.3)002)=2 =pBi=0
Jo((1,3);(102))=2 = Po=b=5
S((1,3)(102))=4 = Pa=b4=3
La pieza lineal es,

O0<y <2
FI((1,3);(102)y =<3 <y, €5
yeld
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ST pASO S,

Yiy=0" Tp=9  pER T o Y=(9,03)T
yiyi=2 o =T yi=37 0 = y=7,23)"

Yoyi=0 o yi=7  yiss = Y=(7,0,5)"

yiyi=2  yi=s  yi=5 = y*=(52,5)"

PASO 2.

Calculando los vértices del SN .

o= min {s1,Br+b1}=min { 7, 0+2}=2

o= min {53,Patba}=min { 5, 3+2}=5

(B, s0, s-P1-50) =(0,7,5) = el vértice es : (7,0,5)
(B1, $-Bi-Pa, B2) =(0,9.3) = el vértice es : (9,0,3)
(B, $-B1-0t2, &) =(0,7,5) = el vértice es : (7,0,5)
(ct1, So, $-001-50) =(2.5.5) = el vértice es : (5,2.5)
(o, s-ai-Ba, 82) =(2,7,3) = el vértice es : (7,2,3)
(o, s-0u-0t2, a3} =(2,5,5) = el vértice es : (5,2,5)
(s=50-P2, s0, B2) =(2,7,3) => el vértice es : (7,2,3)

(s-30-0ta, 50, az) = (0,7,5) = el vértice es : (7,0,5).

Calculando la pieza lineal I (1,4).

i=0 Y, =w-6

_—

i ¥y, = -1l

Il
[N

i Y|24=w__6
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. 2 . oAl
. entonces .y, <Yy <Yy , A 1, i3=0

PASO 3.

it

3¢
» i

. ;3=2 y la etiqueta propia es
E={(1,4);, (102)}.

Ji{((1,4),(102))= & =p,=0

Jo((1,4);(102))= 2,3 = Po= bytb;=2+5=7

H((1,4(102)=QD = B2=0

La pieza lineal es,

Oy <2
I1((1.4);(102)) = {0 < y, <3
yell
Yey=0 oy =12 y=0 = y=(12,0.0)7
yiyi=2  yi=10 yi=0 =  »=(10,0,2)
Yin=0 oy =9  yi=3 =  ¥=5,03)
yhyl=2 yo=1 y;= 3 = Y7237

Calculando los vértices de §M IMya.

o= min {s.,Bitdy=min { 7, 0+2}=2

o= min {59,Barba}=min { 5, 5+5}=5

(B1, s0, 5-P1-s0) =(0,7.5) = el vérticees: (7,0,5)
(B1, 5-B1-B2, B2) =(0,12,0) = el vértice es : (12,0,0)
(By, $-By-0t2, &2) =(0,9.3) = el vértice es : (9,0,3)

(o, o, s-ay-50) =(2,7.3) = el vérticees: (7.2,3)
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* (ou, $-004-Ba, B2) =(2,10,0) = el vértice es
(o0, -0 -0, 02) =(2,7.3) = el vértice es
(5-50-B2, S0, B2) =(5,7,0) = el.vértice es

(5-50-0t2, S0, ot2) = (2,7,3) = el vértice es

PASO 2. Calculando la pieza lineal IT(2,3).

i=0 ¥3,=-3
i=1 Yp=-5
i=2 Y§3= -3

entonces ¥4, <y% <y, |
E = {(2.3). (102)}.
J(@IN0D)= 1 = Bi=by=2
Jo((2,3),102)= @ = Bo=

J(@23)(102)=4 = By= by =3

La pieza lineal es,

1 (10,2,0)
:(7,2,3)
1 (7,5,0)

1 (7,2,3)

h= 1, =0, =2 vy la etiqueta propia es

25y <7
I1((2,3);(102)) =<3 <y, S5
yell

PASO 3.y yl=

(]
N
o

I

yl=T
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i, s-0y-Ba, B2) =(2,10,0) = ¢l vértice es : (10,2,0)
(on, s-ay-ay, o) =(2,7,3) => el vértice es : (7.2,3)
(5-50-Pa, S0, B2) =(5,7.0) = el vérticees : (7,5,0)

(s-s0-0t2, So, ®2) =(2,7,3) = el vértice es : (7,2,3)

PASO 2. Calculando la pieza lineal IT (2,3).
=0 Ygss '.3

i=1 Yp=-5

entonces Y4, <Y <Y% . fi= 1, 2=0, i=2 y la etiqueta propia es
E={{(2.3),{102)}.

S((2,3),102))=1 = B=b=2

JH((2,3),(102)=0 = Po=0

S((2.3)(102)=4 = By= by =3

La pieza lineal es,

2<y g7

M((23);(102)) =43 < y, <5
yeld
PASO 3. yiiy'=12 = yy=3 = y'=(123)"
yaoyl=1  yi=2 yi=3 = y=@13
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yYiyl=2 . yi=s yi= 5 = Y5297
Yorl=1 o =0 yi=s = y=00s)
Calculando los vértices de S .

o= min {s,Br+b2}= min { 7, 2+5}=7

= min {5,Bat+b3}=min { 5, 3+2}=35

(B1, So. 5-By-s0) =(2,7,3) = el vértice es: (7.2,3)

(B1, 5-81-B2, B2) =(2,7,3) = el vértice es : (7,2,3)

By, s-Bi-0t2, a2) =(2,5.5) = el vértice es : (5.2,5)

(o), so, s~a1-89) =(7.7,-2) = No es factible.

(o1, s-01-Bz, P2) =(7,2,3) => el vértice es : (2,7,3)

(o). 8-00-0t2, &2) =(7,0,5) => el véntice es : (0,7,5)
(s-50-B2, S0, B2) =(2,7,3) = el vértice es : (7,2.3)

(s-Sg-0t2, So, 02} = (0,7.5) = el vértice es : (7,0,5).

PASO 2. Calculando la pieza lineal Il (2,4).

i=0 Y= -4

W
li
—

.Y|:4='6

. . , . . .
entonces ¥y, <y5.<vi ., 1= 1, =0, h=2 y la etiqueta propia es

£ = {(2,4); (102)}.
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PASO 3.

o ATIar e, g

Ji((2,4)(102)=1" = Bi=b=2

Jo((2,4);(102))=3 = Bo=by=2

Si((2,4)(102))= @ = P2=0

La pieza lineal es, |

25y <7

T1((2.4);(102))={0< y, <3

yell
| T _ 1 _. 1_ T
yoy=2 oy, =10 y,=0 = y'=(10,2,0)
Yiyi=1  ye=5 =0 = y=(57.0)7
yhyl=2 y=1 0 y1=3 = y=(123)"
ylhyt=17 Ye=12 y3=3 = y“=(2,7,3)T

Calculando los vértices de S Tz
ou = min {s,Pr+b}=min { 7, 2+5}=7
o= min {51,B1+b4}= min{5,3+3}=3

(B1, So. $-B1-80) . =(2,7.3) = el vértice es

(7,2,3)

(B, 5-B1-Pa. B2) =(2.10,0) = el vértice es ; (10,2,0)

(B, $-By-ca, a2) =(2,7,3) = el vértice es
(a1, so. $-0¢y-50) =(7.7.-2)} => No factible.
(o, s-c1-Ba. B2) =(7.5,0) = el vértice es

(o, s-a-0z, ) =(7.2,3) = el vértice es
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(5-50-B2. 50, B2) =(5.7.0) = el vértice es: (7,5.0)

(5-50-0t3, 8o, at2) =(2,7,3) = el vértice es : (7,2,3).

PASO 2. Calculando la pieza lineal I'T (3,4).

=l yl=-

=2 yi=-1

entonces v, <y),<yi, . 71=0, ix=1, =2 y la etiqueta propia es
E=((3,4), (012)}.

Jo((3,4),(012))= & = Po=0

J((3.4)012))= 1.2 = Py = by+hy=2+5=7

J2((3,4).(012))=0 = f2=0

La pieza lineal es,

0y, =2
I1((3.4);(012)) =¢{0<s y, £3
yeld
PASO 3. 'y = yi=12  yi=0 = ¥'=(0,12,0)
i 2=2 2=10 2__:0 = 2=2100T
Yo Y Y Yz ¥'=(2,10,0)
Yiye=0  y}=9 y: =3 = ¥'=(0,93)"
yhyi=2 pi=7 yi=3 = =273
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Calculando los vértices de* S N Tas.
cto= min {so.Bo+ba}=min { 7, 0+2}=2
a= min {&:,Bg+b4}=‘min {5, 0+3}=3

(Bo, 51, 5-Bo-51) =(0,7,5) => el véitice es : (0,7,5)

(Bo, 5-Bo-Ba, Ba) =(0.12,0) = el vértice es : (0.12.0)
(Bo, $-Po-0z, o2) =(0,9,3) = el vérti-ce es: (0,9.3)
(cto, 51, $-0o-51) =(2,7.3) = el vértice es : (2,7,3)
(o, 5-0ta-B2, B2) =(2,10,0) = el vértice c;.s 1 (2,10,0)
(oo, s-0to-0tz2, 0t2) =(0,9,3) = el vértice es ; (0,9,3)
(s-51-B2, 51, B2} =(5,7,0) => el vértice es : (5,7,0)

(s-s1-0ta, 81, o2) = (2,7,3) = el vértice es : (2,7,3).

De lo antertor y de la figura 4.7 se obtiene el conjunto :

(SN YU S NIL)={(52,5), (7.0,5), (7,2,3), (7,5,0), (0,7,5) (2,7,3), (5,7.0)}.

PASO 4. Para el vértice (5,2,5) y utilizando la pieza lineal TT({1,3),(102)),
x* x02=5 X11=2 x13=2 x24=3
g0 = {g(12-2-5)}= g(5)= 3+(5)""= 5.236
[ (2) = g(¥)*rcoxoatey X ey teaaxas
S(z) =5.236 + (2)(5)+(4)(2)*+(5)(2)+(6)(3)= 51.236

F(z¥)>51.236 = f(z*)= 51.236 .
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Para el vértice (7,2,3) y utilizando la pieza lineal T1((1,3),(102)),
X x00=5 xp3=2 X =2 x24=3

g0y = {g(12-2-3)}= g(7)=3+(N)'*= 5.645

S (2) = g)+eoXortCorXortey X1 +Caaxas

S(@)=5236+ (2)(5)+(5)(2)+(4)(2)+(6)(3)='51'-645

f(z*)<51.645 .

Para el vértice (2,7,3) y utilizando la pieza lineal T1((2,3),(102)),
xt: xXo3=2 x1=2 Alfn_:s X24=3

2(y) = (g(12-7-3)}= g(2)= 3+(2) = 4.4142

S(2) = g +eoaxortenxntciax atcaaxag

J(2) = 4.4142 + (5)(2)+(A)()H(T)(5)H(6)(3)= 75.4142

Flz*) < 75.4142 .

Para el vértice (5,7,0) y utilizando la pieza lineal [1((2,4),(102)),
x% x03=2 x04=3 X1=2 X12=5

g0) = {5(12-7-0))= g(5)= 3+(5)"*= 5.236

f{(2) = g(¥)+cosxostcosxoateiixii+ciaxy

Sz} =5.236 + (5)(2)H6) 3y HA)(2)H(T)(5)= 76.236

f(z*) <76.236 .



Paso 3. La solucién optima global del problema [ P(2,1) ] es

5 0500
y*=|2 x*=| 2000 7(z*) =51.236
5 0023

x*=[2 5 0 0 5 5 0 0 31",

En las figuras siguientes se muestran las piezas lineales obtenidas, el vértice 6ptimo y la

red Optima del problema .

® (Candidato para optimo

® Optimo

(0,12,0) ., (0,0,12)

Yz

Figura 4.7 Las piezas lineales v el valor optimo de [ P(2,1}].



Nobo=-T

(1,4) (2, g(x))

N.bi=2 Nib= .5
(6.5)
Ny by= 5 Y Noba=2

Ns,bs=. 3

Figura 4.8 Lared Optima de { P(2,1) ].
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CONCLUSIONES

Considerando el trabajo desarrollado pdedo concluir que tenemos problemas cotidianos
que requieren resolverse de forma eficiente , por lo cual , debemos continuar investigando
sobre métodos de solucién y ser mas creativos para descubrir otras apliceciones de lo que
ya conocemos de la Investigacién de Operaciones.

Es interesante observar que un analisis previo de un problema a partir de su
estructura puede ofrecer ventajas para obtener la solucion . En este caso, la funcion objetivo
al mostrar un comportamiento monoétono no decreciente permitio trabajar en un espacio de
menor dimensidn |, y la estructura de red que se presentd ayudd a obtener de una forma
sencilla la solucion de un problema dificil.

Este trabajo muestra otro enfoque en la apiicacidn de las técnicas y métodos de la
Investigacion de Operaciones que se han utilizado para la solucién de un tipo especifico de
problemas, y en particular se puede concluir que las técnicas de Programacion Lineal, en

especial las que se utilizaron, y el analisis convexo son utiles y eficientes en la resolucion

de problemas que no pertenecen al area de la Optimizacién Lineal

175



El problema de producir y transportar productos , que se analizd , es importante e
interesante por su aplicacidn préctica y por tratarse de un problema dificil ain cuando se
manejan pocas variables no lineales ; por lo anterior y por su estructura se e clasifico
dentro de los problemas de minimizacién céncava. Existen probiemas de minimizacion
cdncava més grandes y con una funcién separable que se han resuelto utilizando métodos
heuristicos, de ramificacién y acotamiento y programacion dinamica, sin embargo, todos
ellos tienen un tiempo de ejecuciéon exponencial. Con respecto a lo anterior, un resultado
valioso que se obtuvo consiste en que cualquier problema de minimizacidén concava es
dificil (MP-duro) ain cuando se maneje un nimero pequeiio de variables no lineales,
como lo es [ PPT (3) ] el cual se resolvié utilizando téenicas y métod'os de Programacion
Lineal , que combinados dieron lugar a un algoritmo polinomial o eficiente .

Otro aspecto interesante reside en que se abordd un area de la Optimizacidn que si
no es nueva [1960] es poco conocida, la Optimizacion Global, a través de un problema de
gran aplicacidon practica , que involucra desde el punto de vista te¢rico la busqueda del
minimo global de una funcién concava.

Esta investigacion muestra que se puede y es necesario seguir trabajando en el
desarrollo de programas computacionales y en la resolucion de problemas mas grandes ,
utilizando la combinacion del algoritmo presentado con otros métodos de solucién de la
Investigacion de Operaciones. La gran utilidad practica y tedrica que se expuso de la teoria
de redes en el analisis del problema , en el algoritmo y en los problemas propuestos
(P(1,2)] y [ P(2,1)].que son redes con arcos con costos concavos , indican que también

se puede continuar la linea de investigacidn en esta area.
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En general, el campo de la minimizacién concava es muy amplio porque se aplica

.en problemas de transporte, inventarios, redes de telecomunicaciones, economia,
planeacion de la produccién, control de trifico aéreo , la planeacion de redes de agua,
problemas de localizacion, entre otros, por ello, se debe continuar en la investigacion de
posibles aplicaciones de las técnicas y métodos .de la Investigacion de Operaciones, y de
otras ramas del conocimiento que nos ileven a la obtencién de métodos de solucion mas
eficientes. Para lograr lo anterior es necesario contar en México con mayor bibliografia

sobre este tema.

Considero que este tipo de algoritmos se deberian exponer en la DEPFl, UNAM
para asi difundir las diversas tendencias de investigacién , de tal manera que fuesen
aprovechadas académicamente y en la investigacion para asi poder aplicarlas al sistema

productivo de nuestro pais.
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APENDICE

Definicion 1
Una funcién real f(x) definida en un conjunto convexo C < R” se dice convexa si dos
vectores x;, x;, satisfacen la siguiente desigualdad :

x;. x:eC, 7\.6[0,]] :>f(?\.x;+ (1-0)x2) < A f(xp)) + (1-A) (x2) .

Definicion 2
El vector de dimensién n de derivadas parciales de f con respecto a x;, . . ., X, en X se

denomina el gradiente de f y se denota por Vf(x), esto es

wreon (48, ¥6)

n

Definicion 3
Sea K un subconjunto de R” y xeK. Entonces x es un punto interior de K si hay un £ >0 tal

que [y - x| < € implica que yeK.
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" Definicién 4

.El.interior de un conjunto-Kc R" -, denotado como int(K),  es el ‘conjunto- de puntos

interiores de X.

Definicion 5

Si f es una funcidn doblemente diferenciable enx,.entonces: existe una matriz de nxn

simétrica de H(x), llamada la matriz Hessiana de fen x.
(0f(x) &f(x) ()]
xox,  xox, | oxox,

AW ACI R AC)
dx  oxdx, | Bxd,

f(x) &fGx)  Ff(x)
axox, oxox, | ox,0x

P Al I

Definicion 6

La norma de un vector de x en R” se define como

. VA
el = ("x)? =[Z"'§) '

5=l
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Definicion 7

Dado-un punto xe R" y un valor £>0, V, a;{y .fﬂy-xﬁ < a} se conoce como vecindad &

de x.

Definicion 8
Sea K un subconjunto de R* . El cierre de K denotado como clX, es el conjunto de todos

los puntos xec/K si para cada >0, KV, =@,

Definiciéon 9

K es un conjunto cerrado st K=c/K,

Definicion 10

Un conjunto K en R” es limitado si existe un nimero real a tal que para cada xeK, |x] < «.

Definicién 11

Un conjunto K en R” se dice compacto si éste es cerrado y limitado.

Teorema 12 ( Teorema de Weierstrass)
Sea K un conjunto compacto, no vacio y sea f K— R continua sobre K. Entonces, el

problema min {f (x): xeK} alcanza su minimo, esto es, existe una solucion minima a este

problema.
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Teorema 13 { Teorema de Carathéodory) -

- Sea-K sea un conjunto arbitrario en R+ :Si: H(K) es_ el menor conjunto convexo de K y.

xeH(K), entonces xe H(xy, . .-, Xns)) donde x; eK paraj=1,. .., n+l,

Por lo tanto x se representa como, i

n+l

Fz;ijj ,
e

n+\

S, =1,

Fal
Az20,para j=1,...,ntl,

x;eK , para j=1,... nt+l.

Definicion 14

Hipografe es el conjunto de puntos que se encuentran debajo de una funcion f.

Definicién 15

Una funcion f concava es cerrada si ¢f f=f | es decir (¢l £ )Y(x)=lim,_..sup f (¥).

Definicién 16

Un conjunto en R” que es Ia interseccion de un namero finito de semiespacios se conoce
como politopo. Si un politopo esta limitado (esto es, para cada x en el politopo |x] < o para

algun ace R” fijo), se llama poliedro.
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Definicion 17

Una combinacidn convexa de xy, . . . x es'un punto x de la.forma x=cuyx; +. .. + oy,
donde oy, ...,0xe Rtalque oy +.. .. +ax=lya;20, ..., ox20. El conjunto de todas las
combinaciones de x), . . . ,xx se conoce como cubierta convexade { x),... ,xx }.

Definicion 18

Sea { x1, ... x } un conjunto de j vectores de R", j= 1,...,k, que cumple con la propiedad
de {xz-x;, . . . . xx -xi}, por lo tanto, se trata de un conjunto que es linealmente
independiente. Entonces la cubierta convexa {y: y=auxy + . . .+ awxx, oa t. ..t o=ly
o2 0, ..., o= 0} se conoce como simplex de dimension 4-1.

Definicion 19

Una funcién afin sobre un subconjunto K de R" es una funcion la cual es finita, convexa y

concava.,

Definicion 20
Sean X'y Y dos conjuntos, Un mapa 3 de X en ¥ es una correspondencia la cual asocia a
cada elemento x de X a un subconjunto de Y. Para cada xeX, el conjunto 3(x) es la imagen

de x. El dominio X™* de § es el subconjunto de puntos de x para los cuales la imagen 8(x)

es no vacia, esto es,

Xr={xixeX,K 3(x)=E}.
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o 'Téoremn 21 ' ' S

Se'a Jf una funcién cdncava propia. Si f.es ;cerrada, SO también lo es y para cualquier
x edom f,f0" esta dado por la formula - .o,

05y = g LEEMI=LE) _ S 4W)= 1)
oy A '

At A

Homotecia : Geometria. Caso de similitud de dos figuras en el cual, dado un centro de
homotecia O y una constante &, a todo punto M de la primera figura

corresponde un punto M’ de la otra, tal que OM sea igual al producto de OM

por k.

Demostracion del Teorema 2.4

Como C es abierto existe una esfera abierta Bs(x ) alrededor deXx, la cual se encuentra en

C.Seax €C,y x=x.Entonces paraalginptalque0<p<ly pu<§/ ‘}x——a_c\l

£= x +tpu(x-x )=(1- wx +pux, xeBs(x)cC

Como fes concava y de la convexidad de Bs(x )}, se tiene que 2 €Bs(x)y 0 <A <1
(L-Nf()+M(R)SSE(1-M)x + Az)

o

F(2) -/ (7)< f[§+l(£;§)]—f(§) _ KVf(x)(f—x)-s-or.?Ex_x(x_x)])\ng_x“

= Vf(x)(2 = X)+ CL[E, NG E)]\f - ;f"

Y /iml__.,,a[}.?u(f - E)]: 0. Tomando el limite anterior -
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J(2)-f(R)S U(RNR-X).
flcs concava en x, £ €CY 2=( 1 -} )X+ux entonces

RS (RN SF(2) - (F).
Pero £ - X = i (x-X)y u>0, y de las tres ultimas relaciones

flx) s f(x) + 9/ ()(x=X). .

Demostraciéon del Teorema 2.6

Sea funa funcién concava y sea %e(C . Se necesita mostrar que x H(x)x < 0 para cada
xeR” Como C es abierto, entonces para cualquier xeR" x + xeC para Ialz0
suficientemente pequefia , considerando el teorema 2.4 y pof la doble diferenciabilidad de
7 se obtienen las siguientes expresiones :

F(x+h0) £(3) + AV S () m
F(EHAE) = £ (3) + AV S ()Te+ 332 ()T HEE N alx 3 Ax) @
Restando (1) de (2), se tiene

L2200 H(x )0 )+ A2 ax ;A x) <0,

Dividiendo entre A*> 0 y si A—0, el resultado es (x)T H(X) (x) < 0. |
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. “METODO SIMPLEX'DUAL POR MEDIO DE OPERACIONES
MATRICIALES

.Paso 1, Calcular Xz=B"'b. Si Xz 2 0, la soluciép es fa‘ct.ible y .por lo tanto se detiene el
proceso. En otro caso seleccionar la variable salliente x, como aquelia que tenga el
valor mds negativo de los elementos de X3.

Paso 2. a) Calcular z; - ¢~ CsB'P; —; para todas las variables no basicas x;.
b) Para las variables no basicas x; , calcular los coeficientes de restriccion o/
asociados con el renglon de la variable saliente x, por medio de la formula
a’ = (renglon de B! asociado con x,) x P, .

¢) La variable entrante esta asociada con

0= m_in{
J

s todas las variables o’ 20 no existe una solucién factible.

-

“J J

-c
ol <0,

ar

Paso 3. Determinar la nueva base por intercambio de los vectores entrante y saliente P, y P,
usando la formula B, =EB™.

Hacer B! = B™' y volver al paso 1.

Sy
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" METODO DE SOLUCION PARA L.OS PROBLEMAS {P(1,2)] Y [P(2,1)}
Sea una red G=(N,A4), donde:
N={N0;Nl, . Nr} :és eliéonjimto del, nodiésl y |
A={a\,ay, ..., a,) esel conjuntd"de arcos.
Cada arco a; une los nodos ( /, B, )eA;x‘N con [;# B;, y su capacidad #;€[0, +0] y la

funcién de costos es una funcién céncava g(f): R* > R,

,
En la red antes descrita cada nodo tiene una demanda b; tal que ij =0, si <0
Jwo

entonces se trata de un nodo fuente y si #,>0 se trata de un nodo sumidero. El flujo xeR "

es tal que 0< x; £ v; . Tomando en cuenta que a cada nodo llega (aie 4]) y sale (a; € A;)

flujo, entonces B (x)= D x,- D x,.

a,€4; qEA;

Para un caso factible se espera que B,(x)=b;, V/, y el costo seria g(x)=2gi (x,).

i=}
Es decir, se busca la solucidn del problema
Minimizar  g(x)
sujeto a BAx)=b, J=01, .. .-
0 x, < u; =12,...n.
Stendo la capacidad del arco a, O<u,;<+oo, éste se puede reemplazar por un nodo mas

N1y dos arcos mis ¢, y a, . que van del nuevo nodo a /, (inicio del nodo a)) y al nodo 5,

(nodo terminal de a;) respectivamente como se muestra,
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Qu, 'g._(x).‘_- 'h. ‘t;ll_\j, a;,’o_ Hrry A
O

bs=ba bn.=-1 bi=bi+u .

Figura 1 Transformacion de una reéd con capacidad a‘una sin limite de capacidad,
u, es la demanda de /; y la nueva fuente tiene demanda -#<0. Los arcos nuevos tienen

capacidad ilimitada y el arco a, tiene un costo’'de cero unidades y el arco a, tiene un

costo de gi(f). Cualquier flujo factible en la red G genera un flujo factible en la nueva red

con valor de x; sobre el arco a, , u;-x; sobre el arco a; y el valor de x en cualquier otro arco,

de tal manera que si se tiene un flujo factible en la red nueva éste también lo serad para la

red original y con el mismo costo.

EL PROBLEMA [ P(1,2) ]

Este caso trata de un problema de minimizacién concava de capacidad ilimitada con una
fuente y solo dos arcos con costos no lineales , los demas arcos tienen costos lineales, para
lo cual se tiene

be<Q , es decir, No es el nodo fuente,

b20/=12,.. . .r,

1, =+ Vi,

&1 (M) y g2(*) son funciones concavas,

gh=ct €20, ¥Viz3
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-Se denotara a los arcos con costos lineales como arcos blancos y los arcos con costos no

. lineales con arcos negros..Es importante establecer que: .

"

k o R es el nodo fuente,
* F), Fzson los nodos terminales de.los arcos negros,
e [y, I; son los nodos iniciales de los arcos negros,
. B, ..., B,sonlos nodos sumidero,
Existen tres formas en las que se puede enviar productos de la fuente a los nodos
sumidero.
I. Enviarlos directamente de la fuente sin pasar por algun arco negro.
2. A través del arco negro a; y una trayectoria de arcos blancos de F a los nodos
sumidero.
3. A través del arco negro a; y una trayectoria de arcos blancos de /; a los nodos
sumidero.
El problema consiste en determinar las cantidades yo , ¥;, ¥2 que son los niveles de
“produccion de Fo,Fy, Fy y enviarlos por los tres caminos anteriores a costo minimo. Los
productos enviados de las fabricas Fo,F\, F2 a los almacenes B, . . . ,B. a través de arcos
con costos lineales y la estructura de los niveles de produccion yo, ¥, ¥2 muestran que se
trata de un Problema de Produccidn-Transporte con Costos Concavos [ PPT(3) ].
Para obtener el problema equivalente se construye una red G’ con tres nodos que
representan las fabricas y m+2 nodos representando a /i, /2, By, . . ., Bu. E! conjunto de

arcos de (5 ' consiste de dos arcos negros ay= { /1, F\), a;=( /2.F2) con sus costos originales y

los demas arcos con sus costos lineales,
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Figura2 LagraficaG"

La grafica G’ tiene m+5 nodos y a lo mas 3(m+2) arcos, y cumple con la siguiente

proposicion.

Proposicion 1
Para cada flujo factible x en G hay un flujo x’ factible en G’ con costo al menos igual al de
x. A la inversa, para todo flujo factible de x’ sobre G’ corresponde a un flujo factible de G

con costo igual.

Las proposiciones que se mencionan en este apartado no se demostraran, por lo que,
si el lector se encuentra interesado en profundizar un poco mas en elias se recomienda

consultar la referencia [30].
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~n - o -Considérese lo siguiente,

oy es la, iohgitud (costo) de'la trayectoria blanca més corta en G ' de los nodos F; a los

nodos B,

cy*  es lalongitud de la trayectoria-blanca mas corta’en (' de los nodos F;a los nodos J;

y=3x, =012, (n)

fal

iix,j ::ibj =S'*:“ | ' .. . (2)

[EI e J=l

y=(yo.yy2)€Q, (3)
2

Q={yeR’:y,20,i='0,l.2. Zy,:s}. (4)
inf) .

La grafica G’ se divide en dos subgraficas ,
e lagraficaSgeneradaporF;,i=0,1,2 ¢ [;,j=12,

o lagraficaM generadapor F,i=0,1,2y8,/=1,....m.

Figura 3 La subgrafica §.
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Figura 4 La subgrafica M.

La siguiente proposicion se utiliza para obtener el valor optimo de la subgrafica § .

Proposicién 2

El valor éptimo f{y) de la subgrafica S es una funcion concava de y=(yo, yi, y2)€£2 tal que

JOyEminth()L0)LO0)),
con
SOy ga()rea*yiteny:
SO=2 ity g reo * ity ey

SO )Gty ren* yirco* (itys).
Para obtener el valor Optimo de la grafica G’ se requiere del valor minimo

determinado en la subgrafica §y del comportamiento del flujo que circula en la subgrafica

M . denotado como ¥ . de tal manera que se cumpla lo siguiente,
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- Un flujo factible x en G es dptimo si y'sélo s

E Prbp()'sviciéll 3

.

A W
N A e
v

HY) es ‘c'thi.mo__p‘_i;r_a el problema

[P} Minimizafl - f (}))A+ ii‘cuxg

IsQ f=l

sujeto a >x, =y =012,
=

y,—.x,-,-20 =012 ...,m

La solucion final x; para cada arco a; esta dada por seguir la trayectoria que marca

el arbol de expansidén minimo 7, que representa la solucion optima,

xr—-Z{bj :arcoa, que pertenecea 7, } . (5)

El algoritmo que resuelve [P(1,2)] se muestra a continuacién:

Paso 1. Calcular las trayectorias mas cortas de Foa Iy, [, de Fy a [, de 3 a [y y de cada

nodo Fy, F\, Fralosnodos By, ..., B..

Obtener los vatoresc,* ,i=0, 1,2 ,j=1,2 izjyc,i=0,1,2,/=1,2, ... m
Paso 2. Resolver el problema [P] utilizando el algoritmo propuesto para resolver el

problema [PPT(3)] .El valor de f(y) se obtiene a través de la proposicion 2.

Paso 3. La solucion optima de [P(1,2)] se obtiene del resuliado del pase anterior vy la

expresion {5).
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El problema [P(2 l)] es'un problema de mlmmlzamon concavﬁ de capacidad ilimitada con

pre o
e 5

H

En este caso, el arco no lmeal ao tiene un nodo lmmal Tp y un nodo terminal Fo y dos nodos

,v"'

fuente F;, F, (fabncas) los nodos sumldero B;, Bm (almacenes) £o(*) es la funcién

: D m _
cOncava que representa el costo de ao;-'y se cumple que ij =5=5,+5,.
j=l

Las tres formas en las que es posible enviar productos de las fabricas a los almacenes
son:
1. Directamente de F, a los nodos sumidero utilizando sélo arcos blancos.
2. Directamente de F; a los nodos sumidero utilizando sélo arcos blancos.
3. Através del arco negro ao .

Este problema también se puede resolver como un problema tipo [PPT(3)] ,para lo
cual, es necesario obtener un problema equivalente. La nueva red G ' se forma por los nodos

Fo, F\,FaJoy Byconj=1,2, ... ,mcomo se muestra en la figura 5.
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Figura 5 La grafica G ' para [P(2,1)].

Se cumplen la proposicién ly las expresiones(1), (3) y (4). también se considera que ,

Xp es el valor del arco ag,
x;o* eselvalordelosarcos (Fi.lp),i=1,2,
Xy es el valor de los arcos (Fi | B)) , i=0,1,2; j=1,2,...m ,

y. <8 i=1,2.

La grafica &' se divide en dos subgraficas,

o lagrafica S generadapor F;,i=0,1,2 e/,

e lagraficaM generadaporF, ,i=0,1,2yB,j=1,...,m.

El flujo que circula en S se denomina x° y el que circula en M como x¥ , ademas,

<

y es la longitud de la trayectoria mas corta en (7' del nodo £ al nodo B,

co*  eslalongitud de la trayectoria mas corta en G ' del nodo 7, al nodo /p.
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Figura 7 La subgrafica M.

Proposicién 4
El costo /() de x* es la funcién céncava

J 0= go(yo) + cro*(s1-y1) + c20*($2-y7).
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'_ Los pro_l?lemas“[P(i,_Z)]' \y"[P_(Z..'l)]”ic_tiirﬁ;jiiléhigori3Iz»i“lbr'_c)po‘sicién 3, solo que en el
.i=1,2)y por ello el

~#"segundo- caso se incluyen ‘restricciones ‘devcapacidad-( .

DN

- ;:.:broﬁlgma de produccion-transporte [P] se,deriotars como.

. i
IR

"

El algoritmo que resuelve [P(2,1)] consiste en, ° i

Paso 1. Calcular las trayectorias mas cortas'de Fy, Fz a /o y de cada uno de los nodos Fo,

A N L .
FoeeTTT

F\, Fracadanodo By, ..., B,,,.l

PR Y

Obtener los valores cio*,c20* y ¢y, 1 =0,1,2, = 1,2, . ..., m; st cy= oo entonces no ‘

/ existe trayectoria énpre iyJ. !1
Paso 2. Resolver [P*] utilizando el algoritmo" q—ue resuelve [PPT(3)] .,/ (¥) se calcula
o i

con la expresion de la proposicion 4.

Paso 3. La solucion éptima de [P(2,1)] se deduce de la solucién optima de [P*] y la

expresion (5).
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