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RESUMEN

El presente trabajo trata sobre el proceso de toma de decisiones con
preferencias borrosas. Se exponen los modelos de preferencia tradicionales
y los que utilizan relaciones binarias borrosas de preferencia. Utilizamos el
método PROMETHEE de ayuda a la decisién multicriterio, para resolver un
problema de seleccidon de personal en una empresa de manufactura. La
razon de utilizar este método de sobreclasificacién es que nos permite
considerar grados intermedios entre la indiferencia y la preferencia, ya que
construye un indice borroso de preferencia para obtener los grados de
preferencia sobre alternativas. De esta manera, se combinan los enfoques
de sobreclasificacidon y de conjuntos borrosos, para tratar de modelar de
una manera mas realista las preferencias del decisor.

El enfoque PROMETHEE | proporciona un orden parcial de las
alternativas y considera las posibles incomparabilidades entre éstas. En
nuestra aplicacién obtuvimos dos alternativas incomparables, aunque la
diferencia entre los flujos positivos de sobreclasificacion es tan pequeno,
que no es significativo. Por otro lado, con PROMETHEE II obtuvimos un
orden total de las alternativas. Se hizo un analisis de sensibibilidad de la
prescripcién dada al decisor, por medio del software PROMCALC
(PROMETHEE Calculation), que incluye una herramienta que permite
modificar los pesos asignados por el decisor y se encontré que la solucion
es estable.

Palabras clave: Toma de decisiones, preferencias borrosas,
sobreclasificacion, PROMETHEE.
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1. INTRODUCCION.

La versién formal de la teoria de decisiones incluye a la teoria de
utilidad, y considera una decisién como una accién racional (Zimmermann
1987). La teoria de utilidad multicriterio se basa en la siguiente suposicion
fundamental: el decisor quiere maximizar la funcién de utilidad global U,
resultado de agregar las utilidades u; de una alternativa a; para los N
criterios ¢ en el problema de decision. La utilidad Ufa;) se expresa como:

N
Ufai) = % wj uy,
j=1
donde w; es una constante! que expresa la importancia relativa o peso
asignado a cada criterio ¢, y ui es la utilidad de la alternativa a; para el
criterio ¢. La mejor alternativa es la que tenga el valor mas grande de
Ula).(Van der Walle et al 1995) .

En la segunda mitad del siglo XX, la teoria de decisiones
multicriteric ha sido testigo de nuevos paradigmas, especialmente en
Europa, donde muchos grupos de investigacion han desarrollado
propuestas alternativas al modelo “soberano” de utilidad multiatributo: el
enfoque de sobreclasificacién, representado por los meétodos ELECTRE,
ejemplos tipicos de la tendencia actual, asi como los métodos
PROMETHEE y ORESTE, por mencionar algunos. (Fodor, J. C. y Roubens,
M. 1994, Citado en Grabisch, M. 1996).

El principio del enfoque de relaciones de sobreclasificacion es
trabajar con el conjunto de pares de alternativas, para obtener una
relacidén binaria sobre el conjunto de alternativas. De hecho, en el enfoque
de sobreclasificacion, los analistas tratan de construir una relacion scbre
el conjunto de alternativas para modelar, solo la parte segura de las
preferencias del decisor, dada la informacidn disponible. En otras
palabras, Se dice que una alternativa a sobreclasifica a la alternativa b, si
los argumentos en favor de la preferencia de a sobre b (para todos los
criterios) so~ significativos y aquellos en favor de la preferencia inversa no
son muy fuertes. (Zimmermann 1987).

Aproximadamente hace dos décadas, surgieron nuevas metodologias
de decisidn multicriterio basadas en conjuntos borrosos (Ghotb 1995).
Algunas de estas investigaciones abordan problemas de meodelacion vy
agregacion de preferencias, y considera la preferencia una relacion binaria
borrosa sobre el comjunto de alternativas. Este tipo de relacion puede
surgir en situaciones de la vida real, cuando el decisor no tiene una idea
clara de sus preferencias entre alternativas, es decir, no esta seguro que

" v, ionbidn senterprets coima Lasa de sustitoeion,



prefiere la alternativa a sobre la alternativa b, o bien, cuando la decision
debe tomarla un grupo de decisores y cada uno tiene diferentes opiniones
sobre la preferencia de a sobre b; en el caso en que una fraccién del grupo
haya votado por a, se considera el grado de preferencia de a sobre b .

Una situacién interesante es la siguiente: aun cuando el decisor
tenga preferencias borrosas, debe elegir una alternativa de un conjunto
dado de alternativas factibles y tomar una decisién no ambigua, entonces
surgen algunas preguntas, por ejemplo, ¢cémo generar decisiones no
ambiguas por medio de preferencias borrosas? ¢estas relaciones de
preferencia satisfacen las propiedades de racionalidad?, ¢existe algun
conjunto de elementos no dominados? ¢de qué manera se puede
enriquecer la relacidon de dominancia ?

Un problema de decisidon es aquel en el que se considera un
conjunto de acciones potenciales (decisiones factibles), entre las que el
decisor debe elegir una unica, considerada la mejor, o bien puede
seleccionar un subconjunto de acciones consideradas “buenas”, u ordenar
las acciones, desde la “mejor” a la “peor” (Antin 1994}.

!

En el proceso de scolucién a un problema de decisién, se distinguen

dos etapas fundamentales:

1.-Modelacién. En esta etapa se identifica el conjunto de puntos de vista
PV=1{1, ..., N} N22, y se construye una familia de criterios C= {C;,C2, ...,Cn}
a partir de la cual se modelan las preferencias del decisor con respecto a
cada punto de vista.

2.- Agregacién. En esta etapa se agregan los diferentes criterios en un
modelo matematico, que se explota adecuadamente con el fin de
proporcionar al decisor una propuesta de decision (Espinosa 1996).

Este es un proceso complejo y sus etapas no son particularmente
faciles de trabajar. Cuando se hace un modelo matematico de un problema
real, la relacibn de preferencia sobre el conjunto de alternativas,
usualmente se obtiene a lo largo de consultas con el decisor y muy
frecuentemente, el decisor no tiene una idea clara de sus preferencias
sobre las alternativas. Cuando el decisor es un grupo y cada uno de los
integrantes tiene una opinién diferente sobre la preferencia de una
alternativa sobre otra, en el caso en que una fraccién del grupo haya
votado por la opcion x y otra fracciéon por la opcion y, entonces podria
tomarse un grado de preferencia de una opcion sobre la otra. Situaciones
como éstas, hacen surgir la necesidad de estructuras de preferencia mas
amplias, que permitan grados intermedios, que puedan interpretarse como
medidas de intensidad de preferencias.

|2




Los modelos que representan las preferencias del decisor, tienen
asociada una estructura de preferencia, tradicionalmente binaria, que
hace comparaciones por pares de alternativas y dan como resultado una
preferencia estricta o indiferencia (Guillén 1993). Esta estructura no
considera grados intermedios entre la indiferencia y la preferencia. De esta
manera, ¢l enfoque de relaciones borrosas parece mas adecuado, ya que
utiliza la llamada funcién de pertenencia, cuyo valor determina el grado en
que una alternativa es mejor que otra.

El propdsito de este trabajo es hacer un analisis del proceso de
decisiones con preferencias borrosas, que incluye los fundamentos tedricos
y estructura matematica de las relaciones borrosas de preferencia. Para
lograr esto se plantean los siguientes objetivos :

Objetivos :

1. Presentar un panorama general de la toma de decisiones multicriterio,
resaltando los modelos tradicionales de representacion de preferencias.

2. Exponer los modelos de relaciones de preferencia borrosa y enunciar
sus propiedades, para verificar si cumplen con las propiedades clasicas
de racionalidad.

3. Explicar en qué consiste el método PROMETHEE de ayuda a la decision
multicriterio gue utiliza relaciones de preferencia borrosas.

4. Aplicar ¢l método a un caso practico, para verificar que cumple con los
requisitos que debe reunir todo método de decision multicriterio.

El trabajo consta de cinco capitulos y un apéndice, el capitulo 1 es
introductorio y presenta Unicamente algunas consideraciones importantes
que motivan la realizacidén de esta tesis. El capitulo 2 incluye los conceptos
basicos de la toma de decisiones multicriterio y de los conjuntos borrosos
y sus propicdades, también expone el estado del arte de la toma de
decisiones con preferencias borrosas y de las aplicaciones del método
PROMETHEE. El capitulo 3 abarca los distintos modelos de representacion
de preferencias e incluye los modelos de relaciones de preferencia borrosa
vy los axiomas que se cumplen. En el capitulo 4 se explica el enfoque
PROMETHEE, ademas trata acerca de un médulo interactivo visual que
complementa a la metodologia PROMETHEE, llamado plano GAIA. En ¢l
capitulo 5 se aplica esta metodologia a un problema de seleccion de
personal en una empresa de manufactura. En el capitulo 6 presentamos
las conclusiones del trabajo. El apéndice trata del analisis de componentes
principales, que se utiliza en la modelacion del plano GAIA, para obtener
una representacion geomeétrica de los flujos definidos por PROMETHEE.

Twd
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2. MARCO TEORICO
2.1 Problemas multicriterio.

Un problema multicriterio consiste en
Opt {fifx), f2x), ..., flx}| xeA)
donde A es el conjunto de posibles alternativas y {fi(.), j=1, 2, ..., k} un
conjunto de funciones de evaluacion (funcién objetivo o criterio). El decisor
espera encontrar una solucién x* que optimice todos los criterios.

Este tipo de problemas usualmente no tienen una solucién que
optimice todos los criterios al mismo tiempo. Sin embargo, la mayoria de
los problemas econdémicos, sociales, politicos, industriales, etc. son de
naturaleza multicriterio. En muchos de los casos deben considerarse
criterios tecnolégicos, financieros, ecolégicos y sociales, por lo que en este

tipo de problemas no tiene sentido decidir tomando en cuenta la
evaluacion de un solo criterio.

La solucién de un problema multicriterio no sdélo depende de la

naturaleza del problema, sino también depende de las preferencias del
decisor.

2,2 La ayuda a la decisién Multicriterio.

La ayuda a la decision multicriterio permite dar al decisor
herramientas para resolver un problema de decision donde intervienen
muchos puntos de vista contradictorios entre si. Algo que debe tenerse en
cucita cuando se tiene un problema es que, en general, no existe una
solucion que satisfaga simultaneamente todos los puntos de vista, por lo
que el principal objetivo de la ayuda a la decision multicriterio es
precisamente “ayudar” a tomar mejores decisiones.

Existen varios enfoques relacionados con la ayuda a la decision
multicriterio:

e La teoria de utilidad multiatributo o multicriterio, de origen
estadounidense, que trabaja con una estructura de preferencias que no
permite ningan upo de inconsistencia, ni incomparabilidad.

+ Los mctodos de sobreclasificacion, de origen francés, donde se construye
una relacidon binaria S, llamada relaciéon de sobreclasificacién, tal que

dadas dos alternativas ay b, aSb, si y sélo si a es al menos tan buena

como b. Estos métodos aceptan la no comparabilidad.

Los métodos interactivos, en su mayoria desarrollados en el marco de la

programacion matematica multiobjetivo (Vincke, et al 1992), alternan

las entrevistas con el decisor y los calculos para ofrecer soluciones
alternativas.
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2.3 El proceso de decisidn.

Los elementos basicos que intervienen en el proceso de decision son:
¢ Un conjunto de acciones A, que es el conjunto de objetos, opciones,
alternativas o decisiones factibles entre las que el decisor debe elegir
para cumplir un objetive determinado.
e Un conjunto de consecuencias, resultado de la eleccion de un curso de
accion determinado.

* Un conjunto de criterios o puntos de vista, que el decisor toma en
cuenta al evaluar las alternativas.

La definiciéon del conjunto A de acciones es uno de los pasos mas
dificiles del procedimiento de toma de decisiones. A puede ser estable o
evolutivo, es estable si se define a priori y no cambia a lo largo del proceso
y ¢s evolutivo, si el problema de decisiéon es de naturaleza cambiante o
porque resulten situaciones que requieran que A sea modificado.

E! conjunto de acciones A puede definirse por medio de:
e la lista de sus elementos si A es finito o numerable

+ ¢l establecimiento de las propiedades de sus elementos, st A
¢s finito o infinito no numerable

Un criterio se¢ denota como una funcidn f, definida sobre el conjunto
de acciones A, que toma sus valores en un conjunto totalmente ordenado v
representa las preferencias del decisor de acuerdo con algun punto de
vista, Un criterio puede ser:
e criterio verdadero.- Sila estructura de preferencia es un preorden
completo. )
e scmi-criterio.- Sila estructura de preferencia es un semiorden.
e criterio a intervalos.- Sila estructura de prefercncia es un orden a
intervalos.
¢ pscudo-criterio.- Si la estructura de preferencia ¢s un pscudo-
orden .

Un problema de decision multicriterio es una situacién en la que,
dado un conjunto de acciones A y una familia F de criterios sobre A, se
desea (Vincke et al 1992):

1. Determinar un subconjunto de acciones considerado el mejor con
respecto a £ (problema de eleccidn o problema tipo « ).

2. Dividir A en subconjuntos de acuerdo a ciertas normas establecidas a
priori {problema de clastficacion o tipo f).

3. Ordenar las acciones de A, de la mejor a la peor (probiema de
ordenamiento o tipo ¥). ‘



En la solucién de un problema de decision, se distinguen 4 etapas
(Antun 1994):

1. La definicidon de las acciones y la formulacién del problema.

2. La determinacién de los puntos de vista fundamentales del problema
y la modelacién de las preferencias.

3. La agregacion de las preferencias de los diferentes puntos de vista.

4. La aplicacion de algin procedimiento matematico para resolver el
problema de decisidn.

Estas etapas no son necesariamente consecutivas y podriamos
reducirlas, sin pérdida de generalidad, a 2 etapas fundamentales: la
modeclacidon y la agregaciéon de preferencias.

2.4 Conceptos basicos.
2.4.1 Relaciones binarias y érdenes

Una relacién binaria R en un conjunto A, es un subconjunto de AxA,
tal que:
R=1{(a, b)] ae A be A, aRb} c AxA

Si el par ordenado (a, b) pertenece a R, se pueden utilizar indistintamente
las siguientes notaciones: (a, b) € Ro aRb.

El complemento RY, la inversa R, y el dual R4, se definen como
siguc:
{a, b) e R < (a, b)eR,
{a, b) e R' < (b, a) € R,
(a, b) e RMe> (b, a) &£ R.
Notese que Ri= (Rl = (Re)L,

Como R, R, R!' y RY son subconjuntos de A2, podemos utilizar la
notacion de la teoria de conjuntos como la unién, interseccion, ctc. Sean R
y Q dos relaciones sobre A. R esta contenida en Q (R Q) si:

aRb = aQb, a, be A.
Definimos la union RUQ, la interseccién RNQ y la composicion RoQ de la
siguiente manera;
a(RuQ)b < aRbo aQb
a(R~NQ)b <= aRby aQb
a(RoQ)b >3 ce A aRcy cQb

Supongamos que R es una relacion binaria sobre A, Podemos asociar
un numero del conjunto {0, 1}, llamado valuacién y denotado como R{a,b),
para algun par (a, b} como sigue:
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1 aRb

Ra.b) = {0 aR%b

Cuando A es un conjunto finito, también podemos asociar a la
relacién R una matriz MR, tomando a los componentes en a como filas y
los componentes’'en b como columnas, para asi obtener R(a, b).

Ejemplo: Supongamosque A={a, b,c, d} y
R={(a, a}, {a, d), (b, ¢, (¢, b}, (¢, g}, (d, a), (d, d)}
entonces la matriz MR esta dada por:
la b cd
a(l010
blj0010
c 10101
d|1 001

Toda relacién binaria sobre el conjunto A puede representarse por
medio de una grafica dirigida (A, R), donde A es el conjunto de nodos y R
¢s el conjunto de arcos. Existe un arco entre los nodos ay b si y sélo si

aRb se satisface. Cuando aRa, existe un rizo (es decir, el arco sale y entra
al nodo a).

Ejemplo: Representamos la relacion del ejemplo anterior con la siguiente
grafica dirigida:

R puecde satisfacer las siguientes propiedades:

1.- Transitividad, aRby bRc = aRe¢,V a, b, c e A;

2.- Simetria, aRb = bRa, VvV a, be A;

3.- Asimetria, 2Rb = bRa?, vV a, be A,

4.- Antisimetria, aRby bRa= a=b Va, be A,

5.- Reflexividad, aRa VvV a € A;

6.- Irreflexividad, aRa Va € A;

7.- Transitividad negativa, aRb, bRc = aRcVa, b, c € A;

8.- Comparabilidad, aRb o bRa o ambos, de forma equivalente, aRb y bRa;

T aRb indica b pegacion de la relacion. v lo que es bo mismo off b o (a. BYeR,
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9.- Semitransitividad, aRb, bRe = aRdo dRcV a, b, ¢, d € A.

Una relacion R que sea comparable, no reflexiva y transitiva se
conoce como una relacién de orden. En particular, una relacion asimétrica
y transitiva, es un orden estricto u orden parcial estricto. Una relacion
comparable y transitiva es un orden débil. Un orden débil antisimétrico, se
conoce como orden lineal u orden simple. Una relacion reflexiva, simétrica
y transitiva, se llama relacién de equivalencia. Una relacion reflexiva y
transitiva, se conoce como cuasiorden. Una relacion reflexiva, transitiva y
antisimétrica, es un orden parcial. Una relacién asimétrica y negativa
transitiva, se conoce como un orden débil estricto. Una relaciéon R se dice
que es completa si para algun a, b € A, se sigue que aRb o bRa. Una
relacion completa y transitiva se llama preorden completo.

2.4.2. Conjuntos borrosos (Fuzzy Sets, Bellman y Zadeh 1970)

Entendemos por “borrosidad”, un tipo de imprecisidn que esta
asociado con los conjuntos borrosos, esto cs, clases en las que no hay
transicion definida de un miembro de la clase a uno que no lo es (Bellman,
Zadeh 1970). Un ejemplo clasico de este tipo de conjuntos e : el siguiente:
Sea A la clase de los hombres altos en una comunidad X, obviamente
existen en X hombres definitivamente altos, y otros que no lo son, pero
también e¢xisten hombres de estaturas intermedias entre  los
definitivamente altos y los no altos. El uso de los conjuntos borrosos, nos

permite tomar en cuenta esos grados “intermedios” de pertenencia al
conjunto.

En la teoria de conjuntos clasica, la transicidén entre la pertenencia y
la no pertenencia de un elemento en un conjunto dado es abrupta y bien
definida. Para un elemento en un conjunto borroso, esta transicion puede
ser gradual, ya que las fronteras de los conjuntos borrosos son ambiguas .
Por tanto, ¢se grado de pertenencia se mide por medio de una funcién que
intenta describir la vaguedad y la ambigliedad del conjunto. Esta funcién
mapea los elementos de un conjunto borroso al universo de “valores de
~ertenencia”, el intervalo [0, 1](Jamshidi et al).

Sca X una coleccidon de objetos. Un conjunto borroso A en X es un
conjunto de pares ordenados
A= (x, uafx}}, xeX
donde ua(x) determina el grado de pertenencia de xen A, y 1 X—[0,1]. Esta

funcion sc¢ lHama funcién de pertenencia del conjunto borroso A.
Grahcamente :
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Los grados de pertenencia reflejan un ordenamiento de los objetos
en el universo de discurso, este ordenamiento es mas importante que los
valores de la funcién de pertenencia mismos {Dubois y Prade 1980).

La interseccién de {unciones de pertenencia w(x, y) de un conjunto
borroso, es un conjunto borroso de la forma:

wlx) = infyey e (x, y), Vx e X, ye¥?

La unidén de u(x, y) es un conjunto borroso de la forma:
#(x) = supyey u(x, y), VxeX yey.

La diferencia A\B de conjuntos borrosos, es el conjunto borroso de la
forma:

M (x)= pu(x), cuando g ,(x)2 u,(x)

Han(X)= 0 de otra forma

2.4.3. Relaciones y 6érdenes borrosos

Una relacién borrosa en X, es un conjunto borroso w«X x X —(0,1]
con las siguientes propiedades:

1. Reflexiva
wulx, x}= 1 VxeX

2. Simétrica

wefx, Yy} =y, x), Vx, y, € X
3. Transitiva

w(X, Y] 2 Supzex min {u(x, z), u4(z, y)f, Vx, yeX

4. Irreflexiva '
“fx, x) =0, VxeX

5. Antisimétrica

1 . .
Ve Fes un panunetro

v
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u“(x, y) >0 = uy, x)=0.

Una relacién borrosa se llama relacién borrosa de equivalencia si es
reflexiva, simétrica y transitiva. Se llama relacién borrosa de orden estricto
si es antireflexiva y transitiva. Una relacion borrosa es un orden parcial

borroso si es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Una relacion borrosa se
llama Cuasi-orden borroso, si es reflexiva y transitiva.

Si una relacién R es una relacidén borrosa, entonces su inversa Rl se
define por medio de la funcién de pertenencia:

(X, y) = wely, X)y VX, y, €X

la relacién complemento, se define como:

prlx, y) = 1 - pxlx, y)

y la relacion dual:
uellx, Y) = 1 - usly, x)

Diremos que una relacidon borrosa u(x, y) es débilmente lineal si
u(x, ) =0 = wy, x) >0,

y es fuertemente lineal si
w(%, Y) 2 ply, X) 2 ux, y) = 1Y wx Y) s uy, x) = uly, x) = 1.

2.4.4. t-rHyrmas y t-conormas

Las normas triangulares (t-normas) se estudian originalmente en la
teoria de los espacios métricos probabilisticos, en ese marco se ha probado
gque son excelentes herramientas cuando se trabaja con la desigualdad del
triangulo (Butnariu y Klement 1990). A continuacién definiremos las t-
normas y las t-conormas, que se han utilizado para modelar la

interseccion y la unién de conjuntos borrosos, respectivamente (Grabisch
et al 1995).

Una operacion binaria T 40, 1) x [0, 1] —» (O, lj se llama t-norma si
satisface V x, y, z, X, 4y’ € [0, 1]:

a) IO, 0 =0, NIx, 1) =T, x) = x, (condiciones de frontera)

b) Mx, y) = Ny, x) (conmutatividad)
¢) xey, X'sy = Tlx, x) s« My, y) (mondtonamente creciente)
d) Tix, My, 2)) = TTx, y), 2) (asociatividad)
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A continuacién se dan algunos ejemplos de t-normas:
1. x, y) = xy
2. Ix, y) = max( 0, x+y-1)
3. Tix, y) = min(x, y)

Una t-norma T es continua, si como funcién T es continua sobre el
intervalo unitario.

Una t-norma T se dice Arquimediana, si T es continua y para xe(0,1),
T(x, x) < x. Una t-norma arquimediana es estricta si T es estrictamente
creciente sobre (O, 1) x (0, 1), por ejemplo T(x, y)= xy.

Para definir la unién de conjuntos borrosos, usaremos el concepto
de t-conorma. Una operacién binaria S: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] es una -
conorma si:

1. 1, 1)=1, S0, x) = Sx, 0) = x,
2. Sx, Y = Ky, x)

. x:z:y X2y = 8x x)s Sy, ),
4. Sx, Yy, z)) = ASx, Y), 2).

Si A y B son dos subconjuntos borrosos de X, entonces
Hau(m) = S( pa(w), pi(w)).

Una t-conorma es continua, si como funcién $ es continua sobre ¢l
intevalo unitario. Una t-conorma se dice arquimediana, si para x € (0, 1),
S(x, x} > x.

Como c¢jemplos de t-conormas tenemos:
a) S(x, y) = min(l, x+y}
b} S(x, y=x+y-xy
c) S(x, y) = max(x, y)

Por ultimo, cuando S y T son tales que:
T(x, y)=1-5(1-x, 1-y)
o)
S(x, yy =1 - T(l-x, 1-1),

se dice que Ty Sson duales ( es decir, Ses la t-conorma dual de T).
2.4.5. Negaciones
El complemento de un subconjunto borroso A puede generalizarse

de la siguiente manera:
Hat (@) = N{ pa(®)),



B
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donde N: [ O, 1] —» [ 0, 1] es un operador no creciente, N(O) = 1, y N(1) = 0.
N se llama negacién. '

Una negacidon N cs estricta, si ademas es continua y decreciente. Es
involutiva si
N(N(x})=x, para todo x € [0, 1]

se dice que una negacion es fuerte si es estricta e involutiva.

Algunos ejemplos de negaciones son lo siguientes:

| st x=0

3 N =1, si x20

bl v 1 si x<l|

) N(x)= 0 six=l
c) Nix)=l-x

Si T es una t-norma, S una t-conorma y N una negacion, el sistema
(T, S, N) se llama triada de De Morgan*

2.4.6. Antisimetria y asimetria

La antisimetria y la asimetria dependen del tipo de conjuncién que
se utiliza en la modelacion. De hecho, la antisimetria clasica equivale a:
‘ azb => (a, b) ¢ RAR!
mientras que la asimetria se cumple si y sdlo si:

(a, b)e RAR!
por tanto, damos la siguiente definicién: Una relacién borrosa R sobre A es
t-antisimétrica si
azb = TIR{a, b}, R(b, a)) =0
R es t-asimétrica si
TIR(a, b), R(b, a)) =0 ¥ a, b eA.

Y En L Teoria de conjuntos ardinaria, las leyes de De Morgan son: AUB=(A'RBY. AnB=(ASOBYY,
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2.5 El estado del arte.

La teoria de los conjuntos borrosos se inicia en la década de los 60’s
con L. Zadeh, a partir de esa fecha se ha desarrollado en una gran
variedad de direcciones, encontrando aplicaciones en campos tan diversos
como la taxonoinia, topologia, linglistica, teoria de autématas, logica,
teoria de control, psicologia, teoria de juegos, reconocimiento de patrones,
medicina, leyes, analisis de decisién, entre otros (Zadeh 19795).

Esta teoria se basa en el concepto de conjunto borroso, esto es,
clases de objetos en los que no hay transicidn definida de un miembro de
la clase a uno que no lo es. De aqui que se introduce el concepto de

funciéon de pertenencia, que determina el grado de pertenencia del objeto .
en el conjunto.

La aplicacién a la teoria de decisiones se reporta en la literatura a
partir de 1370, con el articulo de Bellman y Zadeh, “Decision-Making in a
Fuzzy Environment”, donde se analiza el proceso de decisién en el que los
objetivos y las restricciones se definen como conjuntos borrosos en el
espacio de alternativas, aunque ¢l sistema bajo control no necesartamente
¢s borroso. Una decision borrosa se presenta como la interseccion de los
objetivos y las restricciones, es decir, dados un objetivo borroso G y una
restriccion C, una decisién borrosa D es un conjunto borroso tal que

DeGnC
y la funcion de pertenencia de D es,

HD = UG A HC.3

Una decisidn maximal se defline como un punto en el espacio de
alternativas, en el que la funcién de pertenencia alcanza su valor maximo.
De mancra general, sea una decisidén borrosa representada por su funcién
de pertenencia upp. Sea K el conjunto de puntos en el espacio de
alternativas en los que upp alcanza su maximo, entonces el conjunto
defimdo como:

Max u,,(x) parax e K

0 de otra forma
se dice que ¢s la decision éptima (up representa la funcion de pertenencia
de la decision maximal). Estos conceptos se ilustran con ejemplos que

involucran procesos de decisidén multietapas, en los que el sistema bajo
control puede ser deterministico o estocastico.

Hu (x}=

Y representa al conectivo Rigico de kL canjuncion gy oy = jiy A dy
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Con respecto a la modelacidn y agregacion de preferencias borrosas,

una gran cantidad de autores han tratado el tema:

Orlovsky (1978), aborda el problema de encontrar un conjunto de
soluciones eficientes que podria ayudar al decisor en su proceso de
eleccién y estudia algunas de las propiedades de las relaciones de
preferencia borrosa, que permiten introducir el conjunto de alternativas no
dominadas. Define una relacién borrosa de preferencia estricta

)< [P~ Hlyex) para py(x. ) uly.x)
Hp(x.y)= 0 de otra forma

‘P sélo contiene elementos {x, Yy} en el que el elemento x domina
estrictamente a y y R representa una relaciéon de preferencia no estricta. E]
conjunto de elementos no dominados se sugiere como solucién al
problema de toma de decisiones y lo expresa por medio de las relaciones
de preferencia no estricta de la siguiente manera:

Ha(x)=1- SUP{}I,,(}’.X) - ,u,‘(x.}’).o}

cl valor de pumx) representa el grado al cual el elemento x no esta
dominado por ninguno de los elementos del conjunto de alternativas X.

Dubois y Prade (1980), publican una monografia de investigacion
sobre la teoria de los conjuntos borrosos y sus aplicaciones. Su trabajo se
basa e¢n la compilacién de alrededor de 550 publicaciones en inglés,
francés y aleman de 1965 a 1978, y contiene tdpicos especiales de
sistemas dinamicos, investigacién de operaciones, control, reconocimiento
de patrones, toma de decisiones, teoria de juegos, inteligencia artificial,
robdtica, etc. La publicacion se propone Unicamente como un compendio

de investigacion.

Ovchinnikov (1981), e¢studia la estructura Jde relaciones binarias

borrosas dc¢ preferencia e indiferencia y perfila las formas de usar sus
resultados en la teoria de la eleccidn racional. Describe completamente las
relaciones borrosas de equivalencia en términos de particiones borrosas y
establece todas las posibles relaciones logicas entre varias propiedades de
transitividad de las preferencias borrosas. Recordemos que una relaciéon
borrosa sobre un conjunto X es una equivalencia si se cumplen las
propiedades de reflexividad, simetria y transitividad. En la teoria
tradicional, toda rclacidon de equivalencia R sobre un conjunto X, define
una particion de X en clases de equivalencia, El conjunwo de todas las
clases de equivalencia es el llamado conjunto cociente X/ R. Por otro lado,
cada particion de un conjunto X define una relacién de equivalencia sobre
X. Existe un mapeo suprayectivo m:X—-X/R, conocido como el mapeo

T e T = e T

R S - e g
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candnico. La relacion de equivalencia R es €l kemel del mapeo candnico y
las clases de equivalencia son los elementos de la imagen inversa del
conjunto cociente. Ovchinnikov define los analogos borrosos de estas
nociones y establece sus propiedades. Define a la preferencia borrosa R
como una relacién conexa y reflexiva sobre X e interpreta el valor R(x, y) de
la funcion de pertenencia como el grado de “definitividad” de la asercion “el
elemento x no es peor que el elemento Y. Las propiedades de conexidad y
reflexividud son necesarias para la existencia de funciones de eleccion
construidas a partir de las preferencias.

Siskos (1982), modela las preferencias del decisor por medio de una
relacién de sobreclasificacién borrosa, que se obtiene a través de la
agregacion de un sistema de funciones utilidad aditivas, estimadas por
medio de métodos de regresién ordinal que analizan la relaciéon de
preferencia R. Los datos para el método de estimacion del modelo de
preferencias del decisor consisten en una relacién de orden débil de
preferencia R sobre un conjunto de acciones de referencia A, y de las
evaluaciones multicriterio gla), a € A , para cada una de las acciones. Lo
que propone Siskos en su trabajo es la utilizacién de esta informacion para
estimar las utilidades aditivas con respecto a ciertas restricciones dadas.
Su procedimiento de estimacidn usa técnicas especiales de programacion
lineal para obtener soluciones consistentes entre la relacion de orden débil
R y las utilidades estimadas. Cada utilidad se estima de manera 6ptima
minimizando una funcién de error y se evaliia més tarde por medio de un
indicador de correlaciéon de orden entre R (orden débil inicial) y R {orden
débil dado por la utilidad). El indicador que se utiliza es la 1 de Kendall
que se define como:

12 1 -4 dyR, R}

m(m-1)

' -~ »r , . )
donde di(R, R} = -_;ZZlR" R,| es la distancia de Kendall.

= ral sl

Martel, D’Avignon y Couillard (1986), utilizan una relaciéon de
sobreclasificacion borrosa, que se caracteriza por un grado de credibilidad
calculado a partir de dos indices: un indice de confianza y un indice de
duda. La relacion de sobreclasificacion usa el concepto de distribucion de
probabilidad, que toma en cuenta la naturaleza aleatoria del fenémeno en
estudio.

Ponsard (1986), presenta un modelo que toma en cuenta la
naturaleza subjetiva y cualitativa de las relaciones entre el conjunto de
bienes y los posibles comportamientos del consumidor, este modelo aplica
la teoria de ecuaciones de relactones borrosas. Ponsard se enfoca en el
analists multicriterio del comportamiento del consumidor cuando el
decisor actla en un espacio borroso y manifiesta una actitud de
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imprecision. En su modelo, las relaciones entre el espacio de bienes y el
consumidor se expresan con relaciones de preferencia borrosas que, bajo
ciertas condiciones, definen funciones de utilidad borrosas. El equilibrio
del consumidor es resultado de un calculo econémico borroso: maximizar
la funcion utilidad borrosa con una restriccion de recursos elastica, lo
mismo sucede para el productor. El objetivo de este enfoque es aplicar un
analisis multidimensional a la exploracién del proceso de toma de
decisiones del consumidor en un contexto borroso. En su trabajo analiza 3
etapas del proceso de decision que llama:

1.- Tratamiento de la informacion

2.- Evaluacion de las caracteristicas

3.- Comportamiento revelado

De forma general, define 3 conjuntos; un conjunto de bienes X, un
conjunto de caracteristicas Yy un conjunto de estados de satisfaccién o
posibles comportamientos Z, y 3 relaciones binarias borrosas:

A={Qa, ), Ha Y x e X, ¥V yx € Y pala, y) € (0, 1)}
B={(y ) uaiVyxe VY, VzeZ psly 2) €0, 1}
Cel(x.2),ncivVxae X,Vze Z ucin, z) € [0, 1]}

Cada una de estas relaciones corresponde con una etapa del proceso de
decisién. Por ejemplo, A se explica a partir de la apreciacion particular del
consumidor de un bien dado x. El tratamiento de los datos depende de la
percepcion y de la comprensién de la informacién disponible relacionada
con el espacio de bienes. También depende de la experiencia y del
aprendizaje. De aqui, a x le corresponde un yx en un cierto grado p{x, yx.
De manera mas simple se tiene

ma{x, Yk) = Qik.
ax significa que e! consumidor tiene un juicio acerca de la evaluacién
asignada al bien x para la caracteristica yx. Para B se tiene que

re= (Y 2)= b,
by, se interpreta como la evaluacién asignada a la caracteristica yx para el
estado de satisfaccion (o posible comportamiento) z asociado en la
apreciacion del consumidor. Esto es, la actitud del consumidor con
respecto a las caracteristicas de los bienes y su lugar de abastecimiento
nos dirige a la evaluacidén de esas caracteristicas. Finalmente, para C
tenemos

Holxi, Z) = Gj.

El comportamiento revelado explica que cierto bien x puede ser materia de
un posible comportamiento. Asi ¢, es la evaluacién del bien x con respecto
al posible comportamiento z; del consumidor.

e — ——
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Roubens (1989), introduce una generalizacion de las llamadas
relaciones binarias valuadas® y las funciones de eleccién basadas en
normas triangulares de relaciones binarias valuadas. Examina un enfoque
de toma de decisiones en grupo en el que la preferencia colectiva se forma
a partir de las preferencias individuales y considera el problema de
encontrar un subconjunto de “mejores” alternativas. En el contexto de las
relaciones binarias valuadas, una funcién de eleccion es un mapeo

' CX): X - [0,1]
y C(XXy) € [0, 1] es el grado al que una alternativa y € X es el “mejor “
elemento en el conjunto X. C(X) (y) se denota brevemente como C(y). Las
funciones de eleccidn propuestas presentan algunas propiedades
interesantes como concordancia, independencia de alternativas
irrelevantes, recompensa por dominancia estricta y herencia.

Recientemente Barret, Pattanaik y Salles (1990), introdujeron reglas
alternativas para la generacién de conjuntos de elecciéon a partir de
relaciones borrosas de preferencia débil. Tratan sobre las propiedades de
racionalidad de varias funciones de eleccion basadas en preferencias, es
decir, reglas para inducir la eleccién a partir de preferencias borrosas. Las
preferencias borrosas no cestan restringidas a satisfacer la propiedad de
transitividad, por lo tanto todas las funciones de eieccién que se discuten
viclan algunas propiedades que han sido consideradas como propiedades
basicas de la eleccidon “racional”. Por otro lado, si las preferencias borrosas
admisibles se restringen a ser érdenes borrosos, sélo una de las funciones
de eleccidon, basadas en las preferencias propuestas, satisface todas las
propiedades de racionalidad consideradas.

Ovchinnikov y Roubens (1991), exticnden los conceptos de Orlovsky
(1978), Ovchinnikov (1981} y Roubens (1989). Introducen una nocién
general e una relacidon valuada de preferencia estricta y establecen la
propicdad de transitividad de esta relacion, que ademas satisface las
condiciones de independencia de alternativas irrelevantes y asociacion
positiva. También estudian una clase de relaciones de preferencia estricta
valuadas definidas por medio de normas triangulares y funciones
negacion. Estos conceptos forman un fundamento metodologico para
muchos problemas de modelacion de preferencias, incluyéndose a la
agregacion de preferencias borrosas, la definicién de funciones de eleccion
basadas e¢en comparaciones por pares, ordenamiento de alternativas en
ambiente borroso, ete. Estos mismos autores desarrollan otro trabajo en
1992, donde en esta ocasion utilizan preferencias débiles, estrictas vy
relaciones de indiferencia y no comparabilidad borrosas, y su objctivo es
hacer una generalizacion de los modelos clasicos.

" Ruvhens considera una relacion valuada como un mapeo REXxX = {00 T R(xL ¥} denota i imagen deb par (x.y)
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Perny y Roy (1992), introducen una relacién de sobreclasificacion
borrosa y muestran cémo ésta contribuye a la modelaci¢a, analisis y
justificacidn de preferencias, dentro del contexto de la ayuda a la decisién
multicriterio. Definen los llamados sistemas relacionales de preferencias,
modelos muy sofisticados de relaciones de sobreclasificacion, que
involucran a las relaciones de indiferencia, preferencia, incomparabilidad,
sobreclasificacion y no preferencia.

Fodor (1992), propone un enfoque axiomatico de las relaciones
borrosas de preferencia estricta (P), indiferencia (I) ¢ incomparabilidad (J).
Establecen un sistema de ecuaciones funcionales que representan las
conexiones entre P, | y J, es decir,

‘P=RNRY,

[=RNR!

J=RenRd
y concluye que este sisterna no tienen solucién para las propiedades
clasicas. Propone las condiciones necesarias y suficientes para la unicidad
de la solucion del sistema y al final, hacen una comparacién de sus
resultados con los reportados por Ovchinnikov y Roubens (1991).
Basandose en estos resultados Fodor y Roubens (1994), abordan el
problema de definir'P, | y J en términos de R e introducen modelos para
las operaciones sobre conjuntos que preserven las propiedades clasicas de
las relaciones de preferencias, tanto como sea posible,

Pirlot (1995), caracteriza un procedimiento que transforma
rclaciones de preferencia valuadas sobre un conjunto de alternativas en
relaciones de preferencia bien definidas, este procedimiento ordena las
alternativas en orden decreciente de acuerdo con su caracter minimal.
Entre otros resultados, caracteriza de manera :imilar otro procedimiento
llamado “leximin” e investiga otras dos familias de procedimientos cuya
interseccion es el procedimiento “Min”.

Ghotb vy Warren (1995), comparan el proceso de jerarquizacion
analitica {AHP) de Saaty, con una metodologia de decision borrosa, que
utiliza variables linglisticas que se traducen a conjuntos borrosos. Hacen
el estudio de un caso en un Hospital donde desean saber si se debe
implementar  un  nuevo sistema de almacenamiento de imagenes
radiologicas basado en tecnologia digital o se sigue utilizando el sistema
existente de almacenamiento en pelicula. Se implementaron las dos
metodologias bajo las mismas condiciones para comparar los beneficios
para ¢l hospital asociados con cada sistema. Se compararon los siguientes
aspectos de la aplicacion:

1.- Nivel relativo de preferencia para cada alternativa
2.- Sensibilidad de los métodos a los posibles cambios en las normas del
Hospital representadas como pesos diferentes .
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Perny y Roy (1992), introducen una relacion de sobreclasificacion

borrosa y muestran como ésta contribuye a la modelacion, analisis y°

justificacion de preferencias, dentro del contexto de la ayuda a la decisién
multicriterio. Definen los llamados sistemas relacionales de preferencias,
modelos muy sofisticados de relaciones de sobreclasificacién, que
involucran a las relaciones de indiferencia, preferenma, mcomparabxlldad
sobreclasificacién y no preferencia.

Fodor (1992), propone un enfoque axiomatico de las relaciones
borrosas de preferencia estricta (P), indiferencia (I} e incomparabilidad (J).
Establecen un sistema de ecuaciones funcionales que representan las

conexiones entre P, [ y J, es decir,

‘P=RNRY,

[=RAR'!

J=RenRe
y concluye gque este sistema no tienen solucién para las propiedades
clasicas. Propone las condiciones necesarias y suficientes para la unicidad
de la solucién del sistema y al final, hacen una comparacién de sus
resultados con los reportados por Ovchinnikov y Roubens (1991).
Basandose en c¢stos resultados Fodor y Roubens (1994), abordan el
problema de definir P, | y J en términos de R e introducen modelos para
las opcraciones sobre conjuntos que preserven las propiedades clasicas de
las relaciones de preferencias, tanto como sea posible.

Pirlot (1995), caracteriza un procedimiento que transforma
relaciones de preferencia valuadas sobre un conjunto de alternativas en
rclaciones de preferencia bien definidas, este procedimiento ordena las
alternativas en orden decreciente de acuerdo con su caracter minimal.
Entrc otros resultados, caracteriza de manera .imilar otro procedimiento
llamado “leximin” e investiga otras dos familias de procedimientos cuya
interseccién ¢s el procedimiento “Min”.

Ghotb ¥ Warren (1995), comparan el proceso de jerarquizacion
analitica {AHP) de Saaty, con una metodologia de decisidn borrosa, que
utihza variables lingliisticas que se traducen a conjuntos borrosos. Hacen
¢l estudio de un caso en un Hospital donde desean saber si se debe
implementar un nuevo  sistema de almacenamiento de imagenes
radiologicas basado en tecnologia digital o se sigue utilizando el sistema
existente de almacenamiento en pelicula. Se implementaron las dos
metodologias bajo las mismas condiciones para comparar los beneficios
para el hospital asociados con cada sistema. Se compararon los siguientes
aspectos de la aplicacion:

1.- Nivel relativo de preferencia para cada alternativa
2.- Sensibilidad de los métodos a los posibles cambios en las normas del
Hospital representadas como pesos diferentes .
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3.- La dificultad de clasificacién asociada a cada método.

El objetivo es maximizar todos los beneficios para el hospital,
considerando todos los costos y la tasa de sustitucion intangible. Para
alcanzar esta meta se definié un indice de beneficio llamado “New Sistem
Superiority Margin” (SSM), donde SSM es un porcentaje usado para
comparar los resultados de las dos metodologias.

Una aplicacién interesante es la que publican Liang y Wang (1994},
donde utilizan un método de toma de decisiones multicriterio para un
problema de seleccién de personal. En éste, primero se agregan las
evaluaciones linglisticas de los decisores acerca de pesos de criterios
subjetivos y su clasificacién, para obtener un indice borroso de
adecuacion. Ademas, combinando las evaluaciones de las clasificaciones
objetivas y subjetivas, se obtienen los valores de la clasificacién final para
la evaluacidén de adecuacion del personal. Proponen un algoritmo para la
seleccién de personal bajo multiples criterios, utilizando la teoria de los
conjuntos borrosos y una estructura de analisis jerdrquica de dos niveles,
El primer nivel es para evaluar la importancia “borrosa” de varios criterios
subjetivos. El segundo nivel es para asignar pesos a los candidatos para
cada criterio subjetivo.

Otro trabajo que utiliza relaciones borrosas de preferencias es el de
Turksen y Willson (1995), donde se proponen probar la validez predictiva
y el pronédstico de mercados compartidos de un modelo de preferencias
borrosas. Este modelo puede aplicarse a problemas de “marketing” que
utilizan analisis conjunto; la flexibilidad de este modelo y la robustez de
los resultados en presencia de atributos linglisticos, permite utilizar el
modelo en situaciones en las que el analisis conjunto no podria usarse.

Grabisch (1995), (1996), presenta una sintesis sobre la aplicacion de
las integrales borrosas como herramienta innovadora para la agregacion
de criterios ¢n problemas de decisién. Después de observar que las
herramientas  tradicionales de agregacion de criterios tienen sus
desventajas, se propone el uso de la integral borrosa, especificamente se
propone tomar ‘M= .7y, donde ‘H es el operador de agregacién, .7 es una
integral borrosa y u es una medida borrosa, definida sobre el conjunto de
criterios X= {X), ..., Xn}. La medida borrosa representa pesos sobre los
criterios , ya sca e¢n criterios individuales (por medio de u({Xi!) 0 en un
grupo de criterios (por ejemplo, p({X1, X2, Xa}): este es el punto clave de la
integral borrosa, que permite expresar la interaccion entre los criterios.

Es ecvidente que la teoria de los conjuntos borrosos ha estado
prescnte en los ultimos 30 afios en el desarrollo de técnicas y metodologias
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para la solucién de problemas practicos de casi cualquier disciplina, y la
teoria de decisiones no podia ser la excepcidn.

2.5.1. Aplicaciones del Método PROMETHEE.

La literatura reporta varias aplicaciones interesantes de los métodos
PROMETHEE:

D’Avignon et al (1983} analizd la eficiencia de diferentes servicios en
algunos hospitales canadienses, por medio de los métodos PROMETHEE,

con el propdsito de dar mas apoyo a aquellas areas que brinden el mejor
8ervicio.

Dujardin (1984) utilizé los métodos ELECTRE y PROMETHEE para
comparar diferentes proyectos educativos con el proposito de evitar ciertas
fallas en escuelas secundarias en Bélgica.

Du Bois et al (1989), desarrollan un sistema de ayuda al diagnéstico
médico en casos complicados, al que llaman MEDICIS. Este sistema
consta de 2 subsistemas: un médulo de control, utilizado por el experto
para introducir las bases tedricas del diagndstico y un modulo de consulta
dedicado a cada aplicacidn médica, que explota las bases tedricas del
primer modulo. MEDICIS sigue un proceso de razonamiento légico que no
rccurre a factores de certeza. Finalmente, utiliza el método PROMETHEE |

para cxplotar los resultados obtenidos y generar un preorden parcial sobre
las patologias.

Briggs et al (1990), aplican el enfoque PROMETHEE-GAIA al
problema del mancjo de desperdicios nucleares. La publicacién se basa en
un estudio de caso, donde la toma de decisiones se enfrenta con la
¢leccidén de un método de financiamiento que se adapte a varios escenarios
de tiempo posibles para la disposicién de los desperdicios, y a algunos
sitios scleccionados para la construccidon de un depésito geologico.

Una aplicacion muy reciente es la que publican Al-Shemmeri et al
{1997), en la que desarrollan un sistema de ayuda a la decision para la
plancacion estratégica del uso eficiente del agua en Jordania. Se establecio
un conjunto de objetivos nacionales que deberian contemplar los proyectos
de uso eficiente del agua. Se utilizé en enfoque PROMETHEE para obtener
un ordenamiento de las diferentes opciones que podrian satisfacer lo
objetivos de la nacion. Finalrnente se establecié un sistema d= monitoreo
que utiliza una técnica llamada desarrollo/ productividad.

Estas aplicaciones son muestra de que los métodos PROMETHEE
son bien aceptados y utilizados ampliamente en diferentes disciplinas que
enfrentan cotidianamente problemas multicriterio.
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3. LA MODELACION DE PREFERENCIAS.

La etapa de modelaciéon es indispensable en la toma de decisiones,
ya que en ésta, ademas de definir las alternativas, se establece el conjunto

de criterios de decisién a partir del cual el decisor podra evaluar las
diferentes alternativas.

En la teoria clasica, cuando el decisor debe comparar entre dos
acciones x e y puede (Vincke et al 1992):
) preferirxay: xPy
i) ser indiferente a ecllas: xly
{ii) no las puede comparar: xJy
estas tres relaciones (P, J) estdn definidas sobre el conjunto de

alternativas y la mayoria de los trabajos de modelacién de preferencias las
incluyen, ' :

Se dice que {P1,J} conforma una estructura de preferencia sobre el
conjunto de alternativas si :

a) ‘P es asimétrica, xPy = y#P x

b) I es simétrica , xly = ylx, y reflexiva, xdx

c) Jesirreflexiva , xdx, y simétrica, xJy = yJx .
d) sélo una de las siguientes se cumple: xPy, yPx, xly, xJy.

Esta estructura de preferencias, refleja que el decisor esta
completamente seguro de la preferencia de un objeto sobre otro, si el
primero es suficientemente mejor que el segundo, de otro modo, es incapaz
de discriminar entre ellos y se declara indiferente (French 1988), esto da
como resultado una preferencia estricta o una indiferencia.

Una relacién binaria R, se considera una relacién de preferencia
débil si:
aRb = “a no es peor que b".

Esta definicién implica que R es una relacién reflexiva (aRa se cumple
vaeA).

La estructura de preferencia {P, I, J} puede definirse en términos de
R de la siguiente manera :

aPbes aRb y bRa
alb < aRby bRa
alJb © aRby bRa.

Haciendo uso de la teoria de conjuntos, las expresiones anteriores
pueden escribirse como :
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P=RAR (i)
[=R~\R! (2)
J=RnRd (3}
{tP, I, J} se relacionan de la siguiente manera :
PUI=R (4}
PnI=&  (5)
PAJ=@  (6)
=@ (7)

PUIUP1=RUR! (8)

Cabe mencionar que (4) es equivalente a
- PuJ=R  (9)
ademas como I, J son simétricas y ‘P es asimétrica : [=]"1, J=J'! y PAP1=@.
Por ultimo
PUPIUILI=AXA  (10)

3.1. El modelo tradicional

El enfoque tradicional consiste en convertir un problema de decision
en un problema de optimizaciéon, donde se pretende maximizar una
funcidén fdefinida sobre el conjunto de alternativas, de tal forma que,
va beA

aPb < fla) > fib)
alb < fa) = fib)

en este modelo no se permite la incomparabilidad, es decir, J es vacio;
ademas, | y ‘P son transitivas, puesto que | es una relacion de equivalencia
y P es un orden débil. Una estructura de preferencia con estas
caracteristicas es un preorden completo.

3.2. Modelos de umbrétl

Cuando el decisor no percibe la diferencia entre dos alternativas o
se rchusa a declarar la preferencia de una alternativa sobre la otra, se
introducen los Ilamados “modelos de umbral”, que contradicen la

‘transitividad de la indiferencia del modelo tradicional.

La estructura de preferencias para este modelo es un semiorden,
donde P es transitiva. El modelo se representa por:

aPb < fla) > ib) + q
albe [flay-Ab) | < g

o
[ %)
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V a, b, e Ay q es un umbral positivo. Esta estructura tampoco permite la
no comparabilidad y satisface las siguientes condiciones: V a, b, c, d e A

aPb, blcy ¢Pd = aPd
aPb, bPcy ald = dPc

Existen algunas otras estructuras de preferencias basadas en el
modelo del umbral con ciertas variaciones, pero ninguno de ellos permite
la incomparabilidad. La no comparabilidad surge cuando se agregan

opiniones contradictorias, lo que ocurre a menudo en los problemas de
decisién multicriterio.

3.3. Modelos que permiten la no comparabilidad

Entre estos modelos podemos encontrar a las estructuras de orden
parcial, que surgen cuando se presenta un problema de tipo y sin
restricciones, y se caracterizan por:

axb = alb
aPby bPc = aPc

¥ a, b, c € A. Existe una funcién real ftal que

aPb = fla) > fib).
También se encuentran las estructuras de preorden parcial, que surgen
cuando se presenta un problema del tipo y con restricciones, y se
caracterizan por el hecho de que ‘P es transitiva, | es intransitiva y

aPby blc =aPc

alby bPc = aPc
en este caso, existe una funcién real ftal que

aPb = fla) >fib), alb = fla)y= Ab).

Los métodos que utilizan relaciones de sobreclasificacién para
modelar las preferencias del decisor, también permiten la no
comparabilidad, sélo que en lugar de obtener una funcion que ordena las
acciones de la mejor a la peor, se construye una relacién de
sobreclasificacidon S que no necesariamente es completa o transitiva, La
mayoria de estos métodos involucran la nocion de pesos de criterios para
representar la importancia relativa de los criterios (Vincke et al 1992).

Generalmente una relacion de sobreclasificacion es una relacidén
binaria sobre el conjunto A de acciones y se define de la siguiente manera :
e aSb (a sobreclasifica a b) significa que el analista tiene suficientes

razones para admitir que, para el decisor, la alternativa a es al menos
tan buena como la alternativa b o por lo menos a no es peor que b ( por
lo que a puede ser indiferente o preferida a b).
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» aSb (a no sobreclasifica a b')"éi'ghiﬁ_ca que los argumentos en favor de la

proposicién “a es al menos tan’ buena como b” se consideran
insuficientes. : o

En consecuencia, la sobreclasificacion simple entre dos acciones,
corresponde a la situacién en la que una accion es preferida a otra; la
doble sobreclasificacién implica que las dos acciones son indiferentes ; y la
no sobreclasificacidn significa que las dos acciones son incomparables

Para la modelacion de preferencias por medio de relaciones binarias
de sobreclasificacion, se define aRb que se interpreta como “a es al menos

tan buena como b” y se consideran las siguientes situaciones (Antun
1994):

e preferencia, aPb < aRb, bRa
¢ indiferencia, alb < aRb, bRa

¢ incomparabilidad, aJb (aRb, bRa)
Graficamente se tiene :

alb
aPc
blJc

Consideremos n relaciones de sobreclasificacidn parciales §

asociadas a los n criterios del conjunto F y una relaciéon binaria S que

agreguc los criterios. Se supone que S cumple las siguientes propiedades:
a) Ses reflexiva. Observe que

» aSb y bSa no se puede interpretar como "a se prefiere
estrictamente a b".

o S no es necesariamente un relacién transitiva.
b) Para cualesquiera alternativas a,b y ¢, S satisface
aSbAbD,.c => aSc
aD,.b AbSc = aSc
donde D, es la relacion de dominancia definida por
aD.be> g (a)2zg,(b) VieF
por lo tanto se tiene aD,b = aSb.
c) Finalmente, si g (a) =g, (b) Vj=k entonces aSh < uS,b
esta condicion puede plantearse como sigue :
si al b Vj=k, entonces aSh <> aS,b

uSp VjeF = aSh
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La expresion formal y la naturaleza de las condiciones que se deben
satisfacer para validar la afirmacion aSh son influenciadas por muchos
factores, tales como:

« El grado de significancia de los criterios considerados en F.

« La naturaleza de conceptos basicos usados: concordancia, discordancia,
tasa de sustitucién, intensidad de preferencia, etc.

» La naturaleza de la informacién entre criterios que se requiere.

» La fuerza de los argumentos requeridos, por ejemplo: hablar de la
alternativa mas fuerte, digamos “a”, podriamos pensar que “a domina a
b”, sin embargo, el concepto de sobreclasificacién es mas interesante
porque argumentos mas débiles pueden ser suficientes para considerar la

relacién dada porque la relacidén binaria S es mas rica que la relacion D.
(Cano 1997). '

3.4. Modelos de relaciones de preferencia borrosa

Todos los modelos descritos anteriormente suponen una relacién de
preferencia uUnica, es decir, el decisor no tiene grados de preferencia.
Cuando ¢l decisor distingue entre preferencias “fuertes” y “débiles”, se
necesita introducir una estructura de preferencia mas amplia, que permita
grados intermedios entre la preferencia y la indiferencia. Para esto,
representamos la relacién de preferencia como un conjunto borroso, en
donde el valor de la funcién de pertenencia u(x, y) puede interpretarse de
dos formas: la primera interpretacién se entiende como intensidad de
preferencia. Por ejemplo, u{x, y) = 1 significa que x es mucho mas
preferido a y, mientras que u(x, y} = 0.6, significa que x es ligeramente
preferido a y. En la segunda interpretacion u(x, y) representa el grado al
que la preferencia de x sobre y es verdadera. Por ejemplo, uix, y) = 1
significa que no hay ninguna duda de que x es preferido a y, mientras que

u(x, y) = 0.6 significa que la preferencia de x sobre y es dudosa (Nakamura
1990).

La nocién de prelerencia borrosa generaliza la nocién booleana de
orden parcial, y juega un papel importante en la toma de decisiones. En la
literatura se han utilizado diferentes nociones de. preferencia borrosa y se
diferencian entre ellas por el tipo de transitividad que usan (Kundu 1993).

Las relaciones borrosas de preferencia estricta y de indiferencia
(Orlovski 1978) se definen como

1. Indiferencia borrosa. R = RnR'!

2. Preferencia estricta borrosa. R = R\ (RnR!) = R\R!

las funciones de pertenencia para ambas relaciones son:
puxs{x, ) = min{ u(x, y), uly, x)}

.
o
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pa(X, )= (VX)) stop(x,0)2 g, (3. %)
0 de otra forma

i xy) = {

Existen otras formas de definir una relacién de preferencia estricta
borrosa:

i) {Ovchinnikov 1981)

(X, y) st p (X, 9) > p,(y.x)
0 de otra forma

Hpn (X, p) = {

i) (Ovchinnikov y Roubens 1991). Sea T una norma triangular que
satisface la condicién a +b <1 = T(a, b)= 0, para todo a, be [0,1] entonces

prs = T(uw(x, y), 1 - ey, X)) = T(ux(x, y), ux(x, y)) .

Todas estas relaciones de preferencia son asimétricas y transitivas,

dado que R es una relacién de preferencia transitiva, También cumplen
con la definicién clasica: aPb < aRby bRa.

Una relacién borrosa de sobreclasificaciéon es una relacién mas fina
que la relacién de sobreclasificacién deterministica, ya que proporciona la
credibilidad de la sobreclasificacion de una accidén sobre otra. Es decir,
esta relacidn e¢s un subconjunto borroso del conjunto AxA de pares de
alternativas, que 'se caracteriza por una funcién de pertenencia d{AxA)
llamada grado de credibilidad (Roy 1977) de la relacion de
sobreclasificacién. Los valores mas grandes del grado de credibilidad
corresponden a situaciones de preferencia o de indiferencia, mientras que

los valores mas bajos implican incomparabilidad entre las acciones, por
cjemplo : dado el conjunto borroso :

{o.s 07 09 0! 03 o.o}
(a,b) (b.a) (a.c) ' (c,a) (b.c) " (c.,b)

definido para alb, aPcy bJc, es una relacién de sobreclasificacion borrosa.

3.4.1. Axiomas para las relaciones borrosas de preferencia.

Para definir las relaciones borrosas de preferencia, indiferencia y no

comparabilidad (P, I, J} se proponen los siguientes axiomas (Fodor y
Roubens 1994) .
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. Independenc1a de Ia alternativa, 1rrelevante- Para cualesquiera dos
. alternativas a, b, los valores ‘Pa, b), I(a, b) y J(a, b) dependen sélo de los
... valores de R(a, b) y R(b, q). " .

.De acuerdo con este axioma,. ex1sten 3 funciones p, i, j:[0,1]2 =[O0, 1]
tal que :
Pla, b)= P(R(a, b) R(b, a)),
I(a, b)= i(R(a, b), R(b, q)),
'J(as b)= J(R(anb)!R(ba a)'
e Principio de asociacién positiva.- Las funciones pi{x, n(y), ilx, u),
Jin(x),n(y)) son no decrecientes respecto a ambos argumentos.
¢ Simetria.- i(x, y) y j(x, y) son funciones simétricas.

Estos axiomas permiten definir adecuadamente a la estructura
{P,J,1} de tal forma que se preserve la relacién clasica R=PUI.

Podria pensarse que los axiomas anteriormente enunciados no son
necesarios del todo, ya que lo que se requiere es usar t-normas en (1), (2} y
(3). Desafortunadamente el resultado no es tan evidente.

Sea (7T, S, n) una triada de De Morgan continua y n una negacion
estricta. De acuerdo con (1), (2) y (3), tenemos que :
‘P(a, b)= T(R(a, b), n(R(b, a)}), (11)
l{a, b= T(R(a, b), T(b, a)) (12)
J(a, b= T(n{R{a, b)), n(R(b, a))) (13)

PROPOSICION. (Fodor y Roubens 1994)
No existe una triada de De Morgan tal que ‘PUI=R se cumpla si se definen
‘Pelcomo:
‘Pa, b)= T{R(a, b), N(R(b, a)}),
Ha, b)= T(R(a, b}, T(b, a)}
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4, LOS METODOS PROMETHEE.

Los métodos PROMETHEE (Preference Ranking Organization Method
for Enrichment Evaluations) forman parte de los llamados métodos de
sobreclasificacion, que constan principalmente de dos fases:

a) La construccién de una relacién de sobreclasificacién y

b) La explotacién de esta relacién para asistir al decisor (Brans y Vincke
1985).

Este método se basa principalmente en extensiones de la nocién de
criterio, que el decisor puede construir facilmente. Se utilizan
generalmente para resolver problemas de ordenamiento (o tipo y}. Los
métodos PROMETHEE incluyen los siguientes pasos:

Paso 1. Enriquecimiento de la estructura de preferencia .- Este es el paso
mas importante, ya que se¢ introduce la nocidén de criterio generalizado
para tomar en cuenta las amplitudes de las desviaciones entre las
evaluaciones.

Pago 2. Enriquecimiento de la relacién de dominancia.- Se construye una
relacion valuada de sobreclasificacidn, que toma en cuenta todos los
criterios. Para cada par de alternativas, se obtiene el grado de preferencia
de una alternativa sobre otra.

Paso 3. Explotacién para la ayuda a la decision.- El enfoque PROMETHEE
ofrece principalmente cuatro posibilidades para resolver un problema de
decision. PROMETHEE [ da un orden parcial que considera todas la
posibles incomparabilidades entre las alternativas ; PROMETHEE Il da un
orden completo ; las versiones Il y IV de los métodos PROMETHEE son
extensiones de los anteriores(l y Il respectivamente); PROMETHEE V es ttil
para resolver problemas de selecciéon de alternativas dado un conjunto de
restricciones y da un ordenamiento como el de PROMETHEE II; por otro
lado, PROMETHEE VI da al decisor alguna informacién adicional acerca

del problema multicriterio al que se enfrenta (Brans y Mareschal 1994a,
1994h, 1997).

4.1 Extensién de la nocién de criterio.

La nocién clasica de criterio implica una “estructura de preferencia
if, P!" sobre A. Sea fun criterio, entonces:
aPb < fla) > {(b)
alb < fla} = fib).
donde P ¢ | denotan preférencia e indiferencia respectivamente. Esta
manera de modelar las preferencias del decisor, no distingue desviaciones
pequenas entre fla) v fib), ademas de que la indiferencia, debe ser
transitiva; en general, estos supuestos no son muy realistas. Por ejemplo,
¢l famoso caso de las tazas de café, donde una tiene un grano de azucar
mas que la otra, una tercera taza tiene un grano mas de azucar gque la
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4. LOS METODOS PROMETHEE.

Los métodos PROMETHEE (Preference Ranking Organization Method
for Enrichment Evaluations) forman parte de los llamados métodos de
sobreclasificacion, que constan principalmente de dos fases:

a) La construccién de una relacién de sobreclasificacién y

b) La explotacién de esta relacion para asistir al decisor (Brans y Vincke
1985).

Este método se basa principalmente en extensiones de la nocion de
criterio, que el decisor puede construir faciimente. Se utilizan
generalmente para resolver problemas de ordenamiento (o tipo y). Los
métodos PROMETHEE incluyen los siguientes pasos:

Paso 1. Enriquecimiento de la estructura de preferencia .- Este es el paso
mas importante, ya que se introduce la nocién de criterio generalizado
para tomar en cuenta las amplitudes de las desviaciones entre las
evaluaciones.

Paso 2. Enriquecimiento de la relaciéon de dominancia.- Se construye una
relacién valuada de sobreclasificaciéon, que toma en cuenta todos los
criterios. Para cada par de alternativas, se obtiene el grado de preferencia
de una alternativa sobre otra.

Paso 3. Explotacion para la ayuda a la decision.- E]l enfoque PROMETHEE
ofrece principalmente cuatro posibilidades para resolver un problema de
decision. PROMETHEE | da un orden parcial que considera todas la
posibles incomparabilidades entre las alternativas ; PROMETHEE Il da un
orden complcto ; las versiones Il y IV de los métodos PROMETHEE son
extensioncs de los anteriores(l y Il respectivamente); PROMETHEE V es util
para resolver problemas de selecciéon de alternativas dado un conjunto de
restricciones y da un ordenamiento como el de PROMETHEE II; por otro
lado, PROMETHEE VI da al decisor alguna informacidn adicional acerca

del problema multicriterio al que se enfrenta (Brans y Mareschal 19944,
1994hb, 1997).

4.1 Extension de la nocién de criterio.

La nocion clasica de criterio implica una “estructura de preferencia -
i, P\” sobre A. Sca fun criterio, entorices:
: aPb < fla) > {(b)
‘ alb < fla) = fib)
donde P ¢ ! denotan preferencia e indiferencia respectivamente. Esta
manera de modelar las preferencias del decisor, no distingue desviaciones
pequenas cntre f{a) y f(b), ademas de que la indiferencia, debe ser
transitiva; en general, £stos supuestos no son muy realistas. Por ejemplo,
el famoeso caso de las tazas de café, donde una tiene un grano de azucar
mas que la otra, una tercera taza tiene un grano mas de azucar que'la
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o segunda y asi para k tazas como la 1nd1ferenc1a se considera transitiva, el
. decisor seria indiferente entre una taza'de café con un grano de aztcar y

., una con k granos,-al ser k lo suﬁc1entcmentc grande, esta suposicién se
o toma estricta y absurda. . St e

Para tomar en cucnta estas deswacmnes y las escalas de los
criterios, se asocia a cada criterio un crlteno generalizado, para esto, se
define la funcién de preferencia P: AxA—(0,1}], donde P(a, b) da el grado de
prcfcrcnc1a de la alternativa a sobre la alternativa b para el criterio f{.)
(Brans y Mareschal 1994a). En muchos de los casos se puede suponer que
P(a, b) esta en funcién de la desviacién d= fla) - b}, 0 S P{a, b} S 1, es
decir '

P(a, b)= P(d|a, b)] a, beA

P(a, b) = 07 si d<0, indica que no hay preferencia ni indiferencia,
P(a, b) = 1 si d>>0, indica preferencia fuerte,
P(a, b) = 1 si d>>0, indica preferencia estricta.

P tiene que ser una funcidén no decreciente de d, con la siguiente {orma:

/N
| - P(a, b)

&
™~

S\
0 d=fla)- fb)

Entonces se define el criterio generalizado asociado a f{.) como el par

AP

Los métodos PROMETHEE requieren que se asocie un criterio
generalizado a cada criterio f, j=1, ..., k. Se proponen 6 tipos de criterios
generalizados que cubren la mayoria de los casos que ocurren en las

aplicaciones practicas. Para cada criterio, sélo se tienen que identificar
pocos parametros (maximo 2).

Sea x= fla) - fib) y H(x) una funcién tal que :

r Pla,b)y x20
=\ pbay x<0
e Criterio tipo I (criterio usual).- Sea p(x}

b - . .-
= 5¢ lee USe apraxnma

prrgny

'
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a y b son indiferentes sélo cuando fia} = fib), cuando no se cumple esta
igualdad, se dice que el decisor tiene und preferencia estricta por la accién

- que tiene el valor mas grande, su funcxén de preferenc1a es igual a 1 y H(x)
esta dada por la siguiente figura:

{0 Vr SO

H(x) 4
1

-
-

0 X >

Para este tipo de criterio no es necesario definir ningun tipo de parametro;
de hecho, este tipo no incluye una extensién, sélo le da al decisor la
oportunidad de usar el criterio en su sentido usual, cuando asi se
requiere.

e Criterio tipo [I {(cuasicriterio),- Sea p(x)

0 xs/!
px) = 1 x>/

a y b son indiferentes siempre que la diferencia entre f{a) y f{b) no exceda a
I, en caso contrario, la preferencia se vuelve estricta. Este tipo de criterio
enfatiza la nociéon de semiorden y sélo debe definirse el parametro . H{x]

esta dada por:
Hix}

F 3
v

] 0 i X

o Criterio tipo Il {criterio con preferencia lineal).- Sea p(x)
xfm x<Sm
px) = 1 xz2m

Esta extension, permite que la preferencia de a sobre b sea progresiva,
para desviaciones progresivamente grandes entre fla) y fib). La intensidad
de preferencia crece linealmente hasta que la desviacidn es igual a m,
después de este valor la preferencia es estricta. Para este criterio, solo debe
definirse el valor de m, partir del cual se considera la preferencia estricta.

En este caso H(x) esta dado por la siguiente figura:
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¢ Criterio tipo IV (criteric de nivel).- Sea p(x)

0 x<q
p{x)=41/2 g<xsq+p
1 xX>q+p

En este caso, a y b se consideran indiferentes cuando la desviacién entre
fla) y fib) no excede a q; entre q y g+p la preferencia es débil, después de
este valor la preferencia se vuelve estricta. Esta extensién puede
compararse con el pseudo-criterio de Roy, aunque aqui se considera la
preferencia débil como una intensidad y no como una indecisidén entre la
preferencia estricta y la indiferencia. Los parametros que debe fijar el
decisor son py g. H(x} tiene la siguiente forma:

Hix)

I [

“p+q) -4 0 g P*q

¢ Criterio tipo V (criterio con preferencia lineal y area de indiferencia).-
Consideremos p{x):

0. xSy
px)=3""Y s<x<s+r
1, xXzs+r

Si la desviacién entre fla) v flb) no excede a s, al decisor le son
completamente indiferentes las alternativas a y b. Después de s, la

prefcrencia aumenta progresivamente hasta llegar a s+r; sdlo se tienen que
definir 2 parametros, sy r.

3l
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e Criterio tipo VI (criterio Gaussiano).- Sea p(x)

0 x<20
(x) = S
PO mee x20
Para este tipo de criterio, la preferencia del decisor continua creciendo con
la desviacion x. E] valor de o significa la distancia entre el origen y el punto

de inflexion de la curva y se determina de acuerdo con la distribucion
normal de la estadistica. H(x) tiene la siguiente forma:

A

+

v

[*3 [*4

4.2 Relacidon valuada de sobreclasificaciéon

Supongamos que en un problema multicriterio se especifican, para
cada criterio f;, una funcién de preferencia P y un peso wj. El indice de
preferencia se define como:

mAx A - [0]]
> w,Pab)

&
2%
n(a, b) representa la intensidad de preferencia del decisor de la alternativa
a sobre la alternativa b, al considerar simultaneamente todos los criterios.
Este indice define una relacion valuada de sobreclasificacion sobre A,
n(a, b) cumple las siguientes propiedades: ’
i) n(a, a)=0 '
i) 0< n{a, b) =1, paratodoa, be A
n(a, b) = 0 indica preferencia débil de a sobre b
7{a, bj=1 indica preferencia fuerte de a sobre b.

mla,b) =




COr R o B8 N SRR TP RO LRSS

o

I

o (YT BRSO T SR

T

it s

et L L USRI

Para cada par de alternativas a, b € A, se calculan los valores de

nla,b) y n(b, a}, y se construye la. reIac1on valuada de sobreclasificacién
sobre A.

n{a, b)

@ n(b. u)

Grafica de sobreclasificacion

En la grafica los nodos son las alternativas o acciones en A, los arcos
toman el valor de n(a, b).

4.3 Explotacién para la ayuda a la decisién.- Cada alternativa se

compara con las (n-1) alternativas restantes en A. El enfoque PROMETHEE
define para cada a € A:

- El flujo saliente {o flujo positivo de sobreclasificacién) como:

N (a)——z:r(a b)
n-= hqA
expresa qué tanto sobreclasifica una alternativa a las otras. ¢°(q)

representa la potencia de a; la mejor alternativa es la que tiene el valor
mas grande de ¢*. Graficamente tendria la siguiente forma

— 0O

- El flyjo entrante (o flujo negativo de sobrecla51ﬁcac1on) como :

DO (a) = —-—Zfr(b a)
btl
expresa qué tanto esta sobreclasificada una alternativa por las demas. ¢-(a)

representa la debilidad de a. La mejor alternativa sera la que tenga el
menor valor de ¢-. Graficamerite:

O
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A partir de los flujos de sobreclasificacién positivo y negativo, se
deducen dos ordenamientos, denotados como (P, I') y (P, I
respectivamente:
¢ aP'b (a es preferido a b) si:

¢+(a) > ¢+(b} y ¢-(a)< ¢-(b) 6

¢+(a) = ¢+(b) y ¢-(a) < ¢-(b) 6

o+{a) > ¢+(b) y ¢-(a) = ¢-(b)
¢ al'b(ay bson indiferentes) si y solo si:

¢+(a) = ¢+(b) y ¢-(a) = ¢-(b),
e aJ'b(ay bson incomparables) si:

¢+{a) > ¢+(b) y ¢-(a) > ¢-(b) 6

¢+(a) < ¢+(b) y ¢-(a) < ¢-(b).

Esta es la estructura de orden parcial que da PROMETHEE 1. Los
resultados de la comparacién por pares son las siguientes:

1. aPb: La potencia mas alta de a estd asociada a la debilidad mas baja de
a. La informacién dada por ambos flujos de sobreclasificacién es
consistente y puede considerarse confiable.

2. alb: ambos flujos son iguales.

3. aJb: La potencia mas alta de una alternativa esta asociada a la debilidad
mas baja de otra. Esto sucede cuando la alternativa a es mejor sobre un
conjunto de criterios en los que b ¢s débil, y reciprocamente, b es buena
sobre otro conjunto de criterios en los que a es débil. Como la
informacion correspondiente a los flujos no es consistente, el método no
puede decidir cual es la mejor alternativa, en tal caso, la
responsabilidad de decidir cae sobre el decisor.

Si el decisor requiere un orden completo de las alternativas, se
puede considerar el flujo neto de sobreclasificacion, definido como:
¢(a)= ¢*(a) - ¢-(a)
que es ¢l balance entre los flujos positivo y negativo. La mejor alternativa
sera la que tenga el flujo neto mayor. Entonces se define el orden completo
que da PROMETHEE II:
' aPib < d{a) > ¢(b)
al'b < ¢(a) = $(b)
asi, todas las alternativas son comparables. Cabe mencionar que aunque
no queda ninguna incomparabilidad, la informacién resultante es muy
discutible, ya que se ha perdido parte importante de la informacion al
considerar la diferencia entre los flujos positivo y negativo.
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PROMETHEE V: Optimizacién con restricciones.

El PROMETHEE V es una. extensién del PROMETHEE II, que trata
con problemas de seleccidn de alternativas dado un conjunto de
restricciones. Este método es particularmente itil cuando el conjunto de
alternativas esta segmentado en bloques y deben cumplirse varias
restricciones dentro de los bloques de alternativas y entre ellos.

Consideremos un problema multicriterio y supongamos que el
decisor tiene que seleccionar un subconjunto de p alternativas (0 s p < n)
sujeto a varias restricciones. Entonces se asocian las siguientes variables
booleanas:

. {1 si a, es seleccionada
i

0  deotra forma

El procedimiento de PROMETHEE V incluye los siguientes pasos:

1. Primero se considera el problema multicriterio sin restricciones . Se
calcula el flujo neto ¢ y se da el ordenamiento de PROMETHEE II.

2. Se construye un programa lineal 0-1 para tomar en cuenta las
restricciones adicionales:

Max 3 4(a,)x,
t=|

"
Zaﬂx, =f r=1..m,

1=
X, efol}, j=1..n
donde = se cumple para 2, g, 6 =.

Los coeficientes de la funcidén objetivo son los valores del flujo neto
de sobreclasificacion. Lo que se pretende es recolectar tantos flujos de
sobreclasificacion como sea posible dentro del subconjunto de alternativas
scleccionado. Las restricciones que deben satisfacer las alternativas
seleccionadas pueden referirse a restricciones de mercado, inversién,
ganancias, cardinalidad, etc.

El programa 0-1 puede resolverse utilizando los métodos clasicos,
como por ejemplo ramificacidon y acotamiento.

4.3.1. El plano GAIA.

-

Los métodos PROMETHEE se apoyan en una herramienta
denominada plano GAIA (Geometrical Analysis for Interactive Aid), que
consiste de un modulo interactivo visual que los compiementa. El plano
GAIA proporciona informaciéon grafica acerca del caracter conflictivo de los
criterios y acerca del impacto de los pesos sobre la decision final. Los
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PROMETHEE 1 Y Il son métodos prescriptivos, mientras que GAIA los
complementa de una manera grafica y mucho mas descriptiva .

El analisis GAIA se basa en el andlisis de lo flujos netos para cada

criterio, que se obtienen por medio de la descomposicién del flujo neto
global.

a. Descomposicion del flujo neto global.

De acuerdo con las definiciones de los flujos de sobreclasificacion
positivo y negativo y el indice de preferencia tenemos que:

o(a) = §*(a)- ¢(al= —— T [P (ab)- Pbaw, (14

n-1 Jei bad
en consecuencia

D(a) = P4, (a)w, (15)

pel
si

® (a) = ;—'_——IZ[P,(u.b) - Pb.a)] (16)

‘e d
dila) es el flujo neto monocriterio que se obtuvo al considerar ¢l criterio

i{.). Entonces, cada alternativa puede caracterizarse por sus k flujos
nectos monocriterio

a(a)1{¢.(a)-¢,-(a)...-.ma)}
que pueden representarse como un punto «(a) en un espacio k-
dimensional k&,

b. El plano GAIA.

Consideremos la matriz Mnk de los flujos netos monocriterio de
todas las alternativas

$1(-) ¢2(.) buf.)
a d1{ai) | do2(a1) dx(ai)

az | ¢i{az) | ¢2(az)

an | Silad | Gt | .o | enlaw)

la informacion que contiene la matriz es muy util, ya que toma en cuenta

los grados de preferencia que considera PROMETHEE en el paso de criterio
generalizado.

i6
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Por lo que el conjunto de n alternativas puede representarse por
medio de n puntos en el espacio k-dimensional Rk, que se obtienen a partir

de :
2. é,(a)=0

uad
Como el numero de criterios casi siempre es mayor que 2, es casi
imposible ver la posicion relativa de los puntos de manera clara. Por tanto,
se proyecta la informacién que se incluye en el espacio k-dimensional

sobre un plano, donde los ejes coordenados representan a los criterios y
los puntos representan a las alternativas.

Plano GAIA

G

De acuerdo con las técnicas del Analisis de Componentes Principales8, el
plano GAIA queda definido por medio de dos eigenvectores que

corresponden a los eigenvalores mas grandes de la matriz de covarianza
M’M de los flujos netos monocriterio.

A la cantidad de informacién que preserva GAIA después de la
proyecciéon sc le llama 6. Brans y Mareschal (1997} reportan que en todas
las aplicaciones con las que han trabajado, 6 ha sido mayor al 60% y en la
mayoria de ¢stas mayor al 80%. Estos resultados hacen evidente que, en la
practica, ¢l plano GAIA es confiable para dar informacién sobre la

estructura de los problemas multicriterio. Aunque se debe ser cuidadoso
con la pérdida de informacion.

! Ver spendice |
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c. Despliegue grafico de las alternativas v criterios.

Después de la proyeccion, se obtienen n puntos que representan a
las alternativas en el plano GAIA. Sean A, Az, ..., Ai, ..., An €stos puntos.
Ademas la proyeccién de los vectores unitarios de los ejes resulta en k
vectores que representan a los criterios. Sean Ci, G, ..., G, ..., C« los ejes
criterio. Entonces, se enuncian las siguientes propiedades:

1. El eje criterio mas grande en el plano GAIA, es el que discrimina las
acciones de manera mas fuerte.

2. Los criterios que expresan preferencias similares sobre el conjunto de
alternativas, se representaran por ejes orientados en la misma direccién.

3. Los criterios que expresan preferencias conflictivas, se representaran
por ejes orientados en direcciones opuestas.

4. Los criterios independientes se representaran por ejes ortogonales entre
si.

5. Las alternativas que sean “buenas” en un criterio particular, se
representaran por puntos localizados en la direccién del eje de ese
criterio,

6. Las alternativas similares se representaran por puntos localizados uno
muy cerca de otro.

Por ejemplo, observemos la siguiente figura:

PLANOQ GAIA

o

fos criterios f2{.) y f3(.) expresan prefercacias similares y estan en conflicto
con los criterios fa(.) , fs(.) ¥ fe(.), mientras que los criterios fi(.) y f3(.) son
mas bien independientes. Las alternativas aj, a2 y a3 son mejores en los
criterios fi(.), f5(.) y fo{.), mientras que a4, as y as son mejores en fa(.} y f3(.);

as es mejor en fi(.) y f3.) y as es mejor en f3(.) pero malo en fi{.), az y as no
son ni buenos ni malos en todos los criterios.
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Aunque el plano GAIA incluye sélo un porcentaje de la informacion
(8), es una herramienta grafica muy til en el analisis de la estructura de
los problemas multicriterio.

d. El eje de deci‘sién T,

De acuerdo con (15), el flujo neto de una alternativa es el producto
escalar entre el vector de los flujos nctos monocriterio y del vector de |
pesos. ' 1

{a;:(ﬁ(a‘)v%(ai)"“'ﬁi(a;)

W(W,, Wy Wy)

Esto significa que el flujo neto de ai, también es la proyeccién de o;
sobre w en el espacio k-dimensional y las proyecciones de todos los a;'s,
(i=1, 2, ..., n) sobre w proporcionan el ordenamiento de PROMETHEE II.
Obviamente w es un eje de decisidn que puede representarse en el plano
GAIA por la proyecciéon del vector unitario a lo largo de w, n es esta
proyeccién y se llama eje de decisién PROMETHEE.

Si n es largo , el eje de decision tiene fuerte poder de decisién y se

invita al decisor a seleccionar alternativas localizadas tan alejadas como
sea posible, en esa direccién.

Si n ¢s corto , el eje de decisién PROMETHEE no tiene fuerte poder
de decision. En este caso, el vector w es casi ortogonal al plano GAIA. Esto
significa que de acuerdo a los pesos, los criterios son muy conflictivos y
debe seleccionarse alguna solucidn muy cercana al origen.

Para pesos modificados, las posiciones de los criterios y las
alternativas permanecen sin cambio. El vector de pesos w parece una
proyeccion del eje de decision, que el decisor puede mover de acuerdo a
sus preferencias en favor de un criterio en particular. Cuando se modifican
los pesos, tanto la proyecciéon, como el eje de decision PROMETHEE se
mueven, de tal forma que el decisor puede ver claramente en el plano GAIA
las consecuencias de la decision.

La proyeccion del el eje de decisiéon {(w) y el eje de decision
PROMETHEE (n) y el plano GAIA, son un herramienta sumamente util
para ¢l analisis de sensibilidad. Después de finalizar la decision, se
reccomienda al decisor simular diferentes distribuciones de pesos. La
situaciéon  puede apreciarse facilmente el plano GAIA. Para cada
distribucion de pesos, las alternativas recomendadas se localizan en la
direccion del eje de decision PROMETHEE.
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Esta figura muestra la proyeccion del eje de decisidon w y el movimiento de

los ejes que permiten utilizar el plano GAIA como herramienta para el
anadlisis de sensibilidad.

PROMETHEE VI.

PROMETHEE VI es una herramienta que ofrece al decisor alguna
informacién sobre su propia concepciéon del problema multicriterio. Le
permite analizar , de acuerdo con sus preferencias, si el problema al que
se enfrenta es un problema dificil o facil de resolver.

Es indudable que los pesos juegan un papel crucial en un problema
multicriterio. En muchos casos, el decisor esta indeciso o inseguro de dar
valores precisos a los pesos . Su inseguridad puede deberse a varios
factores: indeterminacion, incertidumbre, falta de control sobre la
situacion real, etc. Sin embargo, el decisor puede tener en mente un orden
de magnitud para los pesos, de tal forma que, a pesar de sus dudas, puede
dar algunos intervalos que incluyan los valores correctos para los pesos.
Sean

wi's wy s wyt j=1,2, ...,k (17)

estos intervalos, donde wy y w;* son los limites inferior y superior
respectivamente del peso del criterio fj(.).

Consideremos el conjunto de todos los puntos extremos de los
vectores unitarios asociados a todos los vectores de pesos permitidos de
acuerdo con (17). Este conjunto limita una regién en el espacio k-
dimensional, a la proyeccion de esta regién sobre el plano GAIA ; Brans y
Mareschal (1997) le llaman “Espacio de libertad” (Space of freedom, SF).
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2. Por ¢l contrario, si el espacio de libertad incluye el origen, el eje de

e,

Plano GAIA

Pueden ocurrir dos situaciones:

1. El espacio de libertad no incluye al origen del plano GAIA. En este caso,
cuando los pesos se modifican dentro de los intervalos el eje de decision
PROMETHEE n, permanece orientado en la misma direccién y todas las
alternativas localizadas en la misma direccién son buenas para todos los
pesos permitidos. Entonces el problema multicriterio es facil de resolver.

Plano GAIA

decision PROMETHEE puede tomar cualquier orientacion dependiendo
del valor de los pesos. En este caso, las soluciones pueden obtenerse en
todas las direcciones de! plano GAIA para los pesos permitidos.
Entonces, sc vuelve mas dificil tomar la decisiéon final, asi el decisor se¢
enfrenta a un problema multicriterio dificil de resolver de acuerdo con
sus preferencias e indecisiones.

Plano GAIA
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_ El grado de dificultad de un problema multicriterio puede apreciarse
visualmente evaluando la posicién del espacio de libertad con respecto al
origen en el plano GAIA. Este procedimiento se llama PROMETHEE VI.

La metodologia PROMETHEE-GAIA ha sido implementada en un
software llamado PROMCALC 9 escrito en turbo pascal.

4.4 Caracteristicas deseable§ en un método multicriterio.

El propédsito de los métodos de sobreclasificacién es enriquecer la
relacidon de dominancia. En la literatura (Brans y Mareschal 1990, 1994)
se han formulado algunos requisitos para establecer una relacion de
dominancia adecuada:

1. Deben considerarse las desviaciones entre las amplitudes de los valores
de los criterios. A pesar de que se tiene esta informacidén; no se utiliza
cficientemente.

2. Deben eliminarse completamente todos los efectos de la escala.

3. En el caso de comparaciones por pares de alternativas, no deben
excluirse las imcomparabilidades.

4.Un problema multicriterio no es un problema bien definido
matematicamente. Usualmente, no hay una solucién que optimice al
mismo tiempo todos los criterios. Por tanto, un método adecuado debe
ser “simple”, en otras palabras entendible para el decisor y no
unicamente cumplir el papel de una caja negra que proporciona la
solucidn, sin que el decisor entienda cémo se obtuvo.

5. Un método adecuado no debe incluir parametros que no tengan un
significado claro para el decisor, de otra manera los parametros dan de
nucvo el efecto de la caja negra.

6. Es importante para el decisor tener la cportunidad de apreciar los
criterios que expresan preferencias iguales, opuestas o independientes.
Por lo que un método adecuado debe permitir el analisis de los criterios
en conflicto.

En ¢l siguiente capitulo se utilizara el enfoque PROMETHEE en la
solucidén de un problema de decisién y se verificara si cumple con estos
requisitos |

" PROAMethes UALCulation
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S. APLICACION PRACTICA
5.1 Un problema de seleccién de personal

La seleccion de personal es un proceso complejo que implica
equiparar las cualidades y conocimientos de los solicitantes. Para las
empresas publicas o privadas ha sido un asunto de suma importancia

asegurar que se¢ contrate a la gente mejor preparada y que se ubique segun
sus aptitudes y conocimientos.

En la selecciébn de personal se consideran muchos atributos
individuales como: habilidad en la organizacién, personalidad, creatividad,
estabilidad emocional, liderazgo, aptitudes generales. etc. Estos atributos
pueden ser clasificados en dos categorias:

a) Atributos subjetivos.- Tienen definiciones cualitativas
personalidad, liderazgo, experiencia, etc.
b} Atributos objetivos.- Pueden evaluarse cuantitativamente, por ejemplo,

conocimiento relacionado con el trabajo, habilidad analitica, aptitudes
generales, ctc. (Liang y Wang 1994).

como

Los individuos responsables de tomar la decisiéon sobre la seleccién,
deben poseer informaciéon adecuada y confiable para fundamentarla. Para
la seleccidn de personal se han realizado varios acercamientos enfocados
al diseflo y evaluacién de examenes de seleccidn, esto puede ser de gran
ventaja siempre que los requisitos del empleo puedan cuantificarse. Otra
manera de seleccionar personal es por medio de una entrevista. En este
proceso, los juicios de los decisores o entrevistadores son subjetivos y las
escalas de calificacion tienen efectos en la validez de los resultados.

En este capitulo aplicamos el enfoque PROMETHEE a un problema
de seleccion de personal. El método define ur indice borroso de preferencia

que representa la intensidad de la preferencia de una alternativa sobre
otra.

5.1.2. Descripcidn del problema.

Tornos Automaticos FERSA necesita contratar a un Ingenicro
Industral. Después de una preseleccion, quedan cuatro candidatos Ay, Az,
As y As para una cvaluacion adicional y posteriormente scleccionar al
mejor candidato. Se requiere que los candidatos cumplan con ciertos
requisitos : que tengan conocimientos de procesos de produccién en serie
(tornos automaticos), ISO800 y Q89000 ; manejo de MS ACCESS y MS
OFFICE e inglés, estos.cuatro requisitos se evaluan por medio de
examenes de conocimientos, ademas de un examen psicométrico y un
entrevista donde se evaluza su facilidad de palabra, don de mando v su
experiencia en ¢l ramo. Como requisito adicional, se les pide que elaboren
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una propuesta de un manual de normas y procedimientos para el control
de calidad. A los criterios de seleccion les llamamos : Ci Procesos, Cz
Calidad, Cas Computacién, Cs Inglés, Cs Personalidad, C¢ Experiencia, Cr

Facilidad de palabra, Cs Don de mando, Cy Capacidad en la solucién de
problemas, Cio Manual.

Las escalas de calificaciones van del 0 al 100, aunque la calificacién
minima para la preseleccion es 70.

Utilizaremos los métodos PROMETHEE [ y 1l, para obtener un orden

parcial y un orden total respectivamente, y analizar la diferencia entre las
clecciones.

l.a siguiente tabla muestra las evaluaciones de los candidatos bajo
los distintos criterios y los tipos de criterios con sus respectivos
parametros, que consideran las desviaciones entre las evaluaciones y nos
permiten definir la funcién de preferencia para cada criterio :

criterios | peso A1 Aa Aj Aa tipo |pardmetros
Ci 1 max { 100 90 90 80 i1 =10
Ca 1 max 80 85 70 75 i1 =10
Cs 0.6 max | 95 75 80 90 |
Ca 0.2 max 75 75 75 75 I
Cs 0.5 max 95 80 85 a0 Vi o=5
Co 0.6 max | 90 g0 95 100 ]
Cr 0.7 max 80 85 90 90 i
Cy 0.7 max 80 85 90 80 l
Cq 0.8 max 75 80 90 80 I
Cio 0.8 max 75 100 80 85 I

Los pesos para cada criterio fueron asignados por el decisor, mediante una
entrevista  sce determinaron los tipos de criterios asi como los valores de
los parametros. Los pesos son positivos y el peso mas grande representa al
criterio mas importante, aunque debemos considerar pesos normalizados

tal que :
&
S, =1
1=

los pesos normalizados son los siguientes

C, Ca Ci Ca Cs Ce C+ Cs Co Cio |
1/69 [1/6.9 {.6/6.9{.2/6.9].5/6.91.6/6.9].7/6.9].7/6.91.8/6.91.8/6.9]
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El paso siguiente es calcular los indices de preferencia de acuerdo
con la siguiente ecuacién :

Z§-| WP P (a.b)

5_‘_] 1w

B(a, b) se obtiene a partir del paso de extcnsu‘m de criterio, es decir , P, se

obtiene dc la desviacion d= f{a)-ffbj) y P(a, b) da el grado de preferencia de
la alternativa a sobre la alternativa b .

n(a,b) =

La tabla de indices de preferencia es la siguiente :

Alternativas Ay Aj Aj As
A1 0.00 0.16 0.15 0.26
Az 0.43 0.00 0.26 0.22
Aj 0.52 0.52 0.00 0.22
As 0.42 0.34 0.32 0.00

Se explica detalladamente el calculo de los & @ se toma el elemento
1,2 de la matriz anterior, n1,2=0.16 es el resultado de la comparacion de la
alternativa 1 con la aiternativa 2 sobre todos los criterios. En el criterio C,
x= d= fla])- f(b) =10, ademas C) es un cuasicriterio, por lo que p(x)= O para
x5 10 ; para C2 ocurre lo mismo, ya que C2 también es un cuasicriterio,
d=10 y pfx}= 0; C3 es un criterio usual, d=20 y p(x)= 1, resumimos la
informacion obtenida al comparar la alternativa 1 contra la alternativa 2
sobre todos los criterios en la siguiente tabla :

T2 |

Criterio Tipo pardmetro | d{a, b) | w; | p(a, b)
C cuasicriterio =10 10 1 0
Ca cuasicriterio =10 - 10 1 0
Cs usual 2 0.6 1
Cs usual 0 021 O

Cs Gaussiano c=5 15 0.5 0.989
Ceo - usual 0 0.6 0
Cr usual -5 0.7 0
Cs usual -5 0.7 | 0
Co usual : -3 0.8 0
Cio usual -30 0.8 0]

' X.w= 69
Ahora, de acuerdo con la férmula
7 = (0.6)( 1) + (0.5)0.98N _ 1.0945 ~ 0150 = 0.16

69 69
de la misma manera se obtienen los demas indices de prefcrenma al
efectuar la comparac1on por pares de alternativas.
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Una vez calculados los indices de preferencia, se procede a calcular:

los ! flujos de sobreclasificacién para cada alternativa, por medio de las
ecuaciones

" (a) = -—]_—Z:r(a.b)

1

®(a) = _12 a(b.a)

Por ejemplo, para Aj,
¢+(A1)= (0.16 + 0.15 + 0.26)/3 = 0.57/3 = 0.19 y
¢-(A1)= (0.43 + 0.52 + 0.42)/3 = 1,37/3= 0.46

la tabla de flujos de sobreclasificacion es la siguiente :

Acciones | ¢+(ai) | é-(ai)
At 0.19 0.46
Az 0.30 0.33
As 0.42 -1 0.24
A4 0.35 0.23

y la mejor alternativa es aquella que tenga el menor ¢ y el mayor ¢°.

El ordenamiento de las alternativas se deduce a partir de los flujos
de sobreclasificacion. PROMETHEE | da un orden parcial de las
alternativas. Entonces, de acuerdo con los ordenamientos (P, I} y (P, ') :

A3PA ., AzPA2, A2PA), AaPAL, AaPA,
de esta manera, el orden parcial que da el método puede ilustrarse con la
siguiente grafica de sobreclasificiacién :

en este caso todas las alternativas Az y As son incomparables y la relacidn
obtenida es transitiva. De acuerdo con PROMETHEE [, la responsabilidad
de clegir entre 3 y 4 la tiene el decisor, aunque tomando e€n cuenta que el
Nujo positivo de sobreclasificacion mas alto lo tiene la alternativa 3,
ademas la diferencia entre el flujo negativo de sobreclasificacion de las
alternativas 3 y 4 es minima, por lo que podemos decir que Aa es la mejor
alternativa.

Ag »{ A
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" Ahora consideremos a PROMETHEE II, que nos da un orden total.
Para’ esto necesitamos calcular los flujos netos que resultan de la
diferencia entre el flujo positivo y el flujo negativo (4= ¢*- ¢°) :

Alternativa| ¢ = ¢*(a) - ¢
(a)
A -0.27
A; -0.03
Aa 0.18
Aa 0.12

s6lo Aa y As tienen flujos netos positivos, lo que quicre decir que son mas
dominantes que dominados ; la mejor alternativa sera la que tenga el flujo
neto mayor, Asi, el orden total se puede representar con la siguiente

figura :
O—O——C

Como podemos observar, comparando los resultados obtenidos con
PROMETHEE | y PROMETHEE II, existe una pequena diferencia entre las
graficas de sobreclasificacién, ya que en la primera hay alternativas
incomparables y en la segunda, aunque parece proporcionar una solucién
optima, hubo pérdida de informacién al obtener el orden total. Cabe
mencionar que podemos despreciar la supuesta incomparabilidad, dado
que no es significativa, Con estos resultados, podemos dar una

prescripcion al decisor y la persona idénea para ocupar el puesto es el
aspirantec numero 3.

Obviamente los ordenamientos obtenidos con PROMETHEE 1 Y 1l
estan influenciados por los pesos asignados a los criterios. PROMCALC
incluye una herramienta que permite modificar los pesos y observar como
cambia ¢l orden de las alternativas que nos proporciona PROMETHEE II,
¢sta herramienta se llama “The walking weights”. La siguiente figura
muestra la distribucién de los pesos original para cada criterio. Si el
decisor no ticne en mente pesos predeterminados para cada criterio, esta

herramienta sirve como un analisis de sensibilidad para verificar la
estabilidad de la recomendaciéon dada al decisor.

47




: 3:_3-’;‘:‘5.?.?355@.....,__‘“_“_ .
SR,

e RN T ot W TR TR L R

A e m e A g b ke a4 s

Ahora consideremos a PROMETHEE II, que nos da un orden total.
Para esto necesitamos calcular los flujos netos que resultan de la
diferencia entre el flujo positivo y el flujo negativo (¢= ¢*- ¢°) :

Alternativa| ¢ = ¢*(a) - ¢
(a)
Ay -0,27
A2 -0.03
Aa 0.18
Aa 0.12

sblo A3 y Aa tienen flujos netos positivos, lo que quiere decir que son mas
dominantes que dominados ; la mejor alternativa sera la que tenga el flujo
neto mayor. Asi, el orden total se puede representar con la siguiente

figura :
(& l(D——(D)—(
AN N

Como podemos observar, comparando los resultados obtenidos con
PROMETHEE 1 y PROMETHEE II, existe una pequena diferencia entre las
graficas de sobreclasificacién, ya que en la primera hay alternativas
incomparables y en la segunda, aunque parece proporcionar una solucion
optima, hubo pérdida de informacion al obtener el orden total. Cabe
mencionar que podemos despreciar la supuesta incomparabilidad, dado
que no es significativa. Con estos resultados, podemos dar una

prescripeion al decisor y la persona idénea para ocupar ¢i puesto es el
aspirante numero 3.

Obviamente los ordenamientos obtenidos con PROMETHEE | Y II
estan influenciados por los pesos asignados a los criterios. PROMCALC
incluye una herramienta que permite modificar los pesos y observar como
cambia el orden de las alternativas que nos proporciona PROMETHEE I,
esta herramienta se llama “The walking weights”. La siguiente figura
muestra la distribucion de los pesos original para cada criterio. Si el
decisor no ticne ¢en mente pesos predeterminados para cada criterio, esta
herramienta sirve como un analisis de sensibilidad para verificar la
estabilidad de la recomendacion dada al decisor.
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Este analisis de sensibilidad no fue requerido por el decisor, Gnicamente

se hizo la prueba para verificar que la recomendacion dada al decisor fuera
estable.

La informacion relativa al problema de decision incluye 10 criterios
que pueden representarse en un espacio del0 dimensiones. El plano GAIA
se obtiene proyectandola en un plano, de tal forma que haya la minima
pérdida de informacién. Las alternativas se representan por los puntos A,
A2, A3 y A4, ¥y los criterios por los ejes Ci a Cig. El caracter conflictivo de los
criterios puede apreciarse en la siguiente figura : los criterios que estan
orientados en la misma direccién indican preferencias similares y los
criterios conflictivos estan en direcciones opuestas.

|

Cs
c,
c
A, . )
Cq 9/65
—
C
Co |G A,

Plano GAIA

Observamos que la mayoria de los criterios (Ces, C7 y Co) estan orientados
hacia Ai, que es la mejor alternativa, esto indica que el aspirante 3 es
particularmente bueno en solucionar problemas, tiene experiencia
suficiente y facilidad de palabra. El candidato 4 también es una buena
opcion, aungue el flujo total de esta alternativa es ligeramente menor al
flujo total de la alternativa 3. El eje n muestra la direccién en la que se
encuentra la mejor decision de acuerdo con los pesos asignados a cada

criterio. De esta manera, se exhorta al decisor a considerar las alternativas
localizadas en esa direccién.
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6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

La introduccién de relaciones de preferencia basadas. en los
conjuntos borrosos, que consideran el grado de preferencia y las
intensidades de preferencia de una alternativa sobre otra, enriquecen la
informacién que se obtiene a lo largo del proceso de decisién y amplian la
estructura de preferencias, admitiendo la posibilidad de que existan
incomparabilidades entre las alternativas. Aunado a esto, no
necesariamente se debe cumplir el axioma de transitividad, lo que relaja de
mancra considerable los supuestos de racionalidad.

Los métodos clasicos, como los de la teoria de utilidad, sélo permiten
la preferencia o la indiferencia entre alternativas y no incluyen grados
intermedios entre una y otra. Esta manera de modelar es tan “axiomatica”
que ha dejado de ser realista. A pesar, de que los métodos de
sobreclasificacion han sido criticados por su falta de fundamentos
axiomaticos, porque en general los modelos de preferencia que se usan no
tiecnen propiedades notables tales como la transitividad o la completitud, la
situacion es diferente al hablar de PROMETHEE, puesto que las relaciones
borrosas de sobreclasificacién que se construyen cumplen con estas
propicdades “estructurales”, dado que se puede obtener un ordenamiento
parcial de las alternativas o un ordenamiento total.

Se utilizaron los métodos PROMETHEE | y Il.para resolver un
probiema de seleccién de personal en una empresa de manufactura. Los
métodos dan al decisor la oportunidad de apreciar los criterios que
expresan preferencias iguales, opuestas o independientes. Por lo que son
métodos que permiten el analisis de los criterios en conflicto y
proporcionan “buenas soluciones”. Los métodos PROMETHEE se apovan
.. una herramienta interactiva de modelacién visual denominada plano
GAIA (Geometrical Analysis for Interactive Aid), que complementa a los
mctodos de una manera grafica y mas bien descriptiva, por lo que es
posible hacer un analisis de sensibilidad visual, que se basa en la
modificacion de los pesos y se recomienda hacerlo antes de finalizar el

proceso de decision,

PROMETHEE | generaliza al caso valuado o (borroso) la idea de
declarar que a es preferido a b si a “vence” mas alternativas que b y es
"“vencido” por menos alternativas., Aunque se  debe enfatizar que al
introducir los flujos de positivo y negativo de sobreclasificacion, el método
hace uso de las propiedades cardinales de las valuaciones de las
alternativas, lo que se convierte en una desventaja cuando las
comparaciones de las evaluaciones tienen un significado ordinal. En
general ¢l mdétodo requiere de evaluaciones numéricas. Cada escala
cualitativa [ por ejemplo, muy bucne, bueno, malo, muy malo, etc.) tiene
que transformarse en una numérica, aunque hay que mencionar gue con
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esto se eliminan los efectos de escala. Bouyssou (1992) sugiere la

investigacion de procedimientos ordinales, donde sélo importa el orden de
las evaluaciones.

En conclusién, encontramos que al utilizar preferencias borrosas se
incluye la posibilidad de existan alternativas no comparables, lo que en un
problema real suele ocurrir a menudo, o bien que el decisor pueda definir
intervalos o “umbrales “ de preferencia o indiferencia. En la practica
modelar las preferencias del decisor no es una tarea facil, incluso las
entrevistas con c¢l decisor para definir los tipos de criterios y sus
respectivos parametros, la asignacién de pesos y la recomendacién final es
un trabajo arduo que requiere por parte del analista conocimiento del
método, experiencia y mucha paciencia. Po otro lado, se requiere que el
decisor tenga un poco de formacién matematica, puesto que el significado
de los parametros no es tan claro como se desea, aqui el papel del analista
¢s muy importante, puesto que debe darle la informacién necesaria al
decisor para facilitar esta tarea y la confianza suficiente en el proceso. Al

final se resolvieron satisfactoriamente los pequenos detalles que surgen en
las consultas con el decisor.

Otro resuitado por demas satisfactorio, es que se logro sembrar el
interés por la utilizacion de las técnicas multicriterio en problemas de
decision. En general, en nucestro pais las toma de decisiones multicriterio
¢s una disciplina poco conocida, por lo que las técnicas de solucion a
problemas reales tampoco son utilizadas. el enfoque multicriterio mas
utilizado en nucestro pais es la teoria de utilidad, perteneciente a la escuela
nortecamericana. Los métodos de sobreclasificacién son practicamente
desconocidos, se han hecho varios esfuerzos en la DEPFI y en el Instituto
de Ingenteria por difundir el uso de estas técnicas y por hacer
investigacion ¢n este campo. Esta tesis es producto de esos esfuerzos.

Por otro lado, la aplicacién de la teoria de los conjuntos borrosos se
ha difundido bastante, pero existen pocos antecedentes de la aplicacién a
la teoria de decisiones. Considero que el hecho de incursionar en una linea
de investigacion poco explotada y el conocimiento que se adquiere en el
proceso de documentacion y aplicacion del método propuesto, que cumple
con «dos caracteristicas de interés profesional: es un método de
sobreclasificacion y ademas utiliza relaciones de preferencia borrosas, es el
aporte principal del trabajo. Se considera que los objetivos planteado en
un principio se cumplizron satisfactoriamente.

Sin embargo, aun queda mucho por hacer, existen todavia
muchos problemas abiertos como la modelacion de preferencias, la
asignacion de pesos, la agregacion de preferencias, la relacion de
dominancia, entre otros, ™
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Se encontraron ciertas dificultades a lo largo del proceso. En primer
lugar, la falta de bibliografia, hubo necesidad de comprar algunos articulos
y un libro, especializado en la toma de decisiones con preferencias
borrosas, ademas fue necesario.comunicarse con el autor del método para
solicitarle informacién sobre PROMETHEE, puesto que la que se tenia
disponible .fue insuficiente para terminar con el trabajo. La falta de
conocimiento acerca del enfoque PROMETHEE retrasé un poco la
aplicacion practica. Ademas, la version del software PROMCALC con la que

se trabajé sdélo admitia un minimo de evaluaciones, por lo que no se aplicé
a un problema mas grande.
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APENDICE I. Anélisis de Componentes Principales

. En los métodos PROMETHEE se genera un criterio generalizado, que
incluye una funcion de preferencia para cada criterio. Esto permite definir
los flujos de preferencia monocriterio para los que se puede obtener una
representacién  geométrica, utilizando el analisis de

' componentes
principales (Mareschal y Brans 1988).

Recordemos que cada accién ai (i=1, 2, ..., n) del conjunto A={a;, aj,
..., Gn} pUuede caracterizarse por el vector ai={ $1(ai), ..., dk{ax})}. Los ai seran

utilizados para representar geométricamente las preferencias del decisor.
Definimos :

$(a)) ¢la)) .. dla) a,

O = g (ay) &lay) ... ¢(a,) C::

¢|(a..) ¢;(d,,) ¢1(ua) a,
rsta matriz contiene la mayoria de la informacién acerca de cdmo compara
cl decisor cada accién con las demas, bajo cada criterio. Cada accion a; se
caracteriza por la fila a; y puede representarse por un punto Aiek*. Las A/’s
quedan centradas en el origen O. Como no es posible visualizar el espacio

k-dimensional, la mayoria de las veces, se propone construir una
representacion bidimensional de las n acciones.

Primero debemos encontrar un vector unitario uek® tal que las
proyccciones de los vectores «; sobre u sean Optimos (criterio de minimos
]
cuadrados). Por tanto, si B es la proyeccion de o, la suma Y |4, 2| debe
talop

L , 2 .
minimizarse, de forma equivalente D |OP| debe maximizarse.

ial.n

Como |OPR | =wu, el problema se reduce a :
max W' Cu
sda. wu=]

(1)
donde C=4¢'9 1.

l.a funcion Lagrangiana asociada es !
L, Ay =1u'Cu—-A(u'u-1), (2)
asi que, debe resolverse el siguiente sistema
Cu=iu,
wu=1 {3)

Y/ oes la matriz de covarianza de las s
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Como C es simétrica y definida positiva, sus eigenvalores son
numeros reales no negativos, Sea Ay el eigenvalor mas grande . Como

) u'Cu “l,
u debe ser el eigenvector unitario asociado a A1.

Si consideramos el segundo eigenvalor mas grande Az y su
eigenvector unitario asociado v, es facil verificar que u y v son ortogonales

y que (u, v} define el mejor plano sobre el que pueden proyectarse los n
puntos de Kk.

Ademas tenemos que :

" " ]
dloal =Y laf =1C= 24, (4)

tml tel

Como

Yoe' =wcu=4, dlogl' =vcv=a,. (5
ie] 1)
donde Ry @, i=1, 2, ..., n, son respectivamente las proyecciones de los n
puntos A; sobre los vectores u; y v; la cantidad
A+
5 = | A 2 (6)

UL
Zj-l’1 )
define el porcentaje de la informacién que se preserva (inercia total) (4)
explicada por ¢l plano (u, v).

Las coordenadas Py Q: de las proyecciones de los n puntos sobre uy
v respectivamente son :

OP =au
o,

0Q, =av

De manera general, las coordenadas de las proyecciones de algun
vector xe Rk en el plano (u, v estan dados por xX'uy xX'v.
Cada accion a; caracterizada por el punto A <Rk tendra la

proyeccion a,(a,u.av) gohre el plano (u, v).

Representacion de los criterios.

Sea y, la proyecciéon en el plano (u, v) del vector unitario gek* tal
que sus componentes son : (eju=y, eiv=y}, donde u; es el j-ésimo
componente de uy y es el j-ésimo componente de v. Ademas, el plano (u,
v) se obtuvo tomando el maximo de w'Cu+v'V que es igual a :
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TS

Enzax(u Cu+va)—ZC”“y," +2ZZC (y,,yq)-ﬂ. +4, (8)

' pelyep
donde :
* Cj es el j-ésimo elemento de la diagonal de C, y es n veces la varianza
del flujo monocriterio ¢;(.) ;
Ilf, “ es la longitud de 7, (“f,-H. =ul +v})
e Cpqes n veces la covarianza entre ¢p(.) y 4(.) 5
(7,7,)es el producto escalar de estos vectores (Uplgt Upug).

Se elige el plano (u, v} cuando se maximice la suma anterior,

2
usualmente un G grande induce a un uy,“ grande ; y un C,q grande
inducird a un ( y,.7, ) grande.

Por tanto, la varianza mas grande de ¢;(.) que proporcione la longitud
mas grande de y, determinara al plano (u, v). Esto es, si la varianza de ¢(.)

es grande esto significa que el criterio j diferencia fuertemente las acciones
entonces el angulo entre el j-ésimo eje de KX y el plano (i, v) sera pequeno.
Por el contrario, si la varianza de ¢j(.) es igual a cero, ¢;{ai)=0, V aeA, (esto
significa que las acciones son indiferentes de acuerdo al criterio j} ¥y

I7.1=

En conclusién, la longitud de y, representa “como discrimina las

acciones el criterio J” y la calidad de representacidén de este criterio en el
plano (u, v).

Ahora consideremos la distribucion de los k vectores y, en el plano.

Los criterios p y q para los que las preferencias del decisor son casi
cquwalcntcb se representaran en el plano (u, v} por medio de dos vectores
Y, Y ¥, con direcciones similares, y los criterios conflictivos se

representaran por medio de vectores con direcciones opuestas. Por tanto,
las posiciones de los vectores y, proporcionan al decisor una desciipcion

cualitativa del conjunto de criterios. Ademas es posible considerar bloques
de criterios cercanos orientados en la misma direccion y por tanto que

expresan ¢! mismo tipo de preferencias. También los criterios conflictivos
se representan de manera adecuada.
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Consideremos los ejes definidos por :

k
“'=wael =(wt,,..,w,.....ls‘,)' (9

=1
y el vector unitario asociado e:

1 , |
e=—--------:---'--—Zw‘,¢£||| (10)
JZ wi o
: I ) .
como :
al
Qa,
2wh@=ga) y o=,
all
cntonces

aw=¢a) (1)
asf que las proyecciones de los puntos Ai sobre el vector
wproporcionan los flujos netos de las acciones correspondientes. Los flujos
totales o flujos nctos dan el orden completo de PROMETHEE [I. A la

proycccién de e en el plano (u, v) se le llamara eje de decisién PROMETHEE
It y se denota como 7.
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APENDICE II. Despliegue de Resultados

= PROMCALC & GATA V.3.4

STUDENT C.5.0.0. - V,U.B, - 03/1994 =

C..} C..2 C..3 C..4 C..5

- Criterion

Min/Max max max max max max

Type 2 2 1 1 : 6

Welight 1.00 1.00 0.60 0.20 0.50

e ACctions

A..l 100.00 80.00 95.00 75.00 95.00

A..2 90.00 85.00 75.00 75.00 80.00

A..3J 90.00 70.00 80.00 75.00 85.00

A .4 80.00 75.00 90.00 75.00 90.00
Fl : Help - F7.F9 : Actions - F8,F10 : Criterlfa - Ins/Del - ESC : Stop
— PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT C.5.0.0. - V.U.B, - 03/1994 w=

C..6 cC..7 c..8 C..8 C.10

Criterion

Min/Max @ax max max nax max

Type 1 1 1 1 1

weight 0.60 0.70 0.70 0.80 0.80

Actions

Al 80.00 80.00 80.00 75.00 75.00

A..2 80.00 85.00 85.00 80.00 100.00

A..D 95.00 90.00 90.00 90.00 80.00

A4 100.00 90.00 80.00 80.00 B85.00
Fl : Help - F7.F9 : Actions - F8,F10 : Criteria - Ins/Del - ESC : Stop




~ PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT C.5.0.0. - V.U.B. - 03/1994 ==

Descriptive Statistics

~ PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT

Criterion Minimum Maximum Average St.Dev.
C..l: max 80.00 100.00 90.00 7.07
c..2: oax 70.00 85.00 77.50 5.59
C..3: max 75.00 95.00 85.00 7.91
C..4: max 75.00 75.00 75.00 0.00
C..5: Dax 80,00 95.00 87.50 5.59
C..6: max 90.00 100.00 93.75 4,15
c..7: max 80.00 80.00 86.25 4.15
c..8: max 80.00 90.00 83.75 4.15
C..9: max 75.00 $0.00 81.25 5.45
C.10: max 75.00 100.00 85.00 9.35
ENTER for next page. ESC for menu.

C.5.0.0. - V.U.B. - 03/1994 =

Pl Preference Indices

: Actlions A..l1 A..2 A, A A4
ALl 0.00 0.16 0.15 0.26
A..2: 0.43 0.00 0.26 0.22
5 A..3: 0.52 0.52 0.00 0.22
: A .4: 0.42 0.34 0.32 0.00

Select Index and press ENTER to detail computation. ESC for menu,
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[Conput-tlon of the PI Prafarencea lnd-x]

PI (A,.lt H

A. &% 2 2 0.1359

C..4: <nax) C..&¢ Cmand

a = 10.00 PC.;.) = 0.000 d = =-3.00 PC.2.) = 0.000

T LTI T IS e ———— TeRRAtRANSRRIRENY, Pr———
i H

a = 10,00 aq = 10.00

C..3: Craamx) Cc..4! Craax)

d = 20,00

e T T T E PR T P YT Y )

P(,3.>» = 1.000

d = 0.00

L L Y P R P TR YT T Y

PC.2.> = Q.000

Up/Down keaws to scroll

ENTER for naxt page.

ESC for nanu.

[Coaput.tlon of the PI Prafarenca lnd-u]

PI (A..1:

A,.a: » = Q,139

d = 13.00

Crax)

PC.;.» = O,908Y

'

= = 3.00

Cc..6:
d = 0.00

LT L PN PR LIS RN AR R Y

PC.: ) = 0,000

c..7:
a4 = =-3.00

R RN T L T L LI T PRI

Crmax)

P(.:.> = 0.000

{rnax?
P{,.:.Y = 0.000

c,.B:
9 = =3.00

L e T T T LA A FR R T EL )

Up/Down kaws to acroll

ENTER for nanxt pagea.

ESC for rnany.



cma

St e et o W wm vm e

eoriam e

LT L T L e ORI

[Computation of the PI Preferance Index|

Pl (A..11 |} A..&1 > = 0,139
-. H 4 > C.10: Cmax)
g’:’-s.oo P¢.3.) = 0?330 . d & ~23.00 £C¢...> = 0.000
il
Un/Down kews to scroll - ENTER for naxt papsa, ESC for manu.
r-PROHCALC & GAIA V.3.4 STUDENT C.5.0.0. - V.U.B. - 03/1994 =
Preference Flows
Actions Leaving Rank | Entering Rank | Net Flow Rank
Al 0.18954 4.0 | 0.45894 4.0 | -0.26940 4.0
A..2: 0.30435 3.0 0,33930 3.0 -0.03485 3.0
A d: 0.42013 1.0 0.24295 2.0 0.17718 1.0
A..4: 0.35888 2.0 0.23173 1.0 2.0

G6.12717

ESC for menu
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= PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT ‘ €.5.0.0.
PROMETHEE 1 Partial Ranking Detalled

A..3: 1is preferred to the following actions :
A..l: ., A.L2: .

A..3: 1s dominated by the following actions :
nao actlon ! ' .

- vV.u.B. -~ 03/1994 m

Press a key to continue...
pe PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT C.5.0.0.

PROMETHEE 1 Partial Ranking Detalled

A..4 is preferred to the followling actlons
ALl ALL2 .

A..4: 1s dominated by the following actions :
no actlion !

- V.U.B. - 03/1994 =

Press a key to continue..,.

— PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT - €.S.0.0.
PROMETHEE [ Partial Ranking Detailed

JA..2: i3 preferred to the following actions
A..l: .

A..2: s dominated by the following actlions
A, 3 L A4

- V.U.B. - 03/1994 =
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Press a key to continue...
r= PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT . €.5.0.0. - V.U.B., - 03/19%4 .T
PROMETHEE 1 Partial Ranking Detailed '

A1y s ?referred to the following actions :
no action !

A..l1: 1is dominated by the following actions :
A2, ALY, AL

Press a key to continue... .
= PROMCALC & GAIA V.3.4 STUDENT C.5.0.0. - V,U.B, - 03/1994 m
PROMETHEE 11 Complete Ranking

Rank Action Net Flcw
| A..3: 0.17718
2 A..4: g.12717
3 A..2; -0.03495
4 A..1: -0,26940

A ——

ENTER for next page. ESC for menu.
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[Pm:mETHEE 11 Comnplete Ranking

3 la..2]

Phi = -0.03

A e e 1 M vy g e

o

[a..4q

Phi = 0.13

f Phi scale }\\ ////

_‘ L 4

O- 30 _0-30

JL

Ipace:

Flows positions - F2: Profiles - ENTER for next page. ESC for menu.
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