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Introduccion

Dentro del campo de la mecdnica cudntica uno de los problemas que han sido mayor-
mente estudiados es el que plantea el comportamiento de particulas que inciden sobre
una barrera de potencial. Esie problema que se puede ebunciar equivalentemente
como el paso de paquetes de onda através de barreras de potencial sigue suscitando
un gran interés debido a las implicaciones e interrogantes diversas que sus resultados
conllevan.

En este trabajo nos proponemos estudiar el comportamiento de dichos paquetes
de onda através de barreras de potencial. El método que habremos de seguir consiste
bisicamenie en resolver numéricamente la ecuarién de Schrodinger dependiente del
tiempo usando un método semiespeciral en contraposicién de otros autores que
han resuelto numéricamente el problema usando el método planieado por Goldberg
{Goldberg, A., et al,1967].

Hemos desarrollado un algortmo (traducido en un programa de cémputo} que
soluciona Ja ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, no como el objetivo
principal de este trabajo de tesis. El algoritmo desarrollado, es tan silo el medio
para poder hacer un andlisis del movimiento del paquete de onda que incide sobre
una barrera de potencial. El caso que nos ocupard principalmenete es el que tenemos
cuando la energia de! paquete es menor que la energia de la barrera (E < V} ), este
caso es conocido como el de "tunelaje en regiones clisicamente prohibidas”.

Un analisis del movimiento del centro de gravedad del paguete de onda transmi-
tido através de la barrera después de la dispersién nos lleva al concepio de tiempo
de retardo con respecto al caso donde no hay dispersion. Tambien nos lleva a pre-
guntarnos por el tiempo que le toma a una particula, representada por ¢l paquete
de onda, pasar "tuneleando” por la barrera.

El objetivo de este trabajo es arrojar un poco de luz en ¢ tema de los tiempos
de tunelaje. Problema en donde aiin no se liene un concenso acerca de cual debe ser
el tiempo que se debe asignar al paso de una particula por una barrera de potencial.
Para realizar nuvesira investigacién hemos usando como herramienta el programa de
cémputo que hemos cosiruido para resolver la ecnacién de Schridinger dependiente
del tiempo.

El problema del tiempo de tunelaje fué abordado en 1951 por David Bohm



[Bohm, D., 1951), quien relaciona este tiempo con un cambio de fase de la funcién
compleja que se asocia a la funcién de onda que a su ves representa a la particula
en su interaccién con la barrera de potencial. También Wigner abordé el problema
de una manera parecida [Wigner, E. P., 1955].

En los afios sesentas hay un resurgimiento del problema de célculo de tiempos de
tunelaje, debido principalmente a la aparicién de la tecnologia de los semiconduc-
tores. Datan también, de estas fechas los trabajos que solucionan pumericamente la
ecoacién de Schrédinger dependiente del tiempo en los casos de interaccion particula-
barrera de potencial como el ya citado y clasico articulo de Goldberg que ya hemos
citado.

Otros autores como como Smith [Smith, F.T., 1960], abordan e} probema de una
manera diferente. Obiiene un resulatado en el que se plantes que el liempo total
que se puede asociar a la particula dentro de la barrera estd dado por un tiempo
de permanencia (dwell time) que se define como como la relacién del mimero total
de particulas incidentes (6 salientes) sobre la barrera dividido entre flujo incidente
(6 saliente). Con esté definicion o es posible distinguir si la particula es reflejada
o transmitida sino solamente el tiempo que dura la interaccidn con la barrera de
modo que no se puede conceptualizar como liempo de travesa.

También en los sesenias surgen trabajos [Baz, A.L, 1967], [Rybachenko, V.F.,
1967] donde se propone el disefio de un experimento que permita medir la duracién
de la interaccién. La idea bdsica consistfa en introducir un campo magnético de
magnitud pequeiia a todo lo ancho de la barrera de tal modo que al hacer incidir
una particula cargada se provoque una precesion de Larmor sobre particula y con
ello un cambio en la orientacion de au spin. Eele cambio de orientacién permitiria,
a manera de reloj, calcular el tiempo que tarda la particula en atravesar la barrera.

A partir de los ochenias y en coneccién con las preguntas que surgen en el
disefio éptimo de semiconductores que usan el efecto tinel en eatructuras cuanticas,
resurge el interés por esie tema [Biittiker, M., 1983], [Hauge-Stovneng, 1989]. Se han
hecho revisiones [Biiiiker-Landauer, 1982}, [Calins, S., et af, 1987}, {Olkhovsky, v,
Recami, E., 1992, [Landauer, R., 1994] de los diversos enfoques y se han propuesto
otros para resolver el problema, casi todos basados en las ideas de los pioneros de
este campo, sin que hasta la fecha se tenga un acverdo acerca de cual de las teorias
es correcta.

Uno de los objelivos de este trabajo es arrojar un poco de luz sobre este prob-
lema haciendo uso de upa simulacién nunérica. La metodologia propuesta propone
resolver la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo para un paqueie que
choca contra una barrera y obtener el paquete de onda transmitido. Un analisis



del movimiento del centro de gravedad del paquete de onda transmitido noe levard
ha encontrar e tiempo de retardo de este paquete con respecto a un paquete que
transita sin ser dispersado.

Tenemos la esperansza de que nuesiras simulaciones de electrones que pasan
através de barreras de potencial contribuyan a esclarecer algunas de las preguntas
que han sido formuladas por los exponentes de las diversas lineas de pensamiento
que tratan de resolver el problema de los tiempos de tunelaje.



Capitulo 1

La Ecuacién de Schrodinger y los
Paquetes de Onda.

1.1 Imntroduccién.

En este capitulo haremos una revisién de los conceptos bdsicos de la mecanica
cuintica que nos permitan desarrollar las ideas involucrados en los problemas de
tupelamiento y, en general det paso de paquetes de onda através de barreras de
potencial. Hablaremos primero de la ecuacién de Schrodinger unidimensional y su
solucién. Diremos algo acerca de la funcién de onda y de su interprefacién porque,
como se vers a Jo largo de este trabajo, en los problemas de tunelamientio resulta
basico tener una idea del significado fisico del cuadrado ésta funcién para compren-
der los resultados de los problemas de dispersién. Este tema nos lleva directamente
a hablar de la ecuacién de continuidad y a definir los coeficientes de transmisién y
de reflexién. La dltima parte de este capitulo nos habla de los paquetes de onda
Gaussianos, su evolucién temporal y su significado fisico. Es necesario recalcar el
hecho de que nuestro estudio de los fendmenos de tunelamiento y, en general, del
paso de paquetes de onda por potenciales unidimensionales, lo haremos usando la
parte de la teoria cudntica que corresponde a la mecnica ondulatoria no relativista
de particulas, y que tiene como ley dindmica a la ecuacién de Schrodinger.

1.2 La ecuacién de onda de Schrédinger y la
funcién de onda.

La ecuacién de onda de Schrodinger dependiente del tiempo con un



potencial V se escribe como:

[ - ., 0%
E;VW-}-V'I'_‘?;W Q.
En nuesiro trabajo nos concretaremos al caso unidimensional. La ecuacién
Schrodinger con un potencial que depende solamente de 1a posici6n se escribe con
Koy ., 0%
—2—;8z2+V(z)‘P—thW Q
La funcién de onde ¥ que satisface 1a ecuacién anterior es una funcién compk
que determina completamente el estado de un sistema cuéntico. A esta funcién
onda no se le asigna, directamente alguna interpretacién fisica; es a su cuadra
|¥(z)|*a quien se le asigna un significado fisico. La interpretacitn, debida a M
Bom!, nos dice que | ¥(z)]? es una medida de la probabilidad de hallar a la particr
ep una posicién particular con respecto al origen. Como las probabilidades »
cantidades reales y positivas y ¥ es una cantidad compleja usamos el producto
¥ y su compleja conjugada ¥* para obtener lo que se conoce como la densidad
probabilidad. En términos de la funcién de onda ¥{r,t) escribimos esta densid
como:

plr, t) = ¥ {r,t) ¥(r,¢) = |¥(r, ) Q

Esto significa que p(r,t) d*r es la probabilidad de hallar a ]a particula ep
elemento de volumen &r alrrededor del puntor al tiempot , coando un gran ndm
de mediciones precisas de la posicidn son realizadas sobre particulas independien
cada una de las cuales esta descrita por la funcidn de onda ¥{r,¢) que, como
dijo, describe a una de las particulas [Leonard 1. Schiff, 1955]. Esta ea la llam:
interpretacién estadistica o probabilstica de 1a mecénica cudntica, que no hay «
confundir con las posiciones que al respecio guardan autores como Luis de la P
quer se pueden estudiar con més detalle en su libro de texto [De La Pedia,1991].

La probabilidad de hallar en algin lugar del espacio debe de ser igual a la unid
Esto impone algunas condiciones sobre nuestra funcién de onda, que de algt
manera se resumen al decir que nuestra funcién de onda debe estar normalizado

/T'(r,t) ¥r,t)d’r = [I'I'(r,t)l’d’r: jp(r,t) d*r=1 {1

M. Born, Z.Physik 37,863 (1926); Nature 119, 354 (1927)




Estaintegral expresa el hecho que la probabilidad de hallar a la particula en algiin lu-
gar del espacio® es igual a la unidad.Cuando esta integral exista debemos asumir que
nuestra funcién de onda esti normalizada y que nuestra funcién es cuadriticamente
integrable. Como la particula esta evolucionando en el tiempo es importante que
giempre se venfique el hecho de que la probabilidad valga uno, es decir de que la
particula siempre se encuenire en algin lugar del espacio. Esto equivale a pedir
que la condicién de normalizacion (1.4) se cumpla para todo ¢.Que la condicién de
porinahzacion es independiente del tiemo se verifica de la siguienmie manera:

8 L0v g
Ejﬂp(r,t)d’r:/n(\l’ E_TBTW) &r

_ A /n [e- V29 — (v29) 9] &*r

2m

- %jnv.[w-w — (V¥ ¥] &

= %[A (9" VU — (V") ¥], dA

Nétese que hemos usado la ecuacién (1.1) para substituir 3%/ 3¢ y tambien el com-
plejo conjugado de la ecuacidn (1.1) para obtener 3¥° /3¢ . La dltima integral fué
obtenida por medio del teorema de Green, en donde A es la superficie que contiene
(y limita) a el volumen de integracién § y ademads (], denoia la componente normal
del vector que estd encerrado entre los parentesis rectangulares y cuya direccién
apunta hacia afuera del elemento de superficie dA.

1.3 Flujo de probabilidad
Definimoa al vector j{r,t} como:

§r,) = %[w'w —(V¥") 9] (1.5)
en términos del cual podemoe escribir

%Lﬁ(t,t)d’r:—jnv ojd°r=/‘S,.dA (1.6}

3De agul er adelante, ceando no se incluyan los Limites de integracién, se entendert que laa
integrales se extienden sobre todo el espacio.




En todos los casos se puede probar sin dificultad que la integral de superficie en
{1.6) vale cero, de tal manera que la ecuacién {1.4) es consianie en el tiempo.
De la ecuacién (1.6) se obtiene:

9t L 9o jr.t)=0 a7
at
Esta ecuacién tiene la forma de una ecuacidén de coniinuvidad, es decir, esté asociada
con la conservacién de flujo de up fluido de densidad p y densidad de corriente j , en
la cual no se tienen fuentes ni sumideros. Es entonces razonable interpretar a j(r, )
como una densidad de corriente de probabilidad.

La utilidad de los conceptos hasta aqui desarrollados salta a la vista cuando con-
sideramos por ejemplo a una pariicula efi movimienio gue incide sobre un blanco
dispersor {como pos ¢jemplo una barrera de potencial). Una vez ocurrida la inter-
accién tendremos dos posibilidades: la particnla bien pudiera ser reflejada o bien
transmitida a través del blanco dispersor. Si asociamos las distintas densidades de
probabilidad para localizar en cada caso a la particula y por lo tanto distintos flujos
de probahilidad tendremos la relacién de continuidad del flujo de probabilidad:

|3id = biel + | 3dd (1.8)

donde j; es el flujo de probabilidad incidente, j, es el flujo de probabilidad reflejado,
y jc es el flujo de probabilidad transmitido.
Si en la ecuacién (1.8) dividimos entre j; tendremos:

131, 13 _ \
51 s (-9
1.4 Definicién de los coeficientes de reflexion y

de transmisién

Definimos al coeficiente de reflezidn R y al coeficiente de transmisidn 7' como sigue:

pr=lidlp 1M (1.10)
|l | 3e)

Cantidades que cumplen (1.9) y de las que resulia:

R+T =1 (1.11)

9



Usando esta expresion podemos entender a K como la proporcién dei flujo incidente
que es refiejada y a T como la proporcién del flujo incidente que es transmitida.

En el siguiente capitulo definiremos dos puevas cantidades complejas: L y r
Namadas emplitudes de transmisidn y de reflezidn respectivamente.

1.5 Separacién de la ecuacién de onda

La ecuacidn de Schrodinger se puede resolver usando diversos métodos de solucion y
dependiendo de Ia forma del potencial que aparece en (1,.1). Si el potencial depende
solamente de la posicién y no varfa con el tiempo, podemos expresar su solucién
general como una suma de productos de funciones que dependen solamente de r y
de ¢ separadamente. Es decir nuestra solucién cstara dada por productos de funciones
de la forma

Q(r,t) = f {t)e(r) (1.12)
sustituyendo este producto en la ecuacién (1.1) tenemos
1.%:) 2
A o S eV o) o) (113)

Como el lado izquierdo de la ecuacién depende solamente de £ y el lado izquierdo
solo de r , ambos deben de ser iguales a una constante de separacién que tiene
dimensiones de energfa y que llamaremos £. Integrando la parte correspondiente a
f, obtenemos:
1Bt
fty=exp (—T) (1.14)

por otro lado la funcién ¢(r) satisface la ecuacidn:

- K9%() +V () ols) = Bole) (1.15)

Esta ecuacién es conocida como la ecuacién de Schodinger independiente del tiempo
en contraste cop la ecuacién (1.1) que es conocida como Ja ecuacion dependiente del
iiempo. La gran importancia de la ecuacién independiente del tiempo estriba en
que con ela oblencmos todas las soluciones de (1.1} que guardan un interés fisico.
Una solucién particular de la ccuacién de onda es

:'Et)

Y(r,i} = p(r)exp (-—— = (1.16)

]



1.6 Solucién general de la ecuacién de Schrodinger

Si el potencial V(x) depende exclusivamente de la posicidn y i conocemos la solucion
dela ecuacién de la Schrodinger en un tiempo particular podemos obtener la solucién
formal para cualquier otro tiempo.Para ello se expande ¥(r,t) en eigenfunciones
de |a energia al tempo t, en cuyo caso tememos que los coeficientes de la expansién
también dependen de ¢ :

V0= T As(tlesl)  As() = [e@Ee O (L17)
B
sustituyendo(1.17} en la ecuacién de onda (1.1) tenemos
. dAg(t
in 3 0p) 258 - 5 45(t) Boatr) (1.18)
B dt B
por orionormalidad de las g , la ecnacién (1.18) es equivalente a
. dAg(t
;hT’;(l = EAg(t)
que se integra y obtenemos

As(t) = As(to) exp (—ﬁ%l‘—’) (1.19)

Note que o(E) = |Aa(t)|* = | As(to)]? se mantiene constante en el tiempo.
Entonces si ¥(r,t) es conocida para t = {; , la solucién para cualquier tiempo
estard dada en términos de (1.17) y (1.19)

¥(r,t) = );Ag(tq) exp (—LE%)—) ea(r) {1.20)

As{to) = j P )R (', to)Pr (2.21)
De donde obtenemos
¥.0) = [ |5 rate hoate) e (-2 ) v wer 0z

que es la combinacién lineal de las soluciones dadas en la ecuacién {1.16).

11



1.7 Los paquetes de ondas.

Podemos considerar a los estadoe esiacionarica como estados {no fisicos) que rep-
resentan ep el limite a un paquete de ondas muy anche. Es decir, podemos ver a
lon estados estacionarios como estados idealisados de los que podemoe partiz para
costruir loe estados fisicos reales usando el principio de superposicién. Mostremos
como se puede hacer esto.Ya que los estadoe estacionarios Wg forman un cob-
junio completo, podemos expresar cualquier solucién arbitraria de la ecuacidn de
Schrédinger dependientedel tiempo de la siguiente forma
ikt
¥(z,t) = [ ¥alz)exp (‘T) f(E)dE, (1.23)

donde la integral se extiende sobre Lodos los estados continuoe y donde tambi€n se
consideran todos los estados discretos.

Note que lo que estamon haciendo es superponer componentes que correspondan
a todos los valores fisicamente significativos de momento y energfa, tomando cada
componente con al debida amplitud y fase; la superposicion debe garantizar que las
ondas interfieran constructivamente deniro de volumen ocupado por la particula,
pero destructivamente fuera de él. Es decir estamos construyendo un paquete de
ondas.

Supongamos que el momento est4 distrubuido en el intervalo (k;, k2)} con ampli-
tud A(k) ; como para !a particua bibre w = E /A = hk?/ 2m, el paquete de ondas
queda representado pot

¥(z,t) =f: A(k) exp [—izﬁ-n’;—z—ﬁrcz] dk. (1.24)

Nétese que este paquete evoluciona con el tiempo, por lo su forma va cambiando
conforme se propaga. Su anchura va creciendo conforme pasa el tiempo; fendmeno
conocido como de dispersidn de los paquetes de onda.

Un ejemplo particularmente interesante es el de la evolucién de un paquete de
ondas Gaussiano. La funcién de onda de uno de estos paquetes de onda al tiempo
t = 0 estd dado por la funcion Gaussiana

(z- :0)2

= ! exp [ikoz — —F——
Y0 = p[ k2= By

Esto es una onda plana, modulada por una funcién de peso Gaussiana centrada
en z = I, (que también se escribe: centrada en £ = {z} ). La cantidad Az estd

{1.25)
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relacionada con el ancho de Ia Tuncién - s la anchura es pequeiie, la magnitud de
la funcién decae rapidamenie a partir del valor zy.

La desigualdad de Heisenberg nos dice que

hﬂ
AzAp2> 5 (1.26)
o ya que p = kk, tenemoe
Az Ak % (1.27)

La Transformada de Founer de la funcién Gaussiana es
I ‘ sazy)t
$(k,0) = ﬁf.m Wz, 0)e” *edz = [%] e~ (BeP(k-kP {1.28)

que es otra funcién Gaussiana. Comparando con la ecuacién Gaussiana original ve-
mos gue la funcién que acabamos de obtener tiene una anchurade Ak =1 /(2A 2 ),
en decir

Az Ak = % (1.29)

como este producto es general mayor que 1/2 y en este caso se cumple la igualdad,
lamamos a este pagquete de minima incertidumbre.

1.8 Evolucién temporal de un paquete de ondas.

Como se dijo en la seccidn anterior los paquetes de onda evoludonan en el liempo,
su forma va cambiando y su anchura va creciendo. Como un ejemplo simple tenemos
una vez mas el caso del paqueie Gaussiano, ecuacién {1.25), donde supondremas por
{aciidad que ¢l paquete esta inicialmente centrado en zp = 0 y ademas su momento
inicial promedio ky = 0.Usando la ecuacién (1.21) , tendremos

Av = erasy] ™ [ ::exp [~ 4(%:)-5 - ikzl dz (1.30)
- [8?(;3)2] exp [-—-—kz(A 3)2] (1_3])

donde se asume que L es tan grande que la contribucién a la integral proveniente de
| z] > L /2ea deapreciable. Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (1.20), tenemos:
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Wz, t) = T Ae= Bt/ hy(z) = Ape Iy (z) {1.32)
k k
donde k = 27n/ L (porque escogemos la normalizacién de caja) y n toma todos los
valores positivos, negativos y cero. Haciendo L arbitrariamente grande, n pasa a ser
una funcién continua y podemos rcemplazar la sumatona por una integral { dn que
s equivalente a una inlegral sobre (L/27) [ dk. Asi:

L
Azy| ¥ g Rk .
¥(z,t) = [( 2:3) ] j_w dk exp [—k’(A z)? - L2T + :kz}

int \7* 72
=2'(Az+2m6z) exp(—4(Az)2+2iht/m) (1.33)

De aqui se liene que la densidad de probabilidad se escribe como

K342

-3 .'52
—_— - 1.34
A3 (A z)zl } xp (AP + ity (1.39)

W(z,t)* = [2« [(A z)? +

La ecuacién anterior tiene la misma forma que la ecuacién para |¥(z, 0)|*, excepto
que ahora (Az)? aparece como {Az)? + A*t?/Am*(Hz)?. Entonces el ceniro del
paquete permanece cn z = 0 mientras la anchura del paquete se incrementa conforme
¢ avanza. Mientras mds pequeiia sca la incertidumbre cn la posicién, més grande
es la incertidumbre en la cantidad de movimiento y mds rapidamente el paquete
se dispersa; la parte dependiente del tiempo de la ecuacién anterior , t(Ap}/m, es
simplemente la distancia que viaja una particula clasica de cantidad de movimiento
Ap en el tiempo t.Note que el uso de otra normalizacién nos hubiera conducido a
los mismos resultados.



Capitulo 2

La Barrera Rectangular y el paso
de Paquetes de Onda a través de
ella.

2.1 Introduccién.

La mecdnica cudntica nos permite estudiar fenémenos micrescpicos que presentan
comportamientos totalmente diferentes a los fenémenos de alguna manera andlogos,
que son estudiados en Ja mecdnica clisica. Tal es el caso de la dispersion de particulas
debida a un potencial que depende por ejemplo, solo de la posicién. Si el problema
quc nos intercsa estudiar es el de la dispersion de una particula por un potencial
que vale cero en todo lugar excepto en un intervalo de la posicién en donde tiene un
valor constante, tenemos ¢l problema de la barrera rectangular de potencial. Este
problema se presenta tanto en mecinica clasica como en mecdnica cudntica. En el
caso c)ésico tenemos que la particula siempre es reflejada si su energia es menor a
la energia del potencial repulsivo rectangular, y siempre es Lransmitida si su energia
es mayor que la energia del potencial repulsivo. En el caso cudntico veremos que
las probabilidades de reflexién y de transmisién de la particula son finitaa para la
mayona de las energiaa de la particula.

Para tener una idea cabal de lo que sucede en el caso de al dispersion cuintica,
estudiaremos en esie capitulo ¢] comportamiento de las particulas que son disper-
sadas por una barrera de potencial rectangular. En el camino habremos de encontrar
fenémenos como el de tunelamiento en regiones clasicamente prohibidas. Primero
hablaremos del caso estacionaric para de ahi pasar a estudiar el caso de paquete
Gaussiano que cruza una barrera de potencial. La discusion de este problema sera
de suma imporiancia para la comprensién de algunos de los conceptos centrales de
esta lesis.

15



2.2 La barrera rectangular de potencial.

Estudiaremos e} comportamiento de una particula {o de un ensemble de particulas,
si estamos usando la interpretacién estadistica de la Mecanica cuintica) cuando col-
iiona con un campo cuyo potencial cs repulsivo, tipo barrera rectangular de ancho
a y altura V(z) .Consideraremos el problema unidimenrional. En este problema
estamos interesados en ¢} comporiamienlo de una particula gue se aproxima desde
la regidn en donde los valores de z son negativos, colisiona y es reflejada y /6 trans-
mitida. Recuerde que en el caso clasico correspondiente la parlicula siempre es
reflejada si su energia es menor a la energia de! potencial repulsivo rectangular, y
siempre es transmilida gi gu energia es mayor que la energia del potencial repulsivo.
En el caso cudntico veremos que las probabilidades de reflexién y de transmisién de
la particula son finitas para la mayoria de las energias de la particula. Asumimos
que V(z) =0 paraz < 0 y para £ > a ademds V(z) = V; para 0 < z < g, donde
V, es positive. Dividiremos nuestro estudio en dos casos: cuando la energia F de
la particula incidente esta bien definida y es menor que el potencial repulsivo Vg y
cuando es mayor.

2.2.1 Caso F <V

Para facilitar Jas cosas, dividiremos el eje z en bres regiones facilmente distinguibles
y que se ilustran en la figura 2.2. En las regiones [ y 111 donde se tiene que V{(z) = 0
tendremos como comportamiento general de la funcién de onda lo siguiente: en
la regién z < 0 esperaremos que la funcdn de onda represente a una parlicula
moviendose hacia la derecha (partfcula incidente) asi como una particula movien-
dose hacia la izquierda (particula reflejada); en la regién z > a tendremos que la
funcién de onda debe representar solamente a particulas que se mueven hacia la
derecha (particulas transmitidas). Una pariicula que se mueva en una region libre
de fuerzas, con una energia bien definida y con un impuleo bien definido p y pude
ser representada por la funcién de onda ¥ = ¢?*/* 5 la particula se mueve hacia
la derecha y por la funciénm de onda = e~**/% 5i la particula se mueve en la
direccién —z.La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para regiones
donde ¢l potencial es nulo se eacribe:

~-h¥dy
o n = B (2.1)

de donde se liene que las soluciones para estas regiones son:
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¥; = Ae'** 4 Bk 2 <0
Vi = Ce* =z >a
donde

pata la regién donde el polencia vale ¥, tenemos:

~R* &y

2m dz?

+ V¥ = Ey
cuya solucidn esta dada por

Vy=Fe®™4+Ge?™ 0<z<a

_f2m{Vo - E)

1= R

donde

y ademds A, B,C,F,Ge C.
Aplicando laa condiciones de continuidad:

¥;(0) = ¥;:(0) ; ¥ir (a) = ¥)15 (a)

¥} (0) = ¥}, (0) ; ¥3 (a) = ¥}y, (a)
llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

A+B=F+G
thA — kB = —qF +qG
Fem 4+ Ge = (
—qFe~*? + ¢gGe*d = ikC

de donde
—i{g + tk)k e
(9% —~ £?) mnhag — 12kqcoshag

C=aG [2"“".9]
g+ik

G=4|

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

@7)

(2.8)

(2.9)

{2.10)

(2.11)

(2.12)



de las GMimas expresiones (2.11) y (2.12), facilmente obtenemon la razén ¢ = C/A:
o ~2kg

=== 2.13
A (¢® — k?)sinh ag — i2kq coshag (2.33)
de nuestro sistema de ecuaciones (2.10) también obtenemos:
(¢ — tk)sinb ag
B=(CG |2—rr—1 2.14
' [ ke~= (2:19)

con la ecuacidon anterior (2.14) y usando la ecuacién para G (2.11), oblenemos la
razén r = B/A .
r—-E— —{¢* + k*) sinh ag
" A (g% - k?)sinh ag — 12kg cosh ag
De los resultados anteriores obtenemos los coeficientes de transmision 1" y de re-
flexion K :

(2.15)

T=tt= 4k (2.16)
T T 4k + (¢ + K?)?sinh 2ag )

{¢® + k%)% sinh %ag

R=rr= 2.17
e Weg {¢® + k2)?sinh %ag (2.17)
de las ecuaciones para T y para R oblenemos:
R+T=1 (2.18)
Si definimos a oV
m
Ko= _hT" (2.19)
y recordamos (2.4) y (2.7) tendremos que
. K=+¢ (2.20)
y ademas :
—K}sinh ag
= 2.21
" (g% — £?) sinh ag — i2kq cosh ag (221)
—2ikg
i = 2.22
(g* — k?)sinh aq — i2kq cosh ag (2:22)
K¢ sinh%ay
= 2.23
k 4k2g? + K sinh 2aq (223)
2.2
' il (2.24)

= 3k3g3 + K3 sinh Zag
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2.2.2 Caso F >V

Para caso en que la energia E de la particula es mayor que la energia V; de la barrera
de potencial podemos realizsar un anilisisa completamente similar al que ya hemos
hecho para calcular r, ¢, R, T en el caso anterior. Para facilitar nuestro propdsito

definimon ¢ como:
ol E— Vo)

¢ =g decir g = 14’ (2.25)

y sustituimos esta caniidad en todas Ias expresiones anteriores donde aparece ¢ .Note
que esto implica que ahora tendremos sinh(iag’ } = isin{ag’) y ademas cosh{iag’ ) =
cos(ag’ ) y K32 = k? — ¢'%. Esto nos lleva directamente a:
. K sin ag
T (¢’ 2 + E?) 8in ag’ + 12kg’ cos ag’
‘= 2ikyg
{2 + k?)sin ag’ + i 2kq’ cos ag’
R= K}*sn 2ag’
ak3¢7 + K} * ein ag’
_ akg'?
= I3¢ 7 + K§* ein Zag’
Una vez podemos comprobar que en este caso:
R+T=1

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

2.3 Definicibn de r y t.

En la secciién antenior aprecieron las canlidades r = -‘} yt= % que nombraremoe de
aqui en adelante como amplitudes de reflexién y transmisién respectivamente, Note
que Ry T son reales pero r y ¢ son dos cantidades complejas por lo que podemos
escribir; _

r=|rle’ = VR[coad +i sin g (2.30)

t=|t| ' = VT [cosb + i sind] (2.31)
donde ¢ y @ son las fases complejas asociadas a la reflexién y a la transmision
respeciivamente. Note también que podemos calcular R y T si tenemos r y ¢ :

T = |t

R |rf (2.32)
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2.4 El paso de un paquete de onda Gaussiano
por una barrera de potencial.

Analicemos ahora la situacién donde tenemos un paquete de ondas inicialimente
angosto, con energia media Iy y amplitud inicial ¥{z,0) , que cruza una barrera de

polencial.
El paqueie incidente puede ser expresado en iérininos de las soluciones de particnla
libre, en la forma

¥z, t) = jA(w) ' (ka—ut) g {2.33)

en donde w representa la energfa media en unidades de b : w = F/h = hk?/ 2m .
Cousiderernos que el paquete inicial consiste en pariiculas que se lanzan desde
la posicién zy con energias distribuidas alrededor de f5y = fug = hk3 /2m y que
esta distribucion tiene vn méximo agudo alrededor de este valor de energia; esto nos
permite escribir:
¥{z,0) = 2ng(w — wy)b(z — zo}, {2.34)

en donde g{z) es angosta y tiene un maximo agndo en z = 0; el factor numénco 2x
se introduce por comodidad. Por otra parte, en ¢t = 0, se obtiene

¥(z,0) = ] Alw)e' &= die; (2.35)
tomando a transformada inversa
Aw) = lfw(z,o)c-‘ s (2.36)
2x
y sustituyendo el valor de ¥(z, 0) queda
Alw) = j g{w — wp)é(z — zo) e~  *odz = glw — wy) e =, (2.37)
Introduciendo este resutado en la expresién para ¥(z,t), obicnemon
Vinc(z,t) = f 9w — wp) g =) —iwd gp (2.38)
Esie es el paguele que incide sobre a barrera; para construir el paquete transmitido
tenemos que recordar que cada onda plana es \ransmitida por una barrera de po-
tencial modificando su amplitud pero no su frecuencia; luego la amplitud de Ja onda

transmitida la podemos escribir a partir de la expresién para ¥,.(z,t) modificando
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a amplitud de cada componente por un factor S{w),cuyo médulo evidentemente
debe ser menor que la unidad, |$(w)] < 1:

W ans(z, L) = j g(u — wy) S(w) et kz—zs)—iwt gp (239)

Es claro que S{w) juega e papel de una amplitud de transmisién de a componente
de la frecuencia w, en el sentido de que

T{w) = |Sw)|*; (2.40)

invirtiendo esta expresién, podernos escnbir S(w) en la forma

S(w) = /T(w) ' &¥). {2.41)

Esta férmula nos dice que /T(w) es el factor por el cua se reduce la amplitud de la
componente de frecuencia w, mieniras que §(w) es la fase producida por su retardo
{si no hay potencial T = 1 y 6 = 0,evidentemente). Vamoe a limitarnos al caso en
que la magnitud de T varia lentamente con la energia, de tal manera que podemos
escribir aproximadamente T'(w) == T(wp); asimismo supondremos que la fase puede
ser aproximada hasta términos lineales en la variable ¢,

€= w — uy. (2.42)
Con estas congideraciones, escribimos

S{w) = \/T(wo + ) exp (i6(wy + €)}

 /Twx) exp (i(5(wo) + %C))

= S{wy}exp (i?ic) (2.43)
duw
A su vez, como funcidn de la variable ¢ y hasta términos lineales en ella, £ se escribe
como y
2mE 2muw 2mueyg € m
k= = = 14 —}= —c. 2.44
A J h \/ k (1+ 2%) kg + Poe ( )
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Introducimos ahora la aproximacién para S(w) en la expresion para Peransfz,t);
utilizando que € = w — wg y la expresion para k que acabamos de obtener, podemos
desarrollar enlorno a kg y escribir Ja amplitud transnitida en la forma

Viurlz. ) = S(h.'n)f ole) exp (i%‘é{) exp (i{ko + Ec)(: — 2o} = it{uwo + c)) g:- de

= S(wo) exp (tho(z — 2o0) — z'twn)/g(f.) exp [c ::_r: (:c - zg— Errit (t - %g))] Em;dc .
(2.45)

Kl factor anterior a la iniegral es la componente central del paquete de energia oy ¥
momento ky; vemos que su ampitud ha sido reducida por el potencial S(w). Mucho
mis intercsante, sin embargo, es la integral, que nos da la envolvenie del paguele
de ¥, pero con la cscala del iempodespazada en la caniidad

a8, 86 .
Al = =how (2.46)

esta expresion establece la relacion buscada entre la fase § y el tiempo de retardo.
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Capitulo 3

Solucién Numérica de la Ecuacion
de Schrodinger.

3.1 Introduccion.

En esia parte de nuestro trabajo daremos un tratamiento numérico al problema
cuéntico de la dispersioén de un paquete de ondas por una barrera de potencial us-
ando el método pseudoespectral. El problema de dispersién ha sido tratado numer-
camente por varios autores,[Goldberg, A..et 4,,1967], [Press, 1986}, [Gould, 1988},
[Koonin,1986] vsando diversos enfoques pero bésicamente su método de solucion
ha consistido en resolver la ecuacién de Schrodinger por medio diferencias finitas.
Aqui nos apartaremos un poco de este enfoque para usar un método que deriva
de alguna manera de los métodos espectrales clisicos. Aunque nosotros hemos re-
suelto la ecnacién de onda por medio del método psendoespectral, cbtendremos
como se vera, los mismos resultados que otros autores que no ugsan nuestro método
de solucién pero con limitaciones muy diferentes en las condiciones iniciales que im-
ponen el manejo y la propagacién de errores. Dicho sea de paso que, en el caso de las
soluciones dadas en términos de diferencias finitas ee imponen fueries restricciones
iniciales para que se pueda resolver ¢l problema. En nuestro caso se verd que las
restricciones po son tan fueries, de manera que estamos ante un método que liene
ciertas ventajas sobre loe otros aunque no debemos de olvidar que también tiene sus
limitaciones. Un trabajo clasico que soluciona el problema, y con el que por fuersa
tendremos que compararnos, e el que exponen Goldberg y sus colaboradores en
su ya famoso articulo intitulado »Computer Generated Motion of One-Dimensional
Quantum Mechanical Transmission and Reflection Phenomena” y que sigue el es-
quema de discretizacién de Crank-Nicholson para la ecuacién de Schrodinger [Gold-
berg, A.,1967). Existen otros métodos de solucibn de nuestro problema como el
gue exponen Gould y Tobochnik en au libro ”Computer Simulation Methods” y que
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consiste co utilizar las soluciones estacionarias de la ecuacién de Schrodinger para
poder obtener las soluciones dependientes del tiempo. Nos hemoe querido apariar
de los camincs ya mencionados porque consideramos que el método que se ha uti-
lizado no solo es tan bueno como el desarrollado por Goldberg y por otros autores
sino que es considerablemente mds ripido a la hora de obtener las soluciones de
puestra ecuacidn en una computadora personal. Cabe sefalar que también se ha
desarrollado una interfase grafica que nos permite ver la evolucion de un paquete
de ondas (en esta caso Gaussiano) libre o seguir paso a paso la colisién contra una
barrera y el paguete. Esto es imporiante sefialarlo porque también se puede usar
nuestro programa con fines didécticos.

3.2 Formulacién del problema.

Como vimos en el capitulo dos de esta tesis, el tratamiento tradicional del problema
de reflexién y transmisién de particulas que inciden sobre una barrrera de potencial
, soluciona el problema en una manera independiente del tiempo y requiere una
solucidn de 1a ecuacién H¥ = EV¥ | sujeta a las condiciones siguienties:

¥ =e™* 4 Re~*=, para z grande y negativa,
= Teiks, para ¢ grande y positiva.

donde se tiene adem4s que el potencial es de corto alcance y ests localizado cerca de
z = 0 y donde !a particula que colisiona incide desde la izquierda moviendose hacia
1a derecha.

Como se vié en el capilulo uno, a partir de las soluciones estacionarias podemoa
construir cualquier solucién dependiente del tiempo. De manera que, si podemos
solucionar e} problema independiente del tiempo para un potencial dado, tendremas
tambi¢én la solucién temporal.

Nuestro propdeito es describir el movimiento de un paquete de ondas -en partic-
ular un paquete Gaussiano- que evoluciona en el tiempo y se mueve hasta colisionar
cop upa barrera de potencial de manera que tendremos una transmisién y reflexién
del paquete de ondas. Habremos de solucionar el problema resolviendo direciamente
la ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo sin recurrir a las soluciones esta-
cionarias. Para ello usaremos un método pumérico que solucione el problema.

Si recurrieramos a las soluciones estacionarias del problema, tendriamos que una
solucién formal de la ecuacién de onda estaria dada en términos de los eigenvalores
y de las eigenfunciones de los estados ligados: Hu, = Enu, , y en términos de los
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eigenvalores y eigenfunciones del continuo Hu, = E{k)u, :
¥(z,t) = 3 ane~Btun(z) + j dk afk)e~ B®)y(z),

donde

tn = (un, ¥(z,0))
y ademas

afk) = {uy, ¥(z,0))
donde ¥(z, 0) es el estado inicial del sistema. Este procedimiento no se adopta, en
general por ningiin autor por varias razones. Primero, para cam todos los potenciales,
las eigenfunciones y los eigenvalores tienen que ser determinados numericamente.
Aln si -para quitarnos de encima la parte continua del especiro y convertiria en
un especiro discrelo- cuaniizdramos en una region grande pero finita del espacio,
habna un ndmero muy grande de estados que tendriamos que calcular. Segundo,
adn conociendo todos los eigenvalores y eigenfunciones del problema, la tarea de
calcular ¥(z,t) no es trivial considerando que lo tendremos que hacer para cada
z y en cada t. Y tercero, tendriamos que resiringirnos a estados iniciales ¥(z,0)
que fueran una combinacién limitada de eigenestados o en su defecto esiariamos
forzados a realisar un ndmero muy grande de integraciones numéricas para evaluar
an ¥ a(k).

Para evitar todos estos problemas resolveremos directamente la ecvacidén de

Schrodinger dependiente del tiempo usando un método pseuvdoespectral.

3.3 El método semiespectral.

3.3.1 Un poco de historia del método semiespectral en la
solucién de la ecuacién de Schrédinger.

En e} afio de 1982, M.D. Feit publicé el articulo "Solution of The Schrédinger
Equation by a Spectral Method” [Feit et ¢[1982] en el Journal of Computational
Physics, donde proponia un nuevo método de solucién de la ecuacién de Schrédinger.
Aparidndose de los mélodos tradicionales para resolver el problema que se basan
en la diagonalizacién mediante iteraciones nunéricas de una matriz que representa
¢l Hamiltoniano independiente del tiempo, encontrd la solucion de la ecuacion de
onda basindose en las propiedades espectrales de las soluciones de la ecuacidn de
Schrodinger dependiente del tiempo.Probd su método eolucionando el problema de
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Hénon -Heiles en dos dimensiones y el problema del poro doble asimétrico. Este
articulo sentd las bases para la solucién que aqui’ presentamos. Su rapides y pre-
cistén son notables st Jas comparamos con las que arrojan otros métodos. Un estudio
mas a fondo de 1a precisidn de este métode y su comparacién con otros mélodoes de
propagacidn lo cncontraremos en el articulo ” A Comparison of Different Propagation
Schemes for the Time Dependent Schrodinger Equation” [Leforestier et ol, 1990].

3.3.2 El método semiespectral en nuestro problema.

En una dimensién Ia solucién de la ecuacién de Schrodinger es

LOW(z,t) K 37V(z,1)
!ﬁ—-—,&-t—-— = —ﬁT + V(z)\P(z,t)

= (T + V)¥(z,t) (3.1)

donde m es la masa de la particula, T cs ¢l operador de energia cinélica y V es
el poiencial tomado como un operador. Para resolver nuestra ecuacién resulta ten-
tador trabajar ¢n el espacio transformade de Fourier (momental) sobre todo para
simplificar al operador de encrgia cinélica T y simplificar nuestro problema pero
esio resultaria indtil para dar un tratamiento al término V de la energia potencial.
Entonces lo que se antoja es dar un cierto tratamiento al término de energia cinélica
y otro diferente al término de energia potencial. En particular nos gustaria tratar
al término de energfa potencial e el espacio de coordenadas, donde es simplemente
una funcién, y tratar al término de cnergia cinética en el espacio transformado que
es donde se puede evalvuar de una manera simple (y precisa).

De acuerdo a lo que se ha visto en el capilulo uno de esta tesis, Lenemos que una
solucion formal a la ecuacién de Schrodinger es -

hlz, 1) = e (TR 4z, ). (3.2}
donde es importanie recordar que la exponencial de un operador se define como
1 1
eh=1+ At AA+ZAAA + .. (3.3)

por conveniencia, definimos § = t — t; , de tal mancra que la evolucién temporal de
puesira ecuacion de onda esta dada por

Wz, t) = o~ (THVINI R gz t0). (3.4)
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Esta ecuacién nos brinda una manera de calcular y{z,t) en cualquier liempo £ 6i
conocemos Yz, %) en el intaate de tiempo ¢g. Noie que ya que tenemos Ia exponen-
cial de una suma de dos operadores es muy tentador escribir

e H(THVIAIA . ~iT&/h ~iV&/[k (3.5)

Desafortunadamente esta expresidn es incorrecfa. Pero m fuera cierta, se podna
separar el operador de evolucién temporal en dos términoce, y tratar a cada uno de
los términce por separado. Como veremos mds adelaate, aunque esta igualdad no es
valida, la descomposicién nos puede servir como una aprozimacidn muy Gtil. A esfa
técnica de separar el operador de evolucién en dos factores, generahmente se le lama
método de separacidn de operadores (split operator approach), y es ampliamente
aplicada en muchos otros campoes.
De acuerdo al teorema de Baker-Campbell Hausdorfl [Baker, H.F., 1904], [Camp-
bell, J.E., 1398], sabemos que
ereB =.C (3.6)

61 y solo 8i
C=A+ B+-;—[A,B]+... (3.71)

Entonces, de acuerdo al teorema anterior, nuestra ecuacién (4.5) de separacidn serd
correcta solamente si T y V conmutan jcoea que usualmenie no ocurre! Sin embargo
este teorema nos es extremadamente iitil para desarrollar aproximaciones. Por ejem-
plo, sabemos que la ecuacién (4.5), que simplemente ignora al conmutador , tiene
un error del orden de O{5,). Se puede obtener una mejor aproximacién usando una
descomposicién geométrica del producto, o sea, usando la expresién

e THVIAIR o5 =iV aITh o= iThIR =iV I (3.8)

que tiene un error del orden de O(5?).

Con lo anteriormente dicho estamoe ya listos para resolver nuestro problema
cudntico de dispersidn, usando una mezcla de tecnicas que actiian en el espacio de
coordenadas espaciales y en el espacio de coordenadas momentales. Este método
es llamado el mélodo pseudo-espectral. Imaginemos que conocemos ¥z, 1y) -esto
es que tenemos un arreglo que contiene a ; = y{z;,lo) en loa puntos z; de una
malla en cierto tiempo ¢,. Usaremos la transformada rapida de Fourier (FFT) para
evaluar las transformaciones que necesitemos, lo que necesariamente implica que el
ndmerc de puntos en la malla debe ser una potlencia de dos. Debido a que los dos
espacios, de coordenadas y momental, estdn intimamente ligados tendremos que el
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dominio de las z determinari el espaciamiento en la malla de las k, y viceversa.y
en un Siempo ¢ estard dada de manera aproximada por

Pz, t) m e VIR STEIR=iVAIR (o 10) (3.9)

Yaque V¥ es unafuncin, es fécilmente evaluable en z; Podemoce definir una cantidad
intermedia ¢({z) como _
$(z) = e~V EAIRy(z, 1), (3.10)

y evaluatlo en la malla como
$(zj) = e VI BAy(z; 1), (3.11)

Esia evaluacidn es completamente directa: en el espacio de coordenadas, es upa
simple secuencia de operaciones aritméticas. De hecho, 81 §; ea constanie durante el
céleulo, tendremos que evaluar un arreglo de esios factores exponenciales solamenie
una vez, almacenarlos, y usarlos cuando los necesitemos, sin necesidad de reevaluar
posteriormente.

El siguiente paso serd determinar el resultado de la exponencial de la energia

cinética que opera sobre ¢, _
e~ Taibg(z)). {3.12)

Este es un término problemitico en el espacio coordenado. jContiene el operador
segunda derivada exponenciado! Pero en el espacio transformado, la derivada es
facil de evaluar, como hemos visto. Para evaluar el término necesitaremos $(k), que
es la transformada de Fourier de ¢(z),

(k) = Fl4 (x)] =-¢% [ : #(z)e= "% dz, (3.13)
y la relacién inversa
$(z) = F[8(k)] = 712_,' [ ety et e a. (3.14)
Entonces
e~ ThIrg(z)
- C_;Ts.n#/: (k)e™** dk
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% S+ ] ‘/12_; j_ : B(k)e ™" dk

_. _-2
_ [1+ T, (=i TTé,

= 7=.f ®(k) [H- LI G 2::;“‘ +] e*=dk

1 e K3 &1 [—i —K%)\° o ke
=7 L. e® ‘*n 2m dz'-'+2_!(TW = Rl
e - iT(k)& | 1 { =iT(R)& ihe
==/ W1y —5 +2!( 2 + .| edk

- ;w j'_“’ &(F) [c-ar(a)s.n] ke g
_ 712=‘/°° e~ ST BING(L) oo i
X — oo

= p-! [c“""""”‘l’] , {3.15)

donde hemos indroducido el término de energia cinética

K3
T(k) = . (3.16)
La funcién de onda en el tiempo ¢ se obliene después, multiplicando al final por el
factor correspondiente al potencial. Asi, la propagacion completa del paquete ests
dada por

Wz, t) v e VEOIBIBP-L [TREIAR =iV Iatibg )] (317)

El algoritmo salta de adelanta hacia atrds, al espacio transformado y de regreso,
entretejiendo una solucién que contiene contribuciones del espacio transformado y
del espacio de coordenadas. El cddigo es bastante simple ¥ no contiene grandes
complicaciones. Si la FFT es usada para calcular las transformadas de Fourier,
obtenemoe resultados eficientes y precisos.

Para resumir, escribiremos en seudocédigo, un esqueleio del programa que solu-
ciona nuesira ecuacién de onda:

/* */

Programa que resuelve la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

en el caso de un paquete Gaussiano usando un méiodo seudoespectiral
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/* declaracién de variables*/

float re_psi[ }, im_psi |, rephi[ ], imphi[ J;

foal .ooocrii

J* pide los pardmetros del problema */

parametros{xmin, xmax, energia, sigma, ...... )

/* Inicializa la funcién de onda en la malla cuando t = 0*/
inic_psi(re_psi, im_pei)

/* Inicializa los arreglos ExpT y ExpV */
inicExpT(re_ExpT, im_ExpV)

EvalExpV(reExpV, imExpV)

/* inicializa otras variables como paso de tiempo delta.t*/
delta_t = 5.0e-18

/* Empieza el ciclo hasta que reloj > MaxTiempo */

reloj = relo) + delta_t

/* Primer paso: multiplicarnos psi por el arreglo ExpV y obtengo phi */
MultpsiExpV(re_psi, im_psi, reExpV, imExpV)

/* Segundo paso: multiplice phi por ezp de T para lo cual - */
/* a) transformo le funcidn phi */

FFT(rephi, imphi, potencia, 1)

/* b) multiplico por ExpT */

Mult ExpTphi{re.ExpT, im_ExpV rephi, imphi )

/* ) a este producto le aplico la transformada inversa de Fourier*f
FFT{rephi, impbi, potencia, -1)

/* Tercer pase y finale: mulliplicamos por EzpV, otra vez */
psi2final(re_psi, im_psi, rephi, imphi, reExpV, imExpV, puntosx)
/* Grafica la funcién de probabilidad psi**2 */
grafica(pei2,pasos, puntosx, Maxpasos_1)

/* fin del ciclo*/

fin del programa
/"‘-. et e 2 et e e £ 4pmmn e */

3.4 Criterios y restricciones para escoger las condi-
ciones iniciales.

Vamos a tratar ¢l problema de Ja evolucién temporal de un paquete de ondas Gaus-
siano (aunque podriamos escoger otro tipo de paguele) que se mueve co una region
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donde no existe potencial alguno y este mismo problema cuando ¢l paquete se
propaga en una regién donde existe un potencial correspondiente a una barrera
de polencial rectangular. Como se dijo en capitulo uno, la funcién de onda de uno
de eslos paquetes de onda al tiempo t = 0 esti dado por la funcion Gaussiana

. (z — 7o)
\F(z 0) m ex [l ’Co.’.l'! 4(A 2)2
Esto es una onda plana, modulada por una funaén de peso Gaussiana centrada en
z = 74 (que también se escribe: centrada en z = (z} ). La cantidad Az (que en
la Literatura se identifica muchas veces con la letra griega o5 ) esta relacionada con
el ancho de la funcién — #i la anchura es pequena, la magnitud de la funcién decae
rapidamente a partir del valor zo. Recuerde ademis que, como vimos en el capitulo
uno, sélo ¢l cuadrado de la funcién de onds tiene un significado fisico y que Az esla
mitad del ancho del cuadrado de la funcién de onda, medido a partir de los punios
en los cuales la funcién de onda al cuadrado vale 1/e de su valor maximo. El lacior
e*0* produce ¢l efecto de desplazar nuestro paquete hacia la derecha con un impulso
ko-

Primero considere que no tenenos un potencial (V(z) = B), y que tenemos un
paqueie de ondas evolucionando en el espacio libre. Es de primera unportancia
hacer notar el heche de que la solucién que le estamos dando a nuesiro problema
no conlleva aproximacion alguna a la hora de calcular las derivadas que aparecen en
1a ecuacién de onda (como es tfpico en el caso de las soluciones dadas en términos
de diferencias finitas). Esto nos dari una venlaja enorme sobre otros métodos
de solucién, en donde imponen restricciones muy fuerles sobre las condiciones ini-
ciales para que la solucién converja (véase {Goldberg et a,1967] ). Nucstra solucién
también tiene sus restricciones pero nacen fundamentalmente de los punios que se
ticnen que tomar en cuenta para evitar los errores tipicos al usar la transformada
rapida de Fonrier (FFT) cuando se resuelven ecuaciones diferenciales. Cuando us-
amos FFT , tenemos que el espaciamienio en la malla espacial (de las z’s) y el
espaciamicnto en ¢l espacio momental (de las k's) no son independientes el uno del
otro. De hecho se tiene que s llamamos §; al espaciamiento en las z's y g & el
espaciamiento momental, tenemos que

2x

6h=-ﬁ'3:

donde N denota el niimero de puntos de 1a malla menos uno (es decir el primer punto
de la malla se llama cero, el iltimo se llama N ). El tamaio del espaciamiento 6,
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ge calcula facilmente, una ver que damos las dimensiones del espacio = en donde se
desarrollara la accién. Si llamameos L a esia longitud fotal en la coordenads z, y
llamamos N al nimero de puntos de la malla mencs uno, lenemos

b, = ~
es importante hacer notar que el nimero total de puntos en la malla (N + 1) tiene
que ser una polencia de dos, debido a que cada punto de nuestra funcién en el espacio
de coordenadas z sufrira una transformacion rapida de Fourier. Como se sabe la
FFT trabaja en espacios que tienen un nimero de puntos que son, necesariamente,
una potencia de dos (véasc cl Libro FFT and its applications {Brigham,1988] ).

Tomemos como nuestro paquele inicial a un paquete de ondas Gausiano gue
tenga como anchura Az = g = 450 A. Tomemos tentalivamente una longitud de
1, = 6000 A, centrada en z = 0, y vsemos N = 512 puntos en la malla. Con
datos tenemos que &, = 11.742 Aque serd adecvado para que todos los detalles
importantes del paquete de ondas scan mucsireados, es decir, s el paguele tiene
una anchura g = 450 A, entonces al menos habrd 0q/8, ~ 38 punics de Ja funcién
Gaussiana que serdn muesireados inicialimente para seguir sa evolucién. Se debe
hacer notar que conforme el tiempo pasa el paquele evoluciona y se ensancha cn el
espacio coordenado x (véase el Capftulo uno, ecuacién (1.34) ) de donde podemos
concluir que conforme pasa €l Liempo tenemos mas y mas puntos gue nos Inuestrean
la evolucién del paquete. De aquf podemos enunciar la primera condicién que
debemos de cumplir: Escdjase §, suficicntementc pequerio como para que la funcidn
sca adecuadamente muesireada por un nimero grande de puntos.

El siguiente punto a tomar en cuenta concierne al tamafio L de nuestra rejilla
en el espacio coordenado r y al nimero de puntos (N + 1) dec la malla. La FFT
mnpone periodicidad en la funcién de onda, y aunque nosoiros tendemos a ver que
nuesiro paquete de ondas se propague hacia oo, la realidad computacional es que los
ertremos izquierdo y derecho de la malla son el mismo punto! Entonces si alguna
porcién de nueatro paquete de ondase inueve mas alla del extremo derecho de nuestra
rejilla (0 malla), se enrrolla y aparece en ¢l extremo izquierdo de la misma, dando
como resuliado una inierferencia enire la parie de la funcién de onda expresada desde
antes en el extremo izquierdo de la rejilla y la parte que se enrrollé. Eata interferencia
carece de sentido fisico y es una mera consecuencia de usar ia FFT. Entonces nuestra
siguiente restriccion es: Usernos siempre una rejilla lo suficientemente grande como
para que toda la fisica del problema se dé lejos de los extremos de la rejilla. Entonces
se debe de tener una L lo suficientemente grande pero debemos de cuidar que é; no
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aumente de tamafic para poder muestrear la funcién de onda adecuadamente. El
finico remedio para esio es aumentar N | es decir, el niimero de puntos de la rejilla.

Otro de los puntos a tomar en cuenia cs ¢l referente a la distribucidn de los
momentos. La funcién de onda tiene una cieria distribucion en el espacio k| y
existen componentes que podrian estar mas alla de lo que se denomina frecuencia de
Nyquist o limiie de Nyquist. La FFT toma a todas las componentes mayores que la
frecuencia de Nyquist como negalivas y no las incluye correctamentie para describir a
la funcién de onda adecuadamente.Esto es ¢n esencia un problema de enrrollamiento
pero en el espacio k. El remedio para cvilar esto es simple y se resume de la manera
siguiente: Escdjase la rejilla en el espacio momental lo suficieniemente grande como
pera gue todas las componentes fisicas relevantes del problema estén incluidas dentro
del limite de Nyquist. Esto se logra teniendo un 4. suficientemente pequefio ya que
el imite de Nyquist esta dado por: ky yemist = N6 /2 = 7/8,. Parasaber s nuestras
componentes k se salen de] limite de Nyquist podemos oblener la distnbucion de la
funcién de onda en el espacio momental y verificar a1 exislen componenties negativas.
En caso de que s existan tenemos, como ya sc dijo, que hacer mas pequeiio el valorde
§z. Debemon de evitar los problemas de enrrollamienio tanto en el espacioc momental
como en el coordenado. Si evitamos estos problemaa podremos apreciar que nuestro
método es capaz de producir resultados precisos que ningin otro mélodo puede
producir en un {iempo computacional ian corlo.

En caso de que exista un polencial V(z) diferente de cero, tendremos que respetar
las constricciones que examinamos en el caso de lIa particula libre pero ademds ten-
emos que lener en cuenia que si el limite de Nyquist es grande,es decir si el intervalo
de las k es grande lendremos que el intervalo de energias también es grande porque
la energia es proporcional a k3. Esto quiere decir, por ejemplo, que si duplicamos
¢l intervalo de k& estaremos cuadruplicando el intervalo de la energia. Esto no seria
grave sino fuera porque el indicador del error del método pseudoespectral que esta-
mos usando, es la cantidad [V, T]4,. Entonces, por ejemplo, si el valor de 1a energia
se cuadruphca y V no camhbia, necesitaremos reducir el paso de tiempo 6, por un
factor de cuatro para que nuestro error no sc haga mas grande. Esta constriccion se
resume de la manera siguiente: Kscdjase un paso de tiempo 8, que sea consisienie
con las energias mas grandes que aparecen en el problema. En particlar, conforme
el intervalo de las k se incrementa, el intervalo de las energias también se incrementa
como k? y para que nuesiro error se mantega estable, el paso de tiempo debe de
ser disminuido por un factor que compense adecuadamente este crecimienio de Ia
energia.

En nuestro capitulo de reaultados daremos, para una serie de pardmetros ni-
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ciales, los resultados que arroja nuesiro programa. Analizaremos nuestras respnes-
tas y las compararemos cuando sea posible, con los resultados exactos {como en el
caso de la propagacién de particula libre). También reproduciremos los resultados
del articulo de Goldberg.
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Capitulo 4
Los Tiempos de Tunelaje.

4.1 Introduccion.

En este capitulo nos proponemos hacer una breve revision de algunas de las posturas
han surgido en torno a una vicja pregunta formulada desde Jos inicios de la miccanica
cudntica ”;Cudnto tiermpo le leva a una particula atravesar a una barrera de po-
tencial cuando se presenta ¢l efecto tinel?. Diversos autores en diferenies épocas
han tratado de contestar esta pregunta sin que se haya llegado a un concenso. En
ahos recientes esta pregunia ha resurgido pues su respuesia ticne una imporiancia
mayiscula para la construccién de dispositivos elecironicos basados en eatructuras
semiconductoras. Aunque el problema cs en apariencia muy sencillo, reviste una
complejidad que ha producido fuertes controversias a partir de los afios 80°s y poste-
riores. Diversos autores han hecho revisiones criticas [lauge et al,1989], [L.andauer
y Martin,1994], de las diversas posturas y leorias que han surgido para resolver el
problema, por lo que nuestro propdsito en este capitulo no es examinar exhaustiva-
mente a todas ellas sino crear un contexto que nos ayude a comprender los resuliados
numdéricos que hemos obtenido y que s¢ presentan en el proxima capitulo.

Er particular, nos centraremos en dos leorias que estan bien establecidas y que
tienen un significado mas o menos bien definido. Una de ellas, la del tiempo de
permanencia (dwell time), nos define exactamente (en el contexto de particulas con
energia fija que se dispersan al pasar por un potencial) el tiempo de permanencia
en una regién finita del cspacio, promediado sobre todas fas particulas incidentes.
En este senlido, el tiempo de permanencia pude servir como un punto de referencia
en cualquier discusion sobre los tiempos de tunelaje. La debilidad de esta Leoria
estriba en que el tiempo de permanencia es un promedio Lotal que no distingue enire
los diversos canales de dispersién {entendiéndose por canales, los diversos estados
finales de transmisién y reflexién). La otra tcoria que revisaremos y que también
es una teoria bien establecida es la llamada teoria defl tiempo fase. Esta teoria
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describe completamente la cobsion (dispersion} de paquetes de onda que tengan
una distribucién angoeta de cnergia. La teoria nos dd diferentes Liempos fase para
la parte transmitida y parala parie reflejada. Porotro lado, cada uno de los tiempos
fase incluye varios Lérmince: el primero corresponde al tiempo que se lleva el paqueic
en moverse como particula libre desde ¢l punto de partida hasta la region en donde
existc un potencial, los signientes términon corresponden a dos aportaciones que no
pueden ser totalmentie esclarecidas: el tiempo que se lleva en la region en donde
existe Ja barrera y un tiempo de retraso por autointerferencia al aproximarse a
la barrera. Como el concepto de tiempo fase, es un concepilo suld, existe mucha
confusion y discusién al respecto.

Aunque existen olras posturas al respecio de los tiempos de tunclamiento, nos
ceniraremos en las ya mencionadas, por ser estas las mas importantes y las que nos
dan un marco tedrico adecuado para nuestro irabajo. No pretendemos hacer ni un
tralamicnlo, pi una revision cxhaustivos de las teorias que repasarentos sino mas
bicn, mencionar sus definiciones, enunciados y resultados mds relevantes.

4.2 Definicién de tiempo fase.

Consideremon un paquete de onda con una disinbucién memental angosta centrada
en upn cierlo valor, incidiendo sobre una barrera de polencial. De acverdo a lo
expuesto en ¢ capflulo uno y dos, sabemos que como resultado de la colisién habri
un paquete de onda transmitido y un paquete de onda reflejado, aparte del que
incidid. Podemos representar éstos paquetes medianie las siguientes funciones de
onda:

¥ilz, 1) = 7‘2=, Joigyetmeitaeige 5z <0 (4.1)
x
W, (z,1) = \/_Lz, f rb(k)e~ikmemiheegE .z <0 (4.2)
n
Wiz, 1) = \/_12: [rotkyetmct=idk ;2> (4.3)
n

donde hemnos lomado una posicién inicial z = x, para el paquele. Ademas:

v 2

como se definieron cn las ccuaciones (2.30) y (2.31)
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En la aproximacién de fase catacionaria {Wigner E.P, 1955} nos conduce a:

a—ok-(—k:cu+kz —wn)=0
%((ﬁ—k:n—kx —'UTQ)-'=D

i)
ﬁ(ﬂ-—kzo-kkz—wrg):{)
como se cumple que

dw _ hk tambid _a__ma
Y A TR Y7

Despejando 7y, 13, 13 , tenemos

"= %(z — zg)
d
= -g%(—-z ~ zp) + h%
m df
T3 = E(Z - Io) + ha——E

(4.5)

(4.5)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Entonces vemos claramente que ademds del tietnpo 13 que le lleva al paquete viajar
" desde la pomcién inicial 5 hasta la posicién z la colision produjo varioa tiempos de

retiraso.
Parala reflezidn teneincs
d¢
*="9E
Para la {reansmisidn tenemos 40
p=h—
V= TIE

(4.11)

(4.12)

4.2.1 Tiempo fase en el caso de la barrera de potencial

rectangular.

En el caso de una barrera de potencial rectangular podemos calcular el tiempo fase
de manera sencilla. Para ello recuerde la ecuacién (2.31) i = In |t| + exp(i0), que

podemos escribir como
In ¢ =Inlt| + 0

7
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derivandc esta ecuacidn con teapecto a F y tomando la parte imaginana, tencmos

da I de
o =1m [?EJ (4.14)

usando la ecuocién (2.22) que nos dé el valor de ¢ (caso £ < V) podemon eacribir
una expresidn donde se han separado la parte real de la imaginaria:

L= 4k*q* cosh ag — 12kg(g® — k?)sinhag

4.15
4k3g2 + K sinh 2aq (1.15)
derivando csta expresién con respecio de k y sustituyendo ¢, tenemos
1dt l [2ak?g(g? — £?) + K{sinh 2aqg
1 _—— = - 1.16
m [t dk o 4k3g2 + K} sinh 2aq (1.16)
Note ademis que si k* = 2mE [ h* entonces podemos escribir

dk m

— T —— 1.17

di ~ Rk (4.17)

Finalmente para obtener el tiempo fase asociado a la transmision en la barrera
hacemos uso de la expresién para 73 ecuacion (4.12), junio con los resuliados de las
ecuaciones (4.14}, (4.16) y (4.17) y obtenemos

m |[2agk*(g* — k?) + K{vinh 2aq

—_— s B < VY, 4.18
hkg 4k1g? 4 K} sinh 2aq Bh<H (4.18)

que es el tiempo fase asociado a la transmisién cn una barrera rectangular de po-
tencialen el caso en que £ < V.

En cl caso E > V, tenemos que seguir un procedimiento similar pero con la
diferencia de que ahora usamos la ecuacién {2.27} que nos da el valor de ¢ si £ >
Vo (En ver de la ecuacién 2.22). El resultado para el tiempo fase asociado a la
iransnusién en una barrera de potencial rectangular cuando E > V; esta dado por

m [2afk?(¢'? + k%) — K} sin 2ag’

T = —

hkg' 4k2g'4 4+ K[*sin 2ag’

(4.19)

donde tenemos que
L 2 2"”(6 '_ VO)
TETTR
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y las expresiones para k y K vienen dadas por
VImE
h

K;: =k2_ql'1

k=

Es imporiante seialar que ¢ comportamiento del Liempo fase asociado ala trans-
nisién de una pariicula que incide en una barrera de potencial rectangular depende
de las dimensiones de la barrera (su ancho a y su altura V) y de la energia de la
particula que se considera moncenergélica. Resallamos el hecho de que la particula
ge estd considerando inonoenergética porque es sabido por la relacién de incerlidum-
bre de Heisenberg que una particula cudnlica no es mmonoenergélica a menos que su
momento este bien determinado y se pueda representar en el espacio momental como
un pico de anchura cero, en cuyo caso la posicién de la particula esia indefinida pues
se tendria que la particula se localiza en todo €} espacio.

4.2.2 Barreras de Potencial Delgadas y Barreras Opacas.

Si tratamos de ver cual es el comporiamienio de el tiempo fase para dife-rentes
valores de la energia de )a particula incidente (que como ya se dijo se considera
monocnergética) tendremos que este comportamiento depende no solo de los valores
de la energia de la particula incidente sino tambien del producto de las dos cantidades
que determinan las dimensiones de |a barrera en que nuestra particula incide, asaber,
el ancho de la barrera ¢ y el valor V del potencial de la barsera. Si el valor que
toma este producto aV es mucho mayor que la unidad { aV >> 1 ) tendremos ¢}
caso llamado de barrerg opaca. Si este producto no es mucho mas grande que la
unidad tendremos el caso de una barrcra delgade. El comporiamiento del tiempo
fase como funcién de E/V ( Ia energia de la particula incidente dividido entre la
energia potencial de la barrera) asociado a la Lransmisién de una particula através
de una darrera delgada se presenia en la figura 4.1. Esta figura e obtuvo a partir de
las ecuaciones (1.18) y (4.19) cuando el valor del ancho de la barrera es de a = 25 A
,Ja allura es de ¥V = 0.1 eV y si tcnemos que el valor de la masa m, = 0.067 {quc
s €] valor de la masa efectiva del electrén) ; el tiempo fase aparece en segundos.
En la figura 4.2 aparece e} comportamientodel tiempo fase como funcién de E / V
para el caso de una barrers opaca que tiene un ancho de a = 200 A |, una altura de
V = 0.3 eV y cuando el valor de 1a masa es m, = 0.067 .Nole que e} comporiamienio
del Liemnpo fase es bastante diferente en el caso de barreras delgadas comparado con
el que sc sigue cn el caso de las basreras opacas sobre Lodo en las regiones en donde
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E/V > 1. En el caso de barreras opacas podemos ver que justo cuando &= V se
prescnla un fendmeno de resonancia. Este fendineno nos indica que si la barrera es
ancha y si la energia de la pariicula incidente es igual a la energia de Ja barrera de
potencial entonces la parlicula se queda "atrapada” un cierto tiempo dentro de la
barrcra de potencial. Eato implica necesartamente que en este caso el tiempo fase es
muy grande 8l se compara con loa olroa valores porque la particula atrapada tarda
mas liempo en alravesar la barrera de potencial. En la figura 4.3 se presenta varias
curvas que muestran grificamente el comportamiento de) tiempe fase en funcién de
E JV para diferentes valores del producto aV . Cada una de las curvas ticoe un
valor diferente del producio ¢V peso se mantiene fijo el poiencial en V = 0.1 €V
(de manera que cada una de las cusvas representa el caso de anchos diferentes de
la barrera de potencial). A medida que ¢l producto aV se hace mas grande, la
estruciura tipica del comporlamiento del tiempo fase en el caso de barreras opacas
se hace cada vez mas evidente. Por iiltiino es 3til mostrar graficamente-figura 4.4- €}
comportamientio del tiempo fase para barrreras delgadas en la misma figura donde
se presenta c¢l comportamicnto del tiempo fase para barreras opacas. Noie que los
valores del tiempo fase son menores en el caso de las barreras delgadas si £/ V > 1.

4.3 Definicién del tiempo de permanencia (dwell
time).

En 1960 Siith introdujo [Smith F.'T., 1960] el tiempo de permanencia rp , como una
medida del liempo, promediado sobre todos los canales de dispersién (recucrde que
por caital entendemoa: estados finales diferenies: reflexidn y transmisién por cjemplo
en cl caso umdimensional), que la pariicula permanecce en una region del espacio.
Decfinié cste tiempo como la densidad p de una funcién de onda que represenia un
esiado estacionario, integrada sobre Ja regién donde nos interesa (generalmente la
regién donde se encuentra ls barrera) saber el tiempo de permanencia y dividida
entre ¢l flujo iotal J que incide (o que sale).

Para el caso unidimensonal , el tiempo de permanencia fué introducide por
primcra vez por Biittiker en 1983 [Bittiker M.,1983] y se definié como

yogeoo
Ty = :]-[0 ¥ de {1.20)
donde J = hkfm.

Para una particula de masa m y energia £ que pasa alravés de una barrera
de potencial rectangular de ancho a y allura Vg, se puede calcular su tiempo de
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—— Tiempo fase para bamreras deigadas.
a=250A v=0.1eV m~=0067

2.50E-014 |—

2.00E-014 |~

1.50E-014 —

t(seg)

1.00E-014 |—

5.00E-015 |—

0.00E+000
0.0

05 1.0 15 20
EIV

Figura 4.1: Tiempo fase para barreras delgadas
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t(seg)

——- Tiempo fase para Bamera Opaca
2 00E-013 — v=03eV  a=200A

1.50E-013 —

1.00E-013 —

5.00E-014 — \( /\
A

0.00€+000 - : ; I ' T . l
0.0 05 10 15 20

Figura 4.2: Tiempo fase para basreras opacas
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tiempo (seg)

...... = —-= V=01 eV a=250 A
2 S0E-013 V=01ev _ a=200A | | =0 ]
L --- v=01ev  a=120A | [_----- v=0.1eV _ 2=150A II
i
)
2.00E-013 — )
!
i !!
1
1.50E-013 — '
i
. L
! ;1'.
1.00E-013 —| R
i
] ,‘.: NI
MR Y \
FARY ]
5.00E-O14 -—\ .l', ': -\:\ :.\‘- o
Y ~.
e - LT ... —
e [ R R At
\\_.__________-_ _'___,;;'-}- it il Tt
0.00E+000 . T . T —r —r I
o0 as 10 15 20
E/V

Figura 4.3: Tiempo fase para barreras que incrementan el producto aV.
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tiempo (seg)

[ V=01eV e=200A | [ - = v=01ev a=250A |
|

2.50E-013
[ —— Tiempo fase para barrera deigada V=0.1 eV_a=25 A 1
4 ; [----- v=01eV  a=150A |
- L
" [ --- v=0.1ev a=120A |
2.00E-013 — !
.t
. i
oy
1.50E-013 — : g
o
i
1.00E-013 — o

0.00E+000 ’ T . l r 7 - ‘

Figura 4.4: Tiempo fase para barrera delgada comparada con liempo fase para
barreraa opacas
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t (seg)

——— Tiempo de permanencia (dwel) para barreras delgadas
a=25 A V=01 eV m*=0.067

2.50E-014 —

2.00E-014 —

1.50E-014 —

1.00E-014 —

5.00E-015 —

-

0.COE+000

0.0

05 10 15 20
ENV

Figura 4.5: Tiempo de permanencia para barreras delgadas

permanencia [Horta F.A,1993] tenemos que el tiempo de permanencia es:

o= mk (2!:.;(.;’ — k?) + K3sinh zaq)
?= e 457@ + K3 einh %ag

Como fué seialado por Biittiker [Bittiker, M., 1983), la definicién del tiempo de
permanencia no hace ninguna distincién entre las partes reflcjadas y tranamitidas,
ambas tienen &) miamo peso en el promedio que sobre el ensamble calculamon para
obtener una medida del tiempo de retraso debido a ia presencia de la barrera. Ea
debido a este becho que algunos anlores deacalifican a este tiempo de permanencia
como una cantided fisica de relevencia para el problema [Collins S et af,1987].

En la figura 4.5 se muestra el tiempo de permanancia para barreras reclangulares
delgadas.

En Ia figura 4.6 se muestra e} liempo de permanarncia para barreras reclangulares
opacas.
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t(seg)

2.00E-013

1.50E-013

1.00E-013

5.00E-014

0.00E+000

Tiempo de Pemmanencia
- V=03 eV a=200 A
i T i - 1 v i
0.0 0.5 1.0 1.5 20
E/V

Figura 4.6: Tiempo de permanencia para barreras opacas
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Capitulo 5

Resultados de la Simulacion.
Discusion y Analisis.

5.1 Introduccion.

Uno de los principales problemas a los que nos enfrentamos al estudiar cualquier
sistema ff8ico es no solo la elaboracién de modelos tedricos que describan el com-
portamiento de algin fendmeno sino también la validacién experimental de dichos
modelos para que correspondan y describan correctamente una situacién real. Para
explorar y descubrir el comportamiento que gigue la naturaleza, no solo contamos con
la experimentacién sino también con la simulacién computacional. La simulacién
computacional, cuando es realizable, nos permite estudiar los fenémenos fisicos e
indagar el comportamiento cualitative y cuantitativo de un sistema. También nos
permite, si estd basada en las leyes fundamentales, corroborar o desechar formalis-
mos y teoriaa.

En este capitulo nos proponemos ha describir el fenémeno de colisién dependiente
del tiempo. Es decir queremos estudiar computacionalmente el comporiamiento
{(dependiente del tiempo) de una particula que atraviess una barrera de potencial
rectangular tanto en el ¢aso en que la particula tenga una energia menor que la de
la barrera (iunelaje) asf como en el caso en que la energfa de la particula sea mayor
o igual a la de In barrers. Aunque estudiaremos amhbos casos, pondremos un énfasis
especial en estudiar diferentes aspectos del fenémeno de tunelaje dependiente del
tiempo. Uno de loa objetivos de nuestro estudio es arrojar alguna lus en torno ala
vieja pregunia: ;Cudnto tiempo le lleva a una particula atravesar a una barrera de
potencial cuando se presents el efecte tinel? . Como se vié en capitulo anterior,
para contestar esta pregunta han surgido diferenies formalismos de donde se han
derivado (analiticamente) respuestas que difieren cualitativa y cuantitativamente y
que no puden ser acertadas simultincamente. Como veremos en este capitulo, la
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solucton nurnérica de este problema de dispersion da valiosas respuestss que inclinan
la balanza a favor del formalismo del Tiempo Fase.

La solucién numérica de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo en
el caso de 1a dispersién de un paquete de ondas Gaussiano por una barrera rect-
angular tambi€n arroja respuestas acerca de un problema que hasia ahora ha sido,
numéricamente, poco estudiado: los estados resonantes para el caso dependiente del
tiempo. Aqui hacemos un esiudio de estos estados, de su duracién y de la forma
que sigue el abatimiento de eatos estados.

Nuestro capilulo estard dividido en diversas secciones que representan los pa-
sos que se han seguido para oblener nuestros resultado: criterios para escoger los
parimetros de enirada de la simulacidn, movimienio de una particula libre y vah-
daci6n del método numérico, reproduccién de los resultados del articulo de Goldberg,
medicién de los tiempos de tunelaje, estudio de los estadoe resonantes dependientes
del tiempo.

5.2 Criterios para escoger los pardmetros de en-
trada en la simulacién.

En cualquier simulacién mimerica es muy importante saber cuales son los pardmetros
de entrada que nos van a producir resultados vdlidos y con un error minimo. También
en el método de solucién que hemos usado, debemos de seguir ciertos criterios para
escoger los valores iniciales del problema. Los puntos que se deben de tomar en
cuenta para formarnos un criterio que rija sobre los pardmetros de entrada fueron
dados en la peccién 3.4 de esta tesis, Lo que tenemos que hacer ahora es aplicar
estos criterios en el caso de la particula libre y de la particula que calisiona con
una barrera de potencial. lias limitaciones y virtudes de nuestro método de solucién
se reflejan siempre en los resultados obienidos pero también en las restricciones
sobre los pardmetros de entrada. Si tenemos el control sobre nuestros pardmetros
de enirada, es decir 81 tenremos conirol sobre los daios de los que vamos a alimentar
nuestro programa, evitaremos obtener resultados espurios. Lo mismo podemos decir
de la precision de nuestro método: depende bdsicamente de los datos de entrada y
de las imitaciones del método en si.

Como primera nota, es importanie sefialar que en el intervalo de energias en
el que hicimos nuestras simulaciones, obeervamos que con una rejilla de a lo mis
N = 1024 puntos obtenfamos resultados que ya no cambiaban (no se presentaba
alguna mejoria) aunque se aumentara el mimero de puntos de la rejilla al doble o
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cuédruple de esta cantidad.

Pasemos ahora a examinar, mds formalmente, las condiciones iniciales que debe
de llenar los pardmetros de la simulacién. Como nuestro paquete Gaussiano estd
dado bdsicamente por

(z = zo)*

T, T o 5.1
He 0= o eep ik )
este paquete esta centrado alrrededor de zp con un ancho en z governado por oy =
Az. E} factor exp(t koz) hace que nuestira funcién inicial se mueva hacia la derecha
con un momento promedio k. Nuestra malla fiene una longitud L y debemos de
escoger a Ty y a dg de tal forma que la la funcién de onda sea nula (o practicamente
pula) en los extremos de la malla, es decir ¥(z,0) y ¥(L,0) deben de ser cero,
Escogiendo alguna L y zq = L/4, tenemos :

=1 ep|- B .
'I’{O, 0) = m X])[ 64(& z)z] (5 2)

Si escogemos a oo = Az = L/20 6 sea el 5% de la longitud L , de la caja, tenemos

=1 exp |— —-—(L)n .
0.0 = @)t [ 64(L/20)’] &)
de donde ]

Entonces en cualquier simulacién debemos procurar que este niimerosea muy pequeiio
tomando en cuenta las dimensiones del problema estudiado. Asi por ejemplo a
L = 6000 A, tepemos que

|®(0,0)| = (_2;6:30)_2)* exp[— 6.25] = 7.039 x 10~* (5.5)

que es un mimero muy pequeio. Podemos nolar entonces que no incurnmos en
un error perceptible cuando tomamos estos parametros de entrada en puestra simu-
lacién. Si hacemos lo mismo para |¥(L, 0)] veremos que el error es aiin mas pequeiio.

Para evitar que nuestro paguete toque los bordes de nuesira caja (que en realidad
es circular) debemos de, ademds de colocar el centroide del paquete en el punto
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zo = L/4 (como ya se vib), evitar que e} paquete viaje a una posicién mas alla de
z = 3L /4. Esio objetivo se puede llevar a cabo de diversas maneras. La primera es
controlando, via el programa, el niimero de ileraciones de tal forma que si la posicion
del centroide z, > 3L/4 el programa se pare automaticamente. Otra forma seria
poniendo resticciones sobre la energia de entrada. Si queremos que la interaccién
tenga una duracién de t; segundos (lo que tarda el miximo del paguete en llegar
a z = 3Lf4) , entonces la energia cinética de entrada debe de tener un valor bien
delerminado. Como la velocidad promedio del paquete estid dada por

Ve —= o (5.6)
y como ademis
k= g-%n-z—l’z (5.1
se sigue que
E= ’;‘7’; (5.8)

La siguiente restriccién que tenemos sobre los pardmetroe de entrada tiene que
ver con que la anchura del paquete crece coaforme el tiempo tranascurre. Un analisia
de los paquetes de onda, que se presenta en el libro de Mersbacher [Merzbacher, E.,
1970), nos muestra que s g es la anchura inicial entonces tendremos, después de
un tiempo ty, una anchura dada por

o? = (of +4t2)"’ (5.9)

Esta expresi6n, aunque fué calculada para paquetes de onda moviéndoee en el espacio
hibre, es muy apronmadamente cierta en el caso de que una barrera de potenaal
esté presente [Goldberg, A., et al, 1967]. Si queremos que esie cambio en la anchura
del paquete sea despreciable {para que no nos afecte) debemos tener que 4t} debe
ser pequeiio comparado con ¢d. Usando (5.8),tenemos

ml3

d= —— 5.10
4tl) 2K ( )
ademds reescribiendo (5.9) y sustituyendo (5.10), tenemos
/1 /2
g\? 4t ! ml?
IY o[ +¥) () 5.11
(cro) ( + a} ) + 2Ea} ( )
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8 nuestro oy = Lf20 , tendremos

Gr=(+28)" =

que nunca debe ser mucho més grande que la unidad. Es decir en una buena simu-
tacion debemos tener que .
(f-) 1 (5.13)

To
o bien

(5%) <1 (5.14)

Los criterios restantes para una buena simulacién ya se mencionaron al hablar
del enrrollamiento en el espacio momental (seccién 3.4). Es decir debemos de tener
que todas las & de nuestro espectro séan menorea que 1a knjsuive = ko = 7/6,.
Citemos lo dicho en el capitulo tres para que todo quede claro: Escdjase la rejille en
el espacio momental lo suficientemente grande como para que lodas las componentes
fisicas relevantes del problema estén incluidas dentro del limite de Nyquist. Esto se
logra teniendo un 4, suficientemente pequefio ya que el limite de Nyquist est4 dado
Por: kyyguis = Népuf2=x/8,.

El dltimo critero que tenemos que contemplar ya fué expuesto en la seccién 3.4.
Y se refiere al error que se puede generar usando el método semiespectral y como
este error tiene que ver con el paso de tiempo At de cada iteracidén, con la energia
cinética T del paquete y con el valor V del polencial. Para tener mayor claridad
citemos lo expuesto en aquella seccién:

En caso de que exista un potencial V() diferente de cero, tendremos que respetar
las constricciones que examinamos en el caso de la particnla fibre pero ademds ten-
emos que tener en cuenta que 6 el limite de Nyquist es grande,es decir si el intervalo
de las k es grande tendremos que el intervalo de energias iambién ea grande porque
la energia es proporcional a k*. Esto quiere decir, por ejemplo, que s duplicamos
el intervalo de k esiaremos cuadruplicando el iniervalo de la energia Esto no seria
grave sino fuera porque el indicador del error del método pseudoespectral que esta-
mos usando, es la cantidad [V, T]6;. Entonces, por ejemplo, si el valor de la energia
se cuadruplica y ¥V no cambia, necesitaremos reducir el paso de tiempo §; por up
factor de cuatro para que nuestro error no se haga mas grande. Esta constriccién se
resume de la manera signiente: Escéjase un paso de tiempo § que sea consistente
con las energias mas grandes que aparecen en el problema. En particilar, conforme
el intervalo de las k se incrementa, el iniervalo de las energias también se incrementa
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como k* y para que nuestro error se mantega estable, el paso de tiempo debe de
ser disminuido por un factor gue compense adecuadamente este crecimiento de la
energia.

Con los criterios ya sefialados podemos proceder a realizar nuestras simulaciones.

Los resultados de estas simulaciones se exponen en la siguientes secciones de este
capitulo.

5.3 Movimiento de una particula libre

En e capitulo uno de este trabajo analisamos las caracteristicas que guarda el
movimiento de una partfcula libre. Hemos visto que si una particula libre esta
representada por un paquete de ondas Gaussiano, el centroide del paquete se moverd
con velocidad constante cuando no existan potenciales que perturben el movimiento
de la particula. Es decir, tendremos que el ceniroide del paquete se moverd como
una particula puntual clasica. También sabemos que la anchura del paquete de
ondas no se mantiiene constante sino que se incrementa conforme el tiempo avanza
¥ que Ia amplitud del paquete de ondas cambia en el tiempo haciéndose cada ver
mas pequeiia . Entonces el movimiento de un paquete de ondas que representa a
una particula libre es uno en donde mientras mds pequefia sea la incertidumbre en
la posicién, mds grande es la incertidumbre en la cantidad de movimiento y mds
ripidamente el paquete se dispersa. La ecuacién correspondiente a la particula libre
{ecuacién (1.34) ) noe muestra que la parte dependiente del tiempo t(A p) /m, es
simplemente la distancia que viaja una particula clisica de cantidad de movimiento
Ap en el tiempo ¢.Con estos elementos tedricos procedamos a la simulacién de la
particula hbre.

5.3.1 La simulacién para el paquete de ondas libre.

Para probar nuestro programa se hicieron varias corridas del programa. En las
diferentes corridas se utilisaron diversos valores para los pardmetros requeridos por
el programa. Los pardmetros uiilizados por el programa y que el usuario debe de
proporcionar son: El tamalio L del espacio coorderado (dando = inicial y z final),
Ia posicion inicial zo del centroide del paquete, la anchura inicial del paquete oq, y
la energia del paguete. El mimero de puntos en la malla se ha escogido previamente
y tiene que ser una potencia de dos porque estamos usando la FFT.

En la figura 5.1 se presenta la evolucién temporal de un paquete Gaussiano
que cumple con los requerimienios que hemos impuesto. Los pardmetros utilizados
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Figura 5.1: Evolucién temporal de un paquete de ondas (particula libre).

fueron: L = 6000 A, g, = 300 A, Energia cinética del paquete T = 0.02 eV .

En la figura 5.2 presentamos la grifica de la posicién que guarda el centroide
del paquete como funcién del tiempo transcurrido. Los puntos de la gréfica se han
obtenido localizando a diversos tiempos, la posicién del centroide del paguete que
estd evolucionando en nuestra simulacidn. El valor que toma esta posicién junto
con el tiempo correspondiente se guardan en un archivo de datos. En la figura
5.2 podemoe ver que los puntos de la simulacién correspondientes a la posicién del
centroide del paguete para diferentes tiempos estdn todos sobre la Wnea teérica. Si
calculamos ¢l valor de las pendientes tefricas y de simulacién vemos que praclica-
mente coinciden. Es decir la velocidad tedrica es practicamente la velocidad del
paquete de la simulacién. Con este hecho queda establecido que nuestro programa
arroja resultados precisos. Es imporiante sefialar que en nuestro programa usamos
la lamada masa reducida del electzén para hacer nuestros cilculos. Recuérdese que
la masa reducida del electrén vale m* = m,(0.067).
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Figura 5.2: Paosicién del ceniroide de una particula libre (stmulada) vs tiempo. La
linea punteada es la curva tebrica que descnbe el movimiento de la partfcula libre.

54



5.4 Obtencién de los resultados grificos de Gold-
berg.

Como hemos dicho en el capilulo tres, Goldberg [Goldberg67] fué el pionero en la
generacién de retratos computacionales de paquetes de onda que evolucionan en el
tiempo. Ya que dicho trabajo es un clisico para todo aquel que pretenda hacer
simulaciones de paquetes de onda que se mueven en una dimensién, es importante
poder reproducir sus resultados especialmente si nos hemoe apartado del camino que
¢l traza para resolver Ia ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo. Aunque
las limitaciones que impone su método {que son una consecuencia de resclver la
ecuacién con diferencias finitas) a las simulaciones que describe no son compartidas
por el método que nosotros estamaos usando, hemos quenido reproduar los resultados
que se presentan en se irabajo. Para una informacién maa detallada acerca de loe
diferentes métodos de solucidp véase el articulo de Leforestier [Leforestier C. et
al, 1991]. Este ariiculo aborda el tema de los diversos métodos de solucién de la
ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo compardndolos y presentando sus
ventajas y desventajas relativas.

Nuestro programa es capaz de retratar el paquele de ondas después de cada
iteracién temporal. Es decir, cada vez que ha transcurrido un cierto instante de
tiempo At (que se puede escoger tan pequeiio como la capacidad de la miquina lo
permita al representar ndimercs reales) se calcula la evolucidn del paquete de ondas
y se despliega su foto en la pantalla. Como ia evolucién del paquete después de cada
iteraciones se calcula muy rapidamente (lo que iarda la miquina en calcular cada
iteracién es el Damado tiempo real) tenemos que las fotos se van desplegando caai
continuamente resultando asi una pelicula en el monitor que presenta la evoluaén
de un paquete de ondas que incide sobre una barrera de potencial. Cabe anotar que
puesiro programa tambien es capas de resolver el problema del paquete de ondas
que se encuentra con un pozo { en lugar de una barrera de potencial) y también en
este caso nos proyecia la pelicula de la inieraccién. Es imporiante reacalcar que las
fotos que se despliegan en pantalla corresponden a la evolucién que sufre ¢l paquete
de ondas cada vez que pasa un tiempo At en el mundo codntico ¥ que esate intervalo
At se fija con los criterice y restricciones que hemos sefialado ya al final del capitule
tres de esta tesis.

Los pardmetros que se piden ahora son ademais de los ya sefialados en el caso de
la particuls libre, €l ancho a y la energia ¥, de la barrera de potencial reciangular.
Se ha predeterminado que la barrera de poiencial empiece en el cero del espacio
de coordenadas. A partir de este punto, la barrera de potencial se extiende en el
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Figura 5.3: Dispersion de un paquete de ondas por una barrera de potencial rectan-
gular caso F < V.

espacio coordenado tanto como su ancho escogido (por el usnario del programa) lo
requiera.

En in figura 5.3 presentamos el caso de un paquete de ondas que tiene una energia
menor al de la barrera en la cnal incide. Los pardmetros utilizados para obtener esta
figura fueron: L = 6000 A, posicién inicial del centroide del del paquete zo = —1000
A, ancho inicial del paquete oo = 350 A, energia del paquete E = 0.05 eV, ancho
de la barrera a = 60 A, energfa de la barrera de potencial V = 0.1 eV. El paso de
tiempo fué de At =9 x 10~!% geg. La barrera comienza en z = 0.0 A.

La figura 5.4 presenta el caso de un paquete que choca contra una barrera de
polencial que tiene una energia menor que la energia del paquete de onda , los
pardmetros utilizados para generar esta figura fueron: L = 6000 A, posicién inicial
del centroide del del paquete zo = —1000 A, ancho inicial del paquete oo = 350 A,
energia del paquete E = 0.1 eV, ancho de la barrera a = 60 A, energia de la barrera
de potencial V = 0.05 eV. El paso de tiempo fué de At = 9 x 107'% geg. La barrera
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Figura 5.4: Dispersitin de un paquete de ondas por una barrera de potencial rectan-
gular, caso E > V.

comienea en z = 0.0 A.

El caso de la evolucién de un paquete de ondas con una energia igual al de Ia ba-
rTera con la que choca, merece especial atencidén pues produce un fenémeno conocido
como resonancia dependiente del tiempo y seré examinado con mis detenimiento al
final de este mismo capitulo. En al figura 5.5 ¢ muestra un caso donde E = ¥;. Como
se puede apreciar en la figura (y con mucha mayor claridad en la pelicula generada
en pantalla) vemos que una porcién del paguete de ondas es transmitida y otra
reflejada desde que se dé la colisién pero hay otra porcidn que es "capturada” por la
barrera y se mantiene atrapada por un periddo de tiempo que es largo comparado
con el Liempo que normaliente le Heva a un paquete ser tranamitido en una situacién
diferente a éata. A ]a parte atrapada del paquete, que iambién tiene la forma del
paquete original, se le ve rebotando hacia adelante y hacia atrds entre las paredes
de la barrera de potencial. Ep cada rebote una parte del paquete atrapado sale de
la barrera como parte transmitida o como parte reflejada. Eventualmente y usando
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Figura 5.5: Dispersion de un paquele de ondas por una barrera de potencial rectan-
gular, caso E = V.

esle mecanismo todo el paquete atrapado logra escapar de la barrera de potencial.
En la figura 5.5 se presenta solo parte del evento. Las folos fueron tomadas a lo
largo de toda la duracion del evento a intervalos iguales de tiempo.

5.5 Medicion numérica de los tiempos de tunelaje
¥y su comparaciéon con el tiempo de los mo-
delos tedricos.

Como hemos visto en el capitulo anterior exisien diversos modelos que predicen el
tiempo que le toma a un paquete Gaussiano cruzar una barrera de potencial. Diver-
sos autores {Collins S et al,, 1987] [Hauge et a/,1989] , [Olkhoveky y Recami,1992],
[Landauer y Martin,1994)], han becho revimiones crilicas de los diverscs modelas
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y ban examinado los diferentes argumentos fisicos y anabiticos que cada uno pro-
pone tratando de establecer cual de los fiempos de funelaje que se predicen sers el
mas apropiado para describir el fenémeno en los casos mes relevantes. Una ves es-
tablecida la validez de nuestro méiodo numérico, nuestro propdsito sera bisicamente
emplear simulaciones numéricas de pagueles de onda que inciden sobre barreras rect-
angulares de potencial para comparar los resultados que arroje nuestra simulacién
con las predicciones que hace cada una de los modelos de tiempo de tunelaje. Estas
comparaciones han sido hechas por diferentes autores {Schoupp P, 1968] , [Collins S
et al, 1987] . Los resultados que se han obtenido han sido analizados criticamente
por otros autores [Landauer y Martin,1994].

Como se vié en el capitulo anterior, la definicién del tiempo de tunelaje requiere
que la forma del paguete transmitido sea aproximadamente la misma que aquella
que hubieramos obtenido en el caso de que no hubiera barrera. Entonces un punto
de referencia conveniente que podemoe emplear para evaluar el tiempo de tunelaje
es la diferencia temporal entre el tiempo de impacto del pico incidente y el tiempo
de salida del pico transmitido (ndtese que si nuestro paquete de ondas esta bien
localizado en el espacio momental como un pico y si, ademds, el coeficiente de
transmismén vana lentamenie, entonces tendremos solo un pico bien definido en el
paquete de onda transmitido). El tiempo que le leva al pico (centroide) del paguete
incidente llegar hasta la barrera es bien conocido y corresponde al tiempo que le
llevaria a una particula clasica el hacerlo. Entonces lo que nos resta es encontrar el
instante de tiempo en que el pico del paqueie iransmitido emerge de la barrera.

Los experimentos numéricos consisien, basicamente, en una eerie de corridas en
donde el mismo paguete Gaussiano inicial evoluciona y se dirige hacia una barrera
de potencial rectangular. Aungue ia anchura del paqueie y la posicién inicial del
centroide del paquete son las mismas en todas las corridas, la energfa del paquete es
incrementiada en cads una de las cormidas sucemivas. Para cada energia se encuentira
el tiempo que le lleva al pico del paquete arribar hasta la posicién donde empieza
la barrera de potencial rectangular. Esto se logra mas eficientemente s levamos a
cabo una corrida en donde a un paquete Gaussiano al que se le ha dado un cierio
valor inicial de la energfa (y las mismas condiciones iniciales de anchura y posicién
inicial) es dejado evolucionar en un escenario en donde se ha quitado la barrera de
potencial. El suprimir, en esta corrida, la barrera de potencial nos permite medir sin
ninguna distorsién el tiempo que le lleva a una particula hibre llegar hasia el punio
donde empieza la barrera de potencial reciangular. A cada energia diferente del
paquete de ondas le corresponde un tiempo de arribo diferente para llegar al punio
donde empieza Ia barrera de potencial. Una vez que mediante la simulacién, hemos
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medido los tiempos de arribo del paquete, procedemos a medir el tiempo que le lleva
al mdrimo del pequete emerger de la barrera de potencial. Para ello fue necesario
contar con una subruiina que noe localice el maximo del paquete a la salida de la
barrera y que contabilice el tiempo que transcurrié desde que el paqueie salié (con
un energia dada) de la poeia6n inicial de salida hasia que emergié de la barrera de
potencial como paquete transmitido. Obtenido este tiempo procedemos a restarlo
del tiempo que le levé al mdximo del paquete arribar hasta donde se encontraba
la barrera. La diferencia entre estos tiempos es ¢l tiempo que le tomd al pequete de
ondas atravesar la barrera de potencial

Los resuliados de la simulacién aparecen represeniados como puntos en las
graficas de las figuras 5.6 y 5.7. La grdfica 5.6 nos muesira los valores del tiempo
que le lleva a un pagueie afravesar una barrera que predicen las diferentes teorias
de tiempo de tunelaje, cuando se dibujan como funcién de la energia para barreras
rectangulares delgadas . La grifica 5.7 muestra lo mismo pero para barreras de
potencial anchas (opacas). Como explicamos en el capitulo anterior, existen difer-
encias ente los tiempo de tunelaje que se predicen para barreras delgadas y barreras
opacas. La definicién de lo que es barrera delgada y opaca depende de la magnitud
del producto de aV para una barrerra de anchura a y altura V. En las dos subsec-
ciones siguienies haremoe un recuento de la simulacién y sus resultados en los casos
de barrera delgada y barrera opaca separadamente.

b.6.1 Caso de la Barrera delgada.

Por medio de nuestro programa de simulacién examinamos e} caso de los paquetes
de onda Gaussianos que son dispersados por una batrera de potencial rectangular
delgada. Como se trataba de una barrers delgada se escogié que el ancho a de
la barrera fuera de a = 25.0 A y que el valor de la energia potencial fuera de
Vo = 0.1 eV. De esta forma el producio aVp = 2.5 =5 1.0. Para cada simulacién la
energia del paquete era distinia; se partis de energias menores que la energia de la
barrera y se incrementaba gradualmente el valor de la energia de! paquete en cada
simulacién. La energia mas pequeiia del paquete fué de £ = 0.01 ¢V y la mds grande
de E = 0.2 eV y los incremenios de 1a epergia del paquete fueron de AE = 0.01 eV
entre simulacién y simulacién. Note que el cociente E/V se puede ver como la
vanable independiente en puestra simulacién. Una vesz aclarado las vanaciones de
la energia, escogimos los olros pardmeiros que entran en juego: la anchura inicial
del paquete g = 300 A (que fué comin en todos los casoe) y las dimensiones del
espacio de coordenadas donde se iba a llevar la accién: decidimos que para evitar
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barreras delgadas.
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Figura 5.7: Resultados de la simulacién y tiempo fase para barreras opacas.
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el problema de enrrollamiento lo mejor seria que este espacio coordenado fuera lo
suficientemente grande para evitar que el paquete transmitido y/o reflejado alcancen
los puntos de los bordes izquierdo y derecho que por virtud de la periodicidad de
la FFT se vuelven un solo punto. Escogimos un mundo de zmin = —3000 A y
zmaz = 3000 A. De esta manera L = 6000 A es la longitud del espacio coordenado
donde se realiz6 la accion. Se observé que cuando el nimero de puntos de la malla
era de 512 y cuando el ndmero de puntos era de 1024 obtenfamos exactamente
los mismos resultados al medir el tiempo que le toma a un paquete atravesar una
barrera de potencial. Cabe sefialar que durante la simulacién se tiene un reloj que
se pone en marcha al tiempo ¢t = D cuando empiezan las iteraciones que calculan
la evolucin del paguete; los incrementos que surge nuestro reloj son de At = 5 x
10~1% seg { paso de tiempo en esta simulacién). Para poder investigar el tiempo
que le toma al paquete atravesar la barrera, lo primero que hicimos es escoger un
punto inmediatatnente afuera de | a barrera, lamado punto de observacién, donde
se detectaba el pico 0 méximo del paquete transmitido y se registraba la hora a
la que este maximo surgia del lado derecho de la barrera como parte del paquete
transmitido.Una vez obienido este tiempo -que llamaremos tiempo de travesia totak
se procedié a realizar una simulacién que nos indicara el tiempo que, al mdrimo
de un paguete de identica energia a unc de los que chocaron contra la barrera,
le llevaba recorrer una distancia que iba desde el punto de salida hasta el punto
donde la barrera de potencial empezaba. Ee decir el tiempo que al méximo de una
parifcula libre le Lleva el recorrer una distancia que va desde el punto de salida
hasta el punto donde empieza la barrera. Es importante recalear que esta dltima
simulacién se hace sin que la barrera de potencial este presenie. La pregunia que se
contesta con esia simulacién es: jcuanto tiempo tarda una particula libre recorrer
la distancia que hay entre el punto de salida y el punto donde empieza ia barrera de
potencial?. Obtenido este tiempo -que lamaremos tiempo de arribo de una particula
libre- se procedié a restar este tiempo de arnbo al tiempo de travesia total (de la
particula que se transmite atravéa de la barrera) para asf obtener el tiempo que
una particula de determinada energia se tarda en atravesar la barrera de potencial
estudiada. Los resultados se presenian en la figura 5.6. Es claro de nuestras figura
5.6 que los resultados experimentales que aparecen grificados se ajustan de manera
particularmente bien a las predicciones que, para los liempos de tunelaje, bace la
teoria de el tiempo fase.
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5.5.2 Caso de la Barrera Opaca.

El procedimiento seguido en el caso de la barrera opaca fué ¢} mismo que seguimos en
el caso de la barrera delgada. O siendo mas descriplivos, podemoa dear que primero
escogimos |a barrera que someteriamos a estudio. Para hablar de una barrera opaca
es necesario que el producto aV >> 1 por lo que escogimos una barrera cuyo ancho
fué de a = 200 A y cuyo potencial V era de V = 0.3 eV. El espacio de coordenadas
z donde se levd acabo la accién tenia una longitud L = 6000 A(zqp, = —3000 A,
Tmex = 3000 A). Una ver que escogimos nuestra barrera y el escenario donde se
realizaria la simulacidr, procedimoe a escoger varias de las caracleristicas comunes
que iban a tener todos los paquetes que se iban a dispersar en la barrera. Recuérde
que estos paquetes de onda son iguales en todas sus caractetisticas excepto en e} valor
de su energia. Entonces escogimos paguetes que tenian una anchura inicial o = 300
A, una posicién inicial de su méximo en z; = —1000 A. La energia que poseia cada
paqueie variaba desde E.;, = 0.01 eV hasia E,,,, = 0.60 eV con incrementos de
AE = 0.01 eV. Cabe seiialar que durante la simulaciéo se tiene un reloj que se pone
en marcha al tiempo ¢ = 0 cuando empiezan las iteracionea que calculan la evolucién
del paquete; Jos incrementos que surge nuestro refoj son de At = 9 x 10718 geg ( paso
de tiempo en esta simulacién). Procediendo como en el caso de la barrera delgada,
escogimos un punto justamente a la salida de la barrera (que Hamaremos punto
de observacidn) donde se detectaba el pico o mdximo del paquete transmitido y se
registraba el tiempo (es decir veiamos la hora que nuestro relo) marcaba) en que este
méximo surgia del lado derecho de la barrera como parte del paquete transmitido.
Una vez obtenido este tiempo -que llamaremos tiempo de travesi iotal se procedid
a realizar upa simulacién que nos indicara el tiempo gue, al mdximo de un paguete
de identica energfa a uno de los que chocaron contra la barrera, le llevaba recorrer
una distancia que iba desde el punto de salida hasia el punto donde la barrera
de potencial empezaba. Es decir el tiempo que al mdximo de una pariicula libre
le Neva el recorrer una distancia que va desde el punto de salida hasta el punto
donde empieza la barrera. También en esie caso, es importante recalcar que eata
dltima simulacidn se hace sin que la barrera de polencial este presente, Con esto
sabremos cuanto tiempo farda una particula hibre recorrer la distancia que hay entre
el punto de salida y €l punto donde empieza la barrera de potencial. A este tiempo
le lamaremos tiempo de arribo de una parifcula libre. Al igual que en el caso de
la barrera delgada, se procedié a resiar este liempo de arribo al tiempo de travesia
total (de la parifcula que se transmite) para asi obtener ¢! tiempo que una particula
de determinada energia se tarda en atravesar la barrera de potencial estudiada. Los
resultados se presentan en la figura 5.7 . Es importante sefialar que para valores del
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cociente E/V < 1 no se tienen puntos de la simulecidn. Esto se debe a que cuando
la energia del paquete de ondaa incidente es menor que la energia de la barrera de
potencial {es decir cuando EfV < 1 ) tenemos que los mdzimos de los paquetes
irensmitidos no estdn biern definidos en el case de [a barrera opaca. Ee més, cuando
la barrera es opaca y la energia del paquete incidente ¢s mucho menor que la energla
de la barrera, dificllmentie se observa alguna parte iransmitida. En general cuando
la barrera es opaca y la energia del paquete incidente es menor que la energia de
la barrera se observa cierta transmisién perc no un paquete iransmitido. Como
se dijo en e} capitulo cuairo, una de las condiciones para hablar de tiempo fase es
el tener un paquete transmitido bien definido y de forma que recuerde al paquete
incidente. En la mmulacidn se ve claramenie que esta condicién no se cumple =
E/V < 1y entonces no es posible asociar un tiempo a la parte transmitida que esta
muy lejos de ser un paquete. Es més bien una linea horizontal de transmisién sin
méaximo definide. Para valores donde E/V > 1 se vé claramente que los punios de
la simulacién se pegan otre vez a {a curva tedrice de tiempo fase. Cvando £ =V
se presenia un fendmeno de resonancia dependiente del tiempo que la simulacién lo
muesira en pantalla de manera muy clara y se podna decir que hasta bella.

5.5.3 Resonancia dependientes del tiempo.

Cuando nuestra particula incidente tiene una epergia igual a la energia de la barrera
de potencial, se presenta el lamado fenémeno de resonancia dependiente del tiempo.
En este fenémeno, que es mucho mds notorio en barreras opacas, se observa que
cuando el paquete incidente choca contra la barrera de potendal parte del paquete
se transmite y parte del paquete se refleja, pero una parte del paquete incidente
se queda atrapada dentro de la barrera. La parle atrapada, que tiene la forma de
un paguete de ondas Gaussiano, rebota dentro de Ja barrera hacia adelante y hacia
atrds. En cada rebote una parte de! paguete atrapado sale de la barrera como parte
transmitida o como parie reflejada. Eventualmentie y usando esie mecanismo todo
¢l paquete atrapado logra escapar de la barrera de polencial. Mediante la simulacién
observamos que suma de la densidad de probabilidad 7 |¥|*dentro de la barrera se
incrementa primero y después decae. Olkhovsky y Recami [Olkhosky,D., Recami,
E., 1992] predicen que este decaimiento, de la suma de la densidad de probabilidad
del paquete atrapado, debe ser exponencial en el tiempo. En la figura 5.5 se presenta
el choque de un paquete de ondas de anchura inicial g = 300 A, posicién inicial del
centroide en z = =1000 Ay energia igual al de una barrera de potencial V = 0.3
eV. El ancho de la barrera es de @ = 200 A. Usando nuestro programa hicimos las
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mediciones de la suma de la densidad de probabilidad que se tenfa dentro de la
barrers. l.os resultados se presenian en la figura 5.8. En esta figura se aprecia que
la suma de la densidad de probabilidad aumenta primero en el tiempo y después
decae. La figura 5.9 muestra que efectivamente este decaimiento es exponencial en
el tiempo tal como lo predicen Olkhoveky y Recami. En esta ditima figura vemos
como ¢l decaimiento de la suma de la densidad de probabilidad del paquete de ondas
atrapado, una vez que ha alcanzado sn miximo, se ajusta a una curva exponencial.
Es importante hacer notlar que si la energia del paquete es ligeramente mayor o
menor que a la energia de la barrera seguimos observando un fenémeno de resonancia
y volvemos a tener una siluacién en donde gran parle del paquete incidenie se
queda atrapado dentro de la barrera. La evolucién temporal de la suma de la
densidad de probabilidad dentro de la barrera sigue un comportamiento idéniico al
que resulta cuando la energia del paquele incidente es igual a la energia de }a barrera
de potencial. También en esios casos {en que la energia del paqueie incidente es
ligeramenie mayor o menor que la energfa de la barrera) la suma de la densidad
de probabilidad T |¥}* dentro de la barrera aumenta al principio muy rapidamente
hasta llegar a un maéximo para después decaer exponencialmente, como en el caso en
que £ = V5. . En al figura 5.10 se muestran y comparan las evoluciones temporales
de la suma de la densidad de probabilidad para casos en que E es ligeramente menor
que V;, E es ligeramente mayor que Vy y £ = V.

Hay un resultado importante que surge al hacer el anilisis de loa grificos de la
resonancia teraporal -figuras 5.8 y 5.9- y del grafico del tiempo fase tedrico para una
barrera opacaigual a la que nos ocupa, figura 4.2. En la figura 4.2 se muestra que €l
tiempo fase que se predice para la energia resonante es de r = 1.86 x 103 geg. De
un andlisis de las figuras 5.8 y 5.9 vemos que en este tiempo la suma de la densidad
de probabilidad dentro de la barrera ha disminuido en un 64%. Es decir, de toda
la suma de la densidad de probabilidad que llega a quedar atrapada dentro de la
barrera, queda por desalojar solo el 36% después de un lapeo de tiempo igual a .
O sea que la probabilidad de encontrar atrapada a la particula dentro de la barrera
disminuye en un 64% en este lapso de tiempo. Esto nos indica que el tiempo fase
tedrico es del mismo orden de magnitud que el tiempo que dura el atrapamiento de
la particula dentro de una barrera en un estado resonante.
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Capitulo 6

Conclusiones.

A lo largo dc este trabajo de lesis hemos tocado diversos temas que tienen un
eje comun: todos tratan de arrojar alguna luz acerca del problema que plantea la
pregunta: ;Cuénto tiempo tarda una particula cudntica en atravesar una barrera de
potencial?. Para tratar de contestar esta pregunta hemos resueito nimericamente
la ecuacién de Schridinger dependiente del tiempo y hemos simuvlado la colisién
unidimensional de un paquete de onda, que representa una particula cuintica, con
una barrera de potencial. También hemos revisado algupas de las teorias que tratan
de dar una respuesta a este cuestionamiento y hemos comparado los resultados que
arrojan dichas teorias con los resultados obienidos por medio de la simulacién. La
simulacién, en s, nos ha llevado también a analizar algunos fenémenos que, por su
interés y relevancia, no podian ser dejados de lado. Este es el caso de las resonancias
dependientes del tiempo que se hacen presentes en la simulacién de la dispersién de
paquetes de onda cuando las energias del paquete y la de la barrera de potencial son
iguales. La simulacién del fenémeno de resonancias y el andlisis de los resultados
obtenidcs, vienen a arrojar mds luz sobre nuestro problema original y noa levan
también, a profundizar en nuestro conocimiento del fenémeno de dispersién.
Hablando més generalmente, el estudio computacional de la evolucién temporal
de un paquete de ondas tiene la gran virtud de que nos permite la "observacin
directa” del fenémeno y noe familiariza con €l a pesar de las restricciones y limita-
ciones que se impongan . El poder "medir directamente” ciertas variables relevantes
del problema y su evolucién temporal junto con la familiarididad que se adquiere
por medio de la simulacién nos da la posibilidad de arribar a conclusiones a las que
llegariamos de una manera mucho mds tortuosa, en el caso que dichas conclusiones
se pudieran hacer leéricamente. No queremoes con esto afirmar que los desarrollos
tedricos carecen de importancia, mds bien, afirmamos que son ellos los rectores que
orientan nuestras investigaciones. S6lo que, muchas conclusiones y aclaraciones con-
ceptuales se pueden hacer si contamos con una solucién computacional del problema.
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Para hablar de estas conclusiones es necesario no perder de vista que ls simulacién
se realiza para ciertos casos muy especificos y que de éstos, sin descartar sorpresas,
se puede deducir un comportamiento general del sistema. Con la simulacién pode-
mos deducir un comportamienio general de los paquetes de onda cudnlicos que se
someten a dispersién sobre todo si los resultados computacionales que se arrojan se
ajustan a una de las teorias que predicen el tiempo de tunelaje. Pasemos pues, a
presentar las conclusiones de este trabajo.

Desde que se hicieron los primeros estudios tedricos del problema con los trabajos
de Wigner [Wigner, E.P, 1955] se ban analizado los casos de las barreras delgadas
¥ el de las barreras opacas. Esta divisidn en casos, no constituye un mero capricho
mino que viene del hecho de que los tesultados que se arrojan en ambos casos son
totalmente diferentes. Cada una de las teorias de tiempo de tunelamiento-o de paso
por una barrera de polencial- predicen tiempos para barreras angostas que son total-
mente diferentes a los tiempos para barreras opacas. Loe tiempos que predicen cada
una de las leorias para el paso de particulas monoenergélicaa a través de barreras
opacas son igualea practlicamente en todas las Leorias; en cambio los tiempoa que se
predicen para el paso de particulas monoenergéticas a través de barreras delgadas
difieren grandemente en cada una de las leorias. Al hacer nuestro estudio seguimos
la misma orieniacién y separamos los caso de barreras opacas y delgadas. Los tiem-
pos oblenidos por nosoiros en la simulacién son también, totalmente diferentes en
ambos casos. Como vimos en el capiiulo cinco, nuestros resultados (el tiempo que le
lleva, ¢n la simulacién, a un paquete de ondas atravesar una barrera de potencial)
se ajusian bastante bien a la predicciones que bace la teoria del tiempo fase tanto
en el caso de barreras opacas y como en de barreras delgadas. Los tiempos que se
predicen (para las diversas energias del paquete} por las otras teorias analizadas en
el capitulo cuatro, son diferentes a los obtenidos en la simulacién y estdn mds alls
de la magnitud de nuestro error computacional. Hay pues, una convergencia a la
teoria del tiempo fase

Es muy importante hacer nolar que hay varios condiciones que se tienen que
cumplir para que nuestra simulacién de loa paquetes de onda sea factible: Ja condicién
sine qua non es que los paqueies antes y después de la colisién tengan una forma
que recuerde al paquete original, es decir, que se aproxime en su forma a un paquete
gaussiano para poder identificar varias de sus caracteristicas como podria ser su
maximo. Otra de las condiciones,es que tengamos una forma adecuada de medir el
tiempo que Je lleva a un paquete de onda atravesar una barrera de potencial. Este
asunio puede tornarse delicado debido & que existen varias opiniones respecto a este
punto. Nosolros hemoas seguido el procedimiento expuesto en el capitulo cinco. U-
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sando este procedimiento convergemos a loa tiempos que predice la teoria del tiempo
fase. S5i se recuerda, medimos €l tiempo (directamente, con nuestro reloj) que le -
eva al paquete -0 mejor dicho- al méximo del paquete, recorrer la distancia que va
desde el punto de salida de! paquete (previamente fijado) basta un punto a la salida
de la barrera de potencial. A este tiempo le restamos e} tiempo que le llevaria al
paquete como particula libre alcanzar la barrera, es decir el tiempo que le Heva el
recorrer (como particula libre) la distancia que hay entre el punto de salida que
hemos fijado y el punto donde empieza la barrera. Seguramente es objetable este
método de medicién del Liempo. Como relevante es, el hecho de que los puntos de
la simulacién se ajusten a una teora previamente establecida.

Las objeciones a nuestro método para medir el tiempo tendrin que ver en iltima
instancia con la interpretacién fisica que se tenga acerca del hecho de que existan,
al mismo liempo, un paquete incidente, uno trasmilido y, en el caso de resonancias,
un paquete atrapado dentiro de la barrera. Diferentes interpretaciones de la funcion
de onda nos llevan a establecer diversas formas de medir el tiempo y a darle un sig-
nificado diferente a los tiempos obtenidos adn en un mismo experimento. Incluso si
hacemos una interpretaciée tipo Max Born, donde se involucra a ue gran nimero de
experimentos con una particula que liene, en cada experimento, las mismas condi-
ciones iniciales, tendriamos cuestionamientos como iCudndo atraviesa la particula
a la barrera de potencial? y si no atraviesa ;tiene sentido de hablar de tiempo de
tunelaje?

Como hemos visto a lo largo de esta tesis, las simulaciones mimericas son de gran
ayuda para esclarecer algunas situaciones fisicas y para apoyar o desmentir lo que se
afirme en variaa de las leorias del tiempo de travesia pero todavia, como hace cin-
cuenla afios, pos remitimos a un problema de interpretacién. Desde luego se arroja
luz con nuestros experimentos nimericos si se desea contestar categoricamente las
pregunias ; Cudndo atraviesa ia pariicula a la barrera de potencial? ;Si la particula
atraviesa, cuanto tiempo se tarda en atravesar la barrera?
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