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Como una tesis de Licenciatura, el presente trabajo tiene como objetivo mostrar el conocimiento
adquirido durante los estudios bdsicos. Sin embargo, en este también se presentan los resultados
de los primerce contactos que he tenido con el trabajo cientffico a través de la investigacién. La
base de mi investigacién en este caso es Ia teorfa de valores extremos, pero, debido al interés
que ha despertado esta teoria, existe una gran cantidad por lo que un estudio completo de esta
serfa impoeible en un proyecto de esta naturaleza. Es por eso que se presenta solamente uno de
los tipos de valores extremos y las propiedades de estos son estudiados en algunas distribuciones
especiales. Los valores extremos que se estudian aquf son conocidos como valores Record. Estos
valores extremos modelan los cambios, en orden creciente o decreciente, que pueda tener una
sucesién de observaciones. Los valores Record se presentan naturalmente en casi cualquier campo
de ia ciencia e ingenierfa al tratar de estudiar y predecir &l comportamiento de los resultados
extremos en una serie de observaciones. Por ejemplo, en el &mbito financiero cualquier analista
estd interesado en predecir los cambios extremos que pueda tener la tasa de interés en cualquier
periodo de tiempo y asf poder evitar pogibles catdstrofes econémicas. En esta tesis se presenta un
estudio completo de las propiedades distribucionales de la sucesién de valores Record asociada a una
sucesién de variables aleatorias independientes y con distribucién commin. Es bastante agradable
observar que la sucesion de valores Record se comporta de una manera lo suficientemente decente en
el sentido de que las propiedades distribucionales de esta son realmente ideales. Estas propiedades
permiten un estudio sencillo del comportamiento de los valores Record asociados a una sucesién de
variables aleatorias independientes con una distribucién comin cuslquiera. En este caso se estudia
el comportamiento de los valores Record asociados a las distribuciones exponencial y Gumbel.
Para lograr esto, es obvio que en primer lugar se deben presentar los conceptos, propiedades y

resultados bésicos concernientes a estas dos distribuciones. Este trabajo es llevado a cabo en el
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primer Capftulo, donde se presentan las definiciones y génesis, las propiedades de ciertas funciones
de éstas que son usadas para caracterizaciones distribucionales, las propiedades de las estadfsticas
de orden asociadas & este tipo de variables y algunas otras propiedades especiales. La parte que
ofrece mayor interés para el lector especializado se presenta en el tercer Capftulo, donde se tratan
los resultades de caracterizacién de distribuciones. Como una revisién obligada se presentan los
resultados m4s conocidos para la caracterizacién de una variable sleatoria cualquiera, como son
aquellos de la funcién generadora de momentos, 1a funcién carecterfstica, las estadfsticas de orden
y loe momentos. Es después de esta seccitn cuando se llega & la parte més interesante de este
trabajo, cuando se presentan las caracterizaciones de las dos distribuciones que estudiamos en
términos de valores Recard. Estos resultados fueron extrafdos de algunos artfculos de referencia
que me fueron recomendados por mis asesores y de un articulo en el que se centrd el desarrolio del
trabajo presentado aquf. Este artfculo plantea preguntas abiertas acerca de la caracterizacién de
la distribucién Gumbel en términos de valores Record y es a partir de éstas de dende se originé la
investigacidn que se presenta. Una modesta contribucién para tratar de responder estas preguntas
abiertas se presenta en esta seccidn como una serie de teoremas. Solo puedo agregar que el proceso
de realizacitn de esta tesis ha sido de gran satisfaccién y que mejhahedmreaﬁmmrmi vocacién a

la ciencia.
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Capitulo 1

DISTRIBUCIONES EXPONENCIAL

Y GUMBEL

En este capitulo se presentan los conceptos y las propiedades més conocidas de las distribuciones
Exponencial y Gumbel. El interés en el estudio de la distribucién exponencial reside en el hecho de
que cualquier variable aleatoria continua puede ser transformada a una variable aleatoria con este
tipo de distribucién que por su naturaleza analitica permite un estudio sencillo y eleganie. Este
importante hecho nos permite exportar cualquier propiedad de las variables aleatorias con distribu-
cién exponencial a una propiedad de otra variable aleatoria arbitraria c(;n distribucién continua. La
gran ventaja deyesto es que el manejo de la dzstnbucnﬁn exponencial es generalmente mss sencilio
que el de cualquier otra distribucién continua y asf €] trabajo de andlisis matematico se simpliﬁcg.
En particular veremos en el capftulo siguiente, que el estudio de las propiedades distribucionales

de una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién comiin exponencial, nos
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facilitard el de cualquier sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién continua
comiin arbitraria. Por otro lado, como el estudio de los estimadores basados en muestras de una
poblacién exponencial ha estado asociado al estudio de las estadisticas de orden y nosotros esta-
mos interesados en propiedades de orden de una sucesién de variables aleatorias con distribucién
comiin continua, es nat;xral entonces tratar de usar estas variables aleatorias para estudiar es-
tas propiedades y después trasladar los resultados, mediante la correspondiente transformacién, a
propiedades de orden sobre la sucesién en que estemos interesados. También presentamos en este
capftulo un breve estudio de las propiedades de la distribucién Gumbel, ya que es considerada como
una de ias representantes de las llamadas distribuciones de valores extremos y nosotros estamos in-
teresados, como menciona el titulo de esta tesis, en caracterizaciones de este tipo de distribuciones.
La teorfa de valores extremos se desprende de una variedad de aplicaciones que involucran fend-
menos naturales tales como las inundaciones, réfagas de aire, contaminacién del aire y corrosién y
parece haberse originado principalmente de las necesidades de los astrénomos en utilizar o rechazar
observaciones salientes (outliers). Los primeros trabajos en problemas de valores extremos datan de
fechas tan tempranas como 1709, cuando Nicolas Bermoulli discutis la distancia medija mds grande
al origen cuando n puntos se encuentran aleatoriamente sobre una lnea recta de longitud ¢, Sin
embargo, un desarrollo sistemdtico de esta teorfa puede ser atribuido a un articulo de Bortkiewicz
{1922) que trata de la distribucién del rango en muestras aleatorias de una distribucién normal.
La importancia del artfculo de Bortkiewicz reside en el hecho de que el concepto de la distribucién
del valor m4s grande fue claramer;t.e introducido, En 1928 Fisher y Tippett mostraron que las
distribuciones limites extremas pueden ser solamente de uno de tres tipos posibles, Algunos afios
m4s tarde Gnedenko presents los fundamentos rigurosos de la teorfa de valores extremos. Gumbel,

m4s tarde, hizo varias contribuciones significativas al andlisis de valores extremos.



1.1 - DISTRIBUCION EXPONENCIAL

1.1.1 DEFINICION Y GENESIS

La distribucién exponencial se otigina al tratar de dar una descripcion 1itil de eventos que recurren
en un tiempo aleatorio. En particular, el suponer que el tiempo futuro de vida de un cierto
mecanismo tiene la misma distribucién, sin importar su edad en el presente, da origen a una

distribucién de este tipo. La definicién de esta distribucidn es la siguiente.

Definicidn 1.1 (Densidad exponencial) La variable aleatoria X tiene una distribucidn expo-

nencial si su funcion de densidad de probabilidad tiene la forma

fx(@) =00 256,050 (1.1)

10
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La siguiente figura da una representacidn grifica de esta distribucién para ¢ = 0 y o = 1

04}
0.6}

Funcién de densidad exponencial estandar

Cuando § =0 y o = 1 esta distribucién es conocida como la distribucién exponencial est4ndar.

La funcién de distribucién acumulativa para esta variable aleatoria es

Fx(@)=1-¢79 59 (12)

" Como la variable aleatoria ¥ := X — 0 tiene fimcién de distribucién

F{z) : =P[¥Y <7]

= PIX -8<1]

11
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PIX <z 46

i Fx (z +8)

il

= 1-e7,2>0,

que es la funcién de distribucién de una variable aleatoria exponencial con pardmetros § =0 y o,

entonces en general supondremos que § = 0 y la funcién de distribucién acumulativa de X serd

Fx(g):=1-¢7% ,2>0;0>0

y diremos solamente que X tiene una distribucién exponencial con pardmetro o.
La primera propiedad que mencionamos de esta distribucién y nos permitird explicar su génesis

es la siguiente

1-Fx{z+z) = e~0(z+z)

—0T _ —~0Z
-4

I

(I"Fx(z))(l-—Fx(Z)), :B,Z>0
que puede ser reescrita como
PX>z+z2|X>2]=P[X>2, z,z>0.

Esta es una propiedad que tiene un nombre cuya definicién damos a continuacién

12



Definicién 1.2 {Carencia de memoria) Una variable aleatoria X se dice que cumple la propiedad

de cerencie de memoria si se cumple la siguiente ecuacién.
PiX>z+z{X>z]=P|X>2,z,2>0 (1.3)

o equivalentemente si se cumple la ecuacion

1-Fx(z+2)={1~Fx(@){1 - Fx ()}, 7,2>0 (1.4)

Cualqguiera de estas ecuaciones es conocida como la ecuacién de carencia de memoria, asi se

tiene la siguiente caracterizacién

Teorema 1.1 Hay dnicamente dos soluciones o la ecuacion (1.4) entre las funciones de distribu-
cidén con soporte en los reales no negativos R U {0}. FEsta es, Fx () estd degenerada en cerv, o,

pars alguna constante o >0, Fy (z) =1-¢%% , 2 > 0.

Demostracién.-

Sea G'(z} :=1 ~ Fx {z). Entonces, por induccitn , (1.4) implica que para cualquieras z; > 0,
jie{1,2...,n}

Gz +32+ - +2n) = Glz1) G (22) -+ G (za) (1.5)

8i z; = x para todo j, obtenemos que

C(na) = (G ()" (16)

13



para cualquier valor entero de n. Al tomar x = 1/n y aplicar {1.6) tenemos que

cw=(o(2))

¢(3)=cwr

De esto y aplicando de nuevo (1.6) se tiene que

¢(2)=cay: (L.7)

Obviamente si Fx (r) es una funcién de distribucién degenerada en cero entonces es solucién a
la ecuacitn de carencia de memoria. Por lo tanto supondremos que Fi (2} no es una funcién de
distribucién degenerada en cero. Note ahora que con esta suposicion 0 < G (1) < 1 SiG(1)=0
o G(1) =1, (1.7) produciria G (y) = 0 0 G (y) = 1 que no es posible para G {y) := 1 — Fx (y) con
Fx (0) = 0 y siendo no degenerada en 0. Entonces ¢ = —log G (1) es un mimero finito positivo.

Podemos pues reescribir (1.7) como
G (z) = 7% para cualquier racional T no negativo, (1.8)

Ahora sea z irracional no negativo. Sean {zl} y {z2} dos sucesiones de nimeros racionales no
negativos tales que

1 2 im z! = limg 72 =
Tp <<, ¥ nli.ngo::n ﬂl}*ngoz,, T

14



Como (7 () es no creciente, (1.8) produce

e <Gz} < e, n> 1

Haciendo n — oo resulta que & (z) = e~ para todo = no negativo. Lo cual prueba el teorema.

Q.E.D.

El Teorema 1.1 nos da pues la caracterizacién mis conocida de la distribucién exponencial.

1.1.2 FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS Y CARACTERISTICA

La funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X distribuida exp;onencialmente con

pardmetros 8 y o > 0 est4 dada por

my (t)

=f[e”‘]

/ = fx () de

]

/ ” eTge 0 gy
L)

o [ e
]

oe?
(t - ‘7) ]
oot

(t—o)z joo
-0 [e== e ]
ae??

-1
(-‘;:—tje("—a)a = (1 - 5) ew sit<g

(t-o)e¥dr t#0

wcait>eo

15
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Usaremos In funcidn generadora de acumulantes! y los acumulantes?, cuya definicién damos a

continuacién, para encontrar la esperanza y la varianza de esta variable aleatoria.

Definicién 1.3 (Funcion generadora de acummulantes) La funcidn generadora de acumaulantes
para la varigble aleatoria X esta definida como el logaritmo de su funcidn generadora de momentos.

Es decir, si kx (t) es la funcion generadore de ecumulenies de X enionces

kx (t) = logmx (t) (1.10)

El r—ésimo acumulante de X estd dado por

ke (X) = Tkox () Lo (1.11)

En este caso tenemos entonces que la funcién generadora de acumulantes de X es

log ((1 - aﬁ) - e“’)

= tﬂ—log(l—ﬁ-) sit<eo

kx (t)

Es un hecho bien sabido que .

ki (X) = E[X] ' (1.12)

' Cumulant generating function
?cumulants

16



k2 (X) = Var([X] (1.13)

Entonces aplicando (1.11), (1.12) y (1.13) tenemos que

1
E[X] = 9+(—0'_—t)|t=o
1
= 64— (1.14)
Var{X] = ;l
T
1
= = (1.15)

La funcién caracteristica de X, que es deducida de la misma manera que su funcién generadora

de momentos es

1.1.3

ox () =E[e“x]
= (l—;—t)—lcﬂg (1.16)

ESTADISTICAS DE ORDEN

Sea X, X, ..., Xn una muestra aleatoria extraida de una poblacién exponencial y sean X1, <

Xon <

+++ £ Xy las estadisticas de orden obtenidas al ordenar esta muestira aleatoria. Entonces

81 Fj(x) denota la funcién de distribucion acumulativa de la i—ésima de estas estadisticas de orden,

17



sabermos que{Davis]

j=i
- £y s
En particular
Fi@) = Xn: (:) (l - e-ﬂ(t-ﬂ))j (e—a(z_a))n-:‘
i=1

i

£ (5) 0y ooy oy

((1 _ e-a(z—e)) + e—a(z—v))" - g—wiz-6)

= 1-e™EHNgrug (1.17)

Por lo tanto tenemos que X 1,, tiene una distribucién exponencial con pardmetros 8 y no. Es decir,
se tiene que el minimo de una muestra aleatoria de una poblacidn exponencial tiene una distribucién
exponencial. Como mencionamos anteriormente, estamos interesados en estudiar el caso en el que
# = 0. Entonces X s distribuye como una exponencial con pardmetro o y por lo tanto su funcién
de distribucién estd dada por .

Fx(z):=1-e"siz>0.

En este caso la funcién de distribucién de X, es

Fi{z)=1-e™ 6iz>0

18



que podemos identificar facilmente como la funcién de distribucién de la variable aleatoria Y :=
X/n. Lo natural es preguntarse ahora que pasa si X1, ¥y X/n tienen la misma distribucién. La

respuesta a esta pregunta la obtenemos en el siguiente Teorema.

Teorema 1.2 Ses X, Xs,..., X, una muestra aleaforia de la varigble aleatoria X con funcién
de distribucidn acumulativa Fx (x) no degenerada en 0 y sean X1 € Xowm < -+ € Xpn los
correspondientes estadisticas de orden de esta muestra alealoria, para n arbitraria. Una condicidn

necesaria y suficienie pare que X tenga una disinbucidn de la forma

Fx{z):=1-e"" iz >0,

para algin o > 0, es que Xin y ¥V i= X/n tengan la misma distribucidn.

Demecstracién.-

La condicién necesaria de este teorema acaba de ser probada en el parrafo anterior. Supongamos
ahora que X1, ¥ ¥ := X/n tienen la misma distribucién. En primer lugar tenemos que la funcién

de distribucidn de X;., estd dada por

F) (2‘.‘) = P[le S 3:]

= 1-(-Fx (@)

¥ la funciéu de distribucién de ¥ := X/n est4 dada por

Fr(r) : =PlY <3]

19



PiX/n < z}

il

P[X < nzj

Fx (nz).

il

Ahora , como X1 y Y := X/n tienen la misma distribucién, la siguiente ecuacién se cumple

1- Fy (n2) = (1 - Fx (2))" (L18)

o,paratodan>1yz>0

1- Fy(z)= (1 - Fx (ﬁ))n (1.19)

Basta mostrar ahora que cualguiera de las ecuaciones (1.18) o (1.19) es equivilent.e a la ecuacién
de carencia de memoria (1.4). Para lograr este objetivo, mostramoes primero que una funcién que
satisface (1.18) o (1.19) es continua para todo z > 0 y satisface Ia ecuacién de carencia de memoria
para todos x, z > 0 racionales. Estos dos hechos evidentemente implican la validez de la ecuacién
de carencia de memoria para todo %, z > 0. Primero probaremos que Fx (z) es continua en = = 0.
En efecto, como Fx (z) s no decreciente, (1.18) implica que Fx (0} = 0. Como Fx (z) no es
degenerada en cero por hiptesis tenemos que también se cumple que Fy (0+) = 0, que prueba que
Fx () es continua en z = 0. Ahora, deducimos de (1.18) y {1.19)que la ecuacién de carencia de
memoria se cumple para valores racionales &, z > 0. Sea G (z) := 1 — Fy (z), tenemos de (1.18) ¥

(1.19) que para m y n enteros positivos,

G(m4n) =G ™" =G C(1)" = G(m)C (n)

20



¥, para los niimeros racionales positivos = = ufv y z = p/g

Gz +z}

I
@

n

il
Q
—
L)
—
Q
—
LN

Ahora falta mostrar que G () es continua en x = zg arbitrario. En la ecuacién anterior sean z y z
tales que & < o < = + z. Entonces como G (z) es no creciente G (z + z) < G (z0) < G(x). Haga
z — xp ¥ z — 0. Como hemos establecido que G (z) es continua en cero y G {0) = 1, obtenemos

que limz .-, G (z) = G (zg), lo que prueba la continuidad de G (z) en z = zq.

QED.

1.1.4 TRANSFORMACIONES MONOTONAS DE LA DISTRIBUCION EX-

PONENCIAL

En esta seccién sefialamos que todas las propiedades de la distribucién exponencial pueden ser
traducidas en una propiedad de una distribucién arbitraria continua. Si X es una variable aleatoria

con funcién de distribucién continua Fx () entonces

Y = —log Fx (2} (1.20)

21



Z = ~log(l — Fx (2)) (L.21)

son variables aleatorias con distribucién exponencial estdndar. Por lo tanto una discusién de las
caracterizaciones de la distribucién exponencial en verdad produce una familia de resultados de
caracterizacién para otro tipo de distribuciones. En seguida se ilustra el uso de {1.20) y (1.21) para
algunas distribuciones especificas que son ampliamente usadas en aplicaciones. Utilizaremos alguna

propiedad que caracteriza a la distribucién exponencial para caracterizar a estas distribuciones

1. La distribucién uniforme. Si X es una variable aleatoria con funcién de distribucién Fx (z) =
zljg ) () entonces (1.20) implica que ¥ := — log X es una variable aleatoria con distribucién

exponencial estdndar.. La ecuacién de carencia de memoria es en este caso
Pl-logX2x+z{-logX>z]|=Pl-logX >2] ,z, >0

Siu:=e*y v =e"? entonces esta ecuacién se transforma en la propiedad en la ecuacién

de carencia de memoria para la distribucién uniforme

PX<w|X£uy|=P[X<u],0€8u,v<1

que caracteriza a la distribucién uniforme. En este caso uno podria llamarla la propiedad de

carencia de memoria multiplicativa.
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1.2 DISTRIBUCION GUMBEL

1.2.1 DEFINICION Y GENESIS.

La distribucién Gumbel pertenece a una familia especial de distribuciones conocidas como dis-
tribuciones de valores extremos. En esta tesis no estamos interesados en estudiar completamente
esta familia de distribuciones pero el lector interesado se puede referir al libro de Johnson-Kotz-

Balakrishnan.[Balakrishnanj

La primers familia en que se clasifican las distribuciones de valores extrernos tiene la siguiente
forma

PIX<z]= exp{—e"("‘f)/"} iTER (1.22)

donde £ y 8 (> 0)son pardmetros de localidad y escala, respectivamente. También la distribucién
de —X pertenece a esta familia. Este tipo de distribuciones son también llamadas distribuciones
doblemente exponenciales pero en general no se usa este término para no confundir con las dis-
tribuciones de Laplace ¥, que también son llamadas doblemente exponenciales. Este tipo de dis-
tribuciones pueden ser obtenidas como las distribuciones Iimites del valor mﬂxi-mo entre . variables
aleatorias independientes donde cada una tiene la misma distribucién continue. Reemplazaodo X

por —X, se obtienen las distribuciones l{mites de los valores mfnimos.

Una observacion importante es la siguiente: Si X tiene una distribucién det tipo (1.22), entonces

Z ;= exp[— (X — £) /0] tiene una distribucién exponencial con funcién de densidad de probabilidad

2() = 2 pa()



= £Plz<]
= %P[Xz.ﬁ—ﬂlogz]
= 21~ Fx (6~ 0log2))

= 2 (1-ap{-eteorsmonl)

2 (1-anf-e=)

dz
d -z
5(1—3 )

= e *paraz 20,

es decir, Z = exp{~ (X — £) /6] tiene una distribucién exponencial estdndar.

Cominmente las distribuciones del tipo (1.22) son conocidas como distribuciones del tipo Gum-
bel. En esta tesis definiremos la distribucién Gumbel estandar de la siguiente manera. Supongamos

que X tiene una distribucién del tipo (1.22) con pardmetros £ =0, = 1. Es decir

PIX < 2] = exp {-e~7}

Ahora, definamos Z := — X, entonces decimos que Z tiene una distribucién Gumbel estdéndar dada

por

i

PlZ<2s = P[~X<4
= 1-PlX < -2}

= 1-ap{-e} (1.23)
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Al derivar {1.22) y (1.23) podemos dar la siguiente definicién

Definicién 1.4 {Distribucion Gumbel) La funcién de densidad correspondiente a una distribu-

cidn del lipo Gumbel estd dada por
fz) = 0"'e~ (=00 oy [—e-(=-0f9] ,z€ R 0>0. (1.24)

Diremos que Z tiene una distribucidn Gumbel estdndar si su funcidn de densidad de probabilidad

es

fz(z)=exp{z-¢'} , z€ R (1.25)

La siguiente grafica corresponde a la densidad Gumbel estdndar.

0250 |
o |
T

0.1

0.05¢

4 -2 00 2 4

Funcién de densidad Gumbel estandar



Nuestro siguiente paso es explicar la génesis de esta distribucién. Si X, Xs, ..., X, son variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas con funcién de densidad de probabilidad
f (x) y funcién de distribucién acumulativa F (), entonces la funcién de distribucién de la n-ésima

estadistica de orden Xpp 1= max {X3,...,X;} es
Fxnn (z) =[F(@)]* (1.26)

Cuando n tiende a coes claro que para cualquier valor fijo de

: ls Fiz)=1
nh_{:goFXnm (37) =

Osi Fz)<1

Auin si es propia, la distribucién limite serfa degenerada y de ningin interés especial. Si hay una
distribucién lmite de interés, debe ser obtenida como la distribucién limite de alguna sucesién de
transformaciones lineales de Xy, tales como (anXn.n +b,,) donde o, ¥ b, pueden depender de n
pero no de z. Este proceso es andlogo a la estandarizacién que se realiza en los Teoremas de limite

central.

Para distinguir, denotaremos por G (x) a la funcién de distribucién acumulativa del valor méx-

imo estandarizado anXn.n + by Como tenemos que

max { Xy, Xy,..., Xnn}

= max{ma;x{Xl,...,X..},max{X,..H,...,in},...,max{X(N_l)M_,,...,Xp.‘..}}
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se sigue que G (z) debe satisfacer la ecuacién

[G @)Y = G (anz +bn)

(1.27)

Esta ecuacién es algunas veces llamada el postulado de estabilidad y fue obtenido por Fréchet

(1927) y también por Fisher y Tippet (1928).

Consideremos €l caso ay = 1. La ecuacién (1.27)es ahora

[6@)" =G (z+0bn).

Como G (z + by) tambi¢n debe satisfacer {1.28) tenemos que

(G =)™

It

[C (= + b i

Pero también de (1.27)

(G @)™ =G (z+bnn)-

Igualando (1.29) y (1.30)se obtiene que

byar = by +bar

cuya solucién es

by =flog N
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donde & es una constante. Tomando logaritmos en (1.28) dos veces e insertando €l valor de by se

tiene que
log N + log {~ log G (z)} = log {— log G (z + Olog N} . (1.32)
Entonces si
h{z} =log {-log G (z)},
se tiene que
h(z+0logN)=h(z) +logN
¥ por lo tanto

h(9log N) = h(0) + log N.

Asf que 8i z = @log N, entonces

h(z)=h{0) + g (1.33)

Como k (z) se decrementa cuando z crece se debe tener entonces que § < 0. De (1.33) se tiene que

si hacemos & =8, entonces

=log G (z)

=[5

(z-&
= exp [__._]
donde £ = Flog {— log G (0)}. De aquf

G(z) = exp [_e- (z-—f)/ff]



que es una distribucién del tipo Gumbel.

1.2.2 FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS Y CARACTERISTICA

Sea X una variable aleatoria Gumbe! con pardmetros £ y @ > 0. Como mencionamos, la variable

aleatoria Z = exp [~ (X — £) /0] tiene distribucién exponencial estdndar. Se sigue que
E[¢*9f =gz =r(1-1)
para t < 1. Reemplazando ¢ por & vermos que la funcién generadora de momentos de X es

mx (1} =E[e‘x]

= HKE[HX-0/)

= e4r'(1-a) el<1. (1.34)

La funcién generadora acumulante es

¥ (1)

log E [e”f ]

£t +logD' (1 —61) {1.35)

i

Los acumulantes de X son

k(X) = ¥ (0)=E[X]
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T (1 — 68)
T(1—61) le=o
or (1)

r{1)

£-o0r' (1)

= §—
= £-

£ -8 =€ +0.577220 (1.36)

donde v = I" (1) es la constante de Euler[Ahlfors] y

{X) @ =¥ ()

= (-0 ¥V, r>2 (1.37)

Esto implica, como lo mencionamos antes, que

E{X] = k(X)
= £40.577220
Var[X] = ka(X)
= %w292=1.6449392

desv.est [X] = 1.282554,

La funcién caracteristica de X, que es deducida de la misma manera que su funcién generadora



de momentos es

ex(@® : =E[]

= &¥r(1-6it). (1.38)

1.2.3 ESTADISTICAS DE ORDEN

Sea X1, Xz, ..., X una muestra aleatoria de una distribucién Gumbel (1.22) con pardmetros £ y
8 > 0yoean Xim < Xom € - - € Xnn las correspondientes estadisticas de orden. Entonces la

funcién de densidad de X, es[Davis]

n! i- n—i
fxen (@) = mf’(ﬂ:} Ya-F @) f(2)

= e 1)?(!,, i (exp {_c—(z—f)jﬂ})*-l (1 —exp {_ c—(t—f)ﬁ})ﬂ-i
0 le = oxp [__e—(r—c)m]

e (oo {01} (1 mp {0}y o,

En particuiar para 1 = n tenemos que

N e e N e
ng-te—(E—E)0 (exp{_e-(:-afe})"

nfte— -0/ g {_,w—(z—e)/o}

g1 g-lz=(E+0logn))/0

exp {_e—(z—(cmogn))la} .
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Entonces vemos que X,:n tiene una distribucién Gumbel con pardmetros £ +8logn y 8 > 0.

En el caso de que ia muestra aleatoria provenga de una distribucién Gumbel! estandar (1.23)

tenemos que

frn® = i @ =D (- e (e
ol - 7]

e P N (- (e
En particular para { = n tenemos que

In®) = i @ D - epf—eyrner
ne* (ecp {~¢))"

ne* exp {—ne”}

oo Hlogn - o)

que es la densidad de una variable aleatoria Gumbel esténdar trasladada por logn. Por lo tanto

en este caso tenemos que también X,,.,, tiene una distribucién Gumbel.

1.2.4 TRANSFORMACION A LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Como mencionamos en Ia seccisn 1.1.4 cualquier variable aleatoria puede ser transformada a una

variable aleatoria con distribucidn exponencial est4ndar mediante una transformacién monétona.



5i X tiene una distribucién Gumbel con pardmetros £ y # > 0 entonces la variable aleatoria

Y : =-logFx(X)

~ logexp { ~e~(X-9/})

= mlX-0)fe

tiene una distribucién exponencial estdndar. Ahora, si X es una variable aleatoria con funcitn
de distribucidn Fx (x) = exp {—e~*}, entonces (1.20) implica que ¥ := exp(~X) es una variable
aleatoria con distribucidn exponencial estdndar. Utilizaremos el teorema 1.2 para obtener una
caracterizacion de la distribucién de X. Sea X;, X3,..., X, una muestra aleatoria de X y sea ¥},

¥a,..., Ya la correspondiente muestra aleatoria de Y, donde
Yi=exp{-Xi}
Como.e" es una funcién decreciente, entonces
Yin = exp{-Xnan}

donde Yin = min{¥},Y3,...,Ya} ¥ Xnm = max{Xy, Xp,..., X}. Sabemos que si Yin y ¥/n
tienen la misma distribucién, para n arbitraria, entonces Y tiene una distribucién exponencial
no centrada y por lo tanto X tiene una distribucién Gumbel. Como Y := exp(—X) y Yim =
exp{—Xn:a}, €l hecho de que Yi,, y ¥/n tengan la distribucién para toda n es equivalente
a] hecho de que X y Xy, — logn tengan la misma distribucisn. Por lo tanto podemos dar la

siguiente caracterizacién para la distribucién Gumbel.
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Teorema 1.3 Ses X1, Xq,..., Xn wna muesim aleatoria de la variable aleatoria X con funcién
de distribucién acumulativa Fx (z) no degenerada en 0 y sean Xip € Xpp € 2+ € X los
corvespondientes estad{sticas de orden de esta muesira aleatoria, para n arbitraria. Una condicion

necesaria y suficiente para que X lenga una disiribucién de lo forma

Fx (z) =exp{-ce?}; z€ R,

pars algin o > 0 , es que X, —logn y X tengan lo misma distribucion.

Ahora, si X tiene una distribucién Gumbe! estdndar entonces la variable aleatoria

Y . =-logFx(X)

H

g {4}
= ex
tiene una distribucién exponencial estdndar. La caracterizacién apropiada en este caso es la sigu-

iente.

Teorema 1.4 Sea X1, Xz,..., Xy cualquier muestra aleatoria de X. Si Xy + logn tiene la
misma distribucién que X, paro cualguier n, entonces X liene una distribucidn gumbel esténdar

(posiblemente trasladads).



Capitulo 2

VALORES RECORD

En este capftulo se presentan los conceptos bésicos para el estudio de la teorfa de los
valores Record. En la vida diaria se oye bastante & menudo de los Records o registros;
estdn pmenté en los deportes, en la ciencis, la economfs, el ambiente, etc. A‘menudo
ofmos acerca de los records de la contaminacién, los records en eventos deportivos o
los records de ganancias o perdidas en finanzas. Existen gentes cuya especialidad es
recolectar informacién acerca de todos los tipos de Records y escribir libros acerca de
ellos. Pero, ;Que es un valor Record en el contexto que estamos tratando en esta tesis?.
Si consideramos una sucesién de observaciones con tiempo discreto {Xp},,5; un valor
Record serfa un méximo temporal (o mfnimo) en esta sucesién que seguramente cam-
biard cuando el tiempo pase. Claramente, el nuevo méximo coincidird con la nueva X,
cuyo valor sea mayor que el Witimo valor méxim;) elegido. Note que un valor Record
ocurre cuando hay un salto en la sucesidn de mdximos. Los intentos en los que log saltos

ocurren son aleatorios y serdn !Iamados tiempos Record. En casi cuslquier contexto es

35



un asunto definitivamente importante estudiar el comportamiento de los tiempos y los
valores Records para sucesiones de variables aleatorias ya sean dependientes o indepen-
dientes. Estos nos dan una buena prediccién de lo bueno o malo que puede suceder en el
futuro, en frecuencia y en magnitud: por ejemplo los grandes saltos en los precios pueden
conducir a catdstrofes financieras. En este capftulo se presenta la definicién formal de
tiempo Record y valor Record. Se presentan también las propiedades més importantes
de la sucesién de tiempos Rmrd_ en el caso de que estos se originen de una sucesién de
variables aleatorias independientes. De manera para poder presentar los resultados del
tercer Capftulo se presentan las propiedades distribucionales de la sucesion de valores
Record asociada a una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. También en este capftulo se definirs y estudiar4 la sucesion de rangos suce-
givos asociados & una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. La principal razén para estudiar la sucesién de rangos es que, como se
verd en ¢l siguiente capftulo, existen resultados de caracterizacién distribucional para
sucesiones de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas que se
basan en é&stos. Como hemos visto que cualquier variable aleatoria continua puede ser
transformada a una variable aleatoria con distribucién exponencial, es natural suponer
que también los valores Record de una sucesién de variables aleatorias independientes
con distribucién commin continua puedan transformarse a los valores Record de una suce-
s16n de variables aleatorias independientes con distribucién comin exponencial. Este
dltimo hecho nos Lleva a explorar las propiedades distribucionales de la sucesidn cie .
valores Record de una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién

comiin exponencial. Por iltimo, como el objetivo principal de esta tesis es investigar
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las propiedades de las distribuciones de valores extremos, es pecesario presentar los

resultados m4s importantes de estas distribuciones en términos de valores Records.

2.1 TIEMPOS RECORD

Sea X, X3, ... una sucesién de variables aleatorias independientes e identicamente diét.ribuidas con

funcidén de distribucién acumulativa F'(z). Sea N(1) =1 y para n > 2, sea
N(n):min{jeN:jz»N(n—l),x,>x,.,(,,_l,}. (2.1)

Las sucesiones {N (r)},>, ¥ {X N(“)}nzl se pueden interpretar como sigue. Considere uns sucesién
infinita de variables aleatorias X, X3, ... independientes e identicamente distribuidas cuya funcién
de distribucién es F (z). Entonces vamos a través de la sucesion X3, Xa,... con el objetivo de
elegir términos m4s y m4s grandes. Obviamente el primero més grande que tomamos es X,. Luego
tomamos el siguiente, i.e. Xp), & ser la primera X; tal que es mayor que X;. Asi continuamos el
proceso para poder obtener los correspondientes \.'a.lom N (n). Los valores correspondientes X y(,,) '

son entonces los valores crecientes X < Xyz) < - - -, llamados valores Record.
Definicién 2.1 La sucesién {N (n) }nzl definida en (2.1) es llamada la sucesidén de tiempos Recond.

El siguiente lema demuestra un resultado que es realmente impresionante ya que aunque uno
pudiera creer que la manera en que se obtiene la sucesién {NV (n)},,,; depende de la distribucion

comiin de la sucesién de variables aleatorias original, esto resulta ser falso.
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Lemma 1 EI valor de N (n) no depende de F(z).

Prueba.-

Tenemos que X; > X; si y s6lo si F{X;) > F(X;). Pero sabemos que {F(Xi}};», es una
sucesion de variables aleatorias uniformes estdndar. De aquf la sucesién {N (n)},, de (2.1) puede
ser definida con la suposicién adicional de que las X3 son variables aleatorias independientes y

uniformemente distribuidas sobre el intervalo (0,1).
Q.E.D.
Una consecuencia importante del Lema (1) es el siguiente teorema.

Teorema 2.1 La distribucidn de N (2) esté dada por

PlN(2)=jl=ﬁ;jzz

Consecuentemente E [N (n)] = oo paran > 2.

Prueba.-

Sea X1, X3,... una sucesién de variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente

sobre el intervalo (0, 1). Entonces por la ley de probabilidad total

PN (@) =i

L!P[N(2)=j|xl=::}dz

il

A _
[o PIX2 < 2)P[Xs S 2}--- P[X;o) < o] PIX; > 2] ds
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De aquf, E[N (2)] = X2, iP[N(2) =j] = co y como N (n) > N(2), n 2 2 se tiene por lo

tanto que E [V (n)] = co para n 2 2, Lo que concluye la prueba.

QED.

Por iltimo enunciaremos y probaremos el teorema mds importante de esta seccién que nos
permitird conocer completamente el comportamiento de los tiempos Record que por su origen

dardn pie a un estudio m4s sencillo de los valores Record.
Teorema 2.2 La sucesion {N (n)},., forma una cadena de Markov. Es decir,

PIN() =k N@ =3, N (1~ 1) = jui]

— VP!N(n)zkIN(n—l)zjn—I]
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para tedo vector (ja, ... jn—1) para los que la condicidn sobre la izquierda tiene probabilidad positiva.

Las probabilidades de transicion estdn dadas por:

HEET} k>i>n—-122

0 e.0.c.

PIN(r)y=kIN(n-1)=j}=

Demostracién.-

r
De nuevo recurrimos al lema (1) y consideramos la sucesién X;, Xy, ... de variables aleatorias
independientes distribuidas uniformemente sobre el intervalo (0,1). La funcién de distribucién

comin de estas variables aleatorias estd dada por

F(z) =zl () + L1 00 ()

Por uniformidad de notacién, hagamos j; = 1. Asf que por la regla de probabilidad total, para

B> R, 22,

PIN(t)=j4,2<t<n]

1

PIN(2)=ja,.-- . N (n) = jn]

1 1
[ [ PN@ = N@) =il X =2 Ky = Fai] i s

]

Tt R TR T T (U ) -
0C®) €y <1

2= 1) Gs — 1)+ - Fner = 1) (Gn — 1) ]

It
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De aqui que

PIN(r)=k|N(2)=ja...,N(n—1)=jni]
PIN@ =jo....Nn=1D) =1, N(n) = K
PIN(2) = jo,....N{n— 1} = ja]

[(2 = 1) (s — 1) -+~ {ny — D (K = 1)K} !
(G2 - {5~ 1} Gamr = Dna]
In—1

k(k-1)

que no depende de ninguno de los valores fo,...,ja—3. Por lo tanto la sucesién de tiempos Record

{N (7}}»2 €5 una cadena de Markov con probabilidades dadas por

H{_—ﬁ k>i>n—12>2

0 £.0.C.

PIN(n)=k|N{n-1)=j]=

Q.E.D.

2.2 VALORES RECORD

En esta seccién definimos lo que es la sucesidn de valores Record asociada a una sucesién de
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas y presentamos con demostracién

las propiedades mds importantes de esta nueva sucesion.
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2.2.1 DEFINICION

Definicién 2.2 Sea {Xn}ny, una sucesidn de variables aleatorias independientes ¢ identicamente
distribuidas. Consideremos lo sucesidn de tiempos Record {N (n)},,, presentada en la seccidn
anierior (que no depende de la disiribucion comiin de las X5 por el Lema (1)). Si definimos
Xt = XpNm+1) para n 2 0, entonces X™ 3¢ denowmina el n—ésimo valor Record esociedo o lo

sucesién y {X(“)} L & corespondiente sucesion de valores Record.

Sea {Xn},5, una sucesién de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
con funcién de distribucién acumulativa F (x) y funcion de densidad de probabilidad f (z). Nues-
tra primersa tarea en investigar las propiedades distribucionales de la sucesion de valores Record
{wa}“}u asociads a la sucesion de variables aleatorias original {X,},»; serd encontrar la funcién
de densidad conjunta de las primeras i+ 1 variables X®), X1 | X" de 1a nueva sucesién. Esto

lo hacemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea {Xn},,, una sucesion de voriables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con funcién de distribucidn acumulativa F (z) y funcidn de densided de probabilidad
J{z). La funcidn de densidad conjunta de los primeros n + 1 valores Record X9, X0 x(n)

€3, PATG Iy < Ty <+ < Ty,

n—1
Ixoxm__xm (ZosT1yo o 2a) = [] 7z} £ (za) (2.2)
=0
donde
__ f(=)
@ =T rm

42



Demostracion .-

Sean yg < 1 < *+* < Yn ¥ consideremos la funcién de distribucién acumulativa de los primeros

n + 1 valores Record X©, XV ..., x{n}

FX(“’.X(”,...,X(") (yﬂ: L) PR ,!In) : =P [X(o) < Yo, X(l) <y1,... )X(ﬂ) < yﬂ]

= P [X1 Ly, Xn) - XNy < vn]

Ji=2fs=hn+1  Ja41=ie+1

X1 290, Xn@2) S V-1 XN(at+1) S U,

(2.3)
N{2)=ja...,N(n+1) = jan1
Ahora, para 2 € jo < J3 < ++* € Jn < jn41, analicemos un evento de la forma
X1 €90, XNy S s XNt 1) € U
(2.4)
N(Z) =j2,...,N(ﬂ+ 1) =jﬂ+l
Tendremos que el evento {2.4) ocurrird si y sélo si ocurre lo siguiente
Xl S o, X2 < xlv'“) ij—l < Xl) xl < X_n S b1,

X1 € Koy Xjg1 < Xy, Xpp < X <10

Xj‘.H << XJ‘_,..., Xjn+1—1 < Xjn! Xj.. < Xjn+l < Yn (2.5)



Por lo tanto se tiene por (2.5) que

X S0 Xne) S0 XnNni1) S tn

N(@)=jy-...,.N{n+1)=jan

N O S A S g | (LC TR
Fa—2

: in gl
—2 veces Ja~ja-1 vecea Jnt1—3n—1 veces

Entonces (2.3) se transforma en:

Fywo x . xim (H6: #9151 4n)

oo

>y ox

f=2fa=12+1  jati=in+l

T T I N B B Y b f’"[""1=] (€3) sy

3:—- vetes Ja—ja—1 veces Jnt1=Jn~1 veces

ZZ . z [:/; j:---L:‘F(zﬂj"’ﬁ’(mj,)j“'j’_l---F(Ij,)j"+‘_j“_l

Ja=2ix=fa+l  ja41=in+l
F(z1) f{zin) - f () By -+ - dTjpdz

S5 e 3 [ [P papa e F e

f2=2i3=f1+1  jui41Zn+l
Fz1) f(22)- f(@pi1} dTnsg - - - dzad) (2.7)

Intercambiando integrales por sumas (lo cudl puede ser hecho debido al teorema de convergencia

dominada) tenemos que

Fywo xto,. i 00,815 - - n)

L L

=) i F(z:1Y*7 f (z2) i F(zgy?— 1.

Fa=2 Fs=ja+1
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Haa) Y Flaa™ ™ flznn) doas - -do (2.8)
Int1=Intl

Si hacemos j; = lentonces para 1 €k <n+1

o . .
Z F (zk)Jh+l"Jk‘]
Jer1=jr+1

Y F (@)
pech

.
1-Fz)

(2.9)

Entonces aplicando (2.9) en {2.8) tenemos por lo tanto que:

Fx@ xt,.xt= @0, §1, - - 1 ¥n)

= _/j: _/:f:"'Enﬁ%ﬂ%ﬂ)dxnﬂ'"dm (2.10)

" i=1
lo que implica que la densidad es dada por (2.2).

Q.E.D.

2.2.2 SUCESION DE VALORES RECORD COMO UNA CADENA DE MARKOV

ESTACIONARIA

1

En esta seccién vamos a probar, utilizando los valiosos resultados de la seccién anterior, que la
sucesién de valores Record {X(“)} 5o 850ciada a una sucesién {X,},., de variables aleatoria
n> 2

independientes e identicamente distribuidas es una cadena de Markov estacionaria.
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Teorema 2.4 Sea {Xa},,; una sucesion de vorichles aleatorias independienles e identicamente
distribuidas con funcién de disiribucion acumulativa F () y funcidn de densidad de probabilidad
S (z). Entonces la sucesidn correspondiente de valores Record {X(")}n>0 es una cadena de Markov

estacionaria con funcidn de transicién

' 1-Fz v>z
P[I'ry] =

0 e.0.c.

Demostracitn.-

Tenemos por la ecuacién (2.2) de la seccién anterior que

St xo xm_xt) (Zntr | 2o, @150 0 0)

Fxew xw,. xe) xtnen) (0,21, - -« 2, Tntd)
Fx@ xt__xt (Z0,Z15 - -, Zn)
S @n41) g 7 (=5}
f (@)} T30 7 (3)
f Tn+l
= f((xn))r(zn)
f(zan1) flzn)
Flza) 1-F(za)
Fiznn)
1- F(zn)

que no depende de xg,%),...,2Zn-). Por lo tanto la sucesién de valores Record {X(")}n)t‘ €3 una

cadena de Markov estacionaria con funcién de transicién:

iﬁg&ﬁ /-

i} €.0.c.

Plzy) =
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QED.

Una aplicacién obvia que podemos dar al resultado anterior es encontrar la distribucién de cada

uno de los valores Record. Esto se hace en el siguiente corolario..

Corolario 2.1 Ses {X.},,, una sucesion de variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con funcidn de distribucidn acumulativa F (z) y funcién de densidad de probabilidad

F(z). La funcion de densidad para el valor Record X%, n > 0, ests dada por

o () = (B0 = I 2 1)
Demostracién.-
Haremos esta demostracion por induccidn.
Paran =10
: Ix@ (z) = fx, (z) = £ (z) (212)
Paran=1

Fxo (=) = [ - Fxo xm (t,z)dt
[ row@Piae

_ f(‘)
= ”z)f T—r®

1@ [ S0~ FO)a
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@} {~log(l- F(t)} oo

{-log(1 - F{z))} f () (2.13)

Paran=2

fxm(z) = f_ ; Fxw xtn () Pty z) dt
= [ no®Phde
- [Lrocema-roy e
= 1@ [ {-le - F ) L P
= f(x)f {—mgu—F(:m—{—xog(l—F(t»}au

2
el log(12 P e
por lo tanto

- - T 2 T
xen @) = 80 P @ 0 (2.14)

De (2.12), (2.13) ¥ (2.14) tenemos que el pie de induccién se cumple.

Para probar que esto es cierto en general m necesario y suficiente mostrar que si se supone que

8i la formula es cierta para k = n, entonces lo sers para k = n 4- 1. Supongamos pues que

Ixm (z} = {-log(1 - f!(”))}"f(-")



entonces,

fxmen{z) = [_; Txtm xtnan (8,2} di

[ txe 0Pl sl

[ et FOrio 16,

oo nl 1—-F(t)
= {-log(1-F()]}" J(t)

=) .[_w l i—rg®

s [ U FON L g1 Py
T d {—log(l - F{£)}}""!

f(‘”)[_wa{ 05((“+l)(!t))} dt
- _ n+1

f(:l:){ l°g({i+1:)(f))} T

il

por lo tanto

{~log(1 - F)}™ f(2)
(n+ 1)

Ixenen (2) =
y asf ten:.ninamos la prueba.
Q.E.D.
Ahora, utilizando este dltimo resultado se encuentra la funcién de distribucién acumulativa de

los valores Record en el siguiente.

Corolario 2.2 Sea {Xn},>; una sucesidn de variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con funcion de distribucidn acumulative F (z} y funcién de densidad de probabilidad

J(2). La funcion de distribucion acumulativa pars el n—ésimo valor Record X"}, n. > 0, esté dada
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por

Fre (@) =1- 4 - (’; §“‘” 2. fro @) (2.15)

o equivalentemente

E {—log(l - F{z))}
Fyw (2) =1-(1 - F(z) Y AU FEIN 5
=0 ¥

Demostracién.-

La prueba es por induccién.

Paran =0,

Fyw () = Fx, () = F (z) (2.16)

Paran =1,

Fym(z) = f_;fxm(t)dt

[t - Pep}s @

integrando por partes, si tenemos que

u = {-log(1—F()} du=f(t)
_ I _
du = 1=FQ@ v=F(t)




+ entonoes,
:

Paran =2,

Fym{z} =

1l

[ cega-Fon e
{~log(1 - FONFO) Fuw - [ L0 P0t

wl=F()

{~1log (1 -—F(:L'))}F(:c)+[_tm IQA-FO-1)

1-F()
I

s -F@) o) - [ LPmas [ rae
(~log(1-F@)}F (@) - [ 2 (-log(l=F@)ai+F(a)
(~log(1 - F (@)} F ()~ {~ g ( ~ F ()} Foo +F(2)

(- g (1 - F @)} F (0) - {-Yog 1 - Fa)} + F )

1= (- F@) - (1- F@) {-log(l - F@))

1-(1-F)(1+{-log(l1-F{z)})

Fya () = [_ :fxm (g)dt

- f {-log(1 - PN /(1) ,,
R e 2

integrando por partes, tenemos que si

. (gl -F@))®

iy dv=/(t)

-rog 1 - P} {10

v=F{t)

5l

(2.17)



entonces,

Fym(x) =

j‘ {—log(t-FWNP /) ,
—o 2!

- - 2
(Cle0-FON o e,

[ -ron L9 roa

Ft)
- f— T 2 .
CIUELIC) g

[ (g - ropy =T Oy

- F(t}
{_105(1; F(:F))}QF(I:)

- [ e - ron e

+[ {-og- PN} s
Sl (U i)

F(z)

[ d{ log(l—f"'(it))}2
oo @t 2!

+‘mexm (t)dt
{~log(1 - F(z))}?
o

F(z)

- -_ 2
_ClgU-F@Y b

_ _ 2
TR C {15,(C) i

—(-F) A+ {-log(l1 - F(zh}

1-(1-F )1+ {-log{l - F(z))}

{-—log(l —F(x))}z)
’ 21

. _
(1 - Fan § (e (1= F (@)
1-(1-F( ))§ F
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De (2.16), (2.17) y (2.18) podemos concluir que €l pie de induccién es cierto.

Para probar que esto es cierto en general es necesario y suficiente mostrar que si se supone que

1a formula anterior es cierta para k = n, entonces lo serd para k = n + 1. Supongamos pues que :

Fm () =1~ (1 - F(z)) zn: {-lg(l - F(z)}

=0 i

entonces,

Fyman {z)

[mfx(nﬂ) (t)dat
- f' {-log(1 - FON}"F(#)
—o0 n!

integrando por partes, tenemos que si

_ _ nil
(Chslt =r ) d =1 (1)

_ {-lgQl-F®)" F(®)
du = al 1-F ()

it

v=F(t)

entonces,

[ Eest-rOr,

Fynan (1)

(n+1)
- [m {- log{lf; F)" : fg)m F)d
_ {-ke ((In-+ ,.; )(!z))}"“ F)
+ ]; {~ bg(l,; Fp* (- f (_t)F-( :})f(t)dt
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{—log(1 - F(z))}"""
(n+ 1) F(z)
{~logl=F@)" 1) ,
oo n! 1-F(t)
+j; {—hg(l':!F(t))} fod

— 1- F n+l )
{ "’g((,m,‘,’”} .
4 {-lg(1-FN}™ ,
oo di (n+1)!

+ /; Txm (B dt

_ {=lg(l ~ F(m))}""
= mrn L@
{~log{1 - F(=)}™"
n+2)!
- F(z))1+!
- —(-F(z )){ hg((lnf;)(‘))}
- = {=log(l= F@)Y
ol F(I))LZ 7 )
- ““{_M_(E)_)l’_
1-(1~ F(:c))z 7

+ Fyim {z)

+1

f

Por lo anterior podemos afirmar que la funcién de distribucién acumulativa del n—-é&imo Record

XM, parl;n > 0, estd dada por:

Fyw @ =1-(1-F@)y A FE)Y 5

=0 >
De esto y (2.11) notamos que
1-F =
Fro @) = 1= S o 2



QE.D.

2.2.3 DISTRIBUCION CONJUNTA DE DOS VALORES RECORD

En esta seccién presentamos el resultado sobre la distribucion conjunta de dos valores Record.

{
Teorema 2.5 Sea {X.},,, una sucesion de variables aleatorias independientes ¢ identicamente
distribuidas con funcidn de distribucidn acumulative F (z) y funcion de densided de probabilidad
f(z). La funcién de densidad conjunta de los valores Record X™ y X™ estd dada por:

(—lg(l- F@W" 1 (=) 1)
! 1- F ()

H—log (L~ F(g))}— {—log(1 — F{=)}*™*

(n—-m-1)!

Fxtm xt (2,4) =

paaz <y (2.19)

Demostracidn.-

Si m y n son dos mimeros enteros no negativos tales que m < n, entonces es claro que existe
€ N tal que n = m + n’. Si queremos encontrar la expresién general de ta funcién de densidad
conjunta pars los valores Record X™ y X®) donde m y n camplen las condiciones mencionadas
en el enunciado anterior entonces por lo que se afirma en el mismo enunciado es suficiente encontrar
la expresién general para la funcién de densidad conjunta de los valores Record X{™) y X(m+s)

donde v’ > 1 y considerando a m fijo. Haremos esto, como siempre, de manera inductiva.



Para n'= 1, 5i £ < y, entonces:

Sxtm ximen (€8) = Sy (2) Fenenpxem (¥ | )

Ixtm (2) P {z,3)

fy)
1 - F(z)

]

Sxtm (z)

donde 1a expresi6n para [y (=) {z) estd dada en {2.11).

Paran'=2:
Txtm xioam (T,4) = /: Txcom xtm+1y xtmem (2,8, 4} AL
= [fxm @PEO P
J) fw)
= fx"’"(z)fl FRI-FO>
= From (@)L N f(t)
T I T F@ . T5F()
= fx(-n) (x)l_fg:x)
[{~log (1 ~ F (1))} ~ {~log (1 - F &)}
Paran'=3:
Fxtmy xomea (2,9) = j:' Fxtm) xtmam x(mia (2,1, y} dt

= j: Fxom ytmsn (m,2) P (8, y) dt
[0 L8
H{-log(1 - F(1N} — {~log(1 - F(z))}]

It
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iy
-
= fx(h) (I) 1 fg:x)

[ ti-1080 - F @)} - {-log (1 - Fzp))
10
—Frp®

= fX(M) ('t) 1 _f%%x)

[{~log(1 - F (z))} - {~log(1- F(z))}]* (2.22)

De (2.20), (2.21) y (2.22) podemos concluir que el pie de la induccién de esta prueba es cierto.

Para probar que esto es cierto en general es necesario y suficiente mostrar que si se supone que
la formula anterior es cierta para los valores Record X™ y X(™+7) entonees lo sers para los valores
Record X(™ y X498+ Supongamos pues que :

fx(m),x(mn) {z.y) = [fxm(z) f%%r)

[{~log (1 - F(y))} ~ {~log (1~ F@)}I"""
(n—1)!

entonces,

v
Txtm) xtminen (2,0) = [ Sxtm) xtmtms xtminan (z, L, y) dt
x

f” Fxton xtmin (z.t) P (t,y}dt

[ x0T 250

{-log{l — F(y))} {=log (1 - F ("""
{(n -1}
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fly) e

T=F ()

= [y (2) lfgzz)
L”( [{—tog(1— F(v))}(;_{z;!c’g Rl )))) e
P

= fxim(x) lfﬁx}

[{-log(1 - F{gh} = {-log(l - F{=)}I"

nt

Podemos ver por lo tanto que la conjetura se cumple también en este caso. Por lo tanto si m
€3 un entero no negativo podemos afirmar que paratodon > 1y z < y:-

fx('“).x('“"'") (z,4) = Sy (z} %

[{~log (1 - F(g))} — {—log (1 - F(=)}*""
{(n—-1)!

(2.23)

Aplicando la ecuacién (2.23) podemos concluir que 8i m < n y z < y entonces la funcién de

densidad conjunta de los valores Record X(™ y X(") ests dada porn:

-f (y)
1-F(z)
{=log (1 - F(y))} — {—log{1 — F(zp}" ™"
{n—m—1)!
_ {-lg(1-F@)™ (=) ()
m! 1-F(z)
[{—log (L - F{y))} ~ {—log (1 — F=)}I"™"*

(n—m—I)!

Ixim xm (T, ¥) = fxom (2}




QE.D.

2.2.4 SUCESION DE ESPACIAMIENTOS Y SU DISTRIBUCION

Como mencionamos al principio de este capitulo ciertas propiedades distribucionales de ia sucesién
de valores Record, o funciones de estos, asociados a una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes e identicamente distribuidas caracterizan parcial o totalmente la distribucién comun de la
sucesién original. Una sucesiéu de variables aleatorias que son funciones de los valores Record
asociados a una sucesién de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidos cuyas
ciertas propiedades pueden caracterizar la distribucién de la sucesion original es la sucesién de

espaciamientos cuya definicién damos a continuacién:

Definicién 2.3 Sea {Xa},, tna sucesidn de variables aleatorias con sucesion de valores Record
asociada {X (")}‘Dl. Definimos el n—ésimo espaciamiento entre Records asociade a la sucesion
{x],,, eomo

n>1

S =X _ xtn-1) Azl

¥ la sucesion {Sn},») como la sucesidn de espaciamientos asociado a la sucesidn {X(")}“>]

La primera pregunta que nos hacemos sobre estas nuevas variables aleatorias es cual es su

distribucién. La respuesta estd dada en el siguiente

Teorema 2.6 Ses {Xn},-, una sucesidn de variables aleatorias independienies ¢ identicamente

distribuidas con funcién de distribucién acumuleliva F (z) y funcidn de densidad de probabilidad
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fiz). La funcion de densidad de probabilided para el n—ésima espaciamienio entre Records estd

dada por

~log(l~F()}*  f(z) f(=+ .
o, (s = [ L=t (n_(l)))!} I(){(_F(;))da:sss>0 (2.24)

Demostracion.-

Paran > 1y s > (), tenemos que:

fsuls) = j: Ixo-v.s, (z,8)dz

Entonces encontraremos primero la densidad conjunta de X™ y §, = X® — X{»-1}, Considérese
la transformacion:

g:R2-*R2

definida por

g ( Xxtm-1), X(n)) - (X(n-u, X x(u—u)

Sea (31,42} € R* con y2 > 0. Del sistema:

n o= X(n-—l)

2 = X(n)._x(“_l)

se tiene que :

Xt = g =g (112)



X = ptw=6'uw

Entonces la inversa de la transformacién g est4 dada por:

¢ () =y + )

¥ el Jacobiano asociado es:

Por lo tantosi s > Ot

Sxin-n5,(2,8) = [fyin-n xm (g*l {z, 3)) J

= fxt-nxm (2,2 +8)

i

Ixtn-n (@) Pz, 2 4 5)

{~log(l - F{))}" 7 f(z) f(z+3)
(n—1} 1-F(z)

¥ de esto se obtiene que:

.9 = [ fxens, @)
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el FE) T @ St
o (n =) 1-F(z)

QED.

Por ultimo daremos una expresién para la densidad conjunta entre espaciamientos sucesivos en

¢l siguiente teorema.

Teorema 2.7 Sea {Xn},», una sucesidn de varigbles aleatorias independientes e identicomente
distribuidas con funcidn de distribucidon acumaulative F (z) y funcidn de densidad de probabilidad
f(z). La funcién de densidad conjunta para el n—ésimo y el n + 1—ésimo espaciomientos de estd

dada por

_ {—log(1—F()}" " f(z) flz+35) flz+s+1)
I5nSupr (8 = [_:;( m_1) 1= Flz) 1= Flz+3s)

s > 0;t>0 (2.25)

Yz

Demostracién.-

Seann>1,s>0yt >0, entonces

J5u 50 (8,8) = j_: Ixe-ns5,5.,, (T8 t)dz
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Tenemas que encontrar primero la distribucién conjunta de X1, §, = X» — x(--1) 5

Sas1 = X1 — x| Considérese la transformacién
h:R - R
definida por:

A (X(ﬂ—l), x(n),x(nﬂ)) = (X(ﬂ-l)' Xt} _ x =D x+l) _ x(ﬂ))

Sea {y1, 42, t3) € R con g > 0 y 113 > §. Del sistema:

yn = X0
2 = X(“)_X(ﬂ_n

yz = X("H’l) - X(n)

se tiene que:

x®=0 = g =27 (11,72, 38)
X™ = g4y =h3 (1, 02,u5)
x®+n - ntyty= h;l (v, 12, 33)



s decir el inverso de la transformacién h estd dado por

B (1, 42.98) = (gt + U2 0 2 +u3)

Por lo tanto el Jacobiano de la transformacidn es:

wbl Bt amht
To= e mhet
&hst hyt hst
100

= 110

Por lo tanto:

fx(n-l)'s-is“l (x, 8, t) = fx(u-l)'x(n)'x(u+l) (h-l (:C,S,t)) J

Sxtn-n xtm xtnen) (£, 2+ 8,2+ 8+ 1)

= fxeu(@) P,z +s)Plz+sx+s+t)

{-lg(1-F@)" ' f(z) fz+2) flz+s+i)
(n-1} 1-F{z)l-F(z+3s)




de lo que se tiene que:

Tousar 88 = [ fxeonguson @)
- [w({—log(l—F(z))}"“‘f(z)f(x+s) flatats),
S (n—1) 1-F(z)1- F(zx+s)}
g > 0;t>0

QED.

2.2.65 VALORES RECORD GENERALES EN TERMINOS DE VALORES RECORD

EXPONENCIALES.
Si X ea una variable aleatoria con funcién de distribucién acumulativa F (-) y definimos la funcién
x () = g (1 - ™) (226)

donde

Fi'{y) = sup {z: Fx (z) <y}

es la funcién cuantil para la variable aleatoria X. Euntonces si X* es una variable aleatoria con

distribucién exponencial estdndar se tiene que
X £ g (XY, (2.27)

decir, X y vy (X") tienen la misma distribucién.
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Por lo tanto 8t {Xn},>; €3 una sucesién de variables aleatorias independientes y con distribu-
tién comin F {r), entonces si {X3},,>, es una sucesién de variables aleatorias independientes con

distribucién comiin exponencial estdndar tenemos que paran > 1

n £ 7x (X2). - 2

8i {X (“)}m denota la correspondiente sucesién de valores Record asociada a la sucesidn
{Xatos1 ¥ {X‘(“)}'Qo‘]a sucesion de valores Record asociada a la sucesién de variables aleato-
rias exponenciales estdndar {X3},,, entonces como x (u} es una funcidn no decreciente se tiene
también que paran = 0

X®) Ly (X)), (2.29)

Utilizando los resuitados anteriores podemos obtener la distribucién de los valores Record de
cualquier sucesién de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas como fun-
cién de la distribucién de los valores Record de una sucesién de veriables aleatorias exponenciales

estdndar e independientes.

Vamos pues a encontrar primero la distribucién de los valores Record de una sucesién de vari-
ables aleatorias exponenciales esténdar e independientes. Utilizando (2.11} tenemos gue la funcién
de densidad del n—ésimo valor Record X*("} de una sucesién de variables aleatorias exponenciales
estdndar independientes estd dada por

_ {-lg(1-F)F /(=)

!X“(") (x) - ﬂ!




{—log(1 = (1=} e~"

nl

e *
n!

(2.30)

Es decir

X*® ~T(n+1,1) (2.31)

Una aplicacién muy 1itil de este resultado es la siguiente:

Supongamos que {Xn},>; €8 una sucesién de variables aleatorias independientes con distribu-

cién comiin Gumbel estdndar Fy (z) =1 —e~"; z € R, en este caso

Fy' (w) =log{—log (1 - p)} yeb,1)

por lo tanto la transformacion (2.26) estd dada por :

Fx'(1-e™)

7x (u)

= logu (2.32)

Entonces tenemos que {)i.'(")}“)‘ﬂ es la sucesion de valores Record asociads a la sucesion {Xn}os)
se tiene que paran > 0

Xt & jog X+

donde X*® ~ I'(n + 1,1) por (2.31). Por lo tanto la funcién de distribucién acumulativa de X
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estd dada por

i

Fym () P [X =) < z]

i

P [log X < :r:]

P {X’ ) < e‘]

Fx-a {€7)

entonces

Syt () Txstm (€7} €°

= lemeees
n!

1 -
= —ertthem (2.33)

Podemos verificar esto utilizando la ecuacidén (2.11). Se tiene que:

{—log(1 - F(z))}" f ()
n!
{~log (=)} e
nf
en.1:e:-e'
!
_ O (2.34)

Fxtm (x) =

entonces podemos ver que (2.33} y (2.34) son iguales.



2.2.6 PROPIEDADES DE LOS VALORES RECORD DE LA DISTRIBUCION

EXPONENCIAL

Supongamas que { X3}, ; es una sucesién de variables aleatorias independientes y con distribucién
comiin exponencial estdndar. Las propiedades mas importantes de los valores record de esta sucesidn

se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 2.8 Sea {X;},»; una sucesién de varisbles oleatorias independientes con distribucidn
comiin ezponencial estdndar y {X '(")}ﬂ>° Ia correspondiente sucesién de valores Record. Consid-
eremos la sucesion {S;},5q, donde

5= x*@

yperan 1

5= X+n) _ x+ln-1)

Entonces {5}} ;50 € tna sucesidon de variables aleatorias independientes y con distribucidn comiin

ezponencial estindar.

Demostracion.-

Tenemos que

Js2 (8)

1l

Ixea (8)

fx: (3)

= e* £20 (2.35)
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= 0 e.0.c.
por lo tanto S ~ exp(1). Luego, para n > 1 tenemos que si s > 0
Iz @ = [ Ixens; @e)dz 3
pero utilizando el método de Jacobianos se tiene que

Txstn- 52 (2:8) = Jyetn-1) xotm (£, + 8)

[xsn-n (2} P (2,2 + 5)

donde

f(z+3)
1-F(z)

e"(“"‘) _

P(z,z+3)

e~z

¥ por (2.11) se tiene que

{—log(1 — F(=)}" " /(=)

IX‘("—H (:t) (ﬂ _ 1)!

:n—l ez

(n—1)t
sustituyendo en (2.36) se tiene que
_.xn—le—::
Jsz{s) = /:n e (—n_—l)!dﬂ’
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= ¢* (2.37)

ya que g{z) = —G—-ﬁr- z > 0 es Ja funcién de densidad de una variable aleatoria Gamma con
pardmetro n y 1. Por lo tanto por (2.35) y (2.37) las variables aleatorias de la aucesién {82 )nx0

son identicamente distribuidas con distribucién comin exponencial esténdar.

Para probar que son independientes basta probar que para todo n = 1 se tiene que
n
f53,8570-53 (80,81, -, 80) = 1 /53 (s3)
. =0
Sea n > 1, entonces aplicando 1a técnica del Jacobiano se tiene que

I53.87,.52 (80,81, - 1 80)

n~1
= [fx«@ XX @ Xe(n—1) X o(n) (50,2 85y Z 84y - Z 85, 23_1)

i=0 j=0 =0 j=0
= fx«m (sD)P(so’g::j) P zﬂj,z;)ﬂj) (28:.231)
i= = = r=

(E.i"o ’J) f (EJ=° "i) . f (E?:o s_,-‘)
1-F(s0) 1- F(Thos) 1-F(T539)
C_E;-o'-l e 2,.0 i e E;-o’f

e~ e— 2;—0 8 e" ;:ol a5

= e E;-o'i
. n

= Hg""
j=0

= ﬁfs; (23)
=0

= f(s0)

Il
™
|
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Por lo tanto se tiene también que las variables {87}, son independientes. Asf el teorema estd

probado.
QED.
Del teorema 2.8 tenemos que como X*™ = Yj=05; entonces X ~T{n+1,1).

Ahora, si la sucesién de variables aleatorias independientes {Xa},,», tiene una funcitn de dis-
tribucién comiin de la forma

Flxy=1-e"",0>0z>0

entonces las variables aleatorias {X3},>,, donde
X =0Xg,

es una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién exponencial estdndar. Luego

por et teorema 2.8 se tiene que la sucesion {53}, donde
Sg=x®

yparan>1

S; — X.(n) - Xt(n-—l)’
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€3 una sucesi6n de variables aleatorias independientes con distribucién exponencial estdndar. Esto

tltimo implica que la sucesién {Sn}, >, donde
5= X0

yparan > 1

8o = XM _ xt-1)

es una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién comin
Flz):=1-e"%0>0;z>0

y en este caso X™ ~ I'(n + 1,0).

2.2.7 PROPIEDADES DE LOS VALORES RECORD DE LA DISTRIBUCION

GUMBEL

Supongamos que {X,},>, s una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucion
comin Gumbel estdndar. Las propiedades mds importantes de los valores record de esta sucesitn

se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 2.9 Sea {Xﬂ}“Zl una sucesidn de variables aleatorias independientes con la misma dis-

tribucidn Gumbel estdndar y {X(“)}“>D la sucesion corvespondiente de valores Record. Entonces
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poro todo n > 1 se tiene gue
n8a = n (X - x®=0) « exp(1)
y las variables aleatorias de la sucesion {Sn},.», son independientes.

Demostracion.-

Sea {X}}n>; una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién comdn ex-
ponencial estdndar. Probamos en la seccién anterior que X*® ~ ['(n+ 1,1), entonces se tiene
que

x4 ’f X!
£

=1
s decir, tienen la misma distribuci6n. Entonces para n > 1 se tiene, por (2.32), para el n—é&simo

espacismiento que:

Sp = X0 _ x-1)

a n+l n
=log) X! -log)y X;
i=1 =1
L T X;
- 1°8( X

X

= 'bg(z'-;. X.-'+x;+1) (2.38)

Como 300y X7 ~T'(n,1), X5,; ~ (1,1} ¥ son independientes sabemos que[Mood}

Y, = Z::l XI‘

a2l ., Reta(n,1).
ST XG + Xars (1)
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Entonces podemos calcular la distribucién de S, de la siguiente manera. En primer lugar su

funcién de distribucién acumulativa estd dada por

Fg, (z) PlSy <]

= Pl-logY, <1}
= Pllog¥y 2 —z]
= P[¥,>e™7

= 1-Fy, (e (239)

¥ derivando (2.39) obtenemos la densidad de S, como

fsu(z) = fr (e
c—z(n-— 1) e = —nz
= -'—BW =ne ;x>0
=0 €.0.C.

Entonces S, ~ exp (n) y por lo tanto para todo n 2 1 se tiene que
n =n(X(") —X‘“‘l)) ~exp(1)

¥ de las conocidas propiedades de Lz distribucién gamma se tiene que también son independientes.

Lo que prueba el teorema.

QED.
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Un resultado que también es digno de incluir es el siguiente

Teorema 2.10 Sea {Xn},,, uno sucesidn de variables aleatorias independientes con la misma
distribucién Gumbel esténdar, sucesion correspondiente de valores Record {X (")} o ¥ sucesidn
n_

correspondienle de espaciamientos {Sp},..,. Entonces para todo n > 1 se tiene que las variables

aleatorias

Sh SZ! LRER! S“,X(n)

son independientes.

Demaostracién.-

Considérese la transformacion

g:R"H —»R"'H

definida por

(X0, XD, X®) = (8,8,..., 5, X))

= (X0 _XxO, x®_xO,  x@ _ xo-b), Xt

Sea (b:.w,---,yn“) € R+, Del sistema

n x0 _ xio

x® - x(y

b
[
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gn = X0V _ x(n-1)

el = X

se tiene que:

n
X0 = Untt — D U5 =07 (¥ 1 Uns1)
j=1

n
XD = o =3 w =07 (41,02 ¥nn1)
=2 .

n
X9 = gy - Y =03 W thi)
=it

XD < - =g7 (Y1 - 1)

X® = =gl v tain)

Entonces la inversa de la transformacion g est4 dada por

n n
g (2, ) = (mm = Ui Untl = 3 Wireeer Ul — Uns yn+:)
i=1 j=2



[ 3}

y el Jacobiano asociado es

-1 -1 -1 -+ -1 1
0 -1 -1 -1 1
6 0 -1 - -1 1
J =
0 \0 0 -1 1
0 o o 0 1
-1 1
= = 1
0

Por lo tanto s 8;, 82, .. . 34 80n mimercs positivos y £ es cualquier niumero, entonces

-fS|.Sa,....S..X(") (51,82,-. .80, T)

n n
= fxoxm, xm (x ~Y 52— 85,z -, $)

=1 §=2
n n—1 n n
= fxom|z— Zs,-) IIe (a:— Y sz— Z s_,-) P(z - 8n,z)
=1 J i=1 i=i jeitl

i, f(g)n 1(z-Sms) @

=1 "=11—F(:I:—Z;-‘=‘-8j)l_F(z_sn)

e -
i=1 - ’_Zj-i‘i e~
S5 . —1 =% i ¥} —efmen
{’_E;q lj—e. Zi"" "} ( i=1 ¢ z"““ ,) € &
= e —
c"ﬂau ;‘I-l * gmet i

n
| G2
=1 .



ay

ul "
= E—Zisl jai ¥l gnE TmET

= g T iay y(nt1)e o —e*
) e(n+l):e—e’

n . )
,-=I-Il T =

11 fs. (55) Fxeor (2)

=1

It

Entonces tenemos que

£5. 50, 5 xtm) (81182, . 80,2) = [, (81) f5, (82) -~ fi, (8n) xtm (%)

y por lo tanto las variables aleatorias Sy, 52, - ., Sn, X son independientes.

Q.ED.
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Capitulo 3

CARACTERIZACIONES Y

VALORES RECORD

El propésito de este capfiulo es presentar algunos resultados conocidos, asf como algunas contribu-
ciones nuevas sobre caracterizaciones de la distribucién Gumbel, basadas en valores Record. En la
primera seccion de este capftulo se present.an los resultados generales més conocidos para cualquier
variable aleatoria como son la de la funcién generadora de momentos y la funcién caracterfstica.
En las siguientes secciones se presentan caracterizaciones de las distribuciones Exponencial y Gum-
bel. Es aquf donde se presentan algunas identificaciones utilizando propiedades de los valores
Record. Come mencionamos en e} capftulo uno, existe una estrecha relacién entre la distribucién
de cualquier variable aleatoria continua y la distribucién exponencial y por lo que 1a singularizacién
de 1a distribucién exponencial en términos de valores Record nos permite establecer distinciones de

cualquier variable aleatoria con distribucién continua en términos de los correspondientes valores
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Record. De hecho utilizamos esta propiedad para establecer propiedades de los valores Record
de la distribucién Gumbel en la Seccién 3.3. Los demds resultados de este capftulo tienen como
objet.ivp intentar dar una respuesta a una pregunta abierta propuesta en un artfculo de Arnold y
Villasefior[Villasefior]. Al estudiar una sucesién de variables aleatorias independientes con distribu-
cién comiin exponencia]-esténda.r, uno observa, que la primera variable aleatoria de esta sucesién
¥y los espaciamientos, definidos en el Capitulo dos, forman una sucesién de variables aleatorias in-
dependientes y con distribucién comiin exponencial estdndar. Este resultado dio pie a la inquietud
de saber si esta era una condicién suficiente para caracterizar a la distribucién exponencial. Esto
no sblo resulté ser cierto, sino que Tata[Kotz], en 1969, mostré que coﬁ una condicién bastante
m4és débil, que es la independencia de la primera variable de la sucesién y el primer espaciamiento,
caracterizan a la distribucién de las variables aleatorias como una distribucién exponencial. Al
estudiar una sucesién de variables aleatorias con distribucién comin Gumbel, Arnold y Villasenor,
encuentran que la sucesién correspondiente de espaciamientos posee propiedades similares a aquelias
que tienen los espaciamientos correspondientes a la distribucién exponencial. Esto es, los espaci-
amientos son independientes y tienen una distribucién exponencial, aunque no comiin. Basados en
la experiencia sobre el estudio de los valores Record, se preguntan cuél serd la condicién suficiente
m4s débil que se debe irnponer sobre los espaciamientos de tal forma que caracterice a la distribu-
cién comuin de las variables aleatorias como una distribucién Gumbel. Ellos se enfocan sobre el
primero ¥ el segundo espaciamiento y se preguntan si el imponer ciertas condiciones mbfe estos,
serd suficiente para caracterizar a la distribucién Gumbe]. En este capftulo se presentaﬁ algunos
resultados extrafdos del articulo de Arnold y Villasefior que tratan de responder a estd pregunta,

as{ como algunas nuevas contribuciones.
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3.1 CARACTERIZACIONES GENERALES

En esta seccién se presenta la teorfa més conocida sobre las caracterizaciones de las distribuciones

de probabilidad.

3.1.1 LA FUNCION CARACTERISTICA

En esta secci6n se mencionan las propiedades fundamentales de la funcién caracteristica que nos

permiten usarla como una herramienta para caracterizar la distribucién de una variable aleatoria.

Definicién 3.1 (Funcion caracteristica) Sea X una variable aleatoria con funcidn de distribu-

cion Fx (z). La funcién caracterisiica de X se define como

éext) : =E[e™]

j:: = dFy (x)

j: * costzdFy (z) +i f" sintzdFy (z)

H

Como

eitX l = 1, eptonces

léx (@)1

il

IA

dl

e"”‘|]=E[1}=1-

Io que implica que la funci6n caracterfstica existe para todo t € R. En contextos no probabilisticos

la funcién caracterfstica se conoce como la transformacion de Fourier.
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El hecho de que la funcién caracteristica ¢ (2} determine la funcidn de distribucidn de la
que proviene es derivado por medio de una {érmula de inversion a través de la que la funcién de
. :

distribucién puede ser recuperada de ¢ (f). Esto se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Formula de inversion) Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucidn

Fx (z) y funcidn caracteristica ¢y (t). Si a < b son dos punios de continuided de Fx (z}, entonces

. . 1 T e—l'h _ e—t'tb
Fx(®~Fx(@)=Jim = [ T —orat (3.

Esto implica que distintas funciones de distribucidn no pueden tener la misma funcidn caracterfs-

1
tica.

Demostracién.-

Tenemos que

-7 it

1 (T g-ita _ o—ith
Boo=g [ e
1 'I'e—itn__e-itb ax
= EW-‘/_T——-T——-L/::E de(z)]dt

¥ al aplicar el teorema de Fubini

1 T git{z—a) _ eit(z—b)
Ir= 5;/: [[T———;-t——d: dFy (7). 3.2)



Luego por la frmula de DeMoivre tenemos que

e I 11 ) —cost(z —b) + sint(r—a) sint(z ~b)
it - it t t

y como la funcién <22, o € R/ {0}, es una funcién impar

jT gitlz—a) —e“("")dt _ jT cost (z — a) —oost(:::—b)‘"_i_/T sint{z-—a)dt
B I t

_T il 14
T sint(x—b)dt
/_T t
T gint(z —a) T gint(z — b}
j_T————-—t-———dt—j:T—t—-—dt. (3.3)

Utilizando ia funcién sgn(z) definida como
8gN (-’5) = _I(-m,ﬂ) (2:) + I(O,oo) (x)

tenemos que (3.3) se transforma en

j’r eitlz~a} _ el’t(z—b)dt gint iz - “-|

T
= sgn(:l:—a)[z—a! T ]
sint |z — b|

tlz — b

7 it

—sgn(z —b) |z —b] f_ ’; d. (3.4)

Aplicando un cambio de variable a las integrales del lado izquierdo tenemos que

T et't(‘.':—u) — eft{z—b) Tlz--a| gip ¢
/—T it @ = sgn(z -a) -m_qT
Tlz-¥l sint
— -b gl 3.5
i) [ 5 (35)



Ll

¥ como la funcién % es par, de (3.5)

T gitlz—o) _ git(z=b) Tiz—al gin¢
L - vee-a [T 5
Tie-bl g
—2sgn(z —b) m%t
0

Ahora defina

r
S(T)::L “i:lfdt,Tzo.

Un resultado conocido de célculo es que
i T
Th_.rgo S(T) = 2"
Utilizando (3.7) entonces de (3.6}

T ptt{z—a) _ it(x-b) ’
j O D o~ 2egn(z—a)S(Tlz—al)

T it

—2sgn(z —b) S (T |z - b]).
Sustituyendo (3.9) en (3.2), tenemos que

=5 [ Psga(z—a) S(T |z - al) ~ 268n(c — 5) S (T - b} dFx (2).
El integrando aquf es acotado y por (3.8)

Tli_fgofr:%L:[m(z—ﬂ)—sgn(z—b)]dﬁ'x(-’c)-

(3.6)

(3.7

(3.8)

(3.9}

(3.10)

(3.11)
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El integrando de (3.11), ¥ () = sgn(z ~ e) — sgn(z — b), cumple que

Osiz<a
lsiz=a
V’n,b(z)‘—“‘ 2eia<z<h

lsiz=b

Osiz>b

€3 decir

Yo ()= I{a} {z) + 2o p (=) + I{b} {x)

¥ como Fy {z) es continua en a y b, de (3.11)

It

]
lim fp / “dFx (z)
T—ev0

o

I

Fx (b) ~ Fx (a)

es decir

. 1 T ~ita _ ,—ith
Fx®)-Fx@=Jim = [ S—F—ox@a

T—oo -2;

Por iiltimo probaremos que esta férmula de inversidn implica unicidad para la funcién de dis-
tribucién. Suponga que las variables aleatorias X e ¥ tienen la misma funcién caracterfstica,

entonces (3.1) implica que, para a < b tales que las funciones de distribucién de X e Y, Fx (z) ¥

Fy (y), son continuas,

Px{(a,b]) = Fx(b)— Fx(a)
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Fy {b) — Fy (a)

By {(a,b})

1

Pero 1a coleccién de intervalos {{a,}] : @ < b} genera a la ¢ —dlgebra de Borel y por lo tanto X e Y

tienen la misma distribucién. Asf el teorema estd probado.

Q.E.D.

Fl teorema anterior implica que si conocemos la funcién caracteristica de una variable aleatoria,

entonces también podemos conocer la distribucién de esta.

3.1.2 UNA CARACTERIZACIONES BASADA EN LOS MOMENTOS

Para algunas distribuciones ia funcién caracteristica es dificil o imposible de calcular, pero sin em-

bargo los momentos pueden ser calculados, En el siguiente teorema se prueba que bajo ciertas

condiciones la distribucién de una variable aleatoria estd determinads tnicamente por sus momen-

toa.

Teorema 3.2 Sea X una variable aleatoria con funcidn de distribucion Fy (x) y teniendo momen-
tos uy = E [X"] = [on T'dFx (z) de todos los ordenes. Si la serie de potencias T3 o 85t tiene

un radio de convergencia posilive, entonces X es la dnica variable aleatoria con estos momentos.

Demostracién.-
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[ A

e = =B[xI]

= f * l2* dFy (z) (3.12)

—00

los momentos absolutos de X. Como la serie 3732, 45¢% tiene un radio de convergencia positivo,
entonces existe 0 < 5 < 1 tal que

H
%] s* k—_-;o 0.
Podemos tomar 0 < r < s tal que 2*r%~! < s% para k grande. Como |z|*7! < 1 + j=|*,

Boy_yr! 2ol Bpes
2k~ 2 EE- T en

para k grande. De aquf
gy 1

—o— 0

(2k - 1) s=co

y ya que g = jiy, se tiene también que

Bt 0 (3.13)

k!l k—eo

De la expansién en series de Taylor de ¢%*. tenemos que

<
=Y

ats . n ih.zk
(=5 %T)




[ &

y entonces la funcién caracterfstica de X satisface

LN I
$x(t+h) - g’ﬁj:(“)kehdpx {z)

. o n ok )
= /_ . SRRy (z) — Z %F j: (iz)* = dFy (2)

| g

oL |h|"+‘ g
oo (R 1)!”" @ ="mT

Pero tenemos que

¢ = fn (iz)* e dFx (z) - (3.14)
de donde, por (3.13),
4
dx 4+ h) = 2;—«‘-‘-(‘—)h* <. (3.15)

Si Y es otra variable aleatoria con los mismos momentos g que X y funcién caracterfstica

oy (1), también se tiene que
2 49 (1),
or(t+h)=>_ i h*, A < (3.16)
= *

Tomando ¢ = 0; como ¢(k) (0) =ity = ¢$) {0) por (3.14), ¢x ¥ ¢y son iguales en (—r,7} vy de
aquf tienen derivadas idénticas en ese intervalo. Para € > 0, sl tomart =r— eyt = —~r+tcen
(3.15) y (3-16) tenemos que ¢ ¥ ¢y son iguales en (—2r + ¢, 2r — €}. Como ¢ es arbitrario entonces
son iguales en (—2r, 2r). Usando el mismo argumento podemos concluir que también coinciden en

(—3r,3r) y siguiendo asf, tenemos que ¢y ¥ ¢y son iguales pa.ra- tados los reales y por el teorema
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3.1 de la seccién anterior X e Y tienen la mismas distribucién y as{ €l teorema estd demostrado.

QED.

Una variable aleatoria que satisface la conclusién del teorema 3.2 se dice que est4 determinada

por sus momentos.

3.i.3 LA FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS

Un corolario de importancia fundamental al teorema 3.2, presentado en la seccién anterior, es el
hecho de que la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria determina su distribucién.

En primer lugar recordemos su definicién

Definicién 3.2 (Funcion generadora de momentos) Sea X es una variable aleaioria con fun-

cion de disiribucion Fx (z). La funcidn generadora de momentos de X se define como

mx(t) : =E[e‘x]

= f” =dFy (z). (3.17)

El resultado principal de esta seccién sers presentado como un teorems aunque realmente es un

corolario de] teorema 3.2.

Tearerma 3.3 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx (z) y funcidn gener-
adora de momentos my {t). Si mx (t) es finita en un indervalo {—sy, 8], con sp > 0, entonces

Fx (z) esté determinada por mx ().




Demostracién.-

Suponga que mx (Z) es finita en un intervalo [~ g, sp], con s¢ > 0. Como
el < ofT T

¥ € y €7 son integrables con respecto a Fy (z), asi también es integrable la funcién

oo k
_ |sz|
=3
k=0

Lizego por el teorema de la convergencia dominada

my (t)

i
S
-
)

STy (3.18)

y de esta representacién sabemos que mg?) {0) = pp. Como la funcidn generadora de momentos,
my (t), es finita en un intervalo airededor del cero, entonces la serie en (3.18) tiene un radio de
convergencia positivo y el teorema 3.2 implica que los momentos, mgf) {0) = p;, caracterizan a Ia
distribucién de la variable aleatoria y por lo tanto la funcién generadora myx () también caracteriza

a la distribucién.
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Q.ED.

Al igual que las caracterizaciones basadas en la funcién caracteristica, este resultado es de bas-
tante utilidad ya que si al obtener la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria
Teconocemos que pertenece a la funcién generadora de momentos de una clase especial de distribu-

ciones entonces tendremos que la distribucién de la variable aleatoria serd de esa clase.

3.1.4 CARACTERIZACIONES BASADAS EN LAS ESTADISTICAS DE OR-

DEN

En primer lugar mencionamos las propiedades generales y resultados bésicos para las estadisticas

de orden.

Sean X, Xa,..., X, variables aleatorias independientes, con la misma funcién de distribucién
F () y funcién de densidad de probabilidad f(z). Las estadfsticas de orden de estas variables
aleatorias se definen como las variables aleatorias Xy, € Xon < -+ € Xnan que son las X3
arregladas en orden creciente. La funcién de distribucién acumulative de la i—ésima de estas

estadisticas de orden, X;.,, estd dada por

Fi(r) : =P[Xin<z]
al menos ¢ de las X5
= P
Sean menores que T

=Y (’;)F(x)" (1-F@)y (3.19)

j=i
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v la funcién de densidad de probabilidad ests dada por

frea®) = Gt @7 A= F@P @), (3.20)

Ahora, sil € < rp < < 1 < n, entonces la funcitén de densidad conjunta de X, 0y Xginye - o

Xoynes,para —c0 =rg <% ST S ST < Ty =00, 7o =0yreyy=n+1l

k & .
= . [F(zim) — Flzd]™
frl,ﬁr--,ﬂ. (Ih T2y ,mk) =nl gf(:cl) ‘I}) -Eri+l - 1)! . (3.21)

En particular, la densidad conjunta de las n estadisticas de orden es
f1,2,___n (3:1! T2y .’.l:n) = ﬂ!f (21) f (1:2) Tt f (xﬂ) .

El primer resultado basado en (3.21) es dando en el siguiente teorema.
Teorema 3.4 Sea X1, Xa,..., Xn tna muestra aleatoria de una disiribucién exponencial, F (z) :=
1-e™®2, ¢ >0; 2 >0, y sean Xy.n < Xon < -+ € X las correspondientes estadisticas de orden.
Entonces las diferencias

din = Xirtm = Xims Xom =0, § € {0,1,...,n — 1} (3.22)
son variables aleatorias independientes con distribucidn exponencial

Pldin <zl=1-¢709 z>0.
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Demostracitn.-

Para dy, dji,.. ., dn nimeros no negativos tenemos por {3.21) que

fd&n.d::n.---.d.._lm (d01 dl! e xdn)

I

1
nlf (do) f (’Zdj)
j=0
n i-1
2] f Zd,-)
i=1 =0

» =1
n!noe_c =0%
=1
" ‘—ld_
nlg®e™7 Leimt Lg%

nlo"e™ Tl te-id

n—1
] ge =i
i=0

gd)

i=0

s

Entonces la funcién de densidad conjunta de do.n.din,- - -sn—1:n €8 producto de funciones de cada

uno de los argumentos y por lo tanto estas son variables aleatorias independientes y

firn (@) = 0e 7%, 2> 0

Pldin €zl =1 =™ 92 450,

Q.E.D.

Como vimos en la seccién 1.1.4, cualquier variable aleatoria X puede ser transformada a una




variable aleatoria exponencial estdndar mediante la transformacion

Y := —log F(X)

Y :=—log(l - F(x)).

Este hecho también nos permite transformar las estadisticas de orden de cualquier muestra aleat.o-
ria en estadisticas de orden de una muestra aleatoria de la distribucién exponencial estdndar y
aprovechar sus propiedades. Ya que la funcién —log (1 — F (z)) es creciente, tenemos que s X,
la i-ésima estadistica de orden de unsa muestra aleatoria de tamaiio nr de la distribucién F (z),
entonces X2, := ~log {1l — F (X;x)) €3 la i-ésima estadisitica de orden de una muestra aleatoria de
tamaiio n de la distribucién exponencial estdandar. Por ejemplo, si X, Xs,..., Xn s una muestra
aleatoria de la distribucién F (z) = z,z € [0,1] ¥y X1:a £ X2in £ -+ - € Xp:n 800 las correspondientes

estadisticas de orden, entonces
Xi,=—log(l-Xin),i€{]1,.. .n}

son las correspondientes estadfsticas de orden para la distribucién exponencial y por e} teorema 3.4

las diferencias

- — d L3
CE:n - = i-H.m_Xi:n

1—Xitin -
bg( X ) ,i=1...,n—1




-

son independientes, lo que implica que los cocientes

1- Xt'+|:ﬂ

- X, ° i=1,...,n—1

son variables aleatorias independientes. El siguiente resultado bdsico sobre estadisticas de orden se

basa en este hecho.

Teorema 3.5 Sea X1, Xa,..., Xn una muestra aleatoria de la distribucidn F (z) y Ximn € Xan £

«++ € Xon las correspondienies estadfsticas de orden. Enionces la distribucidn condicional
P[Xr:n lexk:n =y], r>k,

es la misma que la disiribucidn de la (r — k)-ésima estadistica de orden en ung muesira de tamano

n — k de una distribucidn

T)—F
; siz2y
F(z) = ¥
0 e.o.c.

Demostracién.-

Sea r > k. Como mencionamos en el parrafo anterior, tenemos que

Xin = —log(1 - F(Xk»))

X7 = —log (1 — F (X))



son la k-ésima y la r-ésima estadfsticas de orden de una muestra aleatoria de tamaiio n de la

distribucién exponencial estdndar, respectivamente. Entonces, por el teorema 3.4, tenemos que

k-1
- *
Xk:n = z dl.ﬂ
=0

r—1
Xon=Y &
i=0

donde las variables aleatorias df,,'s son independientes y df,, ~ exp(n-i); i = 0,1,...,n — L

Entonces

PlXen €2 | X = #
= Pl-log(l = F{X,n)) < —log(l - F(x)} | ~log (1 — F(Xkn)) = —log (1 — F(y)}}
= PlX;, < -log(l - F(z)) | Xin=-log(l-F(y))]

r—1 k-1
= P [zd;:n < —log(l - F(z)) | Zd.’-.n=—103(1"F(y))]
=0

i=0
k~1 r—1 k-1
v = P{Zdznzfzms—iogu—ﬂzn | zd:,.=~zog(1—my))]
i=0 i=k =0
. rarl k—1
= P Zd.’ms—log(l—F(z))+log(1—F(u))lEd.*m=-log(l—F(y))]
i=k =0
I = o (1=F@©]
. = P Z':;d,’mg lOg(lﬂF(y))] slz>y (3.23)

Pero S12} i, ~ exp (T70E (n - i)). Por lo tanto (3.23) es igual a

r—1
e e = 1-on oo (25
i=k



siz>y (3.24)

| (1 - F(x))z.r._:(““)
B 1-F{y)
Ahora, sea ¥,_g.nx la {r — k)-ésima estadistica de orden de una muestra aleatoria de tamano n—k
de la distribucidén
e I .
A sdz>y

0 e.oc.

F*{z) =

La funcién de distribucién de Yr_gpn_ estd dada por

PlYrokin-k £ 1] Pl-log{l — F* (Yr_tm-k)) € —log (1 - F" (z))]

P X} i < —log(1 — F*(2))]
Tk

1 ‘
PlY diniS-log(l-F* (3—‘))] (3.25)
i=0

Pero YiZ¢ ' d},,_x ~ exp (2{;{,‘_1 (n—k- i)) =exp ( —ln— i)). Por lo tanto (3.25) es igual

PlYrokn—x < 7

r—1
1—exp{2(n—i)log(1 "F'("‘-”))}

i=k

1~ (1= F* (z) Eine o)

_ P S
= - (R

giz>y (3.26)

Podemos ver por tanto que (3.24) y {3.26) son iguales. Por lo tanto la distribucion P [Xem < 7| Xk =]

es la misma que la distribucién de la (r — k)-ésima estadfstica de orden de una muestra aleatoria



de tamaio n — k de la distribucion

EF{z)— F -
_L)ﬁ'sﬂ_ gz2>y
Fm=¢ "

0eooc.

QED-

Una de las caracterizaciones de la distribucién exponencial que probamos en la seccién 113
como el teorema i.2 es la que establece que entre las funciones de distribucidén no degeneradas
con soporte en B* U {0}, inicamente la exponencial tiene la propiedad de que nXi.n se distribuye
como la poblacién pars todo n. El siguiente teorema da una caracterizacion parecida que requiere

hipétesis menos fuertes,

Teorema 3.6 Sea Xi, X2,..., Xn una muesirg alegloria de la distrsbucidn F(x) y suponga que
para alguna n > 2, nX1.y, tiene la misma distribucion F (z). 5i F () es tal que lim;_o+ F{z) /z =

>0, entonces F(z)=1—-€°%, > 0.

Demostracion.-

Sea n(k) :=n*, k> 1, donde n > 2 es fijo y cumple la hipétesis del teorema. Tenemos que si

X}:’f’l‘k—]) H =min{X1,X2,...,Xn(k_1)}

2 .
x{,),(g_n ! =min {Xn(.l:—l)+1) Xa@k-1)42r- - - X‘zn(k—l)}
X{:Z(k_l) : = min { Xn—1)n(k=1)+1 X(n-Dn(k=1)4+21 - - +» Xu(k)}
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L3]

entonces

Xl:n(k) : =min {X]:'X‘Z)---,Xn(k)}

) 2
= mn {le(k-w X{:r)n(k-l)' ey X{::)(k—l)} (3.27)

Como las X;s son independientes e identicamente distribuidas, as{ lo son las Xg)l(k_l)k. De aguf
que, para k = 2, cada Xgl(k_l) e distribuye como X1y que por hipdtesis tiene la distribucion
F (nz}. Por lo tanto

Q- F@@)" =1- F(nz)

¥ por (3.27)

P [le(a) > z] =(l-Fi{nz))"=1-F (nz:t:)

Luego por induccitn tenemos que
PXpay 23] =(1 = FE)™™® =1- F(n(k)2)
¥ entonces, por un lado

P [X;m(t) < ;::T)] =1- (1 _F(ﬁ))nm

¥ por otro

P [Xl:n(k) < = F(z},

=@
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donde n > 2. Asf

&
I

F(z):l—-(l—F(;))n ,paratodo k> 1

Comeo lim,_g+ F(z) /2 = o, entonces

lo que implica que
¥ como

enfonces

F{z)=1-e"%z>0

Q.ED.

Otra caracterizacion en términos de estadisticas de orden es dada en el siguiente teorema.

Teorema 3.7 Sea F(z) absolutamente continua con funcidn de densidad f(z) = F{z). Suponga

que F(0) =0, F (x) es estrictamente ereciente para todo = > 0 y la tasa de riesge'

Hz)= ___’:E)T = —i log (1 — F(z)) (3.28)

! Hazard rate
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s mondlona para todo z > 0. Siper algunan > 2, ndpn = nX1a §(n — D diq = (0 — 1) (Xoin ~ Xta)

se distribuyen identicamente, entonces F(z) =1 — ™%, £ > 0 para alpuin o > 0.

Demostracitn.-

Tenemos que

Plndpa <z} = PlnXin <12

P [le < E]
n

- (1 _F (E))" (3.29)

It

Pltn=Ddin<al = P{(Xen—Xin) € 7]

]

f P [(Xg,, - Xim) £ ﬁ F Xim = y] Sxy (¥} dy

Ahora, utilizando la expresién (3.20) para fx,., ¥ aplicando el teorema 3.5, tenemos que

1-Fly)

n—1
= 1—n /:" (l_ﬂfﬂ) Q-FENY ' f(y)dy. (3.30)

1-Fiy)

1- x n—1
Plin—1)dim <2] = j:"[i-(ju) ]n(l—F(y))““’f(y)dv
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Como
(-rE)) = [T (-F () a-Fa s

de (3.29)y (3.30) y la suposicién que ndp.s = nX1n ¥ (n — 1)dyn se distribuyen identicamente,

entonces

jo‘” k(zy,m) (1 - F))" f (4)dy = 0 para todo £ > 0 (3.31)

donde e 1—F(y+;;5_7 n=1
k= (17 () - (W) .

Como la tasa de riesgo H (z) = —;% log{l — F (z))es monétona, log (1 — F (z)) es céncava o con-
vexa de acuerdo a si H (x) es creciente o decreciente. Sin perdida de generalidad supongamos que
H (x) es creciente. Entonces log (1 — F (z}) es concava y por tanto

log(l—-F(y+§)) 2-’l;log(l—F(y))+nT-'llog(1—F(y+—x—)),

n—1

yaquey+ £ = %(y)+"T‘1(y+;§-I),eadeciry+§ es una combinacién convexa de ¥ ¥ ¥ + 757,
y una funcién h (z) es concava si para cualquier combinacién convexa az + {1 — a) y se tiene que

hi{az + (1 —a)y) 2 ah(z)+ {1 — a) & (y). Lo anterior equivale a

(I—F(y+§))“ >(1-F(y) (1 _F(y_*__ni_l_))n—l

Por lo tanto

k(z,y,n) > (1 -F (g))" - (‘L:(T"(B@)" >0 (332)

donde la idltima desigualdad se sigue otra vez del hecho que log (1 — F{z}) es concava.. Abora,
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(3.32) implica que

k(z,y,n) =0paratodasz, y >0

que a su vez implica que
1-1&*(y+ﬂ—”_--1)=(1-F(y))(x—f«*(i‘—l))“ET (3.33)

y luego para y =0, como F {0) = 0 por hip6tesis, entonces

y de (3.33) se tiene

- r o) -0-ro e )

que es la ecuacion de carencia de memoria (1.4). Como en este caso F {z) es continua por hipétesis,
entonces no es degenerada y entonees la tinica solucién a la ecuacion de carencia de memoria es la

distribucién exponencial.
El caso cuando H (z) de.crecient.e es similar al argumento anterior.
Q.E.D.
Ahora presentamos un resultado que podria ser un recfproco para el teorema 3.4 cuando n = 2.
Teorema 3.8 Sean X y Xo variables aleatorias independientes con funcidn de distribucidn con-

tinug F(z). Suponga que F (0} = 0 y que F(z) es estriclamente creciente poru todo z > (.
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Entonces Xgz — X12 ¥ Xy son independientes si y séio si F(x) =1 — e %%, £ > 0, pare algin

" o>0

. Demostracién.-

Como ya mencionamos, el caso especial n = 2 del tecrema 3.4 implica que X2:2 — X122 ¥ X2
son independientes para la distribucién exponencial F(z) =1—e %%, 2> 0; ¢ > 0.
Ahora, suponga que X132 ¥ X292 — X1.2 son independientes. Entonces

PlXaz - X2 £z | X1a=2 = P[Xpa — X12 < 7] (3.34)

para casi todo z. Por otro lado

n

PlXags—X1a<z| X1a =7 P{Xsa<z+2}X12=12

PlXja<z+4

donde, por el teorema 3.5, X}.; es la estadstica de orden indicada de una poblacién que proviene

de una distribucién ]
Bz s
- F*(z)=
Qeo.c
Luego (3.34) queda
Fleta-Fla _p [X22 — X12 € 2 "~ (3.35)

1-F(z)
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para todo z > 0 y casi todo z > 0. Haciendo z — 0 esto implica que
PlX2a —Xy2 £ 7] = Fz}. (3.36)

Asf que si escribimos B
F(z+z)- F(2) =1— 1-F{zx+2)
1-F{z) 1-F(z)

entonces (3.35) y (3.36) implican que
1-Fz+z)=(Q1-F(@=)(Q-F())
para todo z > 0 y z > 0. Esta es la ecuacién de carencia de memoria y como por hipétesis F (z)

es no degenerada entonces es una distribucién exponencial.

Q.E.D.

3.2 CARACTERIZACIONES DE LA DISTRIBUCION EXPO-

NENCIAL GENERALES Y POR VALORES RECORD

Un resultado que probamos en la seccién 2.2.6 es que si tenemos una sucesién de variables aleatorias
{Xn}ay) independientes con distribucién comiin exponencial estandar y {X ("’}n}o es |a correspon-
diente sucesion de valores Record, entonces se tiene que la sucesién de espaciamientos entre Records
{Sa}0r donde '

o= XxO
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1)

y param > 1

S, = X™ _ xin-1}

s una sucesién de variables aleatorias independientes y con distribucién comin exponencial es-
tandar. Una pregunta que surge naturalmente de} resultado anterior es la siguiente: si se tiene
que la sucesién de espaciamientos {Sn}nso €6 una sucesién de variables aleatorias mdepmdxent.es
y con distribucién comiin exponencial entonces la distribucién comun de la sucesién {Xn},», seré
exponencial?. La respuesta a esta pregunta no es solamente afirmativa sino que, de manera m4s sor-
prendente, ha sido probado que, en el caso de que la funcidn de distribucién comin de las variables
aleatorias {Xn},>, sea continua, una condicién mucho mas débil sobre los espaciamientos carac-
teriza la distribucion de la sucesién como una exponencial. Este resultado es dado en el siguiente

teoremalKotz]:

Teorema 3.9 (Tata 1969) Sea {Xa},5; une sucesidn de varicbles aleatorias independientes con
funcion de distribucion comdn continua F (z) y funcidn de densidad f{z). Entonces F(z) es
ezponencial si y solo si Sp = X©@ y § = X — X son independientes.

Demosgtracién.-

La condicién necesaria de este teorema fue probada en el teorema 2.8.

Ahora supongamos que Sg = X0 y 8, = XU - X gon variables aleatorias independientes.

Entonces & y > 0 se tiene que

J50.5 (2, 9) = fso () f5, () - {337
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Uilizando la técnica del Jacobiano se tiene que

Jsus (z) = fx(ﬂi_x(l)-x(m (z,v)

Ixo xw (Z. 2 +3)

Jxo () P(z,z +y)

f=z+y)
= & Fw )

entonces como fs, (z) = f (z) se tiene de (3.37) que

1@ LE @) e )

Jo que implica que

flz+y)
1-F(z)

= fs, ()

e integrando con respecto a y se tiene que para todo v > 0

f (= ; (i)) dy = f' Js (W) ay

¥ luego
Flz+u) - F(z)
1-F(z)

= Fg, (u) u>0.

Usando la continuidad de F (x) tenemos que si hacemos z — 0 entonces

F (1) - F{0)

Falv) = 70
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1— F(u)

= 1= 1770
pero también por (3.38) se tiene que
_ 1-Flz+u)
P =1-"pr

Igualando {3.39) y {3.40) obtenemos que

1-Flz+u) 1-F(u)
1=F() ~ 1-F(0)

Si hacemos G (z) = }%ﬁ% entonces de (3.41) se tiene que

Gz+u)=G{z)G(u).

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Podemos reconocer a {3.42) como la ecuacién funcional de Cauchy para la carencia de memoria

que sabemos tiene como linica solucién una funcisn exponencial ya que F () no es degenerada y

asino loes G (z) Despejando a F (z) de G (z) se tiene que también es exponencial. Por lo tanto

1a prueba estd completa

Como mencionamos anteriormente, estamos interesados en caracterizar la distribucién comin

de uns sucesién de variables aleatorias independientes usando solamente las propiedades distribu-

cionales de los espaciamientos definidos en la seccién 2.2.4. Si suponemos que §) := X (M_ X tiene
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una distribucién exponencial entonces de los tecremas 2.8 y 2.9 podemos tener que la poblacion
tiene una distribucién exponencial o Gumbel. Sin embargo bajo cieftas condiciones de regularidad

se puede concluir que es exponencial.

Teorema 3.10 Sea {Xn},,»; una sucesidn de variables aleatorias independientes no negativas con
funcién de distribucidn comin continua F (z) y funcion de densided f (z). Si §; = X —~ X©
tiene una distribucidn ezpenencial esténdar y si la tasa de riesgo H (z), definida en (3.28), es
mondtona, entonces F(z)=1—-¢7%, z > 0.

Pemosiracion.-

Sin perdida de generalidad suponga que la tasa de riesgo,

H(e) = L = - s 1- F(2),

es monétona creciente. Tenemos por la hipdtesis del teorema y (2.24)

[
¢

= o= [ Hery LD

fH(s+:)H(z)(1—F(a+::))da:

I

v

H(s)f:f;(x)(x-p(sﬂ))dx

H{s)P|5, > g

H

H(s)e ® a>0

y por lo tanto H {s) < 1.
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Ahora, sz > 0

0<e‘”—j:pf(u+y)H(u)du=j:f(u-i-y)H(“)d“;’.oo (343)

0<e‘"—jj(l—F(y+u))H(u)du=j:(1-F(y+u))H(u)du;:°0. G
Como H (y) < 1, entonces 1 — F(y +t) > f (y +u) y esto implica que
-[Ca-Fa+wB@as- [T f+uH W
que a su vez implica que

L EV IR fyruHmde  __fifluty)Hudu
SV - P(I—F+uw)H{wdus Jg(l-Flu+y) H (u)du’

Por 1a regla de L'Hopital, de (3.43) y (3.44) se tiene que

. o fluty) H(u)du ) flz+yHEz)
1 5l‘_‘fof;(f—p(u+y))ﬂ(u)du Tew (- Flz+y)H(z) =H(y)

Por lo tanto H () 2 1, para todo 3. Como también probamos que H (y) < 1, para todo y, entonces

podemos concluir que H (y) = 1 para todo y. Por lo tanto tenemos la siguiente ecuacién diferencial

d
o lg(l-F@) =1
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cuya solucién es

Fl)=1—¢*

El caso cuando H (z) es decreciente es similar al argumento anterior.

QE.D.

Si se supone que {X,,}n,_, | esuna sucesién de variables aleatorias independientes con distribucidn
comin exponencial(A). Como Y%y X; ~ [ (§,A) y Xiy1 ~ I'(1, A) entonces[Mood]

_ E}:l Xj - £;=l X;

=i =— ~ Beta(i,1}.
THX Do X+ Xia )

Yi:

Ahora como la funcién de distribucién de la Beta (i, 1)

F@) = pagi )t
T B
= z"
por lo tanto las variables aleatorias
Efi:l X ‘
Z = F(¥) = ( j (3.45)
T X;

son variables aleatoria con una distribucién uniforme(0, 1) . A continuacién discutiremos las car-

acterizaciones de la distribucidn exponencial basadas en estas variables aleatorias.
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Teorema 3.11 Sea {X,}, .., una sucesidn de veriables aleatorios independientes ¢ identicamente
distribuidas no negativas tales que las variables aleatoria Z) y Z2, definidas en (3.45), son indepen-
dientes y con distribucién comin uniforme en el intervalo (0, 1}. Entonces la distribucién comiin

de las variables aleatorias {Xu},, es ezponencial(A), A > 0.

Pemostracitn.-

Para tres variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas X;, Xz y X3, Kotlarski
(1967) [kotlarski] muestra que si conocemos la distribucion de X2/X) y Xa/X} es suficiente para

determinar la distribucién comuin de las X;s. Es claro también que la distribucién de

Z = (1 + -X_l)

(e ) (14 2, 5
Z‘z—(1+xl)/(1+xl+xl

y su distribucién conjunta determinan la distribucion de Xp/ X1 y Xa/X1 v de aqui la distribucién

comiin de las X3, excepto por la escals.

Q.E.D.

El siguiente resultado afirma que no es necesaria la suposicitn de que las Z;5 sean en indepen-

dientes en el teorema 3.11 para caracterizar ia distribucién comiin de las Xis.

Teoremma 3.12 Sea {Xn},>, una sucesion de variables aleatorics independientes e identicamente

distribuidas no negativas tales que para cada n, Z, ~ U (0,1) donde 2, estd definide en (3.45). Si
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E{X)] < oc, entonces la distribucidn comiin de las {Xn},yy €8 ezpenencial(A) para alpin A > 0.

Demostracién.-

Tenemos por hipdtesis que

Zy 1= (1 U:l X;) ~ U(O,l),

para todo n. Sin embargo, por la ley fuerte de los grande mimeros I1yi, X = ElX]y eaf

X el X, n—1 x
1- ) =|1- ———— — ¢ BIXI
( i Xi n (1 e X,-) s

n i=1
_ X
Por lo tanto ¢ 11 tiene distribucién U (0, 1) y ast X; tiene distribucion exponencial(A).
Q.E.D.

Otro resultado es ¢l siguiente

Teorema 3.13 Suponga que X1 y X2 son vaerisbles aleatorias absolutemente continuas independi-

entes e identicamente distribuidas tales que

__x_l_ 8 —X1/EiX1)
Xi%G € (3.46)

Suponga ademds que la densidad comtin de X y Xa, f (z), es logaritmicamente subaditiva, es decir

F(z1) [ (z2) € f{z1 +z2) pomn todes 1, z2 >0
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y que f (0) > 0. Entonces necesariamente X; ~ezponenciol()).

Demostracién.-

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer gque E[X;] = 1. La condicién(3.46) es equivalente

1 (~logy) = [ 1@ @ - ez peraz >0 (3.47)

Ahora sea z := — logy y defina

h(z) =e*f(2)

Como f (2) es logaritmicamente subaditiva, asi lo es & {z). Con esta nueva notacitn tenemos que

{3.47) es equivalente a

h(z) = j:" h(e2) b ({1 - €%) 2) ze~%dz (3.48)

5i hacemos z — 0 en {3.48) tenemos que
k(0) = A{0) /: h(z)ze"dz
y como por hipétegis f (0) > 0, esto implica que
Kh(z)xe"dx: 1
Sin embargo por la subaditividad logarftmica de h(z),

j:’ h{e~tz)h((1 - e~*) ) zedz < f: h{e*z+ (1 — e~) z) ze~*dz
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(=
= / h(z)ze “dz =1.
[

Por lo tanto, por (3.48), h{z) < 1 para todo z. Consecue.nt.ement.e f(z) € e7* para todo 2, y como

e—*dz = 1 entonces se debe tener que f (z) = ¢~* para casi todo =.
0

QE.D.
3.3 CARACTERIZACIONES DELA DISTRIBUCION GUMBEL
POR VALORES RECORD
Nuestro primer resultado de importancia es el giguiente[Villasefior]:

Teorema 3.14 Supdngase que 51 y 25, son variables aleatorias independientes y con distribucidn

comiin ezponencial esténdar. Ademds, suponga gue f () /{e* (1 - F{z))] crece cuando T crece y

" —z _
sl.l‘l:_nm_f(n:)e =A>0

entonces las variables aleatorias { X}, tienen una distribucidn comin Gumbel (posiblemente trasladada).

Demostracion.-

Introduzcamas las nucvas variables aleatorias Y, = e, n=1,2,... ysea {Y"‘)}“)1 la sucesién
de correspondientes valores Record. Es claro que Y, se distribuird como una variable aleatoria

exponencial trasladada si y solo si X, se distribuye como una variable aleatoria Gumbel. De la
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hipétesis de que 5 LS 25 ~ exp(l} se tiene que

e YO . yny?
Uh=¢ s‘=l—,m)fU1=e”°=(m (3.49)

son variables aleatorias independientes y distribuidas uniformemente en el intervalo (0, 1).

Si F(-) ¥ £(-) son la funcién de distribucién y la funcién de densidad comunes de las variables

aleatorias Y3 entonces si aplicamos el método del Jacobiano, {3.49) se reduce a

1 (uo /i) flymw) o 8
(T~ Fluoyare) (L - F (ymwa))? 9 2% =1

0 < up<lO<u <1 (3.50)

Juo,uy (u0, w1)

La condicidn de que f(z) /[ (1 — F(z))] crece cuando x crece es equivalente a la suposicién
de que F(), la distribucién comiin de las Y5 es IFR. Es decir. la funcién r(u) = rr{ilos es
creciente. Si en (3.50) tomamos el Mtmite cuando tig ¥ u; | 0se tiene que [3° f (uz) (%;)dug =4
Pero por IFR, r{u) > A para todo u y la igualdad se obtendrs en (3.50) si y solosir(u) = A, es

decir que Y ~ exp{A). Por lo tanto las X, tendrdn distribucidén Gumbel.

QED.

3.4 NUEVOS RESULTADOS

En el teorema 2.9 de la seccion 2.2.7 probamos que #i {Xq},,>, €8 una sucesién de variables aleato-

rias independientes con distribucién Gumbel esténdar y { X} _1a sucesion correspondicute de
ﬂ—
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valores Record, entonces para todo i > 1 se tiene que
Sy =n (X® - x®1) ~ exp(1)

y las variables aleatorias de la sucesién {Sn},>; s0n independientes. Al igual que antes podemos
preguntarnos que condiciones sobre la sucesién {nSa},5, son suficientes para caracterizar la dis-
tribucién comin de las variables aleatorias independientes {Xn},5,. Obviamente el hecho de que
cualesquiera dos de estas variables aleatorias 15; y 5 sean independientes no caracteriza la dis-
tribucién comyin de las variables aleatorias {Xn},5; ¥a que tal independencia es observada tanto en
el caso en que las variables aleatorina tienen distribucién exponencisl como en el caso en que tengan
distribucién Gumbel. También es claro que no se puede tener que en el caso de que las variables
aleatorias tengan distribucién comtin Gumbel las variables aleatorias S y 51 son independientes ya
que el Teorema 3.9 implica que si esto ocurre entonces las variables aleatorias tienen distribucién
comtn exponencial. Si se tiene que Sp y 1Sy, (n > 1) son independientes, entonces, suponiendo la
comtinuidad absoluta de la distribucién comdn de las variables aleatorias, Nayak(1981) {Nayak] ha

probado que la distribucién comiin de las variables aleatorias exponencial.

Si tenemos que §; ~ exp{l) e claro que no podemos caracterizar a la distribucién Gumbel.
Que pasa ahora si nos enfocamos sobre los espaciamientos 5y y S27. Una respuesta estd dada en el

giguiente teorema

Teorema 3.15 Sea {Xn},>, wma sucesion de variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con funcidn de distribucion acumulative F(z), funcidn de densidad de probabilidad

f(x) y sucesion de valores Record asociada { X =) . Una condicién necesaria y suficiente pare
>0
nz
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gue las variables aleatorias tengan una distribucidn Gumbel (posiblemente trasladada) es que 5) =

X _ x4 285 = 2(}((2) - X(l)) sean independientes, fs, (0) = 1 y la funcion g{t) :=

et (—log (1 — F(t}}) sea monélona.

Demostracion.-

La condicién necesaria de este teorema fue probada en el teorema 2.9 de la seccién 2.2.7.

Ahora supongamos que §; = X — X® y 28 = 2(X(2) —Xm) son independientes,

f5.(0) = 1 y la funcién g(t) := e‘;‘(—log(l — F(t))) es monétona. Por (2.25) tenemos que la

distribucién conjunta de 51 y Sz estd dada por

f(z+s8) flea+s+t)
@ = [ @O R e "

8 > 0,t>0
De esto podemos obtener ficilmente 1a distribucién conjunta de 53 y 25; como

[s25:(8,8) = fs,.5 (3. ,;_) %

flzt+s) flz+s+3)]
f_:”) @I FETaa™

It

De (2.24), tenemos que

fs, (8) = fmf() (z;(s)) s>0

fsa(a)=[:{_bg(l—f(j‘g}(zf)(x)f(z+s)
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Luego 1a densidad de 25; es

fas; (8} = [s (%)%

f"" {=log(1 —F(z))} f{z) =+
- 1- F(z}

-4
3) %dx . (3.55)
Aprovechando estos resultados y haciendo uso de las hipstesis del torema se tiene que

5125 {0,0) = fas, (0)
@ . _1f®_f@)lgl-F@)
= 2jm(l—F(:c)) 2f 1-F(z)
f(2)® + f(z) g (1 — F(x))(l F(x))
= [, (- F@) =0
I(z)? (f(=)+1°g(1—F(z))(1-F(r)))dt 0.
—en 1-F@)

(3.56)

Sin perdida de generalidad podemos suponer que la funcién g (t) := €7 (—log (1 — F (£))) es cre-
ciente. Como 1 Funcién log (z} es creciente, asf lo es log (g (t)) = log{—log (1 — F(t)}) —t. Por lo

tanto

2 (log(~1og(1-Fa) -2) 2 0

d d
2 1og (~log (1~ F(@))) 2 5
£ -lg(1-Fz))
“g(1-F@) °
> }I—xogu—mx))z-logu—mz))
- !5::2)_ log{l — F{z)) vzeR
1)

T FE S (1 F(z)) Vz€R
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= f(z)+lg(l-Fzh(l-F(=)20 VY € R.

Entonces tenemos que la funcién k (z) := f{z) + log(1 — F(x)){L — F (z)) toma el mismo signo

toda la linea real. Entonces, por (3.56), tenemos que

k(1)

i

JO+lg(1-FNOA-F()=0 VieR

~fit)=log(1-F(@)(1-F()

) -
TTFG - log(1 - F(t))
%103(1 - F(t))=log(1- F (1))
glg-F@) _,

log(1— F (&)
—flos(1-F (@) .
—log ({1 - F(t))

d
% log(~log (1 ~ F(e)) = 1

1

log(—log(1~F(t))) =t+c . jccte.
log (1 - F (1) = &

1- F(t) = e"'

F{ty=1-e"

es decir, la distribucién comin de la sucesién de variables aleatorias es Gumbel {posiblemente

trasladada).

E) caso en que la funcién g(2) := e~* (—log (I — F{t)}} es decreciente es andlogo.
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QED.

El siguiente resultado elimina la hipétesis del Teorema 3.14 que exige que ity oo flxye*=

A0

Teorema 3.16 Supdngase que 51 y 252 son variables aleatorias independientes y con distribucion
comtin exponencial esténdar. Ademds, suponga que f(z)/[e* (1 — F (z))] es mondiona. Entonces

Ias variables alealorias {Xu},, tienen una distribucidn comin Gumbel (posiblemente trasladada) .

Demoetracion.-

Supongamos pues que Sy y 253 son variables aleatorias independientes y con _distribucién comvin
exponencial esténdar. Como se menciono en la prueba del Teorema (3.14}, si definimos Y, := e¥n
y Y™ := X las variables aleatorias

y© Yy 2
e T — e g™ =
Uo.—e '—Y—m-yUl.—er”’— -Y-'T;)'

son variables aleatorias independientes uniformemente distribuidas sobre el intervalo (0,1) y si F'
y [ son la funcitn de distribucién acumulativa y la funcién de densidad de las Y, ’s, entonces de

(3.50) tenemos que

I o [ ()
S, (w,u1) = o (- F (uoytnua)) 1 - F (\}:Hua))

0 < wp<l,0<y; <1

f(w) %zdw =1
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¥ haciendo tender u; a 1 entonces tenemos que

£ (uouz) £ (ug)
o (L — ¥ (uouz)) (1 — F'{uz))

ot
f(uq)?dug=1;0<ﬂo<1

y al derivar con respecto a up se tiene que

£ (u2) “-2 (1 - F(“ﬂ“?)) Df (uguz)uz + F* (upua) up B
s Fap! % [ (1— F (sow))’ dip = 0 (357)
D < w<l
¥ haciendo tender ug a 1 se tiene que
(f (w2))” [(1 = F(w)) Df (w2} + £ ()] 3 -
fw (- F )’ g = (358)

Como en el intervalo [0, 00) la funcién g1 {ug) = ;%{L;)()-l)?g e3 no negativa, entonces se tiene que

si la funcitn

B () = (1~ F (52)) D (ua) + f* (ua) (3.59)

conserva ¢l miso signo para todo ug € [0, o) entonces por (3.58) se tiene gue

[(1- Fu2)) DS (wa) + Pu)] =0 jua€[0,00)

o que implica que
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Df(w) _  —f(u)
J (uz} (1- F(u))

= Dlogf (us) = Dlog {1 - F (v2))

= log f(ug) =log (1 - F'(wz)) +¢ ¢ cte

= flwm)=k (1 - F'(ue)) ;k cte. no negativa

“flw) __,
(1 - F(u2))

= Dlog (1 - F‘{u,)) = —k
= log(1-Fl(u)) = —kw+a
= 1- F(u)=ke™

= Fluy)=1- KyeFua

Por lo tanto las variables aleatorias Y, := e¥» ‘tendrfan distribucién exponencial y asf las vari-
ables aleatorias X, tendrian una distribucién Gumbel. El hecho de que la funcién A (w) =
(1 - F’(ug)) Df (uz) + f? (u2) no cambie de signo en todos los reales positivos es equivalente al
hecho de que la funcién .

ha (g) o= ) _ : (3.60)

sea monétona, que es decir que la distribucién comin de las Y, tenga tasa de incremento creciente
(IFR) o tasa de incremento decreciente {DFR). La relaci6n entre las funciones de distribucién y la

funcion de densidad de probabilidad de las variables alestorias originales {Xn},»:, F () ¥ f(),
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con las de las nuevas variables aleatorias Yy := %~ son las siguientes

Flw) : =Plfa<uy ;u>0
= P{ex“Su] ) .
= PIanlOgﬁ]

= Flogy]
y esto implica pues que
fly=flgn)l  u>0.

También podemos escribir de forma mas cémoda las siguientes relaciones

F(z) = F(e) (3.61)

f(@) = fle) e’ (3.62)

Entonees la condicién de que la funcisn en 3.60 sea mondtona es equivalente al hecho de que la

funcién

f (=)

FO-F@) (363)

sea mondtona. Por lo tanto el teorema queda demostrado.
Q.ED.
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