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Introduccién

Sea D una digrafica, V(D) su conjunto de vértices y F(D) su
conjunto de flechas. Un conjunto N ¢ V(D) es un nucleo de D si: N
es independiente (no existen flechas de D con ambos extremos en N)
y absorbente (para cada x € V(D) — N existe y € N tal que (x,y)
F(D)).

El concepto de nucleo de una digrafica fue introducido por John
Von Neumann y Morgenstern 1944 en el contexto de la Teoria de
Juegos, ellos probaron que toda digrafica finita sin ciclos dirigidos
posee un (inico nicleo.

El concepto de nicleo de una digrafica tiene aplicaciones en:
problemas de toma de decisiones, en teoria de juegos como en el
juego de Nim, en la ubicacion de radares, en légica y en muchas
otras areas, esto ha hecho que crezca el interés por encontrar
condiciones suficientes para la existencia de niicleos en digraficas.

En 19353 Richardson demostrd que toda digrafica sin ciclos dirigidos
de longitud impar posee nicleo.

Este es ahora un resultado cldsico sobre la existencia de nucleos en
digraficas.

El problema de la existencia de un ntcleo en una digrafica dada ha
sido estudiado por varios autores. ‘

En 1981 M. Kwasnik introdujo el concepto de (4.¢)-nicleo que es
una generalizacion del concepto de micleo en una digrafica y

* demostré una generalizacion del teorema de Richardson; probo que

toda digrafica fuertemente conexa sin ciclos dirigidos de longitud no
congruente con cero modulo k posee un £-niicleo.
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En el presente trabajo se expone una recopilacion sobre la existencia
de (4.¢)-nucleos en digraficas explicando en detalle los métodos

usados para la obtencién de condiciones suficientes para la
existencia de (¢.4)-nucleos en digraficas.

Antes de continuar definiremos lo que es un é-nlicleo, y un (4.6)-
nacleo, 622,¢2> 1.

Sea D una digréfica ¢ y ¢ nimeros naturales con 4>2,¢> 1. Un
conjunto J ¢ V(D) sera llamado un (4.£)-nicleo de la digrafica si:

1. Paracadax’#x, x,x’eJtenemosdp(x,x’) =4

2. Paracaday € (V(D)-J) existex € Jtal que dp(y,x) <¢.

Un 4-nicleo es un (4.4- 1) —ntcleo, para4 =2y ¢=1 es un nicleo en
el sentido de Von Neumann.

El trabajo desarrollado en esta tesis “(4./)-nucleos en digraficas” se

‘basa en los trabajos de investigacion publicados por investigadores

mexicanos y extranjeros. Los investigadores mexicanos son:
Hortensia Galeana S., Hugo Alberto Rincén M. y Victor Neumann
L. Algunos de los 1nvest1gad0res extranjeros son M. Kwassnik, C.
Berge, P. Duchet.

La tesis contiene cuatro capitulos: El Capitulo T “Semintcleos y
Nucleos en Digraficas”; el Capitulo II “4 y (4.¢)-nucleos en
digraficas”; el Capitulo IIl “4-niicleos en digréaficas” y el capitulo IV
“Una condicion suficiente para la existencia de #4-nucleos en
digraficas”. Antes de desarrollar los cuatro capitulos hacemos un
glosario con los términos mas usados.
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Definiciones

Una digrafica D es un par (V,F) en donde V es un conjunto finito no
vacio y F un subconjunto de VxV que no contiene pares de la forma
(v,v). Los elementos de V son los vértices de D y los de F las flechas.

Vi
Vi

V2
Vs

V4 V3 DzI

D]i

V(D)) = {V,V,V3,Va,Vs}
F(Dy) = {(vi,v2), (V2,va), (Va,v2), (V3,Va), (Va,V3), (Va,Vs), (Vs V1),

(v1,vs)}
V(Ds) = {vi}
F(Dy) =&

Si f = (v,v2) € F diremos que f va de v, a v,, que v; y v, son las
terminales de fy que v, es el vértice terminal inicial de fy v, es el
vértice terminal final de f. Si ademéas v € S, c V(D) y v; € S; ¢
V(D)sedirdque fvadev,aS;, deS;aS;0de S av,.



Si (vy,v2) € Fy (va,vy) € F diremos que f = (v,,v,) € F es una flecha
simétrica.

; En el siguiente ejemplo tenemos los conjuntos de vértices y flechas de
D:
V(D) = {V],VZ,V3,V4,V5,V6}
F(D) = {(VI’VZ): (V],V4), (V25V3)a (V3,V5), (V3,V4), (V4:V3)s (V4’V5)5 (V5>V6)s
(VS:V4)a (v63V3): (V67vl): (VZaVS)}

Vi

V3
Vi

hald
4
S
p=y

Va
Vs

81 = {vi,va,v3}

82 = {V4,Vs,vs}

V;e§cV VgelcV

f= (V3,V6) va de S| a Sz

f=(v3,v¢) es una flecha simétrica de D.

oy
=



Una digrafica D se llama simétrica si siempre que (u,v) es una flecha
de D, entonces también lo es (v,u). Existe una correspondencia
natural uno a uno entre el conjunto de digraficas simétricas y el
conjunto de graficas. Una digrafica se llamara asimétrica u orientada
si siempre que (u,v) sea una. flecha de D, entonces (v,u) no es una
flecha de D. Asi una digréfica asimétrica puede obtenerse desde una
grafica G asignando una sola direccién a cada arista de G,
transformandose G en una digrafica orientada o asimétrica.

Una grafica fmita (G) es una pareja ordenada formada por un
conjunto finito, V junto con un conjunto (posiblemente vacio) A

(separado de V) de subconjuntos de dos elementos (distintos) de
vértices de V.

Grifica G Grifica orientada de G o
Digréfica D.

S

Digrafica simétrica
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Una digréfica D, es una subdigrafica de una digréfica D si V(D,) ¢
V(D) y F(D,) ¢ F(D) y se denota D, < D.

0 0
Digrafica D Subdigrafica D,

Si U es un subconjunto no vacio del conjunto de vértices de una
digrafica D, entonces la subdigrafica (U) de D plena o inducida por U
es aquella digrifica que tiene como conjunto de vértices U y cuyo
conjunto de flechas son todas aquellas de D que unen vértices de U.
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M Va2 Vi
vy V3
Vg Vs
V4 Y4
Vs

_ Subdigrafica de D inducida por U
Digrafica D U ={v,, v3, V4, v}

La parte asimétrica de D (Asym(D)) es la subdigrafica generadora de
D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D y los vértices son
todos los vértices de la digrafica D.

B

Asym(D):

D:
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Una buena coloracién de vértices de una digrafica es una coloracion
de los vértices de manera que vértices adyacentes tengan distinto
color.

El nimero cromatico (D) de una digrafica D es el minimo namero m
de colores para el cual una digrafica tiene una buena coloracion con
m colores. Si x(D) = n, entonces la digrafica se llama n-cromatica.

_ 1 1 1 |
D, : ' >
2 2 1 2 D 3
D 4

D,

2 1




x(D1) =1

(D) =2
x(D3) =2
x(Dg) =3
x(Ds} =3

Sean u y v vértices (no necesariamente distintos) de una digrafica D,
por un u-v semicaming dirigido se entiende una sucesion alternante
finita

u=u0,f|,ui,fz,....,un-l,fn,un=v (l)
de vértices y flechas empezando con el vértice u y terminando con el
vértice v, tal que f; = (u,u;) 0 f; = (u;, u;.,) es una flecha de D parai =
1,2,....n,

El nimero n (el nimero de ocurrencias de las flechas) se llama la
tongitud del semicamino dirigido. Si fj = (u;.;,u;) es flecha de D para
cada i = 1,2,...,n en (1) entonces la sucesién (1} se llama un y-v
camino dirigido.

V3

Vi : V3

Vs V4

Semicamino dlrlgldo CI: v]!(vlsvz)s VZa(V4aV2): V4,(V3,V4), V3,(V3,V2),
va,(Va,Vs), vs€s un seniicamino dirigido v-vs.

Camino dirigido C,: vy,va,v3,V3,Vs €s un vi-vs camino dirigido.

9



El camino dirigido se denotara cerrado si vy = v,

La longitud del camino dirigido es n si C = (vo,v., vo) y la
denotaremos por ¢(C ), asi£(C ) =n.

C 1 (V1,V2,V6,V1,V4,V5,Ve,V3) €8 un camino dirigidoy ¢(C ) =7
C 21 (V1,V2,V3,V4,Vs,Vg,V)) €5 un camino dirigido cerrado y ¢(Cy) =6

Una trayectoria dirigida que une a u con v es un camino dirigido
U = Up,Uy,...,U; = v en el que ningun vértice se repite, una trayectoria
dirigida une auy vy lallamamos una u-v trayectoria dirigida.

En la digrafica anterior T(vy,vs) = (v,V2,V3,V4,Vs) €S una trayectoria de
Vi avs.

Por la distancia dirigida dp(x,y) del vértice x al vértice y en una
digrafica D entendemos la longitud de la trayectoria dirigida mas

16
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corta desde x ay en D. dp(x,y) = min { ¢(T) | T es una Xy-travectoria
dirigida}.

La longitud de una trayectoria dirigida T; ¢ ( T ) es el nimero de
vértices sobre la trayectoria menos uno.

X2

X
X3

Xg Xq
X5

Ty(x1-x6) = T1(X1,X2,X3,X4 X5,X6), £ (T1)=3, Ta(X-Xe)=
Ta(x1,X2,X3,X4 X2,%6), € (T2) =3

Ta(x1-X6) = Ta(X1,X7.X6), € (T3 ) =2

T; es la trayectoria mas corta de x; a X¢.

Un conjunto independiente J de una digrafica D es un conjunto de
vértices en donde cada dos vértices son no adyacentes.

1(D) representa el numero de independencia y es igual a la maxima
cardinalidad de un conjunto independiente de vértices en D.

I



Vi V2 V3
\Z]
Q 9
/ \ b
Q
Vs Ve V7 Vg Vo

{V],Vi,Vj,V4},{Vs,V6,V7,V3,V9}, {VS,VG,V'],VS}, {vl:v6}: {V],V?,V4} son
algunos conjuntos independientes de vértices, donde I(D) = 3

Sea D una digrafica. Diremos que S < V(D) es un seminucleo de D

si: '

a) S es independiente

b) Para cada flecha que va de S a x {en virtud de la condicién anterior,
xeV-8), existe una flecha f” que vade x a S.

o

\% \
vy 2. 3 Vs

Vio Vo



al

Ejemplo de Seminucleo
S = {vy,v3,v3,v4} es un seminacleo de D.

Sea N < V(D). N es un nacleo de D si
i} N esindependiente
ii)) Paratodo xe V-N existe una flecha de x a N.
N = {v|,v3,v3,v4} es un nucleo de D porque es independiente

Un conjunto J ¢ V(D) se llama un (4.¢ )-ntcleo de la digrafica D si
(1) paracadax’#x € Jtenemos dp(x,y) = 4

(2) paracaday € (V(D)~J)existe una x € J tal que dp(x,x’) <¢

Un é-nacleo es un (¢,4-7)-nacleo; para 4 =2 y ¢ = | tenemos un nicleo
en el sentido de Berge.

Vi V2 V3

V4
Vg

v
8 ¥y Ve Vs

J=1{v,v4,v7} s un (3,2)-niicleo

Vi,Va, V€D
dp (vi,v4) =3
dp (va,v7) =3
dp (vs,vi) =3
(=2

Seav, e V-]

13



dp(va,vi)=2 yv2<2

de la misma manera para V3,Vs,Ve, Vs, Vo

Vio Vs

Vo Vg

Vg V7

J={v1,vs,vs} es un (4,3)-nicleo

. v],V5 el
dp (vi,vs) = 4
dp (vs,ve) = 4
dp (ve,v1) = 4

Todo punto que no esta en el (¢.¢)-nucleo xe V(D) — J tiene dp(x,v) <
3. Donde v es un elemento del (4.£)-nicleo.

Se dice que un vértice u estid conectado a un vértice v en una
digrafica D si existe un u-v semicamino dirigido (o equivalentemente

14



un v-u semicamino dirigido) en D. Se dice que una digrifica es
conexa si cada dos vértices estin conectados. Una digrafica que no es
conexa la llamamos disconexa. La relacion “estd conectado a” es una
relacion de equivalencia en el conjunto de vértices de una digrafica; la
subdigrafica inducida por los vértices en una clase de equivalencia es
una componente conexa o una componente de D.

V2
vi V2
Vi
[OE
Dy D,
Vi
vV ﬁ
Vs
Ve
¥i Ve . Vs
" ) @ ’
V3

D, es disconexa, D, y D5 son fuertemente conexas.

15



Sea D una digrafica, consideremos en V(D) la siguiente refacion
binaria ~ ; u,v € V(D) u™r v siy sélo si existe una uv-trayectoria
dirigida en D y una vu-trayectoria dirigida en D; ~ es de
equivalencia; las clases de ecquivalencia son las componentes
fuertemente conexas de D o componentes fuertes; si D tiene una Unica
componente fuerte se dird que D es fuertemente conexa.

Un ciclo es una sucesion de vértices de D, C = (0,1,2,...,n-1) tal que
(1,i+1) € F(D) (notacion mod n).

Sea ¢ un numero natural 4 > 2. Un conjunto J ¢ V(D) se llamard un
4-nicleo de la digrafica si:

1) Para cada x,x” € J tenemos dp(x,X’) >4

2) Para cada y € (V(D) - J), existe xelJ tal que dp(x,x’ ) < 4-7

Cuando toda subdigréfica inducida de D tiene nicleo, se dice que D
es nucleo-perfecta o y se denota NP. Note que el 4-nucleo de D es el

nicleo de una digrafica D" obtenida de D poniendo una flecha xy si
existe en D una trayectoria dirigida de x ay y de longitud < 4-/.

Y2
Vi VZ
v Vi
V3
Vg
Vg Vi V4
Vg Vg
Vs Vs
V7 V1
Vﬁ Ve .
{vi,vg,vai=1 {v,V4,V7} €5 t_;}n nucleo
Es un 3-nucleo enD

16



D es bipartita si existe una descomposicion de V(D) en dos
subconjuntos independientes ajenos.

V2

Vi

Vi= {Vovi,vavaly Vo= {vgvs,ve,vsd  son  los  conjuntos
independientes, D, es bipartita y D, no es bipartita.

D es R-digrafica si toda subdigrafica plena de D posee un seminicleo
no trivial (es decir, no vacio).

17



Vi

. T
r Vi V3
8]
Vv
Ve Vs V4
., Subdigrafica
R-digrafica
Vi Vi
Ve
V7
o
Vs V3 Va4 V3
V4
La subdigrafica
D no es R-digrafica inducida por
{v\,v3,v4} no tiene
seminucleo.

18



Una digrafica D se llama ciclicamente k-partita (k 2 2) si uno puede
hacer una particién del conjunto V(D) = Voo Vi& .8 Vi tal que
si (u,v) es una flecha de D, entonces ue V; y veV;., (notaciéon mod
k). En el caso de que k = 2 obtenemos una digrafica bipartita en el
sentido usual.

La distancia de un punto hacia un conjunto J s¢ define como:
dp (x,J) = min { dp (x,y)l yeJ}

Sea T = {zg,Z1,..,Z,} una trayectoria de una digrafica D, T es una
subdigrafica de D. ¢ (T) es la longitud de T. Dados z,z € T,

 denotaremos por [ z;,T, z] el camino dirigido desde z; a z; contenido
enT

Una cuerda del camino dirigido T es una flecha de D de la forma
(z;,z;) donde j # i+1y {22} € {Z0:21,-2a}-

Una cuerda corta de T es una flecha de la forma {i,i+2} con
0<i<n-2.

Vi V2 V3

V4

Vs Vi V5

Vo
T = {Vl,Vz,V3,V4,V5,V5,V7,Vg}

(v1,Ve) €s una cuerda
+ (v3,v4) €5 una cuerda corta

19



Denotamos a [u’,C,v’] como el subcamino dirigido de u a v contenido
en C.

20



Capitulo 1

El objetivo principal de este capitulo-es demostrar que toda R-
digrafica contiene al menos un nucleo.

Sea D una digrafica. Diremos que S < V(D) es un seminiicleo de D

" osi

a) S es independiente

b) Para cada flecha que va de S a x (en virtud de la condicion
anterior, xe V-8), existe una flecha f que vade x a S.

D:
Y1 v,

Vs : Vs

S = {v;,vp,v3}es un seminucleo de D

Sea N ¢ V(D). N es un nticleo de D si
i) N es independiente
it)  Paratodo xe V-N existe una flecha de x a N.



A%
Vi 2

V3

V7

V4
Vs

Vs
N={ v, v;3, Vs } es un nicleo

D es R-digrafica si toda subdigrafica plena- de D posee un
seminiicleo no trivial (es decir, no vacio).

Vi & V3
V2
v
Vg Vs V4

R-digrafica Subdigrafica

En este capitulo daremos algunos lemas y teoremas acerca de la

existencia, primero de seminucleos de una digrafica y luego de la
existencia de nucleos de una digrafica.

22



El resultado principal de este capitulo es el Teorema de Richardson
“Si D es finita y no posee ciclos impares, entonces D es R-
digrdfica y, por consiguiente posee un nicleo.”

El primer teorema sobre seminucleos de digraficas es 1.1 “Todo
seminiicleo estd incluido en un seminiicleo miaximo ™"

Empezando con las condiciones para que existan semintcleos
llegaremos paso a paso a la definicién de niicleo de una digréfica.

El siguiente Teorema es el 1.2 “Toda R-digrifica posee al menos
un nicleo”.

“Si D es finita y no posee ciclos impares, D contiene un
seminticleo™"l.
Este Teorema nos da una condicion para que una digrdfica tenga un
seminticleo, enseguida veremos el Teorema

“Todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un
ciclo dirigido de longitud impar”'")

Este teorema lo usaremos en forma generalizada en todos los
capitulos posteriores de este trabajo de tesis.

Como penultimo teorema de este capitulo veremos el Teorema L35
“Si D es finita y no posee ciclos impares, entonces D es R-
digrifica y, por consiguiente posee un nicleo.” f2]

Y finalmente presentamos el Teorema de Richardson como un
. o

corolario™ del teorema 1.5 y resultado de los lemas y teoremas

anteriores.



D es finita y no posee ciclos impares

Vi
V2

Vg

V3

N
N

il
-

V7 Va4

"‘I

Vs

N = {v,,v3,Vs5,v7} €s un nucleo.

En este Capitulo se demuestra que toda R-digrafica contiene al
menos un nucleo.

Pueden demostrarse varios teoremas sobre la existencia de nicleos
de un modo mas transparente, probando que las digraficas que se
consideran son R-digraficas.

Como ilustracion de este procedimiento, se dard una demostracidn

del Teorema de Richardson y se probard que toda digrafica bipartita
es R-digrafica.

24



Teorema 1.1. Todo seminucleo esta incluide en un semincleo
nuximo.

La demostracidn se obtendra como consecuencia de los lemas Lema
[.1 y Lema [.2.

Lema I1.1. El conjunto de seminucleos de D, ordenado por
inclusion es inductivo superiormente.

Demostracion.
Ser inductivo superiormente significa que toda cadena tiene cota
superior.

Sea C una cadena de seminucleos de D, es decir, una coleccion de
seminucleos tal que si S5,,S; € C, se tiene S, < S, 0 §;, c §;.
Pongamos U = US

SeC

Tenemos que demostrar:

a) U es independiente, pues si existiera una flecha f(v,,v;) con sus
dos terminales en U, se tendriav, € §, € Cparaalgun 8§,y v, €
S;eC para algin S,. Luego v;,v, € max (§8,,S,) €C, lo que es
impostble.

U=USi

SeC

>
no puede ser



b) Si f es una flecha que va de U a x, existen s y S tales que = (5,X)
y seSeC. Como S es seminicleo existe una flecha £ que va de x
a S y por consiguiente a U. c.q.d.

U es independiente.
Si existiera f con sus
dos terminales en U

Lema 1.2. Sea S un seminiicleo de D, B = {v € V-S [no existe
flecha de v a S} y 8’ un seminticleo de la subdigrdfica (B)
inducida por B. Entonces S S’ es un seminiicleo de D.



Demostracion.

Por demostrar que S U S’ es independiente

Sean u,v € (S U §’) supongamos que existe una flecha de u a v de
tal forma que se consideren:

i) ues§, veS

it) ueS,ve§

iii) ue§,veSs

iv) ueS§,ve§

No pueden cumplirse i) vy ii) por ser S y S’ semintcleos y por lo
tanto independientes; iii) es imposible ya que S’ < B. Finalmente si
iv) se cumpliera, existiria otra flecha de S a S, por ser S semintcleo,
lo cual satisfaria iii). Luego S w S’ es independiente.

Pongamos'A =V-(SUB). Seafunaflechade SuS ax. Si
X€A, obviamente existe una flecha de x a S y por consiguiente a
SuSs’.

Si x ¢ A f necesariamente sale de S’ (pues no hay flechas de S a
SUB)) y llegaa B — S’ y por ser S’ semimicleo de (B), existe {* de x
a S’ y por consiguiente a S S’.Oc.q.d.

Teorema I.2.Toda R-digrdfica posee al menos un nucleo.
Demostracion

Sea D una R-digrafica, S un seminucleo maximo de D y
={ve V-S| no existe flechade v a S}.
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"~ no existe

Probaremos que B = @ y por lo tanto S es un nucleo de D, pues si se
tuviera B # @ existiria un seminticleo S’ # & de la subdigrifica (B)
inducida por B. S U §’ seria un seminucleo de D por el Lema L2 y
‘contendria propiamente a S lo que contradice la hipotesis de
maximalidad de S.C c.q.d.

En realidad como es facil de observar, el que D sea una R-digrafica
implica que toda subdigréﬁca plena de D contiene un nicleo.

Que D sea R-digrafica significa que cada subdlgraﬂca inducida
posee un seminucleo # &.

Sea H una subdigrafica inducida de D. Toda subdigrafica inducida
de H es-también una subdigrafica inducida de D y por lo tanto tiene
seminicleo no vacio.

Por lo tanto H es R-digrafica y por el Teorema 1.2 tiene un nuicleo.

Se dara ahora, como una aplicacion del Teorema 1.2 el Teorema de
Richardson.
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Teorema 1.3. Si D es finita y no posee ciclos impares, D contiene
un seminticleo.

Demostracion.

Definamos en V las relaciones & y v

ayv’ <v siy solo si existe en D un camino dirigido de v a v’
) M L4 T 3 H)

b)j v siystlosi v Ve yvie v

Ejemplo

Vi V2 V3

\Z Ve Vs Va4

Vv, < V| porque existe un v,-v, camino dirigido (v,ve,v1)
v, < v,y existe un v4-v, camino dirigido (v4,va)
y V4 < vy existe un v,-v4 camino dirigido (v2,vs,v3,Vs)

% Es un preorden, es decir una relacion binaria, transitiva y
reflexiva.

1) Siv, < vy y Vo< V3 entonces vy < vs

a) Si vy<v, existe un camino dirigido de v, a v,

b) Si v, < v3 existe un camino dirigido de vz a v,

y por lo tanto por a) y b) existe un v;-v; camino dirigido de vz a v;.
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Por lo tanto~ s transitivay v; < v; ya que (v;) €s un camino
dirigido de v, a v, por lo tanto %= es reflexiva y transitiva.

™ Es una relacion de equivalencia (es decir, reflexiva, simétrica y
transitiva)

Demostracion:

1. Ya vimos v; < v; por lotanto vinv v, y por lo tanto™~ es
reflexiva.

2.81 vinu V) © V| £ V2 Y Vo £V por lo tanto

SI Vi Va= Vi3ruv

3. ~v estransitiva

Sup vinv vy y vorv vapor lo tanto viss Vo Y VS Vi Y ViS5 Vg, por
la transitividad de = tenemos que entonces v £ V3 ¥ V¥ Vv por
lo tanto vy~ vj.

Demostracion.

Sea mg € V un elemento minimo (Es decir tal que m < mg implique
mnu my)

Si se toman S = {m € M | que existe un camino dirigido de longitud
pardemgam}el={me M| que existe un camino dirigido de
longitud impar de mp a m } se tiene

l) my € S

i) SNnI=g

Pues si existiera s € S n I, habria un camino de my a s de longitud
par sea Cy, y otro de longitud impar, sea C,, y ademas otro de s a myg,
C;, por ser mgv s . Por lo tanto habria un ciclo impar, porque si Cs
s par, entonces C; U C; es un camino dirigido cerrado de longitud
impar y por el Teorema 1.3 contiene un ciclo dirigido de longitud
impar. Si C; es impar, entonces C; v C; es un camino dirigido
cerrado de longitud impar, esto contradice la hipotesis.
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C, par
/,_,—r’_’/-\‘\»\

_.—-—’-—-—'_'_’

5

G

Todas las flechas de D que salen de elementos de S llegan a I ya que
sis € S tenemos s € M y existe un camino dirigido de longitud par
C de mg a s; si (s,u) € F(D) tenemos C U f es un camino dirigido de
longitud impar de mg a u por lo tanto u e I ya que de cada vértice de
I sale alguna flecha hacia S. De aqui se sigue sin mas que S es un
semintcieo de D.0J ¢.q.d.

Teorema 14. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar
contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Demostracion.

La demostracién se hace por induccién sobre la longitud del camino

1°.8i ¢ (C) = 3 el mismo es el ciclo porque C = (z,2),2,20)
7)1 # 4y Z; # 21 Zy # Zy por ser adyacentes.

2°. Suponemos que todo camino dirigido cerrado de longitud impar
< 2n+1 contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

3°. Sea C un camino dirigido cerrado con longitud ¢ (C)=2n+ 1
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Por demostrar que contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Sea C = (z,Z1,..,Zon,20) Zi # Z; V i1 # j entonces C es un ciclo
dirigido de longitud impar y queda demostrado.

Siz; =z paraalguna i=ji<j

2

Cl Z(Zi’zi+]""’ i Zi)‘y C2 = (ZO:Z])“-, i Zjy Zjn 15242505 :ZmZO)

Recorro el camino por fuera
C, y C; son caminos dirigidos cerrados de longitud < 2n + 1

Ademas

¢ (C)+¢ (Cy)=¢ (C)y¢(C) es impar, por lo que se tiene
que al menos uno - C, o C, tiene longitud impar y sin pérdida de
generalidad digamos que C, tienc longitud impar. Por hipdtesis de
induccion tenemos que C; contiene un ciclo de longitud impar. Por

lo tanto C contiene un ciclo dirigido de longitud impar.O c.q.d.

Corolario (Teorema de Richardson). Si D es finita y no posee
ciclos impares, D es R-digrdfica y por consiguiente, posee nicleo.

Demostracion.
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Sea H una subdigrafica inducida de D, H no posee ciclos impares
(porque es una parte de D que no contiene ciclos impares). Por el
Teorema 1.4 H tiene un seminucleo no vacio. Por lo tanto D es R-
digratica y por el Teorema 1.2 posee un niicleo.D c.q.d.
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Capitulo II
“% y (¢¢)-niicleos en digraficas”

Como vimos en el Capitulo 1, el Teorema de Richardson “Si D es finita y

no posee ciclos impares, D es R-digrdfica y, por consiguiente posee un
nicleo”.

En este capitulo veremos algunas generalizaciones del Teorema de
Richardson y vamos a ver una generalizacién del Teorema de Duchet®!;
“Si todo ciclo dirigido de longitud impar en una digrdfica D tiene al
menos dos flechas simétricas, entonces D tiene un nicleo”.

Un conjunto J < V(D) se llama un (4.¢ )-niicleo de la digrdfica D si

(1) paracaday = x €Jtenemos dp(x,y) >4

(2) paracadax’e (V(D) - J) existe unax € Jtal que dp(x,x)) <¢

Un k-niicleo es un (44-1)-niicleo; paraé =2y ¢ =1 tenemos un niicleo en
el sentido de Berge.

Vi ) V2 V3

Vs A2 Vs Vs

En esta digréafica {vi,v4,v7} es un (3,3)-nicleo.
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El concepto de (é.¢)-niicleo de una digrafica D lo introdujo Kwasnik!®!
quien también obtuvo una generalizacion del Teorema de Richardson
sobre la existencia de 4-nGcleos en digraficas.

Su teorema 2.1 “Sea D una digrdfica fuertemente conexa tal que todo

ciclo dirigido de D tiene longitud =0 (mod k), k 2 2. Entonces D tiene un
é-nucleo”.

También veremos una generalizacién del Teorema 1.4 (pag. 38) mediante
el Lema 2.1. Todo camino dirigido cerrado de longitud¥ 0 (mod k) k> 2
contiene un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k).

Incluimos también la demostracidon de teoremas acerca de la existencia de
¢-nticleos como son los Teoremas:

Teorema 11.2. “Sea D una digrdfica tal que Asym (D) es fuertemente

conexa. Ademds supngamos que para cada ciclo dirigido y tal que

¢t (£ 0 (mod k) al menos una de las dos condiciones siguientes se

satisface.

(@) Toda flecha de y es una flecha simétrica en D

(b) ytiene por lo menos k flechas simétricas. (note que cuando ¢ (y) <
¢-1, y debe satisfacer (a)).

Entonces D tiene un é-nucleo.”

Veremos una generalizacion de este Teorema que es el Teorema I1.3.

Teorema I1.3. Sea D una digrdfica que satisface las siguientes

condiciones:

(i) Existe myeV(D) tal que para cada x € V(D) existe en Asym(D)
un xng-camino dirigido de longitud =i (mod k) para alguna 0 <i <
! y un mox-camino dirigido.

(i) Todo ciclo dirigido ytal que ¢ (v )% 0 (mod k) se satisfacen (a) 0
()
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a) Toda flecha de y es una flecha simétrica de D

b)  ytiene al menos k flechas simétricas.
Entonces D tiene un (4 ,t) — nucleo.

Veremos también dos ejemplos de digraficas que no contienen 4-niicleos'™.

{vi,va}esun (3,2)- nicleo

En este capitulo se desarrollan algunos resultados sobre la existencia de
¢-nicleos y (4.¢ )-ntcleos en digraficas con el propodsito de generalizar el
Teorema de Duchet [2] : “Si todo ciclo dirigido de longitud impar en una
digrafica D tiene al menos dos flechas simétricas entonces D tiene un
nucleo.”

Este a su vez es una generalizacion del Teorema de Richardson.
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N= {V],V3,V6} €s un nucleo y el ciclo lmpar C= {V],Vz,V3,V4,V5,V6,V7,V1}
tiene dos flechas simétricas.

En ! Kwasnik define el ¢ - nicleo de una digrafica y obtiene la siguiente

generalizacion del Teorema de Richardson (para digraficas fuertemente
conexas)

Teorema IL.1. Sea D una digrdfica fuertemente conexa tal que todo ciclo

dirigido de D tiene longitud = 0 (mod k), k > 2. Entonces D tiene un k -
niicleo.

Antes de demostrar este teorema, enunciaremos y demostraremos el
siguiente lema.

Lema 111" Todo camino dirigido cerrado de longitud ® 0 (mod k) k> 2
contiene un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k).

Demostracion. Para k = 2 ya se demostro (Teorema 1.4)
Supongamos k> 2
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Por induccion sobre la longitud del camino cerrado.

1°.81 C es un camino dirigido cerrado de longitud 2. Sea C tal

camino(vy,v),vo) este es el mismo ciclo dirigido de longitud# 0(mod k).
Pues k> 2,

2°. Supongamos que si C’ es un camino dirigido cerrado de longitud # 0

(mod k) ¢ (C’) <n, entonces C’ contiene un ciclo dirigido de longitud
#0 (mod k).

3°. Sea C un camino dirigido cerrado de longitud nZ 0 (mod k)
- C= (20521322:"'3Zn-]’z‘0)

(a) Siz#zVizj entonces C es un ciclo dirigido de  longitud # 0

(mod k)

(b) Siz=gz paraalgunai# jdenotamos:

Vamos a partir el camino dirigido

Ci= (20,2155Z= Zj, 2511 5o Zne1s20)

C2 = (Zi,Zi+],Zi 250005 =Zi)

C, y C, forman un camino dirigido cerrado
¢(C)) +¢(Cy)=¢(C)=n

£(Cy)<n, ¢(Cz)<n
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n# 0 (mod k)

Si los dos tuvieran ¢= 0 (mod k)

¢(C) tendria ¢ (C) = 0 (mod k)

Ya que n# 0 (mod k) se tiene que al menos uno de los dos caminos C, o
C; tiene longitud £ 0 (mod k)

- Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢(C;) #0 (mod k)

Ademas ¢(C;) < n por hipétesis de induccién tenemos que

C, contiene un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k). Por lo tanto C
contiene un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k).L] ¢.q.q.d.

Ejemplo de un camino dirigido de longitud impar que contiene un ciclo
dirigido de longitud  impar.

Vz Vi3 Vs

vy
Vi
V4 Ve
Cy = (vi, Va3, V3, V4, Vs, Vg, Vg, Vs, V4, V)) contiene al ciclo dirigido de
longitud impar Cyy = (vg, Va, Vs, Ve).

Teorema (M. Kwasnik ™) 2.1. Sea D una digrdfica fuertemente conexa
tal que todo ciclo dirigido de D tiene longitud = 0 (mod k), k > 2.
Entonces D tiene un k - nucleo.

Demostracion. Sea mg € V(D) y para cada 0 <1 < k-1 sea N; € V(D)
definida como sigue:

N; = {z € V(D) | existe un myz-camino dirigido de longitud‘z i (mod k)}
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() Afirmamos que N; " N; = parai#j, i,j €{0,1,.. .k-1}
Desde luego si hubieraunz e N; N N;

Entonces existiria un mgz-camino dirigido C; tal que ¢(C,) =1 (mod k)
Y un myz-camino dirigido C, tal que ¢(C;) =j (mod k)

Puesto que D es fuertemente conexa existe un zmg-camino dirigido C
¢(CiuC)=¢(C;uC)=0(modk)

my —"_"“”'/*cz

¢(C,uC)=0(modk) porquesi fueraZ 0 (mod k), por el Lema 2.1
contendria un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k), contradiciendo la
hipétesis. . ' ‘

De forma analoga
¢(C,uC)=0(modk)
H(CLUC)=¢(C)+e(C)
£(C3u C)=¢(Cy) +¢(C)

de donde 7
¢(Cy)=¢(C;) (mod k)
esto no es posible porque ¢(C, ) = 1 (mod k)

Y. £(Cz) =] (mod k)
yademdsi=j coni<j
i<k
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(ii) Afirmamos que cada N; es un conjunto k-independiente, (esto es:

para x,y € N;, x #y, dp(x,y) 2 k.)
Sean x,y € N; y suponemos que existe una xy-trayectoria dirigida T con
¢ (T) <k-1. Sea € un mgx-camino dirigido, y C, un mpy-camino dingido
tal que ¢ (Cy)=¢ (Cy)=i(mod k) y C un ymy-camino dirigido.
¢ (CkuoTuwC)=0(modk)[Si¢ (CkwTuwC) # 0 (mod k) contendria
un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k) por el Lema 2.1]. Andlogamente
¢(Cyw C)=0 (mod k)
porlotanto¢ (C,oTuUC)=¢ (CyuC)
por lotanto¢ (C,) +¢ (gZ’)+t (T)=¢ (Cy)+e (ﬁ/)

¢ (C)+ e(T)=e (C))

ycomot (Cy)=¢ (Cy)=i(modk)i>0
se sigue ¢ ( T ) =0 (mod k). Contradiccion pues 0 <¢ (T ) <k-1

Cy
X

el
mo & P
| \'\v\‘jj/‘é‘y
C

iii) Claramente toda flecha con punto final inicial en N; tiene punto final
terminal en N; 4, (notacion mod k)
k-1

yV(D)=UN;
i=0

(xy)e F(D)conx € N;- = y € Ny

3 mgx- camino dirigido C con ¢ (C) = i (mod k)
sea Cu{x,y}
c(Cuxy)=itl
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porestoy € Niyy
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C, = (v}, Va, V3, V4, Vs, Vg, V7, Vg } €5 un ciclo dirigido de longitud = 8 = 0
(mod 2) '
J={vy, v, Vs, v; } €s un 2-nicleo

Teorema I1.2. Sea D una digrafica tal que Asym (D) es fuertemente
conexa. Ademas suponemos que para cada ciclo dirigido y tal que
¢ () # 0 (mod k) al menos uno (a) 6 (b) se satisface.

(a) Toda flecha de y es una flecha simétrica de D

(b) v tiene por lo menos k flechas simétricas. (note que cuando ¢ (y) <

k-1, y debe satisfacer (a).
Entonces D tiene un k-nicleo.

Demostracion.

Seam, € V(D) y para cada 0 < i <k sea Ny V(D) definida como sigue:
N; = {z € V(D) | existe un myz-camino dirigido de longitud = i (mod k)
contenido en Asym(D)}

DN; "N;=Oparai=j,ij€{0,1,...k-1}

Supongamos que N; N N; # &

Seaze Ny NNj 1#] |

Sea C, un myz-camino dirigido en Asym(D)} con¢ (C,) =i (mod k).

Sea C, un mpz-camino dirigido en Asym(D) con ¢ (C,) = (mod k).

Como Asym (D) es fuertemente coriexa existe un C; z-my-camino dirigido
en Asym(D)

((CiuCy)=¢(C)+e(Cs)

C,w C; es un camino dirigido cerrado en Asym (D)

¢ (C; U C3) = 0 (mod k) porque si no tendriamos que C; v C; es un
camino dirigido cerrado de longitud # 0 (mod k) y por lo tanto contiene
un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k) y asimétrico, contradiciendo (a)
y (b).

Andlogamente ¢ (C; v C3) = 0 (mod k)

¢(C,w C5) =0 (mod k) '

¢(Cyu C3)y= 0 (mod k).
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Por lo tanto ¢ (C,w C3) =¢(Cu Cy)

¢(Cy) H¢(C3) =¢(Cy) +¢(C3)

de aqui

¢(C))=¢(C,) parai#j CONTRADICCION.

N; n N;=J ya tengo una particion de los vértices de D.




m)Parax,y e N, x 2y, dp(x,y) >k

Suponemos por contradiccidon que existe una xy-trayectoria dirigida T en
Dcon ¢ (T)<k-1

Supongamos que ¢(T) < k-1

Sea C, un myx-camino dirigido asimétrico tal que ¢(C,)=i (mod k)
Sea Cy un mgy-camino dirigido asimétrico tal que ¢ (Cy) =i (mod k)

Existe C ymg-camino dirigido asimétrico por ser Asym(D) fuertemente
conexa.

Entonces

Cyw T u C es un camino dirigido cerrado con a lo mas k-1 flechas
simétricas (las flechas de T), por lo tanto ¢ (C, U T W C) = 0 (mod k) de no
ser asi por Lema 2.1 contendria un ciclo de longitud # 0 (mod k) no
simétrico y con a lo més k-1 flechas simétricas. CONTRADICCION (a la
hipotesis).

Analogamente

¢(Cyw C)=0(modk)

t(C,uC)=¢(CuTuC)

£(Cy) +e(Cy=¢(Cs) +¢(C) +¢(T)

((Cy) =¢(C)+¢(TM)ye¢(T)=0 (mod k)

CONTRADICCION.

Cx

My
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Porque 1 <¢ (T)<k-1
iii) Cada flecha asimétrica con punto final inicial en N; tiene punto final
terminal en N4, (notacion mod k) y

k-1
VD)=UN,

Dada una flecha asimétrica xy tal que x eN; demostrar que y e Ny,

K-1
V(D)= UN;

Sea (u,v) una flecha asimétrica, existe un mu-camino dirigido asimétrico
'_C; con ¢ (C,) =1(mod k) C; < Asym (D) por lo tanto C; W (u,v) es un
camino dirigido asimétrico de my a v con £ (Cyu (u,v)) =¢(C) )+ .1 =i+ 1
(mod k)

Por lo tanto v € Ny

Ejemplo. Para k = 3 sea Hy la digrafica definida como sigue:
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V(Hy) = {0,1,... K" k+1}
F(Hy) = {(,i+1) [i €{0,1,.... k2 + k }}Uf(k: +k + 1,0)} L
{(k+2,ik+)]ie {1,2,.k}}.

Supongamos que Hy tiene un k-nucleo N, claramente N —~ {0,1,..,k-1} =
@.5ii € {0,1,..k- 1} "N, entonces N = {i,k+i,2k+i,...k* +i }, K> +i +
-1 & Ny no hay trayectoria dirigida de longitud a lo mas k — 1 del vértice k’
+i+1lenN. :

Se concluye que Hy no tiene k-nucleo.

47



Ejemplo 2.1 para k = 3 Sea Hj, la digrafica definida como sigue:
V(Hy) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13}
F(H)={(0,1).(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7.8),(8,9),(9,10),
(10,11),(11,12),(12,13),(13,0),(5,4),(8,7),(11,10)}

13

12

11

48



Cuando k =4

V(H4) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21 }
F(Ha)={(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4.5),(5,6),(6,7).(7,8),(8,9),(9,10),
(10,11),(11,12),(12,13),(13,0),(5,4),(8,7),(11,10),(11,12),(12,13),
(13,14),(14,15),(15,16),(16,17),(17,18),(18,1 9),(19,20),(20,21),(21,0),
(6,5),(10,9),(14,13),(18,17)}

49



Ejemplo 2.2. Para k> 2 sea Dy la digrafica definida como sigue: para cada
i € V(Hy) sea T;* una iz-trayectoria dirigida de longitud k de tal suerte que
T¥ AT = {z} T¥~ {H} =i
Y sea :

Dy =H, v Tjk
Es facil ver que no tiene k-nucleo y Asym(Dy) es una digrafica conexa.
Para k = 3 tenemos: '
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El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema I1.2

Teorema I1.3. Sea D una digrafica que satisface las siguientes
condiciones:
(i) Existe mge V(D) tal que para cada x € V(D) existe en Asym(D)
- un xmy-camino dirigido de longitud = i (mod k) para alguna 0 <i
<1 y un mgx-camino dirigido.
(i) Todo ciclo dirigido y tal que ¢ (y ) # 0 (mod k) se satisfacen (a)
o(b) :

a)  Toda flecha de y es una flecha simétrica de D
b) vy tiene al menos k flechas simétricas.

Entonces D tiene un (4 .¢ ) — nicleo.

Asym(D)
C] = XNy
¢(C,)=i(modk)
C, es un mgx-camino dirigido.

DEMOSTRACION.

SeaN = {ze V(D) | existe un zmy-camino dirigido de longitud = 0 (mod k)

contenido en Asym(D)}

(1) Six,y € Nx#yentonces dp (x,y) 2k

Sean x,y € N y supongamos que existe una xy-trayectoria dirigida T con |
(Ty<k-1

~ Sea C, un xmp-camino dirigido de longitud = 0 (mod k)

Sea C, un ymg-camino dirigido de longitud = 0 (mod k)
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Contenidos en Asym(D) y sea
C un mgx-camino dirigido contenido en Asym(D)
ElLema 2.1 :
y 1a hipétesis (ii) implican que
¢ (CuC)=0(modk)
Si no se diera esta congruencia,.es decir si
¢(Cuw C)% 0 (modk),
tendriamos que (C w C,) es un camino dirigido cerrado con longitud #0
(mod k) y esta contenido en Asym(D). Por el Lema 2.1 C U C, contendria
un ciclo de longitud # 0 (mod k) contenido en Asym(D).
CONTRADICCION. ,
(v todos los ciclos o eran simétricos o contienen k 2 1 flechas simétricas.)
Andlogamente ¢(Cy v C U T) =0 (mod k) '
Por lo tanto
t{(CulCY=(C,uCuT)
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por lo cual
UET+¢(C=t(Cy) +e(CTF¢(T)
por lo tanto
((Co= (Cy)+¢(T)
y como ¢(C,) =¢(C,) = 0 (mod k)
tenemos ¢ (T) = 0 (mod k) contradiccion con la hipétesis.

Ejemplo del Teorema 2.3

Vi

V2

Vg

V3
s

{vi,va} es un (3,2)-niicleo de D y se satisface que la longitud del ciclo
dirigido C = {v,,vg,Vs,V4,v3,v;} tiene.¢ (C) # 0 (mod k)y tiene al menos 3
flechas simétricas.
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Capitulo 111
“¢-nucleos en digraficas”

El objetivo de este capitulo es obtener una caracterizacion de una
digrafica ciclicamente k-partita y fuertemente conexa. Como una
consecuencia, obtendremos una condicion suficiente para que una
digréfica tenga un k-nicleo.

El primer teorema del capitulo es el Teorema IIL1%! Sea D una
digrafica fuertemente conexa, D es una digrafica ciclicamente k-
partita si y sélo si existe una subdigrafica fuertemente conexa H
c D tal que todo ciclo de longitud # 0 (mod k) tiene al menos dos
flechas en F(D) - F(H).

Este teorema es una caracterizacion de una digréfica ciclicamente k-
partita.

Una digrafica D se llama ciclicamente k-partita (k 2 2) si uno puede
hacer una particion del conjunto V(D) = Vo + V| + ... +V, tal que si
(u,v) es una flecha de D entonces ue V; y veV;;, (notacién mod
k). En el caso de que k = 2 obtenemos la digrafica bipartita en el
sentido usual.

E! otro teorema que veremos en el capitulo es el Teorema HL2%,
Sea D una digrifica tal que Asym(D) es fuertemente conexa.
Ademis suponemos que para cada ciclo dirigido y tal que
¢(y ) £ 0 (mod K) se satisface (a) o (b).

(a) Toda flecha de y es una flecha simétrica de D

(b) 7 tiene por lo menos k flechas simétricas.

Entonces D tiene un k-niicleo.
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Vg

V7

{v,,v4,v7} es un 3-nicleo

En este capitulo obtenemos una caracterizacién de las digraficas
ciclicamente k-partitas fuertemente conexas, generalizaremos el
capitulo I en el que una digrifica bipartita tiene un nucleo, y
obtendremos una condicién suficiente para que una digrafica tenga
un k-nticleo.

Recordemos el siguiente Lema que serd usado en la demostracion
del Teorema III.1

Lema 1.1'"Y Todo camino dirigido cerrado de longitud# 0 (mod k),
k 2 2 contiene un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k).

Teorema IIL1" Sea D una digrafica fuertemente conexa, D es
una digrifica ciclicamente k-partita si y sélo si existe una
subdigrafica fuertemente conexa H < D tal que todo ciclo de
longitud# 0 (mod k) tiene al menos dos flechas en F(D) — F(H).
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Demostracion. —>

Es claro que si D es una digrafica fuertemente conexa y ciclicamente
k-partita, entonces todo ciclo dirigido de D tiene longitud = 0 (mod
k). Asi cuando D es una digrafica fuertemente conexa y ciclicamente
k-partita, la subdigrafica H = D satisface las propiedades requeridas.

<— Supongamos ahora que existe una subdigrifica fuertemente
conexa H < D tal que todo circuito de longitud # 0 (mod k) tiene al
menos dos flechas en F(D) — F(H),
Sea my € V(D) y para cada 0 <i < k-1 sea N; ¢ V(D) definida
como sigue ~

'N; = {z € V(D) | existe un myz-camino dirigido contenido en H de
longitud = 1 (mod k)}

i. Afirmamos que Ny Nj=parai#j, ij € {0,1,...k-1}.
Suponemos que existe un ze N; N N; entonces existe un moz-camino
dirigido T, contenido en H tal que ¢ (T}) = i (mod k) y existe un
mgz-camino dirigido T, contenido en H tal que ¢ (T3) = j (mod k),
puesto que H es fuertemente conexa existe un zmop-camino dirigido
T; contenido en H;
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¢((T))=i(modk) -

¢(Tz)=j (modk)

¢(TywTy)=¢(T) +¢(Ts)

(T, T3y =¢(T2) +¢(T3)

¢(T, v T3) =0 (mod k) porque si

¢(TyuT3)# 0(modk) entonces

T, u T; es un camino dirigido cerrado de ¢# 0 (mod k) por el Lema

1.1 contendria un ciclo y €« T, u T3 y T, w T3 < H por lo tanto
tendriamos un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k) contenido en
H contradiciendo la hipétesis, por lo tanto

¢ (T, T3) = 0 (mod k) andlogamente ¢ (T, T5) = 0 (mod k)
por lo tanto ¢ (T) + ¢ (T3) = ¢ (T2) + ¢ (T3) (mod k)
por lo tanto ¢ (Ty) =¢(T2) (mod k)  (i)). ¥

ii. Afirmamos que cada N; es un conjunto independiente de D (i.e.
no existe flecha de D con ambos puntos terminales en N; )
Sean x,y € N; y suponemos que (x,y) € F(D)

My
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Sea T, un mgx-camino dirigido contenido en H

T, un mgy-camino dirigido contenido en H tal que ¢ (T,) =¢(Ty) =1
(mod k) y sea T un ymgy-camino dirigido contenido en H (T existe
puesto que H es fuertemente conexa). Ya que Ty U T es un camino
dirigido cerrado contenido en H se sigue que ¢(T,u T) = 0 (mod k)
ya que si ¢ (Tyw T)# 0 (mod k) por ¢l Lema L.1 contendria un ciclo
de longitud¥ 0 (mod k) y contenido en H Y T, wxy)wTesun
camino dirigido cerrado con a lo mas una flecha en F(D) ~F(H) del
Lema 1.1 y de la hipétesis que ¢ (Tyw (xy)v T)= ¢(T,uT)=0
(mod k) Porque si ¢ (T, T)# 0 (mod k) contendria un ciclo de
longitud # 0 (mod k) con a lo mas una flecha en F(D) - F(H)Y
((Tyv (xy)wTy=¢(Tyu T )=0 (modk)

((TL) +e(y) +e(Bf=t (Ty) +4€T)  (modk)

¢(T) +1=¢(Ty) (mod k)

i+1=i(modk)

1=0(modk) Y

iii. Toda flecha con punto final inicial en N; tiene punto final
terminal en Ni.; (notacién mod k) y V(D) = Ui=e*'N;.
Sea (x,y) una flecha con punto final inicial en N; se sigue de (ii} que
ye N; para alguna j e {0,1,..k-1}-{i}. Sea Ty un mgX-camino
dirigido contenido en H con ¢ (T,) = i (mod k), Ty un mgy-camino
dirigido contenido en H con ¢( Ty) = j (mod k) y T un ymg-camino
dirigido contenido en H (recuérdese que tal camino existe porque H
es fuertemente conexa). Tenemos T, U (xy) v T es un camino
dirigido cerrado con a lo mas una flecha en V(D) — V(H) asi se sigue
del Lema 1.1 y de la hipétesis que ¢ (Txw (x,y) U T) = 0 (mod k)
(Si ¢ (Ty v (xy) v T) # 0 (mod k) tendriamos un ciclo de
longitud # 0 (mod k) con a lo mas una flecha en F(D) — F(H)? )
también ¢ (T, v T) = 0 (mod k) (Si Si ¢(T, v T) # 0 (mod k)
tenemos que por Lema 1.1 T, U T contiene un ciclo de
longitud # 0 mod k y seria un ciclo de longitud # 0 (mod k)
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contenido en HY ) porlotanto ¢ (Tc) + 1=¢(Ty) (mod k)y j=i+1
(mod k) y porque j €{0,1,....k-1} se sigueque j=1i+ 1.

Concluimos de (i), (ii) y (iii) y de la definicién (**) que D es
ciclicamente k-partita.0 ¢.q.q.d.

Teorema IIL2. ¥ Sea D una digrafica tal que Asym(D) es
fuertemente conexa. Ademds suponemos que para cada ciclo
dirigido v tal que ¢ (y ) # 0 (mod k) se satisface (a) o (b).

(a) - Toda flecha de y es una flecha simétrica de D

(b) v tiene por lo menos k flechas simétricas.
Entonces D tiene un k-nicleo.

Demostracion.

i) Seamy € V(D) y paracada 0 <i<hseaN,c V(D) definida
" 'como sigue .

N; = {z e V(D) | existe un mgz-camino dirigido de longitud = i (mod

k) contenido en Asym(D)}
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i) Ny N;j=Cparai#j,ije {0,1,...k-1}.

Supongamos que N; " Nz &, seaze N;N;i #],

C, es un myz-camino dirigido en Asym(D) con ¢(C,) = i (mod k)

C, es un mgz-camino dirigido en Asym(D) con ¢(C;) =j (mod k)
Como Asym(D) es fuertemente conexa existe C; un camino dirigido
de z amg en Asym(D),

entonces £(C,w C3)=¢(Cy ) +¢(C3)

C,u C; es un camino dirigido cerrado en Asym(D) ¢(C, v C5) =0
(mod k) porque si no tendriamos que C,w C; esun camino dirigido
de longitud # 0 (mod k) y por lo tanto contiene un ciclo dirigido de
longitud # 0 (mod k) y asimétrico, contradiciendo (a) y (b).
Analogamente, ¢(C,w C3) =0 (mod k)

¢(Cyu Cy)=0(mod k)

¢(C,w C3) =0 (mod k)

Por lo tanto ¢ (C,w C3) =£(Cw C3)

¢(Ci)+ ) =¢(Cy ) +¢{CsT

de aqui ¢(C, )=¢(C, )y parai=}.¥
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N; " N; = & ya tengo particién de V(D)

i) Para Xy € N, x=#Yy, dD(x,y) >k
Suponemos que existe una xy-trayectoria dirigida T en D con

((T)<k-1
C, es un mgx-camino dirigido asimétrico tal que ¢(C,) = i (mod k)
C, es un mgy-camino dirigido asimétrico tal que ¢(Cy) =i (mod k)
Exnste C un ymg-camino dirigido tal camino existe por ser Asym(D)

fuertemente conexa

bl
C !
S
-,

-



Contradiciéndose entonces (C, w T U C) es un camino dirigido cerrado con a
lo més k-1 flechas simétricas , por lo tanto ¢ (C, w T u C) £ 0 (mod k),
si¢(Cyw Tw C) #£0 (mod k), contendria un ciclo de longitud #0 (mod k) no

simétrico y con a lo més k-1 flechas simétricas. Contradiciéndose la hipétesis.
Analogamente

¢(Cyw C)=0(modk),
¢ (Cyw TuwC)=0(mod k),
t{C,uC)=¢(C,uTu(),
¢(Cy )+ )= ¢ (C + LT+ ¢(T),
£(C,) =£(C+¢(T),
y ¢ (T ) = 0 (mod k). Contradiccion
porque habiamos supuesto que 1 <¢(T ) <k-1
iili) Cada flecha asimétrica con punto final inicial en N; tiene punto final
terminal en Nj,; notacion mod k) y

k-1

V(D)= U N,
=0

Tenemos que demostrar que dada una flecha asimétrica xy con x €N; tiene
y €Nis

k-1
V(D)= UN;

i=90

Sea (u,v) una flecha asimétrica, existe un mgu-camino dirigido C; con
¢ (C)) = i (mod k), C, € Asym (D) por lo tanto C; \ (u,v) es un camino
dirigido asimétrico de mg a v con ¢ (C, u (u,v)) =¢(C) + 1 =i +1(mod k), por
lo tanto v € Nj4. ¢.q.d.
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Capituloe IV
Una condicion suficiente para la existencia de é-nucleos en

Digraficas

En este capitulo veremos una condicién suficiente para la existencia
de k-nucleos en digréficas.

Presentamos una generalizacion del teorema de Kwasnik sobre la
existencia de k-niicleos en digraficas fuertemente conexas, el cual es
una generalizacion del Teorema de Richardson:

El resultado principal de este capitulo es el Teorema IV.1. Sea D
una digrafica tal que Asym (D) es fuertemente conexa y cada
ciclo dirigido de longitud 3 tiene al menos dos flechas simétricas.
Si para cada ciclo dirigido ¥ de D con 1 (y) # 0 (mod k) se
satisfacen (a) 6 (b), donde:

(a) Yy tiene dos flechas simétricas,

(b) Y tiene cuatro cuerdas cortas

entonces D tiene un k-nicleo (k > 2).

Para la demostracién del Teorema V.1 vamos a utilizar y demostrar
¢l Lema IV.1. ”Sea D una digrdfica, u, v, w € V(D), T; es una
trayectoria dirigida de u a v, T, es una vw-trayectoria dirigida de
longitud a lo mds 1 (posiblemente v=w), T; es una wu-trayectoria
dirigida y denotamos por y=T, UT, U T;. Sit () 0 (mod k), k 2
2, entonces existe un ciclo dirigide C contenido en y con ¢ (O)£ 0
(mod k) y vértices u’,v’,w’ € V(D), tal que [ u’, C,v’ | es es una
subtrayectoria de T;, [ v', Cw’ | es una subtrayectoria de T, y
[w’,C,u’ ] es una subtrayectoria de T;, (posiblemente ¢ (1) =0y
posiblemente t [v’, C,w’ [=0)".

* Denotamos a [ #’, C,v’ ] como el subcamino dirigido de uav
contenido en C).
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Teorema [M Kwasnik] Sea D una digrdfica fuertemente conexa, si

todo ciclo de D tiene longitud =0 (mod k), k = 2. Entonces D tiene
un k-nucleo. '

Vi v

A/ V3

v, ¢
7\ Va

Vs

Va
D

En esta digrafica todo ciclo dirigido de D tiene longitud = 0 (mod k),
k=2 ,
D tiene un 2-niicleo que es N = {vy, v, Vs, V7}

El resultado principal de este capitulo es el Teorema IV.1 y para
demostrarlo es necesario demostrar primero el siguiente Lema.
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Lema 1V, I‘:‘USea D una digrdfica, u, v, w € V(D), T, ¢s una
trayectoria dirigida de u a v, T, es una vw-trayectoria dirigida de
longitud a lo mds 1 (posiblemente v = w), T; es una wu-trayectoria
dirigida y denotamos por y =T, UT, UT; Si¢(yz 0 (mod k),
k = 2, entonces existe un ciclo dirigido C contenido en y con
¢ (C)# 0 (mod k) y vértices u’v’,w’ € V(D), tal que [ u’, Cv' [ (en
donde [ uw’, Cyv’ | denota la trayectoria dirigida de ' a v’
contenida en C} es una subtrayectoria de T,, [ v’', C,w’ | es una
subtrayectoria de T,, y [ w’,C,u’ | es una subtrayectoria de T;,
(posiblemente ¢ (Ty) =0y posiblemente ([ v’, Cw’ | = 0).
Demostracion,

T
u
O v
>
T2
‘_'—'H_ w
T

La demostracion serd por induccidn sobre ¢ (y)

Si ¢ (y) = 2, claramente ¥ es un ciclo requerido con las propiedades
requeridas.

<
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Supongamos que el resultado es valido para Yy’ con las propiedades
del Lema 2.1 tal que¢(y’)<nyseay=T, U T, W T3 cone(y)=n.

Si V(T)) ™ V(T3) = {u}, entonces v # w, ¥ es un ciclo dirigido v el
resultado es inmediato.

Si V(T)) N V(T3) = {u}, tomamos z el primer vértice de T;
diferente de u que estd en T;. Ya que 1 (Y)#0 (mod k) tenemos que al
menos una de las siguientes afirmaciones se cumple:
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a) ¢((u, T,z]wlz Tsul)# 0(modk)

b) ¢(z, T),wluT,ulv,T5,2]) # 0 (mod k)

Si (a) se cumple tomamosy’ ={u, T,z]wiz Tyu],u=u v’ =
w’ = z, claramente 1 (Y*) < n, y por la hipétesis de induccion sobre ¥
tenemos que existe un ciclo dirigido C contenido en Y’ y por lo tanto
eny con las propiedades requeridas.

Si (b) se cumple tomamos ¥’ = [z,T),w] U T, U [v,T3,2]

u’ = v’ =w’ =z claramente ¢ (y’) < ny por la hipétesis de induccion
tenemos que existe un ciclo C <y’ y por lo tanto contenido en y con
las propiedades requeridas.0 ¢.q.d.

{11
Teorema IV.1. Sea D una digrafica tal que Asym (D) es
fuertemente conexa y cada ciclo dirigido de longitud 3 tiene al

menos dos flechas simétricas. Si para cada ciclo dirigido Y de D
con | (v) # 0 (mod k) se satisfacen (a) 6 (b), donde:

(a) v tiene dos flechas simétricas,

(b) v tiene cuatro cuerdas cortas

entonces D tiene un k-nicleo (k > 2).

Vi

Vo

Vg
V3
Vs
Vi

V7

V5

Ve
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DEMOSTRACION:
Sea my € V(D) y para cada 0 <i < k sea N; c V(D) definida como
sigue:
N; = {z € V(D)I la trayectoria dirigida mas corta desde mg a z
contenida en Asym (D) tiene longitud =1 (mod k) }

k-1

(1) UNi=V(D)

Por ser Asym (D) fuertemente conexa para un z € V(D) existe una
trayectoria (tomamos la mds corta) asimétrica de mp a z. Esta es
congruente con algiin 0 < i <k (mod k), por lo tanto z € N;. Por lo
tanto

k-1
V(D) =\ Ni = V(D)

(2). Toda flecha de D con punto final inicial en N; tiene punto final
terminal en Nj;, (notacion modulo k).

Sea (x,y) una flecha con punto terminal inicial en N; y tomamos la
trayectoria dirigida mas corta T, de m, a X contenida en Asym(D), la
trayectoria dirigida mas corta T, de mg a y, y T la trayectoria
dirigida més corta de y a mg contenida en Asym(D), notaremos que
tales trayectorias existen porque Asym(D) ¢s fuertemente conexa.
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(3.1.¢(T,) =1 (mod k)
Esto es consecuencia de la definicién de N; y del hecho que x € N;.
(3.3). T, no tiene cuerda corta en D.

Ya que T, es la trayectoria dirigida mas corta de mg a x contenida en
Asym(D). Sea T, = [mg = 2y, Z),...,Z2 = X]

Si (z, z;+2) 0 < i <n-2 es una cuerda corta de T, tenemos [z, Zi,
7i+2,z;] €s un tridngulo dirigido con a lo mas una flecha simétrica
notese que si (z;, z; + ») es flecha asimétrica tendriamos T’ (zq, 23,
Zi,Zis2,.nZy) UNA MX trayectoria dirigida contenida en Asym(D)
contradiciendo la elecciéon de T, (porque {(z,zi+1), (Zi+1,Zis2}} C
F(T.) c F(Asym(D)) contradiciendo los supuestos del Teorema 2.1.
Concluimos que T, no tiene cuerdas cortas en D.

Similarmente podemos demostrar las siguientes dos afirmaciones:
(3.3).T, no tiene cuerda corta en D

(3.4).T no tiene cuerda corta en D.

Ahora analizaremos los dos posibles subcasos:
(Caso 1)y € Ty
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Aqui analizaremos los diferentes subcasos

(Caso 1.a2) 1 ((mg,Ty,y] w T)# 0 (mod k)
En este caso se sigue del Lema 2.1 (tomando u =mp, v=w =y = Z,

W
Ov

Z

T|=[m0,Tx,y] T2=[V=W=y:Zi]yT3=T

que existe un ciclo dirigido C contenido en [my,Tyy] @ T con
¢(C )% 0 (modk)y vértices u’,v’,w’ tales que [u’,C,v’] es una
subtrayectoria de Ty v’ = w’ [ w,C,u’” ] es subtrayectoria de T y
tenemaos

(1.a.1) C ¢ Asym(D)

esto se sigue del hecho de que C < [me,ToYlu T Tyu T Asym

(D)
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(}.a.2) [u’,C,v’] no tiene cuerda corta

Es una consecuencia de (3.2) y del hecho de que [u’,C,v’] es una
subtrayectoria de [my,1,y] la cual es una subtrayectoria de T,.
Similarmente

(1.a.3) [v’,C,u’] no tiene cuerda corta.

Ya que 1 (C ) # 0 (mod k) se sigue de (1.1.1) y los supuestos del
Teorema 2.1 que C tiene cuatro cuerdas cortas. Sea

C=[u =2y, 21, ..yZisty Zi= V', Zisyeees Zny Zo}

Tenemos de (1.a.2) y (1.a.3) que las Gnicas posibles cuerdas cortas
de C son (z;.,, z;41) ¥ (z,,2)) contradiciendo las hipétesis del Teorema
2.1

Z; Ty % Y T a4
/_V’
mg / Z;
h S
Zn T

(Caso 1.b) I ([y,Ty,x] w Ixy]) # 0 (mod k)

En este caso tenemos el ciclo dirigido

C=[y,Tx] © [xy] = [y = wo, Wi, ... Wq =X, W]

Con ¢ (C)# 0 (mod k). Ya que [y,T,x] es una subtrayectoria de T,y
T, < Asym (D) tenemos que la unica posible flecha simétrica de C
es (x,y). Por lo tanto se sigue de los supuestos del Teorema 2.1 que
C tiene cuatro cuerdas cortas. Pero se sigue de (3.2) y del hecho que
[y, ToXx] es una subtrayectoria de’ T, que las unicas cuerdas cortas
posibles de C son: (w,;, wo) y (w, w;), contradiciendo los
supuestos del Teorema 2.1

Asi el unico caso posible es:

(Caso 1.0) ¢ ([y,Tux]w T) = 0(mod k) y ¢ ([y,Tox] v (xy) = 0
(mod k)
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en este caso tenemos que
¢([m, Tyl W T) + ¢ ([y, Tix] U [x,y]) = 0 (mod k)
es decir £ (T, v [x,y] U T) = 0 (mod k)
Por lo tanto ¢ (T, U [x,y] W T) =¢([mg, Ty,y] \w T) {mod k) y se sigue
que ¢(T, U [x,y] ) = 1 ([mg, T4,y] ) (mod k). Entonces

I([mo,Ty,y] )=1(T,) + 1 (mod k)
y tenemos de (3.1) que 1 (fmg, T,,y] } =1+1 (mod k)
Finalmente nétese que siendo T, la trayectoria dirigida mas corta de
my a X contenida en Asym(D) y [mg,T,,y] es una subtrayectoria
dirigida de T, tenemos que [my,T,,y] es la trayectoria dirigida mas
corta de my a y contenida en Asym(D). Concluimos de la definicion
de Niyy que y € Njyy.

(Caso2)y ¢ T,

my

T,

En este caso probaremos que ¢ (T,) = i+1 (mod k)

De nuevo analizaremos varios casos posibles.

(Caso 2.2) ¢(T, W T) # 0 (mod k)

En este caso se sigue del Lema 2.1 (Tomandou=mg, v=w =y, T,
=T, T, =(v=w=y)y T; = T) que existe un ciclo dirigido C de
longitud ¢ (C) 0 (mod k)
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u,v’ =w' e V(C)tal que [u’, C, v’] es una subtrayectoriade T, y
[v’, C, u’] es una subtrayectoria de T. Ya que T, c Asym(D) y T¢
Asym(D) tenemos que Cc Asym(D).

Por lo tanto se sigue de los supuestos del Teorema 2.1 que C tiene
cuatro cuerdas cortas. Pero se sigue de (3.3), (3.4) v por los hechos:
que [u’, C, v’] es una subtrayectoria de Ty y [v’, C, u’] es una
subtrayectoria de T que

si C=[u’ =29, Z1, ....Zicty ZiT Y, Zistseers Zny Z0]

entonces, l1as unicas posibles cuerdas cortas de C son: (zn.1, %) ¥
(zi.1, zi+1), contradiciendo la hipdtesis del Teorema 2.1.

(Caso 2.b) ¢ (T, v [x,y] WT) % 0 (mod k)

(Tomandou=mg, v=x,w=y, T} =T, To=(xy) y T3 = T) que
existe un ciclo dirigido C de longitud ¢ (C)¥ 0 (mod k) W, v', W’ €
V (C ) tal que [w, C, v’] es una subtrayectoria de Ty, [v’,C, w’] es
una subtrayectoria de [x,y] (posiblemente v’ = w’) y [w’,C,u’] es
una subtrayectoria de Ts. Ya que T, < Asym(D) y T ¢ Asym(D)
tenemos que la Unica flecha simétrica de C es (x,y). Por lo tanto se
sigue de los supuestos del Teorema 2.1 que C tiene cuatro cuerdas
cortas. Ademas; si C =[u’ = 2y, Zj, .0vZist, Zi= V', Zit1= W5 Zis2yeensZny
zo] entonces se sigue de (3.2), (3.4) y por los hechos:

T
Zy

Zn Zi+y
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Zn.1

Z|+2

Zi+)

[u’,C,v’] es una subtrayectoria de Ty, [w’,C,u’] es una subtrayectoria
de T, que las 0nicas posibles cuerdas cortas de C son (zi., zi+1} ¥
(z,2iv2), Y (Zn, Z1), contradiciendo la hipdtesis del Teorema 2.1.
contradiciendo los supuestos del Teorema IV.1

Concluimos de los casos (2.a) y (2.b) que

(Caso 2.c}¢(Ty v T) =0(mod k) y

¢ (T, [x,y] UT) = 0 (mod k)

Por lo tanto

¢(T,u T) =¢(T, v [xy] UT) (mod k)

asi '

l(Ty) =¢ (T, U [x,y] ) =¢(T,) + 1 (mod k)

y siendo ¢(T,) = i (mod k) tenemos £(T,) = i+ I (mod k)

y concluimos que y & Ni4.

Claramente se sigue de (1), (2) y (3) que cada N; (0 <1 <k-1) esun
k-nicleo de D y el Teorema IV.1 esta demostrado.
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